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Streszczenie. W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowanie metody
elementow brzegowych (MEB) w andlizie drgan wiasnych tarcz wzmacnianych
elementami  usztywnigjacymi. Tarcze andlizowane s3 metoda podwojneg zasady
wzajemnosci MEB i wzmacniane elementami belkowymi, modelowanymi metoda
elementéw skonczonych (MES). Dla uktadow, analizowanych w przyktadach
numerycznych, wyznaczono czestotliwosci i postacie drgan wiasnych za pomoca
MEB, a wyniki poréwnano z rezultatami wyznaczonymi MES, otrzymujac bardzo
dobra zgodnos¢ rozwiazan.

1. WSTEP

Cienkie elementy konstrukcyjne, jak tarcze, powtoki, membrany itp., sa bardzo cze¢sto
wzmacniane za pomoca zeber, w celu zwigkszenia wytrzymatosci, sztywnosci i statecznosci.
Na elementy te moga dziata¢ obciazenia dynamiczne. Obiekty takie sa czesto elementami
wigkszych konstrukcji wykonujacych drgania Dodatkowo omawiane elementy konstrukcyjne
wykonane sa zwykle z kilku réznych materiatéw. Typowym zastosowaniem s3 wzmocnhione
poszycia kadtubdéw samolotow stosowane w przemysle lotniczym. Analiza dynamiczna takich
uktadow jest waznym zagadnieniem z praktycznego punktu widzenia. Celem analizy modalnej
jest wyznaczenie czgstosci i postaci drgan wiasnych uktaddw fizycznych wykonujacych drgania
wiasne. Wielkosci te okreslaja wiasnosci dynamiczne uktadow i zaleza od ich ksztaitu,
wiasnosci materiatowych i sposobu podparcia

Analiza modalna jest bardzo waznym etapem projektowania konstrukgji, gdyz umozliwia
wyznaczenie czestosci rezonansowych. W przypadku ztozonych uktadéw o dowolngj postaci
konstrukcyjngl i wykonanych z réznych materiatow, czgstosci drgan wiasnych wyznaczane sa
zwykle metodami numerycznymi. Do ngwaznigjszych zalicza si¢ metode elementéw
skonczonych (MES) i metode elementow brzegowych (MEB). W literaturze czesto jedna
ztych metod wykorzystywana jest oddzielnie w celu rozwiazania zagadnienia wiasnego.
Metody te moga by¢ potaczone w celu wykorzystania ich zalet i rozwiazania tego problemu
bardzig efektywnie.

MEB byta z powodzeniem stosowana w analizie drgan wiasnych takich uktadow, jak tarcze,
ptyty, membrany czy uktady brytowe. Jednakze rozwiazanie problemu wiasnego za pomoca
MEB przedstawiane jest w literaturze gtéwnie dla uktadéw jednorodnych i izotropowych.
Analize drgan wiasnych tarcz jednorodnych za pomoca metody podwdjne zasady wzajemnosci



32 R. GORsKI

(MPZW) MEB przedstawili po raz pierwszy Nardini i Brebbia [7]. Nastgpnie autorzy
zastosowali t¢ metode do analizy drgan wiasnych i wymuszonych tych uktadéw [2]. Od tego
czasu metoda podwojng zasady wzajemnosci MEB [3] jest szeroko stosowana przez wielu
autorbw w andizie dynamiczng uktadow. Albuquerque i inni [1] oraz Kogl i Gaul [6]
zastosowali na przyktad t¢ metode odpowiednio w analizie modalng tarcz anizotropowych
i uktadow brytowych. Gorski i Fedelinski stosowali MPZW MEB w andizie drgan
wymuszonych tarcz zbrojonych i ich optymalizacji [4] oraz w analizie drgan wiasnych tarcz
nigjednorodnych i ich optymalizacji [5].

W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowanie potaczongg MEB/MES w analizie
modalng tarcz wzmacnianych zebrami. Uogdlnione zagadnienie wiasne transformowane jest
do standardowego i rozwiazane w celu otrzymania czestotliwosci i postaci drgan wiasnych.
Poszczegblne komponenty ukladow wykonane sa z materiatu jednorodnego, liniowo-
Sprezystego i izotropowego, natomiast caty uktad wykazuje wiasnosci anizotropowe i jest
nigjednorodny. Tarcza modelowana jest MPZW MEB, a elementy usztywnigiace MES. Takie
podejscie pozwala na zmnigjszenie koncowego uktadu réwnan, np. w poréwnaniu z MES,
gdyz dyskretyzacji podlega tylko brzeg zewnetrzny uktadu i linie wzdtuz zeber.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA WLASNEGO
2.1. Tarczajednorodna

Rozwazane jest liniowo sprezyste, izotropowe i jednorodne cialo, zgmujace obszar W
i ograniczone brzegiem G Nabrzegach G | G, (GGGE G,) zadane s3 odpowiednio przemieszczenia
i sty brzegowe. Material ciata, modelowanego MPZW MEB jako tarcza, zngduje S¢ w plaskim
danie naprezenia lub odksztatceniaas W celu otrzymania rozwiazania numerycznego brzeg
zewngtrzny tarczy dzidony jet na eementy brzegowe. Metoda pozwaa sformutowad dla
rozwazanego uktadu nastgpujace macierzowe réwnanie ruchu [2], [3]:

Hu+M@& =Gt (1

gdzie H i G sa macierzami wspétczynnikbw MEB, M jest macierza bezwtadnosci, u, &
oraz t s3 odpowiednio wektorami przemieszczen, przyspieszen oraz sit brzegowych. Rownanie
to przypomina réwnanie ruchu otrzymywane MES z tym, ze macierze sa pelne
I niesymetryczne.

Zagadnienie drgan swobodnych (wilasnych) jest szczegdlnym przypadkiem drgan
wymuszonych, zdefiniowanych za pomoca wzoru (1). Otrzymuje Si¢ je poprzez przyjecie
zerowych wartosci sit wymuszajacych oraz harmonicznegl zmiennosci przemieszczen, predkosci
I przyspieszen. Te ostatnie mozna wyrazi¢ za pomoca hastepujace] zaleznosci:

& = -w’u 2

gdzie w jest czestoscia kotowa drgan wiasnych. Wstawigjac rownanie (2) do (1), otrzymuje
Si¢ nastepujace macierzowe rownanie drgan swobodnych tarczy jednorodne:

Hu- Gt =w’Mu (3)

Réwnanie (3) moze by¢ zapisane w nastepujace] postaci, uwzgledniajacel podziat brzegu:

éHll HlZl;IélJll;l éGll Gy l;'étll;'_wz (?M 11 Mlzl)éull) (4
& - =
éHa HZZHgJZH Sl GZZH%ZH gvla MzzHgJZH
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gdzie indeksy dolne 1 i 2 dotycza wielkosci odpowiednio nabrzegu G, i G..
Uwzglednigjac zadane warunki brzegowe, tj. brzeg G, jest utwierdzony (u;=0), natomiast
brzeg G jest wolny od obciazen (t,=0), réwnanie (4) upraszcza si¢ do postaci:
H, U,- G, t,=w’M,, u, (5)
sz u, - G21 tl =w? Mzz u,
Eliminujac sity brzegowe t; na brzegu G, z powyzszych rownan, otrzymuje sie¢ hastepujace
uogolnione zagadnienie wiasne dla tarczy jednorodnej [7]:

Hu,=w>M u, (6)

gdzie u, jest wektorem przemieszczen na brzegu swobodnym G, H i M s
zmodyfikowanymi macierzami wspotczynnikbw w postaci:

F' =H22' G21 Glll le

i 3 ©)
M =M22' G21 Gll MlZ

Sformutowanie zagadnienia wiasnego w przypadku tarczy wzmocniong jednym zebrem
przedstawione jest ponizel. W podobny sposdb metoda moze by¢ rozszerzona na dowolna
liczbe podobszarow MEB oraz wzmocnien.

2.2. Tarcza zbrojona

Rozwazana jest tarcza wzmocniona elementem usztywnigjacym (zebrem), jak pokazano na
rys.1. Materialy tarczy i wzmocnienia sa liniowo-sprezyste, izotropowe i jednorodne, i zajmuja
odpowiednio obszary W i W'. W przypadku, gdy materialy tarczy i zebra beda miaty rézne
wiasnosci mechaniczne, uklad bedzie nigjednorodny | bedzie wykazywal wiasnosci
anizotropowe. Podgjscie takie umozliwia analize materiatbw kompozytowych.

Rys.1. Tarcza wzmocniona zebrem

Tarcza modelowana jest MPZW MEB i elementami o kwadratowych funkcjach ksztattu,
natomiast wzmocnienie analizowane jest MES i belkowymi elementami o trzech stopniach
swobody w wezle, czyli elementami skonczonymi ramy plaskigl. W dalszej czgsci pracy autor
bedzie uzywal okreslenia element belkowy, zamiast element ramy plaskig. Stosowane
w MPZW MEB punkty wewngtrzne (zob. rys.1) zwigkszaja zwykle doktadnos¢ rozwiazania

Brzegi zewngtrzne tarczy, na ktérych zadane sa przemieszczenia i sty brzegowe, to
odpowiednio G' i G/, natomiast brzeg wspdiny, wzdiuz ktérego przytwierdzone jest
wzmocnienie, to G"'°G°G;". W celu polaczenia tarczy z belka wprowadza si¢ dodatkowa
linic brzegowa wewnatrz obszaru tarczy. W modelu numerycznym uwzgledniono potaczenie
tarczy i zebra poprzez zatozenie zgodnosci przemieszczen liniowych obu elementow
i rownowagi sit ich wzajemnego oddziatywania. W weztach tarczy i belki zatozono idealne
polaczenie. Wzdtuz brzegu wspélinego G jeden element brzegowy taczony jest z dwoma
elementami skoaczonymi. Brzeg G," (zob. rys.1) dotyczy katow obrotu belki.
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Dolne indeksy 1, 2, 3 dotycza wielkosci odpowiednio wzdtuz brzegu utwierdzonego,
swobodnego i wspdlnego, natomiast gérne indeksy | i 11 dotycza obszaru tarczy i belki.

Jak wspomniano wczesnigj, wzmocnienie analizowane jest MES. W przypadku belki
metoda pozwala sformutowaé nastepujace macierzowe réwnanie ruchu:

Ku+M#@ =Tt 8

gdzie K i M sa odpowiednio macierzami sztywnosci i bezwtadnosci belki, u i & s
wektorami przemieszczen i przyspieszen. Poniewaz w pracy wykorzystano transformacje
réwnan MES do réwnan MEB, to wektor weztowych sit skupionych P wyrazono za pomoca
st brzegowych t i specjalngl macierzy transformacji T, tj. P =T t [4]. Macierze otrzymywane
MES, w odréznieniu od MEB, sa pasmowe i symetryczne.

Macierzowe rownanie drgan swobodnych dla belki, podobnie jak w przypadku tarczy (por.
réwnanie (3)), ma postat:

Ku-Tt=w"Mu 9

Uwzglednigjac podzialy brzegéw i podobszaréw za pomoca indeksow 1, 2, 3 oraz I, Il,
rownania drgan wiasnych (3) dlatarczy przyjma postac:

€Hy Hy, Hjuéud eG'u G, GpUeu  eMy My, MyUéyl
€ |  Ué [0 | | cue u_ o | |
H21 H, stueuzu éG Gzz stﬂétzﬂ_w gMﬂ M, Mzsljéuzlj (10)

§Ha Hp HoHRul &u Go Gufffsf M My Mu{guf
natomiast réwnania (9) dla belki maja postac:
€Ky, KyUéu,u €T, Tz'guet”u LM, Mjuéu,u
RIPUR - T - Gl VIV o

Réwnania (10) i (11) dla tarczy i belki taczy sSig, wykorzystujac nastgpujace warunki
zgodnosci przemieszczen i rownowagi sit na brzegu wspolnym:

u=u) =u th=-t) =t (12)

Po uwzglednieniu powyzszych warunkéw, zadanych warunkdéw brzegowych na brzegach
G' (u/'=0), G' (t,=0) i G" (t,"=0), a takze wyeliminowaniu sit brzegowych t,' na brzegu
utwierdzonym G' z réwnan (10), otrzymuje Sie, podobnie jek dla tarczy jednorodne,
nastepujace uogolnione zagadnienie wiasne dla tarczy zbrojone:

éH,, 0 H) -GLuéu,u éM),, 0 M, Ouéu,u

O ue , u Y Y aé  u
i, 0 Hy -Ghgeul_ .My 0 My Ogguly o
€0 Ky Ky Thlay'tmTeo My My 008y

Go ki ky TUgrd G0 i owy offyd
lub zapisujac w zwigzte] postaci:
Hu=w"Mu (14)

gdzie H i M sa macierzami wystepujacymi odpowiednio po lewej i prawej stronie réwnania
(13), u jest wektorem przemieszczen i sit na brzegu swobodnym i wspdlnym. Goérna kreska
nad macierzami dotyczacymi tarczy w rownaniu (13) oznacza macierze modyfikowane
(w wyniku eliminacji Sit w utwierdzeniu), natomiast macierze dotyczace belki pozostaja bez
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zmian, w stosunku do macierzy, wystepujacych odpowiednio w réwnaniach (10) i (11).
Uogadlnione zagadnienie wiasne (14) transformowane jest do standardowego:

Au=1u (15

gdzie A=H"M, u jest wektorem wartosci wiasnych, natomiast | wartoscia wiasna
rownania (15), ktérajest rowna:

1
Kazdg czestosci drgan wiasnych w, wyznaczonej z powyzszego réwnania, odpowiada jeden
wektor wartosci wiasnych, reprezentujacy jedna posta¢ drgan wiasnych.

3. PRZYKLADY NUMERY CZNE

Zastosowanie i doktadnos¢ MEB przedstawiono, rozwiazujac zagadnienie drgan wiasnych
dla dwoch tarcz zbrojonych. Pierwszy przyktad numeryczny dotyczy analizy zbrojone tarczy
wspornikowej, natomiast drugi tarczy obustronnie podpartel. Zbadano wptyw dodatkowych
punktow wewngtrznych na doktadnos¢ rozwiazania. Punkty te rozmieszczone sa symetrycznie
w obszarach analizowanych tarcz. Uktady analizowano takze systemem MES Patran/Nastran.
Do dyskretyzacji stosowano tarczowe czworokatne i belkowe elementy skonczone. Zbadano
wplyw wzmocnienia na czestotliwosci drgan wiasnych, analizujac tarcze bez zbrojenia.

3.1. Wzmaocniona tarcza wspornikowa

Obie strony tarczy wspornikowe s3 symetrycznie wzmocnione belkami o przekroju
ceowym i wymiarach 20" 10" 2" 2 mm, jak pokazano na rys.2a. Wymiary tarczy wynosza
L=H=0.5 m, jg grubos¢ g=0.01 m, a pozostate wymiary |=h=0.4 m.
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a) b) ©)
Rys.2. Wzmocniona tarcza wspornikowa: a) warunki brzegowe,
b) elementy brzegowe, c) elementy skonczone

Materiat tarczy (W), zngjdujacy sie w plaskim stanie naprezenia oraz belek (W'), to
odpowiednio PMMA i aluminium. Wiasnosci mechaniczne tych materiatdw sa nastepujace:
modut Younga E=3.3 GPa i E;;=70 GPa, wspbtczynnik Poissona n;=0.42 i n;=0.34, gestos¢
r,=1180 kg/m?® i r;=2700 kg/m?".

Catkowita liczba elementéw brzegowych i skonczonych w przypadku analizy potaczona
MEB/MES wynos odpowiednio 112 (32 elementow na brzegu wspdlnym) i 64 (zob. rys.2b).
Liczba punktéw wewnetrznych (PW) wynos 74 (zob. rys.2b). Catkowita liczba tarczowych
i belkowych elementow w analizie MES wynosi 2604 i 90 (zob. rys.2c).
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Tabela 1. Czestotliwosci drgan wiasnych
Czestotliwos¢ [HZ] Btad
Nr MEB/MES - liczba PW [%0]
MES 0 72 0 72
1 398.86 388.77 398.57 253 | 0.07
2 897.93 899.64 910.94 019 | 1.45
3 902.74 914.44 902.06 1.30 | 0.08
4 1500.0 1473.7 1501.0 1.75 | 0.07
5 1672.6 1751.5 1684.1 472 | 0.69

Wyniki analizy numerycznej pokazano w tabeli 1, ktéra przedstawia pig¢ najnizszych
czestotliwosci drgan wiasnych, wyznaczonych potaczona MEB/MES oraz MES. Mozna
zauwazy¢ dobra zgodnos¢ rozwiazan, zwlaszcza gdy stosowane sa dodatkowe punkty

wewngtrzne. Im liczba tych punktéw jest wigksza, tym mnigjsza

zespolonych, ktére pojawigja Sie przy wyzszych czestotliwosciach.
Pierwsze cztery postacie drgan wiasnych, wyznaczone zarbwno MEB/MES, jak
przedstawiono narys.3. Mozna zauwazyc¢, ze postacie te 53 identyczne.
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W przypadku rozwazang wzmocniong tarczy uzyskano wzrost prawie wszystkich
analizowanych czestotliwosci drgan wiasnych, w poréwnaniu do uktadu bez wzmocnienia
Najwickszy wzrost nastapit w przypadku czgstotliwosci podstawowsej (344.76 Hz dla uktadu
bez wzmocnienia) i wyniost ok. 16%.

3.2. Wzmocniona tarcza obustronnie podparta

Tarcza obustronnie podparta wzmocniona jest symetrycznie uktadem zeber, jak pokazano
na rys.4a. Wymiary tarczy wynosza L=0.1 m, H=0.05 m, a pozostate wymiary 1=0.09 m,
h=0.04 m. Wzmocnieniem tarczy sa ptaskowniki o wymiarach 10" 2 mm. Diuzsze boki
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przekroju ptaskownikow sa prostopadte do ptaszczyzny tarczy. Odlegtos¢ miedzy pionowymi
i poziomymi belkami wynosi odpowiednio 0.05 m i 0.02 m. Diugosci podpor, w ktorych
odebrano przemieszczenia poziome i pionowe, wynosza 0.005 m.

AY

» l 5 .
F‘ L
< > b

a) )
Rys.4. Wzmocniona tarcza obustronnie podparta: a) warunki brzegowe, b) elementy brzegowe

Materiat tarczy (W), znajdujacy sie w ptaskim stanie odksztatcenia oraz belek (W'), to
odpowiednio zywica epoksydowa i aluminium. Wiasnosci mechaniczne tych materialow sa
nastepujace: modut Younga E=4.5 GPa i E;=70 GPa, wspotczynnik Poissona n=0.37
i n;=0.34, gestos¢ r=1160 kg/m?® i r ,=2700 kg/m°.

Catkowita liczba elementéw brzegowych i skonczonych w przypadku analizy potaczona
MEB/MES wynosi odpowiednio 112 (52 elementéw na brzegu wspolnym) i 104 (zob. rys.4b).
Liczba punktow wewngtrznych (PW) wynos 119 (zob. rys.4b). Catkowita liczba tarczowych
i belkowych elementow w analizie MES wynosi 800 i 104.

Tabela 2. Czgstotliwosci drgan wiasnych

Czestotliwos¢ [HZ] Btlad
Nr MEB/MES - liczba PW [%0]
MES 0 119 0 119

3182.5 3128.1 3132.0 1.71 1.57
3509.8 3511.2 3513.3 0.04 0.10
5431.0 5485.1 5490.7 1.00 1.10
9490.4 9498.8 9503.0 0.09 0.13
11255 11304 11271 0.44 0.14

G WIN|F

Wyniki analizy numerycznegj pokazano w tabeli 2, ktéra przedstawia pig¢ najnizszych
czestotliwosci drgan wiasnych, wyznaczonych potaczona MEB/MES oraz MES. Pierwsze
dwie postacie drgan wiasnych, wyznaczone MEB/MES, przedstawiono narys.5. Podobnie jak
poprzednio, otrzymano dobra zgodnos¢ czestotliwosci | postaci drgan obiema metodami.

Rys.5. Dwie pierwsze postacie drgan wiasnych wyznaczone MEB/MES
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W przypadku rozwazangj wzmocniong tarczy uzyskano zarOwno wzrost, jak i spadek
analizowanych czestotliwosci drgan wiasnych, w poréwnaniu do uktadu bez wzmocnienia
Najwickszy spadek nastapit w przypadku czgstotliwosci podstawowsej (3518.3 Hz dla uktadu
bez wzmocnienia) i wyniost ok. 10%.

4. WNIOSKI

W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowanie potaczongl metody elementéw
brzegowych i skonczonych (MEB/MES) w analizie swobodnie drgajacych tarcz zbrojonych.
Dla analizowanych uktadéw wyznaczono czegstotliwosci oraz postacie drgan wiasnych
MEB/MES oraz MES, otrzymujac bardzo dobra zgodnos¢ rozwiazan. Metoda pozwala na
zmnigjszenie koncowego ukltadu réwnan, w poréwnaniu z MES, gdyz dyskretyzacji podlega
tylko brzeg zewngtrzny uktadu oraz linie wzdituz zeber. Ze wzgledu na prostotg dyskretyzacji
metoda jest szczegdlnie odpowiednia do poszukiwania optymalngj struktury wzmocnienia.
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MODAL ANALYSISOF REINFORCED PLATES
BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

Summary. The formulation and application of the boundary element method
(BEM) in analysis of freely vibrating reinforced plates is presented. The plates are
analyzed by the dua reciprocity BEM and reinforcement by the finite element
method (FEM). Numerical examples are shown and frequencies and mode shapes,
computed for the reinforced plates by the BEM, are compared with the FEM
solutions, showing a good agreement of the results.



