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STEROWANIE OPTYMALNE HARMONOGRAMEM PRODUKCJI
O WIELU URZADKENIACH 1 WIELU WYROBACH

Streszczenie. Zadanie optymalizacji harmonogramu wieloopera-
cyjnego procesu produkcji sformudowano jako problem sterowania
czasowo-optymalnego z catkowitoliczbowg dziedzinag sterowania
i nieréwnosciowymi ograniczeniami wspédrzednych stanu. Podano pew-
ne wkasnosci harmonogramu czasowo-optymalnego oraz algorytm Jego
wyznaczania. Cato$¢ rozwazan zilustrowano przyktadem liczbowym.

1 _Wstep

Jednym z najwazniejszych i zarazem najbardziej skomplikowanym, zadaniem
planowania i sterowania produkcji jeat wyznaczenie harmonogramu produkcji»
zwanego rowniez planem, kalendarzowym produkcji. Okresla on dla kazdego urza-
dzenia produkcyjnego kolejnos¢ wykonywania poszczeg6lnych operacji technolo-
gicznych» precyzujac jednoczesnie czas kalendarzowy rozpoczecia i zakoncze-
nia ich wykonywania. Innymi stowy, harmonogram produkcji okresla w kazdym
momencie czasu objetego planowaniem okresu, rozdziat wszystkich urzadzen po-
miedzy poszczegbélne operacje. Optymalny harmonogram powinien, ponadto zapew-
niad minimum globalnego czasu wykonywania zadan produkcyjnych, gdyz jest to
chyba najbardziej obiektywne i zarazem najczeSciej przyjmowane kryterium je-
go optymalnosci.

¥ pracy rozwazono problem optymalizacji harmonogrami produkcji o U urza-
dzeniach i H wyrobach. Wprowadzajgc pojecia sterowania, stanu i wyjscia By8-
temu produkcji i magazynowania przedstawiono model matematyczny zadania.
Sfonmrdowano je jako problem sterowania czasowo-optymalnego jl,2,3,4] z catko-
witoliczbowg dziedzing sterowania, zadanym stanem kohcowym reprezentujgacym
plan produkcji oraz ograniczeniami stanu uwzgledniajacymi strukture technolo-
giczng procesu produkcji £ skonczone pojemnosci magazyndéw wyrobdéw. Pokazeny,
ze przy takim sformudowaniu problemu, harmonogram produkcji reprezentowany
jest przez sterowanie bedace przedziaktami stala , wektorowg funkcja czasu
o catkowitoliczbowyeh wspotrzednych. Okresla ona rozdziat urzadzen pomiedzy
poszczegdlne wyroby (operacje) w kazétym momencie objetego planowaniem okresu
czasu. Podany pewne wkasnosci harmonogramu czasowo-optymalnego oraz algorytm
jego wyznaczania, a cato$¢ rozwazah zilustrujemy przykdadem liczbowym.

2* ISDHEL MATEMATYCZNY ZADANIA STEROWANIA OPTYMALNEGO HARMONOGRAMEM
PRODUKCJI

Na wstepie przyjmieny nastepujace zatozenia dotyczgce whkasnosci rozwaza-
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ncgc systemu produkcji i magazynowania;

1} Kazdej operacji odpowiada jeden i tylko jeden rodzaj wyrobu (pétwyro-
bu lub wyrobu finalnego) otrzymywanego w wyniku jej zastosowania.

2) Ka jedrym urzadzeniu nip mozna jednoczesnie wykonywaé¢ wiecej niz je-
dng operacje.

3) Kazda pojedyncza operacja jeet w catosci £ bez przerywania wykonywana
na jednym: urzadzeniu.

4) Okres planowania sktada sie ze skonczonej liczby okreséw produkcyjnych
w kazdym# ktérych rozdziat urzadzen pomiedzy operacje jest staly.

5) Pizezbrojenia urzadzenizwigzane ze zmiang rozdziatu urzadzen pomiedzy
operacje »dokonywane og miedzy okresami produkcyjnymi.

6) Dla wszystkich operacji i odpowiadajacych im urzadzen, jednostkowe
czasy wykonywania ( czasy konieczne do wykonania jednostki wyrobu) sa jedna-
kowe i1 réwne umownej jednostce czasu.

Z zatozenia 6 wynika ponadto, zel

?) Dla kazdego okresu produkcyjnego, pétwyroby wytworzone w jego ostat-
niej jednostce czasu nie mogg by¢ poddawane kolejnym operacjom w tym okresie.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia przedstawidy obecnie model matematyczny
problemu optymalizacji harmonogramu produkcji. Wyréznione w nim zostang na-
stepujace elementy:

- Struktura technologiczna procesu produkcji,

- Struktura zasobéw produkcyjnych,

- Rownania stenn, réwnania wyjscia i ograniczenia.

2.1. Struktura technologiczna procesu produkcji

Przyjmiony, ze proces produkcji tworzy zespdét wzajemnie powigzanych cig-
goéw technologicznych operacji, w ktdrym mozna dacznie wyrézni¢ N rodzajoéw o-
peracji. Strukture technologicznag procesu i wynikajaca z niej dopuszczalng
kolejnos¢ wykopywania operacji odwzorujemy za pomoca acyklicznego, skierowa-
nego grafu 0(1,L), gdzie 1 ={i: i=1,...,N} - jest zbiorem wierzchotkéw, na-
tomiast L «{(+,J): i«l, jelj - zbiorem skierowanych krawedzi grafu. Wierz-
chotki grafu odpowiadaja operacjom, a skierowane krawedzie (Huki) pomiedzy
parami wierzchotkéw wskazuja na kolejnos¢ wykonywania bezposrednio po sobie
nastepujacych operacji technologicznych, reprezentowanych tymi wierzchotka-
mi. Na grafie G zdefiniujozy macierz C = |¢&. , iel, jel - bezpos$rednich za-
potrzebowan jednostkowych na produkowane pétwyroby, gdzie niezerowy element

okresla bezposrednie jednostkowe zuzycie pédwyrobu i podczas wykonywania
operacji j. tukowi skierowanemu od wierzchotka i, ial do wierzchotka j, jel
mozemy wiec przyporzadkowa¢ element c- e macierzy C.

2.2. Struktura zasobéw produkcyjnych

Potencjat produkcyjny systemu produkcji tworzy U, (li<N) réznych urza-
dzen produkcyjnychjZ ktérych na kazdym mozna kolejno wykonywa¢ pewna liczbe
réznych operacji, jednak nie wiecej niz jedng w kazdym, momencie czasu. Do-
puszczalne polaczenia operacji i urzadzenh przedstawimy za pomoca zero-jedyn-
ko**j macierzy Q:

" I3 * iel> 76~ , cn
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gdzies - jezeli operacje i nozna wykonywa¢ na urzadzeniu
S,
- w przeciwnym przypadku
1 ={I,...,N]- jest zbiorem numeréw wszystkich operacji,
J ={I,...,M}- jest zbiorem,numeréw wszystkich urzadzen.
W oparciu o macierz Q motany naznaczy¢ skonczony zbidér U cR*, wszystkich
dopuszczalnych rozdziatéw urzadzen pomiedzy operacje. Oznaczny w tym celu
przeze
J2 - n-elementowy podzbidr numerdéw urzadzen, tzn. *j,L =m,Vr = 1,...,
(m), m-1,..*,BE , przy czym|*]- oznacza liczbe elementéw zbioru
skoriczonego (moc zbioru),

121~, - najwiekszy podzbiér numeréw operacji! kazda z ktérych moze byé wy-
konywana jedynie na urzadzeniach (nie koniecznie wszystkich) z pod-
zbioru J,,

={i: =0VO0 * Jmr} (2)

Skoriczony zbidér U dopuszczalnych rozdziatéw urzadzen pomiedzy operacje
mozeny obecnie przedstawi¢ w postaci!

U =jukbRH: =m, itl; - catkowitoliczbowe,
21 u,<m, m=b,....,H;r=l,....(M |, (©)
Lival »
gdzie wspétrzedna wektora u eU rozdziatu urzadzen jest liczba urzadzen

przydzielonych, do wykonywania i-tej operacji.

Eaksymalna liczba nieréwnosci okreslajacych zbiéor U (3), wynosi (N + 27—
- D). Jednak w wielu praktycznych przypadkach struktura macierzy Q (1) powo-
duje, te nie kazdemu podzbiorowi odpowiada niepusty podzbiér 1°, (@) tak,
ze faktyczna liczba tych nieréwnosci czesto jest znaczni® mniejsza.

2.3. Réwnania stanu, réwnania wyjscia i ograniczenia

Harmonogram produkcji przedstawimy w postaci cigagu i(ul,h’\),...,(ut

T par (ug ), t=I>__.,T, wektoréw U rozdziaktu urzadzen oraz dtugosci

odpowiadajacych im okreséw produkcyjnych. Wszystkie te wielkosci nalezy
traktowa¢ jako niewiadome, ktdérych wyznaczenie jest celem naszych .ozwazen.

Stan it oraz wyjscie y4 procesu produkcji na koncu kazdego t-tego okre-
su zdefiniujeny jako ciggis X1 = jxN, ... ,XEJ, y* =Jy*,... ,y”", gdzie xE, (i=
1,..., N) oznacza liczbe jednostek i-tego wyrobu, wyprodukowanych w ciagu t
pierwszych okresdéw czasu, natomiast y£ - zmagazynowane zapasy i-tego wyrobu
na poczatku (t+l)-go okresu. Uwzgledniajac zatozenia 1 i 6, zgodnie z ktory-
mi liczba wyprodukowanych jednostek kazdego wyrobu jest réwna liczbie  jed-
nostek czasu maszynowedgo pracy urzadzen przy jego produkcji, wielkosci x7,
y£ bedzieny wyraza¢ w tych ostatnich jednostkach.

Réwnania stanu i réwnania wyjscia maja postac:

X1 * X1*1 +-h ul, t ©®
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J% * @ -0l11, t=1,...,T ®)
gdzia: ¥, Oj, xj, 7j, Ci=l, .., IT) - wielkosci catkowitoliczbowe, przy czym
h~1, 0l1«0. 1 - macierz identycznosSciowa.
Ponadto, i° * Q0«™M, XT = gdzie X" -[KjJ,---,X"J oznacza zadany

plen produkcji, przy czym ij jest liczbg jednostek czasu maszynowego pracy
«rzadzen przy wykonywaniu i-tej operacji, konieczng do wykonania zadania
produkcyjnego ze wzgledu na i-ty wyrdéb.

Zadania produkcyjne »dotyczace poszczegdlnych pétwyrobéwiwyznacza sie na
podstawie planu produkcji wyrobéw finalnych, korzystajac z zaleznosci:

.V Xj] = 2_ c.=xt . 6
- i>F 4 ®

Z zatozen 2 i 7 lynikajg nastepujace dodatkowe ograniczenia:

ut<xf - *t 1, t=1,...,T @

Chtut<yt“l + (ht - Dul, t=i,...,T , ®
"przy czym ostatnie z nich jest réwnowazne ograniczeniu:

C-1)xvVut, t=1,___,T ®
Ponadto nalezy wprowadZzié ograniczenia uwzgledniajaceskonczonepojemnosci
aj, (i=l,..._fi magazyndéw wyrobow: *

yinNait t=1,..*,K5t=l,.._, T 0)

R.MTKTMATJjy OZAS WKPKTWANIA ZADAM PRODUKCTJIgCH

Jesliby w procesie technologicznym nie wybtepowaty operacje zalezne
(C bykaby macierza zerowa), wéwczas minimalny czas wykonywania planu produk-

cji xf bytby rowiy j1,2,4] :

¢ 4
t. = max(max — ~, max ) » —-i-i—— W
i aj ijg)- m m*
gdzie:
121 - najmniejszy podzbiér numeréw operacji, ktérych daczne zadanie
produkcyjne wymaga najdiuzszego czasu wykonywania (t).),
J2 - m™elementowy podzbidr numeréw urzadzen odpowiadajacy podzbio-
rowi X. Jezeli | ="}, (1 - zbidr 1l-elemetttowy), wowczas m=m*,
aVv f# " *11*
W przypadku dowolnej struktury technologicznej procesu produkcji (graf
G(1,C) z niezerowg macierza Ck., przy przyjetych w pracy zatozeniach mozna

wykaza¢, ze minimalny czas wykonywania planu produkcji dany jest wyra-
zeniem: r

o —jpie=1, (=)
" +1- i, R

Tf 02)
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Z powyzszych rozwazah wynikaja nastepujace dodatkowe ograniczenia etanu
(warunki optymalncsci) czasowo-optymalnego procesu produkcji [1,2] :

»i * mH). 1=1,... N , t=1,»__,T
= (4 - O(Tn - 1y i 81=1»... .M , r=1,... N/, t=1,...,T
51 17 R
dw N =xNN) =m(tE- N , t=1,».«, T 3)

Warunki opty&alnosci (13) wykorzystano przy opracowywaniu algorytmu obliczen.
mi. ALGOlIg TH Yff2HACZAMIA OmKALIEGO HAHIGIKDGRAMU PROKJKCJT

Wektor iir*, t=I»_...,T optymalnego rozdziatu urzadzen oraz ddugosé¢ ht
zwigzanego z nim t-tego okresu produkcyjnego wyznacza¢ bedzieny zgodnie z
nastepujaca procedurar

1) Wyznaczany éredniq‘.glopuszczalgq predkos¢ u”e conv(U) zapewniajaca wy-
konanie planu proiukcji X w ciagu jednostek czasus

t f t-i

—r-t,— tt=i,...,T as

II+|

T - k=1 K

2) wyznaczany wektor u”e U optymalnego rozdziatu urzadzehn, generujacy
trajektorie czasowo-optymalng wychodzaca z punktu zt 1 przestrzeni stanu, w
kierunku "najblizszym"™ kierunkowi (f - xt_ ) :

d* ={u°c Ut: / ju? - uil = min / lu - S?|, /
t 1 1 1 ueU. t=x ii?

1 " 5
gdzie 0™ - zbidér dopuszczalnych rozdziatéw urzadzen w t-tym okresie:

u? =m jezeli I=lIr,
* J

Ut =JueUcR* Uj = oVjejt, ur<xf - «i“l» iwl»_.. h, (16)

przy czym Jt oznacza zbidér numerdéw operacji, ktérych nie mozna wykonywac
w t-tym okresie na skutek braku zapaséw odpowiednich pédwyrobow!

7 «fi* *1*. = xbk 1 - ¢ cik”_1<cij. cij>0] <17>
3) wyznaczany d¥ugoscé okresu czasu stosowania rozdziatu u*:
Eat(Ht) - jezeli Vs i - m*
\ (18)
jezeli JZ St<m*<M
iei* t

gdzie!

(19)
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*ts e _
i£I3

gdzi« zbiory 17, 17, 1~, 3~ zdefiniowane sa nastepujaco:
A 1>4p R T4 s i | A4 " 4>0F
*{ £ hE -4<@MIu*{v! 4>  4Im

S. PR2TKLAD OBLICZEKIOWY

Czaaowo-optymalry harnonograni produkcji wyznaczono dla nastepujacego
przypadku:
liczba urzadzen U * 2, liczba operacji K = 5.

Rys.1. Przyk#ad struktury technologicznej procesu

produkcji.
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Kacie» Q (1) dopuszczalnych polaczen operacji i urzadzeh oraz odpowiadaja-
cy jej zbior U (3) dopuszczalnych rozdziatédw urzadzen pomiedzy operacje:

11

ROOO
ORrRrpPk

U =JueE5: O<ul<2, CKu~l, O<Ug<l, 0O<U4<l1l, O<us<l,

ug+Ug+unl, td+u™+u3+ud+ub<2, un, (i=1,2,3,4,5) - catkowi
toliczbowe

Struktura technologiczna procesu produkcji] zadana jest w postaoi grafu
(rys.1), gdzie niezerowe elementy macierzy C - bezposrednich zapotrzebowan
Jednostkowych na produkowane Yyroty, wynosza:

el3 = 2*cl4 =a>c23 = 1* °34 = 1* c35 = 2*
Zadary jest plan produkcji wyrobow finalnych (operacje 4 i 5)»
x4 = 100 [Jednostek czasu maszynowego pracy urzadzen przy produkcji wyrobu 4]

Xg

100 [jednostek czasu maszynowego pracy urzadzeh przy produkcji wyrobu §

Pozostate zadania produkcyjne dotyczace pétwyrobéw (operacje 1,2,3) wyzna-
czono z zaleznosci (6):

*3 = C34x4 + C3SXS= 3001 *2 ~ C23X3= 300~ *1 = + cl4x4 = 70°*

Minimalny czas 7~ (12) wykonywania planu produkcji xf(700,300,300,100,
100), wynosi!
= t~ = 750 [Jednostek czasu], przy czym i=1={1,2,3,4,5] ,w](-

Wykorzystujac przedstawiony w rozdziale 4 algorytm, wyznaczono czasowo-op-
tymaliy harmonogram produkcji oraz odpowiadajaca mu optymalng trajektorie
etanu:

ul =(1,1,0,0,0] A = hj~ =300 X1 = [300,300,0,0,0]

u3 =5-,0,1,0,0] 17 =1123 = 299 x2 = 199,300,299,0, (5]

u3 =[1,0,0,0,1] hg = = 50 X3 = ~49,300,299,0,50]

i¥ =[1,0,0,1,0] h4=h42 = 51 x4 = £700,300,299,51,50]

ib = jO,0,1,0,1] hg=h52 = 1 x5 = {700,300,300,51,51]

¢6 =[0,0,0,1,1] hg = h62 = 49 = [700,300,300", 100,100] = xF.
6. WHIOSKI

Przedstawiono problem czasowo-optymalnego sterowania harmonogramem pro-
dukcji o wielu urzadzeniach i1 wielu wyrobach» Jak wykazano, przy pewryeh,
spotykanych czesto w praktyce przenyslowej wkasnosciach procesu produkcji
(zatozenie 6), wptyw zaleznych operacji na ddugos¢ globalnego czasu wykory-
wanis planu produkcji jest pomijalny. Umozliwi4o to wykorzystanie idei
przedstawiorych w pracach [1,2,3,4] do opracowania prostego algorytmu dla
wyznaczania optymalnego harmonogramu produkcji .
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OBTHVMAJDaHOE ynPABJSKB r?A®KOM nPOH3BOHCTBA HPH HAJMTOi BOJEbIOrO KOJIH-
"IECIBA QSQF/30BAHKH /, ACCOPTHMEHTA K33EJM2

Fe3dm?

3aaavy onTjnsajnraaaHH rpa”“nKa polot MHorooaepamEOHHoro npoiiecca npes-
CTasjieHO Kar. npodJieMMy BpeMerao - onTJPi&JiLHoro ynpaBliefffla b JtECKpeTHOi i
odJiacTE o HepaBeHOTBeHHHM orpamroenHer. jpia Koop”KHai coctohhhh, HaHH ne-
itOTopae ocodemocTE BpeueHHO - onrawaJEbUoro rpajKKa z ajiropHTM ero nojiy-
Eenze.

OPTXHCK CONTROL OP PRODUCTION "SCHEDULING FOR MANY MACHINES AND
PRODUCTS

Suaaary

pkoBlem,0 optimum scheduling of an industrial process with many
~-perations is j.orrsulated as a lime-optimum control proolem with an in-*
~egar control domain and inequality constraints on state variables.
- .mproperties of this scheduling are presented and an algorithm for

tne schedu!incI; 13 presented. The derivations are illustrated tv mean-,
of s numerical example.



