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Streszczenie. W literaturze znane s pozycje opisujace sposob modelowania
uktadow technicznych znajdujacych si¢ w trakcie wykonywania ruchu obrotowego
[1-8]. Niniejsza praca jest rozszerzeniem tematyki zwiazanej z analiza wptywu
ruchu uktadu na model drgan o uwzglednienie w modelu matematycznym
elementow zwigzanych z ttumieniem. Przedstawiony w opracowaniu model jest
wyprowadzeniem réwnan ruchu ttumionych belek podatnych, a dodatkowe
uwzglednienie thumienia jest krokiem, dzigki ktoremu mozliwe bedzie zblizenie
proponowanego modelu do aplikacji rzeczywistych.

1. WSTEP

Stosunkowo nowym podej$ciem do analizy dynamicznej obracajacych si¢ uktadow
belkowych jest jednoczesne uwzglednienie w modelu matematycznym efektu ruchu unoszenia
oraz tlumienia i elementdéw z nim zwiazanych. Opracowania przedstawione w tresci
niniejszego artykulu dotycza dynamiki ukladéw belkowych znajdujacych si¢ w ruchu
obrotowym. Przebieg charakterystyk dynamicznych w istotny sposob zalezy od predkosci,
z jaka porusza si¢ rozwazany uktad. Okazuje sig, ze ruch gtéwny ukladu ma wpltyw na jego
lokalne drgania, co z kolei ma wptyw na zmiang charakterystyki dynamicznej. Celem pracy
jest analiza dynamiczna uktadéw w ruchu unoszenia wraz z uwzglednieniem
w wyprowadzonym modelu matematycznym sil thumiacych. Rozproszenie energii
mechanicznej w postaci tlumienia jest nieroztacznie zwiazane z ruchem analizowanych
uktadéw. Dotychczasowe modelowanie ukladéw pretowych w ruchu unoszenia z jednej
strony czg¢sto jest oparte na uproszczeniu i zatozeniu, ze ttumienie w uktadzie jest pomijalne,
natomiast z drugiej strony rozwazania rzadko dotycza uktadow, w ktérych uwzglednia sig
efekt ruchu unoszenia.

2. MODELOWANE BELKI
2.1. Model belki swobodnej

Zalozono, ze na jeden z koncow belki, przedstawionej na rys. 1, dziata harmoniczna sita
poprzeczna o jednostkowej amplitudzie, w zwiazku z definicja podatnos$ci dynamiczne;j.
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Drugiemu koncowi belki przypisano zerowy moment zginajacy oraz zerowa sit¢ poprzeczna.
Uktad réwnan opisujacych warunki brzegowe zapisano w nastepujacej postaci:
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Rys. 1. Mohel rozwazanej belki swobodnej z thumieniem
2.2. Model belki utwierdzonej na obrotowym stole
Na swobodny koniec belki (rys. 2) dziata sita o jednostkowej amplitudzie, natomiast

przemieszczenie w miejscu zamocowania jest rowne zeru, z kolei momenty zginajace,
zar6wno w punkcie podparcia jak i na swobodnym koncu belki sa tez rowne zeru.
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Rys. 2. Model analizowanej belki utwierdzonej z ttumieniem
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Warunki brzegowe cechuje wigc nastepujacy uktad rownan:
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w kazdej chwili t>=0.
2.3. Zagadnienie wlasne

Poszukuje si¢ rozwiazania w postaci iloczynu funkcji wtasnych zmiennej przemieszczenia
oraz funkcji wlasnych zmiennej czasu jako:

wix,t =X () (), 3)

gdzie:
X (x) - funkcja wlasna przemieszczenia,

W (t) - funkcja wlasna czasu.

Uwzgledniajac harmoniczny przebieg funkcji wilasnej zmiennej czasu przyjeto co
nastepuje:

w(x,t):X (x)ej L , 4)

gdzie:
Q - czestos¢ sily poprzecznej,
j= J-1 - jednostka urojona.

Ciag wartos$ci wlasnych belki swobodnej mozna przyblizy¢ wyrazeniem:

2-n+1
2./

k= -, n=0=k=0. ®)]

Funkcja wlasna przemieszczenia belki swobodnej jest rowna:

cos(kl) —cosh (kl)
sin (k) +sinh (k/)

cos (kl) —cosh (kl)
sin (kl)+ sinh (k/)

X(x)zsin(kx)+ ‘cos(kx)+sinh(kx)+ -cosh(kx).(6)
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Ciag funkcji wtasnych belki utwierdzonej mozna przyblizy¢ nastepujaca zaleznoscia:

k=(2-n-1)-2=, n=0,1,2,3, .. (7)
2-1
A dalej po przyblizeniu otrzymanych wynikéw opisano funkcje wiasng przemieszczenia belki
utwierdzonej poprzez formule:

cos(kl)+cosh (kl)
sin(kl) - sinh(kl)

cos (kl)+cosh (k7)
sin (kl) —sinh (kl)

X (x)=sin(kx)+ -cos (kx)—sinh (kx)— -cosh(kx).  (8)

3. MODEL MATEMATYCZNY — ROWNANIA RUCHU

W rozdziale przedstawiono wyprowadzenie rownan ruchu obracajacych si¢ belek
z uwzglednieniem tlumienia. Réwnania ruchu wyprowadzono za pomoca metod klasycznych,
zaktadajac wspohrzedne uogodlnione jako poszczegolne wspdihrzedne opisujace potozenie
1 orientacj¢ analizowanego przekroju oraz predkosci uogolnione jako odpowiednie pochodne
wzgledem czasu z tych wspotrzednych:

. d .
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Sity uogolnione zapisano w zalezno$ci od elementéw macierzy rotacji, ktorej uzyto jako
metody do transformacji poszczegdlnych warto$ci z lokalnego uktadu wspohrzednych do
globalnego uktadu wspotrzednych, i tak wzgledem osi X sita ma postac:

oF,-O1-s
Fy :g—Q“, (10)
ox
Sity uogoélnione wzgledem osi Y globalnego uktadu wspotrzednych sa nastgpujace:
OF ,-Oh1s
Fy :ﬂ, (11)
ox

Zgodnie z prawem Koeniga zapisano energi¢ kinetyczna w ruchu ptaskim w funkcji
odpowiednich predkosci uogoélnionych, jako:

T:%-M-[ﬁxQ-(§+W)]2 %-M-(Q-W)2W+M-[Q-6x(§+w)]Q-W=
=0 (12)
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Dyssypacj¢ (moc strat wynikajaca z ttumienia) uktadu okreslono w zaleznosci od predkosci
uogolnionych w nastepujacy sposob:
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W dalszych rozwazaniach przyjgto nastgpujaca rdwnowazno$¢ zapisu:
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Po prostych przeksztatceniach matematycznych rownania ruchu przedstawiono w postaci
macierzowej jako:
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Site¢ poprzeczna dziatajaca na belkg, z uwzglednieniem jej sprgzystosci przedstawiono
w zaleznos$ci od odksztalcenia, ktore jest funkcja Przemieszczenia. Zwiazek ten zgodny jest

z uogb6lnionym prawem Hooke a; stad tez zaleznos¢ miedzy naprezeniami a odksztatceniami
opisana jest w nastgpujacej postaci:

= _ 0 o*w
Fg:?' EIZ—2 N (16)

gdzie:
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E — modut Younga,
17— moment bezwtadno$ci przekroju poprzecznego belki.

Po przyjeciu, ze o$ belki pokrywa si¢ z osia x lokalnego uktadu wspotrzednych, zatozono,
ze wszystkie sity poprzeczne, ktore zwrocone sa przeciwnie do zwrotu osi y lokalnego uktadu
wspotrzednych wywoluja momenty ujemne, natomiast sity zwrocone zgodne ze zwrotami osi
y lokalnego uktadu wspotrzednych, wywotuja dodatnie momenty (sity i momenty powodujace
ugigcie belki wypuktoscia w dot przyjeto jako dodatnie). Po uwzglednieniu zalezno$ci
wynikajacych z (16) otrzymano réwnania ruchu w postaci macierzowe;j:
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Przyjeto nastgpujace oznaczenia:

Wy :w-cos(go—g):w-singo,
(18)
Wy :w-sin(go—%):—w-cosgo,

stad wektor przemieszczenia liniowego przekroju poprzecznego belki prostopadly do jej osi,
oraz rownolegly do osi y lokalnego uktady wspotrzednych, wyznaczony wzglgdem globalnego
uktadu odniesienia w odréznieniu od w, ktoére odpowiada wektorowi przemieszczenia
w uktadzie lokalnym.

Wxy=Wx+Wy =iw X +j'WY (19)

Ostatecznie uwzgledniajac zalezno$ci (19) otrzymano réwnania ruchu tlumionej belki
drgajacej gigtnie wruchu unoszenia zrzutowane naosie X 1Y globalnego uktadu
wspotrzednych:

Rzut na os$ X:
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4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono model matematyczny obracajacych si¢ tlumionych belek
podatnych. Zamodelowano belki swobodne oraz belki utwierdzone w obrotowym ruchu
unoszenia. W pracy zalozono wstgpna znajomos$¢ postaci drgan belek, postugujac sie
modelem belek stacjonarnych. Rozwiazanie to jest pewnym uproszczeniem, jednak
w przedstawionym przyktadzie nie ma wplywu na koncowa posta¢ wyprowadzonego modelu
matematycznego. Wyprowadzone réwnania ruchu sa wstepem do dalszej analizy dynamicznej
zarbwno w postaci charakterystyk amplitudowo-czestotliwosciowych jak 1 wstegpem do
analizy uktadow wieloogniwowych.
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MATHEMATICAL MODEL OF ROTATING DAMPED FLEXIBLE
BEAM SYSTEMS

Summary. In the literature there are known positions described the way of
modelling of technical systems in rotational motion [1-8]. This thesis is a
development of subject matter connected with the analysis of effect of system’s
motion on the model of vibrations. This development is connected with taking
into account elements of damping in the mathematical model. Presented model in
this article is a derivation of equations of motion of damped flexible beam
systems. Additionally taking into consideration the damping of systems is a step to
bringing closer together of the proposed model and actual applications.



