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Streszczenie. Praca dotyczy analizy drgan uktadu mechatronicznego w postaci
belki wspornikowej oraz przytwierdzonego do jej powierzchni, za pomoca
warstwy taczacej, przetwornika piezoelektrycznego. Uktad ten obciazony jest sita
harmonicznie zmienna, dzialajaca w kierunku prostopadtym do osi belki,
przytozona na jej swobodnym koncu. Wyznaczono dynamiczne rownania ruchu
analizowanego ukfadu z uwzglednieniem $cinania warstwy kleju, a takze
charakterystyke dynamiczng uktadu na podstawie przyblizonej metody Galerkina.
Przebieg wyznaczonej podatnosci dynamicznej przedstawiono na wykresie.

1. WSTEP

Proste 1 odwrotne zjawisko piezoelektryczne znajduje obecnie coraz szersze zastosowanie
w uktadach mechatronicznych stosowanych w réznych dziedzinach techniki. Proste zjawisko
piezoelektryczne, polegajace na indukowaniu tadunku elektrycznego na powierzchni
przetwornika piezoelektrycznego pod wplywem dzialania naprezen mechanicznych,
wykorzystywane jest miedzy innymi w czujnikach sity, ci$nienia, przyspieszen, czy tez
w sonarach 1 mikrofonach. Odwrotne zjawisko piezoelektryczne, polegajace na odksztatceniu
si¢ przetwornika piezoelektrycznego pod wplywem dzialania napigcia elektrycznego
wykorzystywane jest szeroko w stabilizatorach 1 filtrach czgstotliwosci, silnikach
piezoelektrycznych, a takze mikromanipulatorach oraz pozycjonerach o wysokiej precyzji
dziatania.

Wszystkie aplikacje wykorzystujace fizyczne dzialanie przetwornika piezoelektrycznego
na dany uklad mechaniczny wiaza si¢ z konieczno$cia potaczenia przetwornika
piezoelektrycznego z obiektem w taki sposdb, aby w petni wykorzysta¢ jego witasciwosci
iuzyska¢ pozadane dziatanie uktadu. Aby w pelni okresli¢ skuteczno$¢ zastosowania
przetwornika piezoelektrycznego w danej aplikacji oraz wyznaczy¢ jej charakterystyke
dynamiczna, konieczne staje si¢ uwzglednienie, w rdéwnaniach opisujacych ruch
analizowanego uktadu, warstwy posredniczacej pomigdzy przetwornikiem piezoelektrycznym
a wspoOlpracujacym z nim elementem oraz przenoszonych przez nia obciazen.

W  dostgpnej literaturze tematu, zwiazanego z wykorzystaniem przetwornikéw
piezoelektrycznych jako czujniki, badz tez jako aktuatory, stosowane zaréwno do
wzbudzania, jak 1 stabilizacji 1 thumienia drgan mechanicznych, najczesciej wptyw warstwy
faczacej kleju jest pomijany. Zaktada si¢ w nich idealne potaczenie elementow [1].
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Pozycje literaturowe uwzgledniajace wplyw warstwy posredniczacej pomigdzy
przetwornikiem a elementem, na ktory on oddzialuje, uymuja jednak zagadnienie wylaczne
mechanicznie, pomijajac  elektryczne  wilasciwosci  charakteryzujace  przetwornik
piezoelektryczny [2,3].

Uproszczenia dotyczace przyjecia idealnego potaczenia elementow uktadu sa zasadne
w przypadku matej grubosci przetwornika piezoelektrycznego oraz warstwy kleju, a takze
przy pominigciu wlasciwosci sprezystych warstwy taczacej, a wigce zatozeniu jej doskonatej
sztywnosci. W rzeczywistych przypadkach witasciwosci stosowane] warstwy laczacej maja
wplyw na charakterystyk¢ dynamiczna ukladu i, aby dokona¢ dokladnej jego analizy,
powinny zosta¢ uwzglednione.

W niniejszym opracowaniu dokonano wigc analizy drgan uktadu mechatronicznego
w postaci belki wspornikowej oraz przetwornika piezoelektrycznego z uwzglednieniem
wlasciwos$ci warstwy taczacej te elementy, wykorzystujac przy tym réwnania opisujace ruch
uktadu, uwzgledniajace réwniez wiasciwosci elektryczne przetwornika piezoelektrycznego.

2. ANALIZA UKLADU

Analizowanym uktadem drgajacym jest uklad mechatroniczny tworzony przez belke
wspornikowa o statej powierzchni przekroju poprzecznego, dlugosci / 1 module sprezystosci
wzdluznej E oraz przytwierdzonego do jej powierzchni przetwornika piezoelektrycznego
o dhugosci /, 1 grubosci A,. Przetwornik piezoelektryczny przymocowany jest do powierzchni
belki za posrednictwem warstwy taczacej o skonczonej grubosci 4; i module sprezystosci
poprzecznej G, jednorodnej na catej dlugosci przetwornika. Uklad ten obciazony jest sita
harmonicznie zmienna, dziatajaca w kierunku prostopadtym do osi belki i przytozona na jej
swobodnym koncu. Drgajaca belka wspornikowa oddziatluje na przetwornik piezoelektryczny
za posrednictwem $cinanej warstwy laczacej, ktéry w wyniku odksztalcenia generuje tadunek
elektryczny. Posta¢ analizowanego uktadu mechatronicznego przedstawiono na rys.1.
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Rys.1. Posta¢ analizowanego uktadu

Dynamiczne rownanie ruchu belki z uwzglednieniem wplywu warstwy kleju wyznaczono,
wykorzystujac warunek réwnowagi dynamicznej sit dziatajacych na elementarny odcinek
belki o dhlugosci d,, zgodnie z zasada d’Alemberta, przy zatozeniu jednoosiowego,
jednorodnego stanu odksztatcenia przetwornika piezoelektrycznego oraz $cinania w warstwie
kleju [2]. Dynamiczne rownanie ruchu belki opisane jest zalezno$cia:

Ixt) EJ, 3y 1 8| Gbl( h, d(x0) ] )
o phb &' phb 8){2}1;(( 2 +u(x’t)j[H(x )= Hls XZ)]} EY A
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gdzie G i1 E oznaczaja odpowiednio modut Kirchhoffa $cinanej warstwy kleju oraz modut
Younga belki, J, moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki, zas p, ggstosé
materiatu, z ktéorego wykonana jest belka. Funkcja Heaviside’a oznaczona H(x) wprowadzona
zostala w celu ograniczenia oddziatywania przetwornika piezoelektrycznego na uktad do
przedziatu (x;,x,). Korzystajac z wtasnos$ci funkcji Heaviside’a, mozna zapisac:

a%f“) ~ (). @

gdzie Jd(x) oznacza funkcjg¢ Diraca, ktérej model wyrazony jest w postaci granicy ciagu:

5(x) = lim-.— ¢

>0 x

: 3)
2 + 52
Dynamiczne réwnanie ruchu przetwornika piezoelektrycznego potaczonego z belka za
posrednictwem warstwy kleju opisane jest zaleznos$cia:

a__h o
dt  dy -1 az(lp’t)’

p

4

gdzie d3; jest stala piezoelektryczng przetwornika, E, oznacza wartos¢ modutu Younga
przetwornika, za§ C, stanowi calkowita pojemnos¢ elektryczng przetwornika
piezoelektrycznego. Funkcja v(l,t) stanowi funkcj¢ opisujaca rzeczywiste przemieszczenie
przetwornika piezoelektrycznego, odpowiadajace przemieszczeniu powierzchni belki
z uwzglednieniem roznicy wynikajacej z wlasciwosci Scinanej warstwy taczace;.

Przyjmujac oznaczenia:
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Pyhyb
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= . (6)
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X
h
a=—-"—, (10)
dy 'lp
mozna zapisa¢ uktad rownan ruchu analizowanego uktadu mechatronicznego w postaci:
2 4
0 y(f:t) = —q? 0 y()::t)_i_ci _h_b_ ay(x’t)+u(x,t) .D +df(t)
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Obciazenie uktadu sita harmonicznie zmienng powoduje, ze rOwniez napigcie generowane
przez przetwornik piezoelektryczny, w wyniku odksztalcenia belki, ma charakter
harmonicznie zmienny 1 moze zosta¢ opisane zaleznoscia:

U(t)= Bcos(wt). (12)

Na podstawie wykorzystanej metody Galerkina rozwigzanie poszukiwane jest w postaci
sumy funkcji wlasnych uktadu, odpowiadajacych zmiennym przemieszczenia oraz czasu,
ktore sa $cisle przyjete i1 spetniaja zatozone warunki brzegowe w postaci:

2

1(0,¢) =0, 27 (0,6)=0 (13)
ox

2

Zaktada si¢ wigc, ze przemieszczenie belki opisuje zaleznos¢:

y(x,t) = Ai sin[(Zn - 1)%} - cos(at), (14)

n=1

natomiast odksztatcenie przetwornika piezoelektrycznego:

u(x,t)z%-x-U(t)z%-x-B-sin(a)t). (15)

p p

W celu wyznaczenia charakterystyki dynamicznej analizowanego uktadu konieczne jest
wyznaczenie odpowiednich pochodnych rownan (14), (15) i (12) oraz podstawienie ich do
uktadu réwnan (11). Po podstawieniu wyznaczonych pochodnych oraz przyjeciu, ze
podatnos¢ dynamiczna wyznaczona zostanie w miejscu obciazenia uktadu (x = ),
uproszczony uktad rownan dynamicznych, opisujacych ruch uktadu mechatronicznego
przyjmuje postac:

4 2
Acos(at){—a)2 +a2(”j —cD};’(ﬁj +c};’~”~§}+Bcos(at{—cD'c::1—caD. dy, .x:lzdFO COS(aI)

21 2] 2/

Asin(at{odzha)' . co{; - Zpﬂ +Bsin(a1){—a)—a . ‘;ljllpa):l =0

2 ’
(16)

Wykorzystujac twierdzenie Eulera oraz traktujac wszystkie elementy uktadu réwnan (16) jako
wielkosci rzeczywiste, uktad rownan dynamicznych ruchu uktadu mechatronicznego mozna
przeksztalci¢ do postaci:
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. h h . d d _
Lo _wzmz(ﬂj —cD”(”j sl T DN | _op. D | g
2/ 2\2/ 2 2] ox h ox h

» P
A_ei[[uzj|:ahba).ﬂ. .co{ﬂ- . pj:|+B'€i[w;[J |:_a)—a.al31lpa):| =0
21 21 h

P

(17)




DRGANIA UKEADU MECHATRONICZNEGO Z UWZGLEDNIENIEM SCINANIA WARSTWY... 339

Stosujac zaleznosc¢:

PR A (18)

. rr ot Je , . . .
oraz dzielac przez warto$¢ €' , otrzymano uktad rownan opisujacych ruch analizowanego

uktadu, w ktorym wyeliminowano funkcj¢ czasu w postaci:
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Dokonane przeksztalcenia pozwalaja zapisa¢ dynamiczne rownania ruchu uktadu w postaci
macierzowe;j:

i 4 2
_w2+a2(ﬂ.j _CDhb(ﬂ.j +Ch7b£a£ —CDQ—CaiD&x
2 2021) T2 2 & h, ox h
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iz 21 21 ° iZ h 7
ez ez P

(19)

e

Amplitudg drgan uktadu 4 wyznaczono, wykorzystujac zaleznos¢:

7.
, 21
W 21
gdzie W oznacza wyznacznik gléwny macierzy:
_ \ ) -
h h d d
_w2+a2(£j _CD_b(lj +c_b.£.a_D _CD.i_ca_D.i.x
21 22/ 2 2] ox h, ox h,

(22)
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natomiast W, wyznacznik macierzy pomocnicze] wyznaczonej poprzez zastgpienie pierwszej
kolumny kolumna wyrazéw wolnych:

4 2
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Amplituda drgan analizowanego uktadu mechatronicznego przyjmuje wigc postac:

v
iZ

eZ
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Po podstawieniu otrzymanej amplitudy drgan wuktadu do =zalezno$ci opisujacej
przemieszczenie belki (12) otrzymano:

df; L{—a)—mfj‘lﬂ)}cos(at)
2 P
y(x’t)zl A, 8De d 1 d, oD d
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(25)
Podatno$¢ dynamiczna Y, zgodnie z definicja, wyznaczono z zaleznosci [4]:
dF; - ,-lz -{—a)—aiﬂlpa)}cos(at)
eZ P
3 :Y~F0cos(at)
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Upraszczajac rownanie (26), podatno$¢ dynamiczna uktadu mechatronicznego mozna zapisac¢
W postaci:
d- 1” —o-a- o
iz h,
Y= e

4 2
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(27)
W celu wyeliminowania liczb zespolonych wykorzystano zalezno$ci matematyczne:
eizzcos£+isin£:0+i=i, (28)
2 2
%:l: ILE— LN (29)

20 =ik =) —(-1)

e
oraz wyznaczajac modul liczb zespolonych stanowiacych licznik i mianownik réwnania,
uzyskano ostateczna zalezno$¢ opisujaca podatno$¢ dynamiczng analizowanego uktadu
mechatronicznego z uwzglednieniem $cinania warstwy kleju, w miejscu obciazenia uktadu,
przy pierwszej czgstosci drgan, ktdéra mozna zapisaé w postaci:
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Y=

4 2 2
B —w2+a2(”j _thb(ﬂj LoD\ dy, [y dy 0D dy | m.ﬂ.co{”.,)j
2 2\21) 2 2 h, " h, o h 2\
(30)
Graficzne rozwiazanie réwnania podatnosci dynamicznej uktadu mechatronicznego
z uwzglednieniem $cinania warstwy kleju przy pierwszej czgsto$ci drgan, w miejscu

obciazenia ukladu (x = /) wyznaczono dla warto$ci parametrow geometrycznych oraz
materialowych uktadu przedstawionych w tabeli 1, a jego przebieg przedstawiono na rys. 2.

Tabela 1. Parametry geometryczne i materiatlowe analizowanego uktadu

Parametry geometryczne Parametry materialowe
I 0,24 [m] Db 7850 [kgm™]
b 0,04 [m] E) 210000 [MPa]
Iy 0,002 [m] E, 86000 [MPa]
h, 0,002 [m] ds, -60*107"2 [CN]
I 0,0001 [m] e31 -1,9 [Cm™]
X 0,01 [m] G 1000 [MPa]
X2 0,06 [m]
n.08
0.07 {“\
0.06 } \
0.05 } \
z
E.EI.[M / l
0.03 / l
0,02 / \
0.01 _.—j—/ \\‘-——_.*
D T

145 A
150 -

T
[Fe)
)
—

130 A
140 A

110
15 A

[rad/s]

Podatnosc dynamiczna przy pierwszej czestosc drgan |

Rys.2. Przebieg podatnosci dynamicznej uktadu przy pierwszej czgstosci drgan

Przeprowadzona analiza drgan ukladu mechatronicznego z uwzglednieniem $cinania
warstwy faczacej przetwornik piezoelektryczny z belka umozliwia uwzglednienie jej wptywu
na przebieg charakterystyk dynamicznych uktadu. Wykazano tym samym, iz pomijanie
wplywu parametrow zar6wno geometrycznych, jak i materiatowych, a takze oddziatywania
na uktad warstwy posredniczacej, w analizie drgan ukladow mechatronicznych tworzonych
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przez elementy taczone warstwa kleju, wptywa niekorzystnie na doktadno$¢ uzyskanych
wynikow. Uwzglednienie parametréw geometrycznych i materiatowych nie tylko samych
elementow tworzacych uklad, ale réwniez warstwy posredniczacej pomi¢dzy nimi i taczacej
je, w znacznym stopniu wptywa na dokladnos$¢ analizy projektowanych uktadéw, a tym
samym umozliwia, poprzez odpowiedni doboér parametréw warstwy posredniczacej,
projektowanie ukladow o wymaganej charakterystyce dynamicznej z jeszcze wigksza
doktadnoscia.
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VIBRATION OF MECHATRONIC SYSTEM
INCLUDING PURE SHEAR OF CONNECTION LAYER

Summary. The paper presents analysis of flexural vibrating machatronic system.
Considered system is compounded of cantilever bending beam and a strip-like
piezoelectric transducer. The transducer is bonded on the beam surface by
connection layer which has homogeneous properties on all its length. This
mechatronic system is loaded with harmoniousness variable force operates
perpendicular to the beam’s axis on the end of the beam. Beam’s vibrations affect
piezoelectric transducer through the agency of connection layer which generates
electric charge and produces additional stiffness.

Dynamic equations of considered mechatronic system were assigned on the
basis of elementary beam’s and transducer’s section dynamic equilibrium.
Transducer’s dynamic equation was assigned using transducer’s piezoelectric
properties.

Dynamic characteristic of considered mechatronic system, including pure shear
of the connection layer was assigned on the basis of approximate Galerkin’s
method and illustrated on the chart with giving consideration to beam’s and
transducer’s geometrical and material parameters.



