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Streszczenie. Podnoszenie sprawnosci i niezawodnosci maszyn i urzadzen jest

glownym celem pracy inzynierow i naukowcdw podczas procesu projektowania.
W wielu galgziach przemystu istotnym problemem jest rdwniez miniaturyzacja
istniejacych uktadow [4]. W ostatnich latach coraz czgsciej rozwoj ten dotyczy
nowych technologii bazujacych na zjawisku piezoelektrycznym.
W artykule przedstawiono metod¢ wyznaczania macierzy zawierajacej elementy
charakterystyczne jednej ptytki piezoelektrycznej stanowigce podstawe do dalszej
analizy uktadéw ztozonych. Niniejszy artykul jest autorskim pomystem obliczania
ukladéw zlozonych z wielu elementow [1]. Podstawa obliczen jest metoda
macierzy przej$cia wykorzystana do wyznaczenia charakterystycznych parametréw
uktadéw bimorficznych.

1. MODEL PLYTKI PIEZOELEKTRYCZNE]J

Tematem rozwazan jest ptytka piezoelektryczna o parametrach roztozonych w sposob
ciagly, ktérej lewy i prawy koniec jest swobodny. Przyjeto, ze oznaczenia, |5\, |s{’ stanowia

odpowiedzi uktadu na wymuszenia ,s”, ,s!”. Rozwaza si¢ drgania wzdluzne plytki
piezoelektrycznej, opisywane w literaturze rdwniez jako drgania grubosciowe [2,3]. Zaleznosci

pomiedzy wielkosciami |5\, s{” i ,s1", ,s{ przedstawiono nastepujaco:

1S(i)' — Y(i)zs(i)' , (1)
gdzie:
1S(I) = {151(1) alsgl)}a
2S(i) = {2510)',255[)},
Y jest macierza charakterystyk ukfadu.

Zaleznos¢ (1) zostata wyprowadzona w poprzedniej publikacji autoréw [1], zapisana
W postaci macierzowej:
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(@) (i) (i) @)
{151 }:{Yn Y, }{252 } )
(@) (i) (i) o "
152 AN S Y

W celu okreslenia zaleznosci wystgpujacych w plytce piezoelektrycznej niezbgdne jest
odwrocenie macierzy (2) do postaci:

A (4)
przy czym szczegolowy zapis operacji odwrocenia macierzy tacznie z okresleniem sktadowych
zapisano:

i) i) i)' i) -1

[ ][ 5
R 220 I DAL A
Uwzgledniajac przeksztalcenia (5), zapisano:

@) _ 7@ (@) @@ [©)
A N AT o
. ©)

@) _ 7@ (@) @@
28 =2y 8 Ly 8,

W celu zachowania zgodnos$ci oznaczen z poprzednimi opracowaniami dotyczacymi uktadow
mechanicznych [1] wprowadzono uproszczenia literowe:

Z =20,
@) _ (@)
ZIZ _Zc ’ (7)
Z(i)' _ Z(i)
21 = “~d »
@) _ 7(@i)
Z22 _Zb ’

oraz przyjeto, ze analiza ukladu zastepczego bedzie wykonywana na symbolach, w ktorych
zastapiono indeksy cyfrowe symbolikg literowa.

@) (i) (i) @
|:1S1 :|:|:}/a }/c :||:2S2 :| (8)
) (i) (i) @ |
152 Y," Y, 252

Wykorzystujac wzor (5), wyprowadzono zaleznosci pomigdzy Z a ¥ w formie:
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0 Yb(i)
a = Y(i) ’
(i)
AL Ya
b Y(i) ’
. )
o _ Y
c = y®’
Y(i)
i) _ *c
d = y®’

e v _y Dy D By @
gdzie: Y=Y Y, =Y Y,".

Przedstawione charakterystyki ukladu ptytki piezoelektrycznej sa podstawa okreslenia réwnan
fancuchowych.

2. MODEL PLYTKI PIEZOELEKTRYCZNE]J

W niniejszym rozdziale przedstawiono réwnania tancuchowe, ktore wykorzystywane sa
w dalszej analizie uktadow zlozonych metoda macierzy przejscia. Przeksztalcajac macierz (8)
do postaci fancuchowej, otrzymano macierz w formie:

(@) () () (@)
28 Ay A | L)

@) - () (i) ONN ( 1 0)
151 Ay Ay || s,

W celu wyznaczenia skladowych macierzy (10) obliczono ,s!”, a nastepnie zapisano jako:

W _ iy
]S] - }/a 2 Sl + }/C 2 S2

@y )
G0 =15 -7 s, : (1T)

241 Yd([)

Wprowadzajac obliczong wartos¢ ,s'” otrzymano:

(@) Y(i) (@)

Gy _yi| 152 —1p 25 @ .Gy
S0 =1 (T}LYC 252
— (12)

i) i i)'
W _ 15 — Y78

241 Yd([)

Po wymnozeniu skladnikow w nawiasach 1 zgrupowaniu wyrazéw podobnych oraz
sprowadzajac do formy (10), uktad réwnan zapisano:
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NS D A
) _ (i) b (i)
28 —1 8, ——5S

Ty 172 (272
Y, Y, (13)
0) i)y (i) )y (i) ’
ERR AN AL Rl 50 AU
1°1 _Y(i)l 2 Y(i) 2°2
d d

lub w formie macierzowej jak (10), gdzie, wyznaczone wspdlczynniki rownania fancuchowego
przedstawiono nastepujaco:

() v
Ay =7
d
o _ 1
27 vy’
g (14)
Oy () _y@Dy)
o YOy oy,
21 Y(i) ’
d
()
o _ Y
2~ 30
Yd
Ostatecznie otrzymano roéwnanie tancuchowe plytki piezoelektrycznej w postaci:
W _ ) Gy OISO
{2S1 =4, 58, +4, s, (15)
W _ 4 ) () (0 @
Sp =4y 08, A, s,

Wyznaczony uklad rownan (18) jest podstawa analizy ztozonych uktadéw mechatronicznych.

2. ROWNANIE LANCUCHOWE UKELADU ZELOZONEGO

Na rys. 1 przedstawiono model uktadu bimorficznego zlozonego z dwodch plytek
piezoelektrycznych. Indeksem goérnym (7) oraz (i +1) oznaczono kolejnos¢ uktadow.

Rys. 1 Schemat polaczonych dwdch elementéw piezoelektrycznych i zaleznosci migdzy nimi

Réwnanie macierzowe pierwszego ukfadu oznaczonego indeksem (i) zapisano jako:

(©) Y(i) Y(i) (@)
{lsin} { i C(i)}{zsin} (16)
152 Y," 28
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natomiast drugiego oznaczonego indeksem (i + 1) jako:
(i+1)' (i+1) (i+1) (i+1)'
151 Y, Y, 251 (17)
@i+ [

Gy | T | v (i+1)
152 Y, Y, 28,

W wyniku zastosowania przeksztatcen (11-15) otrzymano uktad réwnan tancuchowych

podukiadu (i) w postaci :

(@) (i) (@) (i) (@)
WS =48, A, s,
(18)

@ _ (i) [©) (i) (@)
1S =4y 08, A, s,

oraz poduktadu (i +1):

(i+1)

(i+1) (i+1)
S +4, s, (19)

(i+1) (i+1)
=4
11 202

28]
(+1) o (+1) (i+l) (+1)  (i+])
151 =4, 25 +4, ILPI

W celu wyznaczenia macierzy przejscia, oznaczonej jako B, zastosowano takie
potaczenie, w ktérym wejscia poduktadu drugiego (i +1) sa przylaczone do wyjs¢ poduktadu
pierwszego, oznaczonego jako (i). Zalozenie to przedstawiono w formie matematycznego

zapisu w postaci:
(i+1)' ) (20)

() _ G+l @) _
282 =281 s 18 =18

Stosujac zatozenia (20) do wzoru (10) oraz podukiadu (i +1):
2Sl(iJrl)' _ Al(fﬂ) Al(;rl) 2S§i+1)' (21)

i+ | (i+1) (i+1) i+ |?
151 Ay %) 152

otrzymano wzdr okreslajacy zaleznosci parametréw fancuchowych ukladu ztozonego:

@ (i) (i) (i+1) (i+1) (i+1)'
25 Ay Ay | A Ay 25 oy
@i+ |° ( )

B = =
(@) (i) (i) (i+1) (i+1)
151 Ay Ay || 4y Ay 152

Po wyprowadzeniu rownania (22) stwierdzono, ze macierz tancuchowa o strukturze
kaskadowej jest iloczynem macierzy fancuchowych poszczegdlnych ogniw ukladu ztozonego.

Wyznaczong macierz przejscia B zaprezentowano jako:

(@) (i+1) 4(i) (i) 4(Gi+1) (i) 4@i+1) (i) 4Gi+1) (i+1)
B= 28517 | AU A + Ay A4y Ay Ay + Ay Ay 282 23
gD | 4D 4G gD g6 gD ) () (D i+ |° (23)
151 0 Ayt Ay Ay 21 Ayt Ay Ay 152
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Podstawiajac wyznaczone wspdiczynniki (14), otrzymano koncowa posta¢ macierzy przejscia

jako:

gdzie:

Bl(lk) Bl(;)
Py a0 o

B(k) _ }/b(i)}/b(iﬂ) _ K{(Hl)}/b(iﬂ) + }/C(Hl)};(iﬂ)

11 };(i)};(iﬂ) ’

" }/b(i) + K{(Hl)

12 Kd(i)xfiﬂ) ’ (25)
Bg() _ (_}/a(i)}/b(i) (_:_-)}/L&(:]})/;i))}/b(iﬂ) . }/a(i)(_}/a(iﬂ)}/I({ZH)(I-:))/C(HI));?HI)) ’

Y,r Y,Y
Bg) - Ya(i)Yb(i) + YL((II))K‘E(II)) + Ya(i)Ya(iH) .
Y,Y

W celu uzyskania charakterystyk ukladu zlozonego dokonano przeksztalcenia

obliczonych wspotczynnikdw réwnania tancuchowego (25) do podstawowej postaci:

@y o yO (O
s YU YU\ ,s

1°1 _ c 26)
O | y®  yo) a |’ (
152 ;0 YL,
Przyjeto, ze podstawg przeksztatcen sa rOwnania macierzowe:
(ky *)  pk) (ky
B= 251 | _ B By |25 27)
RO BH  ph | (|
1”1 21 22 122
zapisane w postaci uktadu réwnan:
Ky _p k) Gy k) Gy
281 =By s, By s, (28)
ky _p Gy k) Gy
1St =By 08, By s,
z ktorego wyznaczono s
Gy k) Gy
w_15 By s,
182 = (29)

®
BZZ
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Podstawiajac obliczone wyrazenie (29) do (28) oraz grupujac wyrazenia:

(k) (k) p (k)
w _ By W, gw|pw_ By By
251 T % 252 1 4 )
2 B,
(i) (k) (k) (30)
o ,
PRG- 151 B, s,
152 = ® >
B,,

(k)

oraz przenoszac naczone ,s;"’ na lewa stron¢ rdGwnania, otrzymano:
171

(k) (k) (k)
w_| gwr_ cwr|gw_ By By ||By
151 =25 28, 11 @) @
B,, B,
(€29)
(@) (k) (k)
S(k)'_lsl - B, s,
18 = 0
B,,

Obliczona warto$é¢ . s'*) wstawiono do drugiego réwnania i zgrupowano wyrazy podobne:
a4 191 y

0 p (k) ")
BIZ BZI BZZ

® ®
BZZ BIZ (32)

oy
G

(kY
1°1 25 T

(kY (k)
292 Bll -

*)
w_ 1w wr By
=251 2%
BIZ

152

otrzymujac szukana macierz charakterystyk w formie (26), gdzie:

*) ®p ®
w _ By w__Bu By pw (33)
o T me e = ® a

Bl2 BIZ

(34)

Przedstawione wzory (33) i1 (34) sa skladowymi macierzy charakterystyk ukfadu
zlozonego z uwzglednieniem wyznaczonych parametréw tancuchowych ukladu potaczonego.
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APPLICATION OF TRANSFORM MATRIX IN COMPLEX SYSTEM
MODELING

Summary. Main purpose of engineers and scientists work during projecting
process is efficiency and reliability of machines and devices improvements. In many
industrial branches crucial problem is also miniaturization of existing systems. In
recent years more frequently this development concerns new technologies based on
piezoelectric effect. In present paper determination of matrixes will be present.
Those matrixes will contain characteristical elements of piezoelectric plate, which
are basis of further analysis of complex systems.

This article is authority idea of determination of systems composed of many
elements. The foundation of evaluation is matrix of transforming method used for
characteristic parameters of biomorphic systems.



