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Streszczenie. Wspodlczesnie produkowane materialy anizotropowe sa najczesciej
kompozytami wielowarstwowymi o periodycznie powtarzalnej strukturze, ktora
pozwala traktowa¢ je jako jednorodne materialy ortotropowe o $rednich
parametrach termofizycznych. Warto$ci tych parametrow zaleza od wielu
czynnikéw, np.: wlasciwosci cieplnych widkien nosnych i lepiszczy uzytych do
ich polaczenia, co uniemozliwia wyznaczanie ich metodami teoretycznymi.
Dlatego w pracy do wyznaczania wielu parametrow termofizycznych w trakcie
wykonywania jednego eksperymentu zaproponowano rozwigzanie odwrotnego
zagadnienia przewodzenia ciepta metoda hybrydowa. Przedstawiono wybrane
wyniki badan.

1. WSTEP

Wspolczesna inzynieria materialowa wymusza szybki rozwdj nowych, bardziej
doktadnych iuniwersalnych metod identyfikacji parametréow cieplnych produkowanych
materialtdow. Duza cze$¢ tych materialdw stanowia materialy anizotropowe (kompozyty) o
wlasciwosciach cieplnych znacznie rdézniacych si¢ od wiasciwosci cieplnych materialow
skladowych. Jednak ich cecha charakterystyczna jest to, ze posiadaja one periodycznie
powtarzalng strukture i mozna je traktowaé jako jednorodne materialy ortotropowe o $rednich
parametrach termofizycznych, ktore zaleza od wielu czynnikdw, np.: wlasciwosci cieplnych
widkien nos$nych, ich orientacji i ksztaltu w materiale oraz wlasciwosci cieplnych i1 udzialu
lepiszczy (macierzy) uzytych do ich potaczenia. Nie jest wigc mozliwe wyznaczenie ich
metodami czysto teoretycznymi.

Dlatego w pracy do wyznaczenia tych parametrow potaczono metode eksperymentalna
z metoda odwrotna przewodzenia ciepta. Polfaczenie takie umozliwia wyznaczanie wielu
parametréw termofizycznych w trakcie wykonywania jednego eksperymentu.

Ogolnie metody odwrotne przewodzenia ciepla wykorzystuja pomiar temperatury
w wybranych punktach badanej probki w funkcji czasu oraz model matematyczny opisujacy
nieustalony przeptyw ciepta w badanej probce. Model taki laczy wielkosci wyznaczane
z wielko$ciami mierzonymi. W pracy dwuwymiarowy model matematyczny sformutowano
dla geometrii cylindrycznej stosujac metodg bilanséw elementarnych. Natomiast, odwrotne
zagadnienie przewodzenia ciepla rozwiazano metoda hybrydowa. Dokltadnos¢ i efektywno$¢
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zaproponowanej metody oraz wrazliwos$¢ jej na dane wejSciowe przetestowano za pomoca
eksperymentu numerycznego. W wyniku eksperymentu numerycznego wybrano optymalne
wartosci promienia strumienia ciepta oraz liczb¢ 1 polozenie wezlow pomiarowych
temperatury. Nastgpnie optymalne parametry eksperymentu oraz zaproponowany algorytm
rozwiazania zagadnienia odwrotnego wykorzystano do identyfikacji nastgpujacych
parametréw termofizycznych: liczby Fouriera Fo, ilorazu skfadowej kierunkowej do osiowej
wspotczynnika przewodzenia ciepta k./k., liczby Biota Bi 1 strumienia ciepta Q.
Przedstawiono wybrane wyniki badan.

2. SCHEMAT GEOMETRII PROBKI POMIAROWE] ORAZ SFORMULOWANIE
MODELU MATEMATYCZNEGO

Na rys.1 przedstawiono ksztalt analizowanej probki pomiarowej oraz sposob jej grzania
i chlodzenia.

zrodto ciepta Q o (r,t)

< WL

v

czujniki temperatury

h

VA 4
Rys. 1 Schemat analizowanej probki pomiarowej wraz z warunkami brzegowym

W czasie fy powierzchnia gorna probki o wysokosci H 1 promieniu ry byla poddana
osiowemu nagrzewaniu plaskim zrédtem ciepla o promieniu r; (r:< r). Probka wymieniala
cieplo z otoczeniem przez powierzchni¢ cylindryczna i1 powierzchnie czolowe ze
wspotczynnikami  wnikania ciepta odpowiednio (A, hm, ho). Wprowadzajac zmienne
bezwymiarowe:

r=r"/H, z=z"/H;, t=t/ty; T=T -T,)/T, (1)

gdzie T, temperatura poczatkowa, a T, fikcyjna temperatura obejmujaca strumien ciepta Q
T,=Q-t,/p-c-H. )
Dwuwymiarowy rozktad temperatury w probce opisuje znane rownanie postaci [1]:

1 0T K_ o oT\ 0T
el -l [ it - (3a)
Fo_ ot r or\_ or) oz
z warunkami brzegowymi:
a_T:&+BiOT dlaz=0 (3b)
0z rm-r, -Fo.
T 0 dlar=0 (3¢)
or
T _ BT daz=1 (3d)

0z
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or_ -Bi. T dla r=r, (3e)
Or :
1 warunkiem poczatkowym:
7=0 dla 7=0 (39)
gdzie Fo. jest osiowa liczba Fouriera okre$lona nastepujaco:
a-t
Fo_ = H20 4)
K, jest ilorazem promieniowej do osiowej przewodnosci cieplne;j:
k
K_ =-—~. 5
S (5)

Liczby Biota odpowiadajace powierzchniom cylindrycznej » =r; i czolowym z=0 iz = H,
sa odpowiednio okreslone:
-H
L= ark— ; BZO
W badaniach przyjeto, ze wspdlczynniki ciepta hr = hy = hy oraz wprowadzono liczbe Biota
Bi., ktora odpowiada powierzchniom czotowym:

-H -H
=T By = ©

Bi

r z z

Bi_ = Bi,, = Bi,. (7)
Stad promieniowa liczba Biota moze by¢ zapisana nastepujaco:
Bi
Bi =—=. 8
=2 (8)

rz

Strumien ciepta w formie znormalizowanej na powierzchni z = 0 jest okre§lony zaleznoscia:
gdyt <1 1 0<r<r,

1
D(r,t) = ) 9
(r1) {0 gdyr>1 ir>r, ©)

Dyskretyzacja probki i zastosowanie metody bilansoéw elementarnych umozliwito zapisanie
modelu w postaci uktadu rownan algebraicznych.

3. SFORMULOWANIE ODWROTNEGO ZAGADNIENIA HYBRYDOWEGO

Zagadnienie odwrotne sformutowano jako zagadnienie optymalizacyjne, ktére rozwiazano
zmodyfikowanym algorytmem hybrydowym. Modyfikacja polegata na krokowym laczeniu
metody zmiennej metryki z metoda dynamicznej estymacji sekwencyjnej. W tym celu kazda
dhugo$¢ kroku czasowego migdzy krokiem k i k+1 przyjeta dla metody dynamicznej estymacji
sekwencyjnej podzielono na krotsze kroki czasowe i temperatur¢ mierzono z krétszymi
krokami. Wyniki tych pomiarow wykorzystano w metodzie zmiennej metryki, a otrzymane
wyniki obliczen oraz wyniki pomiaru temperatury z kroku k+1 zastosowano w metodzie
dynamicznej estymacji sekwencyjnej dla poprawy identyfikowanych parametrow.

Funkcje celu dla metody dynamicznej estymacji sekwencyjnej zapisano w postaci:

S(Y) = (Fk+l/k (S’k )_ §k+l )T VI:] (Fk+1/k (yk )_ §k+l )"’ ((y - §’k+1/k )T [Gk+1/k ]71 (y - §’k+1/k )) (1 1)

gdzie Y — wektor mierzonych temperatur, F(§ .) — wektor predykcji dla mierzonych

temperatur, G — macierz kowariancji bledow ocen wielkosci estymowanych, V — macierz
kowariancji bledow wielko$ci mierzonych, a wektor stanu y zawiera wszystkie
identyfikowane wielkosci, tzn. N temperatur w wezlach podzialu roéznicowego oraz
identyfikowane parametry:

y=|r.1,...T,,K,_,Bi_,Fo_,T,]. (12)
Natomiast funkcje celu dla metody zmiennej metryki zapisano w postaci:
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F®= 23 @) - ) =l @) -] e @) - 7] min, (13)

gdzie: MP — liczba punktéw pomiarowych w ukladzie przestrzennym probki, kk — liczba

krokéw czasowych, t,ffj.’ , 1" — obliczone i zmierzone temperatury w k — tym kroku

czasowym oraz i — tym punkcie probki W rozpatrywanym przypadku wektor p obejmuje
tylko identyfikowane parametry i ma postac:

p=I[p.p,. 0.0, =[K..Bi.,Fo_T,]" (14)

Sposob  rozwiazania zagadnienia odwrotnego metodami dynamicznej estymacji
sekwencyjnej i zmiennej metryki podano w [2, 3]. Natomiast celem zmniejszenia blgdow
wielkosci  pomiarowych, w pierwszej kolejnosci przeprowadzono optymalizacjg
eksperymentu w oparciu o analiz¢ wrazliwosci. Wzgledne wspotczynniki wrazliwosci okresla
zaleznos¢ [4]:

oT,
J . =p —. 15
2y p./ 8p/ ( )
Z obliczonych wspotczynnikow wrazliwosci budowana jest macierz informacyjna postaci:
J-J". (16)

Warunek duzej wartosci wyznacznika macierzy informacyjnej gwarantowany jest dla duzych
warto$ci wspolczynnikéw wrazliwosci, a to gwarantuje brak korelacji miedzy parametrami.

4. PRZYKEADOWE WYNIKI BADAN

Przyktadowe wyniki zalezno$ci wspolczynnikow wrazliwosci w  funkcji  czasu

przedstawiono na rys. 2-3.
0,2

I dt/dTm
0,1
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Rys. 2. Wzgledne wspdtczynniki wrazliwosci dla: r;/r, = 0.2
17,/rs=0.3r 61-115= 0.5 Fo,=0.1 K,.,=0.1 T,,=0.2 Bi,=0.1 7, = 30sek.
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Rys. 3 Wzgledne wspotczynniki wrazliwosci: v:,/r,=0.5i r,/rs=0.7, r;/y=0.5, Fo.,=0.1, K,.=
0.1, 7,,=0.2, Bi.=0.1, 7,=30s.
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Na rys. 2 wida¢, ze odpowiednie wspotczynniki wrazliwosci zmieniaja si¢ w rdzny sposdb
1 nie osiagaja maksimum w tym samym czasie, wi¢c parametry nie sa mi¢dzy soba skorelo-
wane. Natomiast na rys 3. widaé, ze parametry sa skorelowane poniewaz warto$ci maksimow
wspotczynnikow wrazliwosci sa réznego rzedu (0.02 - 0.2) 1 wzajemnie zblizone. Stad
trudniejsza identyfikacja i bardzo wrazliwa na bledy pomiarowe.

W  celu poréwnania wynikow identyfikacji wymienionych wyzej parametréw
przeprowadzono eksperyment numeryczny.

Symulowane pomiary temperatury 7°" otrzymano przez dodanie do wartosci dokladnej
w sensie modelu 7°”, wyrazenia zaklocajacego @ - o , czyli:

T"=T"+0-c (17)

Zaktocenie ma rozklad normalny, a o jest odchyleniem standardowym btedéw
pomiarowych. Zakladajac poziom ufnosci 99% dla danych pomiarowych, ® obliczane jest
generatorem liczb losowym i znajduje si¢ w przedziale —2.576< @ <2.576.

Dane dla eksperymentu numerycznego: d =71.6 mm, wysoko$¢ probki H = 15.45 mm
oraz gesto$¢ materiatu p=1310 kg/m’ i gestos¢ strumienia ciepta ¢ =306 W/m’.

Temperatury mierzono co 7,=1 s, i taki krok czasowy przyjeto w metodzie zmiennej
metryki, natomiast dla metody dynamicznej estymacji sekwencyjnej t = 5 s.

Wyniki identyfikacji dla optymalnych parametrow eksperymentu i roéznych warto$ci
odchylen standardowych oraz n =100 punktow pomiarowych w czasie pokazano w tabeli 1.
Poczatkowe warto$ci parametréw estymowanych przyjeto o 50% rézne od wartosci
doktadnych.

Tabela 1. Wyniki identyfikacji dla », /H = 0.5, r2/rs = 0.2 r,/r;=0.3 17,=40s.

Wartosci c=0.0K c=0.01K c=0.05K Wartosci

poczatkowe doktadne
K, 0.05 0.1 0.1011 0.1051 0.1
Fo, 0.05 0.1 0.1005 0.1009 0.1
T, 0.1 0.2 0.2014 0.2108 0.2
Bi, 0.05 0.1 0.0998 0.1016 0.1

Tabela 2. Wyniki identyfikacji przy »/H=0.5 Fo,=0.1 K,. =0.1 7,,=0.25 Bi.-=0.1 7,=40 s

Wartosci c=0.0K c=0.001 K c=0.01K Wartosci

poczatkowe doktadne
P T's 0.693 0.695 0.696 0.696 0.700
T 0.220 0.199 0.199 0.246 0.250
Bi, 0.11 0.102 0.108 0.118 0.100
Fo, 0.11 0.099 0.098 0.097 0.100
K. 0.11 0.102 0.107 0.108 0.100

Tabela 3. Wyniki identyfikacji przy »/H=0.5 F0.=0.1 K,. =0.1 7,,=0.25 Bi.=0.1 7,=40 s

Wartosci c=0.0K c=0.001 K c=0.01K Wartosci

poczatkowe doktadne
P T's 0.693 0.705 0.705 0.706 0.700
T 0.300 0.189 0.189 0.203 0.250
Bi, 0.150 0.034 0.035 0.159 0.100
Fo, 0.150 0.107 0.107 0.093 0.100

K. 0.150 0.149 0.149 0.147 0.100
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5. PODSTAWOWE SPOSTRZEZENIA I WNIOSKI KONCOWE

Spostrzezenia: W pierwszym przypadku (tabela 1) parametry termofizyczne sa
identyfikowane z bigdem mniejszym niz 8% przy zakloconych pomiarach.

W drugim przypadku (tabela 2) gdy przyjmiemy, ze wartosci poczatkowe réznia si¢ o (+10%)
od rzeczywistych, parametry sa identyfikowane z dobra dokladno$cia (btad mniejszy niz 7%,).
W trzecim przypadku (tabela 3) gdy wartos$ci poczatkowe roznia si¢ od rzeczywistych o 50%
to otrzymane wyniki identyfikacji posiadaja btad 80%.

Whioski koncowe: Rozwiazanie odwrotnego zagadnienia przewodzenia ciepla za pomoca
potaczenia metod: dynamicznej estymacji sekwencyjnej i zmiennej metryki staje si¢ bardzo
efektywnym narzedziem do identyfikacji parametréw termofizycznych réznych materialow
statych.

Zaproponowane podejscie pozwala znacznie skroci¢ czas eksperymentu co jest bardzo duza
zaleta metody — eksperyment moze trwac tylko ok. 500 s.

Pokazano, Zze z optymalnymi parametrami pomiaru mozna identyfikowaé w jednym
eksperymencie 5 parametrow i unika si¢ lokalnych minimow.

Wyniki identyfikacji wykazaly, Zze osiowa i promieniowa przewodno$¢ cieplna mozna
identyfikowac¢ dokonujac pomiaru temperatury w jednym optymalnym punkcie probki.
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APPLYING HYBRID METHOD TO SOLUTION OF INVERSE
PROBLEM USED TO IN DETERMINING OF THE DERECTIONAL
THERMAL PROPERITES OF ORTOTROPIC SOLIDS -
OPTIMZATION OF EXPERIMENT

Summary. Contemporarily produced anisotropic materials are the most often multi-layered
composites with a periodical repeatable structure, which permits to treat it as homogeneous
orthotropic materials with average thermophysical parameters. The value of those parameters
depend on many factors, for example: the property of thermal bearing fibres and the part of
adhesives used to their connection. In described situation it is not possible to determine those
parameters by theoretical methods. Therefore in the paper for determination many thermophysical
parameters during executing one experiment was proposed the solution of inverse heat conduction
problem by the hybrid method. The selected results of described analysis have been presented



