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Streszczenie. W pracy przedstawiono zagadnienia weryfikacji doktadnosci
przyblizonej metody Galerkina i1 jej przydatnosci w modelowaniu i badaniu
drgajacych uktadow mechatronicznych. Weryfikacja metody przyblizonej jest
istotna ze wzgledu na brak mozliwosci stosowania metody dokladnej
w odniesieniu do ukladéw mechatronicznych. Doktadno$¢ metody przyblizonej
okreslono, zestawiajac wyniki badania ukfadu mechanicznego otrzymane ta
metoda z wynikami metody dokladnej. W efekcie poréwnania obu metod
wprowadzono wspotczynniki korekcyjne metody przyblizone;.

1. WSTEP

Modelowanie 1 badanie $rodkéw technicznych, w ktérych stosuje si¢ materialy
o wlasciwosciach piezoelektrycznych, ze wzgledu na coraz wigksza popularno$¢ tego typu
ukladow, staje si¢ problemem czgsto napotykanym w praktyce inzynierskiej [10,12]. W pracy
poruszono zagadnienia modelowania drgajacych ukladéw mechatronicznych, w ktorych
zastosowano przetworniki piezoelektryczne w celu kontroli i stabilizacji drgan. Zadanie to
jest procesem ztozonym i pracochlonnym. Wyznaczenie charakterystyk dynamicznych tego
typu ukladow wymaga stosowania zlozonych modeli i zaawansowanego aparatu
matematycznego, co czgsto powoduje konieczno$§¢ wprowadzania znacznych uproszczen
1 pominigcia w obliczeniach elementdow o pozornie niewielkim wplywie na uzyskiwane
wyniki. Postgpowanie takie czgsto prowadzi do mato dokladnej analizy uktadéw i otrzymania
blednych wynikdw przeprowadzanych badan. Przykladem takiego postgpowania jest
pomijanie wplywu warstwy posredniczacej pomiedzy przetwornikiem piezoelektrycznym
a ukladem mechanicznym, ktoérej wiasciwosci w znacznym stopniu wplywaja jednak
na charakterystyki dynamiczne ukfadu, a tym samym na skuteczno$¢ kontroli i stabilizacji
drgan [1-5,8,9].

Podstawowym jednak zagadnieniem jest wybor wlasciwej metody analizy, ktéra mozna
zastosowa¢ w odniesieniu do tego typu uktadéw mechatronicznych, z gwarancja otrzymania
duzej dokladnosci wynikow. W przypadku drgajacych, jednowymiarowych ukladow
mechatronicznych, ktorych modelowania i badania podjgto sig, nie jest mozliwe zastosowanie
metody doktadnej rozdzielenia zmiennych — metody Fouriera. Zastosowano wigc metodg
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przyblizona Galerkina, ktoérej dokladnos$¢ zweryfikowano i wprowadzono wspodiczynniki
korekcyjne, dzigki czemu uzyskano duza dokladno$¢ uzyskanych wynikéw badanych
uktadow.

2. UKLAD MECHANICZNY ORAZ MECHATRONICZNY

Uktad mechatroniczny modelowany i badany w dalszej czgs$ci pracy (przedstawiony
narys.l) jest rozwinigciem ukladu mechanicznego, w postaci belki wspornikowej
pozbawionej przetwornika piezoelektrycznego wraz z zewngtrznym obwodem elektrycznym,
przy zalozeniu, ze oba uklady sa jednakowych wymiaréw oraz ze wykonano je z tego samego
materiatu. Dlatego tez pierwszym krokiem bylo zamodelowanie oraz przeprowadzenie
analizy drgan gietnych ukladu mechanicznego, do ktorej wynikow odniesiono wyniki analizy
ukladu mechatronicznego. Analiz¢ drgan ukladu mechanicznego przeprowadzono metoda
doktadna, tak zwana metoda Fouriera, a takze metoda przyblizona Galerkina. Celem takiego
dziatania byta weryfikacja dokladnosci wynikow metody przyblizonej stosowanej w dalszej
czgsci pracy do analizy ukfadu mechatronicznego
i wprowadzenie ewentualnych wspdtczynnikéw korekcyjnych tej metody.

W przypadku obu ukladow zalozono, ze sa one obciazone na swobodnym koncu
harmonicznie zmienna sita dzialajaca w kierunku prostopadlym do osi belki, opisana
zalezno$cia (1):

F(t)=F, cos(wt). (1)

Rownanie drgan gigtnych rozpatrywanych uktadow wyprowadzono, zakladajac model
matematyczny Bernoullego — Eulera belki, a wigc biorac pod uwage jedynie przemieszczenia
elementow belki w kierunku poprzecznym do osi belki i nie uwzgledniajac obrotow
przekrojow belki wokot osi obojetnej zginania. Przyjgto rowniez zalozenie, ze material belki
jest liniowo-sprezysty oraz hipoteze plaskich przekrojow. Przemieszczenia liniowe
przekrojow belki w kierunku poprzecznym do osi geometrycznej okreslono wspotrzedna
y(x,t). RoOwnanie drgan gigtych belki utozono wyznaczajac, zgodna z zasada d’Alemberta,
rownowagg sit dzialajacych na wycigty myslowo element belki o dlugosci dx [1-5,7,8,9,13].
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Rys.1. Badany uktad mechatroniczny (uktad mechaniczny nie zawiera przetwornika
piezoelektrycznego z zewngtrznym obwodem elektrycznym)
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3. METODA DOKLADNA FOURIERA ORAZ PRZYBLIZONA METODA GALERKINA

W celu weryfikacji dokfadnos$ci metody przyblizonej wyznaczono podatno$¢ dynamiczna
Y, opisana zalezno$cia (2), ukladu mechanicznego, stosujac metode doktadna, w ktorej
rozwiazania poszukuje si¢ w postaci iloczynu dwoch funkcji, z ktorych jedna jest funkcja
samej zmiennej x, za$ druga samej zmiennej ¢ (3):

y(x,t)=Y - F, cos(wt) , (2)

y(x.1)=X(x)-T(). (3)

Ze wzgledu na charakter rézniczkowego réwnania ruchu uktadu konieczne jest okreslenie
sze$ciu warunkow granicznych, z ktorych cztery okreslone sa ze wzgledu na zmienna x, za$
dwa ze wzgledu na zmienna ¢. Poprzez warunki brzegowe opisano odksztalcenia w miejscu
utwierdzenia beki - zerowa warto$¢ ugigcia oraz kata obrotu belki oraz zerowa warto$¢
momentu gnacego 1 warto$¢ sity poprzecznej na swobodnym koncu belki. Warunkami
poczatkowymi opisano ksztalt belki okreslony funkcja ¢(x), oraz predkosci poszczegolnych
punktéw belki wyrazone funkcja w(x), w chwili poczatkowej t=0. Stosujac ogdlnie znane
przeksztalcenia, otrzymano rownanie charakterystyczne uktadu, ktorego pierwiastki
zastosowano do wyznaczenia ciagu czgstosci drgan wilasnych badanego ukladu
mechanicznego.

W kolejnym kroku do wyznaczenia podatnosci dynamicznej ukladu mechanicznego
zastosowano przyblizona metode Galerkina, w ktoérej zalozono rozwiazanie rézniczkowego
roOwnania drgan glqtych belki w postaci sumy funkcji wiasnych ukladu, 0dp0w1edn10
zmiennej czasu 1 przemieszczenia (4) speliajacej warunki brzegowe (5), opisujace
odksztalcenia drgajacej belki w miejscu utwierdzenia oraz na jej swobodnym koncu [1-5]:

y(x,t) = Ai sin[(2n - 1)2% -x} ccos(wt), n=123..., (4)

p
W0.0)=0,  y{10)=4, (5)

gdzie 4 oznacza amplitudg drgan belki.

4. POROWNANIE OTRZYMANYCH WYNIKOW

Wyniki analizy ukladu mechanicznego, przeprowadzonej metoda dokladna oraz
przyblizona, przedstawiono na rys. 2 w postaci przebiegdw podatnosci dynamicznej uktadu,
wyznaczonej na swobodnym koncu belki (przy x=/). W tabeli 1 zestawiono wartosci czgstosci
drgan wlasnych ukladu mechanicznego wyznaczone metoda doktadna oraz przyblizona.
Zestawiono ponadto warto$ci wspdlczynnikow korygujacych, wprowadzonych w wyniku
przeprowadzonego pordéwnania do metody przyblizonej. Wspdlczynniki korygujace Aw,
wprowadzono w celu zniwelowania roznic warto$ci czestosci drgan wiasnych ukladu
wyznaczonych poszczeg6lnymi metodami i zwigkszenia tym samym doktadnosci metody
przyblizonej. Wartosci wspotczynnikow wyznaczono zgodnie z zalezno$cia:

Ao, =0, - a)n', (6)
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gdzie jako w,’ oznaczono warto$¢ czgstosci drgan wilasnych ukladu wyznaczona metoda

przyblizona Galerkina.
a) n=1,2,3 b) n=1
¥ [m/K] ¥ [m/N]
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Metoda
Metoda Metoda przyblizona przyblizona ’l:\j/loekt*c;cci;a
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c) n=2 d) n=3
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Rys.2. Podatnos$¢ dynamiczna uktadu mechanicznego — metoda dokfadna oraz metoda
przyblizona Galerkina

Tab.1. Warto$ci czgsto$ci drgan wlasnych uktadu mechanicznego

Metoda
n | Metoda dokiadna[ﬂ} vad Aw, [ﬁ}
§ przyblizona (——| §

1 o, =182,281 o, =127918 Aw, = 54,363
2 o, =1142,34 ®, =1151,26 Aw, =-8,92
3 o, =3198,59 ®, =3197,95 Aw, = 0,64
4 o, = 626798 o, = 626798 Aw, =0

5 o, =10361,4 o, =10361,4 Aw, =0

Rozbieznosci wynikdw uzyskanych za pomoca obu metod zmniejszaja si¢ przy wyzszych
czestosciach drgan wiasnych ukladu, natomiast, poczawszy od czwartej czestosci, zanikaja
catkowicie. Wynika to z faktu, ze przy n>3 wartos$ci czgstosci drgan wiasnych uktadu opisane
sa jednakowa zaleznoscia w przypadku obu metod:

E,J,
Py A,

T

20’

o= -k, k=(2n-1) n=123.. (7)
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5. SKORYGOWANA METODA PRZYBLIZONA

W wyniku przeprowadzonej analizy poréwnawczej otrzymanych wynikow wprowadzono
wspotczynniki korygujace przesunigcia wartosci czgstosci drgan uktadu w przypadku metody
przyblizonej, przez co wyeliminowano niedokladno$ci metody. Korekcje wynikow
otrzymanych metoda przyblizona przeprowadzono jedynie w przypadku trzech pierwszych
czestosci drgan wilasnych ukladu. Przy wyzszych czgstosciach nie ma koniecznoS$ci
korygowania metody przyblizonej, gdyz nie ma réznic w wynikach otrzymanych
poszczegdlnymi metodami. Przebiegi skorygowanej podatnosci dynamicznej wyznaczonej
przyblizona metoda Galerkina przedstawiono na rys. 3.

a) n=1,2,3 b) n=1I
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Rys.3. Podatno$¢ dynamiczna uktadu mechanicznego — metoda doktadna oraz skorygowana
metoda przyblizona Galerkina

Uzyskane wyniki analizy ukladu mechanicznego przyblizona metoda Galerkina
W nieznacznym stopniu r6znig si¢ wartosciami od wynikéw analizy uktadu metoda doktadna.
Po wprowadzeniu wspotczynnikow korygujacych wyeliminowano niedokfadno$ci metody
przyblizonej zwiazane z przesunigciem wartosci trzech pierwszych czgstosci drgan wiasnych
ukfadu. Uzasadnione jest wigc zastosowanie skorygowanej metody przyblizonej do analizy
ukfadow mechatronicznych.

6. PODATNOSC DYNAMICZNA UKEADU MECHATRONICZNEGO

Skorygowana metodg przyblizona Galerkina zastosowano nastgpnie do analizy uktadu
mechatronicznego. Uklad mechatroniczny utworzono, dotaczajac do powierzchni belki
przetwornik piezoelektryczny wraz z zewngtrznym rezystorem bocznikowym o rezystancji
R7. Drgajaca belka wspornikowa oddziatuje na przetwornik piezoelektryczny, ktory w wyniku
odksztalcenia generuje tadunek -elektryczny i1 produkuje dodatkowa sztywnos$¢ natury
elektromechanicznej, zalezna od pojemnosci elektrycznej przetwornika piezoelektrycznego.
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Energia elektryczna zamieniana jest na cieplo oddawane do otoczenia na rezystorze.
Przetwornik piezoelektryczny wraz z zewngtrznym rezystorem nazywa si¢ tlumikiem
bocznikowym szerokopasmowym (ang. shunt damper), ktéory wprowadza do ukladu
dodatkowa sztywnos¢ natury elektrycznej [1-6].

Uwzgledniajac  schemat zastepczy przetwornika piezoelektrycznego, w ktorym site
elektromotoryczna generowana przez przetwornik oraz jego pojemnos¢ elektryczna
przedstawiono w postaci galezi szeregowej, badany uktad mechatroniczny mozna przedstawi¢
w postaci jak na rys. 1. Wyprowadzajac pojemnos¢ elektryczna przetwornika poza jego
schemat, przetwornik piezoelektryczny wraz z zewngtrznym obwodem bocznikowym mozna
traktowa¢ jako szeregowy obwod elektryczny typu RC z harmonicznym zrédlem napigcia,
generowanym przez przetwornik. Obwod ten opisano roOwnaniem wyprowadzonym zgodnie
z metoda klasyczna analizy standw nieustalonych liniowych obwodoéw elektrycznych [14].
W modelu matematycznym uktadu mechatronicznego zatozono jednorodny, jednoosiowy stan
naprezenia przetwornika piezoelektrycznego oraz uwzgledniono warstwe kleju faczaca
przetwornik z belka, przy zalozeniu jej czystego Scinania. Wyprowadzone roéwnanie ruchu
belki oraz przetwornika piezoelektrycznego zapisano w postaci ukiadu rownan, otrzymujac
dyskretno — ciagly model matematyczny rozpatrywanego uktadu mechatronicznego.

Przebieg podatnosci dynamicznej uktadu mechatronicznego, wyznaczonej skorygowana,
przyblizona metoda Galerkina, przedstawiono na wykresach. Podatno$¢ dynamiczna uktadu
wyznaczono na swobodnym koncu belki (x=/) 1 zestawiono z podatnoscia ukladu
mechanicznego, wyznaczona metoda doktadna.
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Rys.4. Podatno$¢ dynamiczna uktadu mechanicznego — metoda doktadna oraz uktadu
mechatronicznego— skorygowana metoda przyblizona Galerkina




WERYFIKACJA DOKEADNOSCI METODY PRZYBLIZONEJ GALERKINA W MODELOWANIU ... 47

7. WNIOSKI

Przeprowadzajac weryfikacje dokladnosci metody przyblizonej w modelowaniu i badaniu
drgajacych, jednowymiarowych ukladow mechatronicznych okreslono niedoktadnosci
metody. Wykazano rozbiezno$ci wartosci czestosci drgan wiasnych uktadu mechanicznego,
przeprowadzajac jego analizg¢, zarowno metoda dokfadna, jak i przyblizona. Rozbieznosci
wartosci czgstos$ci drgan wiasnych zaobserwowano jedynie w przypadku trzech pierwszych
czestosci  drgan wilasnych ukladu. Roéznice warto$ci podatnosci dynamicznej ukiadu
mechanicznego wyznaczonej poszczegdInymi metodami nie sa znaczace.

Wprowadzajac do metody przyblizonej Galerkina wspdiczynniki korekcyjne zniwelowano
réznice wynikajace z niedokladnosci metody, zapewniajac tym samym jej duza dokladnos$é,
umozliwiajac jej zastosowanie w odniesieniu do badania ukladéw mechatronicznych.
Przesunigcie czgstosci drgan wilasnych ukladu mechatronicznego w odniesieniu do ukladu
mechanicznego wynika z wigkszej sztywnosci ukladu. W przypadku modelu matematycznego
z uwzglednieniem czystego $cinania warstwy kleju laczacej przetwornik z belka przesunigcie
to jest tym wigksze, im wigksza jest sztywnos$¢ tej warstwy.
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VERIFICATION OF APPROXIMATE GALERKIN METHOD’S
ACCURACY IN THE VIBRATING MECHATRONIC SYSTEM’S
RESEARCH WORKS

Summary. This paper presents problem of the verification of accuracy
of approximate Galerkin method in the vibrating mechatronic system research
works. The considered mechatronic system is one-dimension vibrating bending
beam with piezoelectric transducer bonded to the beam surface and external
shunting circuit adjoined to the clamps of the transducer. In order to assign
dynamic characteristic of the considered system approximate Galerkin method
was used, where approximate solution of differential motion equation was defined
as a product of time and displacement eigenfunctions which meet defined
boundary conditions.

To verify accuracy of approximate method and introduce possible correction
dynamic flexibility of mechanical system — the bending beam without
piezoelectric transducer and external electric circuit was assigned twice. First,
exact Fourier method was used to calculate periodicity and dynamic flexibility
of the mechanical system. Results of exact method ware juxtaposed with results
of the mechanical system analysis supported on approximate method. Correction
coefficients ware introduced to approximate method to unify results of both
methods and to make approximate method useful to investigate mechatronic
system, for which use of exact method is impossible.

The verification of approximate Galerkin method was very important because
implementation of correction coefficients makes results of analysis
of mechatronic system supported on this method very precise.



