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Streszczenie. Praca poświęcona jest analizie numerycznej konstrukcji murowej, 
w której po zadaniu złożonego stanu obciążenia w zakresie poza sprężystym pracy 
materiału dokonuje się zmian jej geometrii przez wprowadzenie dużych otworów. 
Analizę numeryczną pracy statycznej oraz ocenę zachowania się konstrukcji 
murowej przeprowadzono na dużych fragmentach muru z wykorzystaniem 
sprężysto-plastycznego modelu z degradacją programie Abaqus. 

 
 

1. WSTĘP  
 

W pracach [1] i [2] przeprowadzono numeryczne analizy zachowania się dużych 
fragmentów ścian murowych, poddanych najpierw pionowemu obciążeniu ściskającemu 
a następnie poziomemu ścinaniu, zrealizowanemu poprzez wymuszone przesunięcie poziome 
górnej krawędzi ściany względem dolnej. Obliczenia prowadzono dla obciążenia 
przekraczającego sprężysty zakres pracy materiału, wykorzystując sprężysto-plastyczny 
model z degradacją (e-p-d) [3]. 

W niniejszej pracy poszerzono zakres analizy numerycznej ścian rozpatrywanych w [1, 2] 
symulując zmianę ich geometrii. Takie sytuacje występują w przypadku wykonywania 
wszelkiego rodzaju remontów, rozbudowy, dobudowy bądź szeroko zakrojonych prac 
adaptacyjnych, przebudowy konstrukcji i remontów konstrukcji [4]. W takich przypadkach, 
pomimo dokonywania niejednokrotnie dość zasadniczych zmian w geometrii głównych, 
ścianowych elementów nośnych konstrukcji, w analizach statycznych nie uwzględnia się 
faktu, że zmiany te często przeprowadzane są pod częściowym lub nawet pełnym 
obciążeniem konstrukcji. W pracy założono, że zmian geometrii dokonuje się w ścianach 
obciążonych w sposób powodujący złożony stan wytężenia o intensywności przekraczającej 
sprężysty zakres pracy materiału ściany. Analizowano przy tym wpływ: 

- zmian geometrii obciążonej ściany przez wycięcie w niej otworu, 
- sposobu realizacji wycinania otworu (kolejności i kierunku wycinania poszczególnych 

elementów skończonych w modelu ściany), 
- położenia otworu, 

na ogólnie ocenianą nośność ściany i jej sztywność. 
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2. CHARAKTERYSTYKA ANALIZOWANYCH ŚCIAN 
 

Dla dwóch ścian wybranych spośród analizowanych w [1, 2], pokazanych na 
rys. 1a i rys. 1d, przeprowadzono w pracy analizę wpływu zmian ich geometrii na sztywność 
i ogólną nośność ściany.  

Obciążenie analizowanych ścian stanowiły: ciężar własny γ =20 kN/m3, wstępne 
dociążenie pionowe q=100 kPa, oraz wymuszone przemieszczenie poziome δ górnego brzegu 
tarczy. Założono przy tym, że górny brzeg ściany ma ograniczenia swobody pionowego 
przemieszczania się w trakcie dokonywania przemieszczeń poziomych. Zadanie rozwiązano 
metodą MES z wykorzystaniem dla materiału ściany modelu sprężysto-plastycznego 
z degradacją (e-p-d). Do budowy modelu obliczeniowego wykorzystano elementy skończone 
kwadratowe czterowęzłowe z redukcją punktów całkowania o wymiarach 0.17x0.17 m. 

 
Rys.1. Geometria, obciążenie i sposoby wybierania otworów w analizowanych ścianach: 

a) geometria i obciążenie ściany I, b) wybieranie otworu poziomo warstwami, c) wybieranie 
otworu pionowo pasmami d) geometria i obciążenie ściany II 

 
Zadanie w obu przypadkach rozwiązywano wielokrotnie. W pierwszej kolejności 

rozwiązywano ścianę pełną obciążoną ciężarem własnym poddaną obciążeniu pionowemu, 
a następnie ścinaną poziomo. Następnie rozwiązywano ścianę z otworem obciążoną ciężarem 
własnym, poddaną obciążeniu pionowemu i ścinaną poziomo. Kolejno w ścianie pełnej 
obciążonej ciężarem własnym i obciążeniem pionowym q poddanej poziomemu ścinaniu 
wycinano otwór. W przypadku ściany I otwór zlokalizowano w środku ściany, a dla ściany II 
w trzech różnych położeniach L, S i P - rys. 1d. Przeanalizowano trzy różne sposoby 
wycinania otworu: usuwanie elementów z całej powierzchni otworu równomiernie, usuwanie 
elementów warstwami poziomymi (rys. 1b) i usuwanie elementów pasami pionowymi 
(rys. 1c). Analizę wpływu stanu wytężenia konstrukcji na skutki wycięcia otworu 
przeprowadzono, rozpoczynając wycinanie otworu dla różnych wartości poziomego 
przesunięcia δ górnej krawędzi ściany. Rozważono również wpływ powiększenia o 85% 
powierzchni otworu. 
 
 
3. KRÓTKA CHARAKTERYSTYKA STOSOWANEGO MODELU MATERIAŁU 
 
Ogólną postać warunku plastyczności stosowanego modelu materiału (e-p-d) wyrażoną za 
pomocą niezmienników ( )q,p  tensora naprężeń efektywnych σ  przedstawia równanie: 
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gdzie: 
*
maxσ  – oznacza maksymalną algebraicznie wartość składowej tensora naprężenia 

efektywnego, przy czym symbol f  jest tzw. nawiasem Macauleya zdefiniowanym 

jako: ( ) 2fff += , 
α, β, γ  – są bezwymiarowymi parametrami charakteryzującymi materiał, 
( )q,p  – oznacza wartości efektywne niezmienników ( )q,p  zależne od stopnia degradacji 

materiału, 
 κ  – jest oznaczeniem zmiennej wzmocnienia, wyrażonej przez dwie, niezależne zmienne 

wzmocnienia odpowiednio dla rozciągania i ściskania: { } { }T
ct κκ=κ , 

( )c
e

cf κ  – funkcja określająca aktualną granicę sprężystości w zależności od wartości 
parametru wzmocnienia na ściskanie. 

Jest to model trzyparametrowy (α, β, γ  )  z niestowarzyszonym prawem płynięcia 
o nieliniowym wzmocnieniu izotropowym typu dwumechanizmowego, opartym na hipotezie 
wzmocnienia odkształceniowego. Przykładową ewolucję funkcji wzmocnienia pokazano na 
rys. 2. Model (e-p-d) charakteryzuje izotropowa degradacja materiału, opisana dwoma 
zmiennymi degradacji materiału: dt i dc, odpowiednio dla stanu rozciągania i ściskania 
(rys. 2). Te dwie, związane ze sobą, zmienne wyznaczane są na podstawie niezależnych 
funkcji zniszczenia materiału, w układzie naprężenie – część niesprężysta odkształcenia (εinel) 
(rys. 2). Opisują one w modelu dwa zjawiska: potwierdzony doświadczalnie wpływ 
degradacji materiału ściskanego dc, na wielkość degradacji materiału rozciąganego dt , po 
zmianie znaku naprężenia a także częściowe odtwarzanie pierwotnej sztywności materiału, 
wynikające z zamykania się rys powstałych w materiale kruchym przy przejściu z rozciągania 
do ściskania. 

 

 
Rys.2. Charakterystyka σ-ε materiału w procesie jednoosiowego testu w modelu (e-p-d) dla: 

 a) ściskania, b) rozciągania   
 

Po przejściu w stan niesprężystej pracy materiału funkcja wzmocnienia determinuje dalszą 
ewolucję naprężeń w modelu, natomiast niemalejąca funkcja degradacji (rys. 3b) określa 
wielkość zniszczenia materiału. Zadanie odciążenia powoduje powrót do stanu sprężystego –
rys. 2, przy czym zapamiętywana jest ostatnia konfiguracja powierzchni obciążenia oraz 
końcowe wartości zmiennych degradacji dc i  dt, a następnie modyfikowana jest sztywność 
materiału poprzez redukcję modułu sprężystości. Szczegółowo model ten opisano w [4÷12].  

Własności wytrzymałościowe i odkształceniowe muru wynikające z wytrzymałości cegły 
i zaprawy przyjęto jak dla materiału zhomogenizowanego. Przyjęte do obliczeń wartości tych 
parametrów podano za [1, 2] na rys. 3. Na rys.  3. podano również funkcje charakterystyk 
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naprężenie-odkształcenie, prawa wzmocnienia i funkcje degradacji materiału dla ściskania 
i dla rozciągania opracowane na podstawie badań opisanych w [8, 12]. 

 

 
Rys.3. Charakterystyki wzmocnienia σ-ε oraz funkcje zniszczenia przy ściskaniu dc i rozciąganiu dt 

materiału analizowanych ścian  
 
 
4. WYNIKI OBLICZEŃ 
 

Wybrane wyniki obliczeń zestawiono na rysunkach 4÷9. Na rysunkach tych zestawiono 
wykresy zmian poziomej siły Rhor potrzebnej do przemieszczenia poziomego górnego brzegu 
względem dolnego o wartość δ. Szczegółową specyfikację rozwiązanych zadań wraz 
z opisem oznaczeń stosowanych na rysunkach 4÷7 podano w tablicy 1. Przyjęto przy tym, że 
we wszystkich przypadkach podstawowe obciążenie ściany stanowi ciężar własny oraz 
dodatkowe pionowe obciążenie q=100 kPa górnego poziomego brzegu. Ścinanie poziome 
realizowane jest poprzez poziome przesunięcie poziomego górnego brzegu względem 
dolnego o wartość δ. 

Na rys.  4 podano podstawowe wyniki dla ściany I. Jak widać, spadek reakcji poziomej na 
górnej krawędzi jest tym większy, im bliżej ekstremum krzywej dla ściany pełnej rozpoczęto 
wycinanie otworu (wykresy I-1mm-o, I-1.6mm-o, I-2mm-1, I-2.5mm-o, I-3mm-o). 
Równocześnie otrzymane rozwiązania wskazują, że im mniejsze jest wytężenia ściany 
w momencie rozpoczęcia operacji wycinania otworu, tym większy zapas nośności wykazuje 
ściana po wycięciu otworu. Jeżeli odkształcalność ściany mierzyć wielkością poziomego 
przemieszczenia górnej krawędzi ściany w stosunku do dolnej, to z wykresów z rys. 4 
wynika, że wycięcie otworu w ścianie wytężonej zwiększa jej odkształcalność w odniesieniu 
do ściany z otworem istniejącym przed obciążeniem tym bardziej, im bardziej ściana jest 
wytężona w momencie rozpoczęcia wycinania, przy czym przyrosty odkształcalności maleją 
w miarę zwiększania wytężenia ściany.  

Obwiednia nośności muru po wykonaniu otworów (niezależnie od momentu rozpoczęcia 
wycinania) tworzy krzywą nawiązującą do krzywej uzyskanej w modelu z otworem 
wykonanym przed obciążeniem. Zależność ta potwierdza się również w przypadku zmiany 
wymiarów wycinanego otworu (wykresy I-o85, I-1mm-o85). 
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Tabela. 1 Znaczenie symboli opisujących wyniki analizy numerycznej na rys. 4÷7 

L.p. opis rozwiązanego zadania symbol na 
rysunkach 

1 ściana I pełna  I 
2 ściana II pełna  II 
3 ściana I z otworem o wymiarach 1x1 m w środku powierzchni I-o 
4 ściana I z dużym otworem o wymiarach 1.36x1.36 m w jej środku  I-o85 
4 ściana I – δ=1 mm, następnie wycięty otwór 1.36x1.36 m w środku I-1mm-o85 
4 ściana I – δ=1, 1.6, 2, 2.5, 3 mm, następnie wycięty w jej środku 

cały otwór 1x1 
I-δmm-o 

5 ściana I – δ=1.5, 2, 3 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 
1x1 m – stopniowo poziomymi warstwami 

I-δmm-oH 

6 ściana I – δ=2, 3 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 
1x1 m, tylko pierwsza pozioma warstwa – stopniowo element po 
elemencie  

I-δmm-oH-1w 

7 ściana I – δ=2 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 1x1 m, 
tylko pierwsze pionowe pasmo – stopniowo element po elemencie 

I-2mm-oV-1p 

8 ściana I – δ=2, 3 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 1x1 m  
– stopniowo pionowymi pasmami  

I-δmm-oV 

9 ściana I – δ=3 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 1x1 m, 
poziomo wszystkie 6 warstw – stopniowo element po elemencie 

I-3mm-oH-6w 

9 ściana II z otworem Lewym 1x1 m II-oL 
9 ściana II z otworem Środkowym 1x1 m II-oS 
10 ściana II z otworem Prawym 1x1 m II-oP 
11 ściana II – δ=0.75, 1.5, 2 mm, następnie wycięty w całości otwór  II-δmm-oL 
10 ściana II – δ=1.5 mm, następnie wycięty w całości otwór II-1.5mm-oS 
11 ściana II – δ=1.5 mm, następnie wycięty w całości otwór II-1.5mm-oP 
12 ściana I – δ=3 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 1x1 m – 

stopniowo poziomymi warstwami przy zagęszczonej siatce 
I-3mm-oH-zs 

13 ściana I – δ=3 mm, następnie wycinany w jej środku otwór 1x1 m  
– stopniowo pionowymi pasmami przy zagęszczonej siatce 

I-3mm-oV-zs 

14 ściana I – bez otworu i przy zagęszczonej siatce I-zs 
 
 

Na rys.  5 pokazano otrzymane wyniki dla ściany I przy zastosowaniu różnych sposobów 
wycinania otworu. Przykładowo dla wytężenia ściany odpowiadającego przesunięciu δ=3 mm 
otwór wykonano na sześć sposobów: 

- wykonując od razu otwór w całości ( wykresy: I-1.5mm-o, I-2mm-1, I-3mm-o),  
- wykonując cały otwór stopniowo warstwami poziomymi (wykresy: I-1.5mm-oH,  

I-2mm-oH, I-3mm-oH), 
- wykonując wycięcia tylko pierwszej warstwy poziomo – element po elemencie (wykres: 

I-3mm-oH-1w),  
- wykonując cały otwór stopniowo wycinając poziomo element po elemencie  

(I-3mm-oH-6w), 
- wykonując cały otwór stopniowo wycinając pionowo pasmami (I-2mm-oV). 
- wycinając tylko pierwsze pionowe pasmo (I_2mm_oV-1p) 
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Rys.4 Wybrane wyniki analizy ściany I – badanie wpływu wytężenia ściany w momencie 

rozpoczęcia wycinania otworu na nośność ściany 
 

 
Rys.5 Wybrane wyniki analizy ściany I – wpływ sposobu wycinania otworu 

 
Z przebiegu wykresów pokazanych na rys. 5a wynika, że stopniowe powiększanie otworu 

w stosunku do wykonania całego otworu daje w efekcie większy spadek nośności. Ten spadek 
jest tym większy im większe wytężenie muru, w którym wykonywany jest otwór. 
Przykładowo dla otworu wykonanego po wymuszeniu δ=3mm, wycięcie pierwszej warstwy 
powoduje już 50 % zmianę w nośności ściany – w stosunku do efektu końcowego. Natomiast 
w przypadku otworu wycinanego stopniowo nie ma znaczenia jak dużymi fragmentami otwór 
był wycinany.  

Na rys.  5b pokazano wyniki dla przypadku wycinania otworu pionowymi pasmami. Jak 
widać, zmiana kierunku wycinania z poziomego na pionowy w analizowanych zadaniach nie 
powoduje większych zmian nośności ściany.  
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Rys.6 Wybrane wyniki analizy ściany II: a) wpływ wytężenia ściany w momencie 

rozpoczęcia wycinania otworu, b) wpływ lokalizacji otworu w ścianie II 
 
 

 
Rys.7 Wpływ zagęszczonej siatki na wyniki przy stopniowym wycinaniu otworu 1x1m 

w ścianie I 
 

Na rys.  6 pokazano uzyskane wyniki dla ściany II. Potwierdzają one zaobserwowany 
wcześniej w ścianie I wpływ poziomu wytężenia ściany w momencie rozpoczęcia procesu 
wycinania otworów na jej nośność (rys. 6a). Natomiast wpływ położenia wycinanego otworu 
na nośność ściany jest niewielki (rys. 6b). 

Rys.  7 pokazuje natomiast na przykładzie ściany I wpływ zagęszczenia siatki dyskretnej 
na otrzymywane rozwiązania. Z przebiegu wykresów wynika, że wpływ ten jest niewielki 
i uwidacznia się dopiero przy wytężeniu ściany na granicy jej nośności.  
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EFFECT OF THE GEOMETRY CHANGES ON WALL STRUCTURES 
BEHAVIOUR ANLYSED WITH USE OF ELASTO-PLSATIC MODEL 

WITH DEGRADATION 
 

Summary. The article focuses on numerical analysis of wall structures being 
subjected to geometry modification – introducing large openings – after applying 
complex load in nonelastic stress state. Statical work of the structure is evaluated 
numerically on large pieces of the wall. Elasto-plastic model with degradation – 
so called (e-p-d) model – is being utilised. 

 
 
 
 
 
 
 


