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PRZEDMOWA

Podstawy matematycznej teorii przewodzenia ciepta w ciatach
statych sformutowane zostaty przez J. Fouriera wdziele "Théo-
rie analytique de la chaleur", ktére ukazato sie w 1822 r.

W ciggu ubiegtego wieku badania wtej dziedzinie prowadzone by-
ty przede wszystkim na bazie analizy Fouriera. Rezultaty tych
prac znalazty swe odbicie w opublikowanym w 1906 r. dziele H.S.
Carslawa "Introduction to the Theory of Fourier’s Series and
Integrals and the Mathematical Theory of the Conduction of
Heat".

Wpierwszej potowie XX wieku obok znacznego rozwoju metod
analitycznych rozpoczat sie intensywny rozwdj badan zagadnien
przewodzenia ciepta za pomocg metod numerycznych. Podstawy me-
tody réznic skonczonych podat C. Runge w 1908 r. wpracy "Uber
eine Methode der partiallen Differentialgleichung, JU=Constaos
numerisch zu integrieren". Wciggu pierwszych czterdziestu lat
praktyczne zastosowanie tych metod, ktdre teoretycznie znacz-
nie sie rozwinety, byto ograniczone ze wzgledu na trudnosci
natury rachunkowej. Radykalha zmiana wtej dziedzinie nastapi-
ta w ciaggu ostatnich dwudziestu lat, w wyniku powstania nowych
urzadzen obliczeniowych - elektronowych maszyn cyfrowych.

Elektronowe maszyny cyfrowe Sptynety nie tylko na intensyw-
ny rozwdj istniejgcych metod matematycznych, ale spowodowaty
powstanie nowych metod, a nawet catych gatezi matematyki.

Jedng z nowych metod jest metoda Monte Carlo, znajdujaca
szerokie zastosowanie wrdznych dziedzinach nauki.

Wmonografiach i publikacjach z dziedziny przewodzenia cie-
pta nie zwrécono dotychczas uwagi na praktyczne mozliwosci roz-
wigzan szeregu zagadnieh, zwigzane z zastosowaniem tej nowo-
czesnej metody.



Celem niniejszej pracy byto okreSlenie zalezno$ci i modeli
stochastycznych, umozliwiajgcych analize probleméw zwigzanych
z przewodzeniem ciepta w ciatach statych, za pomocg metody
Monte Carlo. Wrezultacie podano zasady stosowania metody
Monte Carlo do podstawowych zagadnieri ustalonego i nieusta-
lonego przewodzenia ciepta w ciatach statych oraz naswietlono
zalety i wady wynikajace z wtasciwosci kierunku zastosowan.

Praca wykonana zostata w Katedrze Cieplnych Maszyn Wirni-
kowych. Kierownikowi Katedry Panu prof. zw. n. t. Kazimierzo-
wi Kutarbie, ktéry przy wykonywaniu niniejszej pracy okazat
duzo zyczliwosci i zainteresowania sktadam ta drogag serdeczne
stowa podziekowania.

Pragne rownocze$nie serdecznie podziekowa¢ Panu prof. dr
inz. Janowi Szargutowi za cenne uwagi i sugestie przedstawio-
ne w przeprowadzonych ze mng dyskusjach na temat szeregu oma-
wianych zagadnien.



0. WSTEP

Wymiana ciepta droga przewodzenia zachodzi prawie we wszyst-
kich maszynach i urzgdzeniach energetycznych. Analiza tego zja-
wiska jest integralng cze$cig obliczen projektowych i konstruk-
cyjnych maszyn cieplnych. Problem ma szczegdlne znaczenie przy
projektowaniu turbin parowych i przede wszystkim turbin gazo-
wych, pracujacych przy wysokich temperaturach. Optymalna spraw-
nos$¢ turbin cieplnych jest osiggana przy stosowaniu wysokich
temperatur i ci$nien czynnika roboczego. Wywotuje to duze na-
prezenia cieplne w elementach konstrukcji i wymaga stosowania
materiatdw konstrukcyjnych odpowiedniej wytrzymatos$ci.

Analiza wymiany ciepta przez przewodzenie jest $ciSle zwig-
zana z badaniem pola temperatur w ciatach statych. Wpewnych
wypadkach okre$lenie rozktadu temperatur jest gtdbwnym zada-
niem, jak np. przy projektowaniu topatek turbinowych, komdr
spalania, dysz silnikéw odrzutowych, ktére winny pracowac¢ przy
pewnych ograniczonych temperaturach. Winnych natomiast przy-
padkach, zagadnienie rozktadu temperatur jest zagadnieniem ba-
zowym, umozliwiajgcym okreslenie naprezen termicznych.

Mozna wskaza¢ cztery zasadnicze rodzaje metod wyznaczania
pola temperatur wciatach statych: analityczne, numeryczne,
wykreSlne i eksperymentalne.

Metody analityczne pozwalajg na znalezienie zaleznoS$ci tem-
peratury od wspo6trzednych i czasu w postaci wzoru matematycz-
nego. Prawie we wszystkich przypadkach zastosowan praktycznych
uktad rzeczywisty musi byé uproszczony przez idealizacje para-
metrow rzeczywistych, aby zadanie mogto by¢ rozwigzane na dro-
dze analitycznej. Wten sposéb w odniesieniu do zagadnien prak-
tyki inzynierskiej otrzymane wyniki nie sg doktadnym rozwigza-
niem problemu rzeczywistego. Niewatpliwg natomiast zaletg me-
tod analitycznych stanowi mozliwo$¢ parametryzacji rozwigzan.



Metody numeryczne umozliwiajg rozwigzanie szeregu zagadnien,
ktérych rozwigzanie analityczne jest bardzo .utrudnione lub prak-
tycznie niemozliwe. Podstawg tych metod jest analiza r6znic
skonczonych, badz drogg zastgpienia réwnania rozniczkowego - row-
naniami réznicowymi, badZ przez uzyskanie uktadu réwnan réznico-
wych bezposrednio drogag elementarnych bilanséw cieplnych.

Metody wykres$lne opierajg sie na takich samych zasadach jak
metody numeryczne, posiadajg jednak mniejszy zakres stosowal-
nosci, a otrzymane wyniki mniejszg doktadnosc.

Metody eksperymentalne polegajg na bezpos$rednich pomiarach
temperatur wposzczegélnych punktach badanego obiektu lub po-
miarach parametrow pola modela fizycznego symulujgcego pole
temperatur. Wtym ostatnim przypadku sg to metody analogii ek-
sperymentalnej .

Wszystkie wskazane metody posiadajg pewne zalety i wady.
Zastosowanie okreSlonej metody do konkretnego zadania winno
by¢ uzaleznione od warunkéw zadania, dopuszczalnego naktadu
pracy i pozadanej doktadnosci rozwigzania.

Przedstawiona wniniejszej pracy metoda Monte Carlo w za-
stosowaniu do zagadnien przewodzenia ciepta, stanowi potgcze-
nie metody numerycznej z metodg analogii eksperymentalnej.
Otrzymane na zasadzie analizy réznic skonczonych réwnania o-
gbélne sg rozwigzane metodg analizy modelu stochastycznego.

Rozwigzanie zagadnieh przewodzenia ciepta tg metoda daje
szereg nowych mozliwos$ci, ale réwniez zwigzane jest z pewnymi
utrudnieniami, z ktorych na pierwszym miejscu nalezy wymienic
bezwzgledng konieczno$¢ stosowania elektronowych maszyn cyfro-
wych. Wydaje sie, ze sposdb ten rozszerzy istniejgcy wachlarz
metod, a dla pewnych zagadnien okaze sie najdogodniejszy.

Pierwsze prace zwigzane z zastosowaniem metody Monte Car-
lo do rozwigzania rownan rdézniczkowych czgstkowych typu elip-
tycznego i parabolicznego ukazaty sie w 1951 r. [6, 14, 2],
24]. Rozwazania przeprowadzone w tych pracach mogty znalezé
zastosowanie do zagadnien ustalonego i nieustalonego przewo-
dzenia ciepta z warunkami brzegowymi pierwszego rodzaju. Wdo-



stepnej literaturze brak jednak informacji wskazujgcej na wy-
korzystanie tych metod do zagadnien cieplnych. Wynikto to przy-
puszczalnie z bardzo ograniczonego zakresu wystepowania zadan
z pierwszym warunkiem brzegowym w zagadnieniach inzynierskich
dotyczacych przewodzenia ciepta.

Wpracy niniejszej przedstawiono mozliwosci uogdélnienia za-
kresu stosowalnos$ci metody do praktycznych zagadnien przewo-
dzeni ciepta.

Wrozdziale 1 oméwiono logiczne podstawy metody Monte Car-
lo. Wrozdziale 2 podano wzory umozliwiajagce rozwigzywanie za-
gadnienia stacjonarnego bez wewnetrznych zrodet ciepta przy
roznych warunkach brzegowych3'. Rozdziat 3 poswiecono rozwig-
zywaniu zagadnienia stacjonarnego z wewnetrznymi zrddtami cie-
pta, Wrozdziale 4 przedstawiono zaleznos$ci dotyczace rozwigzywa-
nia zagadnien niestacjonarnych. Wrozdziale 5 omdwiono problem
doktadnos$ci rozwigzahn oraz problem” zwigzane z algorytmizacja
i programowaniem rozwigzah dla obliczen na elektronowych ma-
szynach cyfrowych. Liczbowe przyktady rozwigzan podano w przy-
pisach.

1. IMETODA MONTE CARLO

Metoda Monte Carlo stanowi $rodek analizy zdeterminowanych
zjawisk fizycznych lub zalezno$ci matematycznych przy pomocy
modelu probabilistycznego.

Scisle zdeterminowane procesy fizyczne opisujg najczesciej
rownania rozniczkowe lub catkowe. Badanie przebiegu tych pro-
cesOw polega na rozwigzaniu analitycznym lub numerycznym réw-
nan, badz na badaniu innych procesow fizycznych opisywanych
analogicznymi réwnaniami.

y) Rozwiazanie podstawowych probleméw obejmujacych ten rozdziat

podano w opublikowanych uprzednio pracach [15, 20].



Istotg metody Monte Carlo jest zbudowanie sztucznego proce-
su stochastycznego o rozktadzie parametréw spetniajacym zwigz-
ki opisujgce zdeterminowane zjawisko fizyczne. Wielokrotne mo-
delowanie przebiegu procesu stochastycznego umozliwia wyznacze-
nie przyblizonego rozwigzania zagadnienia fizycznego. Dla wie-
lu probleméw uzyskanie rozwigzania na tej drodze moze okazaé
sie bardziej celowe i dogodniejsze, niz przez stosowanie kon-
wencjonalnych metod numerycznych.

Podstawowe zasady metody wykorzystania modelu probabilistycz-
nego do rozwigzania problemdéw matematycznych o niestochastycz-
nym charakterze, wskazali von Neumann i Ulam w 1945 r.x . Pra-
ce von Neumanna i Ulama nie zostaly opublikowane w 1945 r., al-
bowiem zastosowanie ich dotyczyto badan nad bronig atomowa.

W latach 1947-1949 Fermi, Metropolis i Ulam zastosowali me-
tode Monte Carlo do rozwigzywania réwnania Schrddingera [11,
18]. Pierwsza publikacja opisujaca metode Monte Carlo ukazata
sie w 1949 r. autorami jej byli wspoOtpracownicy Fermi’ego -
Metropolis i Utam [11] . Natomiast pierwsze prace zwigzane z
zastosowaniem metody do zagadnien fizycznych zostaty ogtoszone
na seminarium I.B.M. w Nowym Jorku w 1949 r. a opublikowane
drukiem w 1951 r. [14].

Intensywny rozwd@j metody nastgpit na skutek praktycznej mo-
zliwos$ci realizacji obliczen przy pomocy elektronowych maszyn
cyfrowych, modelujacych przebieg procesu stochastycznego.

Wrozwigzaniu zagadnienia fizycznego metodg Monte Carlo
mozna wyodrebni¢ trzy zasadnicze etapy:

1°  Okre$lenie modelu probabilistycznego zagadnienia.

2° Symulowanie przebiegéw procesu stochastycznego potgczo-
ne ze statystykg rezultatow.

Pewne elementarne mozliwo$ci zwigzane z modelowaniem proba-
bilistycznym znane byly znacznie wcze$niej. Prace Paryskiej
Akademii z 1773 r. opisujg tzw. problem igty, podany przez
G.L. Buffona, ktory wyznaczyt na zasadach probabilistycz-
nych liczbe JT.



3° Wyznaczenie rozwigzania na podstawie statystyki.

Najbardziej pracochtonny etap drugi realizowany jest przy
pomocy elektronowych maszyn cyfrowych. Przebieg proceséw sto-
chastycznych odtwarzany jest wediug kolejnosci wystepowania
liczb losowych, wzglednie zastepujacych je liczb pseudolosowych
uzyskiwanych przy pomocy programu generatora liczb pseudoloso-
wych.

Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze dla rozwigzania tego samego zagad-
nienia mozna zastosowa¢ modele o rdznigcych sie zasadniczo
schematach. Dobdér odpowiedniego modelu moze wptyna¢ na przy-
spieszenie toku obliczen. Sposoby realizacji wskazanych powy-
zej etapoéw przedstawione zostang szczeg6towo w nastepnych roz-
dziatach.

2. USTALONE PRZEWODZENIE CIEPLA
W CIALACH STALYCH BEZ ZRODEE. WEWNETRZNYCH

Zagadnienie ustalonego przewodzenia ciepta w ciatach statych
o przewodnos$ci A, bez wewnetrznych zrédet ciepta sprowadza sie
do poszukiwania rozkladu temperatury w postaci funkcji 1?2(.P),
(P 642), spetniajacej réwnanie

V(AVIN) =0 (2.1)

w obszarze £1 oraz warunki brzegowe na brzegu obszaru fo.

Na dowolnej czes$ci brzegu obszaru Ha moze zachodzi¢ jeden
z nastepujacych warunkow:

a) Okreslony rozktad temperatur na brzegu

~(Pp) =t(Pp) (Pp 6 ) (2.2)

gdzie: t(P) - funkcja okreSlajgca temperature ptynu otaczaja-
cego ciato state.

Jest to warunek brzegowy pierwszego rodzaju.



b) Okreslony rozk#ad strumienia cieplnego na brzegu

-AV "~ (Pp) = q(Pp) (2.3)

gdzie: q(P) - funkcja okre$lajgca strumien cieplny.

Zwigzek ten nosi nazwe warunku brzegowego drugiego rodzaju.
Przypadek szczegdlny zachodzi przy q(Pr) =0, tj. przy
idealnej izolacji brzegu:

VA(Pr) =0 (2.4)

c) Okreslony jest zwigzek miedzy temperaturg i jej gradien-
tem na powierzchni:

AV*KPr) +rf(Pr) J>(Pp) - t(Pr)] =0 (2.5)

gdzie: ¢C(Pr) - wsp6tczynnik przejmowania ciepta.

Zaleznos$¢é ta nazywana jest warunkiem brzegowym trzeciego
rodzaju.

d) Okre$lona jest wymiana ciepta przez przewodzenie, pomie-
dzy stykajacymi sie ciatami statymi.

Jezeli na powierzchni styku zachodzi idealny kontakt ciepl-
ny to

JN(Pp) N2(Pr), (2.6)

ALV *V V *2V*2 (Pr). (2.7)

gdzie: wskazniki 1,2 dotyczg odpowiednio, stykajgcych sie
obiektow.
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Woprzypadku kontaktu nieidealnego zamiast rédwnania (2.6)
zachodzi zwigzek:

(Pp) - li (2.8)

gdzie: E - opor cieplny potgczenia kontaktowego.

Okreslenie na réoznych cze$ciach brzegu ciata statego wymie-
nionych wyzej warunkéw w dowolnej kombinacji, umozliwia w spo-
s6b jednoznaczny znalezienie funkcji iHp) spetniajgcej row-
nanie (2.1),[1, 9, 12].

2.1. Pierwsze zagadnienie brzegowe

W zagadnieniach dotyczacych izotropowych ciat statych réw-
nanie (2.1) mozna przedstawi¢ w postaci rownania Laplace’a:

V & =0 (2.9)

W dalszym ciggu rozpatrywa¢ bedziemy zagadnienie dwuwymia-
rowe w obszarze Sl , zorientowanym przy pomocy prostokatnego
uktadu wspoétrzednych, tj. rownanie

(2.10)

Poszukiwana ject funkcja i”(x,y) spetniajgca rownanie (2.10)
oraz na brzegu obszaru warunek:

*Kx,y) = t(x,y) (2.11)

gdy P(x,y )6 Pij.
Wteorii réwnan rézniczkowych czgstkowych problem ten ma
nazwe zagadnienia Dirichleta.



Celem przyblizonego rozwigzania zagadnienia rozpatrzmy ob-
szar <£2, ktory mozna podzieli¢ na skoficzong catkowitg liczbe
kwadratéw o boku h.

Zastagpimy obszar rzeczywisty
obszarem siatkowym SI'(rys. 1).
Przyjmiemy punkt O (0,0) wewnatrz
]!’ h obszaru. Poprowadzimy na ptaszczyz-
XOY dwie rodziny prostych, rowno-
legtych do osi uktadu wspdtrzed-
E nych w ten sposob by powstata siat-
9 ka kwadratowa o boku h, przy czym
poczatek uktadu byt weziem siatki.
n:ﬂ_ Obszar siatkowy Si' sktadaé sie
bedzie z weztow, stanowigcych
wierzchotki kwadratow. Wezet P‘m,n

O X nazywac¢ bedziemy wewnetrznym jeze-
li wezty Pm,n+1* ~m-ljn
oraz Pm rowniez naleza do ob-

szaru SI . Zbior weztéw wewnetrz-
nych oznaczymy Sl h. Wszystkie po-
zostate wezty bedziemy nazywac
brzegowymi. Zbidr weziéw brzego-
wych oznaczymy r

Zastepujac w rownaniu Laplace’a pochodne czastkowe rézni-
cami skonczonymi, lub z elementarnych bilanséw cieplnych, o-
trsymujemy zamiast réwnania (2.10), zwiazek obowigzujgcy dla
weztow wewnetrznych:

Rys. 1. Obszar siatkowy

m,n 4 "m+1,n +*m,n+1 +”m-1 ,n+" m,n-1~ (2.12)

1?



Wprowadzajagc zapis symboliczny [7] s

ANjn+l
N Ajn NMHjH

Ay»n-l

= »n”™.n + S+ljn*m+l.n + ~.n+| *mjn+l * ~-1 n*m-1tn +

) (2.13)
+ Ajn-1"m jn -1

Zwigzek (2.12) mozna przedstawi¢ w postaci:

t =1 ioiW m,, 2.12a
m,n "ilj * ( )

Dla weztéw brzegowych bezpos$rednio z réwnania (2.11) mamy:

= tmn (2.11a)

Model probabilistyczny dwuwymiarowego zagadnienia Dirichle-
ta podat Yowell [24-]J. Modelowa¢ bedziemy tzw. ruch btedny cza-
steczki na ptaszczyznie. Czasteczka znajdujgca sie chwilowo w
wezle Fm przechodzi w elementarnym ruchu do jednego z sga-
siednich punktow Pm+1jn. Pm,n-1* Wybor punk~
tu ma charakter losowy, przy czym prawdopodobienstwo przejscia
do kazdego z tych punktéw jest jednakowe i wynosi 1/4. Cza-
steczka bedzie kolejno przemieszczaé sie po weztach siatki i
z prawdopodobienstwem réwnym 1, w serii sktadajgcej sie ze
skonczonej liczby ruchéw elementarnych, osiggnie brzeg obsza-
ru, na ktérym ruch czgsteczki zostaje zakornczony.
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Powtarzajgc analogicznie serie ruchow G, razy, mozna zauwa-
zy¢, ze czagsteczka wychodzgca z punktu Pm osiggnie kM ra-

zy punkt P#, k2 razy punkt P2, ..., kr razy punkt Pr
(P V)
Przy czym
X
Z ki = <?k (2*14)
i =1

Jezeli punktom P~ przyporzadkowane sg wartosci funkcji
P~ wg wzoru (2.11a), to oczekiwana warto$¢ koncowa ruchow
rozpoczynajacych sie w Pm Q wyniesie:

[ kit

e'».n = A

Mozna wykaza¢, ze funkcja okre$Slona powyzszym wzorem stano-
wi rozwigzanie réwnania réznicowego (2.12) , a wiec przyblizo-
ne rozwigzanie zagadnienia Dirichleta.

Opisany model probabilistyczny zrealizowaé mozna na maszy-
nie cyfrowej przy pomocy nastepujacego algorytmu. Z programu
generatora liczb pseudolosowych uzyskiwany jest cigg liczb z
przedziatu [0,1), o rownomiernym rozktadzie. Pdjawieniu sie
liczby O<CL <1/4 odpowiada przejscie czgsteczki-z punktu Piiij)(
w kierunku poziomym do punktu PH“'iin' Analogicznie pojawienie
sie liczb losowych L z przedziatow [1/4, 1/2), [1/2, 3/4),
[3/4,1) powoduje przesuniecie sie czgsteczki odpowiednio do
punktow Pmjn+1. pm+1ljn» pm,n-1* w?bdr przedziatow i przypo-
rzadkowanie kierunkow ruchdéw jest tutaj swobodne, jednak z za-
chowaniem odpowiedniego rozktadu prawdopodobieAstw a =

= pm,n+1l= pm-1,n = pm,n-1 = 4*
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Podobnie do symbolu okreslonego wzorem (2.13) wprowadzimy
symboliczny zapis rozktadu prawdopodobienstw ruchu czgsteczki
w poszczegblnych kierunkach w postaci:

pm,n+1

Pr = pm-1fn  pm,n pm+1,n (2.16)

pm,n-1

gdzie: Pffi+] n - oznacza prawdopodobiedstwo przejscia czgsteczki
z punktu P~n do punktu Pm+l>n

pmfn+l " d0 punktu Pmn+l
pm-1,n “ do Punktu Pm 1fD

Pm,n-1 - dO Pm,n-1
Prn - Oznacza prawdopodobienstwo pozosta-
nia czasteczki w punkcie P

Oczywiscie % Prj =1 oraz pr,je f°»1)

Wcelu uproszczenia zapisu moze otoggiaé sie wygodne zastg-
pienie w tablicy (2.16) liczb p .. liczbami do nich propor-
cjonalnymi p Wtedy pr-J €[0f °0 ).

1»J°
W dalszym ciggu uznamy za réwnowazue zapisy:
/ N S N
pm,n+1 pm,n+1
Pm-1,n Pm,n pm+l,n 2 pm-1,n  pm,n  Pm+l,n (2.16a)
pm,n-1 pm,n-1

przy czym PTf3 =prt6/E prij.
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Algorytm przewiduje realizacje dowolnej liczby serii
ruchéow biednych rozpoczynajgcych sie w Piu|U' Wrezultacie
wyznaczone sa wartosci:

(2.17)
d=1
gdzie: ~ =1, jezeli seria zakonczyta sie w P~

oraz Aj =0, jezeli seria zakonczyta sie nie w Pif

Wyznaczone liczby k™ pozwalajg na obliczanie wartosci
funkcji wedtug wzoru (2.15),

W zwigzku z wprowadzeniem zapisu symbolicznego rozktadu
prawdopodobienstw (2.16), uog6lnimy go w ten sposéb by mozna
byto objg¢ nim dalej rozpatrywane zagadnienia.

Oznaczenie p™ Q w $Srodku tablicy (2.16) moze dotyczyc¢
nastepujacych trzech przypadkow:

1. Czasteczka, ktora zatrzymata sie w punkcie wyjsciowym,
moze w nastepnym elementarnym ruchu przemiesci¢ sie do punktu
sgsiedniego lub dalej pozosta¢ chwilowo w miejscu. Dotyczy to
dowolnego punktu obszaru.

2. Czasteczka zostaje w punkcie pochtoneta, konczgc serie.
Dotyczy to punktéw potozonych na brzegu zewnetrznym obszaru.
W tym przypadku punktowi pochtoniecia bedziemy przyporzadko-
wywaé warto$é funkcji t+t odpowiadajgca punktowi nalezgce-
mu do otoczenia badanego obszaru, ktdry przylega bezpos$rednio
do miejsca pochtoniecia czgsteczki.

3. Jezeli czgsteczka znajduje sie w punkcie potozonym na
linii styku dwdch obszar6w, to pozostajgc w punkcie wyjscio-
wym, moze zosta¢ przyporzgdkowana drugiemu obszarowi, styka-
jacemu sie z obszarem, w ktérym zjgjpjdowata sie przed ruchem
elementarnym.
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Dla punktéw wewnetrznych obszaru zachodzi tylko pierwsza
mozliwo$¢, a wiec tablica rozktadéw prawdopodobieAstw ruchow

czasteczki jest nastepujgca:

Rm,n+l

(2.13)

Pr pm-1,n pm,n pm+1,n

pm,n-1

gdzie: Pmn ~ oznacza prawdopodobienstwo chwilowego zatrzyma-
nia czasteczki w punkcie p[PjI-i’ pozostate ozna-
czenia jak w (2.16).
W przypadku punktéw brzegowych mogg by¢é do wyboru mozliwo-
§ci 1 i 2. Rozkiad prawdopodobienstw okresla tablica:

pm,n+1

-m.n
ril»2 pm-1,n p hdh-1,n (2.19)

o

m.n
pm,n—

gdzie: pr(r%n - oznacza prawdopodobienstwo pochtoniecia czga-
steczki w punkcie Pfi
pozostate oznaczenia jak w (2.16).

Dla uproszczenia zapisu bedziemy uwaza¢ za réwnowazne symbo-

le:
pm,n+1
pm,n+1
pia,D
pm-1,n 0 Pm+1,n pm-1,n pm,n  pm+l,n(2.19a)
pm,n-1 pm,n-1

17



oraz

pm,n+1 pm,n+1
pm-1,n 0 ~m+1,n pm-1,n 0 pm+1n (219¢)
ym,n pm,n
pm,n-1 n pm,n-1
Wprzypadku punktéw potozonych na wspélnym brzegu dwu ob-
3. Wtedy roz-

szarOw moga zachodzi¢ rownocze$nie mozliwosci 1 i
ktad prawdopodobienstw okre$lony moze by¢ przy pomocy tablicy:

pm,n+1
(2.20)

r.1.3  pm-1n pmn lpmn  pm+in

pm,n-1

oznacza prawdopodobiefAstwo pozostania czgstecz-
ki w punkcie wyjsciowym z réwnoczesng zmiang
przyporzadkowania obszaru,

pozostate oznaczenia jak w (2.18).

W celu dalszego uproszczenia zapisu bedziemy uwazaé za row-

gdzie: p” Q -

nowazne symbole:

pm,n+1 pm,n+1
pm-1,n  pm,n [0 pm+1n pm-1,n pmn  Pm+1,n (2.20a)
pm,n-1 pm,n-1

18



oraz

pm,n+1 pm,n+1
pm-1,n °jpm,n pm+i,n pm-1,n  |pm,n pm+1,n (2-200)
pm,n-1 pm,n-1

Analogicznie do (2.16a), bedziemy uznawa¢ za réwnowazne
tablice, w ktdrych wszystkie wielkosci p . zastgpiono wiel-
kosciami do nich proporcjonalnymi Pi 9

2.2. Drugie zagadnienie brzegowe

Problem poszukiwania funkcji V*(x,y) spetniajgcej wewnatrz
obszaru £i rownanie (2.10) oraz warunek:

= q(x,y) (2.21)

gdy P(x,y)E rsi , stanowi drugie zagadnienie brzegowe, zwane
rowniez zagadnieniem Neumana.

Wrozdziale tym rozwazymy przypadek szczeg6lny drugiego za-
gadnienia brzegowego:

U - =0 (2.21a)

Przypadek ogdlny rozpatrzony jest w ustepie 3.4.

Zagadnienie ma sens fizyczny wtedy, jezeli warunek (2.21a)
zachodzi tylko na cze$ci brzegu obszaru, a na pozostatych
czesSciach brzegu zachodzg inne warunki brzegowe, np. (2.11).

Wpracy [15] rozwazono szczegOtowo ten przypadek i podano
model probabilistyczny, polegajacy na zmianie schematu prze-
mieszczen czasteczki w przypadku dojscia do brzegu z warun-
kiem brzegowym drugiego rodzaju.
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Wewnatrz obszaru ruchu bledne nalezy modelowa¢ analogicznie
jak w przypadku zagadnienia Dirichleta, natomiast jezeli czga-
steczka dojdzie do brzegu z warunkiem (2.21a) i "zamierza"

w kolejnym ruchu wyjs¢ poza obszar, to nalezy zmieni¢ schemat
ruohu czasteczki, w ten sposdb by czgsteczka powrdcita do wne-
trza obszaru. Jezeli np. przy modelowaniu na maszynie cyfro-
wej, przed osiggnieciem i zamierzonym przekroczeniem linii
brzegowej z warunkiem (2.21a) pojawieniu sie liczby losowej

z przedziatu [0,1/4) odpowiadato przemieszczenie w kierunku
dodatnim osi x, to po zamierzonym przekroczeniu tej linii,
odpowiada¢ bedzie przesuniecie w kierunku ujemnym. Podobnie
pojawienie sie liczby z przedziatu ['1/2, 3/4) powodowaé wtedy
belzie ruch w kierunku dodatnim.

. ) b) f*.A)

Ul% “M ) [o.H)

[% 0 LA.1)

Rys. 2. Schemat ruchéw czgsteczki

Ruch czgsteczki wedlug schematu rys. 2a zostaje zastgpiony
ruchem wedtug schematu rys. 2b, lub odwrotnie. Sygnatem zmia-
ny kierunku winien by¢ dopiero zamiar przekroczenia linii brze-
gowej, albowiem czgsteczka moze z tej linii samodzielnie loso-
wo powrdéci¢. Zakonczenie serii ruchow blednych moze nastgpic
tylko w weztach na brzegu z warunkami brzegowymi (2.11).

Istnieje oprocz tego druga mozliwos¢ modelowania zagadnie-
nia z warunkami adiatermicznymi na brzegu. Rozpatrujgc wezet
potozony na brzegu z warunkiem (2.21a), przy czym dla ustale-
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nia uwagi przyjmiemy, ze wezet jest
potozony na dolnym brzegu obszaru
(rys.3) otrzymamy réwnanie elementar-
nego bilansu cieplnego otoczenia we-
zta:

Sm+1l.n-tm.n h o man+l ¢ Amen

. A —T

—»

far

o (2.22)

Rys. 3. Obszar siat- . )
kowy z brzegiem adia- Po przeksztatceniach algebraicz-

termicznym  OBCMVBCE nych otrzymujemy:

2
1
m.n Ve 1 0 t m.n (2.22a)
o]

Prawdopodobienstwo ruchu z linii brzegowej do wnetrza ob-
szaru jest dwukrotnie wieksze niz w pozostatych dwu kierunkach.

Dla innych potozen weztéw na brzegu adiatermicznym obowia-
zywaé bedg zaleznosci analogiczne do (2.22a).

Przy potozeniu wezta na prawym brzegu (punkt A na rys. 3),
tablice { } we wzorze (2.22a)nalezy obroéci¢ o 90° w kierunku
dodatnim i podobnie dla innych potozen.

Nalezy réwniez rozpatrzy¢ przypadki szczegdlne, potozenia
w narozach zewnetrznym B lub wewnetrznym C.

Z rownan elementarnych bilanséw cieplnych dla tych przypad-
kow otrzymujemy:

(2.22b)



oraz

= A6T 2 @] Il (2.22c)

Z powyzszych rownan wynikajg rozktady prawdopodobiefstw ru-
chu czgsteczki w poszczeg6lnych kierunkach.

Dla szczeg6lnych przypadkéw usytuowania punktow w narozach
tego samego typu, odpowiednie wzory mozna otrzyma¢ z zalezno-
§ci (2.22b) i (2.22c) przez cykliczne przestawienie elementéw
tablic{ }. Tak np. dla punktow Bt oraz C’ (rys. ?) nalezy w
odpowiednich wzorach obroci¢ tablice { } o 90- w kierunku do-
datnim.

Realizacja obliczehn zagadnienia z granicami adiatermiczny-
mi przebiega analogicznie jak dla zagadnienia z granicami izo-
termicznymi. W koncowym etapie dla wyznaczenia temperatury
"m n nalez7 skorzysta¢ ze wzoru (2.15).

2.3. Trzecie zagadnienie brzegowe

W zagadnieniach przewodzenia ciepta wystepujacych w prak-
tyce inzynierskiej najczesciej poszukiwana jest funkcja *7(x,y)

spetniajgca wewnatrz obszaru rownanie (2.10), oraz warunek
-A4 -~ =ai£*Kx,y) - tl (2.23)
clo J

gdy p(x.,y)er.

Problem ten nosi nazwe trzeciego zagadnienia brzegowego.
Rozwigzanie przebiega¢ bedzie podobnie jak w przypadku za-

gadnienia Dirichleta. Rozpatrzmy ponownie obszar siatkowy

(rys.4),w ktdrym modelowaé¢ bedziemy ruchy btedne czagsteczki

[20].
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Dla zbioru weztéw wewnetrznych Si~ obowigzuje nadal zwig-
zek (2.12). Réwnanie dla zbioru weziéw brzegowych otrzyma-
my z bilanséw cieplnych, okres$lo-
nych dla obszarow elementarnych
otaczajacych wezty.
Rozpatrujac wezet potozony na
brzegu przy Scianie ptaskiej z
warunkiem (2.23), op. punkt A
(rys. 4) znajdujacy sie na dol-
> nym brzegu obszaru, otrzymujemy
nastepujagce réwnanie bilansu dla
otoczenia tego punktuw

e
/ mtl,n m.n h . W.a+l,_ SR h +
a h 2 h +
oy, (2.24)
Rys. 4. Obszar siatkowy IA "m-1 1rr1|~y|a,,p hz r%,nv(r;n n® Jh=0

z trzecim warunkiem brze-

gowym
Fo przeksztatceniach algebraicz-
nych:
1
[ Bi ‘
mn Bi + 2 0 Am,n + Bi+2 fimn (2°25
0
gdzie:
taf h
Bi = B& (2.25a"
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Rozktad prawdopodobienstw ruchéw w poszczegdlnych kierun-
kach, dla wezta A okresla tabela odpowiadajgca réwnanius
(2.25):

pr= 2 Bi 2 (2.26a)

W og6lnym przypadku dla wezta Pfi dowolnie potozonego
na brzegu z warunkiem (2.23) réownanie bilansu okresla wzér:

Z1*-1'3hm- H,jh (“»,n - r»,nt =0 ‘2-27>
i.d
gdzie

i,j =m+ mn+1;, m- 1,n; m,n-1;

s. . - stosunek dtugosci linii oddzielajgcej obszar

1«

elementarny otaczajacy punkty sgsiednie do h (s"l»U
przyjmuje w zalezno$ci od usytuowania wezta “wartosci:
O» 2* 17e
rmn ~ stosUDek diugos$ci linii oddzielajacej obszar
elementarny otaczajagcy punkt Pl od ptynu do h
Aman o~ e

Z réwnania bilansu po przeksztatceniach algebraicznych O-

trzymujemy:

sm,n+1 >
. . 0 Bi
Am,n ABi+ZIs™ N )jsm-1,n Sl xp 6 m,n
smn-1 B (2.28)
gdzie:
Bi _ —It}
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Rozktad prawdopodobienstw ruchéw czgsteczki dla dowolnie
usytuowanego wezta z warunkiem (2.23) okres$la tablica.

“0,n+1

Pr = amin B ML (2.29?

Sm,n-1
Rozpatrzmy dwa charakterystyczne potozenia szczegélne punk-
tébw, a mianowicie punkt B w narozu zewnetrznym oraz punkt C

w narozu wewnetrznym. Dla tych przypadkéw ze wzoru (2.29)
otrzymujemy:

L Bi (2.26h)

Bi

orC = 12 (2.26¢)

1
2

Dla poszczeg6lnych przypadkéw usytuowania punktéw na brze-
gach z warunkiem (-.23) otrzymujemy analogiczne tablice roz-
ktadu prawdopodobiefstw, przy czym mozna je wyznaczy¢ z ta-
blicy ogdlnej (2.29), lub tez droga cyklicznego przedstawie-
nia elementéw tablic (2.26,a, b, c).

Realizacja obliczen, droga modelowania probabilistycznego
trzeciego zagadnienia brzegowego, przebiega analogicznie jak
w przypadku opisanym w ust. 2.1.
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2.4. Zagadnienie kontaktowe z idealnym strykiem

Rozpatrzmy pokazany na rys. 5 obszar ii sktadajgcy sie z dwu
podobszarow Si* i £12 o0 réznych wspdiczynnikach przewodzenia

ciepta i AZ2.

Zagadnienie ustalonego przewodze-
nia ciepta w takim przypadku spro-

Wi
2 I wadza sie do poszukiwania dwu
funkcji *M(x,y) i *2(x,y) spet-
niajacych odpowiednio wewnatrz ob-
szarow Si® i Si2 rownanie Lapla-
ce*a:
& 9\
sz A B d2A (2.30)
« X2 9y
k =1,2
na wspolnym brzegu warunki:
rz*
R‘ys_. 5. Obszar siatkowy 2((x,y) ="2(x.y) (2.31)
zfozony z dwu podchbssa-
row o réznych wspdtczyn-
nikach przewodzenia cie- : (2,32)
pta 1 On 2 6>n

dla P(x,y)6 r ~

oraz odpowiednie warunki brzegowe na pozostatych brzegach.

7 celu rozwigzania zagadnienia dzielimy podobszary £~ i £28
przy pomocy siatki kwadratowej o boku h, przy czym zakladamy,
ze istnieje mozliwos¢ podziatu kazdego z tych obszaréw w taki
sposéb. Linia kontaktu podobszarow ISIp leze¢ bedzie na
linii podziatu obszaru siatkowego < (Drugg, nie rozpatry-
wang tutaj mozliwos$cig, jest podziat obszaruii w ten sposob,
by linia kontaktu przebiegata pomiedzy dwiema liniami po-
dziatu obszaru 12 na obszar siatkowy n.
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Dla weztéw siatki podziatu nie lezgcych na linii kontaktu
obowigzujg wzory podane powyzej wust. 2.1, 2.2, i 2.3. Dla
punktow Pib'”€ rh ) tj. lezacych na linii kontaktu, odpo-

wiednie wzory mozna otrzyma¢ z rownan elementarnych bilanséw
cieplnych:

ZZ Vi,a,it+V ,j.a;z
(2.33)
gdzie: i,a =m+ 1,n* m,n+1*, m-1,n; m,n-1;
iF)1-2;m,n »emn * % 2imn,
A w zaleznos$ci od usytuowania moze by¢,

k»1,J

%i.alx "2, .a

S. - stosunek diugos$ci linii podziatu pomiedzy

101 otoczeniem punktu P. e« znajdujagcym sie wew-
natrz obszaru £i " dolﬁ,J

s.l>2—‘2 - jak wyzej - wewnatrz obszaruiio»

s.l»—, 0 przyjmujg wartosci 0, %), 1, w zaleznosci od

usytuowania wezta.
Z rownania (2.33) otrzymujemy po przeksztatceniach:
Ssi, j; k"
£ *k sm,n + 1*k

X K St ik e~k smHl nik P kim .n

NMAK sm,n-'iik (2.34)
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Z powyzszego rownania widoczny jest rozklad prawdopodobiefstw
ruchow w poszczegdlnych kierunkach, przy modelowaniu przemie-
szczen czasteczki.

Wprzypadkach szczegdlnych dla punktéow A i B otrzymujemy
odpowiednio:

TA 0 OO (2353.\]

AN+ AN

Al + A2
rB 2 (2.35b)

Dalszy przebieg realizacji obliczehn jest analogiczny jak w
wyzej opisanych zagadnieniach.

2.5. Zagadnienie kontaktowe z oporem cieplnym styku

Rozpatrzmy zagadnienie potaczenia kontaktowego z wystepujg-
cym oporem cieplnym. Na skutek oporu cieplnego na styku nie o-
bowigzuje réwnanie (2.31).

Dla takiego zagadnienia warunki brzegowe przyjmuja postac:

*1 =+ [*2 A (2.36)

oraz

*2 =S[*VXxYy) “ " 20»yP 2-3?

dla P(x,y)e rhl 2
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Celem rozwigzania zagadnienia rozpatrzymy obszary £1* i.f22

pokazane na rys.

6.
Dla punktdéw lezgcych na linii kon-

taktu nalezacych réwnocze$nie do
obydwu obszaréw, wprowadzimy pod-
wdéjne oznaczenia P N NG AN 2%
Tak oznaczone punkty bedziemy przy-
porzadkowywac tylko jednemu obsza-
o rowi £ lub A~ i wten sposéb

Pmon 2 pozornie rozdzielimy wspo6lny brzeg
na rhl i rh2.

Punktom nalezagcym do T~
przyporzadkujemy temperatury V*,
a punktom nalezacym do tem-
peratury j*2.

Dla otoczenia nalezgcego do £i*
punktow ze zbioru T”  rownanie
elementarnego bilansu cieplnego
jest:

Egs. 6. Dwa stykajgce sie
obszary siatkowe z oporem’
cieplnym na linii kontak-

tu
i?
i*d
gdzie: Em,n -
i.0

- i
1:mtn - =
Si,oh +Shn 2:m,n 1,\I;m,n)rl,S'h 0

(2.38)
op6r cieplny potaczenia kontaktowego w Pfi Q,
m+ "I*n; mn + 1; m- 1,n; m,n + 1$

stosunek dtugoscilinii oddzielajgcej obszar ele-
mentarny otaczajgcy punkt Pfi od obszarow
elementarnych otaczajgcych punkty sgsiednie

z obszaru St 1 do h,

(SFIJ przyjmuje wartosci: 0\ ).
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rn. - stosunek diugos$ci linii kontaktu obszaru ele-
mentarnego z obszarem do h} (rfin =1).

Dla punktéow nalezgcych do f hp rownanie bilansu jest po-
dobne, z tg r6znicg ze w rownaniu (2.38) nalezy wskazniki 1
zastgpi¢ wskaznikami 2 i odwrotnie.

Z réwnania bilansu (2.33) otrzymujemy po przeksztatceniach;

1Kl;m,n
(rm,n h/*1 Em,n} + Ssi,j
3m,n+1
an-1,n © amtl,n YViimn ¢
sm,n-1
R Im"flh/A'1l RIn’°----mmmmmemm- tfl (2.397
A E»,, * 2 sijd

Dla modelowania ruchéw blednych czgsteczki wprowadzimy naste-
pujace zasady dla punktdw potozonych na brzegu Czastecz-
ka moze z punktu P* przej$s¢ do jednego z punktéw sgsiednich
nalezagcych do obszaru SI* lub zatrzymaé sie w punkcie P.

W tym ostatnim przypadku bedziemy uwazaé, ze czgsteczka zna-
lazta sie w punkcie P~

Zgodnie z rownaniem (2.39) schemat rozktadu prawdopodo-
bienstw ruchdéw btednych czgsteczki okres$la tablica:



Analogicznie czgsteczka znajdujaca sie na brzegu T fa2 moze
z punktu P2 przejs¢ do jednego z punktéow sgsiednich z obsza-
ruSi>2 lub pozosta¢ w punkcie P, przechodzac z P2 do P~

Dla dwoch charakterystycznych potozen punktéw, a mianowi-
cie Ai B otrzymujemy nastepujace rozkiady prawdopodobienstw
ruchow czagsteczki:

Dla A i A2;

prAl = i ICh /A1l E) (2.41a)

O

0
(2.41b)

oraz dla B i B2

J |(h/A, H © (2.42a)

1B, J |(h/A2R) 1 (2.42b)
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Dla punktow nie lezgcych na brzegu rh”_2 modelowanie ruchéw
btednych odbywa sie na opisanych uprzednio zasadach.

2.6. Materiaty niejednorodne i anizotropowe

Zagadnienie ustalonego przewodzenia ciepta w dwuwymiarowym
osrodku niejednorodnym sprowadza sie do poszukiwania rozwigza-
nia réwnania

v =0 (2.43)

gdzie: A=A(X,y),
przy warunkach brzegowych 1, 2, lub 3 rodzaju.

Rozpatrzmy ponownie obszar siatkowy £2° pokazany na rys. 1.
Ciggta zmiane wspobtczynnika przewodzenia ciepta bedziemy aprok-
symowa¢ zmiang skokowa i przyporzadkujemy obszarom elementar-
nym otaczajagcym wezet Pm wartosci wspotczynnika przewodze-
nia ciepta Am

Zaktadamy, ze ilo$¢ ciepta przeptywajgcego pomiedzy dwoma
sasiednimi elementarnymi obszarami otaczajgcymi punkty wezto-
we jest proporcjonalna do zastepczych wspétczynnikdw przewodze-

nia ciepta A ’1‘10 pomiedzy weztami:

*% ,j=*i,]j ~+fm>n h
gdzie: A. . - zastepczy wspotczynnik przewodzenia ciepta.

Jezeli A(x,y) - jest funkcja ciggta to mozna przyjac

Ai,j =\ [A(xmeyn} +A(Xi«”)]
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Przy takim zatozeniu réwnanie elementarnego bilansu ciepl-

nego dla otoczenia wezta jest:
iK . -1?
E i . 111 h mn h-0 (2.45)
i»3
i,j =m+ 1,n; m,n+1\ m-1,n; m,n-1
Pd przeksztatceniach algebraicznych otrzymujemy:
m,n+1
m-1n O “mi.n " mn (2.46)
i» 1,0
Am,n—l

Przy modelowaniu przemieszczeh czgsteczki dla rozpatrywane-
go przypadku, rozktad prawdopodobienstw ruchow w poszczegdlnych
kierunkach winien odpowiada¢ tablicy:

m,n+1

m-1 .n o * -1 .n (2.4?)

Am,n-1

W zaleznos$ci od warunkéw brzegowych mozna z bilanséw ele-
mentarnych okresli¢ odpowiednie wzory dla weztéw potozonych na

brzegu obszaru.52.
W pewnych os$rodkach naturalnych lub sztucznych wartosci

wspoétczynnikéw przewodzenia ciepta nie zalezg od potozenia
punktu lecz od kierunku przeptywu ciepta.
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Jezeli roznig sie tylko wspotczynniki przewodzenia ciepta w
kierunkach wzajemnie prostopadtych:

Ax * Ay (2.48)
to os$rodek nazywamy ortotropowym.
Rownanie bilansu cieplnego dla elementarnego obszaru otacza-

jacego wezet Pm Q, nalezacy do obszaru SI~ przyjmuje w tym
przypadku postac:

(2.49)

+ A mlva >1° h+A h =

skad otrzymujemy

m,D 2(AX+V t, Ao A, mn (2.50)

Rozktad prawdopodobienstw ruchow biednych czgsteczki przy
modelowaniu zagadnienia dla o$rodka charakteryzujgcego sie ani-
zotropig w kierunkach ortogonalnych okres$la tablica:

N, o A (2.51)

Odpowiednie zalezno$ci mozna okres$li¢ dla innych przypadkéw
potozenia weztdbw brzegowych z rdwnan elementarnych bilanséw
cieplnych.
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2.7. Bdznorodne warunki brzegowe

Powyzej rozpatrzono zasadniczo jednorodne warunki brzegowe.
W przypadku réznorodnych warunkéw brzegowych na poszczeg6lnych
czeSciach linii brzegowej, obowigzuje rozszerzony na zasadzie
superpozycji wzor (2.15) w postaci:

. S
(2.52)
gdzie:
kK* - ilo§¢ serii ruchdw zakonczonych w punktach brzegowych
0 temperaturze t~ na brzegu z pierwszym warunkiem
KV - ilo§¢ serii ruchdw zakonczonych w punktach brzegowych
0 temperaturze przy tych punktach t? , na brzegu z
trzecim warunkiem.
Oczywiscie:
r S
(2.53)
i=1 i=1

Zakonczenie serii ruch6w moze nastapi¢ tylko na brzegach
z pierwszym lub trzecim warunkiem brzegowym. Jezeli elementar-
ny obszar siatki podziatlu jest potozony w ten spos6b, ze na
jednej linii ograniczajgcej obszar elementarny zachodzi pierw-
szy warunek brzegowy a na innej trzeci, to za dominujacy uznaé
trzeba pierwszy warunek brzegowy.

Weztowi znajdujacemu sie w takim obszarze przyporzadkowac
nalezy temperature

m,n 'm,n
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Wz6r (2.15) jest podstawowym rozwigzaniem problemu z warun-
kami brzegowymi pierwszego rodzaju, albowiem moze by¢ wykorzy-
stany przy dowolnych warto$ciach t~ na brzegu.

Wzér (2.52) moze by¢ wykorzystany przy dowolnych warto$ciach
t* na brzegu oraz dowolnych warto$ciach tV przy brzegu, tyl-
ko wtedy gdy pozostajg state liczby Biota badanych obszarow.
Wynika to z zaleznoé$ci liczb kj, a za ich pos$rednictwem liczb
k? od liczby Biota (2.29). Liczba Biota dotyczy tutaj obszaru
elementarnego, zgodnie z (2.25a).

W przypadku zagadnienia kontaktowego lub przy zmiennym
wspoétczynniku przewodzenia ciepta w badanym obszarze, mozna wy-
niki modelowania probalistycznego okreslonego zagadnienia tran-
sportowa¢ na zagadnienia podobne przy spetnionych powyzej wa-
runkach, jezeli ponadto nie ulegajg zmienie wspo6tczynniki prze-
wodzenia ciepta i opor cieplny.

W kazdym przypadku przy ustalonych A 6t , E mozna ze wzo-
ru (2.52) otrzymaé rozwigzanie przy réznych wartosciach t*
oraz znajac k? oraz Kk”.

3. USTALONE PRZEWODZENIA CIEPLA W CIALACH STALYCH
ZE ZRODEAMI WEWNETRZNYM

Zagadnienie ustalonego przewodzenia ciepta w ciatach sta-
tych z wewnetrznymi Zrédtami ciepta sprowadza sie do poszuki-
wania rozktadu temperatur w postaci funkcji T*(p), (P6.fi) spet-
niajgcej wewnatrz obszaru Si réwnanie:

V(AVA) + qu(P) = O (3.1)

gdzie: v (P) - wydajno$¢ wewnetrznych Zzrodet ciepta.
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Na brzegu obszaru funkcja P (p) winna spetnia¢ odpowiednie

warunki, ktore mogag by¢ okre$lone rownaniami (2.2)...(2.8).
Dla izotropowych ciat statych réwnanie (3.1) przechodzi w

réwnanie Poissona:

Vot o+ =0 (3.2)

Dalej rozpatrywaé bedziemy zagadnienie dwuwymiarowe w ob-
szarze Sl .zorientowanym przy pomocy kartezjanskiego uktadu
wspoOtrzednych. Rdéwnanie Poissona przyjmuje postac:

AN 0 0,
s 2 N % (é_.y> o '(3.3)A)
dyf dy K

W og6lnym przypadku rozktad Zrodetl jest nierGwnomierny.
Jezeli dziatajg tylko miejscowe Zrodta ciepta, to funkcja
qy (x,y) jest tylko dla skonczonej liczby punktow z obszaru iz
rozna od zera, a dla prawie wszystkich réowna zeru. Wprzypad-
ku rownomiernie roztozonych zrédet ciepta

gQv = const (3.4)

3.1« Nierownomierny rozktad zrédet

Rozpatrzmy obszar Si pokazany na rys. 7, ktéry analogicznie
jak wrozdziale 2 zastagpimy obszarem siatkowym 42°. Nieréwno-
miernie roztozone zrdédta ciepta zastagpimy Zrédiami miejscowy-
mi skupionymi w weztach siatki podziatu.

Dla dowolnego punktu Pmn o wspétrzednych (xJn, y ) okre-
§limy Zrédto miejscowe, ze wzoru

agn,n :fCOJ 35
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© - elementarny obszar otaczajgcy punkt P n*

Jezeli qv(x,y) jest funkcja
liniowg lub w obszarze o-m
moze by¢ z wystarczajgcg doktadno-
§cig aproksymowana funkcjg linio-
wg, to wzor (3.5) mozna dla weztdw

. wewnetrznych zastapi¢ zaleznoscig:

= % (xm‘yn)h2 (3.6)
W Pen/i( .
Dla weztéw brzegowych A,B,C,
— mozna poda¢ podobne przyblizone za-
i‘ c leznosci:
R q =4 gSr h2 (3.7a)
— M D
Rys. 7. Obszar siatkowy
%& -1 4 Kk p** (5-7b)
Vo oo " En“2 (5-70)
gdzie:
q§f" - Srednia wartos¢ funkcji qy(x,y) w obszarze ele-
m»n mentarnym COy Ok
Srednia warto$¢ . moze by¢ w przyblizeniu wyznaczo-
na #& WzaFll: M
_Sr 1 /,r\nin , ,,m.inA \ (3.3)
} mn 2 Y'Y R n vy mn
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“ miElimalna 1 maksymalna wartos¢, funk-
cji qv(x,y) w obszarze elementarnym

UJin.n «

Jezeli zaleznosci (3.6) i (3.7) nie mogg by¢ przyjete z
wystarczajgca doktadnos$cig, to dla punktéow brzegowych nalezy
stosowa¢ wzor (3.5) lub ewentualnie -aproksymowa¢ go zaleznos$ciag
przyblizong o odpowiedniej doktadnosci.

Zastepujac w réwnaniu (3.3) pochodne czgstkowe réznicami
skoficzonymi oraz uwzgledniajgc wzér (3.6) otrzymujemy dla wew-
netrznych weztbw Pm n6 SI k» réwnanie rdznicowe

4 i I mn

Roéwnanie (3.9) wskazuje, ze wartos¢ f'm w dowolnym punk-
cie weztowym wewnetrznym jest réwna Sredniej arytmetycznej
wartosci j wsasiednich punktach weztowych powiekszonej
0 ~ ,nf4AN

Rozpatrzmy problem z warunkami brzegowymi pierwszego rodza-
ju.

Model probabilistyczny réwnania Poissona z warunkami brze-
gowymi pierwszego rodzaju jest analogiczny jak dla zagadnienia
Dirichleta [23]. Nalezy jednak Sledzi¢ nie tylko punkt konco-
wy, ale catag trajektorie ruchdow btednych czagsteczki. Jezeli
seria ruchéw, ktdéra rozpoczeta sie w punkcie Pmn na drodze
do punktu brzegowego P~ o0 temperaturze t przeszta przez
kr  weztdw, to warto$¢ koncowa serii ruchéw bitednych nalezy
przyjac:

k1

h =fl+ z Uij> (3.10)
120
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gdzie:

4A

Powtarzajgc analogicznie serie ruchéw biednych 6 razy odno-
tujemy po zakonczeniu kazdej serii ruchéw warto$s¢ koncowa:

W, = * G 4+ (3.12)
1=0 +

g—1)2,..., (J
Poszukiwana warto$¢ funkcji bedzie rowna oczekiwanej
wartosci kohAcowej ruchéw rozpoczynajgcych sie w punkcie n

i wyniesie
o] ks
.0
s 1=0

Bla uproszczenia algorytmizacji modelowania na maszynie cy-
frowej mozna powyzszy wzér przeksztatci¢. Jezeli obszar sktada
sie z u grup weztbw wewnetrznych ze Zrddtami o wydajnosci
qr,(~=1,2,...,u) oraz Vv grup weztéw brzegowych, w ktdrych
okre$lona jest temperatura tg ,(/J=1,2,...,v) to zamiast
wzoru (3.13) otrzymujemy

U \Y
“mn = % £ ktf 1 X KJ 3 (3.14)
*=1 /6 =1
gdzie:
k~ - liczba przej$s¢ czagsteczki przy modelowaniu serii ru-

chéw btednych przez punkty ze zrodiami :
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kg - liczba okre$lajaca ilos¢ serii ruchéw zakonczonych w
-jednym z punktéw brzegowych o temperaturze tp.

& =V 4A (3.11a)
Oczywiscie
u &
U (3.15)
rt=1 g=1
oraz v
(3.16)
j<3=1

Rozwigzanie w postaci (3*14) jest rozwigzaniem podstawowym
i pozwala na wyznaczenie przy pomocy jednego modelowania roz-
wigzan dla zagadniehn geometrycznie podobnych, przy réznych
wartosciach temperatur na brzegu i przy réznym rozktadzie wew-
netrznych Zrodet ciepta.

Przebieg modelowania jest identyczny jak w przypadku opisa-
nym w ust. 2.1.

Dla innych zagadnien brzegowych obowigzuje wewnatrz obsza-
ru réwniez wzor (3.9). Dla weztdw brzegowych nalezy odpowied-
nie rownania wyznaczy¢ analogicznie jak w rozdziale 2, z row-
nan bilansu cieplnego dla elementarnego obszaru otaczajgcego
wezet.

W ogbéinym przypadku dla wezta potozonego na brzegu z warun-
kiem brzegowym trzeciego rodzaju rownanie bilansu okres$la wzo6r:

1.3
gdzie:
i,j = m+ln; m;n+1; m-1,»n; m,n-1;

S. e I - jak we wzorze (2.27).
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Po przeksztatceniach algebraicznych otrzymujemy

sm,n+1
m,n . 3n-1,n 0 Sm—{-ft,n > +
Bi + 2Js m,n-1 m,n
- Bi t +. _(qmln/A) (3.18)
Bi + IS’lyJ m'n Bi +ZT s,

Modelowanie ruchéw btednych czasteczki dla tego zagadnie-
nia przebiega analogicznie .jak w przypadku opisanym w ust.

2.3» tj. wedtug wzoru (2.29).
Warto$¢ temperatur nalezy wyznaczy¢ ze wzoru analo-

gicznego do (3.13)t

* -1 Z t+ (3.19)
m,n g:l 1:0 X
gdzie:
A= “ dla w?ztow wewnetrznych Pm Q
g. .= Al ] - dla weztéw brzegowych P
X's (Bi+83HI\£I m,n

Wzér powyzszy mozna sprowadzi¢ do postaci analogicznej do

«=1 /3=1
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gdzie:
u* - ilos¢ grup weztéw brzegowych i wewnetrznych ze Zrddita-
mi o wydajnosci :
- pozostate oznaczenia wediug (3.14).

Rozwigzanie powyzsze jest rozwigzaniem podstawowym pod wa-
runkiem spetnienia dodatkowych ograniczeh wskazanych w ust.
2.7.

Dla zagadnienia z nierGwnomiernie roztozonymi Zzrédtami cie-
pta przy warunkach dodatkowych analogicznych do opisanych w
ust. 2.4, 2.5, 2.6 i 2,7 mozna z rownan bilansu wyznaczy¢
odpowiednie zalezno$ci oraz odpowiednie wzory podobne do
(3.19) i (3.20).

3*2. Mie.iscowe zrdodta ciepta

W przypadku zagadnienia dla obszaru, w ktorym dziatajg miej-
scowe skupione Zrodta ciepta, nalezy dokona¢ podziatu obszarui2
na obszar siatkowyii’, w ten spos6b, by Zrédta miejscowe znala-
zty sie w weztach siatki.

Jezeli taki podziat obszaru jest praktycznie niemozliwy,

z uwagi na konieczno$é wprowadzenia duzej liczby weztdéw, to
bedziemy uwazac¢, ze w wezle Pm dziata zrodio zastepcze o
wydajnosci réwnej sumie wydajnosci wszystkich zrédet dziataja-
cych w elementarnym obszarze w otaczajgcym punkt Pm Q

min = £ (5-21)
|

Zaktadamy wiec, ze w skoriczonej liczbie weztéow dziatajg zrodta
gm,n*

Przy modelowanih ruchdéw blednych czgsteczki postugiwaé sie
bedziemy sposobami opisanymi powyzej w ust. 3.1»

Wartosciwyznaczamy ze wzoréw (3.19) lub (3.20). W
tym ostatnim przypadku rejestrowac¢ nalezy tylko przejscia cza-
steczki przez wezty, w ktérych dziatajg Zrédia rzeczywiste lub
zastepcze.
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3.3. Réwnomiernie roztozone zréodda ciepla

Jezeli zgodnie z (3.4) aqv = const, to dla wezldbw wewnetrz-
nych Pfl n obszaru zachodzi

(3.22)

Dla weztow brzegowych P~ typu A,B,C obowigzuja odpo-
wiednie wzory

gA = ~2~ % (3.22a)
0B= 4 "™w (3.22b)
X = qw (322C)

Wzor (3.20) dla takiego zagadnienia sprowadza sie do posta-
ci

mn 6 qN(MN+|kA+|kB+4kC}+Z VB @ (3.23)
gdzie:

- ilos¢ przejsé czagsteczki przez wezly wewnetrzne,

kA,kB,kC “ przejs¢ czasteczki przez wezty brzegowe,
odpowiednio typu A,B,C

3.4. Rozwigzanie uogOlnionego zagadnienia brzegowego dru-
giego rodza.iu za pomoca zastepczego Zzrodia wewnetrznego

Wust. 2.2 rozpatrzono szczegdlny przypadek drugiego zagad-
nienia brzegowego, okreslony réwnaniem (2.21a). Wprzypadku



ogblnym drugiego zagadnienia brzegowego okresSlony jest na brze-
gu niezerowy strumien ciepta w postaci (2.21).

« 91 ( >

Zatozymy, ze warunek ten jest okre$lony tylko na cze$ci li-
nii brzegowej, a na pozostatych, czedciach zachodzg inne warun-
kac brzegowe, np. pierwszego lub trzeciego rodzaju.

Jezeli przyjmiemy jako warto$¢ Srednig strumienia cieplnego
na brzegu obszaru elementarnego otaczajgcego wezel brzegowy,
wartos¢

Am,n = ( (xm»3'n) (5°24)

to réwnanie bilansu cieplnego dla tego obszaru elementarnego
okresSla wzor:

Z a i.J-h M Sij;lh + 7 ST h, o (3.25]
1>0
oznaczenia jak we wzorze (2.27).

Z réwnania bilansu po przeksztatceniach algebraicznych o-
trzymujemy;

Sm,n+1 ,

sm,n-1
(3.26)

gdzie:

%i,n = “m,n * rm,n



Rownanie (3.26) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (3.18)
przy Bi = 0.

Zatem przy rozwigzywaniu zagadnienia og6lnego z drugim wa-
runkiem brzegowym, mozemy analizowany problem sprowadzi¢ do
przypadku rozpatrywanego w ust. 3.1.

Warunek brzegowy w postaci (2.21) zastepujemy warunkiem
(2.21a) i zastepczym miejscowym Zrodtem ciepta o intensywnosci

<Im,n = AGM’3"nN) * rm,nh G&*2nH

gdzie:

o - stosunek dtugosci linii granicznej obszaru elementar-
nego z drugim warunkiem brzegowym do h.

Modelowanie i rejestracja ruchéw biednych czgsteczki prze-
biega analogicznie do przypadku opisanego w ust. 3.1.
Wartosci temperatur &, W punktach badanego obszaru wyzna-
czy¢ nalezy ze wzorow (3.19) lub (3.20).

W przypadkach szczegdlnych dla weztéw typu A, B, C (rys. 3)

ze wzoru (3.26) otrzymujemy:

Vm,n =j{ I[ 8 i]j’;n,n + (3.28a)
tm,n= i (t 0 oyvm,n T 2A (3.28D)

=" (2 o 1-1» + (3.28¢c)
m,n [ 1 Jm,n 3-A

Opisany spos6b zastgpienia warunku (2.21) warunkiem (2.21a)
i zastepczym Zrodiem ciepta, pozwala na rozwigzanie zagadnien
z 0gdlng postaciag drugiego warunku brzegowego, zaréwno ze Zr@-
dtami wewnetrznymi jak i bez Zrodet wewnetrznych.
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4. NIEUSTALONE PRZEWODZENIE CIEPEA
W CIALACH STALYCH BEZ ZRODEL WEWNETRZNYCH

Zagadnienie nieustalonego przewodzenia ciepta w ciatach
statych, bez wewnetrznych zrédet ciepta sprowadza sie do po-

szukiwania rozktadu temperatury w postaci funkcji »*(P,t:),
(P6ii ,C>0) spetniajgcej w obszarze £t rownanie:

V(AV*>) = (4.

warunek poczatkowy

1)

I(P,0)="Q(P) (4.2)

oraz warunki brzegowe na brzegu obszaru
Wréwnaniu (4.1) oznaczono:

A - wspoOtczynnik przewodzenia ciepta,

c - ciepto witasciwe,
f - gestosc.
Na poszczeg6lnych czesciach brzegu obszaru moze zacho-

dzi¢ jeden z nastepujgcych warunkéw:

a) Warunek brzegowy pierwszego rodzaju:

/(Pr,r) = t (Pr,T) (Pr6 r*) (4.3)

b) Warunek brzegowy drugiego rodzaju:

-AV*(Pp,r) =q (Pr ’T)’ (44)

lub w przypadku szczegélnym:

VA(Pp,r) =0 (4.95)
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c) Warunek brzegowy trzeciego rodzaju:

AyjKPp.O + c (pp,t )[*(Pr,r) - t(P tC)]=0 (4.6)

d) Warunki okre$lajagce wymiane ciepta przez przewodzenie
pomiedzy stykajacymi sie ciatami statymi:

alvj? (pp,c) =a2v ™2 (pp ,r) (4.7)

orza w przypadku kontaktu idealnego
(Pp . T) =/2 (Pp ,V) (4.8)

natomiast dla kontaktu nieidealnego

Alv~L (PP N) = (PP (PP,tn)] (4.9)

Jezeli wspdbiczynniki charakteryzujace witasnosci fizyczne
materiatu A, c*,f - sg state, to rownanie (4.1) mozna przed-
stawi¢ w postaci:

?2>*=sfr (4.10)

gdzie:

a =-25 . wspoétczynnik wyréwnywania temperatury.

4.1. Pierwsze zagadnienie brzegowe

Rozpatrzmy zagadnienie dwuwymiarowe w obszarze £i, zorien-
towanym przy pomocy prostokatnego uktadu wspdirzednych tj.
rownanie paraboliczne:

é* +é5*nhu . (4.11)

S*2 tfyn a dC
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Poszukiwanym rozwigzaniem jest funkcja ~(x,y,c) spetnia-
jaca réwnanie (4.11) wewnatrz obszaru, warunek poczatkowy

AMxyy,u) o= MQXLY) (4.12)
oraz warunek
MNxay,r) o= t(x,y,r) (4.1;;)

na brzegu obszaru.
Podobnie jak dla zagadnienia opisanego wust. 2.1. zaste-
pujemy obszar rzeczywisty Si obszarem siatkowym <& (rys. 1).
Zastepujac w réwnaniu (4.11) pochodne czastkowe réznicami
skoficzonymi lub bezposrednio z bilanséw elementarnych, otrzy-

mujemy rownanie roznicowe obowigzujace dla weziéw wewnetrznych
S2n-

lc"?’n,n = PO(Am#i,n+8fn,n+1’ +/ m-1,n +"<m,n-1/\)+ FaLto '4)Am,c§4 14)

gdzie:

*m,n =

Warunkiem zbieznos$ci rozwigzania jest

(Jj - 4)> 0O, (4.15)
skad 0
X

da (4.16)
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Maksymalny dopuszczalny krok réznicowy czasowy wynosi:

dr = (4.17)

W tym przypadku zamiast réwnania (4.14) otrzymujemy:

*m,n = "T" <*-1 n + **m,n+1 + **m-1,n + ~“m.n-I|* U «18)
Dla V = O mamy bezpos$rednio z (4.12)

N 4.19

*m,n *ofm,n¥ ( )

natomiast dla punktéw brzegowych PNz (4.13)

n = t# fc>0) (4.20)

Model probabilistyczny dla réwnania parabolicznego podat
King [6k Modelowaé¢ bedziemy podobnie jak w przypadku opisa-
nym w ust. 2.1., ruchy btedne czgsteczki. Czagsteczka znajduja-
ce. sieg chwilowo w wezle FB n przechodzi w elementarnym ruchu
odbywajagcym sie w ciggu czasu At do jednego z sasiednich pun-
ktéow Pm+l1,n’ Pm,n+1* Pm-1,n’ Pm,n-1* Wboér Punktu ma cttarak"
ter losowy, przy czym prawdopodobienstwo przejscia do kazdego

z tych punktéw jest jednakowe i wynosi 1/4. Jezeli czagsteczka

osiggnie brzeg, ruch zostaje zakonczony.

Celem znalezienia wartos$ci w momencie £'= s AV na-
lezy modelowa¢ razy serig zawierajgcag nie wiecej niz s
ruchéw bitednych, rozpoczynajgcesie w punkcie P mtXi*

Sposrod tych G k serii ruchéw btednych czed$é¢ zakonczy sie
w ciggu s ruchéw lub wczedniej w jednym 2z punktédw brzego-
wych P ., czeg$¢ natomiast zostanie przerwana po s ruchach
w chwili gdy czagsteczka znajdzie sie w jednym z punktéw wew-

netrznych
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W ciggu modelowania serii nozna zarejestrowac¢ ilos$ci
k~, k2 »...» kp serii zakonczonych w punktach brzegowych s
P2»...» Pp oraz ilosci Ap+l» kpt2»**** Kr serii przerwanych
w punktach wewnetrznych ?2 p+ly» PN p+2* 2?2 p+2****g9
PE£r’' ?2r*

Przy czym

5
E ki =<rk (4*2"))
i=1

Jezeli punktom Pi przyporzgdkowane sa wartoé$ci funkciji
wg wzoru (4.20), a punktom Pgn, ~ wartos$ci poczatkowe

a wg wzoru (4.19), to oczekiwana wartos$¢ funkciji n
w punkcie P ffi i momencie c = 4 r wyniesie:
P r
Kji t] A ki & n
- JML - — e i=p+1 B3> 5 0. i, (4#22)
m,n k

Dowéd powyzszego

przez u8 (pm/\Q,P)
ciaggu S ruchéw czagsteczki
to

mozna przeprowadzi¢
oznaczymy prawdopodobienstwo

wychodzacej z

nastepujagco: Jezeli
przejscia w

p~ do wezta F,

% (p»,0") «5 K -1(IWl...-p) + us-1 (pm,D.1'p) ¢

t VIV I,np)t us-1(p».,n-Tp)d

gdzie: P - wezel wewnetrzny
Oczywiscie zachodzag zwiagzki:
us (pi*pi }
u ~o P)

gdzie$s§ P~ - wezty brzegowe

(,-25)

lub brzegowy.

i
—

(4.24)

1
o
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oiaz

uo(PDS,n |:'mtn) =1
@ .25)
uC m,h’P) = O
gcy Pa n nie pokrywa sie z P.
Jezeli punktom brzegowym P~ (i=1,2,...,p) przyporzadkowane
sg wartos$ci funkciji tif a punktom wewnegtrznym P ~Nis
(i=p+1 ,p+2,...,r) - wartosci Hi* to oczekiwana war-
toé§é¢ koncowa po s ruchach wynosi:
P ST
"ECp.,n) * £ *it 22 1
i=1 i=p+1
x NO5 di, y+ (4.26)
Podstawiajgc do réwnania (4.23) P = P2 i mnozac przez t~
oiaz P = P E£¢L i mnozac przez ~0. otrzymamy r

robwnan.

Bumujagc powstate w ten sposéb réwnania stronami otrzymujemy:

s "m.n” = 4 [ Ts-1(pmitn,n) + Vs-1 ~m.n+I1" +

+ vs-1 “m_1,n™ + vs-1"m ,n-1"I (4.27)

Zatem wartos$¢ oczekiwana VO (PU|U) jest rozwigzaniem rdéwnania

ré6znicowego (4.18).
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Warunki poczagtkowe i brzegowe sa spetnione, albowiem przy
s = O i P ££ N = Pra n z rébwnania (4.26) otrzymuje sie po

uwzglednieniu (4.25)

vo(Pm,n) = %o; *L, ql* (4*28)
a przy Pm n = P~ z ré6wnania (4.26) wynika po uwzglednieniu
(4.24):
Poniewaz wzory (4.26) i (4.22) sa réownowazne, to opisany model

spetnia warunek zadania.

Algorytm realizujgcy opisany model probabilistyczny dla za-
gadnienia dwuwymiarowego w obszarze siatkowym jest naste-
pujacy:

Pojedynczemu przejsciu czgsteczki odpowiada krok réznicowy

AT okreslony wzorem (4.17). W celu znalezienia wartosci
funkcji w momencie S w punkcie Pm nalezy modelowaé¢ se~
rie rozpoczynajagce sig w P ffi i zawierajgce co najwyzej s
ruchow.

Z programu generatora liczb pseudolosowych uzyskuje sie
liczby Le [0,1). Podobnie jak w algorytmie opisanym w ust.
2.1. pojawieniu sie liczb z przedziatéow [0,1/74); [1/74, 1/72)i
0/2, 3/4); [3/74, 1) odpowiada przesuniecie czgsteczki do punk-
tow Pm+1,n’ Pm,n+1” Pm-1,n* Pm,n-1* Jezeli P3 wykonaniu pew-
nej ilosci r (r < s) ruchéw pojedynczych, czgsteczka osigg-
nie brzeg w punkcie P~N, to seria zostaje zakonczona i zare-

jestrowane zostaje "pochtoniecie" czgsteczki przez punkt brze-

gowy pij,- Jezeli w toku s ruchéw czgsteczka nie osiggnie
brzegu, to zarejestrowane zostanie przerwanie serii w punkcie
P(~i Algorytm przewiduje realizacje dowolnej liczby 6"k
serii ruchéw btednych rozpoczynajgcych sie w Pm Q.
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PUmuwm WWWCIMI. W SIWVVUV/y IfoulLUg n<JW XU t

(4.30)

gdzie:
= 1 - jezeli seria zakonczyta sig w pAn lub zostata
przerwana w P qu»Yl
= 0 - jezeli seria nie zakonczyta sie w Pi lub nie
zostata przerwana w P 7 n
Wyznaczone liczby k~ pozwalajg na obliczanie wartosdci

funkcji wedtug wzoru (4.22).

Algorytm przewiduje réwniez mozliwos$ci wyznaczania warto-

$ci k~ dla dowolnego r < s, a wiec na okres$lanie wartos$ci
funkcji w momencie T= XAT (o < rAr<sAr).
W artos$ci it wyznaczy¢ nalezy réwniez wedtug wzoru (4.22).
m,n
4 .2. Drugie zagadnienie brzegowe
Rozpatrzmy problem dotyczacy poszukiwania funkciji J(x,y,r)

spetniajgcej wewnatrz obszaru £2 réwnanie (4.11), warunek po-

czatkowy (4.12) oraz na brzegu T warunek:

(4.31)

Przy tym ograniczymy sige tylko do przypadku szczegodlnego

warunku (4.31)

(4*32)



Tutaj zagadnienie fizyczne ma sens

wszystkich brzegach zachodzi warunek (4.32)

gdy warunek ten zachodzi

tych brzegach zachodzg

Z rozwazan
zagadnienia.

identyczny model probabilistyczny

poczynajgca ruch w dowolnym punkcie

brzegu z warunkiem (4.32) zmienia zwrot ruchu

stopadtym do tego brzegu w przypadku "zamiaru"

szaru £2.

spos6b modelowania wynika z réwnan

Drugi
A (rys. 3) otrzymujemy:

nych. Np. dla punktu

*+ X

Skad po przeksztatceniach algebraicznych z

(4.17):

o)

Podobnie dla przypadkoéow
narozach zewnetrznym B,

jemy:

Am,n =2 ‘1 0’ Anon

oo

obszaru £27,

zar6wno wtedy,
jak i
tylko na czes$ci brzegu, a
inne warunki, np. (4.13).

podobnych do przeprowadzonych w ust.

gdy na
w przypadku

na pozosta-

2.2 wynika

Czgsteczka roz-

dochodzagc do

w kierunku pro-

op

uszczania ob-

bilanséw elementar-

uwzglednieniem

szczeg6lnych potozenia

lub wewnetrznym C (rys.

(4.33a)

punktéw w

3) otrzymu-

(4.33b)
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oraz

(4.33c)

m,n

Dla punktéw wewnetrznych obszaru obowigzuje wiec réwnanie
(4.18), a dla punktéw brzegowych z granicami adiatermicznymi
réb6wnania typu (4.33«a, b, c).

Realizacja obliczen przebiega analogicznie jak w przypadku
pierwszego zagadnienia brzegowego. Warto$¢ temperatur

wyznaczy¢ nalezy ze wzoru (4.22).

4.3. Trzecie zagadnienie brzegowe

W najczedciej wystepujacych przypadkach w zagadnieniach
praktycznych, poszukiwana jest funkcja i)l(x,y,r) spetniajagca
wewnatrz obszaru £2 roéwnanie (4 .1)t warunek poczatkowy (4.12)

oraz warunek

na brzegu r
Rozwigzanie przebiega¢ bedzie podobnie jak w przypadku opi-
sanym w ust. 4.1. Po zastagpieniu obszaru rzeczywistego obsza-

rem siatkowym jQ' otrzymujemy dla weztéw wewnetrznych z réwna-

nia bilansu zaleznoé$¢ (4.14).

Przyjmujgc, ze w obszarze £2' mogg by¢ trzy typy punktow we-
ztowych brzegowych, reprezentowane przez wezty A, B, C na
rys. 4 otrzymujemy ogo6lne réwnanie bilansu cieplnego dla we-

zt6w brzegowych:

(4.35)
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i,j = m+ 1,n; m,n f 1; m- 1ni m.n - 1.

Sito ii j — jak wewzorze (2.27).

* td
fm - stosunek pola obszaru elementarnego otaczajgcego
punkt brzegowy, do h2 (fn przyjmuje wartosdci

1/4: 1/2: 3/4).

Z ré6wnania bilansu otrzymujemy po przeksztatceniach alge-

braicznych

sm,n+1
Po . .
mon o~ f - < m-1,n m,n m+t,n Y ~“m,n +
m,n-1
Bi n Fo
m.n
+ E*o. t. (436)
m,n
m,n
gdzie:
3m,n = $o “ si,j Bim,i

Bin.n A

Warunkiem zbieznos$ci rozwigzania jest

sep> O (4.37)
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Dla weztéw A, B, C (rys. 4) otrzymujemy:

sm,n = W "2 - Bim,i (4.383.)
(4.38hb)

[ 1 " Blm,n
sm,n = fo " 5- Bim,n (4.38¢c)

Dla weztéw wewnetrznych:

e = F0 U.38d)

Dla spetnienia nieréwnos$ci (4.37) wystarczy by

Fo = T+ 4IMJ}— (4.39)

,n

gdzie:

Bim,n *“ makS?DaI*>a wartos$c¢ Biffl Q dla punktéw brzegowych

obszaru Q

Wzory szczeg6towe dla poszczegdélnych punktéw brzegowych ob-
szaru Q‘ otrzymujemy z (4.36) po podstawieniu (4.39), a dla

punktéw wewnetrznychz (4,14).

Zaktadajgc, ze dla catego brzegu obszaru

% ,n = idem » (4.40)

a wiec

Bim,n = Bi ~ Idem (4,40a)



otrzymujemy dla punktéw weztowych wewnetrznych oraz brzegowych

typu A, B i C - nastepujace zwigzki:

1! 4B 1 A (4.41)

m,n

t,n nTrrm

1
1 B 1 .
mn = rrw 15 27 Aan+ Trm . fm,i4-42a)
0
» l«- <1 0 or A
m,n 1 + Bi
2
1
) 1 Bi
m,n “ 3 + 3Bi 2B 2 A,n + r+ 3B1 ~.n (4*42¢)
2
Modelowanie zagadnienia opisanego réwnaniami (4.41) i (4.42)

przeprowadzaé¢ bedziemy podobnie jak w przypadku opisanym w ust.
4 1.

Czagsteczka znajdujgca sie w wezle wewnegtrznym moze w wyniku
pojedynczego ruchu przej$¢ do jednego z punktédw sagsiednich lub
pozosta¢ w miejscu.

Czgsteczka znajdujgca sie w wezle brzegowym réwniez moze
przej$¢ do jednego z punktéw sagsiednich, moze pozosta¢ w miej-
scu z mozliwoécig wykonania dowolnego nastegpnego ruchu lub za-

trzymacé¢ sie na brzegu, konczac serie.
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D..a wezta wewnetrznego rozktad prawdopodobienstw ruchoéw

czgsteczki okres$la zgodnie z (4.41) wzor:

4B
(4.43)

Pr =

Dla weztéw brzegowych A, B, C otrzymujemy z réwnan (4.42):

1/2 B

prA 5 1/2 (4.44a)

1/2

1/2 0 (4.44b)
B i

PrB =

orc = ‘%SI 1/2 (4.44¢)

1/2

Dla réznych przypadkéw usytuowania punktéw na brzegach O
trzymujemy analogiczne tablice rozktadu prawdopodobienstw ru-

chéw czgsteczki.

Po ustaleniu rozktadéw prawdopodobienstw ruchéw czagsteczKki
dalsza realizacja obliczen drogg modelowania probabilistyczne-
go, trzeciego zagadnienia brzegowego, przebiega analogicznie

jak w przypadku opisanym w ust. 4 .1.
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W artoséci temperatur w punkcie P ffl i momencie T - BAT
wyznaczy¢ nalezy ze wzoru (4.22). Zgodnie z warunkiem (4.39)

krok réznicowy czasowy wWynosi:

a (4V4M1J (4-">

4.4 . Zagadnienie kontaktowe 2z idealnym stykiem

Rozpatrzmy niestacjonarne zagadnienie kontaktowe 2z idealnym
stykiem dla obszaru £2 sktadajgcego sie z dwu podobszardéow £27,

£22 (rys. 5) o wspotczynnikach charakteryzujgcych wtasnosci

fizyczne osérodkow cp 1, oraz cp2» y2»"2* Poszukiwa"
ne sg dwie funkcje (x,y ,t) i (i.y.r) spetniajgce odpo-
wiednio wewnatrz obszardéw £2.7 i£2g rébwnanie:

02"k ,

§ r * A ¢ II1F tk=1'2) (+-16)

warunki poczatkowe, na wspélnym brzegu warunki brzegowe:

(x,y.,r) (x,y,r) (4.47)

“ml  Vn = k2 "77n (4.48)

dla P(x,y) = r hil_2

oraz odpowiednie warunki na pozostatych brzegach.

Obezar £2 dzielimy przy pomocy siatki kwadratowej w sposoéb
opisany w ust. 2.4 ..Ré6wnania réznicowe dla poszczegdblnych we-
zto6w siatki podziatu otrzymujemy z bilanséw elementarnych. Ola
weztéw nie lezgcych na wspdélnym brzegu, obowigzujg réwnania

podane powyzej.
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Bilans cieplny dla weztéow lezgcych na linii kontaktu okre-

§la réownanie:

2 _
= "cpl + cp2 "3 1 n "l—2im,n “ "1—2;m,n" (4.49)

gdzie:

NN = mo+ L, ng m,n + 1 ;

ah jak w réwnaniu (2.33).
£

Z ré6wnania bilansu otrzymujemy zwigzek okres$lajacy n&] 2—W n*

z ktérego wynika model probabilistyczny.
W przypadku szczegd6lnym dla punktu A (rys. 5) otrzymujemy

réb6wnanie bilansu:

~nm . hAv +

0 O /AN VAN
L 1-2im -0 B 1-2im.n RAT & %2 iBisftd.z.bImM-Ua-

(.-50)

Skad otrzymujemy:
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Skad otrzymujemy:

+ (*i?0- ~ 4) N _2iB#n (4.51)

gdzie:
(Ar + X.2)AN

AGpl ~1 + cp2 "a N

Dla rozpatrywanego wezta warunek zbieznos$ci okresé$la nieré6wnosé¢

(4.52)
1-2

Wybér AZ winien by¢ dokonany z uwzglednieniem warunku (4.52)
oraz odpowiednich warunkéw dla pozostatych wezitow.

Po okred$leniu wartoséci Ar»z réwnania (4.51) wynika rozktad
prawdopodobienstw ruchéw btednych czgsteczki dla wezitéw typu

A potozonych na wspélnym brzegu.

Dalsza realizacja obliczeh przebiega jak w przypadku opisa-

nym w ust. 4.1.
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Zagadnienie kontaktowe z oporem cienln-cn stryku

Dla potaczenia kontaktowego z oparem cieplnym obowigzuja
zamiast rownania (4.47) warunki:

= 5 [*2 U »7»?%r) - A <*.* *)] (4.53a)

dla P(x,y) e rt 1 2.

Wprowadzajgc geometryczny model siatkowy badanego obszaru
analogicznie jak w przypadku opisanym w ust. 2.5 (rys. 6),
otrzymujemy dla otoczenia nalezgacego do punktu ze zbioru
1 hl rownanie elementarnego bilansu cieplnego:

2 X, A lu!

(4.54)

iy =m+ 1n;, mn+1l; ®= 1fA; mn- 1.
pozostate oznaczenia jak w (2.38).
Z réwnania bilansu otrzymujemy:

S’I»,n-l
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;a.P h

m,n i J A Am ,n~l?

Fol rm.n h
m,n Hn.n

a-Ar
Fo, =

Warunkiem zbiezno$ci rozwigzania jest:
Sen.a R 0 (4.56)

Rozktad prawdopodobieinstw ruchow biednych czgsteczki okres$la
tablica:

Pr = m-1,c 'm,n m,n m+l ,n (4.57)

Krok réznicowy czasowy nalezy dobraé w ten sposéb, by spet-
niony byt warunek (4.5S) oraz odpowiednie warunki réwnoczesnie
dla wszystkich punktéw obszaru SI .

Dalszy przebieg realizacji obliczeh drogg modelowania ruchow
btednych czgsteczki nie ulega zmianie.

4.6. RoOznorodne warunki brzegowe

Powyzej rozpatrzono zasadniczo jednorodne warunki brzegowe.
Przy r6znorodnych warunkach brzegowych obowigzujg réwniez ana-
logiczne aasady rozwigzania zagadnienia nieustalonego przewo-
dzenia ciepta oraz podstawowy wzo6r (4.22). Przy wyborze kroku



ré6znicowego AZ"nalezy sie kierowa¢ spetnieniem warunkéw zbiez-
noéci rozwigzania dla wszystkich punktéw weztowych badanego
obszaru.

Rozwazania dotyczagce zagadnien nieustalonego przewodzenia
ciepta ograniczono do przypadkoéw podstawowych tj. materiatow
jednorodnych, izotropowych oraz do zagadnien bez wewnetrznych
zrodet ciepta.

Opisana metoda modelowania probabilistycznego moze by¢ sto-
sowana réwniez do zagadnien nieustalonego przewodzenia ciepta
w os$rodkach statych niejednorodnych lub anizotropowych, a tak-
ze problemodéw z wewnetrznymi zZrédtami ciepta.

W oparciu o przeprowadzone w rozdzitach 2 i 3 szczegob6towe
rozwazania dotyczace zagadnien stacjonarnych oraz modele dla
zagadnienia niestacjonarnego okredlone powyzej, mozna wyprowa-

dzi¢ zaleznoéci dotyczagce poszczegdélnych badanych przypadkoéw.

5. PROBLEMY OBLICZENIOWE

Przeprowadzenie obliczeh za pomocg metody Monte Carlo jest
praktycznie mozliwe wytgcznie drogg wykorzystania elektrono-
wych maszyn cyfrowych. Wcelu otrzymania szczeg6lnego rozwiga-
zania w postaci jednej wartos$ci poszukiwanej funkcji, z do-
ktadnos$cig wymagang w zastosowaniach technicznych, nalezy prze-
prowadzi¢ modelowanie btednych ruchéw czasteczki wilosci rze-
du kilkudziesieciu tysiecy. Zastosowanie elektronowej maszyny
cyfrowej pozwala na wykonanie tego zadania przecietnie w cza-
sie kilku minut (przy zastosowaniu matej maszyny cyfrowej).
Wyznaczenie rozwigzania dla zespotu punktéw - dla catego zada-
nia» moze by¢ wykonane w ciggu kilku lub kilkunastu godzin.

Przeprowadzenie obliczeh przy pomocy konwencjonalnych
("recznych”) Srodkoéw trwatoby przypuszczalnie tysigce godzin
i praktycznie nie moze byé brane pod uwage.
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Korzysci ptynace z zastosowania metody Monte Carlo do za-
gadnien przewodzenia ciepta, w duzej mierze sg uzaleznione od
wiasciwego rozwigzania problemoéw ubocznych zwigzanych z pro-
gramowaniem i realizacjg obliczeh. Program winien by¢ opraco-
wany w ten sposéb, by mozliwe byto uzyskanie wynikéw z pozadang
doktadnos$ciag w mozliwie najkrotszym czasie. Zwigzane jest to z
obnizeniem kosztéw realizacji obliczeh na maszynie cyfrowej.
Réwnoczesnie nalezy dazy¢ do uniwersalnos$ci programu, pozwala-
jacej na jego wielokrotne wykorzystanie do podobnych zagadnien.

Aczkolwiek optymalizacja procesu rozwigzywania poszczegol-
nych zagadnien zalezy od ich indywidualnych cech, zwrdcimy
uwage na najistotniejsze problemy programowania i realizacji
obliczen przy pomocy metody Monte Carlo.

5.1. Generowanie liczb legowych

Przebieg modelowania ru¢hoéw blednych czgsteczki na maszynie
cyfrowej uzalezniony jest od ciggu liczb losowych. Program
realizujagcy modelowanie przed odtworzeniem pojedynczego ruchu,
odwotuje sie do zZrodta liczb losowych. Dlatego istotnym zagad-
nieniem jest wilgczenie do programu odpowiedniego Zrddta liczb
losowych. Mozna wskaza¢ trzy podstawowe sposoby rozwigzania
tego zagadnienia [5>21].

Najprostszym formalnie rozwigzaniem jest wprowadzenie do
pamieci maszyny tablic liczb losowych o rozktadzie réwnomier-
nym. Praktycznie ze wzgledu na mate pojemnosci pamieci opera-
cyjnej maszyn spos6b ten nie znalazt zastosowania.

Drugi spos6b otrzymywania liczb losowych o rozktadzie réw-
nomiernym polega na wigczeniu do uktadu elektronicznego maszy-
ny cyfrowej urzgdzenia stanowigcego nadajnik liczb losowych.
Nadajnik tworzy cigg liczb losowych przetwarzajgc na liczby lo-
sowe zjawiska fizyczne,np. szumy lamp elektronowych, promienio-
wanie zrédet radioaktywnych i nastepnie liczby przesyta do pa-
mieci operacyjnej maszyny. Sposéb ten, ktdry zresztg posiada
rowniez szereg cech ujemnych, wymaga stosowania specjalnych ma-
szyn, wyposazonych w odpowiednie nadajniki.
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Najczesciej stosowanym sposobem, szczegOlnie przy realiza-
cji obliczen na maszynach cyfrowych og6lnego przeznaczenia,
jest zastgpienie ciggu liczb losowych ciggiem liczb pseudo-
losowych (lub kwazilosowych) uzyskiwanych programowo.

Liczby pseudolosowe o rozktadzie réwnomiernym sg tworzone
pray pomocy odpowiednio przystosowanego programu zwanego ge-
neratorem liczb losowych. Podstawag programu jest zwigzek re-
kurencyjny, ktdry wyznacza kolejng liczbe losowg Lj w zalez-
nosci od jednej lub kilku liczb poprzedzajgcych L .~, L™ 2

., Lj7jj* Tak utworzony cigg liczb winien spetniaé kryteria
statystyczne rdéwnomiernego rozktadu.

Przy wykonywaniu obliczen na maszynie ZAM2 zastosowano ge-
nerator liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym na od-
cinku [0,1) opisany w [15] i nazwany generatorem BNB.

Liczby losowe wyznaczone sg przy pomocy wzoru rekurencyj-
nego

L+ = [(255 . Li_1.C)mod 235+p] . 2”35 (5.1)

gdzie:

C - stata (w obliczeniach numerycznych przyktadéw przyjeto
0=0,376.128.171.3),
p - liczba catkowita, zalezna od skali obliczeA na maszy-
nie cyfrowej.
Warto$¢ Lqg mozna przyja¢ dowolnie. (Frzyjeto LO = 1).
Wedtug danych zamieszczonych w [13] czas generowania jednej
liczby pseudolosowej na maszynie ZAM2 wynosi okoto 5 ms.

5.2. Doktadnos¢ obliczen

Przy rozwigzywaniu zagadnien przewodzenia ciepta metoda
Monte Carlo, otrzymane wyniki w ogdélnym przypadku posiadaja
odchylenia od wartosci doktadnej.
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Na doktadno$¢ wyniku koncowego wplywajg dwa typy odchytek:
btad metody réznicowej ( 5”) i bigd modelowania probabilistycz-
nego ( AMC). Stad biad rozwigzania

&< (5" + OMC (5.2)

W praktycznym stosowaniu metod numerycznych do ztozonych
zagadnien bardzo rzadko mozna okres$li¢ bigd obliczeniowy na
podstawie teoretycznego wzoru. Czesto jednak doktadnos$¢ skom-
plikowanych obliczen mozna oszacowaé na podstawie uzupetnia-
jacej analizy. Podstawg takiej analizy moze byé poréwnanie wy-
nikébw obliczen przyblizonych z wynikami doktadnymi uzyskanymi
dla zagadnien posiadajacych znane analityczne rozwigzania, lub
z wynikami uzyskanymi innymi metodami przyblizonymi, albo z
wynikami pomiaréw eksperymentalnych.

Btagd metody rdéznicowej -<5”, powstaje na skutek zastgpienia
obszaru rzeczywistego obszarem siatkowym oraz funkcji ciggtej
- funkcjg zmienng skokowo, a wiec pochodnych czastkowych -
ilorazami réznic skonczonych. Jak wiadomo, btgd ten zmniejsza
sie wraz z zmniejszaniem krokéw réznicowych - przestrzennego
h i czasowegozir[2,4Q.

Sciste oszacowanie btedu metody Monje Carlo - nie jest
nawet teoretycznie mozliwe. Przeprowadzone oszacowanie staty-
styczne zapewni¢ moze uzyskanie pozadanej doktadnos$ci z pewnym
prawdopodobiefnstwem

W [21) .przyjeto p<j = 0,997 i oszacowano bigd rozwigzania
dla zagadnienia Dirichleta przy pomocy nieréwnosci

(5.3)

gdzie:
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gdzie:

mas: iKX,y) - maksymalne warto$ci poszukiwanej funkcji iKx,y)
w badanym obszarze,

ilo§¢ modelowanych serii ruchéw bitednych.

Przytoczone w [21) sposoby oszacowania btedu prowadzace do
nierobwnosci (5.?) wyraznie zawyzajg ocene odchytki. Zwrocili
na to uwage lamidowicz i Maron C3j»

Poréwnanie rezultatéw obliczen, metodg Monte Carto szeregu
zadan z dziedziny yizewodzenia ciepta, z wynikami uzyskanymi
innymi metodami wskazuje, ze w zakresie zadan objetych porow-
naniem ocena dokonana wzorem (5*3) jest co najmniej kilkakrot-
nie zawyzona (dziesieciokrotnie!).

Ze wzgledu na trudnos$ci w teoretycznym ustaleniu przewidy-
wanego btedu wynikéw, nalezy w omawianym przypadku szacowac
odchytke na podstawie analizy uzupeiniajgcej.

W kazdym razie stuszny jest wniosek wynikajacy z (5*3),
stwierdzajgcy, ze:

«HC-pr (5-4)

Btad obliczeh jest odwrotnie proporcjonalny do pierwiastka
z ilosci modelowanych serii ruchéw biednych.

Przy wyborze wtasciwej liczby dla okresSlonego zadania
i pozadanej doktadnos$ci nalezy eksperymentalnie badaé¢ wpltyw
wzrostu na uzyskiwane w toku obliczen wyniki. Jezeli dla
kilku punktow w badanym obszarze, r6znice warto$ci wynikow
uzyskanych przy i 6 (< 3 ~ pp*n = 2 ® "™ n”e
przekraczajg dopuszczalnego btedu, to mozna przeprowadzié
obliczenie dla wszystkich badanych punktéw przy 0" =

Poniewaz rozwazania powyzsze przeprowadzono przy zatoze-
niu réwnomiernego rozktadu prawdopodobienstw, przy przeprowa-

dzeniu obliczen i wyborze <5n nalezy zwraca¢ uwage by wyste-
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pujgce we wzorze (2.15) i dalszych odpowiednich wzorach warto-

$ci 3> 1. Jezeli dla pewnych punktow (lub podobszaréw) z
obszaru objetego analizg ten warunek nie jest speiniony, to
nalezy zwiekszy¢ przynajmniej dla tych punktow.

Zwiekszenie ilosci serii modelowanych ruchéw biednych zwiek-
sza czas obliczeh, na maszynie cyfrowej. Edwniez zmniejszenie
h i AT prowadzace do zmniejszenia btedu rbéznicowego <5% po-
woduje zwiekszenie czasu obliczern. Okolicznos$ci te nie wplywa-
ja jednak na pracochtonno$é czynnosci wykonywanych przez roz-
wigzujacego zadanie. Uzyskanie odpowiedniej doktadnos$ci jest
zatem mozliwe dzieki zwiekszeniu czasu obliczen wykonywanych
automatycznie (przy zatozeniu realizacji obliczen na okreslo-
nej maszynie cyfrowej).

5.3. AlKorz tmizac.ia 1 programowanie obliczen

Realizacja rozwigzania zagadnienia przewodzenia ciepta przy
pomocy Metody Monte Carlo na maszynie cyfrowej polega na symu-
lowaniu ruchéw bitednych czgsteczki. Czagsteczka znajdujgca sie
w punkcie P (x,y) moze w najogdlniejszym przypadku przejsc
do jednego z czterech punktow sgsiednich, pozostaé w punkcie
wyjsciowym z mozliwoscig dalszego dowolnego wyboru przejscia
lub pozostania w tym punkcie, lub zatrzymaé¢ sie w punkcie
P(x,y) na state.

Wybor jednej z tych sze$ciu mozliwosci winien by¢ uzalez-
niony od wielkosci liczby losowej kierujacej danym ruchem ele-
mentarnym.

Jezeli prawdopodobienstwa wyboru jednej z tych mozliwosci

sa odpowiednio dla danego punktu Ps p”, p2, Pj, p®, p”, pb,
6

<s P~H P~ [0,1]) to algorytm modelowania ruchtow btednych
moze by¢é nastepujacy (w jezyku ALGOL):

begin jf Li<p”™ then begin x: = x+1;



begin if < p"2 then begin x: = x;

y: = y+1*
£2t0 €
endi
if p ¥ then begin x: = x-1;
y: =y,
£0 toE (5.5
end:

if Li<p”~z) then begin x: =vy;
y:=y-1;
goto E
end»
if K<Pv5 then begin x: = x;
= 7»
go to E
endi
kP: = kP+l;
E: end
We wzorach powyzszych oznaczono:
PE3 = § Pi
kp - ilo§¢ serii zakonczonych w punkcie P(x,y)

Wielkosci pt zalezg od potozenia punktu w badanym obsza-
rze. Dlatego przed przeprowadzeniem pordéwnania wedtug algoryt-
mu (5.5) nalezy okres$li¢ wielko$ci pzx dla danego punktu.

Wielkosci p~ sa uzaleznione przede wszystkim od potozenia
geometrycznego punktu P, a ponadto od witasnosci fizycznych ma-
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teriatu oraz dla punktéw potozonych na brzegu od warunkéw brze-
gowych.

Zwigzki (5.5) sg algorytmem podstawowym waznym dla wszyatkich
rozpatrywanych powyzej zagadnien.

Dla zagadnien stacjonarnych bez wewnetrznych Zrédet ciepta
algorytm ten nie wymaga zasadniczo zadnych uzueptnien, a pro-
gram powinien przewidywaé mozliwos¢ realizacji dowolnej zada-
nej liczby serii ruchéw. Przy czym seria pojedyncza koniczy sie
w momencie wykonania dziatania: #*: = k*+1. Wyniki obliczenh
podajg wartosci kp stanowigce podstawe do wyznaczenia poszu-
kiwanej funkcji wedtug wzoru (2.15).

Przy modelowaniu zagadnieA stacjonarnych z wewnetrznymi
zrodtami ciepta nalezy ponadto przed kazdym ruchem pojedynczym
rejestrowac¢ przejScie przez dany punkt Q, tj.

kd' = k<1+1 (5.6)

Wyniki obliczen okre$lajg wartosSci kp oraz k™ stanowiag-
ce podstawe do wyznaczenia poszukiwanej funkcji wedtug wzoru
(3.14).

W przypadku rozwigzywania zagadnien niestacjonarnych bez
wewnetrznych zrddet ciepta nalezy modelowaé serie zawierajgce
okres$lone ilosci s ruchéw biednych.

Dla wyznaczenia wartosci poszukiwanej funkcji w monencie T
odpowiadajagcym s, wedtug wzoru (4.22) nalezy rejestrowac
k - ilos¢ serii zakonczonych w punktach brzegowych P wcig-
gu s ruchow lub w ciggu mniejszej ilosci ruchéw, oraz kr -
i 708¢ serii przerwanych po wykonaniu s ruchéw w punktach R
(z okre$lonym warunkiem poczgtkowym). Wtoku tych obliczen
rownoczeé$nie mozna wyznaczy¢ wartosci poszukiwanej funkcji w
momentach t*<V ktéorym odpowiadajg ilosci s ruchow w serii,
przez rejestracje wartosci kp® oraz k*.

Jezeli w pewnej grupie punktow brzegowych okreslone sg iden-
tyczne warunki brzegowe, to dla tych punktéw mozna wartosci k»
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rejestrowaé¢ wspolnie. Podobnie, w przypadku dziatania jednako-
wych zrédet w grupie punktow mozna tgcznie rejestrowaé k7,

a w zagadnieniach niestacjonarnych - kr dla identycznych wa-
runkéw poczatkowych. Pozwala to na uproszczenie programowania
i skrocenie czasu obliczen.

Przy uktadaniu programu nalezy réwniez grupowaé punkty o
jednakowych cechach geometrycznych oraz warunkach brzegowych,
co utatwia wyznaczanie wartosci p” niezbednych do realiza-
cji algorytmu (5.5).

Ponadto nalezy dazy¢ do utozenia programu w ten sposéb,
by w toku modelowania serii ruchow btednych korzysta¢ tylko
z pamieci operacyjnej maszyny. Wykorzystanie pamieci pomoc,
niczej powoduje wielkrotne zwiekszenie czasu obliczen.

Wyniki obliczen wedtug opracowanego programu powinny prze-
de wszystkim zawiera¢ statystyke przeprowadzonego modelowania
ruchow btednych, tj. wartosci kp, k», kr.

Wyznaczenie wartosci poszukiwanej funkcji na podstawie
szczegOtowych warunkdéw granicznych przy pomocy wzoru (2.15)
lub analogicznych dalszych wzoréw, jest nieskomplikowane i mo-
2e by¢ ujete w osobnym programie.

Otrzymane w wyniku obliczen wartosci kp, k”, kr pozwala-
ja przeprowadzi¢ analize poprawnosci modelowania i ocene do-
ktadnosci wedtug zasad wyzej opisanych.

Woprzypisach podano schematy blokowe przyktadowych progra-
méw. Wprzyktadzie 1 program przeprowadza modelowanie w ob-
szarze posiadajagcym granice o charakterze nieregularnym. Kaz-
dy punkt tego obszaru wymaga indywidualnej analizy w toku mo-
delowania. Wprzyktadzie 2 granice obszaru sg liniami prosty-~ "'
mi, co pozwala na ugrupowanie punktéw o wspoélnych cechach i
znacznie utatwia programowanie. Przyktad 3 opisuje modelowa-
nie zagadnienia niestacjonarnego.

Program oprécz elementéw istotnych do rozwigzania wtasciwe-
go problemu powinien zawiera¢, zgodnie z ogdlnie przyjetymi
przy programowaniu zasadami, testy kontrolne sprawdzajgce po-
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prawnosé wprowadzonych danych wejsciowych i poprawnos¢ reali-
zowanych obliczen.

5.4. Uwagi korncowe

Opisane powyzej wrozdziatach 2, 3 i 4 modele probabili-
styczne umozliwiajg przyblizone rozwigzanie podstawowych zadan
zwigzanych z okre$leniem rozktadu temperatur w ciatach statych.

W pordwnaniu z innymi metodami przyblizonymi, przedstawiona
metoda wyrOznia sie szeregiem istotnych zalet;

Metoda Monte Carlo pozwala na obliczanie temperatur w poje-
dynczych, dowolnie wybranych punktach. Natomiast w klasycznych
metodach réznicowych wymagane jest rownoczesne rozwigzywanie
catego problemu, tj. obliczanie temperatury we wszystkich punk-
tach rozpatrywanego obszaru.

Ilos¢ dziatan rachunkowych wykonywanych w toku obliczen
jest proporcjonalna do wymiaru obszaru, przez co czas obliczen
dla zagadnien wielowymiarowych wzrasta liniowo. W klasycznych
metodach réznicowych ilo$§¢ dziatan oraz czas obliczen przy za-
gadnieniach wielowymiarowych ro$nie wyktadniczo.

Otrzymane rozwiagzania posiadajg w wielu przypadkach charak-
ter rozwigzan podstawowych problemu. Umozliwia to wyznaczenie
rozwigzan szczegétowych odpowiadajgcych réznym warunkom gra-
nicznym, a takze przeprowadzenie analizy wplywu warunkéw gra-
nicznych.

Modelowanie probabilistyczne przeprowadzane jest przy uzy-
ciu uniwersalnych maszyn cyfrowych. Ze wzgledu na mozliwos¢
analizy pojedynczych punktéw obszaru, obliczenia moga by¢é wy-
konywane na matych maszynach cyfrowych wyposazonych w stosunko-
wo matg pamie¢ operacyjng. Natomiast rozwigzywanie zagadnien

metodami analogii fizycznej wymaga uzycia maszyn analogowych
lub modeli fizycznych o charakterze specjalistycznym.

Programowanie obliczer metodg Monte Carlo jest bardzo tat-
we, a dla zagadnieA typowych moze by¢ w znacznym stopniu zau-
tomatyzowane.
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Jako wady metody Monte Carlo nalezy wskazaé dtugotrwatosc
obliczen niezbedng dla przypadkéw wymagajagcych duzej dokitad-
nosci oraz trudnos$ci zwigzane z oszacowaniem biedu wynikéw.
Pierwsza z tych wad moze by¢ zniwelowana drogg zastosowania
maszyn cyfrowych o duzej predkos$ci dziatania, drugg za$ -
nalezy eliminowa¢ posrednio przez analize uzupeiniajacg o-
trzymanych wynikow.

W praktycznych zagadnieniach przewodzenia ciepta wyboru
witasciwego sposobu rozwigzania problemu nalezy dokonaé po
przeprowadzeniu oceny wad i zalet szeregu znanych metod. Nie-
watpliwie dla pewnych zagadnien metoda Monte Carlo moze oka-
z*¢ sie najodpowiedniejszg.

Przy rozwigzywaniu zagadnien przewodzenia ciepta wystepu-
jacych przy projektowaniu turbin cieplnych mozna wykorzystac¢
srsereg zalet metody. Elementy turbin cieplnych posiadaja
przewaznie nieregularne ksztatty. Warunki wymiany ciepta w
poszczegblnych czesciach elementéw sg zmienne. Praktycznie
uniemozliwia to Sciste analityczne rozwigzanie rozpatrywa-
nych zadan.

Zastosowanie metody Monte Carlo pozwala na przyblizone
rozwigzanie zagadnienia, przy czym czesto wystarczajgce jest
wyznaczenie temperatur w tych punktach badanych elementéw,

w ktérych wystepujg ekstremalne temperatury.

Uzyskane przy pomocy metody Monte Carlo rozwigzania pod-
stawowe umozliwiajg przeprowadzenie analizy wplywu warunkéw
granicznych na rozktad temperatur. Problemy tego typu wyste-
puja bardzo czesto przy projektowaniu elementéw turbin ciepl-
nych pracujgcych przy wysokich temperaturach [8, 10, 16, 22].
Przy tyra wymagana doktadnos¢ wynikéw dla tych zagadnien jest
wzglednie mata (rzedu 1...2%) a wiec czas obliczen na maszy-
nie cyfrowej jest rowniez maty.

Przygotowanie do rozwigzania metodg Monte Carlo zagadnien
przewodzenia ciepta jest stosunkowo tatwe. Przy uzyciu na-
wet matych maszyn cyfrowych otrzymac¢ mozna szybko wyniki :
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doktadnoscig wystarczajgcg w praktyce inzynierskiej. Pozwala
to przypuszczaé, ze metoda Monte Carlo znajdzie szerokie za-
stosowanie w obliczeniach projektowanych urzadzen cieplnych.

6. PBZIPISY

6.1. Przyktad rozwigzania zagadnienia ustalonego przewo-
dzenia ciepta: Pole temperatur w przekro.iu poprzecz-
nym chtodzonej topatki turbin? gazowej

Model probabilistyczny opisany w ust. 2»J. zastosowano do
wyznaczenia rozktadu temperatur w przekroju poprzecznym topat-
ki turbiny gazowej, chtodzonej wodg. Przeprowadzone ponizej
obliczenia szczegdétowe oparto na danych liczbowych zamieszczo-
nych w [8]. (Cyt. wg E16]).

Przekr6j poprzeczny topatki przedstawiono na rys. 8. Wca-
tym przekroju zatozono niezmienny wspodtczynnik przewodzenia
ciepta k. Temperatura czynnika chtodzgcego kanaly wewnetrz-
ne: tw . Wspditczynnik wnikania ciepta do czynnika chtodzacego:

ocw. Temperatura czynnika roboczego: tz. Wspdiczynnik wnika-
nia ciepta oz jest zmienny wzdtuz tworzacej topatki.

Warunki brzegowe okreslajg réwnania:

k —— = (x,y) (t - €-1)

o w(tw €¢-2)

Obszar rzeczywisty pola przekroju zastgpiono obszarem siat-
kowym o wymiarze liniowym komorki elementarnej h. Dla punktéw
weztowych brzegowych zewnetrznych okre$lono:

(6.3)
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Dla punktéw wezdowych brzegowych wewnetrznych;

Sn,u ="w G

Modelowanie ruchow btednych winno odbywa¢ sie wedlug naste-
pujacych zasadj

Wprzypadku potozenia czgsteczki w punkcie wezlowym  wew-
netrznym - wedtug schematu réwnania (2.12).

Dla punktow weztowych brzegowych potozonych przy $cianie
ptaskiej "dolnej" - wedlug tablicy (2,26a). Wprzypadku $ciany
ptaskiej "prawej", "gérnej" i "lewej" przez kolejne obroty ta-
blicy (2.26a) w kierunku dodatkim o 90°, otrzymujemy witasciwe
tablice ruchéw czgsteczki.

Dla punktéw weztowych w narozu wewnetrznym, prawym dolnym"
obowigzuje tablica (2.26b), z ktorej przez cykliczne przesta-
wienie elementow otrzymuje sie tablice dla pozostatych trzech
przypadkéw "prawego gornego”, "lewego gornego” i "lewego
dolnego™.

Dla punktéw weztowych w na-
rozu zewnetrznym "prawym dol-
nym" ruchy czgsteczki winny

fant) odbywaé sie wg tablicy (2.26c)
z ktorej otrzymac¢ mozna tabli-
ce dla pozostatych trzech mo-
zliwych potozen.

fol) for,) Ogélny schemat ruchéw cza-
steczki przedstawiono na rys.9.
Czasteczka wykonuje ruch lub
pozostaje na brzegu w zalezno-

Crs ) sci od wielkosci kolejno uzy-
Bys. 9. Schemat ruchow cza- skiwanych liczb losowych.
steczki Wielkosci ~  wyznaczyé

nalezy zgodnie z tablicami
(2.12) i (2.26) w zaleznoSci
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od potozenia punktu oraz liczby Bi. WielkosS$ci r+ okres$laja

nastepujace zwigzki:

1
Z
d
Xi = 4= |----------P ---------- i =1,2,3,4
2 PjiB1
j=1
_h
gdzie: Bi = *S

W zaleznoéci od potozenia punktu, elementy macierzy
5 |P-i» P2* Pjt P~I okreélone sa nastepujagco:

Dla punktéw weztowych wewnegtrznych:
MO = |1,1,1,1]

Dla punktéw przy $cianie ptaskiej:

- dolnej

M =]I»1»!*0!
- praweo
- go6rnej

M3 = 1 1
- lewej

M4 = |

Dla punktéw w narozu wewnegtrznym:

- prawym dolnym
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- prawym gérnym

M6 = | (6.8b)

OAA (6.8¢)

- lewym gérnym

S

- lewym dolnym

M = (6.8d)

Dla punktéw w narozu zewnetrznym

- prawym dolnym

M = (6.9a)
- prawym gérnym

MO = | (6.9b)
- lewym gérnym

M1 = 11A A 1| (6.9¢)
- lewym dolnym

2 = 111AA | (6.9d)

W przypadku punktéw brzegowych Bi nalezy wyznacza¢ ze wzo-
ru (6.5a). Jezeli okreslimy symbolicznie dla punktéw wewnetrz-
nych

Sn.n = °t ~L10)

to wzor (6.5a) bedzie wazny réwniez dla tych punktow.
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Walgorytmie obliczen przewidziano wyznaczenie liczb
oraz kz okreSlajgcych iloSci serii ruchdw czagsteczki zakon-
czonych odpowiednio na brzegach wewnetrznym i zewnetrznym.

Przyjeto, ze okreSlona bedzie symbolicznie charakterystyka
kazdego punktu weztowego obszaru. Symbolami okres$lajgcymi sa
liczby 0,1,...,12 odpowiadajgce macierzom liQ
wyznaczonym réwnaniami (6.6) ... (6.9).

Przed przeprowadzeniem obliczeh nalezy okresli¢ liczby
dla kazdego punktu weztowego wedtug (6.3)» (6.4) i (6.10).

Sie¢ dziatan programu wedtug omawianego algorytmu przedsta-
wiono na rys. 10.

Na wstepie wczytywanesg dane wejsSciowe zawierajgce blok
Zm nokresSlajagcy charakterystyke punktéw; blok ccm™n oraz \
i h, a ponadto wspo6trzedne analizowanego punktu oraz pozada-
ng liczbe serii ruchow czagsteczki e”. Wskazniki m,n odpowia-
dajg wspoOtrzednym punktow.

W programie przewidziano generowanie liczb losowych o roz-
ktadzie réwnomiernym na odcinku [0,1).

Po okresleniu chwilowego potozenia czgsteczki, odczytywane
sg liczby ~Z_ i oc_ odpowiadajace temu potozeniu i wyzna-
czone wedtug wzoru (6.5) liczby

Odpowiednio do wielkos$ci liczby losowej uzyskanej z progra-
mu - generatora wykonany zostaje ruch w jednym z czterech Kkie-
runkdw lub zostaje zarejestrowane zatrzymanie (pochtoniecie)
czgsteczki na brzegu. Celem okreS$lenia miejsca pochtoniecia
porbwnane zostajg wielkosci ot n i oow. Jezeli = <w, to
miejscem pochtoniecia jest brzeg wewnetrzny, w przeciwnym przy-
padku - zewnetrzny, (zatozono tutaj ze o@w # ocz)«

Obliczenia szczegdtowe przeprowadzono dla przyktadu prze-
kroju topatki turbiny pokazanego na rys. 8, przy nastepujacych
warto$ciach parametrow:

h = 0,0015875 m
A = 25,96 Wm deg
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oc, = 13456 Wim2 deg

ccH=(1OOO.. 2210)W/m2deg (wg rys. 8)

Wyniki obliczen dla pieciu dowolnie wybranych punktéw ze-
stawiono w tablicy 1.

Tablica 1
Wyniki obliczen rozktadu temperatur
w przekroju poprzecznym topatki turbiny
Wspbirzedne
Punkt "k kw kz L m,n
X 7 °C °C
P2.7 2 7 100 48 52 613 540
P14 5 14 5 100 66 34 433 400
P18.12 18 12 100 8 92 1014 871
P8 6 8 6 100 92 8 173 190
P8 6 8 6 200 179 21 188 190
P8 1 8 1 100 83 17 263 210
P8 1 8 1 500 410 90 273 210
Obliczenia przeprowadzono na maszynie ZAM 2.
Czas obliczen dla 1 punktu przy = 100 wynosit (4...20)min.
Podane w tablicy wartoSci Ajgp Obliczono ze wzoru (2.15) przy
zatozeniu t =93 Ci t = 1093 C. Dla poréwnania wynikow
zestawiono rowniez w tablicy 2 warto$ci temperatur uzy-
skane metodg releksacji w pracy [s] e (Wielkosci odczy-

tano w przyblizeniu z wykresu).

Uzyskane powyzej wyniki liczbowe sg dla niektérych punktéw
mato doktadne. Jest to skutek stosowania w niniejszym przykita-
dzie aproksymacji obszaru rzeczywistego za pomocg siatki kwa-
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dratowej o stosunkowo duzym wymiarze liniowym h. Przy wyzna-

czaniu temperatur punktéw potozonych w strefie, dla ktorej za-
stapienie obszaru rzeczywistego - obszarem siatkowym jest mato
doktadne, powoduje to znaczne btedy (np. P~rg ~

Wpracy [fif] z ktérag poréwnywano wyniki dokonana byta apro-
ksymacja za pomocg identycznej siatki kwadratowej. Jednak obli-
czenia wykonywano przy zastosowaniu tzw. poprawienia wartos$ci
brzegowych, co redukuje bitedy.

Przyjecie obszaru siatkowego o0 mniejszym wymiarze liniowym
siatki, np. ti = 1/2 h, lub h” = 1/3 h wpitynie niewatpliwie
na zwiekszenie doktadnos$ci obliczen, nawet bez poprawiania war-
toéci brzegowych. Dla obszaru o tak skomplikowanych ksztattach,
wymaga to jednak wykorzystania maszyny cyfrowej o wiekszej po-
jemnoséci pamieci operacyjnej niz bedagca w naszej dyspozyciji.
Podany algorytm przewiduje takag mozliwo$¢ i moze by¢ stosowany
bez zmian.

Omawiany przyktad ma na celu przedstawienie mozliwych Kkie-
runkéw zastosowan i wskazanie sposobu algorytmizacji i progra-
mowania zadah z obszarami o nieregularnych ksztattach. Bardziej
szczegbtowa analiza wptywu liczby serii na doktadnoé¢ obliczenh
( zostanie przeprowadzona w dalszych przyktadach, albowiem

w omawianym przypadku btad <5n majory zuje btad <5MC.

6.2. Przykiad rozwigzania zagadnienia ustalonego przewodze-
nia ciepta w os$rodku wielowarstwowym

Opisany w ust. 2.7 model probabilistyczny zastosowano do
wyznaczenia pola temperatur w betonowej ptycie grzejnej, przy-
legajgcej do warstwy izolacyjnej, ktéra z kolei przylega do
muru. (Przyktad z [19J ).

Wspoétczynniki przewodzenia ciepta w poszczegdélnych warstwach

sa A-,, Ag, Ay Temperatura czynnika grzejnego wynosi tw, tem-
peratura otoczenia przy goé6rnym brzegu - t~, przy dolnym brzegu
- t?. Wspotczynniki wnikania ciepta odpowiednio - oc*® i cc,.
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Zt.lozono, ze ze wzgledu na ;O Da granicy obszaru ptyty
aw*

pizy rurach grzejnych mozna przyjaé iKx,y) =t

Ze wzgledu na symetrie pola temperatur mozna ograniczy¢
sie do rozpatrzenia odcinka ptyty obejmujacego potowe rury
grzejnej. Obszar rzeczywisty zastapimy obszarem siatkowym po-

kazanym na rys. 12, przy czym tuk EF aproksymujemy linig ta-
mang EGHF.

Rys. 11. lzolowana betonowa ptyta grzejna

Zgodnie z zatozeniami na brzegach okreSlone sg nastepujgce
warunki:

AB: A- = CO (t*» - Aj) (6.11a)
Oy

CcD: A = cc2(t2 " (6.11b)

EGHF: 9 = tW (6.11c)
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Bys. 12. Obszar siatkowy apro-

ksymujacy cze$¢ izolowanej pty-

ty grzejnej

sh =

Sg

70 mm

AE, ED, BC: ®*. -0 (6.11d)

Qx
M\ =% (6,11.3)
1
PQ: A~ = A (6.11f1)

Wrozpatrywanym obszarze
wsytepujg cztery typy warun-
kéw brzegowych. Na brzegach
AB i CD - warunki brzegowe

trzeciego rodzaju, na linii

EGHF - pierwszego rodzaju,

a na odcinkach AE, FD i BC -
drugiego rodzaju. Linie M
i FQ przyjeto jako wspdlne

brzegi obszarow z idealnym

stykiem.

Algorytm rozwigzania wska-
zanego zadania opisano szcze-
gétowo w [20] . ty algorytmie
przewidziano wyznaczenie liczb
kn, k2 i kQ okreslajagcych i-
lo§¢ serii ruchdw blednych
konczacych sie przy brzegu
gornym AB, brzegu dolnym (D
oraz na brzegu EGHF.

Obliczenie szczeg6towe
przeprowadzono dla nastepuja-
cych wartosci parametrow:

100 mMm
250 mMm

(6.12a)
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s3 60 mMm

1 = 23,26 Wim2 deg

cc2 = 11,63 Wm2 deg

A 0,756 Wm deg

V 0,105 Wm deg

0,704 Wm deg

Wopracy [20] podano wyniki obliczen dla dziewieciu dowol-
nie wybranych punktow obszaru. Obliczenia wykonywano modelu-
jac 0~ = 100 serii ruchow biednych dla kazdego punktu:

Celem przeanalizowania wptywu liczby serii ruchow na do-
ktadnos¢ obliczehA przeprowadzono modelowanie dla dwu punktéw
przy r6znej ilosci serii ruchow. Wyniki modelowania zestawio-
no w tablicy 2.

Warto$ci w6 _ wyznaczono przy zatozeniu:

N o= - 20°C
t2 = 20°C (6.12b)
tw= 80°C
Podano réwniez w tablicy 2 wartosci wyznaczone w pra-
cy [193 za pomoca metody réznic skohAczonych, oraz n =
= n — Zestawiono takze ilo$ci pojedynczych ruchow

btednych 1 w ogdlnej liczbie 6" serii.
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Tablica 2

Wplyw liczby serii ruchow btednych na wyniki obliczen

A *
Bunkt Wspotrzedne v - . An m.n tom,n
X 7 °C °C deg
p1 3 2 50 1 7 42696 729 -3,3 3113
100 1 11 88 72,4 -0,5 4614
200 2 18 180 73,6 +0,7 10187
1000 24 62 914 73,88 +0,98 83963
p? 3 -2 50 1 12 37 63,6 65,0 -1,4 2233
100 1 29 70 61,6 -3,4 3451
200 1 52 147 63,6 -1,1 9095
1000 7 235 758 65,20 +0,2 46675

6.3. Przyklad rozwigzania zagadnienia nieustalonego przewo-
dzenia ciepta

Model probabilistyczny opisany wust. 4.1. zastosowano do
obliczen rozktadu temperatur w $cianie paleniska przedstawio-
nej na rys. 13 (Przyktad z 073

Wchwili poczatkowej temperatury w punktach weztowych wew-
netrznych okres$la warunek:

0

= const. (6.13)
m,n

Warunki brzegowe okres$laja zwigzki:

m,0 “ *11,0 An,12 = *m,12 m>8
NO4 = %04 0,8 " %08 v 0,12 12
12 = *4,12 (6.14)
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Dla weztow na odcinkach brzegow OA, CC i AB dla ktdrych
nie okreslono temperatur zwigzkami (6.14) zatozono liniowa
zmiane temperatury.

450 B
1
2
Kio !
1
400 1
1
— 1
i
1
300 :
]
11
|
0 100 100 100 @
Rys. 13. Obszar siatkowy $ciany paleniska
Na brzegu BO przyjeto waruneks
0d _ o (6.15)
0x
Wspotczynnik wyréwnywania temperatury:
a=0002r/h (6.16)



Wymiar liniowy:
h =0,01 m (6.17)

Z réwnania (4.17) otrzymujemy:

AT= /fi,sur - °%0125 h (6.18)

Bedziemy wyznacza¢ temperatury w momentach
N o=0,2 h; ro =0,4h i T = 0,6 h.

Ze zwigzku

< =
S Ar

wynikajg nastepujace ilosci ruchéw w serii
s. = 16; s2 = 32; s5 = 48

W rozpatrywanym obszarze siatkowym modelujemy ruchy biedne
czasteczki z zachowaniem nastepujacych rozktadéow prawdopodo-
bienstw ruchdw w poszczegdlnych kierunkach:

- dla weztbw wewnetrznych

P 1 0 1
1
- dla weztéw potozonych na brzegu BC (z wytgczeniem punktéow
Bi C)
Pb 2 0 0
1
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Zakonczenie serii moze nastapi¢ po wykonaniu co najwyzej
Sj ruchdéw, w punktach brzegowych na brzegach OA, CC lub AB,
Ze wzgledu na réwne temperatury we wszystkich punktach brzegu
OC mozna rejestrowa¢ wspoblnie zakonczenie ruchéw w tych punk-
tach (k”~Q). Podobnie - dla brzegu AB na odcinku od PQ 12

do C (kg 12). Dla pozostatych punktéw na tych biaegach reje-

strowa¢ nalezy osobno ~ . (i =0, j=1...11; j - 12,
i =1...7). *

Walgorytmie przewidziano wyznaczenie liczb kl’l‘ g

N
(I =1,2,3) okre$lajacych zakonhczenie serii wciggu s ru-
chow lub wcze$niej - k? s? ruchéw lub wczes$niej - k?
, rini ko

oraz s, ruchéw lub wczes$niej kX,O'

Poniewaz warunek (6.13) okresla jednakowag temperature po-
czatkowa we wszystkich punktach wewnetrznych obszaru, rejestro-
wane sg wspdlnie ilosci k™ serii nie zakonczonych w ciggu s"
ruchow k2 - w ciggu s2 ruchow i k3 - wciggu s™ ruchdéw.

Temperature nalezy wyznaczy¢ ze wzoru:
Z 1 = } >0 ° (6.19,

1,=1,2,3
Sie¢ dziatan programu obliczehn wediug podanego algorytmu
przedstawiono na rys. 14. Algorytm przewiduje mozliwos$¢ rea-
lizacji modelowania dowolnej liczby serii ruchow btednych 6~.
Wtablicy 3 zestawiono wyniki obliczen dla trzech punk-
tow. Podano réwniez wyznaczone wartosci temperatur przy naste-
pujacych szczeg6towych warunkach granicznych:

*S,n 100°C

500°C dla m>8

< 0 = 100°C» m,n
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14_. Schemat blokowy algorytmu zagadnienia rozkdtadu tempe-
ratur w Scianie paleniska
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A0,4 = 300°C* ~0,8 = 40000» ~"12 = 450°C

N12 = 475°C-

Czas obliczen przy 6" = 100 dla jednego punktu wynosi na
maszynie ZAM 2 okoto 4 minut.

Dla pordéwnania wynikdw przeprowadzono obliczenia przy tych
samych warunkach, metodg ré6znic skornczonych. Wyniki uzyskane
tg metodg podano wréwniez w tablicy 3 (i)mfn)'
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STRESZCZENIE

W pracy podano zasady stosowania metody Monte Carlo do roz-
wigzywania podstawowych zagadnien przewodzenia ciepta w ciatach
statych. Przedstawione zalezno$ci umozliwiajg przyblizone roz-
wigzywanie probleméw ustalonego i nieustalonego przewodzenia
ciepta przy roznorodnych warunkach brzegowych. Przeanalizowano
rowniez przypadek wystepowania wewnetrznych Zrodet ciepta. Roz-
patrzono ciata state izotropowe oraz niejednorodne anizotropo-
we, a takze obiekty wielowarstwowe.

Podano zasady opracowania algorytmow i programow do obliczen
na elektronowych maszynach cyfrowych. Wskazano sposoby oceny
doktadnosci wynikow.

Naswietlono zalety i wady stosowania metody do rozpatrywa-
nych ptobleméw. Metoda Monte Carlo jest szczegdlnie efektywna
w przypadkach gdy wystarczajgce jest okreSlenie temperatur w
kilku pojedynczych punktach analizowanego obiektu.

Przyktady liczbowe ilustrujg zastosowanie metody do wyzna-
czania pola temperatur w elementach maszyn cieplnych i urzg-
dzen energetyki przemystowej.
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MPUVEHEHVE METQOA MOHTE-KAP/IO
K MPOIEMAM  TEHTVIONPOBOAHOCTU

Pe 3 omue

W3narawTca OCHOBbl NMpuUMeHeHMA MeTofa MoHTe-Kapno K pelleHwo
(hyHOaMeHTanbHbIX 3afay TennonpoBOAHOCTUM B TBepAbIX Tenax. [puse-
[leHbl TeopeTMYECKO-BEPOATHOCTHbLIE CXeMbl A5 NPUOAVKEHHOro  peLde-
HWA 3ajay cTauuoHapHOW W HecTaLWOHApHOW TennonpoBOAHOCTM C pas-
HbIMA KpPaeBbIMW YCNOBUAMU. PacCMOTPEHbl TakKXe CUCTEMbl C BHYTPEH-
HAMM  UCTOYHMKAMW Tenna. MccnefoBaHbl W30TPOMHbIE OLHOPOAHbIE, aHU-
30TPOMHbIE TBEpAble Tefa, MHOFOC/OWHbIE W COCTaBHble CTPYKTYPSI.

MpuBeseHbl NPUHLMMNBI NOCTPOEHUSA anropuMOB peLleHnn W nporpam-
MUPOBaHWA NS PACYETOB Ha 3MEKTPOHHbLIX LUGPOBLIX BbIYMCAUTENbHBIX
MalUMHaX. YKaszaHbl CpefCcTBa OLEHKM TOUYHOCTM pe3y/ibTaToB.

OTMeYeHbl NONOXUTESIbHbIE, 0COBEHHOCTU U HELOCTATKW MPUIOXKEHWN
MeToda K paccmaTpuBaembiM Bonpocam. Metogq MoHTe-Kapno, ocobeH-
HO NepcrneKTUBEH B Clydyadx, KOrja onpefensercd Temnepatypa B
OfHO TOYKE WA HebONbLWOM 4YmMcie OTAENbHbIX TOYEK UCCNefyeMoro
06beKTa.

MpuBefeHbl YMC/IEHHbIE MNPUMEPLI ONpefenieHUs TemMnepaTypHbIX MNo-
neii B 3M1eMeHTaxX MallMH W YCTPOWCTB TEMNO3HEPreTUKMN.
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MONTE CABLO TECHNIQUE
IN CONDUCTION HEAT TRANSFER PROBLEMS

Summary

The principles of applications of Monte Carlo method to
solution of conduction heat transfer problems in solids are
presented. Probabilistic analogues are estabilished for sol-
ving problems of stationary and nonstationary heat conduction
with different boundary conditions, including problems with
internal heat sources. Homogeneous isotropic solid bodies are
considered an although nonhomogeneous, and multilayer ones.

The algorithms and programmes for solving the above problems
by use the electronic digital computer are considered. The me-
thod for estimation errors of the results is pointed.

Advantages and disadvantages of applications the method to
heat transfer problems are discussed. The Monte Carlo techni-
que is used with especially good effects when determination
of temperature in some single points of the body is inquired.

Application is illustrated by three numerical examples con-
cerned determination of the temperature distribution in details
of thermal equipment.

100



ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ
ukazujg sie w nastepujacych seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO
Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA
En. ENERGETYKA
G. GORNICTWO
IS. INZYNIERIA SANITARNA
MF. MATEMATYKA-FIZYKA
M. MECHANIKA
NS. NAUKI SPOLECZNE

Dotychczas ukazaly sie nastepujgce zeszyty z serii En.:

Energetyka z. 1 1956 r. s. 174, zt 26,—
Energetyka z. 2, 1957 r., s. 118, zt 24 ,-
Energetyka z. 3, 1959 r., s. 62, zt 7,-
Energetyka z. 4, 1960 r., s. 113, zt 22,80
Energetyka z. 5 1961 r., s. 103, zt 16,25
Energetyka z. 6, 1961 r., s. 55. zI 4,15
Energetyka z. 7, 1961 r, s. 60, zt 550
Energetyka z. 8, 1961 r., s. 50, zt 3,70
Energetyka z. 9, 1962 r., s. 127, zt 955
Energetyka z. 10, 1962 r., s. 73, z} 5,50
Energetyka z. 11, 1963 r., s. 178, zt 9,30
Energetyka z. 12, 1964 r., s. 89, zt 4,65
Energetyka z. 13, 1964 r., s. 109, zt 8,10
Energetyka z. 14, 1964 r., s. 104, zt 8,15
Energetyka z. 15, 1964 r., s. 69, zt 4,63
Energetyka z. 16, 1964 r., s. 149, zt 7,50
Energetyka z. 17, 1964 r., s. 152, zt 7,10
Energetyka z. 18, 1965 r., s. 128, zt 6,40
Energetyka z. 19, 1965 r., s. 92, zt 6,—
Energetyka z. 20, 1965 r., s. 90, zt 4,70
Energetyka z. 21. 1966 r., s. 120, zt 8—
Energetyka z. 22. 1966 r, s. 111, zt ¢ .-






