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PRZEDMOWA

Podstawy matematycznej t e o r i i  przewodzenia c i e p ł a  w c ia ła c h  
s t a ł y c h  sformułowane z o s ta ły  p rzez  J .  F o u r ie ra  w d z i e l e  "Théo
r i e  a n a ly t iq u e  de l a  c h a le u r" ,  k tó re  ukazało  s i ę  w 1822 r .
W c iągu  ub ieg łego  wieku badan ia  w t e j  d z ie d z in ie  prowadzone by
ł y  p rzede  wszystkim na b a z ie  a n a l iz y  F o u r ie ra .  R e z u l ta ty  ty c h  
p ra c  z n a la z ły  swe o d b ic ie  w opublikowanym w 1906 r .  d z i e l e  H.S. 
Carslawa " In t ro d u c t io n  to  th e  Theory o f  F o u r i e r ’ s S e r i e s  and 
I n t e g r a l s  and th e  M athem atical Theory o f  th e  Conduction o f  
H ea t" .

W p ie rw sze j  połow ie XX wieku obok znacznego rozwoju metod 
a n a l i ty c z n y c h  ro z p o c z ą ł  s i ę  intensywny rozwój badań zagadnień 
przew odzenia c i e p ł a  za pomocą metod numerycznych. Podstawy me
to d y  ró ż n ic  skończonych podał C. Runge w 1908 r .  w p racy  "Über 
e in e  Methode d e r  p a r t i a l l e n  D i f f e r e n t i a lg l e i c h u n g ,  JU=Constaos 
num erisch zu i n t e g r i e r e n " .  W c iągu  p ierw szych  c z t e r d z ie s t u  l a t  
p rak ty c zn e  zastosow anie ty c h  metod, k tó re  t e o r e ty c z n ie  znacz
n ie  s i ę  ro zw in ę ły ,  by ło  ogran iczone  ze względu na t ru d n o ś c i  
n a tu ry  rachunkowej. Radykalna zmiana w t e j  d z ie d z in ie  n a s tą p i 
ł a  w ciągu  o s t a t n i c h  dwudziestu l a t ,  w wyniku pow stan ia  nowych 
u rządzeń  obliczeniow ych -  elektronow ych maszyn cyfrowych.

Elektronowe maszyny cyfrowe S płynęły  n ie  ty lk o  na intensyw
ny rozwój i s tn i e j ą c y c h  metod matematycznych, a l e  spowodowały 
pow stan ie  nowych metod, a nawet ca ły ch  g a łę z i  matematyki.

Jedną z nowych metod j e s t  metoda Monte C arlo , zna jdu jąca  
s z e ro k ie  zastosow anie  w różnych d z ied z in a ch  nauk i.

W monografiach i  p u b l ik a c ja c h  z d z ied z in y  przewodzenia c i e 
p ł a  n ie  zwrócono dotychczas  uwagi na p rak tyczne  możliwości r o z 
w iązań szeregu  zagadnień , związane z zastosowaniem t e j  nowo
cze sn e j  metody.
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Celem n i n i e j s z e j  p ra c y  by ło  o k r e ś le n i e  z a le ż n o ś c i  i  modeli 
s tochastycznych , um ożliw iających  a n a l i z ę  problemów związanych 
z przewodzeniem c i e p ł a  w c i a ł a c h  s t a ł y c h ,  za pomocą metody 
Monte C ar lo .  W r e z u l t a c i e  podano zasady s tosow ania metody 
Monte Carlo do podstawowych zagadnień  u s ta lo n eg o  i  n ie u s t a 
lonego przew odzenia c i e p ła  w c i a ł a c h  s t a ł y c h  o raz  naśw ie tlono  
z a l e t y  i  wady w ynikające  z w łaśc iw ośc i k ie runku  zastosowań.

P raca  wykonana z o s t a ł a  w K atedrze  C ieplnych Maszyn W irni
kowych. Kierownikowi K atedry Panu p r o f .  zw. n .  t .  Kazimierzo
wi K u ta rb ie ,  k tó r y  p rzy  wykonywaniu n i n i e j s z e j  p ra c y  okazał 
dużo ży cz l iw o śc i  i  z a in te re so w an ia  składam t ą  drogą serdeczne 
słowa podziękow ania .

Pragnę rów nocześnie  s e rd e c z n ie  podziękować Panu p r o f .  d r  
i n ż .  Janowi Szargu tow i za cenne uwagi i  s u g e s t ie  p rzeds taw io 
ne w przeprowadzonych ze mną d yskusjach  na tem at sze regu  oma
wianych zagadnień .
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O. WSTĘP

Wymiana c i e p ł a  drogą przewodzenia zachodzi p raw ie  we w szyst
k i c h  maszynach i  u rządzen iach  energe tycznych . A n a liza  tego  z j a 
w iska j e s t  i n t e g r a ln ą  c z ę ś c ią  o b l ic z e ń  projek tow ych i  k o ns truk 
cy jnych  maszyn c ie p ln y c h .  Problem ma szczegó lne znaczen ie  p rzy  
p ro jek tow an iu  t u r b i n  parowych i  p rzede  wszystkim t u r b i n  gazo
wych, p racu jący ch  p rz y  wysokich te m p era tu rach .  Optymalna spraw
ność t u r b i n  c iep ln y ch  j e s t  o s iągana  p rzy  stosowaniu wysokich 
te m p e ra tu r  i  c i ś n i e ń  czynnika roboczego. Wywołuje to  duże na
p rę ż e n ia  c ie p ln e  w elementach k o n s t ru k c j i  i  wymaga stosow ania 
m a te r ia łó w  kons trukcy jnych  odpowiedniej w ytrzym ałośc i.

A naliza  wymiany c i e p ł a  p rz e z  przewodzenie j e s t  ś c i ś l e  zwią
zana z badaniem p o la  te m p era tu r  w c i a ła c h  s t a ł y c h .  W pewnych 
wypadkach o k re ś le n ie  rozk ładu  te m p era tu r  j e s t  głównym zada
niem, ja k  np. p rzy  p ro jek tow aniu  ło p a te k  turb inow ych, komór 
s p a la n i a ,  dysz s i ln ik ó w  odrzutowych, k tó re  winny pracować p rzy  
pewnych ograniczonych tem p era tu rach .  W innych n a to m ias t  p rzy 
padkach, zagadn ien ie  rozk ładu  te m p era tu r  j e s t  zagadnieniem ba
zowym, umożliwiającym o k re ś le n ie  naprężeń  te rm icznych .

Można wskazać c z te ry  zasadn icze  ro d z a je  metod wyznaczania 
p o la  tem p era tu r  w c i a ł a c h  s ta ły c h :  a n a l i ty c z n e ,  numeryczne, 
w ykreślne  i  eksperym entalne .

Metody a n a l i ty c z n e  pozw ala ją  na z n a le z ie n ie  z a le ż n o śc i  tem
p e r a t u r y  od w spółrzędnych i  czasu w p o s ta c i  wzoru matematycz
nego. Prawie we w szystk ich  przypadkach zastosowań prak tycznych  
uk ład  rzec zy w is ty  musi być uproszczony p rzez  i d e a l i z a c j ę  p a ra 
metrów rzec zy w is ty ch ,  aby zadanie  mogło być rozw iązane na dro
dze a n a l i t y c z n e j .  W te n  sposób w o d n ie s ie n iu  do zagadnień p rak 
t y k i  in ż y n ie r s k ie j  otrzymane wyniki n ie  s ą  dokładnym rozw iąza
niem problemu rzec zy w is teg o .  N iewątpliwą na tom ias t  z a l e t ą  me
to d  an a l i ty c z n y c h  stanowi możliwość p a ram e try za c j i  rozw iązań .
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Metody numeryczne um ożliw iają  rozw iązan ie  szeregu  zagadnień, 
k tó ry c h  ro zw iąz an ie  a n a l i ty c z n e  j e s t  bardzo .utrudnione lub p rak 
ty c z n ie  n iem ożliwe. Podstawą ty c h  metod j e s t  a n a l i z a  ró ż n ic  
skończonych, bądź drogą z a s tą p ie n ia  równania różniczkowego -  rów
naniam i różnicowymi, bądź p rz e z  uzyskanie  układu równań ró ż n ic o 
wych bezpośredn io  drogą e lem entarnych b ilansów  c ie p ln y ch .

Metody w ykreślne o p ie r a j ą  s i ę  na ta k ic h  samych zasadach ja k  
metody numeryczne, p o s ia d a ją  jednak  m nie jszy  zakres  s tosow al
n o ś c i ,  a otrzymane wyniki m n ie jszą  dokładność.

Metody eksperym entalne  p o le g a ją  na bezpośredn ich  pomiarach 
te m p e ra tu r  w poszczegó lnych  punktach  badanego ob iek tu  lub po
m iarach  parametrów p o la  modela f izy czn eg o  symulującego po le  
te m p e ra tu r .  W tym o s ta tn im  przypadku są  to  metody a n a lo g i i  ek
sp e ry m en ta ln e j  .

W szystkie wskazane metody p o s ia d a ją  pewne z a l e ty  i  wady. 
Zastosow anie o k re ś lo n e j  metody do konkretnego zadan ia  winno 
być uza leżn ione  od warunków zad a n ia ,  dopuszczalnego nakładu 
p ra c y  i  pożądanej d o k ła d n o śc i  ro zw iąz an ia .

P rzedstaw iona  w n i n i e j s z e j  p racy  metoda Monte Carlo  w za
s tosow aniu  do zagadnień  przew odzenia c i e p ł a ,  s tanowi p o łą c z e 
n i e  metody numerycznej z metodą a n a l o g i i  eksperym en ta lne j.  
Otrzymane na zasad z ie  a n a l i z y  ró ż n ic  skończonych równania o- 
gó ln e  s ą  rozw iązane metodą a n a l i z y  modelu s to ch as ty czn eg o .

Rozwiązanie zagadnień  przewodzenia c ie p ła  t ą  metodą da je  
s z e re g  nowych m ożliw ości,  a le  rów nież związane j e s t  z pewnymi 
u t ru d n ie n ia m i ,  z k tó ry ch  na pierwszym m iejscu  na leży  wymienić 
bezwzględną kon ieczność  s tosow ania  elektronow ych maszyn cy f ro 
wych. Wydaje s i ę ,  że sposób te n  ro z s z e rz y  i s t n i e j ą c y  wachlarz 
metod, a d la  pewnych zagadnień okaże s i ę  n a jd o g o d n ie jszy .

P ierw sze p ra c e  związane z zastosowaniem metody Monte Car
lo  do rozw iązan ia  równań różniczkowych cząstkowych typu e l i p 
tycznego  i  p a ra b o l ic z n e g o  ukaza ły  s i ę  w 1951 r .  [6 ,  14, 2J ,
2 4 ] .  Rozważania przeprowadzone w ty c h  p racach  mogły znaleźć 
zas to sow an ie  do zagadnień u s ta lonego  i  n ie u s ta lo n eg o  przewo
d z e n ia  c i e p ł a  z warunkami brzegowymi pierw szego r o d z a ju .  W do-
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s tę p n e j  l i t e r a t u r z e  b rak  jednak in fo rm a c ji  wskazującej na wy
k o rz y s ta n ie  ty c h  metod do zagadnień c iep ln y ch .  Wynikło to  p rzy 
p u s z c z a ln ie  z bardzo ograniczonego zakresu występowania zadań 
z pierwszym warunkiem brzegowym w zagadnieniach  in ż y n ie r s k ic h  
do tyczących  przewodzenia c i e p ł a .

W p racy  n i n i e j s z e j  przedstaw iono możliwości u o g ó ln ien ia  za
k re su  s tosow alnośc i metody do p rak tycznych  zagadnień przewo
d z e n i  c i e p ł a .

W r o z d z ia le  1 omówiono lo g iczn e  podstawy metody Monte Car- 
l o .  W r o z d z ia le  2 podano wzory um ożliw iające rozwiązywanie za
g ad n ien ia  s tac jo n a rn eg o  bez wewnętrznych źróde ł c i e p ł a  p rzy  
różnych  warunkach brzegowych3̂ .  R ozdz ia ł 3 poświęcono ro z w ią 
zywaniu zagadnienia  s tac jo n a rn eg o  z wewnętrznymi źródłami c i e 
p ła ,  W ro z d z ia le  4 przedstaw iono za le ż n o śc i  do tyczące rozwiązywa
n ia  zagadnień n ie s ta c jo n a rn y c h .  W r o z d z ia le  5 omówiono problem 
dok ładnośc i rozw iązań oraz  problem^ związane z a lg o ry tm iz a c ją  
i  programowaniem rozw iązań d la  o b l ic z e ń  na elektronow ych ma
szynach cyfrowych. Liczbowe p rzyk łady  rozw iązań podano w p rzy
p i s a c h .

1. METODA MONTE CARLO

Metoda Monte Carlo stanowi środek  a n a l i z y  zdeterminowanych 
z jaw isk  f izycznych  lub za le ż n o śc i  matematycznych p rzy  pomocy 
modelu p ro b a b i l is ty c z n e g o .

Ś c i ś l e  zdeterminowane p rocesy  f izy c zn e  o p is u ją  n a j c z ę ś c ie j  
równania różniczkowe lub całkowe. Badanie p rzeb iegu  ty c h  p ro 
cesów po lega  na rozw iązaniu  analitycznym  lub numerycznym rów
nań , bądź na badaniu  innych procesów f izycznych  opisywanych 
analogicznym i równaniami.
y )

Rozwiązanie podstawowych problemów obejmujących te n  r o z d z i a ł
podano w opublikowanych uprzednio  p racach  [15, 2 0 ] .
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I s t o t ą  metody Monte Carlo j e s t  zbudowanie sz tucznego p ro ce 
su s to ch as ty czn eg o  o ro z k ła d z ie  parametrów spe łn ia jącym  związ
k i  o p is u ją c e  zdeterminowane zjawisko f iz y c z n e .  W ielokrotne mo
delow anie  p rze b ie g u  procesu  s tochas tycznego  umożliwia wyznacze
n ie  p rzy b liżo n eg o  ro zw iąz an ia  zagadn ien ia  f izy c zn eg o .  Dla wie
lu  problemów uzyskan ie  ro zw iąz an ia  na t e j  drodze może okazać 
s i ę  b a r d z i e j  celowe i  d o g o d n ie jsze ,  n iż  p rz e z  s tosow anie  kon
w encjonalnych metod numerycznych.

Podstawowe zasady metody w ykorzystan ia  modelu p r o b a b i l i s t y c z 
nego do ro zw ią z a n ia  problemów matematycznych o n ie s to c h a s ty c z -  
nym c h a r a k te r z e ,  w sk aza li  von Neumann i  Ułam w 1945 r . x . P ra 
ce von Neumanna i  Ulama n ie  z o s ta ły  opublikowane w 1945 r . ,  a l 
bowiem zastosow anie  ic h  do tyczy ło  badań nad b ro n ią  atomową.

W l a t a c h  1947-1949 Fermi, M etropo lis  i  Ułam z a s to so w a li  me
to d ę  Monte Carlo  do rozwiązywania równania S chröd ingera  [11,
1 8 ] .  P ierw sza  p u b l ik a c ja  o p is u ją c a  metodę Monte Carlo ukaza ła  
s i ę  w 1949 r .  au to ram i j e j  b y l i  współpracownicy Ferm i’ ego -  
M e tro p o l is  i  Ułam [11] . N atom iast p ie rw sze  p race  związane z 
zastosow aniem  metody do zagadnień  f izy c zn y ch  z o s ta ły  ogłoszone 
na seminarium I.B.M. w Nowym Jorku w 1949 r .  a opublikowane 
drukiem  w 1951  r .  [14].

Intensywny rozwój metody n a s t ą p i ł  na sku tek  p ra k ty c z n e j  mo
ż l iw o ś c i  r e a l i z a c j i  o b l ic z e ń  p rz y  pomocy elektronow ych maszyn 
cyfrow ych, m odelujących p rz e b ie g  p rocesu  s to ch as ty czn eg o .

W rozw iązan iu  zagadn ien ia  f izycznego  metodą Monte Carlo 
można wyodrębnić t r z y  zasadn icze  e tapy :

1° O k reś len ie  modelu p ro b a b i l i s ty c z n e g o  zag ad n ien ia .

2° Symulowanie przebiegów  procesu  s tochas tycznego  po łączo 
ne ze s t a t y s t y k ą  r e z u l ta tó w .

Pewne e lem en tarne  możliw ości związane z modelowaniem proba
b i l is ty c z n y m  znane b y ły  znaczn ie  w cześn ie j .  P race  P a ry s k ie j  
Akademii z 1773 r .  o p is u ją  tzw . problem ig ł y ,  podany p rzez  
G.L. Buffona, k tó ry  wyznaczył na zasadach p r o b a b i l i s ty c z 
nych l i c z b ę  JT .
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3° Wyznaczenie rozw iązan ia  na podstaw ie  s t a t y s t y k i .

N a jb a rd z ie j  pracochłonny e tap  d ru g i  rea lizow any  j e s t  przy 
pomocy elektronowych maszyn cyfrowych. P rzeb ieg  procesów s to 
chas tycznych  odtwarzany j e s t  według k o le jn o ś c i  występowania 
l i c z b  losowych, względnie zastępu  jących  j e  l i c z b  pseudo losowych 
uzyskiwanych p rzy  pomocy programu g e n e ra to ra  l i c z b  pseudo loso -  
wych.

Należy zwrócić uwagę, że d la  rozw iązan ia  teg o  samego zagad
n ie n ia  można zastosować modele o różn iących  s i ę  zasadniczo 
schem atach. Dobór odpowiedniego modelu może wpłynąć na p rzy 
s p ie s z e n ie  toku o b l i c z e ń .  Sposoby r e a l i z a c j i  wskazanych powy
ż e j  etapów przedstaw ione  zo s tan ą  szczegółowo w następnych ro z 
d z i a ła c h .

2 . USTALONE PRZEWODZENIE CIEPŁA.
W CIAŁACH STAŁYCH BEZ ŹRÓDEŁ WEWNĘTRZNYCH

Zagadnienie u s ta lonego  przewodzenia c i e p ł a  w c i a ł a c h  s ta ły c h  
o przewodności A, bez wewnętrznych ź ró d e ł  c i e p ł a  sprowadza s i ę  
do poszukiw ania rozk ładu  tem p era tu ry  w p o s ta c i  f u n k c j i  1?(.P ) ,
(P  6 42), s p e łn i a j ą c e j  równanie

V (A V J^) = 0 (2 .1 )

w obszarze  £1 o raz  warunki brzegowe na brzegu obszaru  fo .
Na dowolnej c z ę ś c i  brzegu obszaru  Ha może zachodzić jeden 

z n a s tę p u ją c y c h  warunków:
a )  Określony ro z k ła d  te m p era tu r  na brzegu

^ ( P p) = t ( P p ) (Pp 6  ) (2 .2 )

g d z ie :  t ( P )  -  fu n k c ja  o k r e ś la ją c a  tem pera tu rę  p łynu o ta c z a ją 
cego c ia ło  s t a ł e .

J e s t  t o  warunek brzegowy pierw szego ro d z a ju .
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b) Określony rozkład strumienia cieplnego na brzegu

- A V ^ ( P p ) = q(Pp ) (2 .3 )

g d z ie :  q(P) -  fu n k c ja  o k r e ś la j ą c a  s trum ień  c ie p ln y .

Związek te n  n o s i  nazwę warunku brzegowego drug iego  ro d z a ju .  
Przypadek szczegó lny  zachodzi p rz y  q(Pr ) = 0 ,  t j .  p rzy  

id e a l n e j  i z o l a c j i  b rzegu :

V ^ ( P r ) = 0  (2 .4 )

c )  Określony j e s t  związek między te m p era tu rą  i  j e j  g rad ie n 
tem na pow ierzchn i:

AV*KPr ) + r f (P r ) J > ( P p ) -  t ( P r )] = 0  (2 .5 )

g d z ie :  ćC(Pr ) -  w spółczynnik  przejmowania c i e p ł a .

Zależność t a  nazywana j e s t  warunkiem brzegowym t r z e c ie g o  
ro d z a ju .

d) O kreślona j e s t  wymiana c i e p ła  p rzez  przew odzenie, pomię
dzy  s tyka jącym i s i ę  c ia ła m i  s ta ły m i .

J e ż e l i  na pow ierzchn i styku zachodzi id e a ln y  k o n ta k t  c i e p l 
ny to

J ^ (  Pp ) = ^ 2 (Pr ), (2 .6 )

A 1 V * V V =  * 2 V *2 (Pr ) .  (2 .7 )

g d z ie :  w skaźn ik i 1 ,2  do tyczą  odpowiednio, s ty k a ją c y c h  s i ę  
obiektów .
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W przypadku k o n ta k tu  n ie id e a ln e g o  zam ias t równania (2 .6 )  
zachodzi związek:

(Pp ) -  li (2.8 )

gdzie : E -  opór c ie p ln y  p o łą c z e n ia  kontaktowego.
O k reś len ie  na różnych c z ę śc ia c h  brzegu c i a ł a  s ta ł e g o  wymie

nionych wyżej warunków w dowolnej kom binacji ,  umożliwia w spo
sób jednoznaczny z n a le z ie n ie  f u n k c j i  iH p ) s p e łn i a j ą c e j  rów
nan ie  ( 2 . 1 ) , [ 1 ,  9 ,  1 2 ] .

2 .1 .  P ierw sze zagadn ien ie  brzegowe

W zagadn ien iach  dotyczących izotropowych c i a ł  s t a ły c h  rów
n an ie  (2 .1 )  można p rzed s taw ić  w p o s ta c i  równania L ap lace ’a:

W dalszym c iąg u  rozpatryw ać będziemy zagadn ien ie  dwuwymia
rowe w obszarze SI , zorientowanym przy pomocy p ros toką tnego  
uk ładu w spółrzędnych, t j .  równanie

Poszukiwana j e c t  fu n k c ja  i ^ ( x ,y )  s p e łn i a ją c a  równanie (2 .10) 
oraz na brzegu obszaru  warunek:

2
V & = O (2 .9 )

(2 . 1 0 )

*K x,y) = t ( x , y ) (2 .1 1 )

gdy P (x ,y  )6  Pjj .
W t e o r i i  równań różniczkowych cząstkowych problem te n  ma 

nazwę zag ad n ien ia  D i r i c h l e t a .



Celem p rzy b liżo n eg o  ro zw iąz an ia  zag ad n ien ia  rozpatrzm y ob
s z a r  <£2, k tó ry  można p o d z i e l i ć  na skończoną c a łk o w i tą  l i c z b ę  
kwadratów o boku h .

Zastąpimy obszar  rzeczyw is ty  
obszarem siatkowym SI' ( r y s .  1 ) .  
Przyjmiemy punkt O (0 ,0 )  wewnątrz 
obsza ru .  Poprowadzimy na p ła s z c z y ź -  
XOY dwie rodz iny  p ro s ty c h ,  równo
le g ły c h  do o s i  uk ładu  w spółrzęd
nych w te n  sposób by po w sta ła  s i a t 
ka kwadratowa o boku h ,  przy czym 
począ tek  uk ładu  b y ł  węzłem s i a t k i .

Obszar siatkowy Si ' sk ład ać  s i ę  
będ z ie  z węzłów, s tanow iących  
w ie rz c h o łk i  kwadratów. Węzeł P.

1!’ h

E
pVO/ł

p'm.n-1

0 X
m,n

Rys. 1 . Obszar siatkowy

nazywać będziemy wewnętrznym je ż e 

l i  węzły Pm,n+1* ^m -ljn
o raz  Pm również n a le ż ą  do ob
s z a ru  SI . Zbiór węzłów wewnętrz
nych oznaczymy SI h . W szystkie po
z o s t a ł e  węzły będziemy nazywać 
brzegowymi. Zbiór węzłów b rzego
wych oznaczymy r  

Z as tęp u jąc  w równaniu L a p la c e ’a pochodne cząstkowe r ó ż n i 
cami skończonymi, lub  z e lem entarnych  b ilansów  c ie p ln y c h ,  o- 
trsymujemy zam ias t  rów nania ( 2 .1 0 ) ,  związek obowiązujący d la  
węzłów wewnętrznych:

m,n 4 ^m +1 ,n  +*m,n+1 + ^m-1 ,n+^  m,n-1  ̂ (2 .12 )

1?



Wprowadzając z a p is  symboliczny [7] s

^ j n + l

,n  ^ j n  ^ ł l j H  

^ » n - l

= ^ » n ^ . n  + S + I j n ^ m + I .n  + ^ . n + l  ^m jn+l * ^ - 1  ,n*m-1 tn +

, (2 .13)
+ ^ j n - l ^ m j n - l

Związek (2 .12 )  można p rzed s taw ić  w p o s ta c i :

t  = 1  ( i o i W m „ (2 .12a)
m ,n ^  L 1 j  *

Dla węzłów brzegowych bezpośredn io  z równania (2 .1 1 )  mamy:

= t,m,n (2 .11a)

Model p ro b a b i l i s ty c z n y  dwuwymiarowego zagadn ien ia  D i r i c h l e -  
t a  podał Yowell [24-J. Modelować będziemy tzw. ru ch  błędny czą
s t e c z k i  na p ła s z c z y ź n ie .  C ząs teczka  zn a jd u jąc a  s i ę  chwilowo w 
węźle Fm p rzechodz i w elementarnym ruchu  do jednego z s ą 

s ie d n ic h  punktów Pm+1jn. Pm,n-1* Wybór punk~
t u  ma c h a ra k te r  losowy, przy czym prawdopodobieństwo p r z e j ś c i a  
do każdego z ty ch  punktów j e s t  jednakowe i  wynosi 1 /4 .  Czą
s te c z k a  b ęd z ie  k o le jn o  przem ieszczać s i ę  po węzłach s i a t k i  i  
z prawdopodobieństwem równym 1 , w s e r i i  s k ła d a j ą c e j  s i ę  ze 
skończonej l ic z b y  ruchów e lem entarnych , o s ią g n ie  b rzeg  obsza
r u ,  na którym ruch  c z ą s te c z k i  z o s ta j e  zakończony.
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P ow ta rza jąc  a n a lo g ic z n ie  s e r i e  ruchów G. r a z y ,  można zauwa-u
żyć , że c z ą s te c z k a  wychodząca z punktu Pm o s ią g n ie  k^ r a 
zy punkt P ^ , k2 razy punkt P2 , . . . ,  kr  razy punkt Pr
( p . e  r v ) .•1 n 
Przy czym

x

Z  ki  = <?k (2 *14)
i  = 1

J e ż e l i  punktom P^ przyporządkowane s ą  w a r to ś c i  f u n k c j i  
P^ wg wzoru ( 2 .1 1 a ) ,  to  oczekiwana w artość  końcowa ruchów 
rozpoczyna jących  s i ę  w Pm Q w ynies ie :

r

Z ki t i

• '» .n  = ^

Można wykazać, że fu n k c ja  o k re ś lo n a  powyższym wzorem s ta n o 
wi ro zw iąz an ie  równania różnicowego (2 .12 )  , a więc p rz y b l i ż o 
ne ro zw iązan ie  zag a d n ien ia  D i r i c h l e t a .

Opisany model p ro b a b i l i s ty c z n y  z rea lizow ać  można na maszy
n ie  cyfrow ej przy pomocy n as tęp u jąceg o  a lgory tm u. Z programu 
g e n e ra to ra  l i c z b  pseudolosowych uzyskiwany j e s t  c ią g  l i c z b  z 
p r z e d z i a łu  [ 0 , 1 ) ,  o równomiernym r o z k ła d z ie .  P d jaw ien iu  s i ę  
l i c z b y  0<C L < 1 /4  odpowiada p r z e j ś c i e  c z ą s te c z k i - z  punktu P_iii j XI
w k ie ru n k u  poziomym do punktu  P_ ,, , A na log iczn ie  po jaw ien ieHI“  i jli
s i ę  l i c z b  losowych L z p rzed z ia łó w  [1 /4 ,  1/2), [ 1 /2 ,  3 /4 ) ,  
[3 /4 ,1) powoduje p r z e s u n ię c ie  s i ę  c z ą s te c z k i  odpowiednio do 
punktów Pmjn+1. pm+1jn» pm,n-1* w? bór p rzedz ia łów  i  przypo
rządkowanie kierunków ruchów j e s t  t u t a j  swobodne, jednak z za
chowaniem odpowiedniego ro zk ła d u  prawdopodobieństw a  =

= pm,n+1= pm-1,n = pm,n-1 = 4*
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Podobnie do symbolu określonego wzorem (2 .13 )  wprowadzimy 
symboliczny z a p is  ro zk ła d u  prawdopodobieństw ruchu  c z ą s te c z k i  
w poszczególnych k ie runkach  w p o s ta c i :

Pr  =

pm,n+1 

pm-1fn pm,n pm+1,n 

pm,n-1

(2 .16 )

gdzie : Pffl+-] n -  oznacza prawdopodobieństwo p r z e j ś c i a  c z ą s te c z k i
z punktu P ^ n do punktu  Pm+1>n

pmfn+1 "  d0 punktu Pm,n+1 

pm-1,n “  do Punk tu  Pm_1fD 

Pm, n-1 -  d0 Pm, n-1
p'r rm,n -  oznacza prawdopodobieństwo p o z o s ta 

n i a  c z ą s te c z k i  w punkcie Pm,n

2  Pr , j  = 1 oraz pr , j e f ° » 1J 
0

Oczywiście

W c e lu  u p ro szczen ia  z a p isu  może otoggiać s i ę  wygodne z a s t ą 
p ie n ie  w t a b l i c y  (2 .1 6 )  l i c z b  p . l iczbam i do n ic h  p ro p o r -

t v
cjonalnym i p .. Wtedy p_ . €[Of °o ) .

1 »J r  • J
W dalszym c ią g u  uznamy za równoważue zap isy :

( 2 .1 6 a )

/ N s  N

pm,n+1 pm,n+1

Pm-1 ,n Pm,n pm+1 ,n 2 pm-1 ,n  pm,n Pm+1 ,n

pm ,n-1 pm,n-1

przy czym PTf3 = pr t ó / E  pr ł j .
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Algorytm p rzew idu je  r e a l i z a c j ę  dowolnej l i c z b y  s e r i i
ruchów b łędnych  rozpoczynających  s i ę  w P . W r e z u l t a c i eiu |U
wyznaczone s ą  w a r to ś c i :

(2 .1 7 )

d=1

g d z ie :  ^  = 1 , j e ż e l i  s e r i a  zakończyła  s i ę  w P^ 

oraz  Ą j  = 0 ,  j e ż e l i  s e r i a  zakończyła  s i ę  n ie  w Pi f

Wyznaczone l i c z b y  k^ p ozw ala ją  na o b l i c z a n ie  w a r to ś c i  
f u n k c j i  według wzoru ( 2 . 1 5 ) ,

W związku z wprowadzeniem z a p isu  symbolicznego ro zk ład u  
prawdopodobieństw ( 2 .1 6 ) ,  uogólnimy go w te n  sposób by można 
by ło  ob jąć  nim d a l e j  rozpatryw ane z a g a d n ien ia .

Oznaczenie p^ Q w ś rodku  t a b l i c y  (2 .1 6 )  może dotyczyć 
n a s tę p u ją c y c h  t r z e c h  przypadków:

1. C z ą s te c z k a ,  k tó r a  za trzym ała  s i ę  w punkcie wyjściowym, 
może w następnym elementarnym ruchu  p rzem ieśc ić  s i ę  do punktu 
s ą s ie d n ie g o  lu b  d a l e j  p o zo s tać  chwilowo w m ie jscu .  Dotyczy to  
dowolnego punk tu  o bsza ru .

2 . C ząs teczk a  z o s t a j e  w punkcie p o c h ło n ę ta ,  kończąc s e r i ę .  
Dotyczy to  punktów położonych na b rzegu  zewnętrznym obszaru .
W tym przypadku punktowi p o c h ło n ię c ia  będziemy przyporządko
wywać w ar to ść  f u n k c j i  t ±t odpow iadającą punktowi n a le ż ą c e 
mu do o to c z e n ia  badanego o b sza ru ,  k tó ry  p rz y le g a  bezpośredn io  
do m ie js c a  p o c h ło n ię c ia  c z ą s t e c z k i .

3 .  J e ż e l i  c z ą s te c z k a  zn a jd u je  s i ę  w punkcie położonym na 
l i n i i  s ty k u  dwóch obszarów, to  p o z o s ta ją c  w punkcie w y jśc io 
wym, może z o s ta ć  przyporządkowana drugiemu obszarow i, s ty k a 
jącemu s i ę  z obszarem, w którym zjgjpjdowała s i ę  p rzed  ruchem 
elementarnym.
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Dla punktów wewnętrznych obszaru  zachodzi ty lk o  p ie rw sza 
możliwość, a więc t a b l i c a  rozkładów prawdopodobieństw ruchów 
c z ą s te c z k i  j e s t  n a s tę p u ją c a :

Pr  =

P 1 ^m,n+1

pm-1,n pm,n pm+1,n 

pm,n-1

(2 .13)

g dz ie : Pm n ~ oznacza prawdopodobieństwo chwilowego zatrzyma
n ia  c z ą s te c z k i  w punkcie  pm _ ,  p o z o s ta łe  ozna-ul jli
cze n ia  ja k  w (2 .1 6 ) .

W przypadku punktów brzegowych mogą być do wyboru możliwo
ś c i  1 i  2. Rozkład prawdopodobieństw o k re ś la  t a b l i c a :

r  i 1»2

pm,n+1

pm-1,n
- m .n
P°m.n

hdh-1 ,n

pm, n—1

( 2 .1 9 )

Ogdzie : pm n -  oznacza prawdopodobieństwo p o c h ło n ię c ia  czą
s t e c z k i  w punkcie Pffi , 
p o z o s ta łe  oznaczenia jak  w (2 .1 6 ) .

Dla u p ro szczen ia  zap isu  będziemy uważać za równoważne symbo
le :

pm,n+1

pia,D

pm,n+1

pm -1,n 0 Pm+1,n  

pm ,n-1

pm -1,n pm,n pm+1,n 

pm,n-1

( 2 .1 9 a )
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oraz

pm,n+1

0 _

pm,n+1

pm-1,n o ^m+1,n 
ym,n

pm-1,n o pm+1,n 
pm,n

pm,n-1 ^ pm,n-1

(2.19t> )

W przypadku punktów położonych na wspólnym brzegu  dwu ob
szarów mogą zachodz ić  rów nocześnie  m ożliw ości 1 i  3 .  Wtedy ro z 
k ła d  prawdopodobieństw określony  może być przy pomocy t a b l i c y :

pm,n+1

pm-1,n pm,n J  pm,n pm+1,n (2 .20 )

pm,n-1

r.1.3

gdz ie : p” Q -  oznacza prawdopodobieństwo p o z o s ta n ia  c z ą s te c z 
k i  w punkcie wyjściowym z równoczesną zmianą 
przyporządkow ania o b sza ru ,  
p o z o s ta łe  oznaczen ia  ja k  w (2 .1 8 ) .

W c e lu  da lszego  u p ro s z c z e n ia  z a p isu  będziemy uważać za rów
noważne symbole:

pm,n+1 pm,n+1

pm-1,n pm,n | 0 pm+1,n pm-1,n pm,n Pm+1,n

pm,n-1 pm,n-1

(2 .20a)
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oraz

pm,n+1 

pm-1,n °jpm,n pm+1,n = pm-1,n

pm,n+1 

|pm,n pm+1,n (2.2Qb)

pm,n-1 pm,n-1

A nalog iczn ie  do (2 .1 6 a ) ,  będziemy uznawać za równoważne 
t a b l i c e ,  w k tó ry ch  w szystk ie  w ie lk o śc i  p . zas tąp io n o  w ie l -  
kościam i do n ic h  p roporc jona lnym i pi  9 J

2 .2 .  Drugie zagadn ien ie  brzegowe

Problem poszukiw ania f u n k c j i  V* (x ,y )  s p e łn i a j ą c e j  wewnątrz 
obszaru  £i równanie (2 .1 0 )  oraz  warunek:

= q (x ,y )  (2 .21)

gdy P ( x ,y ) £  rsi , s tanow i d ru g ie  zagadnien ie  brzegowe, zwane 
również zagadnieniem Neumana.

W r o z d z ia le  tym rozważymy przypadek szczególny  drugiego za
g ad n ien ia  brzegowego:

U -  = O (2 .21a)d n

Przypadek ogólny ro zpa trzony  j e s t  w u s tę p ie  3 .4 .
Zagadnienie  ma sens  f izy c zn y  wtedy, j e ż e l i  warunek (2 .21a )  

zachodzi ty lk o  na c z ę ś c i  b rzegu  obszaru , a na p o zo s ta ły ch  
cz ę śc ia c h  b rzegu  zachodzą inne  warunki brzegowe, np. (2 .1 1 ) .

W pracy [15] rozważono szczegółowo ten  przypadek i  podano 
model p r o b a b i l i s ty c z n y ,  po legający  na zmianie schematu p rz e 
m ieszczeń c z ą s te c z k i  w przypadku d o j ś c i a  do brzegu  z warun
kiem brzegowym drugiego  ro d z a ju .

19



Wewnątrz o bsza ru  ruchu  b łędne  na leży  modelować a n a lo g ic z n ie  
ja k  w przypadku zag a d n ien ia  D i r i c h l e t a ,  n a to m ia s t  j e ż e l i  czą
s te c z k a  d o jd z ie  do b rzegu  z warunkiem (2 .2 1 a )  i  "zam ierza"  
w kolejnym ruchu  wyjść poza o b sz a r ,  to  na leży  zm ienić schemat 
ruohu c z ą s t e c z k i ,  w te n  sposób by c z ą s te c z k a  pow róc iła  do wnę
t r z a  obszaru . J e ż e l i  np. przy  modelowaniu na maszynie c y f ro 
w ej,  p rzed  o s iągn ięc iem  i  zamierzonym przekroczeniem  l i n i i  
brzegowej z warunkiem (2 .2 1 a )  p o jaw ien iu  s i ę  l i c z b y  losowej 
z p r z e d z ia łu  [ 0 , 1 / 4 )  odpowiadało p rzem ieszczen ie  w k ie runku  
dodatnim o s i  x ,  to  po zamierzonym p rz e k ro c z e n iu  t e j  l i n i i ,  
odpowiadać b ęd z ie  p r z e s u n ię c ie  w k ie ru n k u  ujemnym. Podobnie 
po jaw ien ie  s i ę  l i c z b y  z p r z e d z ia łu  [ '1 /2, 3 /4 )  powodować wtedy 
b ę l z i e  ruch  w k ie ru n k u  dodatnim.

L'k%)

[%. Zz) b )  f * .A )

- M )  [o.H)

[ % 0  L3A .1 )

Rys. 2 .  Schemat ruchów c z ą s te c z k i

Ruch c z ą s t e c z k i  według schematu r y s .  2a z o s ta j e  zas tąp iony  
ruchem według schematu r y s .  2b, lub  odw rotn ie .  Sygnałem zmia
ny k ie ru n k u  w inien  być dop ie ro  zamiar p rz e k ro c z e n ia  l i n i i  b rz e 
gowej, albowiem c z ą s te c z k a  może z t e j  l i n i i  sam odzie ln ie  lo s o 
wo pow rócić . Zakończenie s e r i i  ruchów błędnych może n a s tą p ić  
ty lk o  w węzłach na b rzegu  z warunkami brzegowymi (2 .1 1 ) .

I s t n i e j e  oprócz tego druga możliwość modelowania zagadnie
n ia  z warunkami ad ia term icznym i na b rzegu . R o zpa tru jąc  węzeł 
położony na b rzegu  z warunkiem ( 2 .2 1 a ) ,  przy czym d la  u s t a l e -
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c

r—-»
L. C fi

f “1 r

n ia  uwagi przyjmiemy, że węzeł j e s t  
położony na dolnym brzegu  obszaru  
( r y s .3 )  otrzymamy równanie e lem en tar

nego b i l a n s u  c iep lnego  o to c zen ia  wę
z ła :

,"m+1 .n - ł m.n h „^m.n+1 “  ^m.n 
 , a E "  2  +  A — T .  h +

|  = o (2 .22)

Rys. 3. Obszar s i a t 
kowy z brzegiem ad ia -  
termicznym OBCMBCE

Po p rz e k s z ta łc e n ia c h  a lg e b r a ic z 
nych otrzymujemy:

m,n
_1_
4

2
1 0  

O

t m,n (2 .22a)

Prawdopodobieństwo ruchu  z l i n i i  brzegowej do w nętrza  ob
s z a ru  j e s t  dw ukrotnie w iększe n iż  w p o zo s ta ły ch  dwu k ie runkach .

Dla innych  położeń węzłów na b rzegu  adiatermicznym obowią
zywać będą z a le ż n o ś c i  ana log iczne  do (2 .2 2 a ) .

Przy p o ło ż en iu  węzła na prawym brzegu  (punkt A’ na r y s .  3 ) ,  
t a b l i c ę  { } we wzorze ( 2 . 22a)należy  obróc ić  o 90° w k ie runku  
dodatnim i  podobnie d la  innych po łożeń .

Należy również ro z p a t rz y ć  przypadki szczeg ó ln e ,  p o ło ż en ia  
w narożach zewnętrznym B lub  wewnętrznym C.

Z równań elem entarnych b ilansów  c iep ln y ch  d la  tych  przypad
ków otrzymujemy:

m.n 2
1
O

O
m.n (2 .22b)
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oraz

= - 4 - <  2 O l l  (2 . 22c)m,n 6 1  (  m>n

Z powyższych równań w ynikają  rozk łady  prawdopodobieństw r u 
chu c z ą s t e c z k i  w poszczególnych  k ie runkach .

Dla szczegó lnych  przypadków usytuow ania punktów w narożach 
tego  samego ty p u ,  odpowiednie wzory można otrzymać z za leżno 
ś c i  (2 . 22b)  i  ( 2 . 22c) p rzez  c y k l ic z n e  p rz e s ta w ie n ie  elementów 
ta b l i c {  }. Tak np. d la  punktów Bł oraz C’ ( r y s .  ? )  należy  w 
odpowiednich wzorach o b róc ić  t a b l i c e  { } o 90° w kie runku  do
datn im .

R e a l i z a c ja  o b l iczeń  z ag a d n ien ia  z granicam i a d ia te rm ic z n y -  
mi p rz e b ie g a  a n a lo g ic z n ie  jak  d la  zagadn ien ia  z granicam i i z o -  
term icznym i. W końcowym e t a p ie  d la  wyznaczenia tem peratury  
^m n nal eż7 s k o rz y s ta ć  ze wzoru (2 . 1 5 ) .

2 .3 .  T rz e c ie  zagadn ien ie  brzegowe

W zag a d n ien iach  przew odzenia c i e p ł a  w ystępujących  w p rak 
ty ce  i n ż y n i e r s k i e j  n a j c z ę ś c i e j  poszukiwana j e s t  fu n k c ja  *7’(x ,y )  
s p e ł n i a j ą c a  wewnątrz obszaru  równanie ( 2 .1 0 ) ,  oraz warunek

-  A 4 ~  = a ± [* K x ,y )  -  t l  ( 2 . 23 )
cl o 1 J

gdy p ( x , y ) e r .

Problem te n  n o s i  nazwę t r z e c ie g o  zag a d n ien ia  brzegowego.
Rozwiązanie p rzeb ieg ać  będ z ie  podobnie jak  w przypadku za

g a d n ien ia  D i r i c h l e t a .  Rozpatrzmy ponownie obszar siatkowy 
( r y s . 4 ) , w którym modelować będziemy ruchy b łędne  c z ą s te c z k i  
[20].

2
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Dla z b io ru  węzłów wewnętrznych Si ^ obowiązuje n a d a l  zwią
zek (2 .1 2 ) .  Równanie d la  z b io ru  węzłów brzegowych otrzyma

my z b ilansów  c ie p ln y c h ,  o k re ś lo 
nych d la  obszarów elem entarnych 
o ta cza jący ch  węzły.

R ozpatru jąc  węzeł położony na 
brzegu  przy ś c ia n i e  p ł a s k i e j  z 
warunkiem ( 2 .2 3 ) ,  op. punkt A 
( r y s .  4) zna jdu jący  s i ę  na d o l
nym brzegu  obszaru ,  otrzymujemy 
n a s tę p u ją c e  równanie b i l a n s u  d la  
o to c zen ia  tego punktu w

Pm,r>

r ć .

■ “ 1 
t

1— C

j o y
1

Rys. 4 .  Obszar siatkowy 
z trzec im  warunkiem brze

gowym

/ m+1 , n  m .n  h  .  Wj . a + 1. „ _SR h  + 
a  h  2  h  +

(2 .24)

+A ^m-1 1ri~yia.,,p. h a  ( t  )h=0
+ h 2 m,nv mn ny®

Fo p r z e k s z ta łc e n ia c h  a l g e b r a ic z 
nych:

m,n Bi + 2
/ i

1

o

o
^ m , n  +

Bi 
Bi + 2 fcm,n (2 ‘25>

gdzie :

Bi =
taf_ _ h

ID «D

A
( 2 . 2 5 a '
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Rozkład prawdopodobieństw ruchów w poszczególnych  k ie ru n 
kach , d la  w ęzła  A o k re ś la  t a b e l a  odpowiadająca równanius 
(2 .2 5 ) :

Pr  = 1  T H  I2 Bi 2

O

(2 .26a)

W ogólnym przypadku d la  w ęzła  Pffl dowolnie położonego 
na b rzegu  z warunkiem (2 . 23 ) równanie b i l a n s u  o k re ś la  wzór:

Z ] * - 1 ' 3 h  m' -  H , j  h  ( ‘ » ,n  -  r » ,n Ł = 0 ‘2 -27>
i . d

gd z ie :
i , j  = m + m,n + 1 ; m -  1 ,n ;  m ,n-1;

s .  . -  s to su n ek  d łu g o śc i  l i n i i  o d d z ie la j ą c e j  obszar 
1 «

elem entarny  o ta cza jący  punkty s ą s ie d n ie  do h (s^ .
1 » U

przy jm uje  w z a le ż n o ś c i  od usytuow ania węzła ^wartości: 

0» 2* 1  ̂♦
r m n ~ stosUDek d łu g o ś c i  l i n i i  o d d z ie la j ą c e j  obszar 
elem entarny  o ta cza jący  punkt Pffl od p łynu  do h

^r m,n ~ •
Z rów nania b i l a n s u  po p r z e k s z ta łc e n ia c h  a lg eb ra icz n y ch  0-  

trzymujemy:

^m,n ^Bi+ZIs^ ^ ) j s m-1, n

s m,n+1 >

0 sm+1 *n

s m,n-1 -

Bi
. m,n

I O

(2 .28)

gdzie :
Bi _ — IŁJł
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Rozkład prawdopodobieństw ruchów c z ą s te c z k i  d la  dowolnie 
usytuowanego węzła z warunkiem (2 . 23 ) o k re ś la  t a b l i c a .

Pr  =

">D1 ,n+1

3m-1,n Bi

s

m+1 ,n

m,n- 1

(2 .29?

Rozpatrzmy dwa c h a ra k te ry s ty c z n e  p o ło ż en ia  szczególne  punk
tów, a  mianowicie punkt B w narożu  zewnętrznym oraz punkt C
w narożu  wewnętrznym. Dla tych  przypadków ze wzoru (2 . 29) 
otrzymujemy:

prB ~
_1_
2

prC  =

12
Bi

0

1

Bi

12

1
2

(2 .26b)

(2 .26c)

Dla poszczególnych przypadków usytuowania punktów na b rz e 
gach z warunkiem ( - . 23 ) otrzymujemy an a lo g iczn e  t a b l i c e  ro z 
k ładu  prawdopodobieństw, przy czym można je  wyznaczyć z t a 
b l i c y  ogólne j ( 2 . 29) ,  lub  te ż  drogą cyk licznego  p rzed s ta w ie 
n ia  elementów t a b l i c  ( 2 .2 6 , a ,  b ,  c ) .

R e a l iz a c ja  o b l ic z e ń ,  drogą modelowania p ro b a b i l i s ty c z n e g o  
t r z e c ie g o  zagadn ien ia  brzegowego, p rzeb ieg a  a n a lo g ic z n ie  jak  
w przypadku opisanym w u s t .  2 . 1 .

, 1
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2.4. Zagadnienie kontaktowe z idealnym strykiem

pod obszarów Si ^ i  £1 2
Rozpatrzmy pokazany na r y s .  5 obszar  i i  s k ła d a ją c y  s i ę  z dwu

o różnych w spółczynnikach przewodzenia 
c i e p ł a  i  A 2 .

Zagadnienie  u s ta lo n eg o  przewodze
n ia  c i e p ł a  w takim przypadku sp ro 
wadza s i ę  do poszukiw ania dwu 
f u n k c j i  * ^ (x ,y )  i  *̂ 2 ( x ,y )  s p e ł 
n ia ją c y c h  odpowiednio wewnątrz ob
szarów Si^  i  Si2 równanie L ap la -  
ce*a:

' k i

&

a,

Sl2 A B

rz*

Rys. 5. Obszar siatkowy 
złożony z dwu p o d cb ssa -  
rów o różnych współczyn
n ik ach  przew odzenia  c i e 

p ła

9 \  

« x 2

d 2 A
( 2 . 30)

9 y 
k = 1 ,2

na wspólnym b rzeg u  warunki:

2*.(( x ,y )  = ^ 2 (x ,y )  (2 . 3 1 )

.  (2 , 32 )
1 0 n  2 6>n

d la  P (x ,y )6  r  ^

oraz  odpowiednie warunki brzegowe na p o z o s ta ły c h  b rzegach .
.7 c e lu  ro zw iąz an ia  z ag a d n ien ia  dz ie lim y pod obszary .£2̂  i  £ź^ 

przy pomocy s i a t k i  kwadratowej o boku h ,  przy czym zakładamy, 
że i s t n i e j e  możliwość p o d z ia łu  każdego z ty ch  obszarów w ta k i  
sposób. L in ia  k o n ta k tu  p o d o b s z a r ó w IS lp  l e ż e ć  będ z ie  na 
l i n i i  p o d z ia łu  obszaru  siatkow ego <S2 (Drugą, n ie  r o z p a t r y 
waną t u t a j  m oż liw ośc ią ,  j e s t  p o d z ia ł  obszaru  i i  w ten  sposób, 
by l i n i a  k o n ta k tu  p r z e b ie g a ła  pomiędzy dwiema l in ia m i  po
d z i a łu  obszaru  12 na obszar siatkowy n ) .

26



Dla węzłów s i a t k i  p o d z ia łu  n ie  leżący ch  na l i n i i  kon tak tu  
obowiązują wzory podane powyżej w u s t .  2 .1 ,  2 .2 ,  i  2 .3 .  Dla 
punktów P„ „€ r h , t j .  leżący ch  na l i n i i  k o n ta k tu ,  odpo-

ID i n  ^ 2

w iednie  wzory można otrzymać z równań elem entarnych  bilansów  
c iep ln y ch :

2Z ‘Vi,a,iŁ ł V ,i.a;z
(2 .33 )

gdzie : i , a  = m + 1,n* m,n+1*, m -1,n; m ,n-1;

iP  -  -  &  _1-2 ;m ,n  ” 1*,m,n " 2 im ,n ,

^  w z a le ż n o ś c i  od usytuowania może być,
k » 1 , J

% i . a ll* ̂ 2,1 .a
s .  -  s to sunek  d łu g o śc i  l i n i i  p o d z ia łu  pomiędzy

1 » 0 1 ,otoczeniem punktu P. • znajdującym s i ę  wew-
1 J J

n ą t rz  obszaru  £i  ̂ do h ,

s .  -.o -  jak  wyżej -  wewnątrz obszaru iio»
1 > 2 \ <-

1 , . s .  - ,ą o p rzy jm ują  w a r to ś c i  0 ,  o , 1 , w z a le ż n o śc i  od
1 » 1 Łusytuowania w ęzła .

Z równania (2 .3 3 )  otrzymujemy po p rz e k s z ta łc e n ia c h :

s i ,  j ;k ^
1  ,  tJ V

x X  *  s“  k m -1 ,n ik

£  * k  s m,n + 1 *k

ę ^ k  sm+1 ,n ik

“̂' A k sm ,n- 'iik  

k = 1 ,2

ł .kim ,n 

(2 .34)
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Z powyższego rów nania widoczny j e s t  ro z k ła d  prawdopodobieństw 
ruchów w poszczególnych  k ie ru n k a ch ,  przy modelowaniu przem ie
szczeń  c z ą s t e c z k i .

W przypadkach szczegó lnych  d la  punktów A i  B otrzymujemy 
odpowiednio:

TA O

A

A  .  +  A
1 2 (2 .35aJ

rB

A^ +  A^

A1 +  A2
2 (2 .35b)

Dalszy p rz e b ie g  r e a l i z a c j i  o b l ic z e ń  j e s t  ana log iczny  ja k  w 
wyżej op isanych  zag ad n ien iach .

2 .5 .  Z agadnienie  kontaktowe z oporem cieplnym s tyku

Rozpatrzmy zag ad n ien ie  p o łą c z e n ia  kontaktowego z w ystępu ją
cym oporem cieplnym . Na sku tek  oporu c iep lnego  na s tyku  n ie  o- 
bow iązuje równanie ( 2 .3 1 ) .

Dla ta k ie g o  z ag a d n ien ia  warunki brzegowe p rzy jm ują  p o s tać :

*1 = + [ * 2  ^  (2 .36 )

oraz

*2 = s [ * V x’y) “ ̂ 2(x»y}J (2-3?)
d la  P (x ,y )e  r h1_2
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Celem rozw iązan ia  zagadn ien ia  rozpatrzymy obszary £1  ̂ i.f22 
pokazane na r y s .  6.

Dla punktów leżący ch  na l i n i i  kon
ta k tu  na leżących  równocześnie do 
obydwu obszarów, wprowadzimy pod
wójne oznaczenia P ^ ^ i  ^ ^ - 2* 
Tak oznaczone punkty będziemy p rzy 
porządkowywać ty lk o  jednemu obsza
rowi £2̂  lub ^  i  w te n  sposób 
p ozo rn ie  rozdz ie lim y  wspólny b rzeg  
na r h1 i  r h2 .

Punktom należącym do T ^  
przyporządkujemy tem peratury  V"* , 
a punktom należącym do tem
p e ra tu ry  j*2 .

Dla o to c zen ia  należącego do £i^ 
punktów ze z b io ru  T ^  równanie 
elementarnego b i l a n s u  c iep lnego  
j e s t :

S L t

P n .

---------------f

n ; 1

P m n ; 2

r *
A t \

§ 1-Z

r b z A z

a ,

Eys. 6 . Dwa s ty k a ją c e  s i ę  
obszary s ia tkow e z oporem' 
cieplnym na l i n i i  kontak

tu

i * d

gdzie : E

i?  . -  i?’1 ;mt n si,óh + sm,n
-1^, ) r .  ,h=02 ;m,n 1 ;m,n 1 , 3

m,n

i.O
s

i » 0

(2.J8)

-  opór c iep ln y  p o łą czen ia  kontaktowego w Pffi Q,

= m + "l^n; m,n + 1; m -  1 ,n ;  m,n + 1$

-  s tosunek  d łu g o śc i  l i n i i  oddz ie la  j ą c e j  obszar e l e 
mentarny o ta cza jący  punkt Pffl od obszarów
elem entarnych o tacza jących  punkty s ą s ie d n ie
z obszaru  SŁ 1 do h ,

( s H przyjm uje w a r to ś c i :  0\  1 ) .
1 |  J

29



r n. -  s to su n ek  d łu g o śc i  l i n i i  k o n ta k tu  obszaru  e l e 
mentarnego z obszarem do h} ( r ffl n = 1 ) .

Dla punktów na leżących  do f hp równanie b i l a n s u  j e s t  po
dobne, z t ą  r ó ż n ic ą  że w równaniu (2 .38 )  należy  w skaźniki 1 
z a s tą p ić  wskaźnikami 2 i  odw rotn ie .

Z równania b i l a n s u  (2 .33 )  otrzymujemy po p rz e k sz ta łc e n ia c h ;

1K  1;m,n
( r m,n h / * 1  Em,n} + S s i , j

3m-1 ,n

3m,n+1

O

sm,n-1

3m+1 ,n l V .  +• 1im,n

t  ------------Im'' f lh / A '1 Rln’°-------------  tf1,  (2 .3 9 J
^  E» , „  * 2  s i j d

Dla modelowania ruchów błędnych  c z ą s te c z k i  wprowadzimy n a s tę 
pu jące  zasady d la  punktów położonych na b rzegu  C ząs tecz 
ka może z punktu  P^ p r z e j ś ć  do jednego z punktów s ą s ie d n ic h  
n a leżący ch  do obszaru  Sl^  lub  zatrzymać s i ę  w punkcie P.
W tym o s ta tn im  przypadku będziemy uważać, że czą s teczk a  zna
l a z ł a  s i ę  w punkcie P^.

Zgodnie z równaniem (2 .3 9 )  schemat ro z k ła d u  prawdopodo
b ie ń s tw  ruchów błędnych  c z ą s te c z k i  o k re ś la  t a b l i c a :



A nalog iczn ie  c z ą s teczk a  zn a jd u jąc a  s i ę  na b rzegu T fa2 może 
z punktu P2 p r z e j ś ć  do jednego z punktów s ą s ie d n ic h  z obsza
ru  Si>2 lub p ozos tać  w punkcie P ,  przechodząc z P2 do P ^ .

Dla dwóch ch a ra k te ry s ty cz n y ch  położeń punktów, a mianowi
c ie  A i  B otrzymujemy n a s tę p u ją c e  rozk łady  prawdopodobieństw 
ruchów c z ą s te c z k i :

Dla Â  i  A2 ;

1

prA1 = i I Ch / A 1 E) (2 .41a)

O

O

(2.41b)

1

oraz d la  B  ̂ i  B2

prB.1

12
J  | (h / A ,  H) O (2 .42a)

O

12

prB'2
J  | (h / A 2 R) 1 (2 .42b)

1
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Dla punktów n ie  le żący ch  na brzegu  r h^_2 modelowanie ruchów 
błędnych  odbywa s i ę  na opisanych  uprzednio  zasadach .

2 .6 .  M a te r ia ły  n ie jedno rodne  i  anizotropow e

Z agadnien ie  u s ta lo n eg o  przew odzenia c i e p ł a  w dwuwymiarowym 
ośrodku niejednorodnym sprowadza s i ę  do poszukiw ania rozw iąza
n ia  rów nania

V = o (2 . 43 )

g dz ie : A = A ( x , y ) ,
przy warunkach brzegowych 1 , 2 ,  lub  3 ro d z a ju .

Rozpatrzmy ponownie obszar siatkowy £2’ pokazany na r y s .  1 . 
C ią g łą  zmianę w spółczynnika przew odzenia c i e p ł a  będziemy ap ro k -  
symować zmianą skokową i  przyporządkujemy obszarom e lem en ta r
nym o taczającym  węzeł Pm w a r to ś c i  w spółczynnika przewodze
n ia  c i e p ł a  A m .

Zakładamy, że i l o ś ć  c i e p ł a  p rzepływ ającego pomiędzy dwoma 
s ą s ie d n im i elementarnymi obszarami o tacza jącym i punkty węzło
we j e s t  p ro p o rc jo n a ln a  do za s tęp czy ch  współczynników przewodze
n ia  c i e p ł a  A  ̂ pomiędzy węzłami:

1 1 o

* % , j = * i , j  ~ ł f m>n h

g d z ie :  A .  . -  zas tępczy  współczynnik  przew odzenia c i e p ł a .

J e ż e l i  A ( x , y )  -  j e s t  f u n k c ją  c i ą g ł ą  to  można p rzy ją ć

A i , j  = \  [ A (x m»yn} + A ( x i « ^ ) ]
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Przy takim za ło ż e n iu  równanie elem entarnego b i l a n s u  c i e p l 
nego d la  o to c zen ia  węzła j e s t :

iK . - 1?
E i  . 11,1 h  m,n h - 0 ( 2 . 4 5 )

i » 3

i , j  = m + 1 ,n ;  m,n+1\ m-1,n; m,n-1

P d p rz e k s z ta łc e n ia c h  a lg e b ra ic z n y c h  otrzymujemy:

i »j  1 , 0

m,n+1

m-1,n O 

A

“m+1 ,n

m ,n-1

• -fim,n (2 .46 )

Przy modelowaniu p rzem ieszczeń  c z ą s te c z k i  d la  rozpatryw ane
go przypadku, rozk ład  prawdopodobieństw ruchów w poszczególnych 
k ie runkach  w inien  odpowiadać t a b l i c y :

i . O m-1 ,n

m,n+1

O *

Am,n-1

mt-1 ,n (2 .4 ? )

W z a le ż n o ś c i  od warunków brzegowych można z b ilansów  e l e 
mentarnych o k r e ś l i ć  odpowiednie wzory d la  węzłów położonych na 
b rzegu obszaru.52.

W pewnych ośrodkach n a tu ra ln y c h  lub  sz tucznych  w a r to ś c i  
współczynników przewodzenia c i e p ł a  n ie  z a le ż ą  od p o ło ż en ia  
punktu  le c z  od k ie runku  przepływu c i e p ł a .
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J e ż e l i  r ó ż n ią  s i ę  ty lk o  w spółczynn ik i przew odzenia c i e p ł a  w 
k ie ru n k a ch  wzajemnie p ro s to p ad ły ch :

Ax  * A y (2 .4 8 )

to  ośrodek nazywamy ortotropowym.
Równanie b i l a n s u  c iep ln eg o  d l a  elem entarnego obszaru  o ta c z a 

jącego w ęzeł Pm Q, na leżący  do obszaru  SI ^  przy jmuje w tym 
przypadku p o s ta ć :

+ A m~1 va > 1 °  h + A

(2 . 49)

h  = O

skąd otrzymujemy

m,D 2(Ax + V

y
t O A

X  X

A

m.n (2. 50)

Rozkład prawdopodobieństw ruchów b łędnych  c z ą s te c z k i  przy 
modelowaniu zag a d n ien ia  d la  ośrodka c h a ra k te ry zu jąceg o  s i ę  a n i 
z o t r o p i ą  w k ie runkach  o rtogonalnych  o k re ś la  t a b l i c a :

JV O Ax x (2 .51 )

Odpowiednie z a le ż n o ś c i  można o k r e ś l i ć  d la  innych przypadków 
p o ło ż e n ia  węzłów brzegowych z równań elem entarnych  b ilansów  
c ie p ln y c h .
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2 .7 .  Bóżnorodne warunki brzegowe

Powyżej ro zp a trzo n o  zasadn iczo  jednorodne warunki brzegowe. 
W przypadku różnorodnych warunków brzegowych na poszczególnych 
c z ę śc ia c h  l i n i i  b rzegow ej, obowiązuje rozszerzony  na zasad z ie

gdzie :

k̂ _ -  i l o ś ć  s e r i i  ruchów zakończonych w punktach  brzegowych 
o tem pera tu rze  t^  na b rzegu  z pierwszym warunkiem

kV -  i l o ś ć  s e r i i  ruchów zakończonych w punktach brzegowych

Zakończenie s e r i i  ruchów może n a s tą p ić  ty lk o  na b rzegach  
z pierwszym lub  trzec im  warunkiem brzegowym. J e ż e l i  e lem en ta r
ny obszar s i a t k i  p o d z ia łu  j e s t  położony w te n  sposób, że na 
je d n e j  l i n i i  o g ra n ic z a ją c e j  obszar elementarny zachodzi p ierw 
szy warunek brzegowy a na in n e j  t r z e c i ,  to  za dominujący uznać 
t r z e b a  pierw szy warunek brzegowy.

Węzłowi znajdującemu s i ę  w takim obszarze przyporządkować 
na leży  tem pera tu rę

su p e rp o z y c j i  wzór (2 . 1 5 ) w p o s ta c i :

r s

(2 .52)

o tem pera tu rze  przy tych  punktach t?  , na b rzegu  z 
trzec im  warunkiem.

Oczywiście:
r  s

(2 .53 )
i=1 i=1

m,n t,m,n
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Wzór (2 .1 5 )  j e s t  podstawowym rozwiązaniem problemu z warun
kami brzegowymi pierw szego ro d z a ju ,  albowiem może być wykorzy
s tany  przy dowolnych w a r to ś c ia c h  t^  na b rzegu .

Wzór (2 .5 2 )  może być wykorzystany przy dowolnych w ar to śc ia ch  
t^  na b rzegu  oraz  dowolnych w a r to śc ia c h  tV przy b rzeg u ,  t y l 
ko wtedy gdy p o z o s ta j ą  s t a ł e  l i c z b y  B io ta  badanych obszarów. 
Wynika to  z z a le ż n o ś c i  l i c z b  k j ,  a  za i c h  pośrednictwem l i c z b  
k1̂ od l i c z b y  B io ta  (2 . 29) .  L iczba  B io ta  dotyczy t u t a j  obszaru  
e lem en ta rnego , zgodnie z (2 .2 5 a ) .

W przypadku z ag a d n ien ia  kontaktowego lub  przy zmiennym 
w spółczynniku  przew odzenia c i e p ł a  w badanym o b sza rze ,  można wy
n i k i  modelowania p ro b a l i s ty c z n e g o  określonego zagadn ien ia  t r a n 
sportow ać na zag a d n ien ia  podobne przy spe łn io n y ch  powyżej wa
runkach ,  j e ż e l i  ponadto n ie  u l e g a j ą  zmienie w spółczynnik i p r z e 
wodzenia c i e p ł a  i  opór c ie p ln y .

W każdym przypadku przy u s ta lo n y c h  A ,ćt , E można ze wzo
r u  (2 .5 2 )  otrzymać ro zw iązan ie  przy różnych w a r to śc ia c h  t^  
oraz  zn a jąc  k? oraz  k” .

3 .  USTALONE PRZEWODZENIA CIEPŁA W CIAŁACH STAŁYCH 
ZE ŹRÓDŁAMI WEWNĘTRZNYMI

Z agadnien ie  u s ta lo n eg o  przewodzenia c i e p ł a  w c i a ł a c h  s t a 
łych  z wewnętrznymi źródłam i c i e p ł a  sprowadza s i ę  do poszuk i
wania ro z k ła d u  tem pera tu r  w p o s t a c i  f u n k c j i  T*(p), (P6.fi) s p e ł 
n i a j ą c e j  wewnątrz obszaru  Si równanie:

V (A V ^)  + qv (P) = O (3 .1 )

g dz ie : <łv (P) -  wydajność wewnętrznych ź ró d e ł  c i e p ł a .
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Na b rzegu  obszaru  fu n k c ja  P  (p) winna s p e łn ia ć  odpowiednie 
w arunki, k tó r e  mogą być ok reś lone  równaniami (2 . 2 ) . . . ( 2 . 8 ) .

Dla izotropowych c i a ł  s t a ły c h  równanie (3 . 1 ) p rzechodzi w 
równanie P o issona :

o . <3,,(£)
V t  +  -----  = O (3 .2 )

D ale j rozpatryw ać będziemy zagadnien ie  dwuwymiarowe w ob
sz a rz e  SI .zorientowanym przy pomocy k a r te z ja ń s k ie g o  układu 

w spółrzędnych. Równanie P o isso n a  przyjm uje p o s tać :

s 2 ^  %  (x .y> „ , %
+  v -  + 5-------  = O (3 .3 )

d y f  d y  K

W ogólnym przypadku ro zk ła d  ź ró d e ł  j e s t  nierównomierny. 
J e ż e l i  d z i a ł a j ą  ty lk o  miejscowe ź ró d ła  c i e p ł a ,  to  fu n k c ja  
qy (x ,y )  j e s t  ty lk o  d la  skończonej l ic z b y  punktów z obszaru  iż  
różna  od z e ra ,  a d la  prawie w szys tk ich  równa z e ru .  W przypad
ku równomiernie rozłożonych ź ró d e ł  c i e p ł a

qv = cons t  (3 . 4 )

3 .1 •  Nierównomierny ro zk ła d  ź ró d e ł

Rozpatrzmy obszar S i  pokazany na r y s .  7 , k tó ry  an a lo g ic z n ie  
jak  w r o z d z i a le  2 zastąpimy obszarem siatkowym 42’. Nierówno

m iern ie  roz łożone  ź ró d ła  c i e p ł a  zastąpimy źródłam i miejscowy
mi skupionymi w węzłach s i a t k i  p o d z ia łu .

Dla dowolnego punktu Pm n o współrzędnych (xJn, y ) okre
ślimy ź ród ło  miejscowe, ze wzoru

qm,n =f J  (3-5)
CO
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gdzie;
co m , n -  e lem entarny obszar  o ta cza jący  punkt P.

S I

“

1w . Pen/i(

r *
s

- 1 1
•
u . C

D

r *1
“ i

1
f —(

— M

Rys. 7 . Obszar siatkowy

m,n*

J e ż e l i  qv (x ,y )  j e s t  fu n k c ją  
l in io w ą  lub  w obszarze  o -m 
może być z w y s ta rc z a ją c ą  dokładno
ś c i ą  aproksymowana fu n k c ją  l i n i o 
wą, to  wzór (3 .5 )  można d la  węzłów 
wewnętrznych z a s tą p ić  z a le ż n o śc ią :

= % (x m‘y n )h2 ( 3 . 6 )

Dla węzłów brzegowych A,B,C, 
można podać podobne p rzy b liżo n e  za
le ż n o ś c i :

q = 4  qŚr h2 (3 . 7 a )

% ,r, - i  4 k  n ** (5 -7b)* 1 m,n

gdzie : 
ś r

v » - i  “ 2 (5 -7 o )' ’ E , n

qyf ^  -  ś r e d n ia  w arto ść  f u n k c j i  qy (x ,y )  w obszarze e l e -
m»n mentarnym co _  _ .ul 9 Ii

Ś red n ia  w ar to ść  może być w p rz y b l i ż e n iu  wyznaczo-
* m,n•7 £> W7 riTll • *

_śr  1 / m i n  , „min \
2  ^ y y rn „  v ;  ^ł m,n ’ m,n ’ m,n

na ze wzoru:

(3 .3 )
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gdzie:

“ miElimalna 1 maksymalna w ar to ść ,  funk-
’ m,n v , "'m,n c j i  qv (x ,y )  w obszarze  elementarnym

UJ «in.n

J e ż e l i  z a le ż n o śc i  (3 . 6 ) i  (3 .7 )  n ie  mogą być p r z y ję te  z 
w y s ta rc z a ją c ą  d o k ła d n o śc ią ,  to  d la  punktów brzegowych należy 
stosować wzór (3 .5 )  lub  ew en tua ln ie  -aproksymować go z a le ż n o ś c ią  
p rz y b l iż o n ą  o odpowiedniej d o k ładnośc i .

Z as tęp u jąc  w równaniu (3 .3 )  pochodne cząstkowe różnicam i 
skończonymi oraz uw zględn ia jąc  wzór (3 .6 )  otrzymujemy d la  wew
n ę trzn y ch  węzłów Pm n6 SI k» równanie różnicowe

4 j I m»n

Równanie (3 .9 )  w skazuje , że w artość  f'm w dowolnym punk
c ie  węzłowym wewnętrznym j e s t  równa ś r e d n ie j  ary tm etycznej 
w a r to śc i  j  w s ą s ie d n ic h  punktach węzłowych powiększonej

0 ^ , n/ 4 A ^
Rozpatrzmy problem z warunkami brzegowymi pierwszego ro d za 

ju .
Model p ro b a b i l i s ty c z n y  równania P o issona  z warunkami b rz e 

gowymi pierwszego ro d z a ju  j e s t  analog iczny  jak  d la  zagadn ien ia  
D i r i c h l e t a  [23] .  Należy jednak ś l e d z i ć  n ie  ty lk o  punkt końco
wy, a l e  c a ł ą  t r a j e k t o r i ę  ruchów błędnych c z ą s t e c z k i .  J e ż e l i  
s e r i a  ruchów, k tó r a  ro zp o cz ę ła  s i ę  w punkcie Pm n na drodze 
do punktu brzegowego P^ o tem pera tu rze  t^ p r z e s z ła  przez 
k^ węzłów, to  w artość  końcową s e r i i  ruchów błędnych należy 
p rz y ją ć :

k1
(3. 10)h  = fc1 + Z  U i , j >  

1=0
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gdzie:

4A.

P o w ta rza jąc  a n a lo g ic z n ie  s e r i ę  ruchów b łędnych  6  razy  odno
tujemy po zakończen iu  każd e j  s e r i i  ruchów w arto ść  końcową:

W„ =-  * S +
1=0 ±

(3 .1 2 )

g — 1 ) 2 , . . . ,  (J

Poszukiwana w arto ść  f u n k c j i  b ęd z ie  równa oczekiwanej
w a r to ś c i  końcowej ruchów rozpoczyna jących  s i ę  w punkcie n 
i  w yn ies ie

o ks
' . . O

S_1 1=0
Bla u p ro sz c z e n ia  a lg o ry tm iz a c j i  modelowania na maszynie cy

fro w e j można powyższy wzór p r z e k s z t a ł c i ć .  J e ż e l i  obszar  s k ład a  
s i ę  z u grup węzłów wewnętrznych ze źród łam i o w ydajności 
q ^ , ( ^  = 1 , 2 , . . . , u) oraz v grup węzłów brzegowych, w k tó ry ch  
o k re ś lo n a  j e s t  tem p era tu ra  t g  , ( / J  = 1 , 2 , . . . ,v )  to  zam iast 
wzoru (3 .1 3 )  otrzymujemy

^ . . = 4m,n ć;

U  V

£  ktf + X
(X =1 /6 =1

k/J fc/3 (3 .14 )

gdz ie :

k ^  -  l i c z b a  p r z e j ś ć  c z ą s te c z k i  przy modelowaniu s e r i i  r u 
chów błędnych p rzez  punkty ze źród łam i ,
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kg -  l i c z b a  o k re ś la ją c a  i l o ś ć  s e r i i  ruchów zakończonych w 
.-jednym z punktów brzegowych o te m pera tu rze  t p .

<3*  = V  4A (3 .11a)

Oczywiście
u &

U (3 .1 5 )
rt=1 g=1

oraz v
(3 .16)

/<3=1
Rozwiązanie w p o s ta c i  (3*14) j e s t  rozwiązaniem podstawowym 

i  pozwala na wyznaczenie przy pomocy jednego modelowania ro z 
wiązań d la  zagadnień geom etrycznie podobnych, przy różnych 
w ar to śc ia ch  te m p era tu r  na b rzegu  i  przy różnym ro z k ła d z ie  wew
n ę trz n y ch  ź ró d e ł  c i e p ł a .

P rz e b ie g  modelowania j e s t  iden tyczny  ja k  w przypadku o p isa 
nym w u s t .  2 .1 .

Dla innych zagadnień brzegowych obowiązuje wewnątrz obsza
r u  również wzór (3 . 9) .  Dla węzłów brzegowych na leży  odpowied
n ie  równania wyznaczyć a n a lo g ic z n ie  jak  w r o z d z ia le  2 ,  z rów
nań b i l a n s u  c iep lnego  d la  elem entarnego obszaru  o tacza jącego  
w ęzeł.

W ogółnym przypadku d la  węzła położonego na b rzegu  z warun
kiem brzegowym trz e c ie g o  ro d z a ju  równanie b i l a n s u  o k re ś la  wzór:

1 .3

gdzie :

i , j  = m+1,n; m;n+1; m-1,»n; m ,n-1;

s .  •, r  -  jak  we wzorze ( 2 . 27 ) .
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Po p r z e k s z ta łc e n ia c h  a lg e b ra ic z n y c h  otrzymujemy

m,n Bi + 2J s 3m-1,n
sm,n+1

0 s „m+1 ,n
m,n-1

l?> +
m,n

 Bi  t  + . (qm1n/ A )
Bi + I s ,  ,  m' n Bi +ZT s, .

1 y J

(3 .18 )

Modelowanie ruchów błędnych c z ą s te c z k i  d la  tego zagadn ie
n i a  p rz e b ie g a  a n a lo g ic z n ie  .jak w przypadku opisanym w u s t .  
2.3» t j .  według wzoru (2 . 29) .

W artość te m p era tu r  należy  wyznaczyć ze wzoru a n a lo 
gicznego do (3 .1 3 ) t

* - i zm,n g=1
t „  +

1=0 x

g dzie :

^ i  j  = “  d la  w? z ł ów wewnętrznych Pm Q

(3 .19 )

— ^m r j  ,q. . =  -*  -  d la  węzłów brzegowych P
x ' s ( B i + S 3 H J  m,n

I w

Wzór powyższy można sprow adzić  do p o s t a c i  a n a lo g ic z n e j  do 
(3 .1 4 ) :

" u ’  V

«=1 /3 =1

42



u* -  i l o ś ć  grup węzłów brzegowych i  wewnętrznych ze ź ró d ła 
mi o wydajności ,

-  p o z o s ta łe  oznaczenia według (3 .1 4 ) .

Rozwiązanie powyższe j e s t  rozwiązaniem podstawowym pod wa
runkiem s p e łn i e n ia  dodatkowych ogran iczeń  wskazanych w u s t .
2 .7 .

Dla zagadn ien ia  z nierów nom iernie rozłożonymi źród łam i c i e 
p ła  przy warunkach dodatkowych analog icznych  do opisanych w 
u s t .  2 .4 ,  2 .5 ,  2 .6  i  2 ,7  można z równań b i l a n s u  wyznaczyć 
odpowiednie z a le ż n o śc i  oraz odpowiednie wzory podobne do 
(3 .1 9 )  i  (3 .2 0 ) .

3*2. Mie.iscowe ź r ó d ła  c i e p ła

W przypadku zagadn ien ia  d la  obszaru , w którym d z i a ł a j ą  m ie j
scowe skupione ź ró d ła  c i e p ł a ,  należy  dokonać p o d z ia łu  obszarui2  
na obszar s ia tk o w y i i ’, w te n  sposób, by ź ró d ła  miejscowe z n a la 
z ły  s i ę  w węzłach s i a t k i .

J e ż e l i  t a k i  p o d z ia ł  obszaru  j e s t  p r a k ty c z n ie  niemożliwy, 
z uwagi na konieczność  wprowadzenia dużej l i c z b y  węzłów, to  
będziemy uważać, że w węźle Pm d z i a ł a  ź ró d ło  za s tę p cze  o 
w ydajności równej sumie w ydajności w szystk ich  ź ró d e ł  d z i a ł a j ą 
cych w elementarnym obszarze  w otaczającym punkt Pm Q

■4,n = £  (5 - 2 l )
i

Zakładamy w ięc , że w skończonej l i c z b i e  węzłów d z i a ł a j ą  ź ró d ła  

qm,n*
Przy modelowanih ruchów błędnych c z ą s te c z k i  posługiw ać s i ę  

będziemy sposobami opisanymi powyżej w u s t .  3.1»
W a r t o ś c i w y z n a c z a m y  ze wzorów (3 .1 9 )  lub  (3 . 20) .  W 

tym o s ta tn im  przypadku re je s t ro w a ć  należy  ty lko  p r z e j ś c i a  czą
s t e c z k i  p rzez  w ęzły , w k tó rych  d z i a ł a j ą  ź ró d ła  rzec zy w is te  lub  
z a s tę p c z e .

gdzie:
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3.3. Równomiernie rozłożone źródła ciepła
J e ż e l i  zgodnie z (3 .4 )  qv = c o n s t ,  t o  d la  węzłów wewnętrz

nych Pffl n obszaru  zachodzi

(3.22)

Dla węzłów brzegowych P^ typu  A,B,C obow iązują odpo
w iednie  wzory

qA = ~2~ %  

0.B = 4 ^w 

<3c = qw

(3 .2 2 a )

(3 .22b)

(3.22c)

Wzór (3 .2 0 )  d la  ta k ieg o  zag a d n ien ia  sprowadza s i ę  do p o s ta 
c i

m,n 6 qw(kw + i  kA + i  kB + 4 kC} + Z  V|3 (3 (3 . 23 )

g dz ie :
-  i l o ś ć  p r z e j ś ć  c z ą s te c z k i  p rzez  węzły wewnętrzne,

kA,kB,kC “  p r z e j ś ć  c z ą s te c z k i  p rzez  węzły brzegowe,
odpowiednio typu A,B,C

3 .4 .  Rozw iązanie uogólnionego zag a d n ien ia  brzegowego d ru 
giego rodza.iu za pomocą zas tępczego  ź ró d ła  wewnętrznego

W u s t .  2 .2  ro zp a trzo n o  szczególny  przypadek drug iego  zagad
n ie n ia  brzegowego, określony  równaniem (2 .2 1 a ) .  W przypadku
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ogólnym drugiego  zagadn ien ia  brzegowego określony  j e s t  na b rz e 
gu niezerowy s trum ień  c i e p ł a  w p o s ta c i  (2 .2 1 ) .

« 91/1 ( >

Założymy, że warunek te n  j e s t  określony  ty lk o  na c z ę ś c i  l i 
n i i  b rzegow ej, a na pozostałych, c z ę śc ia c h  zachodzą inne warun- 
kac brzegowe, np. pierwszego lu b  t r z e c ie g o  ro d z a ju .

J e ż e l i  przyjmiemy jako w arto ść  ś r e d n ią  s t ru m ie n ia  c iep lnego  
na brzegu obszaru  elem entarnego o tacza jącego  węzeł brzegowy, 
w artość

^m,n = (l (xm»3'n) ( 5 ‘24)

to  równanie b i l a n s u  c iep ln eg o  d la  tego  obszaru  elementarnego 
o k re ś la  wzór:

Z a  i . J- h M  S ij ; |h  + ^  . r  h ,  o (3 . 25j
1 > 0

oznaczenia  jak  we wzorze ( 2 .2 7 ) .
Z równania b i l a n s u  po p rz e k s z ta łc e n ia c h  a lg eb ra icz n y ch  o- 

trzymujemy;

{ Sm,n+1 , .

sm, n-1
(3 .2 ó )

gdzie :

%i,n = ^m,n * r m,n
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Równanie (3 .2 6 )  j e s t  szczególnym przypadkiem równania (3 .18 )  
przy B i = O.

Zatem przy rozwiązywaniu zag a d n ien ia  ogólnego z drugim wa
runkiem brzegowym, możemy analizowany problem sprowadzić do 
przypadku rozpatrywanego w u s t .  3 .1 .

Warunek brzegowy w p o s t a c i  (2 .2 1 )  zastępujem y warunkiem 
(2 .2 1 a )  i  zastępczym miejscowym źródłem c i e p ł a  o in tensyw ności

<łm,n = (l(xm’3'n) * rm,nh (5*27)
g dz ie :

r_  _ -  s to su n ek  d łu g o śc i  l i n i i  g ra n ic z n e j  obszaru  e lem en ta r -Ui 9 li
nego z drugim warunkiem brzegowym do h .

Modelowanie i  r e j e s t r a c j a  ruchów błędnych c z ą s te c z k i  p rz e 
b ie g a  a n a lo g ic z n ie  do przypadku opisanego w u s t .  3 .1 .
W artośc i tem p era tu r  &  w punktach  badanego obszaru  wyzna-

Ul I u
czyć na leży  ze wzorów (3 .1 9 )  lu b  (3 .2 0 ) .

W przypadkach szczegó lnych  d la  węzłów typu  A, B, C ( r y s .  3 ) 
ze wzoru (3 .2 6 )  otrzymujemy:

V = j { l  O i ] *  + (3 .28a )m,n [ O j m,n

t  = i ( 1 °  ° W  + (3 .28b)m,n (_ O  J m,n 2 A

= ^ ( 2  o 1 -1 ^  + (3 .28c )m,n [ 1 J m,n 3-A

Opisany sposób z a s t ą p i e n i a  warunku (2 .2 1 )  warunkiem (2 .21a)  
i  zastępczym źródłem c i e p ł a ,  pozwala na ro zw iązan ie  zagadnień 
z ogólną p o s t a c i ą  d rug iego  warunku brzegowego, zarówno ze źró 
dłami wewnętrznymi ja k  i  bez ź ró d e ł  wewnętrznych.
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4 .  NIEUSTALONE PRZEWODZENIE CIEPŁA 
W CIAŁACH STAŁYCH BEZ ŹRÓDEŁ WEWNĘTRZNYCH

Z agadnienie  n ie u s ta lo n e g o  przewodzenia c i e p ł a  w c i a ła c h  
s ta łych , bez wewnętrznych ź ró d e ł  c i e p ł a  sprowadza s i ę  do po
szukiw ania ro zk ła d u  tem peratury  w p o s ta c i  f u n k c j i  »*(P,t:), 
( P 6 i i  ,C > 0 )  s p e ł n i a j ą c e j  w obszarze  £Ł równanie:

V(AV*>) = (4 .1 )

warunek początkowy

/ ( P , 0 )  = ^ Q(P) (4 .2 )

oraz  warunki brzegowe na b rzegu  obszaru  .
W równaniu (4 .1 )  oznaczono:

A -  współczynnik przewodzenia c i e p ł a ,  
c -  c ie p ło  w łaściw e, 
f  -  g ę s to ś ć .

Na poszczególnych c z ę śc ia c h  brzegu  obszaru  może zacho
d z ić  jeden  z n as tęp u jący ch  warunków:

a )  Warunek brzegowy pierw szego ro d za ju :

/ ( P r , r )  = t  (Pr ,T )  (Pr 6 r ^ )  (4 . 3 )

b)  Warunek brzegowy drugiego  ro d za ju :

- A V * ( P p , r )  = q (Pr  , T  ) ,  (4 .4 )

lub  w przypadku szczególnym:

V ^ ( P p , r )  = 0  (4 . 5 )
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c)  Warunek brzegowy t r z e c ie g o  ro d za ju :

A y j K P p . O  + cc (pp , t  ) [ ^ ( P r , r )  -  t ( P  tC)]= O (4 .6 )

d) Warunki o k r e ś la j ą c e  wymianę c i e p ł a  p rzez  przewodzenie
pomiędzy s ty k a jący m i s i ę  c ia ła m i  s ta ły m i:

a 1v  j^| (pp , c ) = a 2 v ^ 2 (p p , r )  (4 .7 )

o rza  w przypadku k o n ta k tu  id e a ln e g o

(Pp ,T) = / 2 (Pp , V ) ( 4 .8 )

n a to m ia s t  d l a  k o n ta k tu  n ie id e a ln e g o

A1 V ^ 1  (PP ,^ )  = (PP (PP ,tr)] (4 .9 )

J e ż e l i  w spó łczynn ik i c h a ra k te ry z u ją c e  w łasn o śc i  f iz y c z n e  
m a te r ia łu  A , c^ , f  -  s ą  s t a ł e ,  to  równanie (4 .1 )  można p rzed 
s taw ić  w p o s t a c i :

? 2> * = s f r  (4.10)

g dz ie :
-Aa = - —5  -  w spółczynnik  wyrównywania tem p era tu ry .

4 . 1 .  P ierw sze  zagadn ien ie  brzegowe

Rozpatrzmy z ag a d n ien ie  dwuwymiarowe w o bszarze  £i , z o r ie n 
towanym przy  pomocy p ro s to k ą tn e g o  uk ładu  współrzędnych t j .  
równanie p a ra b o l ic z n e :

ć* + ś5*miu.  (4 . 1 1 )
S * 2  t f y ^  a  d C
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Poszukiwanym rozwiązaniem j e s t  fu n k c ja  ^ ( x , y , c )  s p e łn i a 
ją c a  równanie (4 .11 )  wewnątrz obszaru ,  warunek początkowy

^ ( x , y , u )  = ^Q(x ,y )  (4 .1 2 )

oraz warunek

^ ( x , y , r )  = t ( x , y , r )  (4 .1 ;;)

na b rzegu obszaru .
Podobnie jak  d la  zag ad n ien ia  opisanego w u s t .  2 .1 .  z a s t ę 

pujemy obszar rzeczyw isty  S i  obszarem siatkowym <£i’ ( ry s .  1 ) .
Z as tęp u jąc  w równaniu (4 . 1 1 ) pochodne cząstkowe różnicam i 

skończonymi lub  bezpośredn io  z b ilansów  e lem entarnych , o t r z y 
mujemy równanie różnicowe obowiązujące d la  węzłów wewnętrznych 
S2 n -

f 1 = P o ( ^  „ +& „ + /  . + ^ )+ FoUA - 4 ) ^  (4 14)*m,n m+1,n m,n+1 m-1,n *m,n-1 ovf ró m,d

j l  O =  - 'A '
h

gdzie:

* m , n  =

Warunkiem z b ie ż n o ś c i  ro zw iązan ia  j e s t

( J j  -  4 ) >  O, (4 .15 )

skąd o
X  
4a (4 .16)
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M a k s y m a l n y  d o p u s z c z a l n y  k r o k  r ó ż n i c o w y  c z a s o w y  w y n o s i :

d r  =  ( 4 . 1 7 )

W t y m  p r z y p a d k u  z a m i a s t  r ó w n a n i a  ( 4 . 1 4 )  o t r z y m u j e m y :

* m , n  =  " T "  < * - 1  , n  +  * * m , n + 1  +  * * m - 1  , n  +  ^ m . n - l *  U « 1 8 )

D l a  V  =  O m a m y  b e z p o ś r e d n i o  z  ( 4 . 1 2 )

^  ,  ( 4 . 1 9 )
* m , n  * o f m , n *

n a t o m i a s t  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  P ^  z  ( 4 . 1 3 )

^  =  t ±  f c > 0 )  ( 4 . 2 0 )

M o d e l  p r o b a b i l i s t y c z n y  d l a  r ó w n a n i a  p a r a b o l i c z n e g o  p o d a ł  

K i n g  [ 6 k  M o d e l o w a ć  b ę d z i e m y  p o d o b n i e  j a k  w  p r z y p a d k u  o p i s a 

n y m  w  u s t .  2 . 1 . ,  r u c h y  b ł ę d n e  c z ą s t e c z k i .  C z ą s t e c z k a  z n a j d u j ą 

c e .  s i ę  c h w i l o w o  w  w ę ź l e  F B  n  p r z e c h o d z i  w  e l e m e n t a r n y m  r u c h u

o d b y w a j ą c y m  s i ę  w  c i ą g u  c z a s u  A t  d o  j e d n e g o  z  s ą s i e d n i c h  p u n -

k t ó w  P m+ 1 , n ’  P m , n + 1 *  P m - 1 , n ’  P m , n - 1 *  W* b ó r  P u n k t u  m a  c ł ł a r a k "  

t e r  l o s o w y ,  p r z y  c z y m  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  p r z e j ś c i a  d o  k a ż d e g o  

z  t y c h  p u n k t ó w  j e s t  j e d n a k o w e  i  w y n o s i  1 / 4 .  J e ż e l i  c z ą s t e c z k a  

o s i ą g n i e  b r z e g ,  r u c h  z o s t a j e  z a k o ń c z o n y .

C e l e m  z n a l e z i e n i a  w a r t o ś c i  w  m o m e n c i e  £ " =  s  A V  n a 

l e ż y  m o d e l o w a ć  r a z y  s e r i ę  z a w i e r a j ą c ą  n i e  w i ę c e j  n i ż  s

r u c h ó w  b ł ę d n y c h ,  r o z p o c z y n a j ą c e  s i ę  w  p u n k c i e  P mtXi *

S p o ś r ó d  t y c h  G  k  s e r i i  r u c h ó w  b ł ę d n y c h  c z ę ś ć  z a k o ń c z y  s i ę  

w  c i ą g u  s  r u c h ó w  l u b  w c z e ś n i e j  w  j e d n y m  z  p u n k t ó w  b r z e g o 

w y c h  P . ,  c z ę ś ć  n a t o m i a s t  z o s t a n i e  p r z e r w a n a  p o  s  r u c h a c h  

w  c h w i l i  g d y  c z ą s t e c z k a  z n a j d z i e  s i ę  w  j e d n y m  z  p u n k t ó w  w e w 

n ę t r z n y c h
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W c i ą g u  m o d e l o w a n i a  s e r i i  n o ż n a  z a r e j e s t r o w a ć  i l o ś c i

k ^ ,  k 2 » . . . »  k p  s e r i i  z a k o ń c z o n y c h  w  p u n k t a c h  b r z e g o w y c h  , 

P 2 » . . . »  P p  o r a z  i l o ś c i  ^ p + 1 » k p ł . 2 » * * * *  k r  s e r i i  p r z e r w a n y c h  

w  p u n k t a c h  w e w n ę t r z n y c h  ? p + 1 » P ^  p + 2 *  ?  p + 2 * * * * 9

P £ r ’  ? r *

P r z y  c z y m

5

E  k i  = < r k  ( 4 * 2 ' , )
i = 1

J e ż e l i  p u n k t o m  P i  p r z y p o r z ą d k o w a n e  s ą  w a r t o ś c i  f u n k c j i  

w g  w z o r u  ( 4 . 2 0 ) ,  a  p u n k t o m  P g ^ ,  ^  w a r t o ś c i  p o c z ą t k o w e

ą  w g  w z o r u  ( 4 . 1 9 ) ,  t o  o c z e k i w a n a  w a r t o ś ć  f u n k c j i  n  

w  p u n k c i e  P ffi i  m o m e n c i e  c  =  s  4  r  w y n i e s i e :

P r
kj t j ^ —1 ki & n

-  J ^ L - — ---------- i = p + 1  ,,.3 » 5 i .  ' i ,  ( 4 # 2 2 )
m , n  k

D o w ó d  p o w y ż s z e g o  m o ż n a  p r z e p r o w a d z i ć  n a s t ę p u j ą c o :  J e ż e l i  

p r z e z  u _  ( p _  _ , P )  o z n a c z y m y  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  p r z e j ś c i a  w8 ffl ̂ £2
c i ą g u  s  r u c h ó w  c z ą s t e c z k i  w y c h o d z ą c e j  z  P ^  d o  w ę z ł a  F ,  

t o

% (p» ,0 *p) •  5  K - 1 (lW l.. .-p) ł  us-1  (pm,D.1'p) ł

ł  V l (V l , n-p) ł  us-1(p».,n-Tp)J ( , -25)

g d z i e :  P  -  w ę z e ł  w e w n ę t r z n y  l u b  b r z e g o w y .

O c z y w i ś c i e  z a c h o d z ą  z w i ą z k i :

u s ( p i * p i }  =  1

u ^ ,  P )  =  0  

g d z i e ś  P ^  -  w ę z ł y  b r z e g o w e

(4.24)
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o i  a z

u  ( P _  P _  _ )  =  1  
o  D 3 ,n  m t n

u  „ , P )  =  O
c  m , n

(4.2 5)

g ć y  P a  n  n i e  p o k r y w a  s i ę  z  P .

J e ż e l i  p u n k t o m  b r z e g o w y m  P-^ ( i = 1 , 2 , . . . , p )  p r z y p o r z ą d k o w a n e  

s ą  w a r t o ś c i  f u n k c j i  t i f  a  p u n k t o m  w e w n ę t r z n y m  P ^ i s

( i = p + 1  , p + 2 , . . .  , r )  -  w a r t o ś c i  H i *  t o  o c z e k i w a n a  w a r 

t o ś ć  k o ń c o w a  p o  s  r u c h a c h  w y n o s i :

P ST'
' ,ECp. , n ) *  £  * i ł  2 2  1

i = 1  i = p + 1

x  ^05 d i ,  y ±  ( 4 . 2 6 )

P o d s t a w i a j ą c  d o  r ó w n a n i a  ( 4 . 2 3 )  P  =  P ?- i  m n o ż ą c  p r z e z  t ^  

o i a z  P  =  P  £ Ł  i  m n o ż ą c  p r z e z  ^ 0 .  o t r z y m a m y  r

r ó w n a ń .

B u m u j ą c  p o w s t a ł e  w  t e n  s p o s ó b  r ó w n a n i a  s t r o n a m i  o t r z y m u j e m y :  

’ s ^ m . n ^  =  4  [  T s - 1 ( p m ł n , n )  +  V s - 1  ^ m . n + l ^  +

+ v s -1  ^ m _ 1 ,n ^  + v s - 1 ^ m ,n - 1 ^ l  ( 4 . 2 7 )

Z a t e m  w a r t o ś ć  o c z e k i w a n a  v _  ( P _  „ )  j e s t  r o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i aO Ul |U
r ó ż n i c o w e g o  ( 4 . 1 8 ) .
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W a r u n k i  p o c z ą t k o w e  i  b r z e g o w e  s ą  s p e ł n i o n e ,  a l b o w i e m  p r z y  

s  =  O i  P  £ £  ^  =  P ra n  z  r ó w n a n i a  ( 4 . 2 6 )  o t r z y m u j e  s i ę  p o  

u w z g l ę d n i e n i u  ( 4 . 2 5 )

v o ( P m , n )  =  ^ o ;  * L ,  q l *  ( 4 * 2 8 )

a  p r z y  P m n  =  P ^  z  r ó w n a n i a  ( 4 . 2 6 )  w y n i k a  p o  u w z g l ę d n i e n i u  

( 4 . 2 4 ) :

P o n i e w a ż  w z o r y  ( 4 . 2 6 )  i  ( 4 . 2 2 )  s ą  r ó w n o w a ż n e ,  t o  o p i s a n y  m o d e l  

s p e ł n i a  w a r u n e k  z a d a n i a .

A l g o r y t m  r e a l i z u j ą c y  o p i s a n y  m o d e l  p r o b a b i l i s t y c z n y  d l a  z a 

g a d n i e n i a  d w u w y m i a r o w e g o  w  o b s z a r z e  s i a t k o w y m  j e s t  n a s t ę 

p u j ą c y :

P o j e d y n c z e m u  p r z e j ś c i u  c z ą s t e c z k i  o d p o w i a d a  k r o k  r ó ż n i c o w y  

A T  o k r e ś l o n y  w z o r e m  ( 4 . 1 7 ) .  W c e l u  z n a l e z i e n i a  w a r t o ś c i  

f u n k c j i  w  m o m e n c i e  s  w  p u n k c i e  P m n a l e ż y  m o d e l o w a ć  s e ~  

r i e  r o z p o c z y n a j ą c e  s i ę  w  P ffi i  z a w i e r a j ą c e  c o  n a j w y ż e j  s  

r u c h ó w .

Z  p r o g r a m u  g e n e r a t o r a  l i c z b  p s e u d o l o s o w y c h  u z y s k u j e  s i ę  

l i c z b y  L e  [ 0 , 1 ) .  P o d o b n i e  j a k  w  a l g o r y t m i e  o p i s a n y m  w  u s t .

2 . 1 .  p o j a w i e n i u  s i ę  l i c z b  z  p r z e d z i a ł ó w  [ 0 , 1 / 4 ) ;  [ 1 / 4 ,  1 / 2 ) i  

0 / 2 ,  3 / 4 ) ;  [ 3 / 4 ,  1 )  o d p o w i a d a  p r z e s u n i ę c i e  c z ą s t e c z k i  d o  p u n k -

t ó w  P m + 1 , n ’  P m , n + 1 ’  P m - 1 , n *  P m , n - 1 *  J e ż e l i  P 3  w y k o n a n i u  p e w 

n e j  i l o ś c i  r  ( r  <  s )  r u c h ó w  p o j e d y n c z y c h ,  c z ą s t e c z k a  o s i ą g 

n i e  b r z e g  w  p u n k c i e  P ^ ,  t o  s e r i a  z o s t a j e  z a k o ń c z o n a  i  z a r e 

j e s t r o w a n e  z o s t a j e  " p o c h ł o n i ę c i e "  c z ą s t e c z k i  p r z e z  p u n k t  b r z e 

g o w y  p j , .  J e ż e l i  w  t o k u  s  r u c h ó w  c z ą s t e c z k a  n i e  o s i ą g n i e  

b r z e g u ,  t o  z a r e j e s t r o w a n e  z o s t a n i e  p r z e r w a n i e  s e r i i  w  p u n k c i e  

P ( ^ i  A l g o r y t m  p r z e w i d u j e  r e a l i z a c j ę  d o w o l n e j  l i c z b y  6 " k

s e r i i  r u c h ó w  b ł ę d n y c h  r o z p o c z y n a j ą c y c h  s i ę  w  P m Q .
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P U m u w m  W W W C I M J . W  S / W V V U V / y  I f O U J L U g  n < J W X U  t

(4 . 30)

g d z i e :

=  1  -  j e ż e l i  s e r i a  z a k o ń c z y ł a  s i ę  w  P^^ l u b  z o s t a ł a  

p r z e r w a n a  w  P  f e .
Ę'1 » Y1

=  0  -  j e ż e l i  s e r i a  n i e  z a k o ń c z y ł a  s i ę  w  P i  l u b  n i e  

z o s t a ł a  p r z e r w a n a  w  P  ^  ^ .

W y z n a c z o n e  l i c z b y  k ^  p o z w a l a j ą  n a  o b l i c z a n i e  w a r t o ś c i  

f u n k c j i  w e d ł u g  w z o r u  ( 4 . 2 2 ) .

A l g o r y t m  p r z e w i d u j e  r ó w n i e ż  m o ż l i w o ś c i  w y z n a c z a n i a  w a r t o 

ś c i  k ^  d l a  d o w o l n e g o  r  <  s ,  a  w i ę c  n a  o k r e ś l a n i e  w a r t o ś c i  

f u n k c j i  w  m o m e n c i e  T =  x  A T  ( o  <  r A r < s A r ) .

W a r t o ś c i  i ł  w y z n a c z y ć  n a l e ż y  r ó w n i e ż  w e d ł u g  w z o r u  ( 4 . 2 2 ) .

4 . 2 .  D r u g i e  z a g a d n i e n i e  b r z e g o w e

R o z p a t r z m y  p r o b l e m  d o t y c z ą c y  p o s z u k i w a n i a  f u n k c j i  J ( x , y , r )  

s p e ł n i a j ą c e j  w e w n ą t r z  o b s z a r u  £2 r ó w n a n i e  ( 4 . 1 1 ) ,  w a r u n e k  p o 

c z ą t k o w y  ( 4 . 1 2 )  o r a z  n a  b r z e g u  T  w a r u n e k :

P r z y  t y m  o g r a n i c z y m y  s i ę  t y l k o  d o  p r z y p a d k u  s z c z e g ó l n e g o  

w a r u n k u  ( 4 . 3 1 )

m , n

( 4 . 3 1 )

(4*32)
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T u t a j  z a g a d n i e n i e  f i z y c z n e  m a  s e n s  z a r ó w n o  w t e d y ,  g d y  n a  

w s z y s t k i c h  b r z e g a c h  z a c h o d z i  w a r u n e k  ( 4 . 3 2 )  j a k  i  w  p r z y p a d k u  

g d y  w a r u n e k  t e n  z a c h o d z i  t y l k o  n a  c z ę ś c i  b r z e g u ,  a  n a  p o z o s t a 

ł y c h  b r z e g a c h  z a c h o d z ą  i n n e  w a r u n k i ,  n p .  ( 4 . 1 3 ) .

Z  r o z w a ż a ń  p o d o b n y c h  d o  p r z e p r o w a d z o n y c h  w  u s t .  2 . 2  w y n i k a  

i d e n t y c z n y  m o d e l  p r o b a b i l i s t y c z n y  z a g a d n i e n i a .  C z ą s t e c z k a  r o z 

p o c z y n a j ą c a  r u c h  w  d o w o l n y m  p u n k c i e  o b s z a r u  £ 2 ^ ,  d o c h o d z ą c  d o  

b r z e g u  z  w a r u n k i e m  ( 4 . 3 2 )  z m i e n i a  z w r o t  r u c h u  w  k i e r u n k u  p r o 

s t o p a d ł y m  d o  t e g o  b r z e g u  w  p r z y p a d k u  " z a m i a r u "  o p u s z c z a n i a  o b 

s z a r u  £ 2 .

D r u g i  s p o s ó b  m o d e l o w a n i a  w y n i k a  z  r ó w n a ń  b i l a n s ó w  e l e m e n t a r 

n y c h .  N p .  d l a  p u n k t u  A  ( r y s .  3 )  o t r z y m u j e m y :

S k ą d  p o  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  a l g e b r a i c z n y c h  z  u w z g l ę d n i e n i e m

P o d o b n i e  d l a  p r z y p a d k ó w  s z c z e g ó l n y c h  p o ł o ż e n i a  p u n k t ó w  w  

n a r o ż a c h  z e w n ę t r z n y m  B ,  l u b  w e w n ę t r z n y m  C  ( r y s .  3 )  o t r z y m u 

j e m y :

♦ X.

( 4 . 1 7 ) :

2
( 4 . 3 3 a )

O

1

^m ,n = 2  ‘ 1 0 0 ’ Am , n ( 4 . 3 3 b )

O
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oraz 2
m , n (4.33c)

1

D l a  p u n k t ó w  w e w n ę t r z n y c h  o b s z a r u  o b o w i ą z u j e  w i ę c  r ó w n a n i e

( 4 . 1 8 ) ,  a  d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  z  g r a n i c a m i  a d i a t e r m i c z n y m i  

r ó w n a n i a  t y p u  ( 4 . 3 3 « a ,  b ,  c ) .

R e a l i z a c j a  o b l i c z e ń  p r z e b i e g a  a n a l o g i c z n i e  j a k  w  p r z y p a d k u  

p i e r w s z e g o  z a g a d n i e n i a  b r z e g o w e g o .  W a r t o ś ć  t e m p e r a t u r  

w y z n a c z y ć  n a l e ż y  z e  w z o r u  ( 4 . 2 2 ) .

4 . 3 .  T r z e c i e  z a g a d n i e n i e  b r z e g o w e

W n a j c z ę ś c i e j  w y s t ę p u j ą c y c h  p r z y p a d k a c h  w  z a g a d n i e n i a c h  

p r a k t y c z n y c h ,  p o s z u k i w a n a  j e s t  f u n k c j a  i ) l ( x , y , r )  s p e ł n i a j ą c a  

w e w n ą t r z  o b s z a r u  £2 r ó w n a n i e  ( 4 . 1 ) t  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  ( 4 . 1 2 )  

o r a z  w a r u n e k

n a  b r z e g u  r .

R o z w i ą z a n i e  p r z e b i e g a ć  b ę d z i e  p o d o b n i e  j a k  w  p r z y p a d k u  o p i 

s a n y m  w  u s t .  4 . 1 .  P o  z a s t ą p i e n i u  o b s z a r u  r z e c z y w i s t e g o  o b s z a 

r e m  s i a t k o w y m  jQ '  o t r z y m u j e m y  d l a  w ę z ł ó w  w e w n ę t r z n y c h  z  r ó w n a 

n i a  b i l a n s u  z a l e ż n o ś ć  ( 4 . 1 4 ) .

P r z y j m u j ą c ,  ż e  w  o b s z a r z e  £ 2 '  m o g ą  b y ć  t r z y  t y p y  p u n k t ó w  w ę 

z ł o w y c h  b r z e g o w y c h ,  r e p r e z e n t o w a n e  p r z e z  w ę z ł y  A ,  B ,  C  n a  

r y s .  4 ,  o t r z y m u j e m y  o g ó l n e  r ó w n a n i e  b i l a n s u  c i e p l n e g o  d l a  w ę 

z ł ó w  b r z e g o w y c h :

(4.35)
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i,j =  m +  1 , n ;  m , n  f  1; m -  1 , n i  m , n  -  1.

Sj i i  j — j a k  we wzorze (2 .2 7 ) .1 t O *  t  d

f m -  s t o s u n e k  p o l a  o b s z a r u  e l e m e n t a r n e g o  o t a c z a j ą c e g o  

p u n k t  b r z e g o w y ,  d o  h 2  ( f n  p r z y j m u j e  w a r t o ś c i

1 /4 : 1 /2 : 3 /4 ) .

Z  r ó w n a n i a  b i l a n s u  o t r z y m u j e m y  p o  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  a l g e 

b r a i c z n y c h

Po
s m , n + 1

s   s .
m , n  ~  f  ~  •< m - 1 , n  m , n  m + 1  , n

* m , n  '  ’  ’

m ,n-1

Y ^m ,n  +

B i  n  F o  
m . n

+  £  * ..........  t.
m , n

m , n

g d z i e :

3m , n  =  $ o  “  s i , j  B i m , i

(4 .3 6 )

P o  =_ - * £ 1 .

B i .n .n  A.

W a r u n k i e m  z b i e ż n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  j e s t

s _  _ >  O o ,n (4.37)
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D l a  w ę z ł ó w  A ,  B ,  C  ( r y s .  4 )  o t r z y m u j e m y :

s m , n  =  W  "  2  -  B i m , i (4.38a)

' 1 " B1m , n ( 4 . 3 8 b )

s m , n  =  f o  "  5  -  B i m , n  ( 4 . 3 8 c )

D l a  w ę z ł ó w  w e w n ę t r z n y c h :

8 » , n  =  F o  4  U . 3 8 d )
D l a  s p e ł n i e n i a  n i e r ó w n o ś c i  ( 4 . 3 7 )  w y s t a r c z y  b y

Fo = T +  41M J------  (4 .3 9 )
m , n

g d z i e :

B i m , n  “  ma k S 7D a l * > a  w a r t o ś ć  B i ffl Q d l a  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  

o b s z a r u  Q  .

W z o r y  s z c z e g ó ł o w e  d l a  p o s z c z e g ó l n y c h  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  o b 

s z a r u  Q ‘ o t r z y m u j e m y  z  ( 4. 36 )  p o  p o d s t a w i e n i u  ( 4 . 3 9 ) ,  a  d l a

p u n k t ó w  w e w n ę t r z n y c h  z  ( 4 , 1 4 ) .

Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  d l a  c a ł e g o  b r z e g u  o b s z a r u

% , n  =  i d e m » ( 4 . 4 0 )

a  w i ę c

B i m , n  =  B i  ~  l d e m  ( 4 , 4 0 a )
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o t r z y m u j e m y  d l a  p u n k t ó w  w ę z ł o w y c h  w e w n ę t r z n y c h  o r a z  b r z e g o w y c h  

t y p u  A ,  B  i  C  -  n a s t ę p u j ą c e  z w i ą z k i :

ł , n  n T r r m  1 1  4 B i  1 A
m , n

(4 .4 1 )

^m,n = r r W  1
1
2

1

B i

0

1
2 ’ A a,n  + T r m . fcm ,i4 -42a)

»> _ I ..«.- <
m , n  1  +  B i

1
2

i
0 0 r A.

m , n  “  3  +  3 B i

1

2 B i

2

1
2 Aa , n

B i
+ r +  3B1 ^ . n  (4 *42c)

M o d e l o w a n i e  z a g a d n i e n i a  o p i s a n e g o  r ó w n a n i a m i  ( 4 . 4 1 )  i  ( 4 . 4 2 )  

p r z e p r o w a d z a ć  b ę d z i e m y  p o d o b n i e  j a k  w  p r z y p a d k u  o p i s a n y m  w  u s t .

4 . 1 .

C z ą s t e c z k a  z n a j d u j ą c a  s i ę  w  w ę ź l e  w e w n ę t r z n y m  m o ż e  w  w y n i k u  

p o j e d y n c z e g o  r u c h u  p r z e j ś ć  d o  j e d n e g o  z  p u n k t ó w  s ą s i e d n i c h  l u b  

p o z o s t a ć  w  m i e j s c u .

C z ą s t e c z k a  z n a j d u j ą c a  s i ę  w  w ę ź l e  b r z e g o w y m  r ó w n i e ż  m o ż e  

p r z e j ś ć  d o  j e d n e g o  z  p u n k t ó w  s ą s i e d n i c h ,  m o ż e  p o z o s t a ć  w  m i e j 

s c u  z  m o ż l i w o ś c i ą  w y k o n a n i a  d o w o l n e g o  n a s t ę p n e g o  r u c h u  l u b  z a 

t r z y m a ć  s i ę  n a  b r z e g u ,  k o ń c z ą c  s e r i ę .
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D . ' .a  w ę z ł a  w e w n ę t r z n e g o  r o z k ł a d  p r a w d o p o d o b i e ń s t w  r u c h ó w  

c z ą s t e c z k i  o k r e ś l a  z g o d n i e  z  ( 4 . 4 1 )  w z ó r :

Pr =

1

4 B i
( 4 . 4 3 )

D l a  w ę z ł ó w  b r z e g o w y c h  A ,  B ,  C  o t r z y m u j e m y  z  r ó w n a ń  ( 4 . 4 2 ) :

p r A
1 /2 B i

B i

O

1 /2 ( 4 . 4 4 a )

PrB =

p r C  =

1/2

1/2 O 
B i  

O

2 B i
“ S I

1/2

1 /2

( 4 . 4 4 b )

( 4 . 4 4 c )

D l a  r ó ż n y c h  p r z y p a d k ó w  u s y t u o w a n i a  p u n k t ó w  n a  b r z e g a c h  0-  

t r z y m u j e m y  a n a l o g i c z n e  t a b l i c e  r o z k ł a d u  p r a w d o p o d o b i e ń s t w  r u 

c h ó w  c z ą s t e c z k i .

P o  u s t a l e n i u  r o z k ł a d ó w  p r a w d o p o d o b i e ń s t w  r u c h ó w  c z ą s t e c z k i  

d a l s z a  r e a l i z a c j a  o b l i c z e ń  d r o g ą  m o d e l o w a n i a  p r o b a b i l i s t y c z n e 

g o ,  t r z e c i e g o  z a g a d n i e n i a  b r z e g o w e g o ,  p r z e b i e g a  a n a l o g i c z n i e  

j a k  w  p r z y p a d k u  o p i s a n y m  w  u s t .  4 . 1 .
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W a r t o ś c i  t e m p e r a t u r  w  p u n k c i e  P ffl i  m o m e n c i e  T -  B A T  

w y z n a c z y ć  n a l e ż y  z e  w z o r u  ( 4 . 2 2 ) .  Z g o d n i e  z  w a r u n k i e m  ( 4 . 3 9 )  

k r o k  r ó ż n i c o w y  c z a s o w y  w y n o s i :

a  (4 V 4M 'J (4 - ^ >

4 . 4 .  Z a g a d n i e n i e  k o n t a k t o w e  z  i d e a l n y m  s t y k i e m  

R o z p a t r z m y  n i e s t a c j o n a r n e  z a g a d n i e n i e  k o n t a k t o w e  z  i d e a l n y m  

s t y k i e m  d l a  o b s z a r u  £2 s k ł a d a j ą c e g o  s i ę  z  d w u  p o d o b s z a r ó w  £ 2 ^ ,

£ 2 2  ( r y s .  5 )  o  w s p ó ł c z y n n i k a c h  c h a r a k t e r y z u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i  

f i z y c z n e  o ś r o d k ó w  c p 1 ,  o r a z  c p 2 » y 2 » ^ 2 *  P o s z u k i w a "

n e  s ą  d w i e  f u n k c j e  ( x , y  , t )  i  ( i . y . r )  s p e ł n i a j ą c e  o d p o 

w i e d n i o  w e w n ą t r z  o b s z a r ó w  £2.^ i £ 2 g  r ó w n a n i e :

0 2 ^ k  ,
ś r * ^ r ! l F  t k = 1 ' 2 ) ( ł -ł 6 )

w arunki początkow e, na wspólnym brzegu w arunki brzegowe:

( x , y , r )  =  ( x , y , r ) ( 4 . 4 7 )

*■1 Vn = k 2 "77n ( 4 . 4 8 )

d l a  P ( x , y )  =  r h 1 _ 2

o r a z  o d p o w i e d n i e  w a r u n k i  n a  p o z o s t a ł y c h  b r z e g a c h .

O b e z a r  £ 2  d z i e l i m y  p r z y  p o m o c y  s i a t k i  k w a d r a t o w e j  w  s p o s ó b  

o p i s a n y  w  u s t .  2 . 4 . . R ó w n a n i a  r ó ż n i c o w e  d l a  p o s z c z e g ó l n y c h  w ę 

z ł ó w  s i a t k i  p o d z i a ł u  o t r z y m u j e m y  z  b i l a n s ó w  e l e m e n t a r n y c h .  O l a  

w ę z ł ó w  n i e  l e ż ą c y c h  n a  w s p ó l n y m  b r z e g u ,  o b o w i ą z u j ą  r ó w n a n i a  

p o d a n e  p o w y ż e j .
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B i l a n s  c i e p l n y  d l a  w ę z ł ó w  l e ż ą c y c h  n a  l i n i i  k o n t a k t u  o k r e 

ś l a  r ó w n a n i e :

2 __

=  ^ c p 1  +  c p 2 ^ 2}  1  ^ ^ 1 - 2 i m , n  “  ^ 1 - 2 ; m , n ^  ( 4 . 4 9 )

g d z i e :

^  ^ =  m +  1 , n ;  m , n  + 1 ;  m -  1 , n ;  m , n  -  1 ,

a Ą j a k  w  r ó w n a n i u  ( 2 . 33 ) .
f  J

Z  r ó w n a n i a  b i l a n s u  o t r z y m u j e m y  z w i ą z e k  o k r e ś l a j ą c y  ■&] 2- w  n *  

z  k t ó r e g o  w y n i k a  m o d e l  p r o b a b i l i s t y c z n y .

W p r z y p a d k u  s z c z e g ó l n y m  d l a  p u n k t u  A  ( r y s .  5 )  o t r z y m u j e m y  

r ó w n a n i e  b i l a n s u :

~ ■ . h A v  +

x

0 0  ^  ^
1 - 2 j m - 1 . n  ~  1 - 2 ; m , n  h A T  +  x  l i B i . f t d „ ~ . b = S M U a -5  h A T  +  X.2 . Ł a . ł i s — --- ----------h A T =

S k ą d  o t r z y m u j e m y :

(,.50)
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S k ą d  o t r z y m u j e m y :

+ (* i?0- ~  4 ) ^ _ 2 łB #n ( 4 . 5 1 )

g d z i e :

(A.̂  + X.2)A^

^ Gp 1  ^ 1  +  c p 2  ^ 2}  ^

D l a  r o z p a t r y w a n e g o  w ę z ł a  w a r u n e k  z b i e ż n o ś c i  o k r e ś l a  n i e r ó w n o ś ć

W y b ó r  A Z  w i n i e n  b y ć  d o k o n a n y  z  u w z g l ę d n i e n i e m  w a r u n k u  ( 4 . 5 2 )  

o r a z  o d p o w i e d n i c h  w a r u n k ó w  d l a  p o z o s t a ł y c h  w ę z ł ó w .

P o  o k r e ś l e n i u  w a r t o ś c i  A r » z  r ó w n a n i a  ( 4 . 5 1 )  w y n i k a  r o z k ł a d  

p r a w d o p o d o b i e ń s t w  r u c h ó w  b ł ę d n y c h  c z ą s t e c z k i  d l a  w ę z ł ó w  t y p u  

A  p o ł o ż o n y c h  n a  w s p ó l n y m  b r z e g u .

D a l s z a  r e a l i z a c j a  o b l i c z e ń  p r z e b i e g a  j a k  w  p r z y p a d k u  o p i s a 

n y m  w  u s t .  4 . 1 .

1-2
( 4 . 5 2 )
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D la p o łą c z e n ia  kontaktow ego z oparem cieplnym  obow iązują 
z am ias t rów nania (4 . 47 ) w arunki:

Zagadnienie kontaktowe z oporem cienln-cm stryku

d la  P (x ,y )  e r Ł 1_2 .

Wprowadzając geom etryczny model siatkow y badanego obszaru  
a n a lo g ic z n ie  ja k  w przypadku opisanym w u s t .  2 .5  ( r y s .  6 ) ,  
otrzymujemy d la  o to c z e n ia  na leżąceg o  do punktu ze z b io ru  
1 h1  rów nanie elem entarnego b i la n s u  c iep ln eg o :

=  5  [ ^ 2  U » 7 » ?r) -  Ą < * . * , * ) ]  ( 4 . 5 3 a )

2  X, A l u !

i » j  = m + 1 ,n ;  m,n + 1 ;  m -  1 fn ; 
p o z o s ta łe  ozn aczen ia  ja k  w (2 .3 8 ) .

Z rów nania b i la n s u  otrzymujemy:

( 4 . 5 4 )

® -  1 ,n ;  m,n -  1 .

s,l»,n-1
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gdzie:

m,n -  Si
i , j  '

; a . P h 
 ̂ ^ m ,n ^ l’

m,n

Fo, =

Fo1 r m.n h 
Hm,n

a-Ar

Warunkiem z b ie ż n o śc i ro zw iązan ia  j e s t :

s_ _ >  O m,n ^ (4 .5 6 )

Rozkład praw dopodobieństw  ruchów b łędnych  c z ą s te c z k i o k re ś la  
t a b l ic a :

P r = m-1 ,c s. i sm,n m,n

°m , o—"1

m+1 ,n ( 4 . 5 7 )

Krok różnicowy czasowy n a le ż y  dobrać w te n  sposób , by s p e ł
niony b y ł warunek (4 .5 S ) o raz  odpowiednie w arunki rów nocześnie 
d la  w szy stk ich  punktów obszaru  SI .

D alszy p rz e b ie g  r e a l i z a c j i  o b lic z e ń  drogą modelowania ruchów 
błędnych c z ą s te c z k i  n ie  u leg a  zm ian ie .

4 .6 .  Różnorodne w arunki brzegowe

Powyżej ro zp a trzo n o  zasadn iczo  jednorodne w arunki brzegowe. 
Przy różnorodnych warunkach brzegowych obow iązują rów nież ana
lo g ic z n e  aasady ro zw iąz an ia  zag ad n ien ia  n ie u s ta lo n e g o  przewo
d zen ia  c ie p ła  oraz podstawowy wzór (4 .2 2 ) .  Przy wyborze kroku
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r ó ż n i c o w e g o  A Z " n a l e ż y  s i ę  k i e r o w a ć  s p e ł n i e n i e m  w a r u n k ó w  z b i e ż 

n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  d l a  w s z y s t k i c h  p u n k t ó w  w ę z ł o w y c h  b a d a n e g o  

o b s z a r u .

R o z w a ż a n i a  d o t y c z ą c e  z a g a d n i e ń  n i e u s t a l o n e g o  p r z e w o d z e n i a  

c i e p ł a  o g r a n i c z o n o  d o  p r z y p a d k ó w  p o d s t a w o w y c h  t j .  m a t e r i a ł ó w  

j e d n o r o d n y c h ,  i z o t r o p o w y c h  o r a z  d o  z a g a d n i e ń  b e z  w e w n ę t r z n y c h  

ź r ó d e ł  c i e p ł a .

O p i s a n a  m e t o d a  m o d e l o w a n i a  p r o b a b i l i s t y c z n e g o  m o ż e  b y ć  s t o 

s o w a n a  r ó w n i e ż  d o  z a g a d n i e ń  n i e u s t a l o n e g o  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a  

w  o ś r o d k a c h  s t a ł y c h  n i e j e d n o r o d n y c h  l u b  a n i z o t r o p o w y c h ,  a  t a k 

ż e  p r o b l e m ó w  z  w e w n ę t r z n y m i  ź r ó d ł a m i  c i e p ł a .

W o p a r c i u  o p r z e p r o w a d z o n e  w  r o z d z i ł a c h  2  i  3  s z c z e g ó ł o w e  

r o z w a ż a n i a  d o t y c z ą c e  z a g a d n i e ń  s t a c j o n a r n y c h  o r a z  m o d e l e  d l a  

z a g a d n i e n i a  n i e s t a c j o n a r n e g o  o k r e ś l o n e  p o w y ż e j ,  m o ż n a  w y p r o w a 

d z i ć  z a l e ż n o ś c i  d o t y c z ą c e  p o s z c z e g ó l n y c h  b a d a n y c h  p r z y p a d k ó w .

5 . PROBLEMY OBLICZENIOWE

P rzeprow adzen ie o b lic z e ń  za pomocą metody Monte C arlo  j e s t  
p ra k ty c z n ie  możliwe w yłączn ie  drogą w yko rzy stan ia  e le k tro n o 
wych maszyn cyfrow ych. W c e lu  o trzym ania szczególnego  rozw ią
z a n ia  w p o s ta c i  je d n e j w a r to śc i poszukiw anej f u n k c j i ,  z do
k ła d n o śc ią  wymaganą w zasto sow an iach  te c h n ic z n y c h , na leży  p rz e 
prow adzić modelowanie b łędnych  ruchów c z ą s te c z k i w i l o ś c i  r z ę 
du k i lk u d z ie s ię c iu  ty s ię c y .  Z astosow anie e lek tro n o w ej maszyny 
cyfrow ej pozw ala na wykonanie tego  zad an ia  p r z e c ię tn ie  w cza
s i e  k i lk u  m inut (przy zasto so w an iu  m ałej maszyny c y fro w e j) . 
W yznaczenie ro z w ią z a n ia  d la  z e sp o łu  punktów -  d la  ca łego  zada
nia» może być wykonane w c iąg u  k i lk u  lu b  k ilk u n a s tu  godzin .

P rzeprow adzen ie o b lic z e ń  przy  pomocy konw encjonalnych 
( '’ręcz n y ch ” ) środków trw ałoby p rz y p u sz c z a ln ie  ty s ią c e  godzin 
i  p ra k ty c z n ie  n ie  może być b rane  pod uwagę.
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K orzyści p łynące z zasto sow an ia  metody Monte C arlo  do z a -  
gadn ień  przew odzenia c i e p ła ,  w d u że j m ierze s ą  u za leżn io n e  od 
w łaściw ego ro zw iązan ia  problemów ubocznych związanych z p ro 
gramowaniem i  r e a l i z a c j ą  o b lic z e ń . Program w inien  być opraco
wany w te n  sposób , by możliwe b y ło  uzyskan ie  wyników z pożądaną 
d o k ła d n o śc ią  w m ożliw ie na jk ró tszym  c z a s ie .  Związane j e s t  to  z 
obniżeniem  kosztów  r e a l i z a c j i  o b lic z e ń  na m aszynie cy fro w ej. 
Równocześnie n a leży  dążyć do u n iw e rsa ln o śc i program u, pozw ala
ją c e j  na jego  w ie lo k ro tn e  w ykorzystan ie  do podobnych zagadnień .

Aczkolwiek o p ty m a lizac ja  p rocesu  rozw iązyw ania p o szczegó l
nych zagadnień  za leży  od ic h  indyw idualnych cech , zwrócimy 
uwagę na n a j i s to tn i e j s z e  problemy programowania i  r e a l i z a c j i  
o b lic z e ń  p rzy  pomocy metody Monte C a rlo .

5 .1 .  Generowanie l i c z b  lęgowych

P rz e b ie g  modelowania rućhów b łędnych  c z ą s te c z k i  na maszynie 
cyfrow ej uza leżn io n y  j e s t  od c ią g u  l i c z b  losow ych. Program 
r e a l iz u ją c y  modelowanie przed  odtworzeniem pojedynczego ruchu, 
odwołuje s i ę  do ź ró d ła  l i c z b  losow ych. D latego  is to tn y m  zagad
n ieniem  j e s t  w łączen ie  do programu odpowiedniego ź ró d ła  l ic z b  
losow ych. Można wskazać trz y  podstawowe sposoby rozw iązan ia  
tego  zag a d n ien ia  [5>21].

N ajprostszym  fo rm a ln ie  rozw iązaniem  j e s t  wprowadzenie do 
pam ięci maszyny t a b l i c  l i c z b  losowych o ro z k ła d z ie  równomier
nym. P ra k ty c z n ie  ze względu na małe pojem ności pam ięci opera
c y jn e j maszyn sposób te n  n ie  z n a la z ł  zasto so w an ia .

D rugi sposób otrzymywania l i c z b  losowych o ro z k ła d z ie  rów
nomiernym p o leg a  na w łączen iu  do uk ładu  e le k tro n ic z n e g o  maszy
ny cyfrow ej u rz ą d z e n ia  stanow iącego n a d a jn ik  l i c z b  losowych. 
N adajn ik  tworzy c ią g  l i c z b  losowych p rz e tw a rz a ją c  na lic z b y  lo 
sowe z jaw isk a  f iz y c z n e ,n p . szumy lamp elek tronow ych , prom ienio
wanie ź ró d e ł rad ioaktyw nych i  n a s tę p n ie  lic z b y  p rz e s y ła  do pa
m ięci o p e ra c y jn e j maszyny. Sposób ten , k tó ry  z r e s z tą  p o siad a  
rów nież s z e re g  cech ujem nych, wymaga stosow an ia  sp e c ja ln y c h  ma
szyn , wyposażonych w odpowiednie n a d a jn ik i .
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N a jc z ę ś c ie j  stosowanym sposobem , sz c z e g ó ln ie  przy  r e a l i z a 
c j i  o b lic z e ń  na maszynach cyfrow ych ogólnego p rz e z n a c z e n ia , 
j e s t  z a s tą p ie n ie  c ią g u  l i c z b  losowych ciąg iem  l i c z b  pseudo- 
losowych ( lu b  kw azilosow ych) uzyskiw anych programowo.

Liczby pseudolosow e o ro z k ła d z ie  równomiernym s ą  tworzone 
p ray  pomocy odpowiednio przystosow anego program u zwanego ge
n era to rem  l i c z b  losow ych. Podstaw ą programu j e s t  zw iązek r e -  
k u ren cy jn y , k tó ry  wyznacza k o le jn ą  l i c z b ę  losow ą Lj w z a le ż 
n o śc i od je d n e j lu b  k i lk u  l i c z b  p o p rzedzających  L . ^ , L^_2 
. . . ,  Lj^jj* Tak utworzony c ią g  l i c z b  w in ien  s p e łn ia ć  k r y te r i a  
s ta ty s ty c z n e  równomiernego ro z k ła d u .

Przy wykonywaniu o b lic z e ń  na m aszynie ZAM2 zastosow ano ge
n e r a to r  l i c z b  pseudolosow ych o ro z k ła d z ie  równomiernym na od
cin k u  [0 , 1 ) op isany w [1 5]  i  nazwany generatorem  BNB.

Liczby losowe wyznaczone s ą  przy pomocy wzoru re k u re n c y j-  
nego

L± = [ ( 2 55 . Li _1 .C)mod 235+p]  . 2”35 (5 . 1 )

g d z ie :

C -  s t a ł a  (w o b lic z e n ia c h  numerycznych przykładów  p rz y ję to  
0 = 0 ,3 7 6 .1 2 8 .1 7 1 .3 ) ,

p -  l i c z b a  c a łk o w ita , z a le ż n a  od s k a l i  o b liczeń  na maszy
n ie  cy fro w ej.

W artość Lq można p rz y ją ć  dow oln ie . (F rz y ję to  L0 = 1 ) .

Według danych zam ieszczonych w [ 13]  czas generow ania je d n e j 
l ic z b y  pseudolosow ej na m aszynie ZAM2 wynosi około 5 ms.

5 .2 .  D okładność o b lic z e ń

Przy rozw iązyw aniu zagadnień  przew odzenia c ie p ła  metodą 
Monte C a r lo , otrzym ane w yniki w ogólnym przypadku p o s ia d a ją  
o d ch y len ia  od w a r to ś c i d o k ła d n e j.
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Na dokładność wyniku końcowego wpływają dwa typy odchyłek: 
b łąd  metody różn icow ej ( 5 ^ )  i  b łąd  modelowania p ro b a b i l is ty c z 
nego ( c5MC) .  S tąd  b łąd  ro zw iązan ia

c5 <  (5^ + óMC (5 .2 )

W praktycznym  stosow an iu  metod numerycznych do złożonych 
zagadnień bardzo  rzadko można o k re ś l ić  b łąd  obliczeniow y na 
podstaw ie teo re ty czn eg o  wzoru. C zęsto  jednak dokładność skom
plikow anych o b lic z e ń  można oszacować na podstaw ie u zu p e łn ia 
ją c e j  a n a l iz y .  Podstaw ą t a k ie j  a n a liz y  może być porównanie wy
ników o b liczeń  p rzy b liżo n y ch  z wynikami dokładnymi uzyskanymi 
d la  zagadnień  p o s iad a jący ch  znane a n a lity c z n e  ro z w ią z a n ia , lub  
z wynikami uzyskanymi innymi metodami p rzy b liżo n y m i, a lbo  z 
wynikami pomiarów eksperym entalnych .

Błąd metody różn icow ej -< 5 ^ , pow staje  na sk u tek  z a s tą p ie n ia  
obszaru  rzeczy w isteg o  obszarem siatkowym oraz f u n k c j i  c i ą g łe j  
-  fu n k c ją  zmienną skokowo, a więc pochodnych cząstkowych -  
ilo ra z a m i ró ż n ic  skończonych. Jak  wiadomo, b łąd  ten  zm niejsza 
s i ę  wraz z zm niejszaniem  kroków różnicow ych -  p rzes trzen n eg o  
h i  czasowegozir[2,4Q.

Ś c iś łe  oszacow anie b łęd u  metody Monje C arlo  -  n ie  j e s t
nawet te o re ty c z n ie  m ożliw e. Przeprowadzone oszacow anie s t a t y 
s ty czn e  zapewnić może uzyskan ie  pożądanej dok ład n o śc i z pewnym 
prawdopodobieństwem .

W [21J .p rz y ję to  p<j = 0 ,997  i  oszacowano b łąd  rozw iązan ia  
d la  zag a d n ien ia  D ir ic h le ta  przy pomocy n ierów ności

(5 .3 )

g d z ie :
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gdzie:
mas: iK x ,y )  -  maksymalne w a r to śc i poszukiw anej fu n k c j i  iK x ,y ) 

w badanym o b sz a rz e ,

-  i l o ś ć  m o d e l o w a n y c h  s e r i i  r u c h ó w  b ł ę d n y c h .

P rzy to czo n e  w [21J sposoby oszacow ania b łę d u  prowadzące do 
n ie ró w n o śc i ( 5 .? )  w yraźnie zaw yżają ocenę o d c h y łk i. Z w ró c ili 
na to  uwagę lam idow icz i  Maron C3j»

Porów nanie re z u l ta tó w  obliczeń, metodą Monte C arło  sze reg u  
zadań z d z ied z in y  yizew odzenia c i e p ła ,  z wynikami uzyskanymi 
innym i metodami w skazu je , że w z a k re s ie  zadań o b ję ty c h  porów
naniem ocena dokonana wzorem (5*3) j e s t  co na jm n ie j k i lk a k r o t 
n ie  zawyżona ( d z ie s i ę c io k r o tn ie ! ) .

Ze w zględu na tru d n o śc i w teoretycznym  u s ta le n iu  przew idy
wanego b łę d u  wyników, n a leży  w omawianym przypadku szacować 
odchyłkę na podstaw ie  a n a liz y  u z u p e łn ia ją c e j .

W każdym r a z i e  s łu szn y  j e s t  w niosek w ynikający z (5 * 3 ), 
s tw ie rd z a ją c y , że:

« H C - p r  ( 5 - 4 )

Błąd o b lic z e ń  j e s t  odw rotn ie p ro p o rc jo n a ln y  do p ie rw ia s tk a  
z i l o ś c i  modelowanych s e r i i  ruchów b łędnych .

Przy wyborze w łaśc iw ej lic z b y  d la  określonego  zad an ia
i  pożądanej d o k ład n o śc i na leży  ek sp ery m en ta ln ie  badać wpływ 
w zro s tu  na uzyskiwane w to k u  o b lic z e ń  w yn ik i. J e ż e l i  d la
k i lk u  punktów w badanym o b sz a rz e , ró ż n ic e  w a r to śc i wyników 
uzyskanych przy  i  6" ( < 3 ^ nP* ^  = 2 ®k  ̂ n^e
p rz e k ra c z a ją  dopuszczalnego b łę d u , to  można przeprow adzić 
o b lic z e n ie  d la  w szy stk ich  badanych punktów przy 0-^ =

P o n i e w a ż  r o z w a ż a n i a  p o w y ż s z e  p r z e p r o w a d z o n o  p r z y  z a ł o ż e 

n i u  r ó w n o m i e r n e g o  r o z k ł a d u  p r a w d o p o d o b i e ń s t w ,  p r z y  p r z e p r o w a 

d z e n i u  o b l i c z e ń  i  w y b o r z e  <5^  n a l e ż y  z w r a c a ć  u w a g ę  b y  w y s t ę -
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p u jące  we wzorze (2 . 1 5 ) i  d a lszy ch  odpowiednich wzorach w arto 
ś c i  3> 1 . J e ż e l i  d la  pewnych punktów (lu b  podobszarów) z 
obszaru  o b ję teg o  a n a l iz ą  te n  warunek n ie  j e s t  sp e łn io n y , to  
na leży  zw iększyć p rzynajm n ie j d la  ty ch  punktów.

Z w iększenie i l o ś c i  s e r i i  modelowanych ruchów błędnych zwięk
sza  czas obliczeń, na maszynie cy fro w ej. Eównież zm n ie jszen ie  
h i  A T  prowadzące do zm n ie jszen ia  b łęd u  różnicowego <5^, po
woduje zw iększen ie  czasu  o b lic z e ń . O ko licznośc i te  n ie  wpływa
j ą  jednak na p racoch łonność czynności wykonywanych p rzez  ro z 
w iązującego z a d a n ie . U zyskanie odpow iedniej dok ład n o śc i j e s t  
zatem możliwe d z ię k i  zw iększen iu  czasu  o b lic z e ń  wykonywanych 
au tom atyczn ie (przy z a ło ż e n iu  r e a l i z a c j i  o b lic z e ń  na o k re ś lo 
n e j maszynie c y fro w e j) .

5 . 3 . AlK0r.7 tmizac.ia i programowanie obliczeń
R e a liz a c ja  ro zw iązan ia  zag ad n ien ia  przew odzenia c ie p ła  przy 

pomocy Metody Monte C arlo  na m aszynie cyfrow ej po lega  na symu
low aniu ruchów b łędnych c z ą s te c z k i .  C ząsteczka zn a jd u jąc a  s ię  
w punkcie P (x ,y )  może w na jo g ó ln ie jszy m  przypadku p rz e jś ć  
do jednego z c z te re c h  punktów s ą s ie d n ic h , p o zostać  w punkcie 
wyjściowym z m ożliw ością da lszeg o  dowolnego wyboru p r z e j ś c ia  
lu b  p o z o s ta n ia  w tym p u n k c ie , lu b  zatrzym ać s i ę  w punkcie 
P (x ,y )  na s t a ł e .

Wybór je d n e j z ty ch  s z e ś c iu  m ożliw ości w in ien  być u z a le ż 
niony od w ie lk o śc i lic z b y  losow ej k ie ru ją c e j  danym ruchem e le 
mentarnym.

J e ż e l i  praw dopodobieństw a wyboru je d n e j z ty c h  m ożliw ości
s ą  odpowiednio d la  danego punktu  Ps p ^ , p2 , P j ,  p^ , p ^ , p6 ,

6

< s  P ^ H  P ^  [0 , 1 ]) to  a lgory tm  modelowania ruchłów  błędnych 
może być n as tęp u jący  (w języku  ALGOL):

be g in  j f  L i<  p ^  th en  beg in  x: = x+1;



begin i f  <  p^2 then begin x: = x;
y: = y+1*
£2  t o  E

endi

i f  p y$  then begin x: = x - 1 ;
y : = y ;

£ 0  t o E  ( 5 . 5 )

end:

i f  Li < p ^ z ). then begin x: = y ;
y: = y - 1 ;

g o  t o  E

end»

i f  I<i <  P v  5 then begin x: = x ;
y: = 7»

go to  E
endi

k : = k +1; P P ’

E: end

We w zorach powyższych oznaczono:

P E 3 = Ś  P i

kp -  i l o ś ć  s e r i i  zakończonych w punkcie  P (x ,y )

W ie lk o śc i pŁ z a le ż ą  od p o ło ż e n ia  punktu  w badanym obsza
r z e .  D la tego  p rzed  przeprow adzeniem  porów nania według a lg o ry t
mu (5 .5 )  n a leży  o k r e ś l ić  w ie lk o śc i p± d la  danego punktu .

W ie lk o śc i p^ s ą  u za leżn io n e  p rzede w szystkim  od p o ło ż e n ia  
geom etrycznego punk tu  P , a  ponadto  od w łasn o śc i fizy c zn y ch  ma
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t e r i a ł u  oraz d la  punktów położonych na b rzegu  od warunków b rz e 
gowych.

Zw iązki ( 5 . 5 ) są  algorytmem podstawowym ważnym d la  w szyatk ich  
rozpatryw anych powyżej zagadn ień .

D la zagadnień  s ta c jo n a rn y c h  bez wewnętrznych ź ró d e ł c ie p ła  
algory tm  te n  n ie  wymaga zasadn iczo  żadnych u z u e p łn ie ń , a p ro 
gram powinien przewidywać możliwość r e a l i z a c j i  dow olnej żąda
n e j l ic z b y  s e r i i  ruchów. Przy czym s e r i a  po jedyncza kończy s i ę  
w momencie wykonania d z ia ła n ia :  ł^ :  = k^+1. Wyniki o b liczeń  
p o d a ją  w a r to śc i kp stanow iące podstawę do w yznaczenia poszu
kiw anej f u n k c j i  według wzoru (2 .1 5 ) .

Przy modelowaniu zagadn ień  s ta c jo n a rn y c h  z wewnętrznymi 
źród łam i c ie p ła  n a leży  ponadto przed  każdym ruchem pojedynczym 
re je s tro w a ć  p r z e j ś c ie  p rzez  dany punkt Q, t j .

k : = k +1 (5 .6 )
<ł <1

Wyniki o b lic z e ń  o k r e ś la ją  w a r to ś c i kp o raz  k^ stanow ią
ce podstawę do w yznaczenia poszukiw anej f u n k c j i  według wzoru 
(3 .1 4 ) .

W przypadku rozw iązyw ania zagadn ień  n ie s ta c jo n a rn y c h  bez 
wewnętrznych ź ró d e ł c ie p ła  na leży  modelować s e r ie  zaw ie ra jące  
ok reślo n e  i l o ś c i  s  ruchów b łędnych .

Dla w yznaczenia w a r to ś c i poszukiw anej f u n k c j i  w monencie T 
odpowiadającym s ,  według wzoru (4 .2 2 ) n a leży  re je s tro w a ć  
k -  i l o ś ć  s e r i i  zakończonych w punktach brzegowych P w c ią 
gu s ruchów lu b  w c iąg u  m n ie jsz e j i l o ś c i  ruchów, oraz kr  -  
i 7.ość s e r i i  przerw anych po wykonaniu s ruchów w punktach  R 
(z określonym warunkiem początkowym). W toku tych  o b liczeń  
rów nocześnie można wyznaczyć w a r to ś c i poszukiw anej fu n k c j i  w 
momentach t^ < V  którym odpow iadają i l o ś c i  s^ ruchów w s e r i i ,  
p rzez  r e j e s t r a c j ę  w a rto śc i kp^ oraz k ^ .

J e ż e l i  w pewnej g ru p ie  punktów brzegowych ok reślo n e  s ą  id e n 
tyczne w arunki brzegow e, to  d la  ty ch  punktów można w a rto śc i k^
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re je s tro w a ć  w sp ó ln ie . P odobn ie , w przypadku d z ia ła n ia  jednako
wych ź ró d e ł w g ru p ie  punktów można łą c z n ie  re je s tro w a ć  k^ , 
a  w zag ad n ien iach  n ie s ta c jo n a rn y c h  -  kr  d la  id en tycznych  wa
runków początkow ych. Pozw ala to  na u p ro szczen ie  programowania 
i  sk ró c e n ie  cza su  o b lic z e ń .

Przy u k ła d a n iu  programu n a leży  rów nież grupować punkty o 
jednakowych cechach  geom etrycznych oraz warunkach brzegow ych, 
co u ła tw ia  w yznaczanie w a r to śc i p^ n iezbędnych do r e a l i z a 
c j i  a lgo ry tm u  ( 5 .5 ) .

Ponadto  n a leży  dążyć do u ło ż e n ia  program u w te n  sposób , 
by w to k u  modelowania s e r i i  ruchów b łędnych  k o rzy s tać  ty lk o  
z pam ięci o p e ra c y jn e j maszyny. W ykorzystanie pam ięci pomoc, 
n ic z e j  powoduje w ie lk ro tn e  zw iększen ie  czasu  o b lic z e ń .

Wyniki o b lic z e ń  w edług opracowanego program u powinny p rz e 
de w szystkim  zaw ierać  s ta ty s ty k ę  przeprow adzonego modelowania 
ruchów b łęd n y ch , t j .  w a r to śc i kp , k ^ , kr .

W yznaczenie w a r to śc i poszukiw anej f u n k c j i  na podstaw ie 
szczegółow ych warunków g ran iczn y ch  przy pomocy wzoru (2 .1 5 ) 
lu b  an a lo g iczn y ch  d a lsz y c h  wzorów, j e s t  nieskom plikow ane i  mo- 
2e być u ję te  w osobnym p rog ram ie .

Otrzymane w wyniku o b lic z e ń  w a r to śc i kp , k ^ , kr  pozw ala
j ą  p rzeprow adzić  a n a l iz ę  popraw ności modelowania i  ocenę do
k ła d n o śc i w edług zasad wyżej op isanych .

W p rz y p isa c h  podano schematy blokowe przykładowych p ro g ra 
mów. W p rz y k ła d z ie  1 program przeprow adza modelowanie w ob
sz a rz e  posiadającym  g ra n ic e  o c h a ra k te rz e  n ie reg u la rn y m . Każ
dy punkt teg o  o b szaru  wymaga in d y w id u a ln e j a n a l iz y  w toku  mo
d e low an ia . W p rz y k ła d z ie  2 g ra n ic e  obszaru  s ą  l in ia m i prosty-^ ' 
m i, co pozw ala na ugrupowanie punktów o w spólnych cechach  i  
zn aczn ie  u ła tw ia  program ow anie. P rzy k ład  3 o p is u je  modelowa
n ie  za g a d n ie n ia  n ie s ta c jo n a rn e g o .

Program oprócz elementów is to tn y c h  do ro zw iązan ia  w łaściw e
go problem u pow inien zaw ie rać , zgodnie z o g ó ln ie  p rzy ję ty m i 
przy  programowaniu zasadam i, te s ty  k o n tro ln e  sp raw dzające po
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prawność wprowadzonych danych w ejściow ych i  poprawność r e a l i 
zowanych o b lic z e ń .

5 .4 .  Uwagi końcowe

O pisane powyżej w ro z d z ia ła c h  2 , 3 i  4  modele p r o b a b i l i 
s ty czn e  um ożliw ia ją  p rzy b liżo n e  rozw iązan ie  podstawowych zadań 
związanych z określen iem  ro z k ła d u  tem p era tu r w c ia ła c h  s ta ły c h .

W porów naniu z innymi metodami p rzy b liżo n y m i, p rzedstaw iona  
metoda w yróżnia s i ę  szereg iem  is to tn y c h  z a l e t ;

Metoda Monte C arlo  pozw ala na o b lic z a n ie  tem pera tu r w p o je 
dynczych, dow olnie wybranych punk tach . N atom iast w k lasycznych  
m etodach różnicow ych wymagane j e s t  równoczesne rozw iązyw anie 
ca łego  problem u, t j .  o b lic z a n ie  tem peratu ry  we w szystk ich  punk
ta c h  rozpatryw anego o b szaru .

I lo ś ć  d z ia ła ń  rachunkowych wykonywanych w toku  o b liczeń  
j e s t  p ro p o rc jo n a ln a  do wymiaru o b sza ru , p rzez  co czas o b liczeń  
d la  zagadnień wielowymiarowych w zra s ta  lin io w o . W klasycznych  
m etodach różnicow ych i l o ś ć  d z ia ła ń  oraz czas o b liczeń  przy za
gadn ien iach  wielowymiarowych ro ś n ie  w ykładniczo .

Otrzymane ro zw iązan ia  p o s ia d a ją  w w ie lu  przypadkach charak 
t e r  rozw iązań podstawowych problem u. Umożliwia to  wyznaczenie 
rozw iązań  szczegółow ych odpow iadających różnym warunkom g ra
nicznym , a  ta k że  przeprow adzenie a n a liz y  wpływu warunków g ra 
n icznych .

Modelowanie p ro b a b il is ty c z n e  przeprow adzane j e s t  przy uży
c iu  u n iw ersa lnych  maszyn cyfrow ych. Ze względu na możliwość 
a n a l iz y  pojedynczych punktów o b sza ru , o b lic z e n ia  mogą być wy
konywane na małych maszynach cyfrowych wyposażonych w stosunko
wo małą pam ięć o p erac y jn ą . N atom iast rozw iązyw anie zagadnień

metodami a n a lo g i i  f iz y c z n e j  wymaga u ży c ia  maszyn analogowych 
lu b  m odeli f izy c zn y ch  o c h a ra k te rz e  sp e c ja lis ty c z n y m .

Programowanie o b lic z e ń  metodą Monte C arlo  j e s t  bardzo ł a t 
we, a d la  zagadnień typowych może być w znacznym s to p n iu  zau
tomatyzowane.

75



Jako wady metody Monte C arlo  n a leży  wskazać d łu g o trw a ło ść  
o b lic z e ń  n iezb ęd n ą  d la  przypadków wymagających d u że j dok ład
n o śc i o raz  tru d n o ś c i  zw iązane z oszacowaniem b łę d u  wyników. 
P ierw sza z ty c h  wad może być zniwelowana drogą zastosow an ia  
maszyn cyfrow ych o d u że j p rę d k o śc i d z ia ła n ia ,  drugą z a ś  -  
n a leży  elim inow ać p o śred n io  p rzez  a n a l iz ę  u z u p e łn ia ją c ą  o - 
trzym anych wyników.

W p rak ty czn y ch  zag ad n ien iach  przew odzenia c i e p ł a  wyboru 
w łaściw ego sposobu ro zw iąz an ia  problem u n a leży  dokonać po 
p rzeprow adzen iu  oceny wad i  z a l e t  sze reg u  znanych m etod. N ie
w ą tp liw ie  d la  pewnych zagadn ień  metoda Monte C arlo  może oka- 
z *.ć s i ę  n a jo d p o w ie d n ie jsz ą .

Przy rozw iązyw aniu  zagadn ień  przew odzenia c i e p ła  w ystępu
ją cy ch  przy  p ro jek to w a n iu  tu rb in  c ie p ln y c h  można w ykorzystać 
srsereg z a l e t  m etody. Elementy tu rb in  c ie p ln y c h  p o s ia d a ją  
przew ażnie n ie re g u la rn e  k s z t a ł t y .  Warunki wymiany c ie p ła  w 
poszczegó lnych  c z ę śc ia c h  elementów s ą  zm ienne. P ra k ty c z n ie  
un iem ożliw ia  to  ś c i s ł e  a n a l i ty c z n e  ro zw iąz an ie  rozpatryw a
nych zadań.

Z astosow anie metody Monte C arlo  pozwala na p rz y b liż o n e  
ro zw iąz an ie  z a g a d n ie n ia , p rzy  czym c z ę s to  w y s ta rc z a ją c e  j e s t  
w yznaczenie tem p era tu r w ty c h  punktach  badanych elementów, 
w k tó ry ch  w y stęp u ją  ek s trem aln e  te m p e ra tu ry .

Uzyskane przy  pomocy metody Monte C arlo  ro zw iąz an ia  pod
stawowe u m o ż liw ia ją  p rzeprow adzen ie a n a liz y  wpływu warunków 
g ran iczn y ch  na ro z k ła d  te m p e ra tu r . Problemy tego  typu  w ystę
p u ją  bardzo  c z ę s to  przy  p ro jek to w an iu  elementów tu rb in  c i e p l 
nych p racu jący ch  przy wysokich tem p era tu rach  [8 , 10 , 16 , 22]. 
P rzy tyra wymagana dokładność wyników d la  ty ch  zagadnień j e s t  
w zględn ie mała (rzęd u  1 ...2 % ) a  więc czas  o b lic z e ń  na maszy
n ie  cy frow ej j e s t  rów nież m ały.

P rzygotow anie do ro zw iąz an ia  metodą Monte C arlo  zagadn ień  
p rzew odzenia c i e p ła  j e s t  stosunkowo ła tw e . P rzy u ży c iu  na
w et małych maszyn cyfrow ych otrzym ać można szybko w yniki z

76



d o k ład n o śc ią  w y s ta rc z a ją c ą  w p rak ty c e  in ż y n ie r s k ie j .  Pozwala 
to  p rzy p u szczać , że metoda Monte C arlo  z n a jd z ie  sz e ro k ie  za
stosow an ie  w o b lic z e n ia c h  projektow anych u rządzeń  c ie p ln y c h .

6 . PBZIPISY

6 .1 .  P rzy k ład  ro zw iązan ia  zag ad n ien ia  u s ta lo n eg o  przewo
d zen ia  c ie p ła :  P o le  tem p era tu r w p rzekro .iu  p op rzecz
nym ch łodzonej ło p a tk i  tu rb in ?  gazowej

Model p ro b a b il is ty c z n y  opisany  w u s t .  2 » J . zastosowano do 
w yznaczenia ro z k ła d u  tem p era tu r w p rz e k ro ju  poprzecznym ło p a t
k i  tu rb in y  gazow ej, ch łodzonej wodą. Przeprowadzone p o n iż e j 
o b lic z e n ia  szczegółow e o p arto  na danych liczbow ych zam ieszczo
nych w [8 ] .  (C yt. wg E16]) .

P rz e k ró j poprzeczny ło p a tk i  przedstaw iono  na r y s .  8 . W ca
łym p rz e k ro ju  założono niezm ienny w spółczynnik przew odzenia 
c ie p ła  k . T em peratura czynn ika  chłodzącego kanały  wewnętrz
ne: t w . W spółczynnik w n ikan ia  c ie p ła  do czynnika ch łodzącego: 
ocw. T em peratura czynnika roboczego: t z . W spółczynnik wnika
n ia  c ie p ła  oc'z j e s t  zmienny wzdłuż tw o rzące j ło p a tk i .

Warunki brzegowe o k r e ś la ją  rów nania:

Obszar rzeczy w isty  p o la  p rz e k ro ju  zas tą p io n o  obszarem s i a t 
kowym o wymiarze liniowym komórki e lem en ta rn e j h . D la punktów 
węzłowych brzegowych zew nętrznych o k reślono :

k  —~—  = cc (x ,y )  ( t  - (6.1)

( t  -  tf) w wOn
(6.2 )

(6 .3 )
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Dla punktów węzłowych brzegowych wewnętrznych;

S n ,u  = ^w (6.4)

Modelowanie ruchów błędnych  winno odbywać s ię  według n a s tę 
pu jących  zasad j

W przypadku p o ło ż en ia  c z ą s te c z k i  w punkcie węzłowym wew
nętrznym  -  według schem atu rów nania (2 .1 2 ) .

D la punktów węzłowych brzegowych położonych przy ś c ia n ie  
p ła s k i e j  " d o ln e j"  -  według ta b l ic y  (2 ,2 6 a ) . W przypadku śc ian y  
p ła s k i e j  "p raw e j" , "g ó rn e j"  i  " lew e j"  p rzez  k o le jn e  obroty  t a 
b lic y  (2 .2 6 a ) w k ie ru n k u  dodatkim  o 9 0 ° , otrzymujemy w łaściw e 
ta b l ic e  ruchów c z ą s te c z k i .

D la punktów węzłowych w narożu  wewnętrznym, prawym dolnym" 
obow iązuje t a b l i c a  (2 .2 6 b ) , z k tó r e j  p rzez  c y k liczn e  p r z e s ta 
w ien ie  elementów otrzym uje s i ę  t a b l ic e  d la  p o zo s ta ły ch  trz e c h
przypadków
dolnego” .

"prawego górnego", "lewego górnego" i  "lewego

fa n t )

f o l ) ’ f o r , )

Crs ri)

Bys. 9 . Schemat ruchów czą 
s te c z k i

D la punktów węzłowych w na
ro żu  zewnętrznym "prawym d o l
nym" ruchy c z ą s te c z k i winny 
odbywać s ię  wg ta b l ic y  (2 .2 6 c ) 
z k tó r e j  otrzym ać można t a b l i 
ce d la  p o zo s ta ły ch  t r z e c h  mo
żliw ych po łożeń .

Ogólny schem at ruchów czą 
s te c z k i  przedstaw iono  na r y s . 9 . 
C ząsteczka wykonuje ruch  lub  
p o z o s ta je  na b rzegu  w za leżn o 
ś c i  od w ie lk o śc i k o le jn o  uzy
skiwanych l ic z b  losow ych.

W ielkości ^  wyznaczyć 
na leży  zgodnie z ta b lic a m i 
(2 .1 2 ) i  (2 .2 6 ) w z a le ż n o śc i
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o d  p o ł o ż e n i a  p u n k t u  o r a z  l i c z b y  B i .  W i e l k o ś c i  r ±  o k r e ś l a j ą  

n a s t ę p u j ą c e  z w i ą z k i :

1
Z

2  P j ł B 1  
j = 1

p d
X i  =  4l=_!---------------------- i  =  1 , 2 , 3 , 4  ( 6 . 5 )

_ h
g d z i e :  B i  =   * S   ( 6 . 5 a )

W z a l e ż n o ś c i  o d  p o ł o ż e n i a  p u n k t u ,  e l e m e n t y  m a c i e r z y  M s
s

5  | P - i » P 2 * P j ł  P ^ l  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

D l a  p u n k t ó w  w ę z ł o w y c h  w e w n ę t r z n y c h :

M0 = |1,1,1,1| (6.6)

D l a  p u n k t ó w  p r z y  ś c i a n i e  p ł a s k i e j :

-  d o l n e j

M1 = | I » 1 »!*0 ! <6 *7a)

-  p r a w e o

-  g ó r n e j

-  l e w e j

M3  =  I 1 ( 6 . 7 c )

M4  =  I ( 6 . 7 d J

D l a  p u n k t ó w  w  n a r o ż u  w e w n ę t r z n y m :

-  p r a w y m  d o l n y m

M5  =  I ( 6 . S a )
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-  prawym górnym

M6 = I (6 .8 b )

-  lewym górnym

M7 = \i>0,oĄ\ (6 .8 c )

-  lewym dolnym

M8 = | (6 .8 d )

Dla punktów w n arożu  zewnętrznym

-  prawym dolnym

-  prawym górnym

-  lewym górnym

-  lewym dolnym

M9 = (6 .9 a )

M10 = I |  (6 .9 b )

M11 = 11 Ą Ą ’1 | (6 .9 c )

J12 = 11 »1 Ą Ą  I (6 .9 d )

W przypadku punktów brzegowych Bi na leży  wyznaczać ze wzo
r u  (6 .5 a ) .  J e ż e l i  określim y sym bo liczn ie  d la  punktów wewnętrz
nych

S n . n  =  ° t  ^ . 1 0 )

to  wzór (6 .5 a )  b ęd z ie  ważny rów nież d la  ty ch  punktów.
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W a lg o ry tm ie  o b lic z e ń  p rzew idz iano  w yznaczenie l i c z b  
o raz  k z o k re ś la ją c y c h  i l o ś c i  s e r i i  ruchów c z ą s te c z k i zakoń
czonych odpow iednio na b rzeg ach  wewnętrznym i  zewnętrznym.

P r z y ję to ,  że o k re ś lo n a  b ę d z ie  sym bo liczn ie  c h a ra k te ry s ty k a  
każdego punktu  węzłowego o b sza ru . Symbolami o k re ś la ją c y m i s ą  
l ic z b y  0 , 1 , . . . , 1 2  odpow iadające macierzom liQ , . . . ,  
wyznaczonym równaniam i (6 .6 )  . . .  ( 6 .9 ) .

P rzed  przeprow adzeniem  o b lic z e ń  na leży  o k r e ś l ić  lic z b y  
d la  każdego punk tu  węzłowego według (6 . 3 )» (6 .4 )  i  (6 .1 0 ) .

S ie ć  d z ia ła ń  program u w edług omawianego algory tm u p rz e d s ta 
wiono na r y s .  10 .

Na w stęp ie  wczytywane są  dane w ejściow e za w ie ra ją c e  b lo k
Zm n o k re ś la ją c y  c h a ra k te ry s ty k ę  punktów; b lo k  ccm^n o raz  \
i  h ,  a  ponad to  w spółrzędne analizow anego punk tu  o raz  pożąda
n ą  l i c z b ę  s e r i i  ruchów c z ą s te c z k i  e ^ .  W skaźniki m,n odpowia
d a ją  współrzędnym punktów.

W p rogram ie  p rzew idz iano  generow anie l i c z b  losow ych o ro z 
k ła d z ie  równomiernym na odcinku [ 0 ,1 ) .

Po o k re ś le n iu  chwilowego p o ło ż e n ia  c z ą s te c z k i ,  odczytywane 
s ą  l ic z b y  Z_ i  oc_ _ odpow iadające temu p o ło ż e n iu  i  wyzna-

ID ^ U  ID 9 I i

czone w edług wzoru (6 . 5 ) lic z b y
Odpowiednio do w ie lk o śc i lic z b y  losow ej uzyskanej z p ro g ra 

mu -  g e n e ra to ra  wykonany z o s ta je  ru ch  w jednym z c z te re c h  k ie 
runków lu b  z o s ta je  za re je s tro w a n e  za trzym an ie  (p o c h ło n ię c ie )  
c z ą s te c z k i  na b rzeg u . Celem o k re ś le n ia  m ie jsc a  p o c h ło n ię c ia  
porównane z o s ta j ą  w ie lk o śc i ot^ n i  ocw. J e ż e l i  = <̂w, to
m iejscem  p o c h ło n ię c ia  j e s t  b rz e g  w ew nętrzny, w przeciwnym p rzy 
padku -  zew nętrzny , (za łożono  t u t a j  że cx?w # ocz )«

O b lic z e n ia  szczegółow e przeprow adzono d la  p rzy k ła d u  p rz e 
k ro ju  ło p a tk i  tu rb in y  pokazanego na r y s .  8 ,  przy n a s tęp u jący ch  
w a r to ś c ia c h  param etrów :

h  = 0,0015875 m 
A. = 25 ,96  W/m deg
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cc = 13456 W/m2 deg w

cc_ = (1 0 0 0 .. .2210)W/m2deg (wg r y s .  8 )U
W yniki o b lic z e ń  d la  p ię c iu  dow olnie wybranych punktów ze

staw iono  w ta b l ic y  1 .

T a b lic a  1

W yniki o b lic z e ń  ro z k ła d u  tem p era tu r 
w p rz e k ro ju  poprzecznym ło p a tk i  tu rb in y

Punkt
W spółrzedne

"k kw kz ^ , n
°C

m,n
°CX 7

P2 ,7 2 7 100 48 52 613 540

P1 4 ,5 14 5 100 66 34 433 400

P18 ,12 18 12 100 8 92 1014 871

P8 ,6 8 6 100 92 8 173 190

P8 ,6 8 6 200 179 21 188 190

P8 ,1 8 1 100 83 17 263 210

P8 ,1 8 1 500 410 90 273 210

O b lic z e n ia  przeprow adzono na m aszynie ZAM 2.
Czas o b lic z e ń  d la  1 punktu  przy = 100 w y n o sił ( 4 . . . 2 0 ) min. 
Podane w ta b l ic y  w a r to ś c i A . ob liczo n o  ze wzoru (2 .1 5 )  przyui 9 D
z a ło ż e n iu  t_  = 93 C i  t  = 1093 C. D la porów nania wyników 
zestaw iono  rów nież w ta b l ic y  2 w a r to ś c i tem p era tu r uzy
skane m etodą r e l e k s a c j i  w pracy  [s] • (W ie lkości odczy
tano  w p rz y b liż e n iu  z w ykresu).

Uzyskane powyżej w yniki liczbow e są  d la  n ie k tó ry c h  punktów 
mało dok ładne. J e s t  to  sk u tek  sto so w an ia  w n in ie jszy m  p rz y k ła 
d z ie  ap roksym acji o b szaru  rzeczy w isteg o  za pomocą s i a t k i  kwa
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d r a t o w e j  o s t o s u n k o w o  d u ż y m  w y m i a r z e  l i n i o w y m  h .  P r z y  w y z n a 

c z a n i u  t e m p e r a t u r  p u n k t ó w  p o ł o ż o n y c h  w  s t r e f i e ,  d l a  k t ó r e j  z a 

s t ą p i e n i e  o b s z a r u  r z e c z y w i s t e g o  -  o b s z a r e m  s i a t k o w y m  j e s t  m a ł o  

d o k ł a d n e ,  p o w o d u j e  t o  z n a c z n e  b ł ę d y  ( n p .  P ^ g  ^ .

W p r a c y  [ f i f |  z  k t ó r ą  p o r ó w n y w a n o  w y n i k i  d o k o n a n a  b y ł a  a p r o 

k s y m a c j a  z a  p o m o c ą  i d e n t y c z n e j  s i a t k i  k w a d r a t o w e j .  J e d n a k  o b l i 

c z e n i a  w y k o n y w a n o  p r z y  z a s t o s o w a n i u  t z w .  p o p r a w i e n i a  w a r t o ś c i  

b r z e g o w y c h ,  c o  r e d u k u j e  b ł ę d y .

P r z y j ę c i e  o b s z a r u  s i a t k o w e g o  o m n i e j s z y m  w y m i a r z e  l i n i o w y m  

s i a t k i ,  n p .  ł i  =  1 / 2  h ,  l u b  h ”  =  1 / 3  h  w p ł y n i e  n i e w ą t p l i w i e  

n a  z w i ę k s z e n i e  d o k ł a d n o ś c i  o b l i c z e ń ,  n a w e t  b e z  p o p r a w i a n i a  w a r 

t o ś c i  b r z e g o w y c h .  D l a  o b s z a r u  o  t a k  s k o m p l i k o w a n y c h  k s z t a ł t a c h ,  

w y m a g a  t o  j e d n a k  w y k o r z y s t a n i a  m a s z y n y  c y f r o w e j  o  w i ę k s z e j  p o 

j e m n o ś c i  p a m i ę c i  o p e r a c y j n e j  n i ż  b ę d ą c a  w  n a s z e j  d y s p o z y c j i .  

P o d a n y  a l g o r y t m  p r z e w i d u j e  t a k ą  m o ż l i w o ś ć  i  m o ż e  b y ć  s t o s o w a n y  

b e z  z m i a n .

O m a w i a n y  p r z y k ł a d  m a  n a  c e l u  p r z e d s t a w i e n i e  m o ż l i w y c h  k i e 

r u n k ó w  z a s t o s o w a ń  i  w s k a z a n i e  s p o s o b u  a l g o r y t m i z a c j i  i  p r o g r a 

m o w a n i a  z a d a ń  z  o b s z a r a m i  o  n i e r e g u l a r n y c h  k s z t a ł t a c h .  B a r d z i e j  

s z c z e g ó ł o w a  a n a l i z a  w p ł y w u  l i c z b y  s e r i i  n a  d o k ł a d n o ś ć  o b l i c z e ń  

( z o s t a n i e  p r z e p r o w a d z o n a  w  d a l s z y c h  p r z y k ł a d a c h ,  a l b o w i e m

w  o m a w i a n y m  p r z y p a d k u  b ł ą d  <5^  m a  j o r y  ż u j e  b ł ą d  <5M C .

6 .2 .  P rzy k ład  ro zw iązan ia  zag ad n ien ia  u s ta lo n eg o  przewodze
n ia  c ie p ła  w ośrodku wielowarstwowym

O p i s a n y  w  u s t .  2 . 7  m o d e l  p r o b a b i l i s t y c z n y  z a s t o s o w a n o  d o  

w y z n a c z e n i a  p o l a  t e m p e r a t u r  w  b e t o n o w e j  p ł y c i e  g r z e j n e j ,  p r z y 

l e g a j ą c e j  d o  w a r s t w y  i z o l a c y j n e j ,  k t ó r a  z  k o l e i  p r z y l e g a  d o  

m u r u .  ( P r z y k ł a d  z  [19 J  ) .

W s p ó ł c z y n n i k i  p r z e w o d z e n i a  c i e p ł a  w  p o s z c z e g ó l n y c h  w a r s t w a c h  

s ą  A - , ,  A g ,  A y  T e m p e r a t u r a  c z y n n i k a  g r z e j n e g o  w y n o s i  t w ,  t e m 

p e r a t u r a  o t o c z e n i a  p r z y  g ó r n y m  b r z e g u  -  t ^ ,  p r z y  d o l n y m  b r z e g u  

-  t ? .  W s p ó ł c z y n n i k i  w n i k a n i a  c i e p ł a  o d p o w i e d n i o  -  oc^ i  c c , .
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Zt. lożono,  że ze w zględu na
a  w*

;O Da g ran icy  o b szaru  p ły ty

p izy  ru ra c h  g rze jn y ch  można p rz y ją ć  iK x ,y )  = t  .

Ze względu na sy m e trię  p o la  te m p era tu r można og ran iczyć 
s ię  do r o z p a t r z e n ia  odcinka p ły ty  obejm ującego połowę ru ry  
g r z e jn e j .  O bszar rzec zy w is ty  zastąpim y obszarem siatkowym po
kazanym na r y s .  12 , p rzy  czym łu k  EF aproksymujemy l i n i ą  ł a 
maną EGHF.

R ys. 11. Izolow ana betonowa p ły t a  g rz e jn a

Zgodnie z za ło żen iam i na b rzegach  o k reś lo n e  s ą  n a s tę p u ją c e  
w arunki:

AB: A.-
Oy

= CC) ( t ^  -  A j )

CD: A = cc2 ( t 2 "

EGHF: = t2 w

(6 .1 1 a )

(6 .11b )

(6.11c)
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AE, ED, BC: Q ±
Qx

- = O (6 .11d)
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Bys. 12. Obszar siatkow y a p ro -  
ksymujący część  izo low anej p ły 

ty  g rz e jn e j

PQ: ^  = A

(6,11.3)

(6 .1 1 f)

W rozpatrywanym obszarze 
w sy tępu ją c z te ry  typy warun
ków brzegowych. Na brzegach  
AB i  CD -  w arunki brzegowe 
trz e c ie g o  ro d z a ju , na l i n i i  
EGHF -  pierw szego ro d z a ju , 
a na odcinkach AE, FD i  BC -  
d rug iego  ro d z a ju . L in ie  MN 
i  FQ p rz y ję to  jako wspólne 
b rz e g i obszarów z idealnym  
styk iem .

Algorytm ro zw iązan ia  wska
zanego zadan ia  opisano szcze
gółowo w [20] . ty a lg o ry tm ie  
p rzew idziano  wyznaczenie l ic z b  
k ^ , k2 i  kQ o k re ś la ją c y c h  i -
lo ść  s e r i i  ruchów błędnych  
kończących s i ę  przy b rzegu  
górnym AB, b rzegu  dolnym CD 
oraz na b rzegu  EGHF.

O b lic zen ie  szczegółowe 
przeprowadzono d la  n a s tę p u ją 
cych w a rto śc i param etrów:

1 = 100 mm 
s^ = 250 mm

Sg = 70 mm (6 .1 2 a)
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s 3 = 60 mm

tt1 = 23,26  W/m2 deg

cc2 = 11,63 W/m2 deg

A-i = 0 ,756  W/m deg

V 0 ,105  W/m deg

0 ,704  W/m deg

W pracy  [20]  podano w yniki o b lic z e ń  d la  d z ie w ię c iu  dowol
n ie  wybranych punktów o b sza ru . O b lic z e n ia  wykonywano modelu
ją c  0^ = 100 s e r i i  ruchów b łędnych  d la  każdego punktu:

Celem p rzea n a liz o w a n ia  wpływu lic z b y  s e r i i  ruchów na do
k ład n o ść  o b lic z e ń  przeprow adzono modelowanie d la  dwu punktów 
p rzy  ró ż n e j i l o ś c i  s e r i i  ruchów. W yniki modelowania zes taw io 
no w ta b l ic y  2 .

W arto śc i ■$_ _ wyznaczono przy  z a ło ż e n iu :
ul

^  = -  20 °C

t 2 = 20°C (6 .12b )

t w = 80°C

Podano rów nież w ta b l ic y  2 w a r to ś c i wyznaczone w p ra 
cy [193 za pomocą metody ró ż n ic  skończonych, o raz  n =

= n — Zestaw iono tak że  i l o ś c i  pojedynczych ruchów

błędnych  1^ w o g ó ln e j l i c z b i e  6"^ s e r i i .
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T a b lic a  2

Wpływ lic z b y  s e r i i  ruchów b łędnych  na w yniki o b liczeń

Punkt
W spółrzędne

*k k1 k2 ko
A , n

°C
m,n
°C

to* „ m,n
degX 7

P1 3 2 50 1 7 42 69,6 72 ,9 -3 ,3 3113
100 1 11 88 72 ,4 - 0 ,5 4614
200 2 18 180 73,6 +0,7 10187

1000 24 62 914 73,88 +0,98 83963

P2 3 -2 50 1 12 37 63 ,6 65 ,0 - 1 ,4 2233
100 1 29 70 61 ,6 -3 ,4 3451
200 1 52 147 63,6 -1 ,1 9095

1000 7 235 758 65,20 +0,2 46675

6 .3 .  P rzy k ład  ro zw iązan ia  zag a d n ien ia  n ie u s ta lo n eg o  przewo
d zen ia  c ie p ła

Model p ro b a b il is ty c z n y  opisany w u s t .  4 .1 .  zastosow ano do 
o b lic z e ń  ro z k ła d u  tem p era tu r w ś c ia n ie  p a le n is k a  p rzed staw io 
n e j na r y s .  13 (P rzyk ład  z 073

W c h w ili początkow ej tem peratu ry  w punktach  węzłowych wew
n ę trz n y ch  o k re ś la  warunek:

0
= c o n s t.  (6 .1 3 )

m,n

Warunki brzegowe o k re ś la ją  zw iązk i:

^m ,0 “ *111,0

^ 0 ,4  = *0,4  

^ 4 ,1 2  = *4,12

An,12 = *m,12 m > 8

^ 0 ,8  " *0,8 -  fcv  0 ,12  “  0,12

(6.14)
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D la węzłów na odcinkach  brzegów OA, OC i  AB d la  k tó ry c h  
n ie  o k reślono  te m p era tu r związkami (6 .1 4 ) założono lin io w ą  
zmianę te m p e ra tu ry .

450

400

300

fOO

1

1
_2

K i o 1

1

1
1

— 1 

1
1

1

1

pu

11

I

1
100 100 100

B

(OO,

Rys. 13. Obszar siatkow y śc ian y  p a le n is k a  

Na b rzeg u  BO p rz y ję to  waruneks

Od
0 x

= O

W spółczynnik wyrównywania te m p era tu ry :

a  = 0,002 r / h

(6 .1 5 )

(6 .1 6 )
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Wymiar lin io w y :

h = 0 ,01 m 

Z rów nania (4 .1 7 ) otrzymujemy:

(6.17)

A T = / f i , s u r  -  ° * 0125 h

Będziemy wyznaczać tem peratu ry  w momentach

(6 .1 8 )

^  = 0 ,2  h ; 

Ze związku

r 9 = 0 ,4  h i  T* = 0 ,6  h .

s< = A r

w ynikają  n a s tę p u ją c e  i l o ś c i  ruchów w s e r i i

s .  = 16; s 2 = 32; s 5 = 48

W rozpatrywanym obszarze  siatkowym modelujemy ruchy b łędne 
c z ą s te c z k i z zachowaniem n a s tę p u ją c y c h  rozkładów  prawdopodo
b ień stw  ruchów w poszczególnych  k ie ru n k ach :

-  d la  węzłów wewnętrznych

Pw 1 0  1 

1

-  d la  węzłów położonych na b rzeg u  BC (z wyłączeniem punktów 
B i  C )

Pb 2 0 0 

1

91



Z akończenie s e r i i  może n a s tą p ić  po wykonaniu co najw yżej 
S j ruchów , w punk tach  brzegowych na b rzeg ach  OA, OC lu b  AB, 
Ze w zględu na równe tem pera tu ry  we w sz y stk ich  punk tach  b rzegu  
OC można re je s tro w a ć  w spóln ie  zakończen ie  ruchów w ty c h  punk
ta c h  ( k ^ Q) .  Podobnie -  d la  b rzeg u  AB na odcinku od PQ 12

do C (kg 12) .  D la p o z o s ta ły c h  punktów na ty c h  b iaeg ach  r e j e 
s trow ać n a leży  osobno ^  . ( i  = 0 ,  j  = 1 . . . 1 1 ;  j  -  12 , 
i  = 1 . . . 7 ) .  *

W a lg o ry tm ie  p rzew idz iano  w yznaczenie l i c z b  k1  ̂ .
1 »0

( l  = 1 ,2 ,3 )  o k re ś la ją c y c h  zakończen ie  s e r i i  w c ią g u  s>| ru 
chów lu b  w cześn ie j -  k? s ? ruchów lu b  w cześn ie j -  k?

o raz  s ,  ruchów lu b  w cześn ie j -  k? ..3 X , 0

Ponieważ warunek (6 .1 3 )  o k re ś la  jednakową te m p era tu rę  po
czątkow ą we w sz y stk ich  punk tach  wewnętrznych o b sza ru , r e j e s t r o 
wane s ą  w spó ln ie  i l o ś c i  k^ s e r i i  n ie  zakończonych w c iąg u  s^ 
ruchów k2 -  w c ią g u  s 2 ruchów i  k3 -  w c ią g u  s^  ruchów.

T em peraturę n a leży  wyznaczyć ze wzoru:

Z 1 = ł  ’>° . °  (6 . 19 ,
m,n 6-k

1,=  1 ,2 ,3
S ie ć  d z ia ła ń  program u o b lic z e ń  według podanego a lgory tm u 

p rzed staw io n o  na r y s .  14 . Algorytm p rzew idu je  możliwość r e a 
l i z a c j i  modelowania dow olnej l ic z b y  s e r i i  ruchów b łędnych  6 ^ .

W ta b l ic y  3 zestaw iono  w yniki o b lic z e ń  d la  t r z e c h  punk
tów. Podano rów nież wyznaczone w a r to śc i te m p era tu r przy  n a s tę 
p u jący ch  szczegółow ych warunkach g ran iczn y ch :

* S ,n  = 100°C 

< 0  = 100°C» ^m,n = 500°C d la  m > 8
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14. Schemat blokowy algorytmu zagadnienia rozkładu tempe
ratur w ścianie paleniska
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^ 0 ,4  = 300°C‘ ^0 ,8  = 40000» ^ 1 2  = 450°C

^ , 1 2  = 475°C-

Czas o b lic z e ń  przy 6“̂  = 100 d la  jednego punktu  wynosi na
m aszynie ZAM 2 około 4 m inu t.

D la porów nania wyników przeprowadzono o b lic z e n ia  przy  tych
samych w arunkach, metodą ró ż n ic  skończonych. Wyniki uzyskane
t ą  metodą podano wrównież w ta b l ic y  3 ( i) ) .m f n

95



LITERATURA

[ i ]  C arslaw  H .S .,  J a e g e r  J ,C . :  C onduction o f h e a t  in  s o l id s ,  
O xford , 1959.

[2j C o l la tz  L .s Metody numeryczne rozw iązyw ania równań ró ż 
niczkow ych, PWN, 1960.

[3]  Demidowicz B .P . , Maron I .A . :  Metody num eryczne, c z .  I ,
PWN, 1965.

[4]  F o rsy th e  G .E ., Wasow W.R.: F in i t e - d i f f e r e n c e  methods f o r  
p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n s ,  John W iley , 1959.

[5] Golenko D .J .s  M odelirow anije  i  s t a t i s t i c z e s k i j  a n a l iz  
psew dosłuczajnych  c z i s i e ł  na e le k tro n n y c h  w y c z i s l i t i e l -  
nych m asz inach , Nauka, 1965«

[6] King G.W.: Monte C arlo  method f o r  s o lv in g  d i f f u s io n  p ro 
b lem s, I n d u s t .  Eng. C h em istry , 4 2 , 1951.

[7]  Kunz K .S .s N um erical a n a ly s i s ,  Me Graw, 1957.
[8] L iv ingood J .N .B . , Sams E.W .: Computed te m p era tu re  d i s t r i 

b u tio n  th ro u g h  c r o s s - s e c t io n  of w a te r-co o led  tu rb in e  b la 
d e , NACA, E7B11F, 1947.

[9] M adejsk i J . s  T e o ria  wymiany c i e p ł a ,  PWN, 1963.
[10] May H .: I n v e s t ig a t io n  o f fo rc e d  co n v ec tio n  l iq u id  coo led  

g a s - tu rb in e  b la d e s .  T ran s . ASME S e r .  C, 8£ Nr 1 ,  1965.
[11] M e tro p o lis  N ., Ulam S . :  The Monte C arlo  method, J o u r .  Amer. 

S t a t .  A ssoc. 4 4 , Nr 2479 194-9.
[12] Ochfduszko S . :  Termodynamika stosow ana, WNT, 1964.
pl3l P le sz c z y ń sk a  E .s T echnika s to sow an ia  metod Monte C arlo  

na  ZAM-2, A lgorytm y, Nr 5 , 1% 5.
[14] P ro ceed in g  sem inar on s c i e n t i f i c  com putation  (November

1949; ,  I .B .M ., 1951 .

[15]  Rozewicz J . s  P rz y b liż o n e  rozw iązyw anie zagadn ień  u s ta lo 
nego przew odzenia c i e p ła  metodą Monte C arlo  Z esz . Nauk. 
P o l i t e c h n ik i  Ś lą s k ie j  E nerge tyka  Nr 21 , 1966.

[16] S ch n e id e r  P . J . :  C onduction  h e a t  t r a n s f e r . ,  Addison W esley, 
1957.

[17] S ta n isz e w sk i B.s Wymiana c i e p ła ,  PWN, 1963.

96



[18] Symposium on Monte C arlo  methods (March. 1954), John 
W iley, 1956.

[19] S za rg u t J . ,  M ierzw iński S . ,  G arw olińsk i E .s O b liczan ie  
w ydajności betonowych p ły t  g rze jn y ch , GWTS, 11, Nr 5 , 
1957. ~

[20] S za rg u t J . , Bozewicz J . : Zastosow anie metody Monte C arlo  
do trz e c ie g o  zag ad n ien ia  brzegowego u s ta lo n eg o  przewodze
n ia  c i e p ła .  Z esz. Nauk. P o l i te c h n ik i  S I .  E nergetyka Nr ?2 
1966.

[21]  S z re jd e r  J .A .:  Metod s t a t i s t i c z e s k i c h  i s p y ta n i j  (Metod 
Monte -  C a r lo ) ,  F iz m a tg iz , 1962.

[22] Szwec I . T . ,  Dyban B .P .s Wozdusznoje o c h ła ż d ie n ije  r o to -  
row gazowych tu r b in ,  I z d .  K i j .  U niw ., 1959.

[23]  Wasow W.; Bandom w alks and th e  e ig en v a lu e s  of e l i p t i c  
d if f e re n c e  e q u a tio n . J .  E es . N. Bur. of S tan d . 46 , 1951.

[24j Yowell E .C .: A Monte C arlo  method o f s o lv in g  L ap lace ’s 
e q u a tio n , P ro ceed in g  sem inar on s c i e n t i f i c  com putation . 
i . b .m . ,  19 5 1 .

97



STRESZCZENIE

W pracy  podano zasady s to sow an ia  metody Monte C arlo  do ro z 
wiązyw ania podstawowych zagadnień  przew odzenia c ie p ła  w c ia ła c h  
s ta ły c h .  P rzed staw io n e  z a le ż n o ś c i u m ożliw ia ją  p rz y b liż o n e  ro z 
w iązyw anie problemów u s ta lo n eg o  i  n ie u s ta lo n e g o  przew odzenia 
c ie p ła  przy różnorodnych warunkach brzegow ych. P rzeanalizow ano  
rów nież p rzypadek występow ania wewnętrznych ź ró d e ł c ie p ła .  Roz
p a trz o n o  c i a ł a  s t a ł e  izo tropow e oraz n ie jed n o ro d n e  a n iz o tro p o 
we, a  ta k ż e  o b iek ty  w ielow arstw ow e.

Podano zasady opracow ania algorytm ów i  programów do o b lic z e ń  
na e lek tronow ych maszynach cyfrow ych. Wskazano sposoby oceny 
do k ład n o śc i wyników.

N aśw ietlono z a le ty  i  wady sto sow an ia  metody do rozpatryw a
nych ptoblemów. Metoda Monte C arlo  j e s t  s z c z e g ó ln ie  efektyw na 
w przypadkach  gdy w y s ta rc z a ją c e  j e s t  o k re ś le n ie  te m p era tu r w 
k i lk u  po jedynczych  punk tach  analizow anego o b ie k tu .

P rzyk łady  liczbow e i l u s t r u j ą  zasto sow an ie  metody do wyzna
c z a n ia  p o la  te m p era tu r  w elem entach  maszyn c iep ln y ch  i  u rz ą 
dzeń e n e rg e ty k i przem ysłow ej.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО 
К ПРОБЛЕМАМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Р е  з го и е

Излагаются основы применения метода Монте-Карло к решению 
фундаментальных задач теплопроводности в твердых телах. Приве
дены теоретическо-вероятностные схемы для приближенного реше
ния задач стационарной и нестационарной теплопроводности с раз
ными краевыми условиями. Рассмотрены также системы с внутрен
ними источниками тепла. Исследованы изотропные однородные, ани
зотропные твердые тела , многослойные и составные структуры.

Приведены принципы построения алгорифмов решении и програм
мирования для расчетов на электронных цифровых вычислительных 
машинах. Указаны средства оценки точности результатов.

Отмечены положительные, особенности и недостатки приложении 
метода к рассматриваемым вопросам. Метод Монте-Карло, особен
но перспективен в случаях, когда определяется температура в 
одной точке или небольшом числе отдельных точек исследуемого 
объекта.

Приведены численные примеры определения температурных по
лей в элементах машин и устройств теплоэнергетики.
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MONTE CABLO TECHNIQUE 
IN CONDUCTION HEAT TRANSFER PROBLEMS

S u m m a r y

The p r in c ip le s  o f a p p l ic a t io n s  o f Monte C arlo  method to  
s o lu t io n  o f co nduction  h e a t t r a n s f e r  problem s in  s o l id s  a re  
p re s e n te d . P r o b a b i l i s t i c  ana logues a re  e s ta b i l i s h e d  f o r  s o l 
v in g  problem s of s ta t io n a r y  and n o n s ta t io n a ry  h e a t conduction  
w ith  d i f f e r e n t  boundary c o n d i t io n s ,  in c lu d in g  problem s w ith  
i n t e r n a l  h e a t  s o u rc e s .  Homogeneous i s o t r o p ic  s o l id  b o d ie s  a re  
co n s id e re d  an a lth o u g h  nonhomogeneous, and m u l t i la y e r  ones.

The a lg o rith m s  and programmes f o r  s o lv in g  th e  above problem s 
by use  th e  e l e c t r o n ic  d i g i t a l  com puter a re  c o n s id e re d . The me
thod f o r  e s t im a tio n  e r r o r s  of th e  r e s u l t s  i s  p o in te d .

A dvantages and d isa d v a n ta g e s  of a p p l ic a t io n s  th e  method to  
h e a t  t r a n s f e r  problem s a re  d is c u s s e d . The Monte C arlo  te c h n i
que i s  used w ith  e s p e c ia l ly  good e f f e c t s  when d e te rm in a tio n  
o f tem p era tu re  in  some s in g le  p o in ts  o f th e  body i s  in q u ire d .

A p p lic a tio n  i s  i l l u s t r a t e d  by th re e  n u m erica l exam ples con
cerned  d e te rm in a tio n  o f th e  tem p era tu re  d i s t r i b u t io n  in  d e t a i l s  
o f th e rm al equipm ent.
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ
ukazują się w  następujących seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO  

Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA  

En. ENERGETYKA  
G. GORNICTWO 

IS. INŻYNIERIA SANITARNA  
MF. MATEM ATYKA-FIZYKA  

M. MECHANIKA  
NS. NAUKI SPOŁECZNE

D otychczas ukazały się następujące zeszyty  z serii En.:

Energetyka z. 1, 1956 r., s. 174, zł 26,—
Energetyka z. 2, 1957 r., s. 118, zł 2 4 , -
Energetyka z. 3, 1959 r., s. 62, zł 7 , -
Energetyka z. 4, 1960 r., s. 113, zł 22,80
Energetyka z. 5, 1961 r., s. 103, zł 16,25
Energetyka z. 6, 1961 r., s. 55. zl 4,15
Energetyka z. 7, 1961 r., s. 60, zł 5.50
Energetyka z. 8, 1961 r., s. 50, zł 3,70
Energetyka z. 9, 1962 r., s. 127, zł 9,55
Energetyka z. 10, 1962 r., s. 73, zł 5,50
Energetyka z. 11, 1963 r., s. 178, zł 9,30
Energetyka z. 12, 1964 r., s. 89, zł 4,65
Energetyka z. 13, 1964 r., s. 109, zł 8,10
Energetyka z. 14, 1964 r., s. 104, zł 8,15
Energetyka z. 15, 1964 r., s. 69, zł 4,63
Energetyka z. 16, 1964 r., s. 149, zł 7,50
Energetyka z. 17, 1964 r., s. 152, zł 7,10
Energetyka z. 18, 1965 r., s. 128, zł 6,40
Energetyka z. 19, 1965 r., s. 92, zł 6,—
Energetyka z. 20, 1965 r., s. 90, zł 4,70
Energetyka z. 21. 1966 r., s. 120, zł 8,—
Energetyka z. 22. 1966 r„ s. 111, zł 6 , -




