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Streszczenie. W pracy przedstawione zostaly wyniki homogenizacji
nanokompozytéw o osnowie polimerowej wzmacnianych ptytkami nanoglinek,
tworzacymi réwnolegte pakiety, modelowanymi jako czastki zastepcze. Wyniki
uzyskano na drodze analizy ptaskich reprezentatywnych elementow
objetosciowych za pomoca metody elementéw brzegowych. Rozpatrywano
przypadki czastek efektywnych izotropowych oraz ortotropowych. Do
modelowania czastek ortotropowych wykorzystano rozwigzanie podstawowe
uzyskane za pomocg formalizmu Stroha.

1. WSTEP

Nanokompozyty o osnowie polimerowej wzmacniane plytkami nanoglinek posiadaja
korzystniejsze wlasnosci mechaniczne, przy stosunkowo niskim udziale wzmocnienia,
w stosunku do innych materiatdw kompozytowych. Plytki mogg by¢ rozmieszczone
nieréwnomiernie 1 dowolnie zorientowane, lub moga tworzy¢ wzajemnie rownolegte pakiety,
sktadajace si¢ z kilku rownoleglych plytek.

Wiasnosci zastepcze kompozytow mozna wyznaczy¢, stosujac metody analityczne,
empiryczne lub numeryczne. Zastosowanie metod analitycznych moze prowadzi¢ do
uzyskania wynikow rdéznigcych si¢ znacznie od wynikow badan eksperymentalnych [7],
natomiast badania eksperymentalne sg zwigzane ze znacznym kosztem. Z tego wzgledu
celowe jest stosowanie metod numerycznych. Obecnie najczgsciej stosowang
w homogenizacji metoda numeryczng jest metoda elementow skonczonych (MES).
Modelowania rozpatrywanych materiatow za pomoca MES dotycza prace [3], [4] oraz [7].
MES wymaga dyskretyzacji calego obszaru analizowanego uktadu, co wptywa niekorzystnie
na czas potrzebny do przygotowania modelu, czas analizy oraz ilo§¢ danych wynikowych.
Korzystniejsze moze by¢ zastosowanie metody elementéw brzegowych (MEB), ktora w wielu
przypadkach wymaga jedynie dyskretyzacji brzegu uktadu [1]. Analizowane s3 tylko
wielkosci na brzegu, ktorych znajomo$¢ jest wystarczajagca do wyznaczenia zastgpczych
wlasno$ci materiatow niejednorodnych. Ponadto doktadnos¢ tej metody moze by¢ wieksza w
stosunku do MES, zwlaszcza w przypadku analizy uktadéw w ktorych wystepuje spigtrzenie
naprezen. Przyktady homogenizacji z wykorzystaniem metody elementow brzegowych mozna
znalez¢ m.in. w pracach [2]1[5].

Niniejsza praca jest kontynuacja wczesniejszych badan, ktérych wyniki opublikowano
w artykule [5]. Przedstawiono tam wyniki homogenizacji za pomocag MEB nanokompozytow
0 osnowie poliamidowej, wzmacnianych ptytkami montmorylonitu tworzacymi rownolegte
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pakiety, modelowanymi jako jednorodne i izotropowe czastki zastgpcze. Rozwazano
stosunkowo niski udziat masowy wzmocnienia, nieprzekraczajacy 6%. Przy takich
zatozeniach wyniki homogenizacji numerycznej dotyczace zastgpczego modutu Younga
kompozytu w kierunku osi podluznej czastek s3 zgodne 2z wynikami badan
eksperymentalnych [7].

W niniejszej pracy modelowano ortotropowe czastki zastgpcze oraz poszerzono
analizowany zakres udzialu masowego do wartosci 20%, co pozwala na dokladniejsze
wyznaczenie wszystkich statych sprezystosci. Do modelowania ortotropowych czastek
zastepczych zastosowano rozwigzania podstawowe uzyskane za pomoca formalizmu
Stroha [9]. Analizowano modele ptaskie, w ptaskim stanie odksztalcenia.

Uktad pracy jest nastgpujacy: w rozdziale drugim przedstawiono charakterystyke
analizowanych materiatow. Rozdzial trzeci zawiera opis zastosowanej procedury
homogenizacji. W rozdziale czwartym opisano sposob modelowania kompozytow za pomoca
metody elementéw brzegowych. Rozdzial pigty zawiera przyklad modelowania
nanokompozytéw, natomiast rozdziat szosty zawiera wnioski.

2. NANOKOMPOZYTY

Analizowano kompozyty o poliamidowej osnowie wzmacniane ptytkami krzemianu
(montmorylonitu), tworzacymi rownolegte pakiety (rys. 1a). Pakiety moga by¢ modelowane
jako jednorodne czastki zastepcze. Jesli rozpatrywany jest model ptaski, czastki zastepcze
maja ksztalt prostokata (rys. 1b). Pakiety skladajg si¢ z plytek wzmocnienia, pomig¢dzy
ktoérymi znajduja si¢ migdzywarstwy. Zaréwno ptytki jak i migdzywarstwy posiadaja grubos¢
rzedu kilku nanometrow. Migdzywarstwy skltadaja si¢ z surfaktantoéw oraz lancuchow
polimeru osnowy, ktdre spenetrowatly przestrzenie pomigdzy ptytkami wzmocnienia podczas
procesu wytwarzania. Liczba plytek wchodzacych w sktad pojedynczego pakietu wynosi
zwykle od 2 do 4. Strukturg ptytek stanowig fragmenty sieci krystalicznej montmorylonitu.
Parametry ptytek, takie jak stosunek dlugosci do grubosci, relacja pomiedzy udziatem
objetosciowym 1 udzialem masowym oraz sztywno$¢, moga by¢ wyznaczone metodami
dynamiki molekularnej. Zaktadajac, ze sg znane parametry ptytek oraz migdzywarstw, pakiety
mozna modelowa¢ czastkami zastgpczymi. Zaklada sig¢, Zze pakiety plytek mozna zastgpi¢
takimi czgstkami, ktére posiadajg ten sam stosunek dlugosci do grubosci L/t (gdzie L jest
dlugoscia czastki a ¢ jest jej gruboScia), udzial masowy f,oraz zastgpcze wlasnosci
mechaniczne. Nalezy zaznaczy¢, ze okreslenie wlasnosci zastepczych czastek wzmocnienia
nanokompozytu jest zagadnieniem zloZzonym i1 wymaga uzycia wielu zaawansowanych
metod. Zagadnienie to posiada wiele aspektow, ktore nie odnoszg si¢ bezposrednio do
problemu poruszanego w niniejszej pracy, dlatego nie bedg omawiane. Szczegdtowy opis tych
zagadnien mozna natomiast znalez¢ w pracy [7].
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Rys.1. Struktura wzmocnienia nanokompozytu: a) osnowa z ptytkami wzmocnienia,
b) pakiet ptytek i dwuwymiarowa czastka zast¢pcza

3. HOMOGENIZACJANUMERYCZNA

W pracy stosowano metode homogenizacji numerycznej polegajacej na modelowaniu
reprezentatywnego elementu objetosciowego (ang. representative volume element, RVE) [6].
Na brzegu zewng¢trznym przyjmowano periodyczne warunki brzegowe. Na rys. 2
przedstawiono przykladowy RVE z brzegiem zewnetrznym Iy sktadajacym si¢ z czterech
czeséci: I'g, I'L, 't il'r. Po obcigzeniu ksztalt RVE jest okreslony przemieszczeniami weztéw
(2) 1 (4), ktore sg roéwne:

u® =g (xP =x"),  u? =g (A0 -xP), i=12, j=12, (1)

J

gdzie &; jest znanym tensorem stanu odksztalcenia w skali makro. Przemieszczenia

pozostalych punktow brzegu zewnetrznego, tacznie z wezlem (3), sa zwigzane
z przemieszczeniami weztow (2) 1 (4) poprzez réwnania:

(R _ (L) @) _ () (D) (B () ()
w” =u” vu” —u, w =w” vu —u, i=12. (2)

Zaktada si¢ réwniez, ze w odpowiadajacych sobie punktach potozonych na przeciwleglych
fragmentach brzegu sity powierzchniowe majg t¢ samg warto$¢ i przeciwny zwrot:

(B = {0 D 3)

Aby powyzsze warunki byty spetnione, nalezy wprowadzi¢ odpowiednie modyfikacje uktadu

réwnan sformulowanego za pomoca wybranej metody numerycznej (w tym przypadku MEB).
Zastepcze state sprezysto$ci materiatu modelowanego w jednej ptlaszczyznie mozna

wyznaczy¢, stosujac trzy niezalezne testy pokazane na rys. 3. Skladowe srednich odksztatcen

w obszarze RVE w przypadku poszczegolnych testow wynosza:

e test 1 (dane przemieszczenied,):

= o )
L L
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o test 2 (dane przemieszczenie 5,):

ez 5y (5)
L L

e test 3 (dane przemieszczenie 0;):

Srednie napr¢zenia w obszarze RVE obliczane sg z wykorzystaniem zaleznosci:

oy = [ tx,dr,, 7)

12 T,

gdzie t; oznacza skladowe sil powierzchniowych natomiast x; to wspotrzedne punktu lezacego
na brzegu zewnetrznym. Zaktadajac, ze materiat w skali makro jest liniowosprezysty (spetnia
prawo Hooke’a) oraz wykonujac trzy testy opisane powyzej, mozna zbudowaé uktad
dziewieciu réwnan z niewiadomymi stanowigcymi elementy macierzy podatno$ci materiatu.
Te z kolei mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia statych inzynierskich. Zaktadajac, ze materiat
w skali makro jest ortotropowy, statymi tymi s3a: dwa moduty Younga: E;; iE», dwie liczby
Poissona: vy 1 v1, oraz modut Kirchhoffa Gy,. Cztery sposrod tych statych sg wielko$ciami
niezaleznymi, co wynika z symetrii macierzy podatnosci.

Rys.2. Odksztalcony RVE z oznaczonymi weztami naroznymi oraz fragmentami brzegu

zewnetrznego

a) Test 1 b) Test 2 c) Test 3 5
x4 r, . x,] xg 1
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Rys.3. Trzy testy z wykorzystaniem periodycznych warunkow brzegowych: a) odksztatcenie
wzdhuz osi x;, b) odksztatcenie wzdtuz osi x, ¢) odksztalcenie postaciowe w ptaszczyznie xx;
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4. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W MODELOWANIU KOMPOZYTOW

Rozpatrywane jest ciato, ktére moze stanowi¢ model osnowy lub wtracenia, zajmujace
obszar Q) z brzegiem I'. Cialo jest jednorodne i liniowosprezyste. Jest obcigzone sitami
powierzchniowymi #. Zwiazek pomiedzy tymi sitami a przemieszczeniami na brzegu u;
okreslony jest brzegowym réwnaniem catkowym [1], [2]:

Cz-j(X')u,»(X')+11;(an')uj(X')dF=lUy(an')fj(X')dR ®)

gdzie x” jest punktem kolokacji, x jest punktem na brzegu, c; jest wspotczynnikiem zaleznym
od potozenia punktu x’, natomiast Uj; 1 T;; sa rozwigzaniami podstawowymi. W przypadku,
gdy rozpatrywane jest ciato izotropowe, sa to rozwigzania Kelvina. Jesli analizowane jest
ciato ortotropowe, rozwigzania podstawowe mozna wyprowadzi¢, stosujac formalizm Stroha
[9]. W réwnaniu (8) zastosowana jest konwencja sumacyjna.

Brzegi zewngetrzny i wewnetrzne osnowy dzielone s3 na elementy brzegowe. Podziat
zaprezentowano na rys. 4 (pomini¢to elementy na brzegach wspolnych wtracen i matrycy,
aby zachowa¢ czytelno$¢ rysunku). Przemieszczenia i sily powierzchniowe na dlugosci
kazdego elementu brzegowego interpoluje si¢ za pomoca warto$ci w weztach oraz funkcji
ksztattu. Brzegowe rownania catkowe (8) stosuje si¢ dla punktéw lezacych na brzegach.
W ten sposob buduje si¢ uktad rownan algebraicznych ktorego rozwigzaniem s nieznane
brzegowe przemieszczenia 1 sity powierzchniowe.

Do modelowania kompozytéw mozna zastosowa¢ sformutowanie przedstawione
w pracy [10]. Obszar osnowy oznaczono symbolem €y a jego brzeg Iy (rys. 4).
W analizowanym obszarze znajduje si¢ n wtracen €Q; o brzegach I'y (k=1, 2, ..., n).
Wprowadza si¢ nastepujace zatozenia:

e osnowa zawiera jednakowe wtracenia o dowolnym ksztalcie,

e na brzegach wspolnych osnowy 1 wtracen 'y zaktada si¢ idealne polaczenie (cigglosé
przemieszczeh oraz rownowage sit powierzchniowych),

e wtracenia nie przecinajg brzegu zewnetrznego osnowy [y,

W przedstawianym sformutowaniu uktad réwnan jest budowany dla obszaru osnowy,

a nastgpnie modyfikowany za pomoca macierzy zbudowanej dla pojedynczego wtracenia.

Niewiadomymi s3 tylko wielkoSci na brzegu zewne¢trznym I’y oraz przemieszczenia na

brzegach Iy (k=1, 2, ..., n). Sity powierzchniowe na brzegach I'y sa z uktadu réwnan

eliminowane, co prowadzi do zredukowania jego rozmiaru. Sily te moga by¢ wyznaczone po

rozwigzaniu uktadu.

W pracy zastosowano autorski program komputerowy, wykorzystujacy trojweztowe
elementy brzegowe o kwadratowych funkcjach ksztaltu. Nieosobliwe catki brzegowe
obliczane s3 za pomocg 10-punktowych kwadratur Gaussa. Caltki osobliwe obliczane sg za
pomocg kwadratury logarytmicznej oraz metoda ruchu ciata sztywnego.

i r3 “s - |:| __}e'ement brzegowy
T ()." r, 1
0
1 Q, FZ/’—‘ Q A wezly brzegowe
rl/‘_l‘

Rys. 4. Model kompozytu analizowany metoda elementow brzegowych
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5. PRZYKLAD

Wyznaczono zastgpcze state sprezystosci nanokompozytu rozpatrywanego jako
ortotropowy w skali makro. Badano zaleznos¢ tych stalych od udzialu masowego
wzmocnienialV,, ktory zawieral si¢ w zakresie od 4 do 20%. Przyjeto, ze dtugos¢ czastki
efektywnej wynosi L =200 nm, stosunek dhlugosci do wysokosci L/t =21, natomiast
stosunek udzialu objetoSciowego wzmocnienia do udzialu masowego f,/W.=1.2.
Analizowano dwa rodzaje czgstek zast¢pczych: izotropowe oraz ortotropowe. Wartosci
statych sprezystosci tych czastek wyznaczono za pomoca zaleznosci podanych w pracy [7] 1
zestawiono je w tabeli 1, wraz ze stalymi osnowy.

Tabela 1. Whasnosci sktadnikéw mikrostruktury kompozytu w plaskim stanie odksztatcenia

Osnowa Zastepcza czastka izotropowa | Zastepcza czastka ortotropowa
Em =4 GPa Ep =84 GPa Epll =84 GPa; Epzz =8 GPa
V= 0.35 v, =0.3 vp12 =0.3; G,1o =19 MPa

Analizowano modele zawierajace 60 losowo rozmieszczonych wtracen (rys. 5). Dla
kazdej wartosci udzialu masowego wzmocnienia generowano 10 réznych modeli. Brzeg
kazdego zmodeli byt dyskretyzowany za pomocg 1512 trojweztowych elementow
brzegowych oraz liczyt 6048 stopni swobody. Stosowano periodyczne warunki brzegowe.

Rys. 5. Geometria przyktadowego RVE

Wyznaczono zastgpcze stale kompozytu: Ej; 1 Ez; (moduly Younga w kierunkach osi x;
1x2), G2 (modut Kirchhoffa w ptaszczyznie x;x;) oraz v 1 vz (liczby Poissona). Wykresy
zaleznosci znormalizowanych stalych wzgledem statych osnowy przedstawiono na rysunkach
6,718.

3.5 15
Il Eksperyment [7]

{ MEB, izotropowe
-------------- MEB, izotropowe, regresja
A MEB, crtotropowe
—— MEB, crtotropows, regresja

& MEB, izotropowe

--------------- MEB, izotropowe, regresja
A MEB, ortotropowe

—— MEB, ortotropowe, regresja

w

0 5 10 15 20
W %

Rys. 6. Zastepcze moduty Younga E;; 1 Ex
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Rys. 7. Zastgpcze liczby Poissona vi21 vy

& MEB, izotropowe

wennee MEB, iZoOtropowe, regresja
A MEB, ortotropowe

—— MEB, ortotropowe, regresja

W %
I3

Rys. 8. Zastepczy modut Kirchhoffa G

6. WNIOSKI

Modut Younga Ej;, uzyskany za pomoca modelu zawierajacego izotropowe czastki, jest
zawyzony w stosunku do warto$ci uzyskanej przy czastkach ortotropowych, chociaz przy
niskiej warto$ci udzialu masowego wzmocnienia w obu przypadkach uzyskano wyniki
podobne do wynikéw badan eksperymentalnych [7] (rys. 6). W przypadku modutéw E; oraz
G1» wykazano znaczny wplyw rodzaju wprowadzonych czastek zastepczych na wiasnosci
zastepcze nanokompozytu. Jesli rozpatrywane jest obcigzenie uktadu w kierunku
poprzecznym do plytek wzmocnienia, czastki powinny by¢ modelowane jako ortotropowe.
Podobne wnioski mozna odnalez¢ w literaturze, np. w [3] 1 [7]. W przypadku liczb Poissona
wplyw rodzaju czastki na wyniki jest niewielki.

W przypadku modutéw Younga oraz liczb Poissona wyniki byly wrazliwe na zmiane
geometrii reprezentatywnego elementu objetosci, co objawialo si¢ znacznym rozrzutem tych
warto$ci przy stalym udziale masowym wzmocnienia. Rozrzut ten mogl by¢ spowodowany
rozmiarem reprezentatywnych elementéw objetosci, ktoére zawieraly 60 wtracen.
Prawdopodobnie rozrzut mozna zredukowaé, modelujgc uktady zawierajace wigksza liczbe
wtracen. W przypadku modutu Kirchhoffa wplyw geometrii na wynik, przy statej wartosci
udziatu masowego, jest znikomy.

Zastosowana metoda charakteryzuje si¢ wysoka efektywnos$cia ze wzgledu na stosunkowo
niewielkg liczbe stopni swobody modelu oraz duza doktadno$¢ wynikow analizy.
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MODELING OF NANOCOMPOSITES
BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

Summary. In this work results of numerical homogenization of polymer/clay
nanocomposites, reinforced with parallel stacks of clay sheets modelled by
effective particles, are presented. The results are obtained by the analysis of
representative volume elements by using the boundary element method. The cases
of isotropic and orthotropic effective particles are both considered. The
orthotropic particles are analyzed by using fundamental solutions obtained by
the Stroh formalism.
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