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PRZEBIEGI POSIADAJĄCE OBWIEDNIE

S tre s z c z e n ie .  W p racy  rozw ażane j e s t  zag ad n ien ie  
b a d a n ia  dowolnych przebiegów  metodą obw iedn i. Me
to d ę  t ę  p rzeanalizow ano  z punktu  w id zen ia  j e j  p rz y 
d a tn o ś c i  do przebiegów  wąskopasmowych z m odulacją 
am p litu d y  i  f a z y . Do o k re ś le n ia  obw iedni p rz e b ie g u  
w ykorzystano p o je c ie  sy g n a łu  a n a lity c z n eg o  (fu n k 
c j i  sy m b o lic z n e j) .  Z astosow anie metody obw iedni z i 
lu stro w an o  n a  p rz y k ła d z ie  a n a l iz y  obwodu LC.

1 .  Uwagi w stępne

Efektywne metody b a d a n ia  przebiegów  spotykanych  w e le k tro te c h n ic e  
z a le ż ą  od c h a ra k te ru  ty c h  p rzeb iegów . W o d n ie s ie n iu  do przebiegów  s i 

n u so id a ln y c h  pow szechnie stosow aną metodą j e s t  m etoda sym boliczna [1 ] .

W przypadku przeb iegów  od k sz ta łco n y ch  i  okresowych s to s u je  s i ę  me

to d y  w y k o rzy stu jące  m ożliwość ro z k ła d u  badanego p rz e b ie g u  w sz e re g  Fou

r i e r a  [ i ] .

Wiadomo, że j e ż e l i  p rz e b ie g  x ( t )  s p e łn ia  w p rz e d z ia le  0 <  t <  T 

w arunk i D i r l c h le ła ,  to  można t e n  p rz e b ie g  ro z ło ż y ć  w sz e re g  F o u r ie ra ,  

c z y l i  p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i  sumy przebiegów  s in u s o id a ln y c h , co z a p isu 

j e  s i ę

* * * >  ° n  6

n* -  co
( D



10 Jadw iga Rumatowska

p rz y  czym

Cn = ?  /  e dt (2)
o

J e ż e l i  x ( t ) j e s t  p rzeb ieg iem  nieokresowym  i  s p e łn ia  w arunek bez

w zg lędnej ca łkow alne  ś c i

oc

j\x( t ) |  d t< o o  (3 )
— OO

t o  można go p rz e d s ta w ić  za pomocą ca łk i. F o u r ie ra

co  OO

x ( t )  “ •¡¿br/e3"*  dco I  x ( t ) e_3Cut d t ( 4 )
  -OO

W yrażenie ( 4 ) bardzo  c z ę s to  z a p is u je  s i ę  w p o s ta c i  dwóch n a s tę p u ją c y c h  

p r z e k s z ta łc e ń  całkowych

OO

x(jco) = f x ( t )  e“ 3a)l' d t ( 5 )

OO

: ( t )  » ~  y*x(jco)e3tut dco ( 6 )

zwanych p rostym  i  odwrotnym p rz e k sz ta łc e n ie m  F o u r ie r a .

Gdy p rz e b ie g  x ( t ) o 0 d la  t  <  0 , t o  p r o s te  p rz e k s z ta łc e n ie  Fou

r i e r a  (5 ) p rzy jm ie  p o s ta ć

OO

x(j«0 = /  x ( t )  e” 3a;rt: d t 

o

( ? )
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In n a  m etoda a n a liz y  przebiegów  o d k sz ta łco n y ch , zwana u o gó ln ioną  me

to d ą  sym boliczną p rzed s taw io n a  w p racy  [ 4 ]  o p ie r a  s i ę  na p o ję c iu  funk

c j i  sym bo licznej (sy g n a łu  a n a li ty c z n e g o ) .  Funkcję sym boliczną o k re ś la  

s i ę  za pomocą p rz e k s z ta łc e n ia  H i łb e r ta ,

W n in i e j s z e j  p ra c y  w ykorzystano fu n k c ję  sym boliczną do b ad an ia  do
wolnych przebiegów  m etodą obw iedn i.

2 .  Metoda obw iedni 

Funkcję

x ( t )  = x ( t )  -  j H |x ( t ) |  ( e )

nazywa s i ę  fu n k c ją  sym boliczną (sygnałem  an a lity czn y m ) stow arzyszoną z 

fu n k c ją  rz e c z y w is tą  x ( t ) [ 2 ] [ 4 ] ,  p rzy  czym część  u ro jo n a  H ^ x (t))- o zn a
c z a  tra n s fo rm a tę  H i lb e r ta  fu n k c j i  x ( t ) ,

T ran sfo rm ata  H i lb e r ta  f u n k c j i  x ( t )  j e s t  o k re ś lo n a  z a le ż n o śc ią

CO

( 9 )

-O O

K o rz y s ta ją c  z o k r e ś le n ia  s p lo tu  dwóch f u n k c j i ,  tra n s fo rm a tę  H ilb e r 

t a  ( 9 ) można z a p isa ć  w p o s ta c i

» f i * ) } -

Z z a le ż n o ś c i (1 0 ) w ynika, że tra n s fo rm a tę  H i lb e r ta  H^x(t)'j- można 

tra k to w a ć  jako  p rz e b ie g  n a  w y jśc iu  czw órnika o odpow iedzi im pulsowej

g ( t )  = - ¿ r  d la  -  «*> <  t  <  +  00 (1 1)
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C h a ra k te ry s ty k a  c z ę s to tliw o śc io w a  czw ornika o odpow iedzi im pulsow ej 

( 1 1 )  w yraża s i ę  z a le ż n o ś c ią

0 0  0 0

G(jco) = / g ( t )  e “ **0* d t  o e” ^°t  d t = j  sg n w  (1 2 )

- C O  . 0 0

Powyższy r e z u l t a t  można ta k ż e  otrzym ać w yznaczając widmo t r a n s f o r -  

m aty  H i lb e r ta  H { x ( t)]-. M ianow icie

0 0  0 0

/ H {x(t ) } e ^  d t  = f  £ - ^ - * x ( t  )j e ^  d t «

-C O  _oO

= F { - ^ - } p | x ( t ) }  = j  sg n « x (co ) ( 1 3 )

g d z ie  x(co) oznacza widmo p rz e b ie g u  na w e jśc iu  czw órn ika  o c h a ra k te ry 

s ty c e  c z ę s to tl iw o śc io w e j j  sg n co .
K o rz y s ta ją c  z p o ję c ia  sy g n a łu  a n a lity c z n e g o  ( 8 )  można obwiednię 

A ( t ) p rz e b ie g u  x ( t ) defin io w ać  n a s tę p u ją c o

A ( t)  = ^ x 2( t )  + [ l l{ x ( t )}] 2 (14)

P onad to  spo tykany  w l i t e r a t u r z e  ta k ż e  in n e  d e f i n i c j e  obw iedni [6]j7]. 

Rozważmy p rzy d a tn o ść  d e f i n i c j i  ( 1 4 ) w o d n ie s ie n iu  do przebiegów  o 

p o s ta c i

x ( t  ) = A ( t)  cos jw ^t (15)

g d z ie  obw iednia (a m p litu d a  chw ilow a) A ( t ) i  f a z a  chwilowa 9  ( t ) są  

fu n k c jami wolno zmiennymi w porów naniu z fu n k c ją  cos iOQt  ( r y s .  1 ) .

P rz e b ie g i  d a ją c e  s i ę  p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i  (1 5 ) sp o ty k a  s i ę  w za

g ad n ie n ia c h  z m odulacją  am plitu d y  i  c z ę s to t l iw o ś c i  p rz e b ie g u ,/s in u so i

dalnego  . Sygnały  te g o  ro d z a ju  można ta k ż e  z a p isa ć  w n a s tę p u ją c e j  f o r 

mie
x ( t ) = xc ( t ) c o s c o ot  -  xg ( t  ) s in  coQt  ( 1 6 )
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g d z ie

x  ( t ) = A ( t ) oostp(t ) c

x  ( t )  = A ( t)  s in ę > (t) s

s tą d

A ( t)  t )  + X g ( t)  (1 7 )

T ran sfo rm ata  H i lb e r ta  p rz e b ie g u  (1 6 )

oo co

r 1 /x„(i)cosW r  1 /*x (r)sincor
° r - t  ° ^ - g /  r -  t 0 «• ( «)

.0 0  -o o

R o zk ład a jąc  fu n k c ję  xc ( t )  i  *s ( t )  w o to c z e n iu  punktu  V  = t  w 

s z e re g  T ay lo ra  o trzy m u je  s i ę

—OO
OO

- ¿ / ^ ^ [ * s ( t )  + ( r  -  t ) ^ ( t )  + | t( t  -  t ) 2x" ( t )  + . . . ] d r  (1 9 )

-oo
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Ponieważ

H -I cosco t  V = -  s in u  t  l- o )  o

H { s i n a r t  j  = c o sa ^ t 

zatem  w y r a ź n ie  (1 9 ) można z w is a ć  n a s tę p u ją c o

H { x ( t )} =  -  xc ( t  )sincoQt  -  xs (t)coscoQt  + Q (t)

= -  A (t)s in [co t +¥>(t)J + Q (t)

(20)

(21)

gdzie

oo

Q (t) -  ~ | [ x ' c (t)coscoot  -  X;(t)sincoot  + ^  ( T -  t)x j(t)cosc«ot  -

•CO

-  “ T ( t  -  t)X g(t)sina> ot  + . . . ]  dT (22)

K o rz y s ta ją c  ze wzorów

oo

1  f ( T  - t f c o s a . J  a r .  3 Ł .
J 0Q„

o o

i f < * -
t f s l n w  d t » ^

O

j n cosco t  o

j ^ s i n c o  tO

j nsinco t  o

j n_1 cosco t  o

d la  n  p a rz y s ty c h  

d la  n  n ie p a rz y s ty c h

d la  n  p a rz y s ty c h  

d l a  n  n ie p a rz y s ty c h
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o trzy m u je  s i ę  z z a le ż n o ś c i ( 22)

1 1 #  1— Q( t ) = — (x* costu t  -  x ' s i n c o t ) -  — r{ x "  s in w  t  + x "  cosco t ) + . . .
/  /l \  n  rt u  A ' ^  c  ^  O A<00 o 2 ca

J e ż e l i  sy g n a ły  o p o s ta c i  (1 6 ) s ą  wąskopasmowe (A w m ałe ), to

Q ( t ) f t  “ A (t)

(2 3 )

(2 4 )

Wobec teg o

H-[x(t )}  = -  A (t )sin[coot  + y  ( t )] + ~  A ( t ) (25 )
O

V/ przypadku, gdy A itó <*̂ 60 (w artości Q ( t ) są  pomijałne) mamy

H |x ( t ) j - o  -  A (t)s in ji0 ot  + y > (t)J  (2 6 )

3 .  P rz y k ła d

Rozważmy fragment pewnego obwodu elektrycznego przedstawiony n a  rys. 
2 zakładając, że napięcie na zaciskach 1 -  1-' je s t  równe £ f ( q ,  q)»
gd zie q oznacza ładunek elektryczny, £ -  mały parametr.

L
1  n ssu fi-

£ t W , ł >  

v . ----------------------

R ys. 2
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Równanie równowagi e le k try c z n e j  powyższego obwodu ma p o s ta ć

i  d t = £ f ( q , q )  (2 7 )^  + 1 /  id t  C j

d t 2

\j~LC

Przyjm ujem y ro zw iązan ie  rów nan ia  (2 8 ) w p o s ta c i

q ( t ) = A (t)cosjo )et  + / ( t ) ]  (29)

p rz y  czym

A (t ) ^q2 ( t  ) +  [H |q (t )}]

^  ( t ) S i  _ 3^0 t g

Ze w zględu n a  w ystępow anie w rów naniu  (2 8 ) małego param etru  ¿1, ob

w ie d n ia  A ( t ) i  f a z a  <p ( t ) s ą  fu n k c jam i wolnozmiennymi w porównaniu

z fu n k c ją  cosaM ;. Wobec powyższego

q = -co  Asin(co t  +<f ) (30)o o

Z z a le ż n o ś c i  (2 9 )  i  (3 0 )  można otrzym ać
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R ó żn iczk u jąc  rów nanie (31 ) względem czasu  o trzym uje s i ę

2AA = 2qq +

Wo

s tą d

A = - p  (q  +o>^q)
U) A o

a = - 4 - ^ f ( q * q )
uyAO

P odobnie ró ż n ic z k u ją c  względem czasu  r e l a c j ę  (3 2 ) o trzym uje s ię

Ol q (q  + co q )
<jo -  -  2  u
r  ~  2 . 2  u>Qq + q

9   -----2— ¿ c f i ą .ą )
2W A o

U w zględn ia jąc  z a le ż n o ś c i (2 9 ) i  (3 0 ) w rów naniach (3 5 ) i  (37 ) 

mamy

co Asin(co t  + 9 )
A  _  0  - --P-

2
Ao

[Acos(wot  + 9 ) ,  -  Acosin(coot  + 9)]

Acos (co t  + 9  ) r
9 =  0 ' fi i [ -  Acos(coot + 9 ) ,  -  Asin(coQt + 9)

W A

Podstawmy

f  = co t  + 9

(3 3 )

(3 4 )

(3 5 )

(3 6 )

(3 7 )

o t r z y -

(3 8 )

(3 9 )

2?r
“ o ° ”  o
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T
A = -  -^¿¿f(AcosV>, -  a)oAsin'V’)sin'V>

T (40 )
y>= ~ p - { X f ( k c o s y ,  -  WQAsiny^cosi/»

R o zw ija jąc  fu n k c je  f(Acosi/>, -c o oA s in ^ )s in  ty o raz  f(AcosY>,- AsinV»)cosV’ 

w s z e r e g i  F o u r ie ra  otrzym any

T a
A = -■ ^< w (2£ + a1ss i n ^ +  a ^ c o s  Y>+ +  a ^ c o s S ^  + . . . )

(41)
T b

9 =  + ^l3 s i n y + b1ccosi/>+ b2ss i n 2 ^ +  b2ccos2Y> + . . . )

U w zg lędn ia jąc , że fu n k c je  A ( t ) i  ^  ( t ) s ą  w olnozm ienne, wobec te- 

go ic h  pochodne A, można trak to w ać  jako  s t a l e  w o k re s ie  Tq , Będzie 

więc
T a

1 0 A/ 0
27Ł 2

T b 
<b = -2 _ < u _ °  
y  23EA 2

p rz y  czym

To
i^AcosY, -  u ^ A s in ^ s in Y d Y

o
f(A cosy , -  o^Asin^OcosY d ^



O s ta te c z n ie  w ięc prędkość zmian obwiedni o ra z  p rędkość zmian fazy  wy
r a ż a j ą  s i ę  n a s tę p u ją c o

P rz e b ie g i  p o s ia d a ją c e  obw iednie_________________________________________ 1_2

■' -  h * f
O

m

f(A cosy , -tooAsinV»)sinV’ di/»

f(AcosV>, -oooA siny)costp dtp

4 . "/niosła, końcowe

Z przeprow adzonych rozw ażań-w ynika, że metoda a n a l iz y  obwodów e le k 

try czn y ch  p o le g a ją c a  n a  b ad an ia  obw iedni A ( t ) dowolnych przebiegów  

j e s t  sz c z e g ó ln ie  p rz y d a tn a  d la  przebiegów  wąskopasmowych dających  s i ę  

w yraz ić  w p o s ta c i

x ( t )  = A (t)cos[to  t  +^>( t ) J

W yznaczanie obw iedni A ( t ) -i fa z y  <p ( t ) z ilu s tro w an o  na p rz y k ła 

d z ie  a n a l iz y  u k ład u  LC opisanego, równaniem ( 2 8 ) .

7/yda je  s i ę ,  że p rz e d s ta v ie n ie  przebiegów  w p o s ta c i  (15)  można wyko
r z y s ta ć  w zag ad n ien iach  a n a liz y  obwodów elelctrycznych  o zmiennych pa

ra m e tra c h .
J e ż e l i  param etry  obwodu z m ie n ia ją  s i ę  w sposób przypadkowy, to  ob

w ied n ia  A ( t ) i  fa z a  <p ( t ) są  w ie lkościam i przypadkowymi, a  p rz e b ie g  

x ( t ) j e s t  r e a l i z a c j ą  p ro cesu  s to c h a s ty c z n e g o .

g adan ie  t a l i c h  przebiegów  p o leg a  na o k re ś le n iu  w ła sn o śc i s t a ty s ty c z 

nych obwiedni. A ( t ) i  fa z y  <j> ( t ) [ 6 ] .
Obwiednię A ( t } można otrzym ać za pomocą uk ładu  analogowego wyko

nującego  d z ia ła n ia  w ynikające  bezpośredn io  z d e f i n i c j i  ( 1 4 ) lu b  ( 17) -

bo w yznaczania obw iedni przebiegów  wąskopasmowych wygodnie j e s t  sko

r z y s ta ć  z d e f i n i c j i  ( i ? )  [ 5] .
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W przypadku k o rz y s ta n ia  z d e f i n i c j i  obw iedni ( 1 4 ) z a sad n iczą  t r u d 

n o ść  s tan o w i wykonanie o p e r a c j i  o b l ic z e n ia  tra n s fo rm a ty  H i lb e r ta
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PROCESSES WITH ENVELOPES 

S u  m m a r  y

The problem  o f  a n a ly s in g  a r b i t r a r y  p ro c e sse s  u s in g  th e  envelope  me

th o d  i s  d is c u sse d  i n  t h i s  p a p e r . I n  p a r t i c u l a r  narrow -band p h a se -  and 

am p litude-m odu la ted  p ro c e sse s  were an a ly sed  by th e  a id  o f  t h i s  m ethod. 

The n o tio n  " a n a ly t ic  s ig n a l"  (sym bolic  f u n c t io n )  i s  used  i n  th e  p ro 

c e s s  i l l u s t r a t e d  by an  example in c lu d in g  an LC c i r c u i t  a n a ly s i s .


