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SYNTEZA STRUKTURALNA FILTRU PASVDAEGO
Z JEDNYM ZRODEEM STEROANANYM

Streszczenie. Wykorzystujgc twierdzenie Rungego,
przeprowadzono analize funkcji aproksymujacej cha-
rakterystyke amplitudowg filtru pasmowego. Wdru-
giej czesci podano algorytm pozwalajacy uprawiaé
synteze strukturalng wraz z doborem elementéw RC.
Zwrocono uwage na mozliwos¢ realizacji minimum
wspoétczynnikéw funkcji przejscia ze wzgledu na
wspotczynnik wzmocnienia zrddta sterowanego synte-
tyzowanego uktadu. Prace podsumowano twierdzeniami
okreslajacymi klase struktur, w ktorych jest mozli-
wa synteza filtru pasmowego o aproksymacji Czeby-
szewa.

1. Analiza funkcji aproksymujacel

Rozwazny na wstepie charakterystyke amplitudowg rys. 1 filtru dol-
noprzepustowego.

Ze wzgledu na to, ze synteze bedziemy prze-
prowadzaé¢ przy uzyciu elementéw skupionych, na-
lezy zadanag charakterystyke amplitudowg aproksy-
mowa¢ funkcjg wymierna. 0 tym czy taka aproksy-
macja jest mozliwa orzeka nastepujgce twierdze-
nie Rungego W *

Jesli K(p) jest funkcjg analityczng jedno-
znaczng w zbiorze otwartym G, to dla kazdego
zbioru domknietego F C G i kazdej liczby £> 0
istnieje funkcja wymierna. R(p) o biegunach za-

wartych w dopeinieniu GG zbioru G spetniajgca warunek

IK(p) - R(p)I< £ dla p6 F. 1)
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Zajadajgc w powyzszym twierdzeniu, ze zbidr G jest osig urojong
oraz uwzgledniajac, ze

| K(p) - r(p)I<E—k(p)| - [r<p)|< e
mozna R(jco) uwazaé¢ jako przyblizenie charakterystyki amplitudowej
K(jw) .

Bedzien”™ teraz poszukiwaé funkcji wymiernej R(p) spetniajacej wa-

runek (1). Wykorzystamy w tym celu wielomiany Czebyszewa “n(x)

(x) b x

Tg(x) =2x2 - 1
(2)

Tn+1,(x)/ = 2X Tnglx) - Tn_f(x),

Przedstawmy na osi urojonej funkcje aproksymujacg w postaci
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Przy zadanej granicy gornej odchytki £ warto$¢ wspdiczynnika k mozna
wyznaczy¢ wg réwnania

(4>

Dolng granice odchytek wyznaczamy z wyrazenia

i< (5)

Dla dowolnego £ istnieje wiec takie Kk, ze zachodzi warunek (1).
Z konstrukcji funkcji Rn(p) wynika, ze bieguny funkcji Rn(p) nie le-
z3 na osi urojonej. Wyznaczymy teraz funkcje Rn(p) w postaci

R(p) -—- (6)
anp +..,+alP+a

Zachodzi

Rn(H 2 “ Ra(p)Rn(-p)Ip=joo (7}

Z poréwnania wyrazen (7) i (3) wyznaczamy wspdéiczynniki funkcji wy-
miernej (6), Wten sposéb wyznaczona funkcja wymierna Rn(p) moze by¢
punktem wyjscia syntezy filtrow dolnoprzepustowych. Wpyznaczamy teraz
funkcje wymierng R(p) realizujgca z dowolng doktadnoscia £ transmi-
tancje filtru pasmowego o charakterystyce podanej na rys. 3.

Rozpatrzny w tym celu funkcje (3)

|IRn(jy)| 3 1+kT2n(y)

tatwo zauwazyé, ze rozwigzanie tego problemu zwigzane jest z odpo-
wiednim przesunieciem charakterystyki przedstawionej na rys, 4. Prze-
suniecie to powinno by¢ dokonane poprzez odwzorowanie f(p) ptaszczyz-

ny zespolonej "p", ktore przede wszystkim odwzorowywuje 0$ urojong w

0$ urojona.
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Rys. 3

Zadanie spetnienia takiego warunku jest konieczne, gdyz modut funk-
cji Rn na osi urojonej ma aproksymowa¢ charakterystyke ampli-
tudowg filtru pasmowego. Z drugiej strony nalezy zadag, aby funkcja
Rn {f(p)] byta funkcjg wymierng w ciele liczb rzeczywistych, gdyz tylko
wowczas mozna ja bedzie realizowac¢ przy pomocy elementow RLC, jako
transndtancje filtru, pasmowego.

Warunki te spetnia nastepujgce odwzorowanie:

f(p)=tiL-+4,) )
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Przy odwzorowaniu (8) okregi p = re*” przechodzg v/ elipsy

2 2
2 + AT-T“1 A
flt2(P.+io) o 2(Z-—--—-—-- 2)
"0 r % r

Funkcja (s) odwzorowywuje konforemnie Kkoto |p|< r 0 promieniu
r < 0)Q na zevmetrze elipsy (9), a koto |p|< coQna catg ptaszczyz-
ne domknieta, z ktérej odrzucono odcinek -20C<x<20C. Srodek ko-
ta przechodzi w punkt w nieskofnczonosci. Funkcja (8) odwzorowywuje réow-
niez zewnetrze kota |p| < r o promieniu r =0@Q na catg ptaszczyzne
rozcietag wzdtuz odcinka -2 oC< x < 2ot

Przy odwzorowaniu (8) poiproste arg(p) = (p przechodzag w elipsy

4 cos p 4%intip 1 (10)

przy czym
potprosta arg(p) » O przechodzi w cze$ci osi x:

x " 20C
potprosta arg p = U przechodzi w cze$¢ osi Xj
X< -2

pétprosta arg(p) =—8 wos$ .

Z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja (8) jest dwukrotna, gdyz
kazdg swag wartos¢ f(p) osigga w dwoch punktach. Niech zqg bedzie do-
wolnym biegunem funkcji Rn. Poniewaz funkcja Rn jest okre$lona wcie-
le liczb rzeczywistych wystgpi réwniez biegun w punkcie Funkcja
f(p) osigga warto$¢ zgq i z w punktach Pg i oraz pN i pE.
Zbadamy teraz funkcje Rn [f(p)J na osi urojonej.
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Zachodzi

m ca2- w?2
f(*o) wta - amt = »6») (11)

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:
G=-£z =jyji F=|z =jy:-1< y< 1j
Ha mocy twierdzenia Rungego zachodzi warunek
|K(z) - RMz)|< 6dla z£ F
Znajdziemy teraz zbiér f (f) dla elanentdw ktérego zachodzi

IK(p) - Ra[f(p)]l dla P£f_1(?) (12)

gdzie K(jco) przedstav/iono na rys. 3.

Poniewaz f(p) odwzorowywuje o$ urojong w 0$ urojong wystarczy
wiecanalizowa¢ funkcje (11 )f (u)).

Brzegiprzydziatu f'(f) wyznaczymy rozwigzujac uktad réwnan

y>(co) = 1xp(to) = - 1.
Mamy wiec
f“1(?) =-[p = jco:
“So<nt\lq X+ * i @@

Jak wida¢, szerokos$¢ przedziatu f (P) wuzalezniona jest od para-
metru o . Dla dostatecznie duzych parametréw cC, a wiec dla filtrow o
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dostatecznie waskiej charakterystyce mozemy =z wystarczajagcag doktad-
nosciag przyjac

={p = <uM (2« + 1)) *

2. Synteza filtru

"l ostatnich latach otrzymano olbrzymig ilo$¢ informacji o warunkach
realizacji i sposobach syntezy ukiadéw skupionych, liniowych i skon-
czonych. Poszczegdlni autorzy podaja rozwigzanie wielu probleméw syn-
tezy zawezajac jg do szczegdlnych struktur, ograniczajagc w ten sposob
optymalizacje réznych wielkos$ci. Ponizej odpowiemy na pytanie w ja-
IdLch strukturach mozna realizowac¢ filtry o aproksymacji Czebyszewa z

jednym Zrédiem sterowanym.

Iliech liczba strukturalna A jest przeciwobrazem grafu ukiadu
przedstawionego na rys. 7, gdzie E =Kk 1~ llapiecie na wyjsciu

uktadu wyraza sie nastepujgcym wzorem W
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Prad 1™ mozna z kolei wyrazi¢ wzorem

Sem/dA dAr Sim/d A dA\
z "“dci’ _ z W 0ij , , t r\
XS m drtA El + detA kzi I¢ (16)

We wzorze (i4) prad 1™ jest wyrazony w postaci uwiktanej. Przeksztat-

cajac odpowiednio ten wzdr otrzymamy

Sim/dA dAx,,

z W dé; 1
., . DAOA e\
af A-tei Z Jf>

Podstawiajac wzdr (17) do wzoru (16) i wykonujac proste przeksztat-

cenie otrzymajmy wzér na transmitancje ukfadu zawierajacego jedng SM
sterowana.

3 Sim/dA  9An

fp z te» w h

Ep " detakzg SIMA §

We wszystkich powyzszych wzorach A jest liczbg strukturalng, dla

ktérej graf J1 badanego uktadu jest przeciwobrazem.

Wpierwszej czesci pokazano, ze transmitancja filtru pasmowego 0

aproksymacji Czebyszewa ma postac

Ze wzgledu na to, ze synteza bedzie przeprowadzona przy uzyciu ele-

mentow R,C doprowadzamy transmitancje (19) do postaci
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Oznaczamy przez 1™ i grafy powstate z grafuF przez jjednokoncéw-
kowe odtaczenie gatezi i fi . Niech grafy i posiadaja doktad-
nie jedno identyczne przeciwdrzewo.

Przy tym zatozeniu funkcja SiZm(Z—Q, grgi) posiada doktadnie jedno wy-

razenie Z~ \2***Z2r 1* wys*%arczy wiec rozmiesci¢ w n gateziach po-
jemnosci a w pozostatych tylko oporno$¢ czynng, aby zrealizowaé licz-
nik transmitancji (20) z dokladnoscig do statej. Zatozenie odnos$nie
graféw Tox i Ttf nie jest konieczne, jednak zapewnia, ze czuto$¢ poja-
wienia sie wspdiczynnikéw przy potegach réznych od p~n jest réwna ze-
ru, niezaleznie od zmiany parametrow R”, &k i k.

Przystapimy teraz do realizacji mianownika transmitancji (20).W tym
celu przedstawimy mianownik Rn(p) w postaci réznicy dwoch wyrazen
A(P) i B(p)

bn +...+b_n p"2n = p“2nA(p)- k B(p)p~2n =p_2n S(p) (21)

tak, azeby mozna je zrealizowaé¢ przy pomocyelementéwskupionych RC.

Oznaczmy przez E~(p), I"Cp) napiecie i prad oczkowy k-tego oczka
(k =1,2,...,1) wuktadzie przedstawionym na rys. 8. Poniewaz tylko
oczko pierwsze zawiera zrodto napiecia otrzymamy wiec [2]

1
?1(p) el(p) =7 i3 R3klk +
j k=t
+f)}/ Ty ?)Kk:(F))+p'3/ (22)

Po podstav/ieniu

e.(p) = z1(p) i-.(p)
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i prostym przeksztatceniu otrzymamy

gdzie PQ i Vg sa foimami hermitowsiami.

33

(23)

Z teorii ukladow biernych £3] wiadomo, ze macierze odpowiadajace

formom heimitowsldm PO i Vo sg poOtokreslone dodatnio,
zatem zawsze nieujemne.
Impedancje wejsciowa (p) przedstawimy w postaci

det A

Zl(p”™ = det 9A
z XC

Poniewaz

s, =0
dla

pk " “ P
wiec

det A=0

formy te sg

(24)
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dla

Pk =
Wynika z tego, ze zera A(p) powinny wystepowac¢ na ujemnej p6tosi rze-
czywistej.

Wezmy teraz pod uwage drugi sktadnik mianownika wzoru (18). Dla 3“

parobiegunnika z rys. 6 zachodzi

sim/dA  £A\
zwW di’ frr-N
N o det" A (25)
z

Warunki konieczne i wystarczajgce dla elementu y”~ ukfadu RC ogra-
niczajg sie do tego [2], aby funkcja ta miata tylko pojedyncze bieguny
na ujemnejp6tosi rzeczywistej z rzeczywistymiresiduami.Residua w
tychbieginach sg rzeczywiste,poniewaz wspoétczynniki funkcji wymier-
nej sg rzeczywiste. Zera y”~ moga wiec znajdowac¢ sie w dowolnym punk-
cie ptaszczyzny "P", jed$li wszystkie zera zespolone wystepujg w posta-
ci par sprzezonych. Wynika z tego, ze funkcja

Sim/dA  9A\
zZw *

w uktadzie RC moze realizowac¢ zera bez wiekszych ograniczen. Ponie-
waz s(p) nie ma zer rzeczywistych a S(6) > 0, to kolejnos¢ zer
A(p) i B(p) powinna byé taka jak na rys. 9. Wzagadnieniach syntezy
uktadow ze Zrodtami sterowanymi nalezy uwzglednié,ze najbardziej zmiei>
nymi parametrami sg wspdtczynniki wzmocnienia. Z powyzszego wynika, ze
czuto$¢ reakcji uktadow tego typu nalezy bada¢ ze wzgledu na wspdiczyn-
nik wzmocnienia k zrodta sterowanego. Wrozpatrywanym przypadku pro-
blem ten rozwigzuje rozktad Horowitza £5] wielomianu s(p). Jezeli po-
tozenie zer A(p) i B(p) dla rozktadu S(p) jest takie jak na rys.
10, przy czym, kazde zero oznaczone symbolem 2 jest zerem podwojnym,
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®-zero A(p)

2 - o - zero B(P)

Rys. 10

to czuto$¢ wspotczynnikéw ze wzgledu na wspdiczynnik wzmocnienia
jest minimalna.

Zachodzi nastepujgce

Twierdzenie 1
Warunkiem koniecznym na to aby w grafie T* mozna realizowa¢ ukfad
rys, 7 o transmitancji okreslonej wzorem (20) jest aby liczba cykloma-

tyczna grafuT - ~No2n.

Dowdds

Z poréwnania mianownikéw funkcji ('8) i (20) wynika, ze jest to moz-
liwe, gdyz liczba strukturalna A, ktdrej graf T jest przeciwobrgzem
posiada 2n elementowe kolumny.

Twierdzenie 1 podaje warunek konieczny na to, aby dana struktura
realizowata zadang transmitancje filtiu ;o0 aproksymacji Czebyszewa.
Chcac dowie$é, ze pewien warunek jest wystarczajacy nalezaloby poka-
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zaé, ze istnieje rozmieszczenie elementébw R, C i Zrddta sterowanego
w danej strukturze, ktdére realizuje zadang transmitancje filtru. Wyka-
zanie tego przy tak stabych zatozeniach odnos$nie struktury filtru jest
utrudnione. W zwigzku z tym przyjmijmy do dalszych rozwazan strukture
filtru przedstawionego na rys. 11, opisang przez grafjT .

Rys. 11

Zaleznosci miedzy wielko$ciami elektrycznymi czwomikdow i Ng
podaja réwnania

@ w)e) O @ O OO

JI =yil Ul +y!2U2 » J1I =yll1Ul +yl2U2

(6 (1)0) (1) (1) (2 (@) 2 (2 @

J2 = y2l Ul +y22 U2+ J2 = y21 Ul + y22 U2

Podstawiajgc

(1) (1) (2)
UL =V U2 =1IR} 1=1J2 +J21
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otrzymany
(1)
y21R (27)
UL TULyRYby Rikiydor
. C (2 . . .
Admitancje y.. i Yy.. mocg by¢ okresSlone w nastepujacy sposob:
d)
0) d)
Y22 - - y22 1 (1)
, =0
- admitancje wejsciowe od strony zacis-
(2) kéw 2 przy zwartych zaciskach 1s
(2) (2)
Lo - vy - % (2)
U =0
(1)
1) 1) -J2
Y2« y2l MH ()
u. u2 = o
- transirdtanc je pradowo-napieciowe przy
(2) zwartych zaciskach 2.
(2) (2) -J2
2~ Y =21” (2
u2 =0
S'z6r (27) przyjmie postac
(D
v, -y21®

(28)
uf = (1) (2) [2T"
1 1+Y22R+Y21RIc+Y22R
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Rys. 12
Oznaczmy przez f 1 i gra®W czwomikow ~ i N2, ktére sg prze-
ciwobrazem liczb strukturalnych A _i oraz przez AO(» T 100+

F2p* f272 grafy P°wstate z graféw J 1 ij 2 w wyniku jednokoncow-
kowego odtaczenia gatezi céj» 02 a ~1» $2* Nachodzi nastepujace

Twierdzenie 2

Warunkiem wystarczajgcym na to, aby w strukturze (rys. 11) okresSlo-
nej grafem F mozna byto realizowac¢ transmitancje filtru o aproksyma-
cji Czebyszewa jest, aby grafy F1.d * T](X2 miatly doktadnie jedno
wspoélne przeciwdrzewo oraz aby grafy F27i»F2y2 miaty wszystkie prze-
ciwdrzewa wspdlne.

Dowdd:

Jak wiadano [4] transmitancje pradowo-napieciowe v/ystepujgce we wzo-
rze (28) majg postaé

Sxmfj Al_ ﬂ(l_\ Siny O'%— ﬁ’b

) z W i’ Soi, (2) z 07-F
y|J es de.t..;b:l li = Y-ij ss >7.d.e.t":0:2. - (29)
z z
Poniewaz grafy majg wszystkie przeciwdrzewa identyczne
271 ® ffAg 9A2
wiec liczby strukturalne Jy- sa roéwne.

Z definicji funkcji Sim wynika, ze
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Wzér (28) otrzyma teraz postac

(1)
w2 -Y21R

U 1) (2
1 1922@& 2R (I-k)

Dla filtru o aproksymacji Czebyszewa powinno zachodzi¢

. 1 * Kffpj 0
1 bj +..+b.n P (

Wybierzmy dowolny wielomian s(p) zawierajacy jedynie ujemne i rze-
czywiste zera, ktérego stopien jest o jedno$¢ mniejszy od wielomianu
S(p) tj. 2n-1. Otrzymujemy wowczas

(32)
<1> (2) . . S
Wezmy nastepnie rozwiniecie Fostera ilorazu gjpJ w postaci
tW . a td,ptv ~ .~ ~ (34)
sTp) 0 "TJP+Pi j p+pj

przy czym kazde d, lub h.D jest dodatnie, doo nigdy nie jest ujem—
i
ne, a dQ moze by¢, albo dodatnie albo ujemne.
Niech zachodzi
(2) (2) V“l S.iP
Y - = , .
2. 1 mj
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Réwnanie (33) przyjmie teraz postac

(@%9 R = R{k-1 )G + dO - 1+d-p.+ \Z/_ig%—+
i 1

¢ £ <*,
p+p,

ktora okresla admitancje RC, jeS$li
R(k-1)G + dQ- 1> 0 (37)

oraz

R(k-1)6j - hj> 0 (38)

dla kazdego J, co jest zawsze mozliwe.

Wykazemy teraz ze istnieje takie rozmieszczenie elementéw C, i R, w
gateziach grafu T a wiec T~ i aby nozna byto realizowaé trana-
mitancje filtru o aproksymacji Czebyszewa. Pokazemy najpierw, ze w gra-

T . . . . (Q .0\)
fie i1 mozna syntetyzowaé¢ réwnocze$nie admitancje A "

WeZzmy w tym celu admitancje

Sim/fAL  dAl)

ci) _ *W
21 det Al
4
Poniewaz grafy doktadnie jedno identyczne przeciw-
drzewo v/iec istnieje doktadnie jedna kolumna wspo6lna dla liczb strok-
9A 3A 9A  9A
turalnych — Funkcja jedr.oczesnosci Sim(— -— ) nme wiec do-
dei2 9« “<*2 3ccl
ktadnie jedno wyrazenieZ” '"12***7j2n-2* AMNBr  zrealizowad licznik

wzoru (39) wystarczyzada¢, aby Vv/wyrazeniu tym n impedancji miato
.l
postac k = - orazpozostate poszaci R,



-jyroert struktira.lng filtru pasmowego... 41

Liczba cylilomatyczna grafu i wynosi =2n - 1. Azeby zrealizo-
waé mianownik (39)musimy rozmiesci¢ impedancjepostaci Z = R +—-
przynajmniej v/ jednym pneciwdrzev«ie grafu f . Elementy ukiadu no»

na obliczy¢ na maszynie cyfrowej, korzystajac z algorytméw liczb struk-
turalnych lub bez pomocy maszyny za pomocg rozwiniecia Y 2 VS wzoru
(36). Zewzgleduna to, ze strukturauktadu |II,, ma postac¢ (rys. 13)

mozna go tatwo syntetyzowaé korzystajac z rozwziniecia \5022 = “(zi)\i w-

wzoru (35)e
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CT%T GVHIE3 1IQJICA0BOO fcMULTPA C CiiHM
ynPABJIIBVHMI KCTUHVKOM

PeSjoue

VlicnoJib3ya Teopeuy PyHre npoBe”eHO aHanH3 ipyHxiiHH .annpoKCHMHpyimeii au-
njiHTyflHy» xapaKTepHCTHKYy noJiocoBoro (jJUJibTpa. Bo BTopoB sacTH yxa3aH anro-
puTu, pa3pemaDHHH npoBecTH CTpyKTypHbi# cnaTe3 c¢ no»6opoM 3aeMeaTOB Plu
OOpaHeHO BUHUaBUe Ha B03MOSCHOCTb peajlH3aUHH UHHMMyM 'i yBCTBHT ejl bHOCTM KO3$-
(ViHUHeHTOB $yHKUHH nepexo.ua yiutThiBaa KosijkpHUMeHT ycwieHHH ynpaBlJiaeuoro h-
CTOUHHKa OHHTeTH3HpOBaHHOM CHCTeUbl.

Viccjiej,oBaHHH Cujih nosuToaceHbi TeopeMatan, onpefleaHBmHUH Kliacc cipyKTyp,
b KoTopbix MOKHa npoBecTH ciiHTes eojiocoboto <i>HlibTpa ¢ annpoKciiuauneM lie-
ShimeBa,

A STRUCTURAL SYNTHESIS OP A BAND FILTER WITH ONE CONTROLLED
SOURCE

Summary

Applying the Runge theorem there has been carried out an analysis
of the function which approximates the amplitude characteristic of a
band filter. In the second part there is given an algorithm which ana-
bles to carry out a structural analysis with choise of the RC elements.

Attention was poid to the realisation possibility of the minimum
sensitivity of the transition function indices in view of the amplifi-
cation source factor of the synthetic system. This work has been sum-
med up by theorems which define the structure’s class in which there

is possible a band filter synthesis with the Czebyszew approximation.



