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0 NIESTABILNOSCI UKLADU n, (n > 1), PUNKTOWYCH
£ ADUNKOW ELEKTRYCZNYCH BEZ WIEZOW

Streszczenie. W artykule niniejszym przeprowadzony
jest czesciowo dowdd niestabilnosci ukdadu swobod-
nych 4adunkéw punktowych (co najmniej dwoch) w
oparciu o pierwszg zasade Lapunowa 1 badanie po-
chodnych czastkowych energii potencjalnej uk#adu
do drugiego rzedu wkgcznieo W réwnaniach ruchu cza-
stek zostg&y odrzucone wyrazy rzedow wyzszych lub

réwnych Trudnosci zwigzane z opisem swobodnego
c

uktadu czastki - pole zostaly jedynie zaznaczone

fragmentarycznie. 0Od strony matematycznej stosowa-

ne sg pewne twierdzenia dotyczace przeksztakcen or-

togonalnych uk#adow wspétrzednych,teorii form kwa-

dratowych, ekstreméw funkcji wielu zmiennych oraz
funkcji harmonicznych.

Twierdzenie o niestabilnosci punktowych dadunkéw elektrycznych
bez wiezéw, a zatem bez sit o charakterze nieelektrostatycznym,
wystepujacych w stanie rownowagi, jest od dawna znane, mimo to
pedny jego dowdd nastrecza trudnosci. I.E. Tamm w podreczniku "‘Pod-
stawy teorii elektrycznosci' str. 74 nazywa go twierdzeniem Eam-
shawa.

Punktem wyjscia jego dowodu powinny by¢ oczywiscie réwnania ru-
chu ukdadu #adunkéw i pola elektromagnetycznego zwigzanego z nimi.
Rownania te mogg odnosi¢ sie bads do plaskiej 3-wymiarov,e prze-

strzeni opisywanej przy pomocy prostokatnych wspétrzedny “h karte-
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zjanskich, badz do 3 n-wymiarowej, ptaskiej przestrzeni tzw. *°n
figuracyjnej (gdzie zmienna n okresla 1los¢ +adunkow) opisy@R1IN
takze przy pomocy kartezjaniskich wspodrzednych [4)* R. li)» ***
demu punktowi takiej przestrzeni o wspédrzednych ke(I»*»*»™\n /"
odpowiada wzajemnie jednoznacznie n punktéw przestrzeni 3-wymia

rovej o wspotrzednych ~i-2%* *31*
(Uwagai nie zostat tu wymieniony wymiar czasowy. Czas jest opisy

many ta samg zmienng t w obu przypadkach).
Wspomniane réwnania opisujg nich #adunkéw w zadanym  polu oraz

ruch pola przy zadanych potozeniach dadunkéw.
Zajmiemy sie teraz tymi pierwszymi w postaci Lagracge»owskieji

ke(1 3n)> 1)

gdziet

L -mc2UL A - £ \N e £ *t i * i 7
-1 @V ? 1=1 2 HI 2 () ) @

Do wzoru (2) nalezy podstawi¢ teraz funkcje A t ~ obliczane z

réwnan pola. n n

Poniewaz rozpatrujemy ruch J#adunkéw w poblizu potozenia réwnowa-

gi* a wiec skorzystamy z "elektrostatycznego' przyblizenia funkcji

2
\%

-, i
Lagrange*a odrzucajac wyrazy rzedow wyzszych lub réwnych ® oraz
c
wyrazy stale -mc ?
1

®

Mamy woéwczas:

L =T - W, (©)
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gdziet
n m v2
@
i-1
n e e
)
We wzorze (®) sumowanie nie obejmuje wskaznikéw i » j, poniewaz

doprowadzitoby to do nieskonczenie wielkiej energii wkasnej czast-
ki pochodzenia elektromagnetycznego.

Uwzglednienie wyrazéw odrzuconych w elektrostatycznym przybli-
zeniu funkcji Lagrange®a doprowadza réwniez do réwnan ruchu cza-
stek osobliwych, ktérym obok nieskonczenie wielkiej masy pochodze-
nia poiowego przypisujemy taka nieskonczong mase ujemng *ntOpoto-
wa'", ze wypadkowa jest zgodna z obserwowang eksperymentalnie. Pro-
ces ten nazywa sie renonmalizacjg masy. Nastepnie w wymienionych
réwnaniach wystepuja czdony proporcjonalne do trzeciej pochodnej
potozenia czastki wzgledem czasu, reprezentujgce tzw. site samo-
oddziatywania.

W przypadku pojedynczego #adunku sid4a ta powoduje nieograniczo-
ne przyspieszenie czagstki we wkasnym polu, co jest oczywiscie
sprzeczne z zasadg zachowania energii. Pojedynczy +adunek punkto-
wy nie moze by¢ wiec opisywany rownaniami elektrodynamiki. V przy-
padku wiekszej ilosci +adunkéw warunkiem poprawnego ioh opisu jest

wartosc¢ sidy samooddzialywania danego #adunku w pordéwnaniu z
sidg pochodzacg od pola zewnetrznego, tzn. w tym przypadku od 4a-

dunkéw pozostatych.
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To z kolei doprowadza do zadania, by dhugos¢ fali K padajacej
na dowolny z #adunkéw by#a znacznie wieksza od "promienia™ #adun-

ku obliczonego przez poréwnenie jego energii spoczynkowej i polo*

wej*
2
. N r - &2 - ©)
(1) 4m @,c2
oraz by gestos¢ energii pola . pochodzacego od pozostatych *a-

dunkéw, w miejscu, w ktdérym znajduje sie rozpatrywany dadunek, by-

4a mata w poréwnaniu z jego gestoscig energii spoczynkowej*

@ 2 0 a) 2r° ut B)

<0 " - oznacza tu gestos¢ masy spoczynkowej 4adunku.
@
Z warunkow (6) 1 (7) mozna wyprowadzi¢ zaleznos¢ ograniczajgca od-
legtosci r pomiedzy 4adunkami do znacznie wiekszych od ich
an

mpromieni™ r :

)

u) * ¢)* ®

Doktadniejsza analize powyzszego zagadnienia mozna znalezé w ksigz-
kach: M. Suffczynski "Elektrodynamika™, R. XVI lub L. Landau i E.
Lifszic "Teoria pola”, R. IX.

Warunki (6) 1 (8) sa wiec zasadniczym ograniczeniem stosowalno-
Sci naszych dalszych rozwazan.
Ponadto trzeba pamietac, ze bedziemy wykazywa¢ niestabilnos¢ ukda-
du jedynie w przyblizeniu elektrostatycznym. Wobec tego nie anali-

zujac blizej wptywu dokdadniejszego przyblizenia, trzeba posiadac
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pewng "'rezerwg" tej niestabilnosci, by mozna stad wnioskowa¢ o nie-
stabilnosci uktadu "‘dokd#adnego’.

Ha podstawie wzoréow (i), @B), U), (&) otrzymujeayt

dz2
N BT ke, ---,3n). (°]
@ dt ( ) )
m m m mom i€, .*.»nie (¢10))

Gi-2) @Gi-1) GnD*

Ula kazdego punktu réwnowagi ukdadu (np. o wspétrzednych z w
Cr
przestrzeni konfiguracyjnej) obowigzuje zaleznosc:

*0, k,le,...,3n). an
5/ <)

™

Zat6zmy dla uproszczenia rozwazann formalnych (nie bedzie to posia-
dato decydujacego dla dalszego dowodu znaczenia fizycznego), ze za-
chodzi:

m sWm “*vm, k,le(l,...,3n). C12
o @

Wéwczas mamy z dokdadnoscig do wyrazow 1 rzedu rozwiniecia na sze-
reg Taylora funkcji w otoczeniu punktu réwnowagi XX

** M
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gdzie:

+6,.  KAEQ ixe3n) - i14)

()

Uwaga: obowigzuje tu umowa auiracyjna dla wskaznikéw powtarzajacych

sie w iloczynie.

Przyjmijmy:
1 o2w /10)
*-=06 »~ -GT-
Stad:
45 £ )
2 akl CV
out
Przewidujac rozwigzanie:
g 7T ert, i7)
Bcanys
iaki “v"ki,on " °* @s)

gdzie:
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Réwnania (18) posiadaja rozwigzania nietrywialne dla zmiennych ac/
jesli zachodzi)

w(k) « detja” -hS « 0. 0)

Wielomian charakterystyczny w(X) posiada pierwiastki rzeczywiste
poniewaz wyrazy a” sa rzeczywiste oraz zachodzi (ha mocy wzoru

a5)):
i * Ak* (21)
(31, R. X11).

Badanie stabilnosci ukdadu przeprowadzamy teraz przy pomocy
pierwszego liniowego przyblizenia réwnan ruchu fadunkéw w* otocze-
niu punktu réownowagi (13)* stosujac pierwsza zasade Lapunowa:

Jeali pierwsze przyblizenie (liniowe) dla danego punktu réwnowagi

jest asymptotycznie stabilne (hiestabilne), to rownania dokkadne po-
siadaja rozwigzanie stabilne (niestabilne) w pewnym otoczeniu tego

punktu, (03» R» XI» gdzie mozna tez znalez¢ definicje stabilnosci

lokalnej),

0 stabilnosci ukfadu znajdujacego sie pod wptywem sit zachowaw-

czych decyduje réwniez jego energia potencjalna w otoczeniu punk-
tu rownowagi, ((esli w punkcie tym osigga ona minimum whkasciwe,

uktad jest stabilny - @], R» Ii).

Wobec warunkéw (1) nalezy wiec zaja¢ sie forma kwadratowa:

@2)
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Jesli forma ta bytaby okreslana ujemnie - funkcja energii poten-
cjalnej osiagataby minimum) jesli dodatnio — maksimum, jesli bykta-
by nieokreslona - nie posiadataby ekstremum, jesli zas by#kaby na
pot okreslona - trzeba wowczas bada¢ formy wyzszego rzedu.
Sprowadzimy teraz forme A do postaci kanonicznej za pomoca

przeksztaktcenia ortogonalnego wspétrzednych £k * przestrzeni kon-

figuracyjnej, (3], R. Ul).

23
W )

gdziet
24
Akm Alm ™ ~kI* S

Mimy terazt
2

()

gdzie:
26)

poniewaz forma A jest skalarem i to nie tylko wzgledem przeksztak-
cen ortogonalnych, lecz wzgledem przeksztatcen klasy C e
Zachodzit

\k @n

poniewaz przeksztatcenie ortogonalne nie zmienia pierwiastkow wie-

lomianu charakterystycznego taraj A ([3]* ul).
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Do tej pory analizowalismy rownania ruchu ¥adunkéw, zajBijaay sie
teraz réwnaniami ruchu pola, aby osiggna¢ przy ich pomocy pewne

zwigzki decydujace o znakach wspétczynnikow X.~ 1 o formie A*

Poniewaz:
n e
f « (\;/_ El'*iii_ 5 (28)
3 r.-
ifj
gdziet

“A*31-2 " XBj»2i + xXBi-1 “ X3j-1J + ~3i-X3j°
1.6 0,...,n)]

wiec na mocy przyblizenia elektrostatycznego réwnan pola (takiego
samego jak i réwnan dadunkéw) many:

9 2A A 02,2,

i + 2 + 2 m Ot (€
~NE3h-2 ~F3h-1 Sh

i,h6 (I,*«*,n)«

Poniewaz:

W= % i e , (€1))
128w

wiec na mocy wzoru (30) mamy:



12 M. Brodzi!

Laplasjan (tu wzgledem 3n wsp&drzednych] jest  nlezrroennikiem
wzgledem przeksztakcenh ortogonalnych (réwniez wzgledem 3n wspot
rzednych), wiec

€S))

Nastepnie korzystajac ze zwigzku (26) mamy dla uktadu  wspédrzed-
nych, dla ktorego forma A przyjmuje postac¢ kanoniczng:

3n
(€)

Stad na mocy wzoru (7):

€3)
k<1

Na podstawie wzorow (34), (35) mozna wnioskowaC, ze forma A jest
albo nieokreslona (rézne znaki "A.~N"), albo na pét okreslona O m
* 0, kedl, ,3n)).

W pierwszym przypadku funkcja energii potencjalnej W uk#adu 4a-
dunkdéw nie osigaga minimum, wiec ukdad opisywany je9t rdéwnaniami o
rozwigzaniach niestabilnych. Wida¢ to rowniez analizujac bezposred-
nio rozwigzania réwnan ruchu dadunkéw (17) i (@9)* bowiem woéwczas

przynajmniej dla jednego z pierwiastkéow A.. zachodzi (K. > 0)
K1 1
i wobec tego (. > O0).

Z twierdzenia tapanowa wynika wowczas niestabilnos¢ ukdadu opisy-
wanego rownaniami 3), (9*
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W przypadku drugim nie wiadomo czy funkcja energii potencjalnej
W osigga minimum] nie mozna rowniez wnioskowa¢ o niestabilnosci
uk#adu na mocy twierdzenia Lapunowa, bowiem pierwiastki pierwszego
liniowego przyblizenia rownan ukdadu posiadajg czesS¢  rzeczywistg
réwng zeru. W tym przypadku nalezaloby bada¢ formy wyzszego rzedu
funkcji W.

Przypuszczenie, ze w pewnych przypadkach mogtaby wéwczas wysta-
pi¢ stabilnos¢ uktadu jest mato prawdopodobne, bowiem w najlep-
szym razie oznaczaloby to przyréwnanie do zera w punkcie réwnowagi
pochodnych pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu oraz zadanie, by
forma czwartego rzedu funkcji W byka dodatnio okreslona. Narzu-
caloby to na 3n zmiennych okreslajacych potozenie ukdadu w prze-
strzeni konfiguracyjnej znacznie wiekszg od 3n liczbe warunkow
(ilos¢ zwigzkéw (11), dotyczacych tylko pochodnych rzedu pierwsze-
go, wynosi wkasnie 1In).

Tak wiec wida¢, ze ukdad 4adunkédw swobodnych, nie moze by¢ ukda-
dem stabilnym w stanie rownowagi statycznej. Poza tym stosowalnosc¢
naszych rozwazan jest ograniczona warunkami (6) i (8), ustalajacy-
mi w ogole zakres stosowalnosci elektrodynamiki klasyczneje Twier-
dzenie powyzsze mozra by z pewnoscig uogdélnic¢ na przypadek natado-
wanych ciat o rozmiarach skonczonych. Wobec tego jedyng alternaty-
wg rownowagi statycznej ukdadu dadunkéw jest  zastosowanie odpo-
wiednich wiezow tzn. sit o charakterze nieelektrostatycznym, jakie
stwarza np.s powierzchnia przewodnika czy sidy mechaniczne unieru-
chamiajace te przewodniki. Na zakoriczenie trzeba zaznaczy¢, ze po-
dany dowdd niestabilnosci opisywanego ukdadu nie jest pelny.

Nalezatoby wykaza¢, ze faktycznie badanie pochodnych oraz form
wyzszego rzedu funkcji W zaprzecza stabilnosci. Dla dowolnych n
funkcji k zmiennych, gdzie: (n> k), moze sie przeciez zdarzyc,
ze rOwnania powstajace z przyréwnania ich (funkcji) do zera moga

by¢ speinione dla jakichs wartosci tych zmiennych. Np.: w inter-
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pretacji geometrycznej gdy wykresy 3 funkcji 2 zmiennych przecina-
Ja sie * Jednym punkcie.

Istnieje inna metoda wykazania niestabilnosci naszego ukdad««
pozbawiona w/w mankamentow* Polega ca» na stwierdzeniu, te funkcja
W energii potencjalnej spednia wzgledem 3n wspétrzednych prze-
strzeni konfiguracyjnej rownanie Lapla.ce*a - (32), czyli Jest har-
moniczna (hie dopuszczamy pokrywania sie dfadunkéw)* Jako taka, nie
moze posiada¢ minimum, bowiem bydtoby cno Jednoczesnie jej kresem
dolnym wewnatrz Jakiegos$ dostatecznie maktego obszaru zmiennych £j—
co dla funkcji harmonicznej réznej od statej nie Jest mozliwe [73»
JL HI.

Nastepnie trzeba przypomnie¢, ze nasze rozwazania dotyczyty tyl-
ko elektrostatycznego przyblizenia réwnan ruchu ukdadu.

0 niestabilnosci uk#adu opisywanego réwnaniami dokkadnymi moz-
na by wnioskowa¢ dopiero na mocy twierdzenia w pewnym sensie ana-
logicznego do twierdzenia Lapunowa, ktdre nalezatoby wykazac¢* B6z-
nica polega tu na tym, ze twierdzenie Lapunowa pozwala na przej-
Scie (z whasnoscig stabilnosci lub niestabilnosci) do przyblizenia
liniowego - do rownan doktadnych, rozwikkanych ze wzgledu na po-
chodne najwyzszego rzeduj a w naszym przypadku trzeba by "przejsc"
- od Jednych réwnan nieliniowych do drugich dok#adniejszych, nie-
rozwikdanych w sposéb opisany poprzednio (po ich prawej stronie wy-
stepuje czton opisujacy side samooddziatywania, proporcjonalng do

trzeciej pochodnej potozenia czastki wzgledem czasu)*
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HECTAEWIbHOCTb CIliGTE Md n,(n>1) TCHK4HdX 3JIEKTPWHECKMX
SAFjtUOB 5E3 C3d3Eil

3 HacToageti CTaTte npOBe”eHo hsctmmho flOKa3aTOJibCTBO HecTadHJib-
hocth cHCTeubi CBo6oaHbix TovieHfcix 3apaflOB (>He Meaee AByx)no nep-
BOMy npHHuiiny JlanyHOBa u HCCjieflOBaHun napuwajibHbUC npoK3BOfIHHX
noTeHuwajibHoii 3Hep Fhn CKCTewbi ,e0 aToporo nopaflica bkjiduHT64bho.
3 ypaaHeHHHX ABHxeHHH wccthu nponyd4eHo HJieHbi Bhicoero nopsaica
u paBHbie "2~

SanyfIKeQ-iHH, CBH3aHHHe ¢ onucasHeM CBofioaHOii cucTeuhi gacTn-
UH - no”e 6hjih ToabKo eparueHTapHO oTueneHU. G naTeuaTHHecicoii
TOHKH 3pe HHH npHUe HHe TCH HeXOTOphie Teopeuu OTHOCHTeJIbHO npe-
00pa30BaHHH OpTOrOHallbKhIX CHCTeu KoopjHHaT, TeopHH KBajpaTHbIX
$0PM, 3KCTpeMyUOB $yHKUHH MHOFHX nepeMeHH4X H rapMOHMgeCKHX
$YHKUHH.
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INSTABILITY QP THE n, (n > 1) SYSTEM,
OP POINT ELECTRIC CHARGES WITHOUT
CONSTRAINTS

Summary

In th+3 report the proof is partly made of the free point chartes
(at least two) instability system on the base of the first Lapunow

principle ana the test of the partial derivatives of potential
energy of the system to the second order inclusively® In the equa-
Wy IF
tion of particles movement, the terms of higher or equal e
c

orders were rejected* The difficulties connected with description
of the free system of partide-field where only fragmentarity nar-
ked. Prom the mathematic side the certain theorems are used with
regard of orthogonal transformations of coordinate system, square
forms theory, extremum of the functions of many variables and har-

ménical! functions.



