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0 PEWNEJ OPERACJI W DZIEDZINIE
ROWNAN ROZNI1CZKOWYCH NIELINIOWYCH

1.

Streszczenie. W pracy przedstawiono mozliwos¢ za-
stosowania teorii przedtuzen analitycznych w sen-
sie Cauchy*ego dla réwnania rozniczkowego nielinio
wego typu:

XA) + TNCX,i,X, ... xK D) « FD)

Na podstawie przeprowadzonych dowodéw twier-
dzen 1, U, 111, IV, V, VI, wkazano, ze istnieje
reguta transformacyjna przedtuzenia analitycznego
powyzszego réwnania rézniczkowego nieliniowego z
przestrzeni rzeczywistej do postaci:

v, w, Wyeoo W) +Fn@, w,... Wk 1 =

w przestrzeni zespolonej skonczenie k-wyymiarowej.

Sformutowanie problemu

Rozpatrywane beda uktady elektryczne o nastepujacych  wkasnos-

ciach strukturalnych [6j:

- zastepcza funkcja wymuszajgca T(@®) jest typu wykdadniczego:

1(@® .UM "~ M eqgt

1® - I(H) < Meqt
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gdzie
M, q liczby rzeczywiste,

- uktad elektryczny daje sie sprowadzi¢ przez kombinacje #*aczenio-
we do struktury jednooczkowej rys. la lub dwuwezdowej rys. 1b.

Rys. 1

L - element liniowy zastepczy, N - element nieliniowy zastepczy

- zastepczy element nieliniowy zawiera takie elementy, ktérych cha-
rakterystyki pradowo-napieciowe sa aproksymowalne z dostateczng

dok¥adnoscig przez wielomiany potegowe lub funkcje wykdadnicze.

Uktady takie mozna opisaé¢ réwnaniem rézniczkowym nieliniowym o

postacit
AX, X,...x™) + oo ¢F x,... x(k-1,)-F(D) @
gdziet
x(b) - jest zmienng zalezng, zmiennej rzeczywis-
tej t,
X, X, X,...X") - jest liniowg funkcjg x(t) dowolnego rze-
du. pochodnej,
f X X, X,--.X jest nieliniowg czescig rownania (i) spek-

-niajaca modyfikowany warunek Lipschitza o
postacit
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H -0} - WD} |<M e~*~Ct) -w t)]

oraz

gdziet

xo(M® - f(O) # y(O)

Br

dla M. a, g rzeczywistych oraz t> 0
f(t) jest zastepcza funkcjg wymuszajaca zmiennej rzeczywistej t
reprezentujacg element aktywny schematu zastepczego rys. 1.

Pokazemy, ze w pewnych warunkach:

1) istnieje skonczenie k-wymiarowa przestrzen urojona do ktorej to

réwnanie mozna przedtuzy¢ w sensie Cauchy’ego,

2) reguta transformacyjna przedtuzenia jest nastepujgca:

(2)

x() < -

przy czym @ £ (3).
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2= Warunki przedtuzalnosci analityczne! réwnania rézniczkowego nie-

liniowego w sensie Cauchy*ego

da rownania rézniczkowego nieliniowego (i) pokazano (V],ze roz-
wigzanie istnieje, jest jednoznaczne oraz jest analityczng funkcjag
zmiennej rzeczywistej t. Mozemy zatem poszukiwa¢ rozwigzania w
zwartej postaci szeregu potegowego Taylora, Dirlchleta itp.

Wedtug Frobeniusa [2][7] zaktada sie rozwigzanie w postaci sze-

regu potegowego*

x() =~ Cn t ()
m=o

tatwo sprawdzié¢, ze jezeli (@) podstawi¢ do réownania (&)

u N
£ \ + X k - »() ®
k»0
w ktorym:
n - liczby rzeczywiste, naturalne,

am - state wspotczynniki czesci liniowej réwnania réznicz-
kowego nieliniowego,

uP - m-ty operator rdézniczkowo-catkowy Heaviside*a,

LA - state wspétczynniki czesci nieliniowej réwnania roz-
niczkowego nieliniowego,

b(t) - funkcja wymuszajgca jednej zmiennej, ciagta n-krotnie

rézniczkowalna,
N>2
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to po rozwinieciu b(t) w szereg potegowy Taylora otrzymuje sie
dla wspétczynnikéw rozwigzania nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

(6)

nk.lt.1 k-0

gdzie:

n - dodatni indeks biezacy

- oznacza sumy splotowe otrzymane w naszym przypadku z naste-

pujacej relacji tozsamosciowej:

n*0 n=0

Wyraznie wida¢, ze jezeli M < 0O lub k< O to otrzymana rela-
cja rekurencyjna jest relacjg wsteczng rzedu co najmniej pierwsze-
go« Takiej relacji nie mozna poszukiwa¢ dla rozwigzania zatozonego
w postaci jednostajnie zbieznego szeregu Taylora, gdyz nie obejnu-
je ona wszystkich wspotczynnikéw zatozonego rozwiniecia«

Weddug teorii Ku 1 Wolfa [3] mozemy dokona¢ nastepujacego po-

dziatu réwnania rozniczkowego nieliniowego (i):

X, X,...) - F(O) - N, X, X,«..) G
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Na podstawie zatozen przyjetych dla réwnania roézniczkowego nieli-

niowego (1) mozemy przewidzieé¢, ze funkcja
A - T(D) - I, X, X,--.)

jest funkcjg analityczng, a zatem jest funkcjarozwijakng w szereg

Taylora:

Kt) - £ o tn (©)
n»0

W celu okreslenia wkasnosci rozwigzania Xx(t) rownania roznicz-
kowego nieliniowego (1) przyjmiemy podane nizej zakozenie i udo-
wodnimy kolejno cztery twierdzenia:

Zatozenie: Dla kazdego uk#adu liniowego zachodzi:

x(®) - f(O * y(v) o
6(HL - [- i r » ®
m o, rmr -\
Rys. 2

gdzie:
$ (® - jest jednokrotng dystrybucja Diraca,
y(t) - jest odpowiedziag impulsowg czesci liniowej ukdadu,
f(t) - jest dowolng, catkowalng funkcjg wymuszajaca.
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Twierdzenie 1

Ola ukdadu liniowego, opisanego réwnaniem (i), przedstawionego na
rys. 3 istnieje ukdad réwnowazny o strukturze pokazanej na rys* 4*

Rys. 4

Dowod

Poniewaz zostato udowodnione [6J, ze Xx(t) istnieje i1 dla kaz-
dego rownania roézniczkowego nieliniowego (i) jest rozwigzaniem je-
dynym analitycznym, wiec znajac tylko odpowiedz ukdadu x(t) moze-
my powiedzie¢, ze istnieje Fizyczny ukdad liniowy 1 wymuszenie,

ktore ja wywotato, a zatem:

x() - 1) * y(H)

Odpowiednim modelem bedzie uk#ad przedstawiony na rys. 3.

- i uib -

Rys. 5
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Na podstawie twierdzenia I mozemy powiedzie¢, zet

t oo
x() =AM *y(® » F cn y(t-r)dT
0 n=o0
00 t
cn / Td y(t-T)dTT a»
N»0 o]
gdziei
t
Z yCt-~tJdT
/

e jest n-tym momentem odpowiedzi impulsowej liniowej czesci
réwnania rozniczkowego nieliniowego (1) w przedziale [0,t),

c - bedzie posiadato posta¢ rekurencyjno-sptotowa zalezng od
specyfiki czesci nieliniowej réownania rézniczkowego nieli-
niowego ().

Nalezy zwroci¢ uwage, ze funkcja A(t) pozostanie TFunkcjg anali-
tyczng takze wtedy, gdy dodgczymy do niej pewne czdony liniowe row-
nania rozniczkowego nieliniowego (I)] dowolnos¢ podziatu jest jed-
nak ograniczona} o czym méwi twierdzenie 2#

Twierdzenie 11

Warunkiem koniecznym, aby zaleznos¢ rekurencyjna dla rozwigzania
x() » A() # y(d)

nie zawierata elementéw wstecznych jest pozostawienie po lewej

stronie rownania najwyzszej pochodnej liniowej#
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Dowdd

Zastosujemy nastepujacy sposob podziatu»

. x4 F(X, i, X,»..,Xx K2 ) » b(t) K>2
ksl

ar 1 x (K“D) « b(t)-FH(X, X, -

K-2
x z ARX09 w89 X5

Zmodyfikowam funkcja wymuszajaca bedzie zatem okreslona w sposéb

nastepujacyt

K-2

Al) - b(t)-VXx, » z,... x(K2J-~ A~ =\ X "
k=1

IDn -
n»o n»o

Z drugiej strony»

oo

x() =AM * y(b) » Z ocn
n=o0
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gdziet
K-2
ajt) - j t” y(t-iddT. art
t K-2
cTAFF/«*“ I<m<>*0 * (M)YH~N
0 =0
K=2r/ 4 /K-8 1 ~t+K-1
_a_sis+l
(K-2H
wiec*
c K-2
M - °n | i-'» (12)
n*o m-o

jest rozwigzaniem zawierajacym co najmniej jeden wyraz nie do wy-

znaczenia, a wifc zaprzeczylismy mozliwosci takiego podziatu.

Warunkiem koniecznym otrzymania rozwigzania réwnania rézniczkowego
nieliniowego (i) w postaci zwigzkow rekurencyjnych prostych (nie-
wstecznych) jest wystepowania pochodnej najwyzszej rownania  roz-

niczkowego nieliniowego (i) w jego czesci liniowej.
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Wnioski

Podziat réwnania rézniczkowego nieliniowego (1) przy najwyzszej
pochodnej pozwala uzyskaé¢ rozwigzanie zawsze w postaci szeregu po-
tegowego, ktorego wspotczynniki rekurencyjne nie zawierajg czdo-

néw wstecznych i *sg same przez sie uporzadkowane.

Przyk4ad:

Dla typowego uk#adu R, L, C =z nieliniowg rezystancjg mamy:
£
X + ai + bi + cx > (b
podziat przy najwyzszej pochodnej liniowej prowadzi do:

2
X =Ff() - cx - bx - ai

(0.0)

A - () - cx2 - bx -ai -~ cn tn

n+2
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W przypadku tak dokonanego podziatu, funkcja momentu jest funkcja
potegowa, zatem rozwigzanie réwnania otrzymamy w postaci szeregu
potegowego.

3. Dowdd przedtuzalnosci arwn tyczne! réwnany rézniczkowego nie-
liniowego )*“

Sprébujemy z kolei pokaza¢, ze postepowanie wg reguty (13) jest
w pewnych warunkach dopuszczalne.

Twierdzenie 1V

f(X...x™) + £ (X...xK"1% - f(t)/e PCw, ... .w™)+P (w,...wXK"1.p)
> \'a

it) w(Kl 0}>

Dowdd twierdzenia IV przeprowadzimy, pokazujac przed tym, cet

- jezeli rozwigzanie jest szeregiem potegowym zmiennej rzeczywi-
stej takim, ze |an t“ |<M « constt ¥ neN oraz¥ [t] < |, to
szereg ten jest bezwzglednie zbiezny wewngtrz kota o promieniu
r, ktéry zgodnie z twierdzeniem Cauchy*ego o zbieznosSci szere-
gbéw potegowych jest rownyi

lim sup MJjanfo | Lim S

*
Nn—mo0 n— =J

- szeregi bezwzglednie zbiezne posiadaja pewne szczeg6lne whasno-
Sci j
a) dodawanie takich szeregdw jest przemienne,

b) suma réznica dwdch lub wiecej szeregdéw bezwzglednie zbieznych

jest szeregiem bezwzglednie zbieznym,
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c) jezeli dna szeregi sag bezwzglednie zbiezne, to iloczyn Cau-
chy*ego

E ~ 1S v ] -E
i-0 jJ-o i-o j-0 k-0

tych szeregéw jest zbiezny bezwzglednie,

d) poniewaz szereg potegowy jest zbiezny jednostajnie w kazdym

przedziale domknietym zawartym w przedziale zbieznosci tego

Oo

szeregu, to catkujac wyrazy szeregu n a tn w
* n-o
przedziale [o,T ) otrzymamy szereg potegowy O tym samym pro-

mieniu zbiezno$ci) sumg powstatego szeregu jest J* t(V)dZ o
00 0
€) rozniczkujac wyrazy szeregu ” antn otrzymujemy szereg po-

n-o
tegowy o tym sanym promieniu zbieznosci) suma powstatego sze-

regu jest pochodng f(t) JY].

Wniosku. lemy+

1« Funkcja przedstawiona przez szereg potegowy w przedziale  jego
zbieznosci na wewnetrz tego przedziatu pochodne, cakki 11 llo-
czyny wszystkich rzedéw. Sam szereg w stosunku do tej funkcji
jest niczym innym, jak jej szeregiem Taylora o wspétczynnikach

*k k! t-t+ e Kr

lezacych na osi rzeczywistej w przedziale zbieznosci.
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. Rozwigzanie rdéwnania rézniczkowego nieliniowego (i) otrzymane w

postaci szeregu potegowego przez podziat przy najwyzszej po-

chodnej posiada wszystkie wymienione wyzej whkasnosci .

Na podstawie wniosku drugiego mozemy powiedzie¢, ze rozwigzanie
to jest funkcja analityczng zmiennej rzeczywistej 1 jako takie
mozna je przedtuzy¢ na pkaszczyzne zmiennej zespolonej o pro-

mieniu zbieznosci

limsup”™a k|

Na podstawie wniosku trzeciego powiemy, ze otrzymalismy szereg
Taylora zmiennej zespolonej, ktory spednia warunki przedtuzenia
analitycznego wzdtuz pétosi rzeczywistej uktadu wspédrzednych

rzeczywistych rys. 6.
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Twierdzenie V (pomocnicze)

Jezeli w czesci wspolnej kazdych dwoéch obszaréw (w naszym przypad-
ku poto$ rzeczywista) funkcje F(t), W(>J sa identyczne, wdlwczas
funkcje te okreslaja w obszarze DUA jedng funkcje analityczna [[].
Mozemy wiec zapisaC prawdziwosct

t£k
@
f(t) £ w00

Wnioskujemy dalej:

5. Wspotczynniki zespolonego szeregu Taylora sg jednoznacznie okre-
Slone przez relacje:

k-k~"G Kr

i znajduja sie wewngtrz kota okreslonego przez promien zbiezno-
Soi TX

6. Poniewaz

c
wiec mozemy stwierdzic¢, ze szereg W(\) posiada wszystkie wy-

mienione wyzej whkasnosci (a, b, c, d, e) - jest wiec przedtu-
zeniem rozwigzania réwnania roézniczkowego do dziedziny zmien-
nej zespolonej K. ctdo.

7. Na podstawie wkasnosci (@, b, c, d, e) porownujac d i wniosek

5 mozemy zapisa¢ prawdziwosc:

dkf(t)  d*woO
dtk " d\k

)
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Podsumowujac» W toku wnioskowania 1-7 udowodniono twierdzenie V w

nastepujacej formiei

FOG - XK)PN X xXK-D) - FCE)NMPL(We - W) +PN (W. - ,w™ K 1)—p G

- i - - f -

x() *i -0 wX.)

Uzasadnione bedzie wiec stwierdzenie koncowe» dla réwnania réz-
niczkowego nieliniowego zmiennej rzeczywistej t o0 pewnych szcze-
golnych wyzej wymienionych wlkasnosciach rozwigzania istnieje prze-
dtuzenie analityczne wraz ze wszystkimi wkasnosciami do wnetrza

kota o promieniu r na pkaszczyznie zespolonej*

Mozna zatem pewne rownanie rozniczko-
we nieliniowe przeddtuzac anali-
tycznie do przestrzeni zmiennej ze-
spolonej i rozwigzania poszukiwa¢ w postaci szeregu Taylo-

ra zmiennej zespolonej wg regut pokazanych dla zmiennej rzeczywis-

tej - zyskujac jednak wiekszg swobode dziatania*

4* Topologiczne wkasnosci réwnania rézniczkowego niel™ni nwapn 12)

V celu okreslenia pewnych topologicznych wkasnosci réwnania réz-
niczkowego nieliniowego 2 wprowadzimy przestrzenn zespolongA ,
ktérej dotyczy¢ bedzie twierdzenie VI, oparte na nastepujacych
przestankach»

1 - Zbiér A jJest ograniczony, gdy jest potozony catkowicie we-

wnatrz kuli»

K(a, rn)-f|x»,0(x, a) < rj
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N
|

Zbiér A nazywamy cigagowo-zwartym, jezeli z kazdego

elementéw, mozna wybra¢ podciag zbiezny:

3 - Zbior A jest ciggowo-zwarty w sobie, jezeli

Ya 6 A3 a , beA
n n,Kk

4 - Na podstawie odpowiedniego podziatu réwnania roézniczkowego
nieliniowego przy najwyzszej pochodnej liniowej zmiennej
rzeczywistej, mozemy otrzymaé¢ rozwigzanie w postaci jed-
nostajnie zbieznego szeregu Taylora wewngtrz K~ia,”n).

5 - Zachodzi: K~Ca,”) ZK~ia,”) oraz o” r°< 1.

6 - Przez liniowg operacjg catkowania wewngtrz K~™Ca.r™) otrzy-
mujemy wewngtrz ktérych istnieja zbiezne

szeregi Taylora do elementéw bie Ai oraz o < rn\i< 1*

Twierdzenie VI

Okreslona w toku rozumowania (@ f 6) przestrzenn zespolona skon-
czenie k-wiiymiarona jV jest kontynuacjg przestrzeni rzeczywistejX»

Podstawg przeprowadzonego wyzej rozumowania  jest nastepujace
twierdzenie Sokolnikowa [4] [8] :

Na to aby przestrzen liniowa unormowana byka skoriczenie  k-wy-
miarowa potrzeba i wystarczy* aby kazdy ograniczony podzbidr byk
zwarty>

Twierdzenie VI pozwala sformutowac¢ nastepujace wkasnosci réwna-
nia rozniczkowego nieliniowego (2), przedfuzonego do  przestrzeni

zespolonej:
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gdzie:

FA(w,w,w, ..

FoQwivv,>. .

RO

w(X.)

Zakonczenie

M. Uminaka-Bortliczek

-w”™) - jest obrazem czesci liniowej réwnania roz-
niczkowego nieliniowego (2) w przestrzeni
zespolonej A }E,

w/he™l jest obrazem czesci nieliniowej réwnania
rézniczkowego nieliniowego @) w  prze-

strzeni zespolonej A ,

- jest obrazem funkcji Wymuszajsacej na pta-

szczyznie w przestrzeni A ,

- jest funkcja analitycznag zmiennej zespolo-
nej, ktéra jest postacig rozwigzania row-
nania (3) na ptaszczyznie

- najwyzszy rzad pochodnej liniowej odpowia-
dajacy Scisle k-wrymiarowej przestrzeni ze-

spolonej .

Istnieje reguta transformacyjna przedtuzenia rdéwnania réznicz-

kowego nieliniowego opisujacego dynamike licznej grupy obwodéw

elektrycznych w przestrzeni zmiennej rzeczywistej do przestrze-

ni zespolonej skonczenie k-wymiarowej .

Przedmiotem dalszych badah beda dziatania operacyjne na réwna-

niu roézniczkowym nieliniowym (2) w przestrzeni A”".
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0 HEKOTOPON CilEPAUMH h OEJIACTM HEJIhHEVIHbIX KhWicEPEHIBIAJIbHfaIX
yPABHEHhd

P e 3aue

B padore npeacTSBJieHa bo3V02choctd> npuueHehma TeopwH aaanHTH-
gecKvtx npoaojixeHHM b cuicjie Koieh jjih HeoiMHeMHoro TlHyipepeHunan b-
Horo ypaBHeHHa Twna:

D(,x,x,x, .. xftKb + &Ax,x,x,.. XK"r) =
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Ha ocHOBaHMIii npoBeaeHbix AOKaaareldibCTB Teopen 1,11,111,1V,V,VI
NnoK83aHO, gTo cymecTByeT TpaHCtfcopuauMOHHoe npaBiuio aHanMTiwec-
icoro npoflQJixeHHa Bure yxasaHHoro HelJiHHefiHoro AH4A)$epeHUHaiibHoro
ypaBHeHHa M AelCTBHTelibHoro npocTpaHCTBa b bmi

$U*X,x...x(KY + $ x,x,x...x" K1

bo nhmom K-pasiiepHOU npOCTpaHCTBe «

CERTAIN OPERATION IN THE RANGE OP NON-LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION

Summary
The paper discusses the possibilities of applying the theory of
analytical extensions according to Cauch for a non-linear differen-
tial equation of the following type:
L (X, X, X, X . . X)) + N, X, X, , ,x K1Y = f(D)

Basing on the proofs executed for the theorems 1, 11, 111, 1V,
V and VI, it has been shown that there exists a rule of transfor-
ming the analytical extension of the nonlinear differential equa-
tion, as presented above, from the real space into the following
form:

FL(w,w,w,...w) + FN(w,w, .. .wk“1 . F(X)

in a complex area of limited k-dimenaions.



