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Streszczenie. W pracy przeprowadzono analizę i syn­
tezę 3 parobiegunnika jako 4-wielownika. Wykorzy­
stując algebrę liczb strukturalnych wyznaczono o- 
gólny algorytm pozwalający wyliczyć elementy ma­
cierzy impedancyjnej. W części drugiej wykazano 
trzy twierdzenia, które podają jakie grafy reali­
zują zadane funkcje transmitancji napięciowej.

1. Analiza 4Hvielownika
Wielownik bierny (4-wielownik) definiujemy jako układ sieciowy 

bierny, którego układ topologiczny ma wyróżnione pewne bieguny 
(w1 w2 w^ w^).
Oznaczmy parametry zewnętrzne wielownika jak na rysunku 1.
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Zachodzi

i, ♦ i2 ♦ i3 ♦ i4 - o

Widzimy więc, że 4-wielownik ma trzy niezależne wejścia prądowe 
lub trzy niezależne wejścia napięciowe.
W dalszych rozważaniach wejściem układu jest para zacisków na któ­
rych może występować zarówno sygnał wejściowy, jak i wejściowy. 
Rozpatrywany 4-wd.elownik ma trzy niezależne wejścia, może więc być 
najwyżej 3-parobiegunnlkiem.
Parametry zewnętrzne 3-parobiegunnika spełniają równania

gdzie sumowanie odbywa się po wskaźnikach j dla każdego i. Za-

nań o dwóch niewiadomych, który (jak wiadomo) nie ma rozwiązania. 
Pakt ten należy interpretować ogólnie rzecz biorąc, jako niemoż­
ność skonstruowania układu o trzech niezależnych wejściach. Pozo­
staje więc możliwość wybrania z trzech równań po dwa na trzy róż­
ne sposoby. W ten sposób dochodzimy do trzech układów po dwa rów­
nania o dwóch niewiadomych, które określają relacje zachodzące mię­
dzy parametrami zewnętrznymi czwómika (2-parobiegunnika). W tym 
sensie czwórnik jest szczególnym przypadkiem 4-wielownika. 
Przystąpimy teraz ao analizy 4-wielownika z uwzględnieniem jego 
struktury wewnętrznej używając do tego celu algebry liczb struktu­
ralnych. Weźmy pod uwagę 4-wielownik obcrążony jak na rys. 2.

Ui " Zij Ij i » j = 1* 2* 3* (1)
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Rys. 2

Dla 4-wielownika można określić transmitancje napięciowe i prądowe

Ug 12
Ku 12 = E * Kil2 " Tj1

(2)

U13 ’ i** Ki 1 3 = T7‘

Algebra liczb strukturalnych umożliwia obliczenie powyższych funk­
cji niezależnie od stopnia komplikacji struktury układu [jj •

Sim /Ok Qk% Sim /DA QA»
W  W  v z ^cc* Wz

U12 = det A Í12 det gA
z Z

z*» Ki,.
z 0oO

(3)

Sin /DA QA\ Sim ,0A OAj
z W  W  „ K z fl?

u13 det A V  i13 det Ok
z z te

We wszystkich powyższych v7zorach A jest liczbą strukturalną» dla 
której graf 4-wielownika jest przeciwobrazem, Z natomiast jest 
zbiorem impedancji 4-wd.elownika.
Rozpatrzmy następnie bieg jałowy 3—parobiegunmka (4"WLelowmksJ 
zasilanego napięciem U1•



Rys. 3

Wykorzystując algebrę liczb strukturalnych otrzymamy

_ \  A)
12 “ U1 " det A

z
(4)

K i
13 “ U 1 “ det A

z

W powyższych wzorach A jest liczbą strukturalną, dla której graf 
4-wielownika przedstawionego na rys. 3 jest przeciwobrazem D^ - 
liczba strukturalna jednowierszowa odpowiadająca dowolnej drodze 
łączącej wierzchołki i W2 nie przechodzącej przez gałąź oc , 
Dy - odpowiadająca drodze łączącej wierzchołki i nie prze­
chodzącej przez gałąź oc •
Dla stanu zwarcia 3-parobiegunnika przyjmijmy oznaczenia jak na 
rys. 4.
Określmy transmitancje napięciowo prądowe jako
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Zachodzi [i]

i
I.

det A 

Z1 * det '¿»A*

Mamy więc

K „ i ł -oc(3" I1 Z1

Sim/OA 
z
det
z

detjdji
z Oce

7)k det A
Q(X z

Sim
z

/9a  OA i
T O

det A
z

Analogicznie otrzymamy

K
Sim
z fr’ ffr.
det A
z

e wzorach (6) A jest liczbą strukturalną, dla której 
ielownika przedstawiony na rys» 4 jest przeciwobrazem»

(6a)

(6b) 

graf 4-
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Wyznaczymy następnie elementy macierzy impedancyjnej 3-paro­
biegunnika biernego (4-łrielownjJca). Przyjmijmy oznaczenia jak na 
rys. 5.

Eys. 5

Zapiszmy równania 3-parobiegunnika w postaci (i)

U. a Z. . I . i U  o

Niech A będzie liczbą strukturalną, dla której graf 4*^vielownika 
(rys. 5) jest przeciwobrazem. Obliczenia prowadzące do wyznaczenia 
impedancji Z przeprowadzimy korzystając z wyników analizy bie-•Ł J
gu jałowego 3-parobiegunnika. Ponieważ struktura układu rozpatrywa­
nego przy biegu jałowym różni się od tej podanej na rys. 5 o jedną 
gałąź włączoną między węzłami gdzie i = 1,2,3, należy
więc również uwzględnić różnice występujące w liczbach struktural­
nych.
Weźmy w tym celu graf T z rys. 5, który jest przeciwobrazem liczby 
strukturalnej A. Dołączmy do węzła gałąź cc • Jak wiadomo
liczba strukturalna opisująca nową strukturę układu z dołączoną 
gałęzią nie ulega zmianie. Dokonajmy następnie zwarcia drugiego wę­
zła gałęzi oc z węzłem W^. Liczba strukturalna, której przeciw­
obrazem jest nowo otrzymany graf (rys. 3) na postać



Abaliza i synteza 4^wlelownlka biernego..« 63

A =* A [c0(3, (32 ... (3p] (7)

a jej pochodna

Wyznaczmy na wstępie impedancje wejściowe Z^. Zauważmy, że jeże­
li 1^ = 1^ = O gdzie k, 1 « i, a więc wtedy kiedy występuje 
bieg jałowy

Zachodzi (wzór 5 - 2 ,  [i] )

det A
- —    gdzie i = 1, 2, 3. (10)

11 det O L
z Occ^

Po podstawieniu (7) i (8) do (10) otrzymamy

Ponieważ założyliśmy, że Z^e Z i Z^ =» 0 wzor ten przyjmuje po 
stać

det AZ'ii
z

Zii = det A (11)
z

gdzie = [(3., (32 ¿est liczbą strukturalną odpowiada-
i- _jącą drodze łączącej węzeł z Wi i = 1, 2, 3.
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Wyznaczmy teraz impedancje wzajemne 3-parobiegtumika Zauważ­
my w tym celu, że jeżeli ^ » 1 ^ * 0  gdzie i, k + j a więc wte­
dy kiedy występuje bieg jałowy

’  i j *  (12)

Przy biegu jałowym 3-parobiegunnika zasilanego napięciem na mo­
cy wzoru (4) many

U det A
J z

Po podstawieniu (7) i (8) otrzymamy

« si° ( " w -  * w
H, . -Ł . -A- ■. ...----- — . (13)•ij Ua d.t

Zachodzi ponadto

i =1 V
Wzór Cl2) przyjmuje więc postać

Ui
Zij " Uj Zjj*

Sim ^CCi» ^O&j^
zij " -^- d — x------ *• (H)

z
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Można zauważyć, że jeżeli i = j to wzór (14) przechodzi w wzór 
(li) gdyż funkcja

Sim (AD^, Aą^) = d®t AD^.

Tak więc wzór Cl4) podaje najogólniejszy algorytm pozwalający wy­
znaczyć elementy Z . równań (1), które stanowią relacje zacho- ^ Jdzące między parametrami zewnętrznymi 3-parobiegunnika. Algorytm 
ten oparty jest na liczbach strukturalnych, których to obraz lub 
przeciwobraz opisuje strukturę rozpatrywanego układu. Skonstruowa­
ny jest on bowiem w oparciu o definicje dwóch funkcji det A i Sim

z z
(A, B), które to jak wiadomo są określone na zbiorze impedancji ga­
łęziowych Z^6 Z a konstrukcja których uzależniona jest od struk­
tury układu. Tak przeprowadzona analiza 3-parobiegunnika ogranicza 
do minimum ilość przeprowadzonych operacji matematycznych. Nie jes­
teśmy bowiem zmuszeni do układania równań oczkowych lub węzłowych 
przy rozwiązaniu których, ogólnie rzecz biorąc wykonuje się o wie­
le więcej operacji matematycznych niż w metodzie podanej wyżej. 
Warto zauważyć, że wzór (14) obowiązuje dla N-parobiegurmika, a w 
szczególności dla czwórnika. Jeżeli chodzi o czwóraik, to wystar­
czy wyróżnić dwie pary zacisków 4«wiri.elownika (wejście i wyjście) 
tj. przyjąć, że = I2» = I4»

2. Synteza 4-wielownika
Jak wiadomo z teorii układów pasywnych składających się z ele­

mentów R, L, C [2], warunkiem koniecznym i wystarczającym reali-
z owal noś ci 3**parobiegunnika jest aby macierz impedancyjna [z JJ
spełniała następujące warunkit
1) macierz impedancyjna [z^] jest macierzą rzeczywistą na osi rze­

czywistej 1
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2) elementy macierzy impedancyjnej Z. . są funkcjami analityczny- 
nd w prawej półpłaszczyźniej

3) część rzeczywista macierzy irapedancyjnej jest pćł określona do­
datnio na osi urojonej»

4) bieguny urojone każdego elementu macierzy są pojedyncze oraz 
macierz residuów w każdym z tych biegunów jest macierzą hermi- 
towską półokreśloną dodatnio.

Metody- realizowalności macierzy impedancyjnych są znane [z\ jednak 
pozbawione są one ogólności, gdyż nie uwzględniają syntezy struktu­
ralnej. Pozbawione są więc narzędzia pozwalającego realizować op­
tymalne struktury układów i optymalny dobór ich elementów. W za­
gadnieniach tych bardzo rzadko macierz impedancji jest ostatecznym 
celem. Zazwyczaj zadanie polega na zrealizowaniu takich transmi- 
tancji jak: rozwarciowa tranamitancja napięciowa, impedancja wza­
jemna itp.

H a  przykładu przeprowadzimy syntezę 3-parobiegunnika biernego 
(4*^delownika) o zadanych transmitancjach napięciowych Kul2» Ku13

identyczne. Ze względu na ogólny algorytm syntezy doprowadźmy 
funkcje tranamitancji

(13). Z obserwacji mianowników tych transmitancji wynika,że są one

(15)
+ ... + d^S + do

K
h_2 Sm2 + ... + h^S + ho

-, m2^  n (16)u13
d— S + ... + d̂  S + do n

gdzie: n
do postaci standartowej.



Pomnóżmy w tym celu liczniki i mianowniki (15)» (16) przez S . 
Otrzymamy

-n-1

Analiza i synteza 4‘̂ wielewnika biernego.«.___________________  ^7

rjn 1 -1 , 0n+1 b S
R-. o 1- r S b „ S n-1= *P1 +. « .+ O _ _ _ —— . i m

U12 ' ds **♦...♦ d0 s4
(17)

, „m -1 hoS"1 r „n+1 „-n-1
= m2 *— * . V  S ł— 'jpgl?   (18)

” 13 djj 3n_1+... d0 B*1 «n+1Sn+l+...* ̂ n-1 S “

Funkcje (17) i (18) będziemy nazywali transmitancją standartową. W 
transmitancjach tych niektóre współczynniki a ^  bi i Ci mogą być 
równe zeru.
Niech spełnione będą warunki

g_ , h- + 0  i  d -  # 0« nn-l ’ m2 n

Załóżmy ponadto ogólnie, że

50 = 61 = —  = g = 0, g, * 0»
V1“ 1 ^ 1

h =■ h = ... = h = °t b * °ł o 1 v2-i v2

Z obserwacji liczników i mianowników funkcji tranamitancji wynika 

1 + n ^ m 1«l; 1 + n^.l - 1^»

1 + n ^ m 2-l» 1 + n -^1 - V2»

1 + n >n-l; 1 + n > 1 .
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Powinna być zatem spełniona nierówność

n >  Max j(m - 1-1 ), (^-1-1 ), (n-1-1 ), (l-V1 -1 ), (l-V2-1 ),
(i-d} .

Powyższe wyrażenie uzyskuje wartość minimalną

n . » ndn Maxmin •f(m1 -1-1 ), (52-1-1), (5-1-1), (l-V^ -1 ), (1-V2-1)
(i-i)}

gdy

n-1-1 = 1-1.

Oznaczając przez lo takie 1 przy którym n jest minimalne 
otrzymamy

Oczywiście lo musi być liczba całkowitą

otrzymamy więc

Ponieważ stopień mianowników tranamitancjl standartowych musi być 
równy liczbie czynników występujących w każdym wyrazie det AD, a z

drugiej strony liczba ta jest równa liczbie m+1 z czynników pier­
wszych na które rozkłada się AD

(19)
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zatem na mocy tw2 - 13 £lj wnioskujemy, że n jest równe liczbie 
cykl oma tycznej grafu realizującego zadane transmitancje 4-widow­
ni ka tzn. n Wykazaliśmy więc następujące

Twierdzenie 1
Graf realizujący zadane transmitancje napięciowe 4*wo.elown±ka
Ku12, których stopnie liczników wynoszą i a. mia­
nowników n, ma liczbę cykl ornat yc zną rj nie mniejszą od

Udowodnione twierdzenie może być wykorzystane przy syntezie 4-wie- 
lowników metodą liczb strukturalnych, gdyż orientuje nas, jakie

Zastanówmy się teraz nad optymalizacją układu ze względu na liczbę 
gałęzi. Załóżmy, że każda gałąź 4-wielownika jest szeregowym połą­
czeniem opornika, cewki i kondensatora.
Wobec tego impedancja dowolnej gałęzi wyrazi się wzorem

(20)

grafy realizują zadane funkcje transmitancji.

«=1 —1
Z. » SL. + H, + S 0. i x i x (21)

Wprowadzimy następujące oznaczenia* 
b - liczba gałęzi grafu 
w - liczba węzłów grafu 

T) — liczba cykloraatyczna grafu.
s

Zgodnie z charakterystyką Eulera

w + 1 = 7? (22)

ftdr -a to, że Stopień det AD jest równy n + 1 otrzyns
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Ponieważ liczba równań, które można ułożyć dla określenia elemen­
tów układu jest równa liczbie współczynników funkcji wymiernych 
(18) i (17) tzn.

(2n + 3) + (2n + 3) + (2n + 3) » 6n + 9

a liczba niewiadomych elementów wynosi 3b, zatem musi być spełnio­
na następująca nierówność

3b >  6 n + 9,

czyli

b > 2  n + 3. (24)

Uwzględniając powyższą nierówność w równaniu (23) otrzymamy

w ̂ n  + 4 (25)

Twierdzenie 2
Liczba gałęzi grafu realizującego zadane tranamitancje (1 7)(18) 4- 
wielownika wyraża się wzorem

b « 2n ł 3 + k , k » 0, 1, 2 ,.** (26)

Twierdzenie 3
Liczba węzłów grafu realizującego zadane tranamitancje (1 7), (1s)
4Hvielownika wyraża się wzorem

w » n + 4 + k* k - 0 , 1, 2, ... (27)

Powyższe twierdzenie można wykorzystać przy optymalizacji struktui 
grafów realizujących zadane tranami tanc j e 4-^delownika. Przyjmu­
jąc we wzorze (26) k » 0 otrzymany minimalną liczbę gałęzi grafi
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realizującego zadane tranamitancje 4-wialownika. Założenie takie 
nie zawsze jest opłacalne, gdyż przy k >  0 problem syntezy spro­
wadza się do rozwiązania układu równań o większej liczbie niewia­
domych niż równań, które to jak wiadomo nie jest jednoznaczne ale 
pozwala na realizację dodatkowych kryteriów odnośnie elementów 
układu*

Najbardziej ogólne postępowanie przy przeprowadzeniu syntezy na 
maszynie cyfrowej da się ująó w niżej podane punkty:
1° Zakładany, że liczba czynników pierwszych liczby strukturalnej

A jest równa m = n + 3 i rozważmy zbiór gałęzi

w oparciu o który, zgodnie z poprzednio ustalonym programem, ma­
szyna cyfrowa generuje wszystkie możliwe liczby strukturalne

zapewniające, że A^ f  0 i prowadzące do grafów mocno spój­
nych. Ponadto należy założyć, że każdy czynnik P* zawiera co 
najmniej dwa elementy*

2° Obliczany liczby strukturalne dopełniające

A, » P* P?; ... P1 i - 1, 2, 3,...l 1 c. m

spełniające warunki realizacji

P^ # P^» k, 1 = 1, 2,...,m, (k ^ l)| 

P^ # 2  P^ k * 1,2,...,m, (k £ l)|
1
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3° W  obrazie każdej liczby strukturalnej A^ wybieramy cztery wę­
zły jako zaciski, tworząc w ten sposób zbiór 4^rialowników opi­
sywanych przez liczbę A_., Dla każdego 4-wielownika wybieramy 
trzy drogi, którym odpowiadają liczby strukturalne jednowier- 
szowe

D , D , , D .0Cj <*2 ctj

4° Obliczamy iloczyny

4  \  ■ 4  v  1 2 3

5° Wyznaczamy funkcje wyznacznikowe

det A, 1̂ . , i = 1, 2,»».| k = 1, 2, 3«
z K

6° Wyznaczany funkcje jednoczesności

sf  < 4  Doc • 4

7° Obliczamy elementy 4-wielownika z układu równań, otrzymanego z 
porównania współczynników funkcji wymiernych
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Równania te mają następującą po3tać

fn+1 = an+1

f-n-1 (H1, • . . »L.j , • . . ,Ĉ • . •) = &-n-1

*in+1 fa,, . .. »L̂  * * . * »C-| »• ••) = bn+i

«e-n-1 (Rl , • .. ,L̂  ,« .. ,Ĉ , . . .) ’ b—n—1

^ n +1 (H,, ... ,L^,«..,C^,...) = Cn+1

V-n-1 (R1,... ,L^,... ,C1, « « .) it 0 4 1

Funkcje f^, fk i V k sumami iloczynów

\  \  \  °ai V
Gdy powyższy układ równań ma więcej niewiadomych niż równań możemy 
żądać spełnienia dodatkowych warunków« Można np« chcieć aby nie­
które elementy L zerowały się lub aby zachodziła równość pew­
nych elementów L itp.
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AHAJIH3 M CViHTE3 ‘iE T blP Ë X IlOJIDCHKKA METOflOM CTPyK TyPH biX HViCEJI 

P  e  3 d  u  e

B paOoTe npeflCTaBJueH aHann3 h CKHTes Tpëx -  napo - noJiiocHHKa 
b KaqecTBe qeTapëxnojiDCHHKa. Mcno.ai.3ya a jireC py  crpyKTypHHX vh- 
c e a  onpe*e.aeHO oôdihîÎ anropMTM, paspemaDimtiï BUvMCjHTb sjieneHTu 
MSTpHuu conpoTMBJieHMa. Bo BTopoÜ qacTH yKa3aiai Tpn TeopeMH, ko- 
Topue on pex eaaoT  a a a a e  rpatpu peann3npy»T  aa^aHHne bkau H an pa-  
xeHHÜ nepeA&TouHoiï <jpyHKunn.

ANALYSIS AND SYNTHESIS OP PASSIVE POUR-POLE 
WITH METHOD OP STRUCTURAL NUMBERS

S u m m a r y

In this paper analysis and synthesis of a three-couple-pole as a 
four-pole have beenmade.

Basing upon the algebra of structural numbers, there has been 
obtained the general algorithm for calculation of impedance ma­
trix’s elements.

In second part there have been proved three theorems which de­
fine what graphs realize the giben functions of voltage transmit­
tance.


