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ANALIZA 1 SYNTEZA 4-WIKLOWNIKA BIERNEGO
METODA LI1CZB STRUKTURALNYCH

Streszczenie. W pracy przeprowadzono analize i syn-
teze 3 parobiegunnika jako 4-wielownika. Wykorzy-
stujac algebre liczb strukturalnych wyznaczono o-
golny algorytm pozwalajacy wyliczy¢ elementy ma-
cierzy impedancyjnej. W czesci drugiej wykazano
trzy twierdzenia, ktére podaja jakie grafy reali-
zuja zadane funkcje transmitancji napieciowej.

1. Analiza 4Hvielownika

Wielownik bierny (4-wielownik) definiujemy jako ukdad sieciowy
bierny, ktdérego uktad topologiczny ma wyréznione pewne bieguny
Wl w2 w™ wh).

Oznaczmy parametry zewnetrzne wielownika jak na rysunku 1.
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Zachodzi

Widzimy wiec, ze 4-wielownik ma trzy niezalezne wejscia pradowe
lub trzy niezalezne wejsScia napieciowe.

W dalszych rozwazaniach wejsciem ukdadu jest para zaciskow na kto-
rych moze wystepowac¢ zardwno sygnat wejsciowy, jak i wejsciowy.
Rozpatrywany 4-wd.elownik ma trzy niezalezne wejScia, moze wiec byc¢
najwyzej 3-parobiegunnlkiem.

Parametry zewnetrzne 3-parobiegunnika spe#niajg réwnania

Ui ™ Zij 1j  ii»j = 1% 2% 3% @

gdzie sumowanie odbywa sie po wskaznikach j dla kazdego 1. Za-

nan o dwoch niewiadomych, ktéry (Jak wiadomo) nie ma rozwigzania.
Pakt ten nalezy interpretowa¢ ogoélnie rzecz biorac, jako niemoz-
nos¢ skonstruowania ukdadu o trzech niezaleznych wejsciach. Pozo-
staje wiec mozliwos¢ wybrania z trzech réwnan po dwa na trzy roz-
ne sposoby. W ten sposdb dochodzimy do trzech ukdadéw po dwa row-
nania o dwoch niewiadomych, ktdre okreslaja relacje zachodzace mie-
dzy parametrami zewnetrznymi czwoémika (2-parobiegunnika). W tym
sensie czwlrnik jest szczegdlnym przypadkiem 4-wielownika.
Przystagpimy teraz ao analizy 4-wielownika z uwzglednieniem jego
struktury wewnetrznej uzywajac do tego celu algebry liczb struktu-

ralnych. Weimy pod uwage 4-wielownik obcragzony jak na rys. 2.



Analiza i synteza 4-wielownika biernego«. 59

Rys. 2

Dla 4-wielownika mozna okresli¢ transmitancje napieciowe i pradowe

Ug 12
Kul2 = E * Kil2 " Tj1

€))

U3 ” i** Kil3=T7°

Algebra liczb strukturalnych umozliwia obliczenie powyzszych funk-

cji niezaleznie od stopnia komplikacji struktury ukdtadu [jj =

Sim /0k Qk% Sim /DA QA»
z W w \V] z ~cc* W
Uiz = det A z*» KiL1.2 det gA
z z
©)
Sin /DA QA\ Sim ,0A OAj
z W W v, K z f1?
ul3 det A % i13 det Ok
z z te

We wszystkich powyzszych v7zorach A jest liczba strukturalng» dla
ktérej graf 4-wielownika jest przeciwobrazem, Z natomiast jest
zbiorem impedancji 4-wd.elownika.

Rozpatrzmy nastepnie bieg jatowy 3—parobiegunmka (4"WLelowmksJ
zasilanego napieciem Ule



Rys. 3

Wykorzystujgc algebre liczb strukturalnych otrzymamy

~ o\ A)
12 «uy1 " det A
z
@
K i
13 “ U1 = det A
z

W powyzszych wzorach A jest liczbg strukturalng, dla ktérej graf

4-wielownika przedstawionego na rys. 3 jest przeciwobrazem D~ -

liczba strukturalna jednowierszowa odpowiadajaca dowolnej drodze

dgczacej wierzchotki i W2 nie przechodzacej przez gatgz oc ,

Dy - odpowiadajaca drodze daczacej wierzchotki i nie prze-
chodzacej przez gataz oc -

Dla stanu zwarcia 3-parobiegunnika przyjmijmy oznaczenia jak na

rys. 4.

Okreslmy transmitancje napieciowo pradowe jako
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Zachodzi [i]

det A

l. Z1 * det "pi-

Mamy wiec

Sim/0A detjdji
i¥- z z Oce
Koe@ 11 21 det Dk  detA
z QX z

Sim /% OAi
z TO

det A

z

(62)

Analogicznie otrzymamy

K Z  fr’ ffr. (6b)

e wzorach (6) A jest liczba strukturalng, dla ktérej graf 4-

ielownika przedstawiony na rys» 4 jest przeciwobrazem»
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Wyznaczymy nastepnie elementy macierzy impedancyjnej 3-paro-
biegunnika biernego (4-trielomjica). Przyjmijmy oznaczenia jak na

rys. 5.

Eys. 5

Zapiszmy rownania 3-parobiegunnika w postaci (i)

Niech A bedzie liczbg strukturalng, dla ktérej graf 4*vielownika

(rys. 5) jest przeciwobrazem. Obliczenia prowadzgce do wyznaczenia

impedancji Z{J przeprowadzimy korzystajac z wynikoéw analizy bie-

gu jatowego 3-parobiegunnika. Poniewaz struktura ukdadu rozpatrywa-
nego przy biegu jatowym rézni sie od tej podanej na rys. 5 o jedng

gataz wkaczong miedzy weztami gdzie i1 = 1,2,3, nalezy

wiec réwniez uwzglednié¢ réznice wystepujace w liczbach struktural-

nych.

Wezmy w tym celu graf T z rys. 5, ktory jest przeciwobrazem liczby

strukturalnej A. Dotgczmy do wezta gataz cc = Jak wiadomo

liczba strukturalna opisujgca nowa strukture uktadu z dotaczong

gatezig nie ulega zmianie. Dokonajmy nastepnie zwarcia drugiego we-
zta gatezi oc z weztem WA. Liczba strukturalna, ktoérej przeciw-

obrazem jest nowo otrzymany graf (rys. 3) na postac
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A=A [0B @ --- @] @

a jej pochodna

Wyznaczmy na wstepie impedancje wejsSciowe Z”. Zauwazmy, ze jeze-
i 1~ =1~ =0 gdzie k, 1 « i, a wiec wtedy kiedy wystepuje
bieg jatowy

Zachodzi (wzér 5-2, [il)
det A
- — gdzie 1 =1, 2, 3. 10

11 det O L
z QOcch

Po podstawieniu (7) i (8 do (10) otrzymamy

det A

Poniewaz zatozylismy, ze Z”e Z i1 Z~ >0 wzor ten przyjmuje po

stac
- (11)
Zii = det A
z
gdzie = [B, @ i cest liczbg strukturalng odpowiada-

l_
jJaca drodze taczacej wezet zwr 1 =1, Z, 3.
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Wyznaczmy teraz impedancje wzajemne 3-parobiegtumika Zauwaz-
my w tym celu, ze jezeli ~» 1~ *0 gdzie i, k+ J a wiec wte-

dy kiedy wystepuje bieg jatowy

L (12)
Przy biegu jatowym 3-parobiegunnika zasilanego napieciem na mo-
cy wzoru (4) many
U det A
J z
Po podstawieniu (7) 1 (8) otrzymamy
« si© ("w- * w
H, . .-t . -A-m. __ ——— - . 13
-ij Ua d.t @

Zachodzi ponadto

Zij " U Z55*

zij " -"-d-— X—————- % H)
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Mozna zauwazy¢, ze jezeli 1 = j to wzér (14) przechodzi w wzor
(1) gdyz funkcja

Sim (AD”, Aa”) = det ADA.

Tak wiec wzor ClI4) podaje najogoélniejszy algorytm pozwalajacy wy-
znaczy¢ elementy ZAj réwnan (1), ktére stanowig relacje zacho-
dzgce miedzy parametrami zewnetrznymi 3-parobiegunnika. Algorytm
ten oparty jest na liczbach strukturalnych, ktorych to obraz lub
przeciwobraz opisuje strukture rozpatrywanego ukdadu. Skonstruowa-

ny jest on bowiem w oparciu o definicje dwoch funkcji det A i Sim
z z
(A, B), ktére to jak wiadomo sa okreslone na zbiorze impedancji ga-

teziowych Z”6 Z a konstrukcja ktérych uzalezniona jest od struk-
tury uktadu. Tak przeprowadzona analiza 3-parobiegunnika ogranicza
do minimum ilos¢ przeprowadzonych operacji matematycznych. Nie jes-
tesmy bowiem zmuszeni do ukdadania réwnan oczkowych lub weztowych
przy rozwigzaniu ktérych, ogélnie rzecz biorgc wykonuje sie o wie-
le wiecej operacji matematycznych niz w metodzie podanej wyzej.
Warto zauwazy¢, ze wzor (14) obowiazuje dla N-parobiegurmika, a w
szczegllnosci dla czwérnika. Jezeli chodzi o czwéraik, to wystar-
czy wyréozni¢ dwie pary zaciskow 4wiri.elomika (wejscie i1 wyjscie)

tj. przyjac, ze = 12» = 14»

2. Synteza 4-wielownika

Jak wiadomo z teorii uktadéw pasywnych skdadajacych sie z ele-
mentow R, L, C [2], warunkiem koniecznym i wystarczajacym reali-
zowalnosci 3**parobiegunnika jest aby macierz impedancyjna [z JJ

spedniata nastepujgce warunkit

1) macierz impedancyjna [z”~] jest macierzg rzeczywista na osi rze-

czywistej 1
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2) elementy macierzy impedancyjnej Z. . sa funkcjami analityczny-

nd w prawej potptaszczyzniej

3) czes¢ rzeczywista macierzy irapedancyjnej jest p¢t okreslona do-

datnio na osi urojonej»

4) bieguny urojone kazdego elementu macierzy sa pojedyncze oraz
macierz residuéw w kazdym z tych biegunéw jest macierza hermi-

towska potokreslong dodatnio.

Metody- realizowalnosci macierzy impedancyjnych sg znane [z\ jednak
pozbawione sa one ogélnosci, gdyz nie uwzgledniajg syntezy struktu-
ralnej. Pozbawione sg wiec narzedzia pozwalajgcego realizowa¢ op-
tymalne struktury ukdadéw i optymalny dobdr ich elementéw. W za-
gadnieniach tych bardzo rzadko macierz impedancji jest ostatecznym
celem. Zazwyczaj zadanie polega na zrealizowaniu takich transmi-
tancji jak: rozwarciowa tranamitancja napieciowa, impedancja wza-
jemna itp.

Ha przyktadu przeprowadzimy synteze 3-parobiegunnika biernego
(4*~delownika) o zadanych transmitancjach napieciowych Kul2» Kul3
(13). Z obserwacji mianownikéw tych transmitancji wynika,ze sag one
identyczne. Ze wzgledu na ogélny algorytm syntezy doprowadzmy

funkcje tranamitancji

15
+ ... + d*S + do
h2Sm2+ ... +h”S + ho
K 13 - m2” n (16)
u
dﬁ S + ... +dS + do
gdzie: n

do postaci standartowej .
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Pomn6zmy w tym celu liczniki

i mianowniki (15)» (16) przez
Otrzymamy
i, 1 1 gn+1 b st
n - N+
- Ry J ST _b R Lo
Ul2 " ds **e._._¢ dO 4
, ,,m =1 hoS"1 r ,,Nn+1 ,,—n-1
= m2 *_ * Y St— Jpgl?
713  djj 3n_1+... dO B*1 «n+1Sn+l+._._._.* "n-1 S “

Funkcje (@7)

réwne zeru.

Niech spe#nione beda warunki

Zat6zmy ponadto ogolnie,

Z obserwacji

S5
-

licz

a”™ bi

0, hﬁ]2+0 i dr-]#O«

ze

O»

an

as)

i (18) bedziemy nazywali transmitancja standartowg. W

transmitancjach tych niektére wspétczynniki i Ci mogg by¢

i mianownikédw funkcji tranamitancji wynika

n~ml«l;

n"~"m2-I»

n >n-1;

1+ n™. 1

- 1™

1+ n -~1 - V2»

1+ n> 1.

~7
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Powinna by¢ zatem spedniona nierdwnoscé

n> Max j(m - 1-1), ("-1-1), (n-1-1), (1-Vvi-1), (1-Vv2-1),
(i-d} .

Powyzsze wyrazenie uzyskuje wartos¢ minimalng

n o> ndn Max f@i-1-1), (52-1-1), (5-1-1), (I-V~-1), (1-V2-D)
(-0}
gdy

Oznaczajac przez lo takie 1 przy ktérym n jest minimalne

otrzymamy

Oczywiscie lo musi by¢ liczba catkowita

a9

otrzymamy wiec

Poniewaz stopien mianownikédw tranamitancjl standartowych musi byc

rowny liczbie czynnikéw wystepujgcych w kazdym wyrazie det AD, a z

drugiej strony liczba ta jest rowna liczbie m+l z czynnikéw pier-

wszych na ktére rozktada sie AD
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zatem na mocy tw2 - 13 £1j wnioskujemy, ze n jest réwne liczbie
cyklomatycznej grafu realizujacego zadane transmitancje 4-widow-

nika tzn. n Wykazalismy wiec nastepujace

Twierdzenie 1

Graf realizujacy zadane transmitancje napieciowe 4*wo.elowntka
Kul2, ktérych stopnie licznikéw wynosza i a mia-

nownikéw n, ma liczbe cyklomatyczng rj nie mniejsza od

©o)

Udowodnione twierdzenie moze by¢ wykorzystane przy syntezie 4-wie-
lownikédw metodag liczb strukturalnych, gdyz orientuje nas, jakie
grafy realizujg zadane funkcje transmitancji.

Zastanbwmy sie teraz nad optymalizacjag uktadu ze wzgledu na liczbe
gatezi. Zatbézmy, ze kazda gataz 4-wielownika jest szeregowym polag-
czeniem opornika, cewki i kondensatora.

Wobec tego impedancja dowolnej gatezi wyrazi sie wzorem

Z, » SLy + Ho o+ 54 0, 1 Q1)
Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia*

b - liczba gatezi grafu

w - liczba weztow grafu
T) — liczba cykloraatyczna grafu.

§
Zgodnie z charakterystyka Eulera

w+ 1=7 (22)

ftor -a to, ze Stopien det AD jest rowny n + 1 otrzyns
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Poniewaz liczba rownan, ktéore mozna utozy¢ dla okreslenia elemen-

tow uktadu jest rowna liczbie wspotczynnikéw  funkcji  wymiernych

s i @an tn.
éen+3)+ @Gn+3)+ (2n+3) »6n + 9

a liczba niewiadomych elementéw wynosi 3b, zatem musi by¢ spednio-

na nastepujgaca nieréwnosc
3b > 6n+09,
czyli
b>2 n+ 3. @
Uwzgledniajac powyzszg nierownos¢ w réwnaniu (23) otrzymamy
wANn + 4 @5)

Twierdzenie 2

Liczba gatezi grafu realizujgcego zadane tranamitancje (7)(18) 4-

wielownika wyraza sie wzorem

b«2n4+¥3+k ,k»0, 1, 2,.* (26)

Twierdzenie 3
Liczba wezdéw grafu realizujacego zadane tranamitancje (17), (@s)
4Hvielownika wyraza sie wzorem

w»n+ 4 + k* k-0,1,2, ... @n

Powyzsze twierdzenie mozna wykorzystac przy optymalizacji struktui
graféw realizujacych zadane tranamitancje 4-~delownika. Przyjmu-
jac we wzorze (26) k » 0 otrzymany minimalng liczbe gatezi grafi
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realizujacego zadane tranamitancje 4-wialownika. Zaltozenie takie
nie zawsze jest optacalne, gdyz przy k> 0 problem syntezy spro-
wadza sie do rozwigzania ukdadu réwnan o wiekszej liczbie niewia-
domych niz réwnan, ktére to jak wiadomo nie jest jednoznaczne ale
pozwala na realizacje dodatkowych kryteriéw odnosnie elementéw
uk¥adu*

Najbardziej ogolne postepowanie przy przeprowadzeniu syntezy na

maszynie cyfrowej da sie ujgdé w nizej podane punkty:

1° Zakdadany, ze liczba czynnikéw pierwszych liczby strukturalnej

A jJest rédwna m =n + 3 i1 rozwazmy zbiér gatezi

w oparciu o ktéry, zgodnie z poprzednio ustalonym programem, ma-

szyna cyfrowa generuje wszystkie mozliwe liczby strukturalne

* - I -
A=I » P 1F’?,Q... Pn]i 1 1, 2, 3,...

spetniajace warunki realizacji
PY# P™» k, 1 =1, 2,...,m, (&~ D]
PA#2 PN k*1,2,...,m, &k £ D]

1

zapewniajace, ze AN f 0 i prowadzace do grafébw mocno spoj-
nych. Ponadto nalezy zalozy¢, ze kazdy czynnik P* zawiera co
najmniej dwa elementy*

2° Obliczany liczby strukturalne dopeiniajgce
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3° W obrazie kazdej liczby strukturalnej A" wybieramy cztery we-
zdy jako zaciski, tworzac w ten sposéb zbidr 4~rialownikéw opi-
sywanych przez liczbe A ., Dla kazdego 4-wielownika wybieramy
trzy drogi, ktérym odpowiadaja liczby strukturalne Jjednowier-

szowe

Dﬂj' QﬁZ’ ij'

4° Obliczamy iloczyny
4\1I4V2 3

5° Wyznaczamy funkcje wyznacznikowe

det A, 1., 1 =1, 2,».|] k=1, 2, 3
z K

6° Wyznaczany funkcje jednoczesnosci

sf <4 Doc = 4

7° Obliczamy elementy 4-wielownika z ukdadu réwnan, otrzymanego z

poréwnania wspotczynnikow funkcji wymiernych
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Réwnania te maja nastepujacag po3tac

i+l = an+l
fona g T 0D F e
*intl fa,, - - AN FF G »eee) = bn+i
«@-n-1 [GUIPL N EA S ¢ A T b_n_1
~n+l H,, --- L™« ., 0 ll) = Cn+l

L/\

o
V-n-1 (Rl"-- > 3 === ,Cl,((((_)

<

Funkcje ., fk 1 VKk sumami i loczynéw

o avVv

Gdy powyzszy ukdad rownan ma wiecej niewiadomych niz réwnan mozemy
zada¢ spednienia dodatkowych warunkéw« Mozna np« chcie¢ aby nie-
ktére elementy L zerowaty sie lub aby zachodzita réownos¢ pew-

nych elementéw L itp.
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AHAJIH3 M CViHTE3 SETHIPEXIIOJIDCHKKA METOfIOM CTPyKTyPHbiX HVICEJI
Pe 3due

B paOOTe npeﬂCTaBJUEH aHann3 n CKHTes TpeX - napo - noJiiocHHKa
b KagecTBe geTapéxnojiDCHHKa. Mcno.ai.3ya ajireCpy crpyKTypHHX vn-
cea onpe*e.aeHO oadinil anropMTM, paspemaDimtii BUVMC]HTh  sjieneHTu
MSTpHuu conpoTMBJieHMa. Bo BTopoU gacTH yKa3aiai Tpn TeopeMH, ko-
Topue onpexeaaoT aaaae rpatpu peann3npy»T aa*aHHne bkau Hanpa-
xeHHU nepeA&TouHoiT <jpyHKunn.

ANALYSIS AND SYNTHESIS OP PASSIVE POUR-POLE
WITH METHOD OP STRUCTURAL NUMBERS

Summary

In this paper analysis and synthesis of a three-couple-pole as a
four-pole have beenmade.

Basing upon the algebra of structural numbers, there has been
obtained the general algorithm for calculation of impedance ma-
trix’s elements.

In second part there have been proved three theorems which de-
fine what graphs realize the giben functions of voltage transmit-

tance.



