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O PROBABILISTYCZNA. INTERPRETACJA BLADU PRZYRZADOWEGO

Streszczenie. Ocenia sie krytycznie rozpowszech-
niong w miernictwie elektrycznym interpretacje bie-
du przyrzadowego jako osobnej kategorii biedow,
obok bteddéw systematycznych i bteddéw przypadkowych.
Uzasadnia sie probabilistyczng interpretacje. Wnio-
sek: bdad przyrzadowy rozpatrywany  jako element
zbioru i1 bdad przypadkowy mogg by¢ opisywane za po-
mocg tego samego modelu matematycznego.

1. Stan obecny

Btad pomiaru spowodowany bdedem przyrzadu, tzn. niedoktadnosciag
okreslong przez wytworce przyrzadu, jest w miernictwie elektrycz-
nym traktowany odrebnie. Tworzy sie osobng kategorie bdeddéw, obok
btedéw systematycznych i bdeddéw przypadkowyoh. Proponuje sie nawet
osobng nazwe: bledy pélsystematyczne. Méwi sie, gdy  jednokrotnie
odczytujemy przyrzad, ze popedniamy bdad systematyczny o nieznanym
znaku lecz o znanej granicy jego wartosci bezwzglednej, wkasciwej
danej klasie niedoktadnosci przyrzadu.

Rezultat odrebnego traktowania bdtedu przyrzadowego ujawnia sie
wyraznie przy obliczaniu btedu pomiaru posredniego. Jezeli np. na
odpowiednie b¥edy ~ A g™%» ~Agg/fc» — A1 td . pomiaru wielkosci A,
B, C 1itd. ztozyty sie wykacznie btedy odpowiednich przyrzadow, a

wielkos¢ posrednio mierzona W jest zdefiniowana jako

W« AD .BB.C* ... ()
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to bdad pomiaru A g~ wielkosci W liczy sie za pomocg wzoru

Aow " M oal HMobK I™ " ocl + 2}

Formuda (2) jest rachunkowym wyrazem odrebnosci, jakg przypisa-
no btedom przyrzadowym. Wiadomo dobrze z doswiadczenia, ze ten mo-
del rachunkowy jest bardzo pesymistycznym oszacowaniem granic bie-
du pomiaru posredniego: przecietnie niedoktadnos¢  jest znacznie
mniejsza niz wynikajaca z takiego rachunku. Mimo to o formule (2
nie mowi sie jako o uproszczonym rachunku, lecz jako o metodzie
wynikajacej ze specyficznych wkasciwosci bdeddéw przyrzadowych«

Okolicznosci, przy ktérych ma by¢ stosowany wzér (2), sa naj-
czestsza sytuacjg wystepujaca w dziedzinie technicznych pomiaroéw
elektrycznych i dlatego btedy pomiaréw posrednich sg najczesciej
liczone w ten mato dokdadny sposdb. Warto wiec 2z powoddédw czysto
praktycznych przeanalizowa¢ zagadnienie i1 poszuka¢ doktadniejszego
niz formuta (2) modelu rachunkowego.

Sa réwniez inne - teoretyczne - nastepstwa przyjetego sposobu
widzenia bteddéw przyrzadowych.

Po pierwsze - sugeruje sie ograniczonos$¢ ogélnej teorii biedow,
poniewaz nie mozna jej jakoby stosowa¢ do niektérych konkretnych
btedow - bteddw przyrzadowych. W rzeczywistosci jednak koniecznosc¢
odrebnego traktowania bteddéw przyrzgdowych jako zbioru - jak be-
dzie wykazane - wynika z pominiecia czesci informacji o tych ble-
dach: pominiecia informacji o rozktadzie gestosci prawdopodobien-
stwa b¥eddéw tego zbioru« Whasnie to zawezenie informacji prowadzi
do formity (2}.

Po drugie - dla przyjetego sposobu widzenia btedow przyrzado-
wych znamienne jest to, ze ich granica bezwzglednej wartosci jest
jednoznaoznie i bezwarunkowo zakreslona: jednoznaczny rezultat ja-

kosci produkcji i1 wzorcowania« W rzeczywistosci produkcja, wzorco-
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wanie i dziaklanie przyrzadu sa procesami losowymi, ktérych rezul-
tat jest zdeterminowany statystycznie i tylko w ten sposéb moze
by¢ trafnie i1 wnikliwie interpretowany. Wyznaczona granica bdedu
musi by¢ zatem réwniez rozumiana statystycznie, tzn. okresSla jej
wartos¢ pewien warunek - poziom ufnosci. Rozumiejac jednak staty-
stycznie granice btedu popeknialibysmy niekonsekwencje wyznaczajac
ja z wzoru (2). Niekonsekwencja polega na tym, ze prawdopodobien-
stwo przekroczenia granicy “ AOF jJest zupednie innego rzedu niz
prawdopodobienstwo przekroczenia granicy kazdego ze skdadnikéw
— Ag”, “ Agg itd. (np. pn, jezeli kazdy z n sk#adnikdw na praw-
dopodobienstwo przekroczenia p)-.

Z ostatniej uwagi wynika praktyczny wniosek. Wyznaczajac grani-
ce - o takim samym poziomie ufnosci jaki maja skdadniki A",
AUa itd. otrzymamy wartos¢ A Jﬁ a ogo6t mniejsza 1 rownoczesnie
przecietnie doktadniejszg. Poniewaz o precyzji pomiaru sadzimy na
podstawie wartosci bktedu A", to tym samym przy mniejszym A~ po
nriar uznamy za dokdadniejszy.

Oczywiscie bledy przyrzadowe sg réowniez analizowane indywidual-
nie, a nie jako zbior: oddzielnie dla konkretnego przyrzadu i dla
konkretnego punktu zakresu pomiarowego. Analizowane indywidualnie
btedy przyrzadowe nie przedstawiaja soba odrebnosci z punktu wi-
dzenia teorii btedu} ten aspekt zagadnienia bedzie pominiety w dal-
szych rozwazaniach.

W dalszej czesci artykutu uzasadnia sie probabilistyczng inter-

pretacje bteddéw przyrzadowych rozpatrywanych jako zbior.

2. Probabilistyczna interpretacja btedu przyrzadowego
Btad przyrzadowy dla kazdego punktu zakresu pomiarowego Przed-
stawimy w sposéb ogélnie przyjety jako sume
a"=aC+ a¥V (©)

i przypomnimy fizyczne znaczenie tych skkadnikéw.
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A*c przedstawia sktadowg statg dla danego punktu zakresu ponda-
rowego 1 jest w normalnych warunkach uzytkowania przyrzadu rezul-
tatem przede wszystkim niedokdadnosci produkcji i wzorcowania» a
dla ztozonych przyrzadéw pomiarowych zawiera réwniez niekiedy bkad
matematycznej aproksymacji rzeczywistych charakterystyk przetwor-
nikéw sygnatu. W sktadowej stalej zawieraja sie rowniez dodatkowe
btedy wywotane procesami starzenia i zmiang warunkéw uzytkowania w
stosunku do warunkéw normalnych.

Sk¥adowa ﬁ;\ przedstawia zmienny bdad przyrzadu w danym -}:pmk—
cie zakresu pomiarowego o wkasciwosciach btedu przypadkowego. Fi-
zycznie skdadowa Alv dla réznych konstrukcji przyrzadu jest wy-
padkowag dziatania wielu przyczynt luzy mechanizméw» tarcie» histe-
reza, niestabilnosé¢» zak#dcenia» szumy» zmiany warunkéw zasilania
przyrzadu.

Granice - sktadowej Ay wyznaczajag przedziat niepewnosci
wskazan» najczesciej staly w calym zakresie pomiarowym danego przy-
rzadu.

Klase niedokdadnosci danego przyrzadu wyznacza suma A skrajnej
wartosci At oraz skrajnej wartosci AV- Wéwczas» gdy gnama, jest
tylko klasa niedokdadnosci przyrzadu znamy tylko sume skrajnych
wartosci Ac +Av, zaokraglong w gore do odpowiedniej wartosci
znormal izowaneje

Normy nie precyzujg zadnych wymagan co do wzajemnej proporcji
sktadowych Afi 1 Ay. Z praktyki wiadomo, ze dla wiekszosci przy-
rzadow A ¢ stanowi g#déwng czesé sury AQ +Av™

Z punktu widzenia uzytkownika przyrzadu skiadowa K c jest ble-
dem systematycznym przyrzadu w danym punkcie zakresu pomiarowego.

Z punktu widzenia wytworcy przyrzadu skbadowa AQ jest przede
wszystkim przypadkowym bdedem produkcji, a jej skrajna wartos¢ A c
jest miarg rozrzutu bdedow danej produkcji. Dla dowolnego punktu
zakresu pomiarowego i dla dowolnego przyrzadu danej klasy i danej
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serii bkad ten moze przyjac¢ dcwoing wartos¢ z przedziatu A ., je-
zeli kazdy z przyrzadéw spednia wymagania danej klasy. Zatem syste-
matyczny b#ad /\C w danym punkcie zakresu pomiarowego mo%fmy trak-
towa¢ jako konkretng wartos¢ zmiennej losowej, a btedy /\C danego
przyrzadu jako proébke przypadkowych wartosci tej zmiennej losowej .

Miedzy btedem systematycznym A* rozpatrywanym jako zmienna lo-
sowa a btedem przypadkowym réznica jest nieistotna i polega jedy-
nie na okolicznosciach, w ktdrych moze ujawni¢ sie kazdy =z nich.
Kazdemu z tych bteddéw odpowiada ten sam model matematyczny.

Obecnos¢ btedu przypadkowego - jak wiadomo - ujawnia sie przy
wielokrotnym powtarzaniu pomiaru, gdy podstawowy uk#ad warunkoéw,
w ktdérym przeprowadzamy pomiar, jest niezmienny. Poniewaz o poje-
dynczej wartosci btedu przypadkowego nie wiemy nic, powtarzamy po-
miar wielokrotnie i1 otrzymujemy proébke wielu wartosci, 0 ktorej
zaktadamy, ze jest reprezentatywna dla nieznanej zmiennej losowe]j
zdeterminowanej tym podstawowym ukdadem warunkéw. Nastepnie w opar-
ciu o dane z proébki wyznaczamy interesujace nas cechy (oczywiscie
przyblizone) tej nieznanej zmiennej losowej, jaka jest bdad przy-
padkowy .

Obecnos¢ btedu systematycznego A ujawnitaby sie, gdyby do
pomiaru tego samego obiektu uzy¢ réwnoczesnie wielu przyrzadow tej
samej klasy i przyjac¢, ze skladowa. zmienna Av jest pomijalna.
Otrzymalibysmy wowczas rowniez probke wartosci tym razem zmiennej
losowej A" i moglibysmy w oparciu o nig rowniez okresli¢ przy-
blizone ceghy zmiennej losowej Aix<W rzeczwastoéii zmienna loso-
wa A jest catkowicie okreslona, poniewaz znamy metrologiczne
w+aéc?woéci przyrzadu, a wytwérca przeprowadzi+ odpowiednie bada-
nia 1 okreslit klase niedoktadnosci. Z tego powodu mozemy wiec
ograniczy¢ sie tylko do jednokrotnego wykonania pomiaru i tylko
jJednym przyrzadem o znanej klasie, a o btedzie A c bedziemy wie-
dzieli nie mniej niz o btedzie przypadkowym 2z wielokrotnie powta-

rzanego pomiaru.
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Konkretnie o zmiennej losowej Alc wiemy wszystko* znamy roz-
k#ad gestosci prawdopodobienstwa (doktadny lub przyblizony), znamy
parametry tego rozktadu — wartos¢ oczekiwang i parametr okreslaja-
cy rozproszenie« Mamy wiec o btedzie A wszystkie te statystycz-
ne informacje, ktére dla btedu przypadkowego musimy normalnie zdo-
bywa¢ przez wielokrotne powtarzanie pomiaru«

Zmienna losowa A c Maz zasady rozktad normalny (lub w przy-
blizeniu normalny), poniewaz jest przede wszystkim rezultatem ble-
déw produkcji, przypadkowych trwatych zmian wkasciwosci elementéw

>

>
c moze nie mie¢ rozkkadu normal-
nego dla szczegdlnych przyrzadéw jednakowego rodzaju i jednego ty-

konstrukcyjnych przyrzadu itd. A

pu danej klasy. Rozpatrujac jednak dostatecznie duzy zbidr przy-
rzadoéw roéznego rodzaju i réznego typu danej klasy otrzymany zbio-
rowos¢ btedéw o rozktadzie granicznie normalnym. Ten fakt ma isto-
tne praktyczne znaczenie przy obliczaniu bdedu pomiaru posrednie-
go, poniewaz mozemy przyjac¢, ze wskazania wielu rdéznych przyrzadow
sg obarczone bledami A‘: pochodzacymi ze zbiorowosci o rozkkadzie
normalnym i mozemy skdada¢ te btedy zgodnie z odpowiednimi regu-
+ami .

Wartos¢ oczekiwana zmiennej A c réwna sie zeru, poniewaz wy-
tworca dazy do minimalizacji bdedu przyrzadu, a zmiany spowodowane
starzeniem i zmiang warunkoéw pracy dla réznych przyrzadéw sa przy-
padkowe .

Naturalnym parametrem charakteryzujgcym rozproszenie zmiennej
AC jest rozstep* ~ A c” Zaktadajac rozkdad normalny dla zmiennej
Ae mozemy wyznaczy¢ bdad standardowy ¢lg" o ile granicom — A
przyporzadkujemy okreslony poziom ufnosci« Mozemy rowniez nie do-
chodzi¢ wartosci &"C i wykonywa¢ wszystkie rachunki na A C* kto-
re obowigzuja dla 6%1E» a wyniki obliczen beda réznity sie tylko
poziomem ufnosci. Zakkadamy bowiem, ze dla wszystkich przyrzadow
“Ac ma ten sam poziom ufnosci, a réwnoczesnie wiadomo, ze dla

rozk+adu normalnego a const.
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Przedstawiong probabilistyczng wkasciwos¢ skkadowej A ilu-

struje i1 potwierdza materiat empiryczny przedstawiony za pomoca

histogramu na rys. 1. Jest to histogram rozkdtadu czestosci dla 195
wartosci biedu Afc wybranych punktéw podziatki (zawsze tych sa-

mych) 13 miernikéw kl. 0,2 wzietych przypadkowo i badanych w wa-

runkach normalnych. Na osi rzednych od¥ozono czestos¢ wystepowania
btedéw o wartosci z danego przedziatu, a na osi odcietych wartosé¢
btedu }\C w dziatkach. Linig przerywang zaznaczono wartos¢ Sred-
nig 195 bdtedéw, a liniami geometrycznymi - granice bdedu zakresowe-
go tych miemikoéw.
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Rys. 1. Histogram rozkdadu czestosci 195 wartosci bdedu A Q. Inne
objasnienia w tekscie

Sktadowa A jest réwniez zmiennag losowa, ktéora w dowolnym
lecz tym samym punkcie zakresu pomiarowego tego samego przyrzadu
moze przyjmowa¢ kazda wartos¢ z przedziatu - Av, gdy zachowany be-

dzie bez zmiany podstawowy ukdad warunkéw. Rozkdad A v jest roz-
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k#adem normalnym, poniewaz ta zmienna jest rezultatem rownoczesne-
go dziatania bardzo wielu przyczyn. Wartos¢ oczekiwana Av  rdéwna
sie zeru, a miarg rozproszenia moze by¢ rozstep — Ay charaktery-
styczny dla danego typu przyrzadu pomiarowego i najczesciej staly
w catym zakresie pomiarowym.

B4ad przyrzadowy A**AC +Av jest réwniez zmienng losowg kté-
rej rozkdad i parametry rozkdadu wynikaja z kompozycji zmiennych
AE i A'V. Zmienna losowa A* przybiera wszystkie swoje wartosci,
jezeli jednokrotnie wykonujemy pomiar coraz to innym przyrzadom da-
nej klasy.

Za miare niedokdadnosci przyrzadu przyjmuje sie jednak nie pa-
rametr bezposrednio charakteryzujacy rozrzut Kkompozycji zmiennych
AE +Aﬁ/,lecz sume granic A(:-+AV>>a wiec liczbe odpowiednio wie-
kszga. Te liczbe powieksza sie raz jeszcze, zaokraglajac ja w gore
do znormalizowanej wartosci I w ten sposob powstaje miara niedo-

k#adnosci przyrzadui A . m biad zakresowy. Kazda z operacji zwie-

kszania granic nominalnego btedu przyrzadowego moze by¢ statystycz
nie interpretowana jako zwiekszenie poziomu ufnosci tego bledu.
Poziom ufnosci jest wiec bardzo wysoki, wyzszy niz poziom ufnosci
najczesciej przyjmowanego jako miare niedokfadnosci granicznego
btedu dla rozk#adu normalnego & 36)« Pomimo duzego poziomu ufno-
Sci granic — AZ nie powinno sie uwaza¢ jako okreslonych bezwarun-
kowo, poniewaz chociazby w procesie wzorcowania istnieje jakies
prawdopodobienstwo nie wykrycia bdedu wiekszego od A 2 tak samo
jak istnieje ryzyko stwierdzenia, ze bdad istnieje, gdy w rzeczy-
wistosci jego nie ma. Ponadto w okresie uzytkowania, pomiedzy ko-
lejnymi wzorcowaniami istnieje zawsze jakie$s prawdopodobienstwo
zajscia zmian wkasciwosci metrologicznych przyrzadu, naruszenia
jego dokdadnosci i to prawdopodobieristwo powinno by¢ réwniez brane
pod uwage.

W Swietle tych wywoddéw nie jest teoretycznie Kkonsekwentne po-

stepowanie, wg ktorego zwieksza sie bez kontroli granice wartosci
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nominalnej btedu po to, aby uwaza¢ go jako absolutnie pewny. Sen-
sowniej jest wyznaczy¢ btad o kontrolowanych granicach i1 by¢ przy-
gotowanym, ze mylimy sie raz na pewng okreslong liczbe razy.

Warto tu doda¢, ze w dokumentach normatywnych i w praktyce po-
miaréw elektrycznych btedy Ac,Av,Ac +Av»Az nie sg Scisle zde-
finiowane 1 moga by¢ réznie interpretowane. Dlatego to, co zostato
powiedziane wyzej o granicach tych bkeddéw, powinno by¢ traktowane

jako proba ujednolicenia, jako gtos dyskusyjny.

3. Wnioski

Z probabilistycznej interpretacji bteddéw przyrzadowych wynikaja
okreslone, pozytywne nastepstwa dla teorii i dla praktyki pomiardw

elektrycznych:

1. Nie ma potrzeby tworzenia odrebnej kategorii btedéw dla ble-
du przyrzadowego rozpatrywanego jako zbiorowos¢, poniewaz moze byc
on analizowany i przedstawiany za pomoca tych samych Srodkéw mate-
matycznych, za pomoca ktérych analizuje sie bkad przypadkowy, tzn.

za pomocag statystyki matematycznej.

2. Probabilistyczna interpretacja btedu przyrzadowego umozliwia
racjonalne rozumienie granic tego bledu, nadajac im sens staty-
styczny, tzn. kaze rozumie¢ ich wartos¢ warunkowo, jako obowigzu-
jaca przy okreslonym poziomie ufnosci, a nie jako liczbe okreslaja-
ca bezwarunkowo granice bdedu przyrzgdowego. Wéwczas dodatkowo moz-
liwe jest jednolite potaczenie niedokdadnosci przyrzadu jako jago
cechy metrologicznej z jego niezawodnosciag, jako cechy istotnej

dla kazdego urzadzenia technicznego, a wiec rowniez przyrzadu po-
miarowego.
3. Sposob obliczania btedu pomiaru posredniego wg TFformuty (@)

powinien by¢ rozumiany jako uproszczone i niedoktadne oszacowanie

skrajnej granicy bdedu, a nie jako wyraz odrebnosci btedu przyrza-
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4. Teoretycznie uzasadnione granice bdedu pomiaru posredniego,
w ktorym btedy przyrzadowe decydowaty o niedoktadnosci, wynikaja
jako parametry kompozycji rozktadéw bieddéw skdadowych.Racjonalnosé
tak wyznaczonych granic polega na tym, ze zapewniaja kontrolowany
poziom ufnosci granicy i np. taki sam jak poziom ufnosci bteddéw
czastkowych.

Gdy btedy czastkowe maja rozkdad normalny i jednakowy poziom uf

>

osci (a tak jest najczesSciej), to granice btedu pomiaru wielko-

Ssci W (i) wyznacza sie z wzoru

~ow 3 \~*c,eceAga™ + ((3.AgB) + + ... @)

Obliczanie teoretycznie uzasadnionych granic bdedu pomiaru po-
Sredniego, np. wg wzoru (4), moze mie¢ praktyczne znaczenie, po-
niewaz liczby otrzymywane z wzoru (@) sa statystycznie doktadniej-
sze i mniejsze niz z wzoru (), a wnioski o precyzji pomiaru wy-

ciggamy wkasnie na podstawie tych liczb.

4. Przyk¥ad liczbowy

Poréwnaé bdad pomiaru obliczony wg wzoréw () i () oporu whka-
Sciwego probki walcowej, jezeli btedy przyrzadowe pomiaru nateze-
nia pradu, napiecia, Srednicy, dhugosci wynosity odpowiednio po

jednym procencie.
2

Op6r wkasciwy q ~ “ .y- wiec bkad wg wzoru (2) bedzie

\Y IMOoIl +IAOul + 12 «AOQdI+ JAOL] - 1 ¢ 1 ¢ 2 _ 11 - 5*
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a wg wzoru (@)

2 .66%*

Btad o tym samym poziomie ufnosci, Jaki maja btedy czastkowe
jest prawie dwukrotnie mniejszy niz btad skrajny. Jezeli prawdopo-
dobienstwo przekroczenia granicy przez kazdy z bdeddw czastkowych
przyja¢ np. roéwne 10_4, to prawdopodobienstwo przekroczenia grata-
cy obliczonej wg wzoru (2) wyniesie 10_16, a prawdopodobienstwo
przekroczenia granicy otrzymanej z wzoru (4) wynosi tyle co skdad-
nikéw - 1074

Powyzsze liczby ilustrujg dobitnie sens praktyczny interpreta-

cji probabilistycznej bdedu przyrzadowego.

3A BEPONTHOCTHyi#U HHTEPIIPETAUhD 14HCTPyMEHTAJIbHOM norPEHiHOCTH
Pe 3nme 12 3

KpHTjmecKH oueHHBaeTca pacnpocTpaHeHRyi) b BJieKTptmecKmc usne —
peHKSJc MHTepnpeTauHD MHCTpyueHTaabHOH norpenHocTH «kbk oco6eK-
hom KaTeropnn norpeaiHOCTeH, paflou ¢ CHCTeuaTjmecKHMii h cjiyuan-
HbIUH nOrpeiDHCCTHMH ,

floOKa3UBaeTCH BepoKTHOCTHy» MHTepnpeTauM».

ShIBCA! HHCTpyMe HTRHbH2H nOrpeiDHOCTb paCCiiaTpHB ae MGH KaK 3Be-
MeHT MHO*ecTBa li CJiyyaHHas norpeniHOCTb MoryT BuTb onucaHH npvi
noMomw 3TOii cauoK MaTeMaTH”ecKoii Mo”eJiM.
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FOB THE PROBABILISTIC INTERPRETATION OP THE INSTRUMENTAL ERROR

Summary

Widespread at the electrical measurements the interpretation
the instrumental error is estimated critically as a category
itself, besides the systematic and accidental errors.

The reasons for the probabilistic interpretation are given.

of
by

Conclusion: the instrumental error as an element of series and

the accidental error can be described by means of the same mathe-

matical model.



