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OPIS MATEMATYCZNY
DWUFAZOWEJ PRĄEHICY ASYNCHRONICZNEJ 
Z WIRNIKIEM KLATKOWYM LUB PUSZKOWYM

S tr e s z c z e n ie .  Równania różniczkow e dwufazowej ma
szyny a sy n c h ro n ic z n e j, wyprowadzone w [ i ] ,  p rz e 
k s z ta łc a  s i ę  do p o s ta c i  u m o ż liw ia ją c e j o b lic z a n ie  
t r a n s m i ta n c j i  operatorow ych dwóch typów m aszyny, 
wykorzystywanych w u k ład ach  au tom atyk i jak o  p rą d 
n ic e  tachom etryczne i  m ie rn ik i  p rz y s p ie s z e n ia  ką
tow ego.

1 • Równania wyjściowe

A. Dwufazowa p rą d n ic a  asy n ch ro n iczn a  ( d a le j  -  DAP) 

j e s t  w uk ładach  au tom atyk i jak o :

-  p rą d n ic a  tach o m etry czn a ,

-  m ie rn ik  p rz y s p ie s z e n ia  kątowego (a k c e le ro m e tr ) .

w ykorzystywana

id

er

va

D A P T A

"a

DAMP

R ys. 1

a.

V6

Dwufazowa a sy n ch ro n iczn a  p rą d n ic a  t a 
chom etryczna ( DAPTA) r e a l i z u j e  pom iar 

p rę d k o śc i k ą to w e j, t j .  p rz e tw a rza  p rę d 

kość kątową n a  n a p ię c ie  e le k try c z n e  

( r y s ,  1 a ) .  Podobnie dwufazowy asynchro

n ic z n y  m ie rn ik  p rz y s p ie s z e n ia  kątowego 

(DAMP) p rz e tw a rza  p rz y s p ie s z e n ie  k ą to 

we na n a p ię c ie  e le k try c z n e  ( r y s .  1 b ) .  

R óżnica tk w i w ty p ie  ź ró d ła ,  z k tó reg o  

z a s i la n e  j e s t  uzw ojen ie  w zbudzenia DAP: 

w przypadku DAP TA j e s t  to  ź ró d ło  n a -
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p i ę c i a  s in u s o id a ln ie  zm iennego, w przypadku  DAMP -  ź ró d ło  n a p ię 

c i a  s t a ł e g o .

Zgodnie z powyższym DAP ro zp a try w an a  b ę d z ie  d a le j  w dwóch m ożliwych 

p rzypadkach  d z ia ła n ia :

-  ja k o  DAP ze wzbudzeniem p rąd u  zmiennego (DAPTA),

-  jak o  DAP ze wzbudzeniem p rąd u  s ta łe g o  (DAMP).

W obu przypadkach  punktem  w y jśc ia  będą ró w n an ia  (5 2 ) ,  wyprowadzone w 

[ i j .  Równania t e  można u p ro ś c ić  u w zg lęd n ia jąc  o k o lic z n o ść  typową d la  

p ra c y  DAP w u k ład ach  a u to m a ty k i. Można t u  m ianow icie  z a ło ż y ć , że uzwo

j e n i e  w yjściow e DAP n ie  j e s t  o b c ią ż o n e . Wynika to  z f a k tu ,  że im pedan- 

c j a  w ejśc iow a obwodów, k tó re  z a łączo n e  s ą  n a  z a c i s k i  uzw o jen ia  w y jśc io 

wego DAP (obwody w ejściow e dem odulatorów  lu b  w zm acniaczy) w w ię k sz o śc i

przypadków  j e s t  z n aczn ie  w ięk sza  od in ę e d a n c j i  w y jśc iow ej u zw o jen ia .
* )D opuszczalne j e s t  w zw iązku z tym n a s tę p u ją c e  z a ło ż e n ie  dodatkowe :

(1 )

W r e z u l t a c i e :

i d ą - C " 1 * i a b - C t  - i a b “

lu b

i 8 -  0 ( 3 )
<1

( 2 )

h o r ,  DODATEK do n i n i e j s z e j  p ra c y , z a w ie ra ją c y  wykaz w ażn ie jszy ch  
o zn a c z eń .
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B. Z k o le i  n a le ż y  p r z e ś le d z ić  konsekwencje warunku ( 3 )  w rów naniach  

w yjściow ych DAM. W tym c e lu  dokonana z o s ta n ie  t r a n s fa rm a c ja  S ta n le y 's  

zmiennych w rów naniu (11 ) £ l k t ó r e  p rzy jm ie  t e r a z  p o s ta ć :

*dq 1 • ^ a b ^  1 , V dq “ ^ t  * ^ a b '  1 * ^  * ^ d q  “
> -1 - 1

V '  ^ dq (4 )

g d z ie :

< V  * t  * V 1 • C -

1/0L® 0 0

0 i/en£ 0 -k^/6Lr

-k®/6Lr 0 1/6Lr 0

V
110 

___
1 0 1/6 l*r

( 5 )

Zgodnie z ( 4)1

4i 8 m —-— .  t/)8 — - - ■ Tp* m 0
q A t8 v q 6Lr  * q ( 6 )

sk ą d  o s ta te c z n ie :
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P o d s ta w ia ją c  (6 )  do rów nan ia  d rug iego  i  czw artego  w u k ła d z ie  równan 

(5 2 )  [ 1  J  u zy sk u je  s i ę :

sV =

0 » - n . o o r .i/>^ + (”“  + E ) •
QXT

(8 )

J e ż e l i  z  k o le i  w rów naniach  (5 2 )  [ i ]  uw zględnić z a le ż n o ś c i  ( 8 ) ,  a  na

s tę p n ie  p rz e n ie ś ć  w ie lk o ść  jak o  n iew iadaną n a  praw ą s t r o n ę ,  to  w

w yniku końcową p o s ta ć  równań wyjściow ych DAP z a p isa ć  można następu jąco :

S ■
v d

' ( i / 6 r s )+D 0 a 0 > r

0 0 -1 0 vflq

0 0 ( i/e r^ J+ D TU? ^ d

0  . 0 0 -nnF ( i / r r >tE

(9 )

C . Równania ( 9 )» k tó re  w ogólnym przypadku ccr  ® v a r  s ą  równaniami 

n ie lin io w y m i, można z lin ea ry zo w ać  d l a  m ałych p rzy ro stó w  w ie lk o śc i wej

ś c io w e j.  P rz y ro s to w i w ie lk o ś c i  w ejściow ej to w arzyszy  p rz y ro s t  w szyst

k ic h  zm iennych, co d la  DAP TA i  RAMP — zgodn ie  z r y s .  1 — z a p isa ć  można 

n a s tę p u ją c o :

-  j e ż e l i :

to r  = to r  + AtorO

p rz y

Td o + A \ l

(10 )

i
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to :

K  - * L  + <

K  - v sqo +<

o raz:

v s  " V 8 + A vs v q v qo °  q

P o d staw ia jąc  z a le ż n o śc i (1 0 ) do równań (9 )  i  o d rz u c a ją c  i lo c z y n y  przy** 

rostów  uzysku je  s i ę  n a s tę p u ją c y  podwójny u k ład  równań w yjściowych DAP:

s
Vdo O / sz^ H d 0 - < / e r r a 0 V>do

0 0 -1 0 s
Vq°

0 -k®/6Tra 0 noF V>do

0 0 0 -no£ O / r ^ D V>qo

o ra z :

0 ’0 / 6 ^  )* r 0 - i j / 6 r s 0 ' <  '

0 0 -1 0
AVq

r  r -k J /6 T ra
0 ( i / 6 r r )*D n u f0 « 5

i
1

0 0 -no?*0 ( i / r r V r <

p rz y  czym rów nan ia  (1 1 ) o p is u ją  s t a n  u s ta lo n y  DAP, za ś  ( i 2 ) -  s t a n  n i e 

u s ta lo n y  wywołany małym p rzy ro s tem  w ie lk o ś c i w ejściow ej*

ii,r  +AVr
9 qo q

( 1 0 )
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2 . 2 .  PAP ze wzbudzeniem p rąd u  zmiennego

A. S ta n  u s ta lo n y  DAPTA o p is u je  u k ła d  równań różniczkow ych l i n i o 

wych (1 1 ) ,  w k tó ry ch

cx) -  co n st o (13 )

wobec czego w sp ó łczy n n ik i p rz y  zmiennych s ą  s t a ł e .  Ponadto  -  zgodnie z 

za leżnośc iam i (3 7 ) i  (3 9 ) [ i ]  -  fu n k c ja  wymuszająca

s  sv .  * v do ao ( H )

p rz e d s ta w ia  b ezp o śred n io  n a p ię c ie  w zbudzające DAPTA. Na t e j  samej pod

s ta w ie  n a p ię c ie  w yjściow e DAPTA

s sv *= v, qo bo

Z a k ła d a ją c , że n a p ię c ie  w zbudzające DAPTA w yraża z a le ż n o ść :

" ¡ o "  K I  * sin(c0t + °  Im{Vl o  *

g d z ie :

i 3 -  l i *  I .  ^ao ao

(15)

(16)

(17)

rów nania  wyjściow e DAPTA p rz e p is a ć  można -  po uw zg lęd n ien iu  (1 3 ) ,  (14 ) 

i  (1 6 ) -  n a s tę p u ją c o :

Im

r~ 
'

*
0•0

Vi

( i / e r s )+D 0 0

0

CS
0 -1 0

Vbo

0 - k J / e i*a 0 ( i / e ^ J + D no?
0

0 0 0 -noF0 ( l /T 1" )+D U ;

(18)
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Poniew aż warunek ( i 3 )  j e s t  sp e łn io n y  ( s t a n  u s ta lo n y ) ,  ro zw iązan ia  u k ła 

du równań ( i  8 )  można poszukiw ać w p o s ta c i :

K o K o

vbo
= Im-

o. 
H

O K o

r  qo _ K o

,jcot
(1 9 )

g d z ie : ^ o *  ^d o *  ^ q o  ~ niewiadome w ie lk o ś c i z e sp o lo n e .

P o d staw ia jąc  ( 1 9 ) do (1 8 ) i  wykonując różn iczkow an ie  p r z e k s z ta łc ić  
można uk ład  równań różniczkow ych DAPTA w n a s tę p u ją c y  uk ład  równań a l 
gebra icznych  lin iow ych :

V3ao O / e r 3 )+jco 0 a 0 W 3
y do

0 0 -1 0 K

0
s

0 ( l^ /H jO O - C * d o

0 0 0 O / r ^ j w

( 20)

Wprowadzając z k o le i  do (2 0 )  p a ram etry  względne

' f  -w T s 

t 1* =corr

o ra z :

V  o
o “  00

( 2 1 )

( 2 2 )
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ró w n an ia  o p isu ją c e  s t a n  u s ta lo n y  DAPTA p rz e p is a ć  można w n a s tę p u ją c e j  

p o s ta c i  końcowejs

V  1ao (1 /  T3 )+j 0 -k^/A F3S.
0

0
= co

0 -1 /co  0 X

0 -k 3/  /  a 0 (1 /  T^")+j 0

0 0 0 o ( i / t ^ H j

* S o

^bo
(23)

B. r r a c ę  DAPTA w 3 ta n ie  n ieu s ta lo n y m , wywołanym p rz e z  mały p rz y ro s t 

p rę d k o ; j i  kątow ej Ad ) r  o p is u je  u k ład  równań (1 2 ) ,  B iorąc pod uwagę że 

lew ą  s t r o n ę  równań (1 2 )  -  zgodn ie  z (1 9 ) -  p rz e d s ta w ia  zależność?

g d z ie ś

0 0
\

0
o Im- nAcff

0
e A*it .

- n /  A c/ fqo - < o

n /  A c/ do s. _ * * > _

(24)

 ̂ * V T -  w ie lk o ś c i z e sp o lo n e , k tó re  można o b lic z y ć  p rz y  pomocy* do * qo
rownan ( 2 3 ) ,

A cor  -  p r z y ro s t  p rę d k o śc i kątow ej dow olnie zmienny w c z a s ie ,

a  niewiadom a A v ^  po s t r o n i e  p ra w e j, zgodnie z (3 7 ) i  (3 9 ) £ l ]  j e s t  

równa:

Avq = Avb (25)
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rów nania  (1 2 ) p rz e p is a ć  można w p o s ta c i  n a s tę p u ją c e j*

Tm.

■*Ł

•’ do
i

( i / e f 5 0 - * > 8 0

0 -1 0 ❖ A v b

0 (i/e T * )fD A ^ d

0 0 0 ( i / r r >fD

(2 6 )

Ponieważ w dalszym  c ią g u  zachodzi (13)* można z k o le i  z a ło ż y ć , że ro z 

w iązan ia  u k ład u  równań (2 6 ) w y raża ją  za leżn o śc i*

‘ ¿ » ¡ ( t ) "
"V

A v b a Im.
A v J ( t )

J U t  >

A ^ d A * J ( t )

_ A < _ A ¥ * ( t j
S* /

(2 7 )

gdzie*  A T P ^ t ) ,  A v ^ ( t ) ,  A 1 P j( t ) ,  A ^ q ( t )  -  niewiadome o b w i e d 

n i e  przebiegów  s in u so id a ln y c h  w p o s ta c i  z e sp o lo n e j [ 2 ] ,
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P o d staw ia jąc  (2 7 ) do (2 6 ) i  wykonując różn iczk o w an ia  o trzym uje s i ę  

wynik n a s tę p u ją c y :

* * ;(* )■

AVJ(*>

*<t)

J e ż e l i  t e r a z  z a ło ż y ć , że tra n s fo rm a ty  L ap lace*a  w szy s tk ich  zmiennych 

po  lew ej i  p raw ej s t r o n i e  rów nan ia  (2 8 ) i s t n i e j ą ,  t o  p o s ta ć  o p e ra to ro 
wą równań (2 8 )  u z y sk u je  s i ę  k ła d ą c  D = p .  R e z u lta t  b ęd z ie  n as tęp u jący :

0 (1/61® 0 -</ST8 0

0 0 -1 0 (l*;)cu)Ł*

-< /* rr  o (1/61* n<|

0 0 -naf

0 ( i

0

- n ^ a f i p )

(p)

o -¿r/fer8 oa

-1 0 (p+3<o)k£

o (i/er* >♦**•;)« n«£

o -nsf ( l/r^ P + jwO

A ¥ 8 ( p )

AV (̂p)

A } ? » )

J(p)

P odobnie  ja k  w A, rów nania  (2 9 )  można p r z e k s z ta łc ić  do p o s ta c i  wy

godnej d la  d a lsz y c h  o b lic z e ń  j e ż e l i  do (2 9 ) wprowadzić param etry  wzglę 

dne (2 1 )  i  ( 2 2 ) ,  U w zględniając  p o n ad to , że:

AV .  p «As£
w

(30)

o ra z

(31)
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u k ład  równań o p isu jący ch  s ta n  n ie u s ta lo n y  DAPTA p rz e d s ta w ić  można w n a 

s tę p u ją c e j  p o s ta c i  końcowej:

(1/6T3 )+b+J o

id o ^ (8)

0 - 1/co 0 (s+ j)k £

-ls /̂gTr  0 (l/gl^Hs+j V0

0 0 -  V. (l/Tr >W+j

A *  *(s) 

A V >)

A i > )

A V q(s)

2 .3 .  MP ze wzbudzeniem p rąd u  s ta łe g o

A. W p ie rw sze j k o le jn o ś c i  ro z p a trz o n a  z o s ta n ie  p ra c a  DAMP w p rz y 

padku gdy prędkość kątowa w irn ik a

r  rco <= co = const o (3 3 )

t j .  w przypadku, gdy p rz y s p ie s z e n ie  kątowe c z ę ś c i  w iru jący ch  maszyny

£ r  = Dof = 0 (3 4 )

N ie j e s t  t o  -  ś c i ś l e  b io rą c  -  s t a n  u s ta lo n y  DAMP ' .  Z jaw iska e le k 

trom agnetyczne, zachodzące wówczas w m aszynie o p is u je  jed n ak  w zw iąz

ku z warunkiem (3 3 ) -  u k ła d  równań różniczkow ych l i n i owych (1 1 ) .

J e ż e l i  w u k ła d z ie  rów nań (1 1 ) u w zg lędn ić , że uzw ojenie  w zbudzenia 

DAMP z a s i la n e  j e s t  nap ięc iem  s ta ły m  -  co można z a p isa ć  w p o s ta c i  wa

runku

'do vs  = Vs  ao ao
c o n s t (3-5)

* 'S ta n  u s ta lo n y  DAMP można zdefin iow ać jak o  s t a n ,  w którym w arto ść  
u s ta lo n ą  o s ią g a  p rz y s p ie s z e n ie  kątow e, a  n ie  p rędkość  kątow a.
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okaże s i ę , ża szukane zmienne

V’ do * ! o

v bo

* L i d o

VqO i q o i q O

co n st (36 )

wobec czego  -  fo rm a ln ie  -  w rów naniach  (1 1 )  D ■ 0 . Wprowadzając z ko

l e i  do (1 1 )  p a ram e try  w zględne (2 1 )  i  (22)*^  u zy sk u je  s i ę  o s ta te c z n ie  

n a s tę p u ją c y  u kł ad rów nań a lg e b ra ic z n y c h  lin io w y ch , op isu jący ch  pracę 
DA5JP w zaw ożonych w arunkachi

a o

0

■  C O

0

0

.  m L

1/6T3 0

0 -1/co

- f / e fcL

o

1/6

- v 0

do

' L

qo

(37)

B . S ta n  n ie u s ta lo n y  DAMP wywołuje -  zgodnie  z założeniem  wały p rzy 

r o s t  p rę d k o ś c i kątow ej w irn ik a  A w r .  P rz y s p ie s z e n ie  kątowe w irnikaA o)r  

j e s t  w tym przypadku ró żn e  od z e r a .

Z jaw iska  e lek tro m ag n e ty czn e  w m aszynie o p is u je  t e r a z  -  podobnie ja k  
w przypadku  DAPTA -  u k ła d równań różniczkow ych lin io w y ch  (1 2 ) .  Zakła

d a ją c ,  że  tra n s fo rm a ty  L ap lace*a  w szy stk ich  zm iennych po lew ej i  p ra -

~ * ^p ro w ad zen ie  param etrów  w zględnych j e s t  t u  o p e ra c ją  c z y s to  f o r 
m aln ą , zastosow aną w c e lu  u je d n o l ic e n ia  z a p isu  równań ko; -owych ro z 
patryw anych  typów DAP.
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w ej s t r o n i e  równań ( i 2)  i s t n i e j ą  o raz  k ład ąc  D = p ,  wprowadzając na

s tę p n ie  do (12)  param etry  względne (2 1 ) , ( 2 2 ) ,  ( 3 0 ) ,  (3 1 ) i  uw zględnia
j ą c  (3 6 ) uzyskać można n a s tę p u ją c y  uk ład  równań różniczkow ych DAMP w 

p o s ta c i  op era to ro w ejt

0 (l/ST® )+s 0 -kJ/S T 3a 0 A ^ ^ ( s )

0
s

0 —1/co 0 A v ^ ( s )

-k 3/  T? a 0 (1/&TZ‘>i-s v 0 A ^ £ ( s )

0 0 " Vo ( l / T ^ s A ^ q ( s )

C, Porównując rów nan ia  ( 3 2 ) ,  o p isu ją c e  s t a n  równowagi dynam icznej 

DAPTA, z równaniami (3 8 ) DAMP s tw ie rd z ić  można n a s tę p u ją c ą  ró ż n ic ę  f o r 

m alną: w rów naniach (3 8 ) w y stęp u ją  tra n s fo rm a ty  fu n k c j i  rzeczy w is ty ch  

zm iennej t  (o p e ra to r  s ) ,  w równ a n iach  (3 2 ) n a to m ia s t -  tra n s fo rm a ty  

f u n k c j i  zespolonych zm iennej t  jo p e ra to r  ( s + j ) J .

P rzyczyna powyższego wynika z zasady  d z ia ła n ia  DAP w obu przypad

kach , tkw i m ianow icie w ty p ie  ź ró d ła ,  z k tó reg o  z a s i la n e  j e s t  uzw oje

n ie  w zbudzenia DAPTA (n a p ię c ie  s in u s o id a ln ie  zm ienne) i  DAMP (n a p ię c ie  

s t a ł e ) .
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DODATEK

Wykaz w ażn ie jszy ch  oznaczeń

a  -  w arto ść  chw ilow a,

A -  m acierz kwadratowa,

At -  m acierz transponow ana względem A ,

A“1 -  m acierz  odw rotna względem A •
A = ¡ A l e ^  -  l ic z b a  ze sp o lo n a ,

A -  l i c z b a  ze sp o lo n a  sp rzężo n a  z A,

t  -  c z a s ,

D = d /d t  -  o p e ra to r  H eav is id e* a ,

v -  n a p ię c ie  e le k try c z n e ,

i  -  p rąd  e le k try c z n y ,

y  -  l in io z w o je ,

f  -  c z ę s to t l iw o ś ć ,
CO = 2#Tf -  p u lsac  j a ,

n  -  l ic z b a  p a r  biegunów fa z y  DAP,

z -  l ic z b a  zwojów fa z y  DAP,

R -  r e z y s ta n c ja ,
L -  in d u k cy jn o ść ,

k -  w spółczynnik  s p rz ę ż e n ia  m agnetycznego,

6  -  w spółczynnik  ro z p ro sz e n ia  m agnetycznego,

T  -  s t a ł a  czasow a,

T = goT -  względna s t a ł a  czasow a,

0  -  ką t o b ro tu  w irn ik a  DAP,

COr  = D0 -  prędkość kątowa w irn ik a  DAP,

t T = TXjF  -  p rz y sp ie sz e n ie  kątowe w irn ik a  DAP,

V = ni^/co -  w zględna p rędkość  kątowa w irn ik a  DAP.

In d e k sy  p rzy  w ie lk o śc ia c h  d o ty czą :

g ó rne: s -  s to ja n a ,  

r  -  w irn ik a ,
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do ln e : a  -  uzw ojenia  DAP rz e c z y w is te j  w o s i  a ,  
b -  uzw o jen ia  DAP rz e c z y w is te j  w o s i  b , 

d -  uzw o jen ia  DAP w o s i  a  po t r a n s fo rm a c j i ,  

q -  uzw o jen ia  DAP w o s i  b po t r a n s f o r m a c j i ,  
o -  s ta n u  u s ta lo n e g o .

MATŁiilATW^ŁGKhn AHAJtti3 flBJQC$A3HOrO ACHHXPOHHoro TEHEPATOPA 
C KOPOT K03AMKHJTHM UJIK IIOJŁIM POTOPOM

P e 3 u m e

flH4xJ)epeHmiajibHhie ypaBHeHHH RByx<pa3HQ»i acnHxpoHHoń MaawHŁi, tihhh b 1 , 
npeo6pa3yB T ca  k $opMe y^oCHoH ^aia p a c u e T a  nepesaT o^H oA  (łiymcmm »Byx thhob 
uamHHH, npHueHaeuboc b cmcte u ax  aB T ouaT im ecK oro  pe ry Jin p o B aH n s n a s  T a x o r e -  
aepaTopH a aK^ejiepoMeTpu.

MATHEMATICAL DESCRIPTION OP TWO-PHASE ASYNCHRONOUS GHiERATOR 
WITH SQUIRREL-CAGE OR DRAG-CUP ROTOR

S u m m a r y

D i f f e r e n t i a l  eq u a tio n s  o f  tw o-phase asynchronous machine in tro d u c e d  

i n  [1 ]  a re  tran sfo rm ed  in t o  th e  form  which allow s to  compute t r a n s f e r  
fu n c t io n  o f  two ty p e s  o f  m ach ines, vised i n  au to m atic  c o n tr o l  system s as 

ta c h o g e n e ra to rs  and a n g u la r  a c c e le r a t io n  m easu re rs .


