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Die Lehre vom Licht.

§ i. Geradlinige Fortpflanzung des Lichts — 
Beleuchtung — Photometrie.

In der Lehre vom Licht, der O p tik , behandeln wir 
die a u ß e rh a lb  u n s e re s  A uges l ie g e n d e n  U r­
sac h e n  d e r L ic h te rs c h e in u n g e n . Es ist hier ähn­
lich wie bei den Schallerscheinungen (Bd. I). Wie wir 
dort als die Ursache des Schalls einen schwingenden 
Körper annahmen, der seine Bewegungen auf die Luft 
überträgt, die sie dann an unser Ohr abgibt, so müssen 
wir hier die Ursache des Lichts ebenfalls in Bewegungs­
zuständen der kleinsten Teilchen eines Körpers suchen. 
Damit diese Bewegung fortgepflanzt werden kann, ist 
es aber nötig, die Voraussetzung zu machen, daß der 
ganze Raum mit einem sehr feinen Stoff, dem soge­
nannten L ic h tä th e r ,  angefüllt ist, den wir als Träger 
des Lichts ansehen. Auf diese Weise gelangt das Licht 
in unser Auge und bewirkt die Gesichtsempfindungen.

Aus dieser Auffassungsweise ergibt sich sofort, daß 
sich das Licht ebenso wie der Schall, wenn das Fort- 
pflanzungsmedium überall gleichartig beschaffen ist, 
wegen der allseitigen Symmetrie nur g e ra d lin ig  f o r t ­
p f la n z e n  kann, wie es ja auch die Erfahrung bestätigt.

Die Lichtmenge, welche die Flächeneinheit eines 
Körpers von einem leuchtenden Körper erfährt, können
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■wir die B e le u c h tu n g s s tä rk e  nennen. Ist die Licht­
quelle punktförmig, so wird jede Kugelfläche, welche 
wir um den leuchtenden Punkt als Mittelpunkt schlagen, 
gleichviel Licht empfangen. Daraus geht ohne weiteres 
hervor, daß die B e le u c h tu n g s s tä rk e  v e r k e h r t  p r o ­
p o r t io n a l  dem  Q u a d ra t d e r  E n tfe rn u n g  des be­
leuchteten Körpers von der Lichtquelle sein muß.

Aber es ist auch nicht gleichgültig, ob das Licht 
senkrecht oder schief die Oberfläche des beleuchteten 
Körpers trifft. Nennen w ir den Winkel der Flächen­
normale mit dem auffallenden Lichtstrahl oc, so ist leicht 
ersichtlich, daß die Beleuchtungsstärke dem cos oc pro­
portional ist, da sich ja das Licht auf einen um so 
kleineren Baum zusammendrängt, je kleiner der Winkel oc 
ist. W ir können demnach für die Beleuchtungsstärke B 
einer ebenen Fläche die Formel 

_  C cos oc

aufstellen, wenn r  die Entfernung- der Lichtquelle von 
der beleuchteten Fläche ist.

Die Größe C hängt nur von der Natur der Licht­
quelle ab. Hiefür lehrt mm die Erfahrung, daß auch 
die Menge des ausgesandten Lidhts dem Kosinus des 
Winkels ß  proportional ist, welchen der ausgesandte 
Strahl mit der Normalen jenes Flächenstücks einschließt, 
von wo er seinen Ausgang nimmt. Die Beleuchtungs­
stärke wird sich daher durch folgende Gleichung dar­
stellen lassen:

L cos oc cos ß

wobei wir L  die L ic h ts tä r k e  der Flächeneinheit des 
leuchtenden Körpers nennen können.
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Durch die Wahl der Entfernung der Lichtquelle 
und der Neigung des auffallenden Lichts ist es leicht, 
eine Beleuchtung von bestimmter Stärke herzustellen. 
Es beruht darauf die Vergleichung der Intensitäten ver­
schiedener Lichtquellen, d ie  P h o to m e tr ie .

§ 2. R eflexionsgesetze ebener Spiegel.
Einen sehr dünnen Lichtkegel nennt man ein 

S tra h le n b ü n d e l . Denken wir uns den Lichtkegel 
unendlich dünn, so haben wir einen L ic h ts t r a h l .  Es 
ist vorteilhaft, diese Begriffe zur bequemen Darstellung 
des Gangs des Lichts einzuführen.

Trifft ein Licht­
strahl auf eine glatte 
Fläche, so wird er 
nach bestimmten Ge­
setzen, den R e f le x i-  
onsgesetzen ,zurück- 
geworfen. Es sei AB 
(Fig. 1) eine Ebene.
Im Punkt 0  treffe ein Lichtstrahl SO auf. W ir nennen 
ihn den e in fa lle n d e n  S tra h l ,  0  den E in fa lls p u n k t. 
Im Einfallspunkt errichten wir die Normale ON zur 
Ebene AB. Sie heißt das E in fa l ls lo t .  Der Winkel 
zwischen einfallendem Strahl und Einfallslot sei cc, es 
ist der E in fa l ls w in k e l . D er R e f le x io n s w in k e l ß  
ist der Winkel zwischen dem Einfallslot und dem re­
flektierten Strahl OS'.

Es gelten nun für die Reflexion folgende Gesetze:
1. E in fa l le n d e r  S tr a h l ,  E in f a l ls lo t  u n d  r e ­

f l e k t i e r t e r  S tr a h l  l ie g e n  in  e in e r  E bene.
2. D er E in fa l ls w in k e l  i s t  g le ic h  dem  R e­

f le x io n s w in k e l , Oi —■ ß .
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Treffen demnach von einem leuchtenden Punkt S 
(Fig. 2) Strahlen auf eine glatte ebene Fläche AB, so 
werden sie so zurückgeworfen, daß sie nach rückwärts 
verlängert sich alle im Punkt S' vereinigen würden. 
Für ein beobachtendes Auge scheinen demnach die re­
flektierten Strahlen aus dem Punkt S' zu kommen, es

ist SO ein B ild  von S. AB ist also eine spiegelnde 
Fläche, e in  e b e n e r  S p ieg e l. Ein solcher entwirft 
B ild e r , welche d ie se lb e  G röße wie der G e g e n ­
s ta n d  haben und zu ihm s y m m e tr is c h  liegen. Die 
Spiegelfläche bildet dabei die Symmetrieebene.

K ugelspiegel — Gegenstands- und B ildw eite —

Der leuchtende Punkt S (Fig. 3) sende Strahlen auf 
eine polierte Kugelfläche KIP. Den Strahl SA, welcher 
durch den Mittelpunkt 0  der Kugel geht, nennen wir 
den H a u p ts tr a h l .  Jedes Lot auf die Spiegelfläche 
geht durch 0. Es ist daher OM das Einfallslot für 
den Strahl SM. Der reflektierte Strahl MB schneidet 
den Hauptstrahl in B. Dort muß ein Bild des Punktes S 
entstehen, da alle Strahlen, welche in einem Kreis um

A- -B

s JFig. 2.

Brennpunkt.
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A herum auftreffen, sich im Punkt B vereinigen. In 
B ist demnach wiederum die Ausgangsstelle von un­
endlich vielen Strahlen.

Wir wollen den Einfalls- und Reflexionswinkel mit 
den gewohnten Buchstaben tx bezgl. ß  bezeichnen. Ferner 
seien die Winkel

ASM =  X , AOM =  ¡j, , ABM =  v 
und die Strecken

AS =  a , AB =  b , AO =  O M = r .  
a nennen wir die G e g e n s ta n d s w e ite , b die B ild ­
w e ite . r  ist der Radius der Kugel. Es gelten nun 
folgende Beziehungen:

tx =  f i  — X , 
ß  =  v — ¡x , 

tx =  ß =  f l  — X =  v — /T,
daher

(1) X -j- v =  2 f i  .
W ir setzen voraus, daß M nahe bei A liege, daß 

also die Winkel tx, ß , X, /u, v klein seien. Wir haben 
dann

AM ~ a ,X  =  r/u =  h v  
und nach Gleichung (1)

AM AM _  2 AM 
a b r  ’
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oiler
1 1 2

(2) -  +  -  =  -  .
a b r

Diese Gleichung- drückt die Beziehung zwischen 
Gegenstands- und Bildweite aus.

Kommen die Strahlen aus dem Unendlichen, d. h. 
fallen auf unsern Spiegel p a ra l le le  S tra h le n , so wird 

r
für a =  oo b =  — . Als parallele Strahlen können wir

u
die Sonnenstrahlen auffassen. Da dieselben gleichzeitig 
wärmen, so wird im Punkt

r
P = ’¥

eine hohe Temperatur erzeugt, weshalb dieser Punkt 
auch der B re n n p u n k t genannt wird, während p die 
B re n n w e ite  heißt. Mit Benutzung dieser Größe können 
wir Gleichung (2) auch

1  +  * 1
a b p

schreiben. Liegt der leuchtende Punkt im Mittelpunkt 
der Kugelfläche, so wird a =  r , mithin auch b =  r . 
Gegenstand und Bild fallen zusammen. Kür a <  r  ist 
b >  r , und es wird b =  oo für a =  p . Befindet sich 
also eine Lichtquelle im Brennpunkt, so sendet der 
Spiegel pai-allele Strahlen aus. Eine solche Anordnung 
eignet sich dazu, das Licht auf weite Strecken hinaus­
zusenden, ohne daß es sich erheblich zerstreut, wie es 
bei den großen elektrischen Scheinwerfern geschieht.

Wird a noch kleiner als — , so muß b negativ

werden, das heißt: es liegt der B ild p u n k t h in te r  
dem  S p ieg e l. Die Strahlen vereinigen sich nicht
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wirklich, sondern nur scheinbar. Wir haben kein re e l le s  
Bild mehr, sondern ein im a g in ä re s , v i r tu e l le s ,  ähn­
lich wie wir es bereits beim ebenen Spiegel kennen 
gelernt haben. Wir können übrigens ohne weiteres 
vom Kugelspiegel zum ebenen übergehen, wenn wir 
r  =  oo setzen. Es wird dann b negativ und ebenso groß 
wie a, in Übereinstimmung mit dem Resultat des § 2.

Liegt der Kugelmittelpunkt wie bisher auf der 
Seite des Gegenstands, so nennen wir den Spiegel einen 
H o h lsp ie g e l, einen k o n k av en  Spiegel, im entgegen­
gesetzten Fall hingegen einen e rh a b e n e n  oder K o n v ex ­
sp ie g e l. Dafür haben wir r  also negativ zu wählen.

“ Es ist daher auch die Bildweite negativ, das Bild liegt 
hinter dem Spiegel, d. h. es ist nur scheinbar vor­
handen, ein virtuelles Bild. Die größte Bildweite ist 

r
b =  -  für a =  oo . Sie ist also gleich der Brennweite 

eines Hohlspiegels vom selben Krümmungsradius.

Bilder von K ugelspiegeln mit k leiner Öffnung.

W ir denken uns eine leuchtende Linie ST (Fig. 4). 
Der Punkt S hat sein Bild in B, der Punkt T in B'.

T

S

Wir erhalten ein v e rk e h r te s  Bild BB' des Gegen­
stands ST. Das Verhältnis der Bildgröße BB' zur 
Gegenstandsgröße ST können wir nun leicht finden, da ja
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BB' OB r  — b 
ST “  CK3 ~  ä ^ r  

ist. Nach Gleichung (2) haben wir 
1 ar

*" 2 1 =  2a  — r

folglich

BB' 2a
ST a — r 2a — r 

Das Bild wird also je nach der Wahl der Gegenstands­
weite sehr verschieden ausfallen.

Für einen unendlich weiten Gegenstand ist es un­
endlich klein. Es wächst mit der Annäherung des 
Gegenstands. Wird a =  r , so ist Bild und Gegenstand 
gleich groß. Für a <  r  ist das Bild größer als der 
Gegenstand. Es wird unendlich groß und rückt in 
unendliche Entfernung, d. h. es verschwindet für

r r  BB'
a =  — . Wird a <  — , so wird —— negativ, das Bild 

2 2 ö l
kehrt sich um. Während wir also früher ein verkehrtes
Bild hatten, haben wir jetzt ein aufrechtes. Aber es
ist kein reelles Bild mehr, da auch b negativ wird, es
liegt hinter dem Spiegel. Das Bild ist aber größer als
der Gegenstand, wir haben einen Y e rg rö ß e ru n g s -

. , BB'
S p iegel. Setzen wir r  =  oo, so wird — -  =  — 1 , wir1
haben wieder den Fall deg  ̂ebenen Spiegels, für welchen 
Gegenstand und Bild gleich groß ist.

Wird r  negativ, so liefert unsere Formel die Bild­
größe in einem e rh a b e n e n  S p ieg e l. Das B ild  steht
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a u f r e c h t  und ist immer k le in e r  a ls  d e r  G eg en ­
s tan d .

^Ih^Brechungsgesetz — Brechungsexponent —
geom etrische Optik — Katoptrik — Dioptrik.
Fällt ein Lichtstrahl auf einen durchsichtigen Körper 

von glatter Oberfläche, so dringt er in den Körper ein, 
wird aber dabei im all­
gemeinen von seinem We­
ge abgelenkt, er wird g e ­
b ro ch en . Nennen wir 
analog dem Vorgang bei ^

'Spiegeln SO (Fig. 5) den 
e in fa l le n d e n  S tra h l ,  
welcher im E in fa l ls -  
.p u n k t 0  die Oberfläche 
AB des durchsichtigen 
Körpers trifft, OS' den gebrochenen Strahl, <x den Ein­
falls-, ß  den B re c h u n g s w in k e l, während CD das 
E in f a l ls lo t  ist, so gelten folgende Gesetze:

1. E in f a l le n d e r  S tra h l ,  E in f a l l s lo t  u n d  g e ­
b ro c h e n e r  S t r a h l  lie g e n  in  e in e r  E bene.

2. D as V e rh ä ltn is  d e r  S in u s  des E in f a l l s ­
u n d  B r e c h u n g s w i n k e l s  i s t  e in e  k o n s t a n t e  
G röße, also

sin«
“  V =  n • sm ß

Die Konstante n nennen wir den B re c h u n g s q u o ti­
e n te n  o d e r B re c h u n g se x p o n e n te n .

3. N im m t d as  L ic h t  s e in e n  A u sg a n g  au f 
d e r e n tg e g e n g e s e tz te n  S e ite  u n d  in  e n tg e g e n ­
g e s e tz te r  R ic h tu n g , so m ach t es g en au  d e n ­



14 Die Lehre vom Licht.

s e lb e n  Weg. Das heißt: wird der Strahl SO nach S' 
gebrochen, so wird ein Strahl S'O nach S abgelenkt.

Die Lehre vom Strahlengang bei Yorhandensein 
reflektierender und brechender Flächen nennt man die 
g e o m e tr is c h e  O ptik . Diese teilt man wieder in die 
K a to p tr ik  und D io p tr ik  ein, je nachdem man es 
nur mit reflektierenden oder nur mit brechenden Flächen 
zu tun hat.

Setzen wir den B re c h u n g s e x p o n e n te n  gleich 
Eins, den Brechungswinkel jedoch gleich dem Supple­
ment des Einfallswinkels, so erhalten wir das Reflexions­
gesetz. W ir werden dem nach alle Resultate, welche, 
wir für brechende Flächen erhalten, nach obigen An­
nahmen auf reflektierende Flächen beziehen können. Es 
gelten so die Gesetze der Dioptrik auch in der Katoptrik.

e x p o n e n te n  nicht nur von der Natur der brechenden 
$  Substanz, sondern auch

von der Art des Lichts

L ic h ts t r a h l ,  der d u rc h  B re c h u n g  eine Ablenkung 
erleidet, gleichzeitig in  se in e  F a rb e n  z e r le g t. Eine

Der Regenbogen.

ft der W ert des B re c h u n g s -

// FiS- 6.

/« ab. E r ist f ü r  v e r ­
sc h ie d e n e  F a rb e n  
v e rsc h ie d e n . In d e r  
Regel nehmen die 
Brechungsexponenten 
mit der Farbe in fol­
gender Reihenfolge zu: 
ro t ,  o ra n g e , ge lb , 
g rü n , b la u , v io le tt . 
Es wird daher jeder
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teilweise hierher gehörige Erscheinung ist der R e g e n ­
bogen , welchen wir im folgenden näher untersuchen 
wollen. .

Der Kreis (Fig. 6) stelle einen Regentropfen dar. 
Ein Sonnenstrahl SA treffe in A unter dem Einfalls­
winkel a  den Tropfen. Er wird nach B gebrochen, 
wo er teilweise nach C reflektiert, teilweise nach B ' 
gebrochen wird. In C erleidet er wieder eine teilweise 
Brechung nach R und Reflexion usw. Der Strahl BB' 
erfährt die Ablenkung

Dx =  2 a  -  2 ß  , 
der Strahl CR die Ablenkung

D, =  2<x — 2 ß  +  n  — 2 ß  , 
da die Ablenkung in B, wie aus der Zeichnung leicht 
zu ersehen, n  — 2 ß  ist. Überhaupt wächst bei jeder 
Reflexion im Innern des Tropfens die Ablenkung um 
n  — 2 ß , so daß ein Strahl, der nach k-maliger Refle­
xion wieder austritt, die D ev ia tio n  
D =  2<x — 2 ß  +  i ( j i  — 2ß) =  2 a  — 2(k +  l ) ß  +  k n  
erfährt.

Je stärker ein Sonnenstrahl gebrochen wird, desto 
mehr wird auch seine Farbe zerstreut. Wir werden 
daher das intensivste Licht im M inim um  d e r  A b­
le n k u n g  haben. W ir wollen deshalb den Einfalls­
winkel fürs Ablenkungsminimum suchen. Wir haben 
dafür die Gleichung

(3) ~  =  2 -  2 (k +  1) ^  =  0 .
w  d a  d a

Differenzieren wir die Gleichung
sin a  =  n sin/5,

so erhalten wir
cosa d a  =  n cos/3 d/3 ,
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äß  cos« 
d <x n cos ß  

Dieser Wert, in Gleichung (3) eingesetzt, ergibt

l ? - 2 - 2 (k +  l ) ^ _ 0 ,
d a  n cos/1

was wir noch folgendermaßen uniformen können: 
ncos /1 =  (k -f- l ) c o s a  .

Diese Gleichung quadriert, ergibt
n 2 — n 2 sin 2ß  =  (k +  l )2 — (k +  l )2 sin 2a  

und wegen sin ot — n sin ß
[(k -j- l )2 — 1] s in 2a  ~  Tk +  l )2 — n 2 ,

smoc - Y
'(k + 1)2 .

(k +  l )2 -  1
Setzen wir k =  0 ,  so erhalten wir für sin«, einen 

unmöglichen Wert, jedoch für k =  1, 2, 3 . . . wird der
AVurzelausdruck für Was­
ser ' kleiner als Eins, da 
n <  2 ist. W ir werden 
demnach eine R e ih e  von  
R e g en b o g en  erhalten, 
deren lichtstarkster der 
erste für k =  1 sein wird, 
da der Lichtstrahl um so 

mehr geschwächt wird, je öfter die Reflexionen statt­
finden.

Wh’ fragen nun nach der F orm  d es R e g e n ­
b o g en s  und wollen uns in unserer Untersuchung auf 
den ersten, den H a u p tre g e n b o g e n  beschränken, da 
sie für die weiteren, die H e b e n re g e n b o g e n , ganz 
analog durchgeführt werden kann. Zu bemerken ist 
höchstens, daß für die einzelnen Regenbogen der das
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Ablenkungsminimum liefernde Sonnenstrahl auch auf der 
unteren Seite des Regentropfens (Fig. 7) auffallen kann.

Ist AB (Fig. 8) die Erdoberfläche, und bildet der 
Sonnenstrahl SP mit ihr den Winkel o, der gebrochene 
Strahl jedoch den Winkel q , so  ist bei einer einmaligen 
Reflexion D die Deviation, und es muß 

D +  Q +  0 =  71
sein. Da aber

D =  2 a  — 4/J +  tr ,
so ist

ß +  a =  n  — D =  4 — 2 a  .
Setzen wir a =  0 , d. h. steht die Sonne im Horizont, 
oder sehen wir davon 
ab, daß AB die Erd­
oberfläche sei, sondern 
eine zu den Sonnen­
strahlen parallele Ge­
rade, so wurd um AB 
herum alles symme­
trisch. Der Regenbogen wird also ein Kreis sein vom 
Öffnungswinkel 2 (p +  o). Den vollständigen Kreis 
können wir nie sehen, wenn wir auf der horizontalen 
Erdoberfläche stehen, sondern höchstens einen Halb­
kreis bei Sonnenauf- oder Sonnenuntergang. Etwas 
anderes ist es jedoch auf einpr hohen Bergesspitze 
oder vom Luftballon aus, wo der vollständige Kreis, 
beobachtet wurde. Die Möglichkeit dazu ist auch vor­
handen, wenn nicht die Sonne direkt, sondern ihr Spiegel­
bild in einem ruhigen Gewässer den Regenbogen erzeugt. 
Die Winkelsumme q +  o beträgt ungefähr 42 Grad.

Bilden wir den Ausdruck
d e _  dD
dn  dn ’

J ä g e r ,  Theoretische Physik ü .

Fig. 8.
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so erhalten wir die Reihenfolge der Farben. Wir 
haben nun

dD ^ da;  ̂i ß  ^ d a  ^ dß  d a  dß
dn  dn dn  dn  d a  dn  dn  ’

indem w ir ß  als abhängige Veränderliche von a  und n 
einführen. Von früher her kennen wir als Bedingung 
des Deviationsminimums

2 - 4 ^  =  0 , 
d a

daher wird

d^  =  _ 4 M
dn Sn

Sß *
Den Differentialquotienten gewinnen wir aus der 

Dleichung
. „ smasin«  = -------- ,

n
welche differenziert

„dß  sina
c o s ß ^ = -------- -

o n  n 2
ergibt. Demnach ist

dp dD 4 s in a
dn  d n  n 2 o o sß '

Der Differentialquotient ist negativ, d. li. mit wach­

sendem n nimmt q ab. Es wird also die ro te  F a rb e  
den ä u ß e r s te n  R an d  des Regenbogens bilden, gegen 
die Mitte zu folgen dann die übrigen Farben.

Die hier gegebene Theorie trifft strenge nur für 
unendlich große Regentropfen zu, indem die Entstehung 
der Farben von der Tropfengröße nicht unabhängig ist,
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was jedoch an dieser Stelle nicht näher erörtert werden 
kann. Daß die Farben nicht bloß durch Lichtbrechung 
entstehen, hat zur Folge, daß der Regenbogen nicht 
aus dem gewöhnlich genannten siebenfarbigen Band 
besteht, sondern wir können bei manchem Regenbogen 
eine ganz andere Farbenfolge beobachten.

dldung eines Punktes durch eine brechende 
u ilfläche — Brennpunkte — Brennweiten.

KK' (Fig. 9) sei eine brechende Kugelfläche. Es 
ist dies der Fall, wenn sich links von ihr etwa Luft,

rechts Glas befindet. Der Strahl SA, welcher gegen 
den Krümmungsmittelpunkt 0  der Kugelfläche gerichtet 
ist, wird nicht gebrochen, da er mit dem Einfallslot 
zusammenfällt. Wir nennen ihn den H a u p ts tra h l . 
Ein Strahl SM wird nach dem Gesetz s in a  =  nsin/J 
gebrochen und schneidet den Hauptstrahl in B. Wir 
wollen unsere Untersuchung- nur auf kleine Einfalls­
winkel ausdehnen, können dann den Sinus mit dem 
Bogen vertauschen und schreiben

s

F ig . 9.

x  — n ß .
Wir haben nun

mithin

2*
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(p +  tp =  — n % ,
(4) cp +  n x  =  (n — 1) y> .

Die verschiedenen Winkel können wir folgendermaßen 
darstellen:

MA MA MA
* = S Ä ’ V =  Ö A ’ X =  BA ' ■ '

Wir setzen ferner
SA =  a , OA =  r , BA =  b 

und nennen a die G e g e n s ta n d s w e ite , r  den K rü m ­
m u n g s ra d iu s , b die B ild w e ite . Wir erhalten dann 
aus Gleichung (4) ohne weiteres

1 n n — 1 *
a b  r

Es vereinigen sich also in der Tat alle Strahlen, welche 
von S ausgehen, in B. Wir haben hier ein r e e l le s  
B ild.

Lassen wir S ins Unendliche rücken, d. h. setzen 
wir a =  oc oder, was dasselbe bedeutet, lassen wir 
parallele Strahlen auffallen, so vereinigen sie sich in 
einem Punkt, den wir nennen wollen. Es ist der 
h in te r e  B re n n p u n k t und

,, n r
P =  b =  -

n — 1
die h in te r e  B re n n w e ite . Das ist auch gleichzeitig 
die kleinste mögliche Bildweite. Lassen wir S näher 
rücken, so wird b größer und wir erreichen schließlich 
einen Punkt fx, für welchen b unendlich wird. Die 
Gegenstandsweite ist dann

\
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Wir nennen f die v o rd e re  B re n n w e ite , f, den 
v o rd e re n  B re n n p u n k t. Die beiden Brennweiten 
stellen also in der Beziehung

F =  n f .
Wird nun a noch kleiner, so wird b negativ, d. h. die 
Strahlen vereinigen sich nicht mehr, wohl aber ihre 
rückwärtigen Verlängerungen in einem Punkt, welcher 
vor der Kugelfläche liegt. Wir erhalten ein im a g i­
n ä re s  B ild .

Lassen wir r  unendlich werden, so erhalten wir 
eine ebene brechende Fläche. Es wird dann 

b =  — n a  .
Wird r  negativ, haben wir also den Krümmungsmittel­
punkt 0  links von der brechenden Fläche, so wird 
auch die Brennweite negativ. Es vereinigen sich dann 
die Strahlen nur virtuell. Wir erhalten kein reelles 
Bild mehr.

§ 8. Bildgröße.
Gleicherweise wie der Punkt S (Fig. 10) in B, 

bildet sich T in B' ab. Wir erhalten von dem Gegen­

stand ST das verkehrte Bild BB', dessen Größe wir 
leicht finden können. Wir wollen die Bezeichnungen 

S fx =  1 , Fx B =  f.i
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ein führen und haben dann
ST ST X 
BB' ~~~ AN ~~ T ’ 

aber auch ..
ST _  AM _  F 
BB7 ~  BB' =

Rückt also der Gegenstand aus dem Unendlichen bis 
in die vordere Brennweite, so wächst das (Bild von der 
Größe Null bis zur Größe Unendlich. Es ist r e e l l  
und u m g e k e h rt. Rückt der Gegenstand noch näher, 
so wird 1 negativ, wir erhalten ein a u f r e c h te s  v e r ­
g r ö ß e r te s  v i r tu e l l e s  Bild. Für eine k o n k av e  
brechende Fläche wird r  negativ. ^Es wird dann auch 
f und gleicherweise F negativ und für alle Fälle 1 >  f. 
W ir haben also dann immer ein v i r tu e l le s  a u f ­
re c h te s  v e r k le in e r te s  Bild.

t ____
§ System zw eier  brechender zentrierter K ugel­

flächen — Linsen.

Kugelflächen, deren Mittelpunkte auf einer Geraden 
liegen, nennt man z e n tr ie r t .  Zwei ' brechende Kugel-

B'11 O j'  0'Ä  ̂ B  A V
Fig. 11.

flächen, A und A' (Fig. 11), sind demnach immer zentriert. 
Das Bild B des Punktes S, welches die erste brechende 
Fläche entwirft, wird für die zweite brechende Fläche 
zum leuchtenden Punkt und sie entwirft davon ein 
Bild in B'. Für die brechende Fläche A gilt nun die 
Gleichung \
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< 5 ,  -  +  £  =  ^a b  r
für die zweite A' analog

1 n ' _  n ' — 1
ä7 +  V  ~  P _  ‘

Ist nun das Medium rechts von A' gleich jenem links

von A, so ist n ' =  — . Ferner ist 
n

a' =  A A '- A B  =  e - b ,  
wenn e die Entfernung der beiden Kugelflächen ist. 
Darnach wird die Gleichung für den Strahlengang in 
der zweiten Fläche

n 1 n — 1
e ^ b  V =  P '

Wir nehmen noch an, e sei so klein, daß wir es 
gegenüber den anderen vorhandenen Größen vernach­
lässigen können. Wir haben dann eine dünne Linse 
vor uns. Unsere letzte Gleichung wird jetzt 

n 1 n — 1
~  b +  17 =  P ~  ’

was zur Gleichung (5) addiert

|  +  i - ( a - l ) ( } - ! )
ergibt. Es ist dies die sogenannte L in se n fo rm e l.

Ist —   positiv, so haben wir eine S am m el-
a r

l in s e ,  im entgegengesetzten Fall eine Z e r s t r e u u n g s ­
lin se . Im ersten Fall vereinigen sich parallel auf­
fallende Strahlen, für welche a =  oo ist, in der Ent­
fernung p hinter der Linse nach der Gleichung
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L i _  (a _W ) ( 1  _  1

und es ist p die B re n n w e ite  der L inse ' weshalb wir 
die Linsenformel auch

—  +  —  =  ~  a b p
schreiben können. Diese Gleichung hat dieselbe Form 
wie jene für den Kugelspiegel (§ 3), weshalb wir uns 
hier ihre weitere Diskussion ersparen können.

Fig. 12.

Im vorhergehenden Paragraphen fanden wir für 
das Verhältnis des Gegenstands zum Bild die Gleichung 

ST A F 
BB' ~  T  _  7*.’

Es gilt demnach für eine brechende Fläche die Beziehung
(6) Xju =  f F ,

welche wir auch auf mehrere brechende Flächen aus­
dehnen können. Für die beiden Kugelflächen A und 
A'  (Fig. 12) haben wir also die Gleichung (6) nebst 
der zweiten

(7) A > ' =  f F ' ,
wenn wir das Bild B zum Gegenstand für die zweite 
brechende Fläche werden lassen. Die Entfernung beider 
Flächen ist also

(8) e =  F +  f i  +  1' +  f  .
W ir fmden den vorderen Brennpunkt des Systems, wenn



Linsen.

nach, der zweiten Brechung die Strahlen parallel laufen, 
also / /  =  oc wird. Dann muh nach Gleichung (7) =  0
werden, während aus Gleichung (8) 

p  =  e — F — f  
imd aus Gleichung (6)

;  _  f F
e — F — f  

folgt.
W ir rechnen die v o rd e re  B re n n w e ite  cp von der 

ersten Kugelfläche aus. Sie wird also
f F e — f

<P =  ^ +  f =  e _  F _  f, +  f =  f e _  F - f

Und in ganz derselben Weise finden wir für die 
h in te r e  B re n n w e ite  unseres Systems

cp  =  F — —~ -F —
J e — F - f  ’

wobei diese Brennweite von der hinteren Linsenfläche 
aus gezählt ist.

Wir wollen als ein Beispiel für die gewonnenen 
Gleichungen die plankonvexe Linse behandeln. Der 
Krümmungsradius der vorderen Fläche sei r , für die 
hintere Fläche ist er demnach oc. Wir haben dann (§ 7) 

r  n r
F  F =  n - F  F =  =

daher
e — f  — f

9  =  f e~— F — f' =  f ‘ ^ f '  =  f ’ 
da ja e und F gegen oc wegfällt. Ferner haben wir 

e —F , , .e —F F —e . e e
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Die hintere Brennweite ist also um — kleiner als die
n

vordere.

Hauptebenen — Hauptpunkte.
Durch die Einführung der Brennweiten 99 und <P 

können wir wiederum zwei brechende Flächen wie eine 
einzige behandeln, und es ist leicht einzusehen, daß 
wir auf dieselbe Weise jetzt drei, vier usw. brechende 
Flächen kombinieren können, vorausgesetzt, daß sie ein 
z e n t r ie r te s  S y s te m  sind, d. h. daß die Krümmungs­
mittelpunkte der Kugelflächen alle in einer Geraden 
liegen. Nicht so einfach wie bei einer unendlich dünnen 
Linse ist aber jetzt die Konstruktion der Bilder. Zu dem 
Zweck führen wir den Begriff^der zwei H a u p te b e n e n  
ein. Diese haben die Eigenschaft, daß je d e r  S tra h l ,  
w e lc h e r  d u rc h  d ie  e r s te  g e h t , in  d e rs e lb e n  
H öhe a u c h  d ie  z w e ite  p a s s ie r t .  W ir sehen wegen 
der allseitigen Symmetrie sofort ein, daß diese beiden 
Ebenen senkrecht auf dem Hauptstrahl stehen müssen. 
Ihre Schnittpunkte mit ihm nennen wir die H a u p t­
p u n k te .

Wir haben also zwei Ebenen von der Eigenschaft 
zu suchen, daß der Gegenstand in der einen kongruent 
dem Bild in der ändern ist. Wir verfolgen dabei 
wieder die Methode, die gestellte Aufgabe erst für zwei 
brechende Flächen zu lösen, da ja die Bechnung für 
mehrere Flächen nach demselben Schema vor sich geht. 
Wir haben nach dem vorhergehenden Paragraphen für 
das Verhältnis des Gegenstands G zum Bild B bei der 
ersten Brechung

G _  X _  F
B “  F ~ 7 * ’

0

\
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für die zweite
ö ' _  _  f

B ' ~  f  ~  /  '
Nun. ist aber der Gegenstand bei der zweiten Brechung 
das von der ersten Brechung gelieferte Bild, also 

G' =  B ,
folglich, wenn wir die obigen Gleichungen miteinander 
multiplizieren,

G _  U f  _  F F  
B ' ~  f f ' ~  u/i' '

Da das Bild sich bei jeder Brechung umkehrt, so ist
das zweite wieder aufrecht. Soll es daher mit dem
Gegenstand kongruent sein, so muß Gegenstand und Bild 
im Verhältnis Eins stehen. Wir haben also

(9) AT =  F F
W  f f  fXfl’

Aus Gleichung (8) ergibt sich
(10) fx +  V  =  e -  F — f = < 5 .

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 2, so erhalten
wir mit Zuziehung der Gleichungen (6) und (9) 

f F  +  f f  =  Ö X , 
fF  +  f f  

d  '

Ganz analog ergibt sich durch Multiplikation der
Gleichung (10) mit //  ,

F F ' +  f r  =  6 ti ’ ,
F F ' +  f  F '

=  6 •
Damit ist die Lage der beiden Hauptebenen bestimmt,
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doch ist es bequemer, ihren Abstand von der ersten 
bezgl. zweiten brechenden Fläche zu wissen. Für die - 
erste Hauptebene ist er

a + f = f
F +  f

+  l )  =  | ( F  +  f - f e  — F — f ) =
ef

Für den Abstand der zweiten Hauptebene von der 
zweiten brechenden Fläche findet sich gleicherweise

H  =  ^
<5 ‘

Es ist noch angezeigt, die Brennweiten von den 

ht fr

Fig. 13.

Hauptpunkten an zu zählen. Wir haben dann (Fig. 13) 
die vordere Brennweite

, . e - f  f f '
p  =  y  — h =  f ^ h  =  j  ,

für die hintere
e — F F F 'P  =  <p -  H =  F '— s II = ------ —  .

o  o

Da nun

so
F =  n f , F ' =  n 'f ' ,  

n n 'f f '
P  =    - — =  n  n' p .

Ist links und rechts vom optischen System dasselbe
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Medium, so n ' =  — , folglich 
n

P  =  p .
’ Die Konstruktion des Bildes ist nun sehr einfach. 

W ir errichten in den beiden Hauptpunkten ht und H: 
(Fig. 14) die beiden senkrechten Ebenen li und H. Ein 
Strahl, welcher parallel zum Hauptstrahl von T ausgeht 
und die erste Hauptebene in A trifft, muß in gleicher 
Höhe bei A' die zweite Hauptebene verlassen und dann 
durch den hinteren Brennpunkt P, gehen. Ein Strahl,

welcher durch den vorderen Brennpunkt p, geht und 
in B die erste Hauptebene trifft, verläßt ebenfalls in 
gleicher Höhe in Br die zweite und geht dann parallel 
zum Hauptstrahl weiter. In T/ schneiden sich beide 
Strahlen; es ist dort das Bild des Punktes T.

^^§-'tTT''Bikonvexe Linse.
Die beiden brechenden Flächen einer bikonvexen 

Linse sollen denselben Krümmungsradius haben. Es 
gilt also die Beziehung

f  =  F =  n f .
Die Lage der ersten Hauptebene ist daher gegeben durch



_  o f e f
e — F — f  e — 2 n f '

Is t die Linse nicht sehr dick, so können wir e gegen 
2 n  f vernachlässigen und erhalten
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wenn wir, wie es bei Glas ungefähr zutrifft, n =  — setzen.

h ist negativ, d. h. es liegt die erste Hauptebene hx 
(Fig. 15) hinter der Linsenfläche, symmetrisch dazu die

zweite Hauptebene Hx. Die beiden Brennweiten p und 
P  sind einander gleich. Für das Verhältnis des Gegen­
stands zum Bild haben wir daher

£  _ Ä  _ Z
B p f i  ’

woraus folgt:
X f i  =  p 2 .

W ir versetzen nun unser Auge in den Punkt 0, 
welcher die Strecke u  so teilt, daß

ju — co -f- o .
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W ir wollen die Linse als Lupe benutzen. Die Ent­
fernung des Bildes vom Auge muß also in der deutlichen 
Sehweite s und negativ sein. Wir haben demnach 

a =  — s 
zu setzen. Darnach wird

f l =  co — s ,
wobei s >  (o , /x also negativ ist. Desgleichen wird

1  —  - * -  
s — a>

negativ, d. h. der Gegenstand muß innerhalb der Brenn­
weite p liegen. Unter der Vergrößerung verstehen wir 
das Verhältnis des Bildes zum Gegenstand

v - * - * .G 1
In unserm gegebenen Fall wird somit

Y = _ ^ °

P
Das negative Vorzeichen bedeutet, daß wir ein auf­
rechtes Bild erhalten. Je weiter wir das Auge von 
der Linse entfernen, desto größer wird a>, desto kleiner 
das Bild. Denken wir uns das Auge in der zweiten 
Hauptebene, so a> =  — p und

P \P
was die gewöhnlich in Verwendung kommende Ver­
größerungsformel ist.

<r
Huygenssches Prinzip).

Wir lxibeii das Licht nach H u y g e n s  Theorie als 
W e llen b ew eg u n g  aufgefaßt. Von H u y g e n s  rührt

l uiigöiuriiid

Au r hdben d<
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Fig. 16.

folgendes Prinzip her: E in e n  je d e n  P u n k t  e in e r  
W elle  k a n n  m an a ls  e in e n  E r re g u n g s p u n k t  
n e u e r  W e llen  b e tra c h te n . D ie g e m e in s c h a f t­
l ic h e  U m h ü lle n d e  d ie s e r  W ellen , d e r  E le m e n -  
ta r w e l le n ,  s t e l l t  d ie  w irk l ic h e  W elle , d ie  H a u p t­
w e lle , dar. Denken wir uns z. B. eine Kugelwelle, 
welche v,on einem leuchtenden Punkt ausgeht. Werden 
alle Punkte der Kugelfläche als Erregungspunkte neuer 
Wellen aufgefaßt, so entstehen unendlich viele kongru­

ente Kugelwellen, deren 
Umhüllende tatsächlich 
die Hauptwelle darstellt.

Aus diesem Prinzip 
läßt sich leicht das Ge­
setz der Reflexion und 
Brechung ableiten. Es 
falle ein paralleles Strah­

lenbündel AB (Fig. 16) auf die Ebene» E E ' unter dem
Einfallswinkel « .  Im  Punkt A' entsteht eine Ele­
mentarwelle der Plan welle A 'B ' und so der Reihe nach 
in allen Punkten der Strecke A'B"- Kommt schließ­
lich der Punkt B' in B" an, so haben wir als Haupt­
welle A"B". Da nun

A' A"_L A"B." , A 'B ' _L B 'B " , A'A" =  B 'B" , 
so muß auch <x =  ß  sein, womit das Reflexionsgesetz 
als eine Folge der Wellentheorie erscheint.

Das Brechungsgesetz können wir folgendermaßen 
erhalten. AB (Fig. 17) sei die Trennungsfläche zweier
Medien. Im oberen sei die Lichtgeschwindigkeit c, im
unteren c', und es sei c >  c'. Trifft die ebene Welle 
CD in C' auf, so entsteht da eine Elementarwelle mit 
der Geschwindigkeit c'. Dasselbe geschieht der Reihe 
nach in allen übrigen Punkten der Strecke C'D". Während
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C nach C" gelangt, kommt 
D nach D". Es ist daher 
C"D" die neue Welle. Nun 
ist

C'D" • sin«  =  D 'D" ,
C'D" • sinyS =  C 'C", 

folglich
D' D" sin a. c _  n
C'C" sin ß  c'
Damit ist das Brechungs­
gesetz abgeleitet, und es zeigt sich, daß der B re c h u n g s ­
e x p o n e n t nichts anderes als das Y e rh ä ltn is  d e r  
L ic h tg e s c h w in d ig k e ite n  in den beiden Medien ist.

§ 13. Fermate Satz.
P e rm a t stellte folgendes Prinzip auf: J e d e r  L ic h t ­

s t r a h l  p f la n z t  s ic h  so fo r t ,  daß d ie  zu r Z u rü c k ­
le g u n g  des W egs e r ­
fo rd e r l ic h e  Z e it e in  
M inim um  w ird . Auch 
dieses Prinzip ergibt das 
Beflexions-midBrechungs- 
gesetz in derselben Form 
wie das J l u  y g en s  eehg?
Soll d as Licht vömPunkt Ä 
(Fig. 18) ausgehend von
der Fläche E F  in B nach C reflektiert werden, so 
wird die Beflexion so von statten gehen, daß die Zeit 
der Fortpflanzung, folglich auch der Weg ABC ein 
Minimum wird. Nach unserer Zeichnung ist 

GH =  ÄG • tg «  +  HD • tgß  , 
was durch Differentiation ergibt

J äg e r ,  Theoretische Physik II. 3
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Soll der Weg
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AG-d<% H C -d/5
cos-a cos2 ß

a b  +  b c  =  - ^ - + h c
cosa ' cos/5

ein Minimum werden, so muß sein Differential Null 
sein. Daß ergibt

AG • sin tx da. HC - sin/5 d/5
(12)

COS ¿X cos2/5

Dividieren wir Gleichung (12) durch (11), so resultiert 
s in a  =  sin/5 oder tx =  ß . W ir erhalten also in der 
Tat das Reflexionsgesetz.

Auf ganz demselben Weg ergibt sich auch das 
Brechungsgesetz. ABC (Fig. 19) stelle uns den Strahlen­
gang durch die brechende Ebene E F  dar. Oben sei 
die Lichtgeschwindigkeit c, unten c'. Die Zeit

AG HC 
c'cos/5

soll ein Minimum werden, d. h. es muß das Differential

AB BC
t  = ------- 1---- — =  -

c c cco sa
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d t  =  0 sein, was
'AG- • sin«  d a

o cos2a
H C -sm ß ä ß  

c' cos2/?
ergibt. Ferner folgt wiederum aus dem Differential der 
konstanten Strecke GH die Gleichung (11). Gleichung 
(13) durch (11) dividiert, ergibt sodann

das Brechungsgesetz. Es stimmen also die Folgerungen 
aus dem H uygensschen  und dem Ferm atschen  Prin­
zip vollständig überein.

Nach dem Früheren müssen wir das Licht als eine 
schwingende Bewegung des Äthers auffassen. Diese 
Bewegung pflanzt sich in ähnlicher Weise fort wie die 
Schallbewegung in der Luft. Eine befriedigende Vor­
stellung von der Bahn, welche die Ätherteilchen bei 
der Lichtbewegung beschreiben, ist jedoch bis jetzt noch 
nicht geliefert worden. Sicher ist nur das eine, daß die 
Ätherteilchen eine p e r io d is c h e  B ew eg u n g  machen 
müssen, d. h. eine solche, bei welcher sie nach einer 
bestimmten Zeit immer wieder eine bestimmte Lage 
passieren. Dieser Bewegungszustand pflanzt sich in 
Wellenform fort und hat die Eigenschaft, daß er n ach  
V erlau f e in e r  h a lb e n  W e lle n lä n g e  gerade e n t ­
g e g e n g e s e tz te  Bewegungen darstellt. Zwei gleich­
artige Strahlen, welche um eine halbe Wellenlänge gegen­

sin a  sin ß
c c

oder
sm a  c
sin ß  c'

14. Interferenz.



36 Die Lehre vom Licht.

einander verschoben sind, werden daher die Äther­
teilchen gar nicht in Bewegung setzen können, da die 
Kräfte, welche von den beiden Lichtstrahlen ausgeübt 
werden, gleich und entgegengesetzt sind. Das Licht 
muß verschwinden. Die beiden Strahlen werden sich 
aber in ihrer Wirkung unterstützen, wenn sie ohne 
P h a s e n v e rs c h ie b u n g  den Ätherteilchen begegnen. 
W ir haben hier also ganz analoge Voi’gänge wie bei der 
Interferenz des Schalls (Bd. I  § 73) und belegen sie 
daher auch mit dem Namen „ In te r fe re n z  des L ic h ts “.

^g^föT^Fresnels Spiegelversuch.
Strahlen, welche mit Phasenunterschied in einem 

Punkt ankommen sollen, müssen ihren Weg in ver­
schiedenen Zeiten zurücklegen. Die* ermöglicht eine

L

Anordnung von Spiegeln, welche von F re s n e l , dem 
hervorragendsten Pfadfinder auf dem Gebiet der Optik, 
gefunden wurde. Zwei ebene Spiegel AB und AO 
(Fig. 20) stoßen unter einem sehr spitzigen Winkel (p 
in  A zusammen. Der leuchtende Punkt L liege so,
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daß AL mit der Spiegelfläche AB den "Winkel x  ein- 
schließt. Beschreiben -wir daher mit dem Radius AL 
um A als Mittelpunkt einen Kreis, so hegen auf dem 
Kreisumfang die beiden Bilder L ' und L", ■welche die 
Spiegel AB und AC von L entwerfen. Halbieren wir 
L 'L " in E , so ist die Gerade EA F eine Symmetrie­
linie zwischen L ' und L". Die Strahlen, welche von den 
beiden Bildern L ' und L" ausgehen, werden daher Inter­
ferenzerscheinungen liefern, welche zu E F  symmetrisch 
liegen.

"Wir stellen in F (Fig. 21) einen Schirm auf und 
fragen nun, welche Lichterscheinungen sich in einem

L’

l "

Fig. 21.

beliebigen Punkt M zeigen werden. Wir wollen die 
Strecken

L 'L " =  2 a , E F  =  b , FM =  y 
setzen. Es handelt sich also darum, den Zeitunterschied, 
oder was hier dasselbe ist, den Wegunterschied der 
beiden Strahlen L'M und L"M kennen zu lernen. Wir 
haben

L"M2 =  b2 +  (a +  y )2 ,
L 'M 2 =  b2 +  (a -  y)2 ,

daher
I/ 'M 2 -  L'M2 =  (L"M — L'M) (L"M +  L'M) =  4 a y  . 
W ir können nun mit sehr kleiner Vernachlässigung
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L"M +  I/M  =  2 b 
setzen und erhalten so

2 ,
I/'M  -  L'M  =

!a y

Haben wir Licht von der Wellenlänge X, so wird 
für alle y, wo der Gangunterschied der beiden Strahlen 
X SX 5X . „
— , —-  , —  . . . ist, Dunkelheit eintreten, da sich dort
Zi u u
beide Strahlen infolge der Interferenz austilgen. Es ist 
dies also für

( 2 k  +  l ) b A(14) y =  + 4 a
der Fall, wenn k =  0 , 1, ist.

In  Wirklichkeit steht uns nun ein mathematischer 
Lichtpunkt nicht zur Verfügung, sondern wir müssen 
eine schmale Spalte L L t (Fig. 22) anwenden, durch 
welche wir das Licht eintreten lassen. Die Folge davon 
ist, daß die beiden Spiegelbilder ebenfalls eine gewisse 
Ausdehnung haben, so daß die Bilder des Punktes L 
die Gerade A F, hingegen die Bilder von L, die Ge­
rade AFj zur Symmetrielinie haben. Es kann daher 
Vorkommen, daß auf eine dunkle Stelle des Schirms,
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die von L lierrührt, gerade eine lichte, durch L , erzeugt, 
zu falleil kommt, so daß wir keine Interferenzstreifen 
wahrnehmen können. Es darf somit die Spalte L L1 
eine gewisse Breite nicht übersteigen. Unsere Aufgabe 
läuft darauf hinaus, FF, möglichst klein zu machen. 
Es ist FF1 =  AE • ß ,  wenn war den <£L ALX =  ß , setzen.

Wir haben somit ß  =  , folglich
AL

Ä E .L L ,
1 AL ‘

Wir erzielen also eine möglichst gute Wirkung, wenn 
wir die Spiegel möglichst weit von der Spalte aufstellen 
und diese selbst sehr schmal machen, während wir den 
Winkel cp der beiden Spiegel sehr klein wählen.

Die Größe a in der Gleichung (14) ist durch den Winkel 
der beiden Spiegel und ihre Entfernung vom Lichtpunkt 
gegeben. Da wir b und y  ebenfalls messen können, so 
haben wir in F re s n e ls  Spiegelversuch ein Mittel, die 
W e lle n lä n g e  X d es  L ic h ts  und sodann aus der be­
kannten Lichtgeschwindigkeit die S c h w in g u n g sz a h l 
zu bestimmen.

Farben dünner Blättchen.

Ton dem leuchtenden Punkt S (Fig. 23) falle ein 
Strahl SA auf die planparallele Platte P P '. Im Punkt 
A wird er teilweise nach C reflektiert, teilweise nach 
B gebrochen. Dort findet ebenfalls Reflexion und 
Brechung statt; ein Teil geht nach E, der andere nach 
A', und das geht so fort, so daß eine Reihe von 
Strahlen nach oben, eine andere nach unten von der 
Platte weggeht. Das Auge wird daher sowohl von oben 
als von unten in der Platte Interferenzerscheinungen
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der nebeneinander verlaufenden Strahlen sehen können, 
welche man mit dem Namen „F a rb en  d ü n n e r  B lä t t ­
ch e n “ belegt, da für den Fall, daß vom Punkt S weißes 
Licht oder sonst eine Mischfarbe ausgeht, an einer be­
stimmten Stelle der Platte nur Licht von bestimmter 
Wellenlänge, d. h. von bestimmter Farbe verlöschen wird,

so daß wir dann die M isc h fa rb e  des übrigen Lichts 
in der Platte sehen.

W ir wollen den S c h w in g u n g sz ä is ta n d  des Äthers 
durch

. 2  j i t
o =  a sm ------

r
darstellen. Welcher Art von periodischer Bewegung 
dieser Schwingungszustand a ist, wissen w ir bekannt­
lich nicht, doch ist das für die folgenden Untersuchungen 
auch nicht nötig. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
sei außerhalb der Platte c, innerhalb c'. Der Schwin-

ACgungszustand a in A wird daher nach der Zeit ----- in C
c

sein, nur mit dem Unterschied, daß er dort mit geringerer
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Stärke auftritt, da er ja nur teilweise reflektiert wird.
Wir können daher den Bewegungszustand in C

. 2 n (  AC\ 
er, — oc a sin —  t --------

T \ 0 /
nennen, wobei oc ein echter Bruch ist, der die Ver­
minderung der Stärke des Schwingungszustands an­
deutet, oder wenn wir wollen, der das Verhältnis 
zwischen der neuen und alten Amplitude der Schwin­
gung darstellt. In ähnlicher Weise können wir nun 
weiter schließen. Wir werden in G' den Zustand

BA' A'C'
oc' ß ' ß  a sin

2 71 | AB
T c cf

2 71 ,
ft

2 AB
T v c'

c

A'C'
c

haben. Wir haben hier durch oc' dem Lichtverlust bei 
der Brechung in A, durch ß  jenem bei der Reflexion 
in B, durch ß' dem bei der Brechung in A' Rechnung 
getragen. Auf ganz dieselbe Weise finden wir nun weiter

■ 2  71 ( .  4 A B  A " G "Oo =  oc ß 3 ß  a sm —  t  ,---------
r  r  z \ c' c

2 Ti i  6 AB A '"C'"
o4 =  oc' ß 5 ß' a sin ^t

Es ist nun
A 'C ' =  AC -  AD ,
A "C "  =  AC -  2 AD ,

wenn A'D das Lot auf AC ist. Wir setzen jetzt 
2 j i l  A C\
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=  cp

und erhalten dann für die Summe sämtlicher a den 
Ausdruck
y  =  a [« sin cp -f- a 'ß 'ß  sin (cp — cp) +  tx' ß ' ß3 sin(<p —2 cp) 

+  » ' ß' ß 5 sin (cp — 3 cp) - f  • • •] •
Diese Summe wird uns also das Resultat darstellen für 
die Lichterscheinung-, welche unser Auge in der dünnen 
Platte P P ' im reflektierten Licht erblickt. Um die 
Summierung durchführen zu können, führen wir folgende 
Hilfssummen ein:
S =  sin(99 — cp) +  ß 2sm(cp— 2 cp)+ ßi  sin (cp— 3cp) +  •■••> 
R =  cos (cp — cp) - f  ß 2 cos (cp— 2cp)+ßi cos(<y— 3cp) +  . . .  
und bilden

R 4 - S i  =  e(V-v)i _|_ ß 2 e(<p-2 V)i ß i e(<p-3V)i - f  . . .
=  e(<r-v)i ( l  +  -|_ ßiQ-^WC -j_ ß& Q-3yti - f  . . .

=  e(<p-vH (1 +  n +  n 2 +  n 3 +  . . .) ,
wenn wir ß 2e~v i =  n setzen. Die geometrische Reihe 
hat mm eine bekannte Summenformel, wonach wir er­
halten

cos (cp — cp) i sin (cp — cp) — ß 2 cos cp — i ß 2 sin cp

1 — 2 ß 2 cos cp + . ß l  =  IST 
gesetzt haben. Der imaginäre Teil der Summe ergibt

R +
e('P-V')* 1 — ß 2e v l

n 1 — ß *e~ v l"  1 — ß 2ev i 
eVi e(?>- ,/')i .— ß2 c f '

N

N
wobei wir
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sin {cp — yj) — ß 2 sin cp
S = -----------------N ------------------ ’

somit

2  =  <xasin<p +  o c 'ß 'ß a sin(y - y ) - ^ sig y  .

Wir wollen hier die Glieder mit den Faktoi’en sin q> 
und cos cp noch trennen, erhalten somit

2  =  a sin cp [oc +  ß' ß  — - ^  j  — cos 99 • <x’ ß' ß .

Es ist also das Resultat wiederum eine schwingende 
Bewegung von derselben Schwingungsdauer, aber von 
verschiedener Amplitude und Phase.

W ir finden das Quadrat der Amplitude der resul­
tierenden Schwingung aus der Gleichung

s i n 2 -^
A2 =  a2(«  +  * ' ß ' ß C0S\  ß J +  t f* '* ß '* ß *  N2 .

(Siehe Bd. I  § 73.) Dieser Größe setzen wir die Licht­
stärke proportional. Sie gibt uns also ohne weiteres 
Aufschluß über die Intensität des reflektierten Lichts.

In  ganz derselben Weise wie für das reflektierte 
können wir nun die Rechnung auch für das durch­
gehende Licht machen. Wir erhalten in E den Schwin­
gungszustand

2 n t  AB BE)
</ =  tx' ß' a sin —  t —

x \ er e 
in E7

3 A B  B7E'
a ' ß' ß 2 a sin —  ^t

usw. Wir führen
2 n l .  AB BE)
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ein und können so für die Summe sämtlicher a schreiben 
2 '  =  ot' ß 'a  s in / - f  °t' ß' ß 2 a sin (z — v )

+  ot' ß ' ß i  a sin ( /  — 2ip) +  . . . ,
A v a s  nach dem früheren Vorgang

2 - '  =  « - / r « s i n * " ^ ! i n ( *  +  v ,)

ergibt.
Es handelt sich für uns jetzt darum, die Beziehung 

ZAvischen ot, ot', ß und ß' zu ermitteln. Wir benützen 
dazu die Erfahrungstatsache, daß von einem unendlich 
dünnen Blättchen kein Licht reflektiert Avird, sondern 
alles durchgeht. Für ein solches Avird xp =  0 , folglich

v  =  0 =  a, sirup (a. +  * ' F  ß !  ^  o j *  + ß * l  ’

1 — ß-
2 '  =  a s in /  =  a ot' ß' s in /   ̂ _  2 ß -2 +  ß i ’

Es muß somit
_i_ ß ' ß   n

a  +  r v r ^ - ° >

P l - 2 | S H i 4 i  -  ß2
sein. Danach reduziert sich die vorletzte Gleichung 
auf ot -j- ß  =  0 oder

ot — — ß  .
Das besagt, daß sich die A m p litu d e  bei e in e r  
R e fle x io n  u m k e h re n  muß. Es bleibt jedoch un­
entschieden, ob dies bei der äußeren oder bei der 
inneren Reflexion geschieht.

Jetzt können A vir uns auch eine Vorstellung Aro n .  

dem Quadrat der resultierenden Amplitude im reflek-
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tierten und durchgehenden Licht machen. Der Ausdruck

ß'2 (1 +  ß ?)2 (1 — co sy )2 
N 2 ’

was sich durch Ausmultiplizieren • leicht finden läßt. 
Wh’ haben somit

A2 (1 +  ß 2y- (1 — co&yi)2 +  (1 — ß'2)2 sin2y>
ä2/?2 P

W ird demnach cosip = 1 ,  d, i. für y> — 0, 2 j i , . . . .  so 
wird kein Licht reflektiert, für yj =  jz, 3 n  . . . werden 
wir hingegen das Maximum der Lichtstärke erhalten.

Verfahren wir mit dem durchgelassenen Licht 2 ' 
genau so wie mit dem reflektierten, so finden wir für 
das Quadrat der Amplitude

Hier kann also nie völlige Dunkelheit eintreten, wohl 
gibt es aber auch ein Minimum der Lichtstärke, d. i. 
für cos\p =  0, also für >p =  j i . 3 j t , . . .  Haben wir also 
im reflektierten Licht das Maximum der Intensität, so 
ist im durchgelassenen das Minimum und umgekehrt. 
Man sagt, die E rs c h e in u n g e n  im  r e f le k t ie r te n  
u n d  d u rc h g e la s s e n e n  L ic h t  s in d  z u e in a n d e r  
k o m p lem en tä r. Beide Intensitäten geben zusammen 
die ursprüngliche; denn es ist

Wir haben noch zu erklären, weshalb wir die

cos yj — ß 212

2 (1 — cos ip)
N

a2 (1 — /?2)2

A2 +  B2 =  a2 .
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L ic h t in te n s i t ä t  p ro p o r t io n a l  dem  Q u a d ra t d e r  
A m p litu d e  der schwingenden Bewegung setzen. Die 
Lichtstärke ist offenbar proportional der lebendigen 
Kraft der schwingenden Bewegung. Ändert sieh nun 
der Schwingungszustand nach der Gleichung

. 2 71 t
a — a sin ,

T
so wird die jeweilige Geschwindigkeit der sich be­
wegenden Teilchen dem Ausdruck

do 2 n  2 h t
—  =  —  a cos-------
d t  r  x

proportional sein. Die lebendige Kraft ist demnach der

Größe j7 j  und damit a2 proportional. Da wir die

Schwingungsdauer als unabhängig voij der Intensität 
halten, so ändert sich der M it te lw e r t  der lebendigen 
Kraft tatsächlich nur rnit dem Quadrat der Amplitude.

N ewtons Farbenglas.

Legen wir auf eine planparallele Glasplatte eine 
sehr flache konvexe Linse (Fig. 24), so begrenzen wir 
damit eine Luftschicht von veränderlicher Dicke, welche 
in der Mitte unendlich dünn wird. Man nennt diese 
Anordnung „N ew to n s F a rb e n g la s “. Eine solche 
Luftschicht muß nach dem vorhergehenden Paragraphen 
sowohl im durchgehenden als reflektierten Licht Inter­
ferenzerscheinungen zeigen. An einer bestimmten Stelle 
vom Radius x hat die Luftschicht die Dicke

MN =  AB =  R — )'R2 -  x 2 =  ,
u  Ja

wenn wir den Krümmungsradius R der Linse gegen-
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über x  sehr groß annehmen. Wir erhalten nach § 16 
für ip =  0,2 j i . . . im reflektierten Licht Dunkelheit. 
Lassen wir das Licht senkrecht auffallen, so wird 
AB =  d (Fig. 23), wenn wir unter d die Dicke der 
Schicht verstehen, AD =  0. Mithin ist

4 j id

Es ist aber c 'z  =  die Wellenlänge des Lichts in der 
Platte. W ir haben demnach Dunkelheit für d =  0,

£  , ^ . . ., das ist für x 2 =  0, A'B, 22 'B , . . .
Li U Li

W ir erhalten demnach in unserm Farbenglas dunkle

Kreise, deren Badien sich der Beihe nach wie 
0 : 1 :  [ 2 : ( '3 ... verhalten. Bei Licht, welches aus meh­
reren Farben zusammengesetzt ist, entstehen natürlich 
entsprechende farbige Binge.

§ 18. W irkung dünner Blättchen bei schief auffallen­
dem Licht — Talbots Linien.

Auf ein Blättchen von der Dicke d (Fig. 25) falle 
Licht unter dem Winkel tx auf, welches unter dem 
Winkel ß  im Blättchen weitergeht. In der Formel 

2 j i  (2  AB AD\
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(§ 16) wollen wir AB und AD durch Blättchendicke, 
Bin falls- und Brechungswinkel ausdrücken. Wir haben

d =  AB • cosß ,
ferner

2 dsin /?sin«
AD =  AA' • sin«  =  2 AB • sin/? s in «  =■ 

folglich

V

cosß

2 n l  2 d
T V COS ß

2 d  sin«  sin
c cosß

A n d  (  c' . \
7   1  sm « sm«
r  cos/) \  c /

m ß \

c' r  cos ß  
4 n  d

l '  cosß
(1 — sin2/?) =  cosß ,

. CT - S i n a  • n • , -n- r. r.nidem ia — sm «  = ------- =  sin/? ist. hur w — 0 , An, . . .
c 11

haben wir wiederum Dunkelheit im reflektierten Licht. 
Indem die Strahlen schief auffallen, erzielen wir also 
den Effekt, als würde das Blättchen dünner.

Wir setzen nun voraus, unser Blättchen sei so dick, 
daß die Formel

4 n  d
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nacli welcher wir Dunkelheit erhalten, erst für ein 
größeres m erfüllt ist. Gehen wir vom roten zum 
violetten Licht über, so wird die Wellenlänge etwa halb 
so groß. Es muß daher wiederum für den Fall der 
Dunkelheit m sich etwa verdoppeln. Haben wir daher 
weißes Licht, so werden durch unser Blättchen in dem­
selben alle jene Lichtsorten verlöschen, deren Wellen­
längen obige Gleichung erfüllen, wenn wir der Reihe 
nach anstatt m die Werte m +  l ,  m +  2 . . . 2 m ein- 
setzen. Wir können dies dadurch nachweisen, daß wir 
das Licht nach der Reflexion durch ein P r is m a  gehen 
lassen. Wir erhalten dann ein Spektrum mit m dunklen 
Streifen, welche nach ihrem Entdecker den Namen 
T albo tsche L in ie n  führen.

—^ ’Tü^Beugung des Lichts.
F re s n e l  machte vom H uygensschen  Prinzip fol­

gende Anwendung. Er sagt: Yon allen Punkten einer

Kugelwelle (Fig. 26) gelangt Licht nach dem Punkt B. 
Derselbe erscheint aber nur deshalb nicht heller, als 
würde er von einem geraden Strahl von 0  aus getroffen, 
weil die Strahlen MB, M'B usw. v e rs c h ie d e n e  W ege 
zurücklegen, sich infolgedessen d u rc h  In te r f e r e n z  
g e g e n s e i t ig  au s lö sch en .

J ä g e r ,  Theoretische Physik II. 4



W ir denken uns auf der Kugel durch M einen 
Kreis gezogen, indem wir die Kugel einfach um OB 
rotieren lassen. Die Fläche der Kugelkalotte zwischen 
A und M ist dann

F =  2 j i  a2 (1 — cosy) .
Ferner ist

BM2 =  a2 +  (a -f- b)2 — 2 a (a  +  b)COS99 
=  b 2 +  2 a (a -j- b) (1 — cosq?),

folglich
BM* — b2

1 — COS99 =  — -— — r .2 a (a +  b)
W ir erhalten sonach

F = ^ _ ( B M 2 _ b2) 
a -f- b

und analog

F  =  - ^ - ( B M '2 b2)
a +  b '

usw. Wir setzen nun

F  — F =  f =  — — (BM '2 — BM2) , 
a +  b

f  =  J i L ( B r ! _ B l 2) 
ä -j-  b

usf. Wir machen jetzt die Voraussetzung, daß 
BM' — BM =  BM" — BM' =  BM'" — BM" =  . . . =  p 
ist. Dann wird

f =  - p w ( B M ' +  BM) , 
a —p b

f ' =  ”- ^ - ( B M "  - f  BM') , 
a -f~ b

50 Die Lehre vom Licht.
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a -f- b

Daraus folgt nun
f _  2 f  +  f" =  0 .

D ie F lä c h e  e in e r  je d e n  d e ra r t ig e n  K u g e l­
zone i s t  a lso  g le ic h  d e r  h a lb e n  F lä c h e n su m m e  
d e r b e id e n  b e n a c h b a r te n  Z o n en , oder es -wird vom

■ \ j r

Punkt 0  aus durch jede Zone gerade halb so viel Licht 
gehen als durch ihre beiden Nachbarzonen zusammen.

Wählen wir nun die Punkte M, M', . . .  so, daß
3

MB — AB =  M'B — MB =  ,
u

so wird sämtliches Licht, welches durch MM' (Fig. 27) 
geht, durch jenes, welches bei MN und M 'N' passiert, 
aufgehoben; und so geht es über die ganze Kugelfläche 
fort. Also nur jenes Licht, welches durch den kleinen 
Kreis AN geht, wird in B nicht vernichtet.

Der Punkt B wird also bei voller Beleuchtung 
nicht heller erscheinen, als wenn wir in A einen 
Schirm mit einer Öffnung vom Radius AN anbringen. 
Vergrößern wir jetzt die Öffnung, so wird B noch 
h e lle r  werden. Die Helligkeit wird jedoch bei weiterer 
Vergrößerung wieder sc h w ä c h e r , und w ir werden

4 *
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die schwächste Beleuchtung haben, wenn die Öffnung 
den Radius AM' hat. Dann wird das Licht wieder 
heller usw. Ebenso können wir aber auch nach A 
einen kleinen kreisförmigen Schirm bringen. Hat er 
den Radius AN, so wird in B kein Licht sein; wird 
er größer, so wird es in B h e ll. Bei weiterer Ver­
größerung wird B w ie d e r  d u n k e l usf. Die L ic h t ­
s t r a h le n  e r le id e n  also eine A b le n k u n g , so oft sie 
nahe an der Kante eines Schirms vorübergehen. Man 
nennt diese Erscheinung „B eu g u n g  des L ic h ts “.

rung durch eine Spalte.
Der Schirm OX (Fig. 28) besitze eine Spalte AA', 

auf welche unter dem Winkel oc eine Planwelle AB

fällt. Der Schirm sei gleichzeitig die Grenze zweier 
verschiedener Medien. Im  oberen sei die Lichtgeschwin­
digkeit c, im unteren <■/. Bei P  haben wir den Schwin­
gungszustand :

Fig. 28.

. 2 n  
o =  asm  —  t . 

r
In P ' haben wir dann

2 n t  PM  MP''



Dorthin gelangt das Licht unter dem Winkel ß zum 
Lot, und die gesamte Lichtmenge wird sich darstellen 
lassen durch

. 2 » /  PM  M P'\1 =  y a sm —  t  — d f ,
z \ c c /

wenn wir unter d f ein Flächenelement der Spalte im
Punkt M verstehen, während y jener Bruchteil des
Lichts ist, der in das untere Medium eindringt. Wir
setzen nun OM =  x , also

PM  =  x sin«  , M P' =  (p — x)sin/? ,
wobei 0 0 ' =  p ist. Ferner sei noch d f  =  d x d y, dann

p sin d  , x sin/A ., ,
-—T~  H d x d y  .c' c /

Integrieren wir über den ganzen Spalt, so wird aus d y  
einfach die Höhe h des Spalts, und es bleibt uns für 
die gesamte Lichtmenge L der Ausdruck

x„ +  b
2 n t  xsin«. psin/S x sin/A
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=  j - a h js in — ( t  ^----------- 5 " -  +  — j  ä *

x 0 +  b

=  y a h j sin (99 — m  x )  d x
*o

=  —a - [cos (99 —  m  x 0 —  m  b) —  0 0 8 (9 9  —  m  x 0)]

2 y ah  . /  m b \  . mb
=  — s m ^ - m x ° - — jsm  —

m b
. . sin-^—

=  y a b h s in ^ >  -  m x 0 — , (15)

I T
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wobei wir

gesetzt haben und unter b =  A A' die Breite des Spalts ver­
stehen. Die Amplitude der neuen Lichtbewegung ist also

. m b
sm ——

A =  y a b h   —  .
m b

2

Sie ist eine p e r io d is c h e  Funktion von m. Ih r Maxi­
mum hat sie für m =  0. Das ist der Fall, wenn 

sin a  sin/?
c c' ’ 

sin tx c
sin/? c' . w

wird. Das M axim um  d e r  B e le u c h tu n g  haben wir 
demnach dort, wohin der Strahl n ach  dem  B re c h u n g s ­
g e s e tz  zu fallen hat.

Für die Folge wollen wir annehmen, daß auf beiden 
Seiten des Schirms dasselbe Medium, also c =  c ' ist. 
Ferner sollen die Strahlen senkrecht einfallen. Es muß 
somit x  =  0 sein, und wir haben

2 j i  sin ß
m =  l  ‘

Was nun die Lichtintensität für verschiedene ß  be­
trifft, so handelt es sich um den Faktor

. (b n  sin ß)
sin  ——

byrsin/?
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Das Licht wird also durch unsere Spalte so gebeugt, 
daß für ß =  0 die größte Lichtintensität vorhanden ist. 
Nach links und rechts nimmt sie sodann ab, bis für

Dunkelheit eintritt. Für größere ß  haben wir dann 
wieder Licht, hierauf wieder Dunkelheit usw., doch da 
der Bogen gegenüber dem Sinus rasch wächst, so 
nimmt mit wachsendem ß  auch die Intensität der Ma- 
xima bald ab.

Beugung durch zw ei Spalten — Interferenz­
versuche von Young und Arago.

Der Schirm 0 0 ' (Fig. 29) besitze zwei parallele 
Spalten A A' und BB ' von gleicher Breite b und gleicher

Höhe h. Der Zwischenraum beider Spalten habe die 
Breite B. Das Licht falle unter dem Winkel oc auf, 
und wir fragen nach der Lichtmenge, welche unter dem 
Winkel ß  unterhalb des Schirms austritt. Wir brauchen 
also für die beiden Spalten bloß die Formel des vorigen

Fig. 29.



Paragraphen anzuwenden und zu addieren. Demnach 
haben wir für die erste Spalte

. mb
, , . s in -----

. (  m b  2
o =  y a b h s in  (9? -  m x0 -  j  — —  ,

~ 2 ~

für die zweite
. m b

n \ sm _ö~ m b \ 2
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o' — y a b h sin I cp — m x0 — m B •— mb
m b

2

indem wir bei der zweiten anstatt x0 den W ert 
x0 -f- B -f- b zu setzen haben. Die Summe beider Licht-
mengen ist also

mb
sm ----

2 - 1  . m B-j-m b mb\2  -  (
o +  o' =  y a b h  • 2 sin I cp — m x0 -

~2~

m B  +  m b
X  cos   ,

für die resultierende Amplitude erhalten wir 
. m b

Sm 2 m B  +  m b
A =  2  y a b h    — cos  ------ .

m b 2
2

Wiederum sei oben und unten dasselbe Medium
, 2 7i sin ß

und der Einfallswinkel ■« =  0 , also m = -------- -—— .

Mit wachsendem Winkel ß  erhalten wir wieder Maxima und
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. mb
su1y

Minimader Beleuchtung. Jene, welche von dem Faktor----- —
mb
I T

herriihren, nennt man die M axim a bezg l. M inim a

z w e ite r  K lasse . Die Minima zweiter Klasse werden 
also eintreten für

Man nennt diese Erscheinung „Y oungs I n te r f e r e n z ­
v e rs u c h “, welche A rago  dahin abgeändert hat, daß 
er vor die eine Spalte ein dünnes Blättchen gab. Da­
durch wird der Strahlengang verzögert, und die Folge 
ist, daß die Symmetrielinie der Erscheinung gegen die 
Symmetrielinie der beiden Spalten verschoben ist.

Bringen _ 1 einem Schirm eine Beihe gleich­
weit voneinander abstehender Spalten an, so erhalten 
wir ein F ra u n h o fe r s c h e s  G itte r . Dieses zeigt 
Interferenzerscheinungen, welche wir nach derselben 
Methode wie den Youngschen Versuch im vorher­
gehenden Paragraphen herleiten können. Das Gitter 
soll n Spalten besitzen. Wir haben somit n Gleichungen 
von der Form der Gleichung (15) zu addieren, welche 
sich nur dadurch voneinander unterscheiden, daß wir

e r s t e r  K la sse , jene des Faktors cos die2

m B -j- m b
2

das ist für

Sm/S — 2(B +  b ) ’ — 2.(B +  b) ’ ‘ ; "
32
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in der zweiten anstatt x0 die Größe x0 +  B +  b , in der 
dritten x0 +  2 (B -f- b) usw. zu setzen haben. Ferner 
führen wir noch die Größen

m b
ip =  <p — m x0  —  , j? =  m (B +  b)

ein und erhalten somit schließlich das Besultat
. m b

sm —
2  =  y a b h  —  {sini/; -\- sin (yj — r f ) -{• sin(y  — 2 rj)

2

+  . . . +  sin [y> — (n — 1) rj]} .
Die Summierung dieser Beihe geschieht auf dieselbe 
Weise wie in § 16. Wir können schreiben 

B +  S i =  e^ 1 +  e(v -  v)i -f- +  . . . »
\   e -  m?i4- eL’ -  (n— i)»?]1 _  ey i ---------------
1 — n - ’z1 

_  ev i ( l  — e _n,zi) ( l  — e’z1)
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e ^ 1. e

2 ( 1  —  COS}?)

u r j i /  n t j i  n ? ; i \  rj i  /  V* V* \

2 / e 2 le 2 — e 2 /
2  (1  —  co sj;)

L _ 5 5  + i h  55
e ' 2 2 ' • 2 i sin 2 •

2  (1  —  c o sj?)

Danach erhalten wir

5.
2 i sin 2

2 «in nrl Vsm —4  sm -
o • /  n V , V \  2 aS =  sm \ w    4- - — =---------------- .V  2 2/  1 —  cosj?

Die Amplitude des resultierenden Lichts wird nun
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. m b  . n m ( B |b )  
sm ----- s in    -

A =  y a b h
m b  . m(B +  b) ‘

2 Sm^  2 
Es ergeben sich somit wiederum M axim a und M inim a 
e r s te r  u n d  z w e ite r  K lasse . Was die Sichtbarkeit 
anbelangt, so wird die Intensität der Maxima zweiter 
Klasse um so größer werden, je größer n ist. Für 
diese Maxima haben wir nämlich

. m ( B - fb )
sm — 2- - ; =  0 .,

also
m (B +  b) |

Es wird dann
. n m ( B - f b )

sm   -------
=  n

+  :

. m(B +  b) 
Sm 2

Ist demnach n groß genug, so werden die Maxima 
erster Klasse gegenüber jenen zweiter ganz verschwinden.

Erinnern wir uns, daß m =  — ~ 71  ̂ ist, so finden

wir ohne weiteres für die Maxima zweiter Klasse

s^  =  ± b^ V  ±

n (B +  b) =  A 
ist die Gesamtbreite unseres Gitters. Kennen wir daher 
die Zahl der Linien, so finden wir aus der Breite des 
Gitters leicht die Größe B +  b. Damit ist uns die



CO Die Lehre vom Licht.

Möglichkeit gegeben, d ie  W e lle n lä n g e  des L ic h ts  
aufs genaueste zu b es tim m en . Die Winkel', bei 
welchen die einzelnen Maxima auftreten, werden um so 
größer sein, je größer die Zahl der Spalten auf der 
Längeneinheit des Gitters ist. Ist das Licht eine Misch­
farbe, so wird es durch das Gitter in die einzelnen 
Farben infolge der verschiedenen Wellenlängen /. zer­
legt. Wir erhalten ein G i t te r  S p ek trum .

§ 2#; Polarisation des Lichts bei der Reflexion —
I Gleichungen von Fresnel.
M alus machte' die Beobachtung, daß Licht, durch 

einen Turmalin betrachtet, verschiedene Erscheinungen 
hervorruft, je nachdem es direkt oder erst nach vor­
hergegangener Beflexion an einer ebenen Fläche den 
Turmalin passiert. Das Licht erfährt also durch die 
Beflexion eine Veränderung, die man P o la n s a t io n  
nennt. F re s n e l  wußte diese Erscheinung in mathema­
tische Formeln zu fassen, er sah sich jedoch dabei genötigt 
anzunehmen, daß die Ä th e r te i lc h e n  S c h w in g u n g e n  
vollführen, welche s e n k re c h t  z u r  F o r tp f la n z u n g s ­
r ic h tu n g  des L ic h ts  stattfinden. W ir können von 
dieser kühnen Hypothese jedoch absehen, wenn wir 
anstatt der Schwingung eines Teilehens den Bewegungs­
zustand der Ätherteilchen einführen. Welche Bewegung 
die einzelnen Ätherteilchen dabei machen, brauchen 
wir gar nicht zu wissen, wenn sich nur der ganze B e ­
w e g u n g s z u s ta n d  durch einen V e k to r  darstellen 
läßt, welcher s e n k re c h t  au f d e r  F o r tp f la n z u n g s ­
r ic h tu n g  ist. Auch bei dieser Annahme können wir 
den Weg F re s n e ls  zur Herleitung der Polarisations­
gleichungen einschlagen. Nach ihm gelten folgende 
Sätze:



Gleichungen von Fresnel. 61

1. E s m uß d ie  le b e n d ig e  K ra f t  des e in f a l le n ­
den  S tr a h ls  g le ic h  d e r  Sum m e d e r  le b e n ­
d ig e n  K rä f te  des r e f le k t ie r te n  u n d  g e ­
b ro c h e n e n  S tra h ls  sein.

2. In  d e r  T re n n u n g s e b e n e  b e id e r  M edien 
m uß K o n tin u i tä t  v o rh a n d e n  sein. Das 
h e iß t: in  d e r  T re n n u n g se b e n e  m uß d ie  
Sum m e d e r  B ew eg u n g  im  e r s te n  M edium  
g le ic h  d e r  B ew eg u n g  im  z w e ite n  sein .

W ir wollen nun daran gehen, d ie  le b e n d ig e  
K ra f t  e in e r  W elle  aufzusuchen. Wir setzen voraus, 
daß unsere Lichtwelle eine Planwelle parallel zur xz- 
Ebene eines rechtwink­
ligen Koordinatensystems 
(Fig. 30) sei. Ihre Breite 
sei g, ihre Höhe h. Der 
Bewegungszustand im An­
fangspunkt sei gegeben 
durch

. 2 n  t a =  a s m  .
T T  F ig . 30.

Dann haben wir in der 
Entfernung x  die Bewegung

wenn c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts 
ist. Im Punkt P  denken wir uns zwei parallele Ebenen 
senkrecht zur x-Achse, welche um dx  voneinander 
entfernt sind. Diese schneiden aus der Lichtwelle ein 
Yolumen g h d x  von der Masse p g h d x .  Wir nehmen 
also an, die Dichte des Äthers sei q. Die Lichtbewegung 
wird daher in diesem Yolumen eine lebendige Kraft
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d L  =  f k e g h d x ( ^ j

besitzen, wobei k der entsprechende Proportionalitäts­
faktor ist. Integrieren wir diesen Ausdruck von 0 bis A, 
so erhalten wir die gesamte lebendige Kraft einer Welle, 
Sie ist somit

W .  2 jz2k o g h a 2 f  „2 n !  x, f ( A a Y j  27r2k p g h a 2 f  2 n i
:ikesh/ y  ä x _ — ä — l “ s v l * c

dx

2  t z 2 k  p  g  h  a 2 / T  V t  x Y
 x — - i  +

0
j i 2 k  g  g  h  a 2 A

dx

T
Für die lebendige Kraft einer Welle im reflektierten 

Licht ändert sich in dem ganzen^ Ausdruck nichts als 
die Größe a. Wir wollen sie für dieses Licht a' nennen. 
Im gebrochenen Licht haben wir jedoch auch eine andere 
Dichte q , ein anderes h und A. Wir wollen liier analog 
ai> Qii hi und At einführen. Somit muß folgende 
Gleichung gelten:

jr2 k p g li a2 A n 2 k q g h a'2 A jz2 k g lij a2 At
— 2 =  I ~2\

oder
(16) q li a2 A =  q h a' 2 A =  hL a2 At .

Es ist nun nach Fig. 31
h :  lp =  cosa;: cos ß  ,

ferner
A =  c r  , Ax =  cx z , 

wenn c und c: die Lichtgeschwindigkeiten oben und
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unten sind. Daraus folgt

h

o sm «
q  sinß

Demnach können wir die Gleichung (16) schreiben 
q (a2 — a '2) sin«  cos« =  g* af sinß cosß .

F re s n e l  macht nun weiter die Annahme, daß sich 
die Größe der Licht­
geschwindigkeit aus ähn­
lichen Elementen wie die 
Schallgeschwindigkeit zu­
sammensetzt. E r schreibt 
daher

- f i -
wobei wir unter E die Ela­
stizität des Äthers ver­
stehen können. Mit der 
Annahme, E sei für alle Körper gleich, folgt

/ E
q  =

wonach

cf
Qi
Q

Qi

sin2«
sin3/?

gesetzt werden kann. Obige Gleichung der lebendigen 
Kraft wird somit

(a2 — a '2) sin«  cos« sin2/? =  af sinß cosß sin2«
oder

(a2 — a '2) cos«  sin/? =  af cosß  sin«  . (17)
W ir haben jetzt noch die G le ic h u n g e n  d e r 

K o n tin u i tä t  zu entwickeln. Wir wissen, daß der
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Schwingungszustand durch einen Vektor ausgedrückt 
werden kann, welcher senkrecht zur Fortpflanzungs­
richtung des Lichts steht. W ir zerlegen diesen Vektor 
in zwei Komponenten, deren eine in der Einfalls­
ebene, während die andere senkrecht dazu ist. Diese 
wollen wir zuerst betrachten. Sie fällt in die Trennungs- 
ebene selbst hinein, und es muß zur Aufrechterhaltung 
der Kontinuität der Zustand o1 im unteren Medium 
gleich der Summe a -f- a' im oberen sein/* Daraus folgt
(18) a - f  a' =  at ,

was in Gleichung (17) eingesetzt
(a — a') cosa sin/? — (a +  a') cos/? s in a  =  0 

ergibt, was sich weiter umwandeln läßt in 
a(cos<% sin/? — sinacos/?) =  asin(/? — a) =  a/ sin(& + /? ) ,

(19) -sm (« +  /?)
E s k e h r t  s ic h  a lso  d ie  A m p litu d e  im  r e f le k ­
t ie r te n  L ic h t  um. Für die Amplitude im gebrochenen 
Strahl finden wir aus den Gleichungen (17) und (18)
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2 cosa sind
(^0) % =  a .  —f  .sin (a  +  ß)

Für die Komponente in der Einfallsebene haben 
wir eine bestimmte Richtung als positiv anzunehmen. 
Es sei jene des Vektors a (Fig. 32). Diesen Vektor 
wollen wir im Punkt M abermals in eine Komponente 
in der Trennungsebene AB und eine im Einfallslot MN 
zerlegen. Es muß also dann der Kontinuität halber
(21) a cos tx — a' cos oc =  ax cos ß  ,
ferner
(22) a sin a  -f- a' sin« =  a1 sinß
sein. Wenn w ir die Gleichungen (21) und (22) mit­
einander multiplizieren, so gelangen wir in Widerspruch 
mit der Gleichung (17). F re s n e l  nahm daher an, daß 
die Gleichung (22) den Vorgängen in der Wirklichkeit 
nicht entspricht.

Dividieren wir Gleichung (17) durch Gleichung (21), 
so erhalten wir

(a -j- a') sin ß  =  a1 sin oc .
W ir multiplizieren diese Gleichung mit oosß, hingegen 
die Gleichung (21) mit s in a  und subtrahieren beide 
voneinander. Es bleibt dann

(a - f  a') smß cosß — (a — a') sin«  cos« =  0 , 
woraus weiter folgt

, sin2i% — sin2/S cos(oc +  ß) sin (oc — ß)
sin 2 oc sin 2 ß  sin (oc +  ß) cos (oc — ß) ’

Wir erhalten sonach für die Amplitude des reflektierten 
Lichts, welches in der Einfallsebene schwingt,
(23) aL_ a _tg ( « - / ) )  1

V tg (oc -\- ß) ^
J ä g e r ,  Theoretische Physik II. 5
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Ferner findet -sich für die entsprechende Amplitude des 
gebrochenen Lichts wieder aus den Gleichungen (17)
und (21) leicht

4 cosoc sind
(24) ax -  "

2 cosa sin/5
sin2 a  +  sin 2 /5 sin(a  ß )cos(<x — ß)

7Z
Wird ck +  ß =  -  , so wird tg (<x +  /?) =  oo, also a ' =  0. 

Wenn wir demzufolge Licht so einfallen lassen, daß

a  +  ß -

e b e n e

= — ist, so werden p a r a l le l  z u r  E in fa l ls -

g e h e n d e  S c h w in g u n g e n  überhaupt n ic h t  
r e f le k t ie r t .  Es ist für Glas 
dieser Winkel <x etwa 57°. 
Man nennt ihn den P o la r i ­
sa tio n s w in k e l. Für den 
Polarisationswinkel ist also 
sin/5 =  cos«, daher

s in a sin«
  ■ o =  tg a  ,sm p cos oc

es ist die T a n g e n te  des 
P o la r is a t io n s  W inkels 

g le ic h  dem  B re c h u n g s ­
e x p o n e n te n .

In Fig. 33 sei E E  die Einfallsebene des Lichts, 
P P  liege in der Trennungsebene der beiden Medien 
und stehe senkrecht auf EE. Die Schwingungen des 
Lichts finden in der Geraden SS statt. OA sei die 
Amplitude des einfallenden Lichts. W ir zerlegen sie 
in die Komponenten OB senkrecht und OC parallel 
zur Einfallsebene. W ir haben somit

OC =  O A • COS99 .OB =  0  A sing? ,
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Nach der Reflexion verwandelt sich OB nach Gleichung
(19) in

OB' =  -
sm (a  - f  ß) 

und nach Gleichung (23) OC in

Q C '=  Q C \tg ^  ~  ®
% (« +  ß)

Es ist nun
OB' _ OB cos(a — ß) cos(a — ß)
OC' OC cos(«  +  /?) ° <*> cos(a +  ß ) '

Es werden sich n ach  d e r  R e f le x io n  die Kompo­
nenten sonach zu einer S c h w in g u n g s r ic h tu n g  <p' 
zusammensetzen, welche von d e r  f rü h e re n  ab w eich t. 
Wir haben nämlich

OB' c o s( íx —  ß)
g(p “ Ö C '=  g 99cos(oc +  ß ) '

Es wird also durch die Reflexion eine D re h u n g  d e r
S c h w in g u n g se b e n e  oder, wie man auch sagt, der
P o la r is a t io n s e b e n e  bewirkt.

Wird o c ß  =  —-, d. h. f ä l l t  d as  L ic h t  u n te r
LA

dem  P o la r is a t io n s w in k e l  au f, so wird tg ip '=  — oc, 
das r e f le k t ie r te  L ic h t  s c h w in g t p a r a l le l  zu r 
T re n n u n g se b e n e  beider Medien. Das n a tü r l ic h e  
L ic h t ,  dessen Schwingungen nach allen Richtungen 
in einer zum Lichtstrahl senkrechten Ebene gehen, 
wird daher, wenn es unter dem Polarisationswinkel 
reflektiert wird, nur noch S c h w in g u n g e n  in  e in e r  
R ic h tu n g , nämlich p a r a l le l  z u r  T re n n u n g se b e n e  
machen, es ist vollkommen p o la r is ie r t .  Lassen wir 
nun solches Licht unter dem Polarisationswinkel auf

5*



68 Die Lehre vom Licht.

einen Spiegel fallen, aber so, daß es p a r a l le l  z u r  
E in fa l ls e b e n e  schwingt, so wird es überhaupt n ic h t  
m e h r  r e f le k t ie r t .

“Wir wollen jetzt eine ähnliche Betrachtung für 
das gebrochene Licht anstellen. Für dieses seien die 
Komponenten O B, und 0  C ,, und wir haben nach den 
Gleichungen (20) und (24)

o b 1 - o b 3 7 “ ™ / , o c , , < x S . ,2 r ; . 8i° ^1 sm (a -jr ß) sin(a+/J)uosa: —ß
folglich

0 B i 0B  , m mtg(pt =  QCr  =  q q  • cos(« — ß) =  tg<p cos(a — ß) .

Also auch be i d e r  B re c h u n g  haben wir eine Ä n d e ­
ru n g  d e r  S c h w in g u n g fc rich tu n g . Lassen wir Licht 
durch eine planparallele Platte fallen, so haben wir bei 
der ersten Brechung

tgq?! =  tgcp • cos(a — /?)., 
bei der zweiten

tgcp2 =  tg<p1 • oos(ß — «) =  tg y  • cos2(a  — ß) . 
Fällt das Licht durch n Platten, so haben wir 

tg 952n =  tg cp • cos2” (« — /?).
Da nun cos (a  — ß) < 1 .  so nähert sich mit wachsender 
Zahl der Platten jedes cp mehr jenem Winkel, für 
welchen tg<p2n =  0  ist, d. i. dem Winkel <p2n =  0. 
Man nennt eine solche Reihe aufeinandergeschichteter 
planparalleler Platten einen P la t te n s a tz ,  welcher eben­
falls die Fähigkeit hat, natürliches Licht in te i lw e is e  
p o la r is ie r te s  zu verwandeln, jedoch schwingt das 
polarisierte Licht dann in der Einfallsebene.

N eu m an n  ging nun von der Anschauung aus, daß 
die D ic h te  des Ä th e rs  in  a lle n  K ö rp e rn  g le ic h ,
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die E la s t iz i tä t  jedoch v e rs c h ie d e n  ist. Man erhält 
sodann ans der Gleichung (16)

(a2 —• a '2) sin tx cos<x =  a | sin/9 cosß  , 
und es stimmt dann auch die Gleichung (22) mit den 
anderen überein. Führen wir unter dieser Annahme 
in ganz derselben Weise wie früher die Berechnung 
der verschiedenen Amplituden durch, so erhalten wir 
zwar dieselben Formeln, doch erscheinen sie b e z ü g lic h  
d e r  b e id e n  K o m p o n en ten  der Lichtschwingung v e r ­
ta u s c h t. Das heißt, nach N eu m an n  gelten die 
Gleichungen (19) und (20) für das Licht, welches in 
der Einfallsebene schwingt, die Gleichungen (23) und
(24) für jenes senkrecht zur Einfallsebene.

§ 24. Doppelbrechung.

Geht ein Lichtstrahl durch eine K a lk s p a tp la t to ,  
so wird er im allgemeinen in zw ei p o la r is ie r te  
L ic h ts t r a h le n  z e r le g t, d e re n  
S c h w in g u n g se b e n e n  s e n k ­
re c h t  z u e in a n d e r  lieg en .
H u y g e n s  erklärte diese Erschei­
nung wieder mit Hilfe der Ele­
mentarwellen. Diese sind im Kalk­
spat jedoch nicht Kugelwellen, 
sondern jeder vom Lichtstrahl ge­
troffene Punkt des Kalkspats wird F ig . 34.

zum Erregungspunkt neuer E le ­
m e n ta rw e lle n , deren eine eine K u g e l, die andere ein 
R o ta t io n s e l l ip s o id  darstellt, deren Rotationsachse die 
k le in e  Achse der Ellipse ist und die Größe des D u rc h ­
m e sse rs  d e r  K u g e lw e lle  hat. Es liegt somit die 
K u g e lw e lle  in n e rh a lb  des E ll ip s o id s  und berührt
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es in zwei Punkten A und B (Fig. 34). Die Richtung AB 
nennt man die o p tis c h e  A chse. Sie fällt beim Kalk­
spat mit der Yerbindungsgeraden der stumpfen 'Rhom­
boederecken zusammen. Die Ebene, welche von der 
optischen Achse und dem Lichtstrahl gebildet wird, 
nennen wir den H a u p ts c h n it t .

W ir denken uns den Kalkspat s e n k re c h t  zu r 
o p t is c h e n  A ch se  o.x (Fig. 35) geschliffen. Das Licht­
bündel SS' falle schief auf. In 0  entstehen sodann

die zwei Elementarwellen, wtelche den Durchmesser 
bezüglich die kleine Achse OC erreicht haben, wenn 
der Punkt A der Lichtwelle nach B kommt. Die Tan­
genten von B an die Kugel bezüglich Ellipsoidfläche 
ergeben dann die zwei neuen Plan wellen, welche in 
den Richtungen F und G ihren Weg fortsetzen. Das 
Licht hat also tatsächlich eine Doppelbrechung erlitten. 
W ürde es, anstatt schief, senkrecht einfallen, so wäre 
keine Brechung vorhanden.

Dies ist nicht mehr der Fall, wenn wir den Kalk­
spat s c h ie f  z u r  o p tis c h e n  A ch se  schleifen. Es 
ergibt dann Fig. 36, in welcher OX die optische Achse
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sein soll, zwei Wellen, deren eine ungebrochen in der 
Richtung AB durch den Kalkspat geht, während die 
andere gebrochen wird und die Richtung AC einschlägt. 
Der u n g e b ro c h e n e  Lichtstrahl, dessen E le m e n ta r ­
w e lle n  K u g e lf lä c h e n  sind, heißt der o rd e n tl ic h e  
S tra h l. Er ist immer s e n k re c h t  zum  H a u p t­
s c h n i t t  p o la r is ie r t .  Der andere jedoch, der a u ß e r ­
o rd e n t l ic h e  S tra h l ,  rührt von den E ll ip s o id e n  her, 
und se in  L ic h t  s c h w in g t p a r a l le l  zum  H a u p t­
s c h n itt .  Drehen wir den Kalkspat um den einfallen­

den Strahl als Achse, so behält der ordentliche Strahl 
seine Lage bei, während der außerordentliche sich um 
jenen herumdreht. Der B re c h u n g s e x p o n e n t d es  
o rd e n tl ic h e n  S tr a h ls  hat einen ganz b e s tim m te n  
W ert, je n e r  des a u ß e ro rd e n t l ic h e n  ä n d e r t  s ich  
m it dem  W in k e l, w e lc h e n  d e r  e in fa lle n d e  
S t r a h l  m it d e r  o p tis c h e n  A ch se  b ild e t. Man gibt 
jedoch in der Regel als Brechungsexponenten für den 
außerordentlichen Strahl seinen k le in s te n  W ert an. 
Dieser tritt e in , wenn die optische Achse in der 
brechenden Fläche selbst liegt und senkrecht zur Ein­
fallsebene ist. Wir erhalten dann den ordentlichen und

F ig . 36. F ig . 37.
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außerordentlichen Strahl nach der Konstruktion Fig. 37, 
wo der kleinere Kreis der Kugelfläche angehört, während 
der größere der Äquator des Rotationsellipsoids ist.

§ 25. E lliptische und zirkulare Polarisation.

W ir nehmen an, ein polarisierter Lichtstrahl falle 
senkrecht auf eine planparallele Kalkspatplatte, deren 

optische Achse H H  (Fig. 38) senk­
recht zum Einfallslot liegt, während 
die Schwingungen in der Richtung 
P P  vor sich gehen. HH versinnlicht 
also gleichzeitig die Lage des Haupt­
schnitts. Die Dicke der Platte sei A ; 
der Bewegungszustand beim Einfalls­
punkt sei gegeben durch

. 2 n t
a — a sin .

T

Dieser wird zerlegt in den ordentlichen 
und außerordentlichen Strahl. Ersterer 
ist beim Austritt aus der Platte 

A ' 
o

• 2 jl ica sin cp sm  11

letzterer
. 2  n  (  A '

ae =  a cosoj sm —  t -----
r  V e

wenn w ir mit o und e die Lichtgeschwindigkeit des 
ordentlichen bezgl. außerordentlichen Strahls bezeichnen. 
Wir wollen

A * L A )  =  Vi  2” ( A
t \ o /  r  \  o

setzen, können sonach schreiben

=  &
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o0 =  V — a sin?9 sm y  5 ae =  £ =  a cosq? sin (yj -j- &) ; 
führen wir noch

a COS99 =  p , a SH199 =  q 
ein, so erhalten wir schließlich

£ =  p sin (ip -f- •&) , t] =  q sin-!/; .
Betrachten wir diese Größen als rechtwinkelige 

Koordinaten einer ebenen Kurve, so erhalten wir für 
•& =  2 n

V Q4  =  — =  t g<p.
£ P

Das Licht der beiden Strahlen setzt sich also nach dem 
Austritt wieder zu einer geradlinigen Bewegung zu­
sammen, welche dieselbe Schwingungsrichtung wie das 
einfallende Licht hat. Ist 1? =  j i  , so wird 

£ =  — p sin yj , rj =  q sin xp ,

V 1 +
7  —  7  —  * » -

Es hat also die neue Schwingungsebene zur alten eine
JZ

Drehung von 2 99 erhalten. Es sei nun #  =  — , dann 

£ =  p cos!/; , rj =  q sini/; ,

p2 ^  q2
Wir haben somit als resultierenden Schwingungszustand 
eine Bewegung, die uns bis jetzt noch nicht vorgekommen 
ist. Die von uns erhaltene Kurve ist eine Ellipse, 
weshalb wir das Licht e l l ip t i s c h  p o la r is ie r t  nennen. 
Ist die Schwingungsrichtung des einfallenden Lichts

31
durch <p =  — gegeben, d .h . b i ld e t  d ie  S c h w in g u n g s ­



74 Die Lehre vom Licht.

r ic h tu n g  m it dem  H a u p ts c h n i t t  e in e n  W in k e l 
von 45°, so wird p =  q und wir haben die Gleichung 
eines Kreises. Licht von einem derartigen Bewegungs­
zustand nennt man daher z i r k u la r  p o la r is ie r te s

3 71
Licht. Ist ■& =  —- , so erhalten wir dieselbe Ellipse bezgl.

u
denselben Kreis, nur geht jetzt die Bewegung in ent­
gegengesetzter Richtung vor sich.

Wir wissen, daß

X

7Z
ist. Für ß — „ wird demnach

o e 4

Nun ist aber — die Zeit, welche der ordentliche Strahl 
o

braucht, um die Platte zu passieren, — die Durchgangs­

zeit für den außerordentlichen Strahl. Wir erhalten 
somit e l l ip t i s c h  bezgl. z i r k u la r  p o la r is ie r te s  Licht, 
wenn sich die D u rc h g a n g s z e ite n  b e id e r  S tra h le n  
um  J --S c h w in g u n g sd a u e r  voneinander u n t e r ­
sch e id en . Glimmer läßt sich in dünne Blätter spalten, 
für welche diese Bedingung erfüllt ist. Man nennt 
ein solches Glimmerblättchen ^ -U n d u la tio n s g lim m e r .

§ J ^ ' ' f io iarisatioiisapparat — Turm alinzange — 
senkrecht einfallendes Licht.

Um zu erkennen, in welcher Weise polarisiertes 
Licht beim Durchgang durch Kristallplatten geändert 
wird, benutzt man einen sogenannten P o la r is a t io n s -
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a p p a ra t. Ein solcher besteht aus zwei Hauptteilen, 
dem P o la r i s a to r  und dem A n a ly sa to r . Ersterer 
verwandelt das natürliche Licht in geradlinig polarisiertes. 
Dieses Licht läßt man dann durch die zu untersuchende 
Kristallplatte und sodann durch den Analysator gehen, 
aus welchem ebenfalls linear polarisiertes Licht austritt. 
Der einfachste derartige Apparat ist die sogenannte 
T u rm a lin z a n g e . Der Turmalin hat die Eigenschaft, 
nur Licht von b e s tim m te r  S c h w in g u n g s r ic h tu n g  
durchzulassen. Bringen wir daher 
zwischen zwei Turmalinplatten ?

in der Richtung Q Q ausführen 
läßt. Es könnte dies z. B. ein Spiegel sein, auf welchem 
die Strahlen unter dem Polarisationswinkel auffallen. 

Wir haben nun nach dem Früheren

a0 — a s in ^  sioyj , oe — a cos<p sin(yj +  $) .

Vom ordentlichen Strahl entfällt sodann auf die Rich­
tung Q Q die Komponente o0 sin (co — cp), wenn co — <p 
der Winkel zwischen dem Hauptschnitt der Kristall­
platte und der Schwingungsebene des Analysators ist. 
Der außerordentliche Strahl liefert oe cos(co — <p), und

Es seien nun oe =  AM (Fig. 39) 
und o0 =  AM', die beiden Schwin­
gungen nach dem Passieren der 
Kristallplatte. Die Strahlen ge­
langen sodann druch den Analy­
sator, der sie nur Schwingungen

einen Kristall, so kann durch Ver­
drehung der Turmaline gegenein­
ander alles erzielt werden, was 
man von einem Polarisationsapparat 
verlangt.

F i g .  39.



wir haben als resultierende Schwingung
o /  =  o e cos(co — 9?) — o0 sin(co —  cp) ,

=  a cos 99003(0» — cp)sin(ip-)-ft) — as in 99sin(a>— cp)simp. 
Wir wollen hier die Glieder mit cos yj bezgl. siny» als 
Faktoren herausheben, erhalten somit 
o' — [a cos cp cos (co — cp) cos ft — a sin 99 sin(o> —- 95)] sin rp 

-j- a C O S 99 cos(co — cp) sin#  cos rp .
W ir haben also eine schwingende Bewegung von der 
Form *

(/ =/A. sin rp -f- B cos rp .
Die Amplitude J dieser Bewegung ist gegeben durch 

J 2 =  A2 - f  B 3 , 
woraus für unsern speziellen Fall folgt

J 3 =  a2 cos29? cos2(co — cp) +  a2 sin2 99 sin2(cu — cp)
— 2 a2 sin cp cos cp sin(<w — 99) cos(a> — 99) cos# . 

Fügen wir der zweiten Seite dieser Gleichung noch 
— 2 a2 COS99 sin99 cos(eo — cp) sin(o>— cp)
+  2 a2 COS99 sin99 cos(co — cp) sin(co — cp) 

hinzu, so können wir leicht finden
#

(25) J 2 =  a2 cos2co -f- a2 sin2 99 sin(2a> — 2<p) sin2 — .

W ir setzen nun c d  — 0. Man nennt das die P a r a l l e l ­
s te l lu n g , da die Schwingungen im Polarisator jenen 
im Analysator parallel sind. Wir haben dann

ft
Jo =  a2 — a2 sin2 2 99 sin2 — .

71
Für ca =  — , die g e k re u z te  S te l lu n g , erhalten wir 

hingegen

76 Die Lehre vom Lieht.
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$
J2 =  a2sin22rosin2 — .» 2 
2

Es ist somit
J2 +  J2 =  a 2 .

2
Das heißt, die E rs c h e in u n g e n  d e r  P a r a l le l s te l lu n g  
u n d  d e r  g e k re u z te n  s in d  e in a n d e r  k o m p le m e n ­
tä r . Verändern wir die Lage des Hauptschnitts, so 
wird für die Kreuzstellung

J 2 =  0 ,
wenn

n
cp =  0 , — , n  , . . .

wird. In  diesem Fall erhalten wir also ein dunkles 
Gesichtsfeld. Hat der Kristall die Eigenschaft, das 
Licht zirkular zu polarisieren, so geschieht dies für

i) =  — und m =  — . Dann wird 
2 4

9j2 0,2
J 2 =  a2 cos2 co — a2 cos 2 co • £  =  — -+- — cos 2 co¿j ¿j

Es ist liier die I n te n s i t ä t  des L ic h ts  von d e r  
S te l lu n g  des P o la r is a t io n s a p p a ra ts  g an z  u n ­
ab h än g ig .

§ 27. Schief einfallendes Licht.
Durch eine planparallele Platte AB (Fig. 40) gehe 

ein Lichtstrahl SCD und parallel dazu durch die Luft 
der Strahl S'C'D'. Der Strahl SCD erleidet dabei gegen 
S'C 'D ' eine Verzögerung
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z  _  CD C'D'
u v  >

wenn u die Lichtgeschwindigkeit in  der Platte, v jene 
in der Luft ist. W ir können diese Verzögerung auch 
so darstellen:

CD 
u

AB 
u cos ß 
AB 
v

CD • cos(<x — ß)

A B • cos (« — ß) 
vco sß  

cos(<x — ß)
u cos ß

AB /  sina  
v \sin ß  cos ß  

AB 
v

cosß

cosoc
sin <x sm

cosß
w ¿ \  

ß )
siim  (1 — sin2^)

sin ß  cos ß  
AB / sin cx cos ß 
v \ sin ß

CO SiX 

Y

■ CO SiX

CO SiX

m
\  U
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Wenden wir diese Formel auf eine doppeltbrechende 
Platte an, so erhalten wir für die Verzögerung des 
ordentlichen Strahls

mithin für den Zeitunterschied beider Strahlen

Wir haben hier die Geschwindigkeit des ordentlichen 
Strahls o, die des außerordentlichen u genannt. Letztere 
ist gegeben, sobald der Winkel des Strahls mit der 
optischen Achse bekannt ist. Es läßt sich nun cos/3 
und cos/F als Funktion von oc, sowie den Geschwindig­
keiten v, o und u darstellen, wobei u wieder eine Funktion 
von <%, e, o und v ist, so daß Ze — Z0 für eine be­
stimmte Kristallplatte lediglich eine Funktion des Ein­
fallswinkels ist, da ja die Geschwindigkeiten v, o und 
e, d. i. der größte mögliche Wert von u, konstante Größen

2 n
sind. Somit ist auch #  =  — (Ze — Z0) eine Funktion

T

von ix. Führen wir daher jetzt unser l) in die Gleichung
(25) ein, so werden wir mit wechselndem oc auch wech­
selnde Intensitäten des Lichts erhalten. Blickt also 
das Auge durch einen Polarisationsapparat, in welchem 
sich eine Kalkspatplatte befindet, so wird es eine Seh­
linie geben, welche den Kalkspat senkrecht zu seinen 
Begrenzungsflächen durchsetzt. In dieser Richtung sehen 
wir dann die im vorhergehenden Paragraphen behandel­

für den außerordentlichen Strahl
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ten Erscheinungen. In jedem konzentrischen Kreis um 
diese Sehlinie herum liegen Sehlinien, welche unter 
demselben Winkel die Platte treffen. Die Interferenz­
erscheinungen der Platte, welche von schief auffallenden 
Strahlen herrühren, werden daher kreisförmig angeordnet 
sein. W ir sehen somit eine Reihe k o n z e n tr is c h e r  
K re ise , welche abwechselnd hell und dunkel sind, je 
nachdem wir ft =  n , 3 jt , 5 n . , .  oder ft =  0 , 2 sr, . . .  
haben. Diese Kreise werden infolge der duroh den 
Winkel cp (§ 26) bedingten Interferenzen von einem recht­
winkligen Kreuz radial geschnitten, welches je nach der 
Wahl der Winkel co und 90 hell oder dunkel sein kann.

Für die Brechung des Lichts fanden wir die

welche immer einen Sinn hat, falls c >  c' ist. Geht 
jedoch der Strahl von einem optisch dichteren in ein 
dünneres Medium, d. h. ist c <  c', so gelangen wir 
schließlich zu einem Einfallswinkel <x, für welchen

71
sin/? =  1, ß  =  — wird. Der Strahl tritt dann nicht

mehr in das zweite Medium ein, sondern er wird für 
alle Winkel, welche größer als dieser Grenzwinkel sind, 
vollständig reflektiert, weshalb wir diesen Vorgang 
„ to ta le  R e f le x io n “ und den Grenzwinkel a ,  für

welchen ß =  ^  wird, den G re n z w in k e l d e r  to ta le n

R e f le x io n  nennen.
Wir fanden für die Größe der Amplitude des

Totale Reflexion.

Gleichung
sin« c
smß  c' ’
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reflektierten Lichts, welches senkrecht zur Einfallsebene 
schwingt, nach Gleichung (19)

a' sin(& — ß) sin a  cos/? — cos a  sin'/?
a — sin(a - f  ß) ~  s in a  cos/? +  <»s<x sin/? '

Wir wollen die Substitution

cos/? =  y 1.— sin2/? =  i ysin2/? — 1 
einführen. Dann haben wir

a! cosa sin/3 — sin a  • iysin2/? — 1  f — g i _^ +  Li
a cos«, sin/? +  s in « - iy s in 2̂ ^ !  f +  gi
Wir erhalten somit bei der totalen Reflexion für die 
Amplitude der reflektierten Welle e ine .kom plexe  Zahl. 
Dies deutet nun F re s n e l  in sehr sonderbarer Weise. 
Er sagt: Multiplizieren wir den Schwingungszustand mit 
— 1, so bedeutet das eine Verzögerung um eine halbe 
Schwingungsdauer. Ebenso können wir die Multipli­
kation mit y — 1 als eine Verzögerung um eine viertel 
Schwingungsdauer auffassen. Es wird dann der Schwin­
gungszustand nach der Reflexion

, , . 2 n t  .o' =  a s in  =  a (h +  k l) s in ------
r t

(  2 j i  t  2 n :t\ . 2 Ti
=  a h s m ---------- k c o s ------- =  a s m — (t — w ) ,

\ T r  /  T

wemi wir
2 71$ . 2  Tlft

h =  cos , k — sm  -
r  r

setzen. Es folgt somit, daß
a' =  a

ist, da ja jetzt die neue Amplitude durch
J ä g e r ,  Theoretische Physik II. 6
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a' 2 =  a2 (h2 +  k 2)
bestimmt ist.

Für die Amplitude des reflektierten Lichts, welches in 
der Einfallsebene schwingt, haben wir nach Gleichung (23)
a' _  tg  (<x — ß) sin (<x — ß) cos ( x  +  ß)
a tg  ( x  -f- ß) sin (a  -f- ß) cos ( x  — ß)

cos x  cos ß  — sin x  sin ß
=  (h +  k i) .

cos«. cos/? -f- s in a  sin/?
(26J*

„ , , sinx  sin/? — cosa • i Vsin2/? — 1
=  ( i  +  k i )   ----------------- ,

sin«  sinß  cosa • i y sin2/? — 1

=  (h +  k i)  1 . m - =  (k +  k i) ( r  +  s i) . i wf- in i
Die Phasendifferenz der Lichtkomponenten senkrecht 
und parallel zur Einfallsebene ist daher durch r  +  s i
bestimmt. Nennen wir sie <5, so wird

2 j i  6 . 2 n ö
r  =  cos , s =  sm  .

r  t

Auch hier folgt, wie oben,
a' =  a .

Es entsprechen also unsere Formeln insofern tatsäch­
lich der Wirklichkeit, als aus ihnen die Totalreflexion 
folgt; doch werden wir sofort noch weitere Konsequenzen 
kennen lernen, die alle durch das Experiment er­
härtet sind.

§ 29. Elliptische Polarisation durch totale Reflexion.
Wir wollen annehmen, daß die Schwingungsebene 

des einfallenden Lichtes
. 2 n  t

a =  a sm ------
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mit der Einfallsebene den Winkel cp bildet. Dann sind 
die beiden Komponenten senkrecht und parallel zur Ein­
fallsebene

f  =  a sinq? , r\ =  a coscp ,
folglich, wie wir im vorhergehenden Paragraphen er­
fahren haben, nach der Reflexion

2 n
£' =  a sin cp sin—  (t — § ) ,  

r
2 71

r/ =  a cosgs sin —  (t — ß  — d) .
T

Wird <5 =  * , so setzen sich die beiden Kompo­

nenten zu einer Schwingung zusammen, welcher die 
Gleichung

X I 2 _  +  =  1
a2 sin2 cp a 2cos29? 

entspricht. Wir haben somit elliptisch polarisiertes Licht.
71 .

Dies wird zu zirkular polarisiertem, wenn cp =  — ist.

Wird nun <5 =  ---, so wird r  =  cos -• — — =  0 . Aus 
4 r

der Gleichung
1 — m i
1 +  m i

finden wir
l 2

r  +  s i

l2 +  m2
Soll demnach r  =  0 werden, so muß 1 =  m sein. Wir 
finden daher nach Gleichung (26)

6*
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sin«  sin/? =  cos« ysin2/? — 1 
oder *

sin2«  sin2/? =  cos2«  (sin2ß  — 1) .

Hier können w ir sin/? durch «  und den Brechungs­
exponenten n aus der Gleichung

sin«  1
sin ß  n

ersetzen, wenn wir den Brechungsexponenten beim Gang 
des Lichts aus dem dünneren ins dichtere Medium n 
nennen.

Es läßt sich nun leicht die Gleichung

• 4  n 2 +  1 - ,  1sin4«   ——  sm2«  =  — - —-
2 n- 2 n 3

und somit auch
U2 +  i  /(n2 +  l ) 2. 

sin -«  11
4 n 2 16 n 4 2 n 2

herleiten. Soll also «  einen reellen Wert haben, so
(n2 - f  l )2 1

muß ———-— >  - —-  sein. Daraus folgt aber ein 
16 n4 2 n 2

Brechungsexponent, welcher so groß ist, daß nur beim 
Diamant durch eine einmalige Totalreflexion elliptisch 
polarisiertes Licht zu erhalten wäre. Wir können aber 
die Phasendifferenzen summieren. Lassen w ir daher 
einen Lichtstrahl, anstatt einmal, zweimal total reflek­

tieren, so daß jedesmal eine Phasendifferenz <5 =  —-
8

entsteht, dann erhalten wir ebenfalls elliptisch polari­
siertes Licht. Dies geschieht im E resn e lsch en  P a ­
r a l le le p ip e d  ABCD (Fig. 41), dessen Winkel «  so
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T
geschliffen sind, daß sie einer Pliasendifferenz (5 =  —

O
entsprechen. Ein bei G senkrecht eintretender gerad­
linig polarisierter Lichtstrahl wird daher bei H in der 
Richtung H P  als elliptisch polarisierter austreten. Geht 
die ursprüngliche Schwin­
gung unter einem Winkel 
von 4 5 0 zur Einfalls­
ebene G EF vor sich, so 
erhalten wir einen zirkular 
polarisierten Strahl.

Es eignet sich ein der­
artiges Parallelepiped viel y 
besser zur Erzeugung zir­
kular polarisierten Lichts, 
als der sogenannte -J--Ün- 
dulationsglimmer. Da in letzterem der Gangunter­
schied des ordentlichen und außerordentlichen Strahls 
|-Sehwingungsdauer ausmachen soll, so läßt sich die 
Zirkularpolarisation nur für eine bestimmte Farbe genau 
herstellen, indem ja die Wellenlänge mit der Farbe 
sich erheblich verändert, während die Änderung des 
Brechungsexponenten eine verhältnismäßig geringe ist.

Die Lehre yon der W ärme.

Wärmeleitung.
§ 30. W ärmemenge — Temperatur — spezifische Wärme 
X  — W ärmekapazität.

Wie wir die Schall- und Lichterscheinungen auf 
bloße Bewegungserscheinungen zurückgeführt haben, so
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tun w ir es auch mit den Erscheinungen der Wärme. 
Wir fassen die W ärm e  als B ew e g u n g  d e r  k le in s te n  
T e ilc h e n  e in e s  K ö rp e rs , als M o lek if ta rb ew eg u n g  
auf. Für d ie  B ah n e n  d e r  M oleke ln  gibt es keine 
bevorzugte Richtung, sie-sind n a c h  a lle n  R ic h tu n g e n  
g le ic h fö rm ig  v e r te i l t .  Der Schwerpunkt des Kör­
pers bleibt also in Ruhe, und da die Bewegung der 
einzelnen Molekeln sinnlich nicht wahrnehmbar ist, so 
ist für die Sinnesorgane auch der ganze Körper in 
Ruhe. Die G e s a m te n e rg ie  d e r  M o lek e ln  nennen 
wir seine W ärm em en g e . Bringen wir zwei Körper 
zur Berührung, so wird ein E n e rg ie a u s ta u s c h  statt­
finden. Von jenem Körper, welcher Energie an den 
ändern abgibt, sagen wir, er besitze die h ö h e re  T em ­
p e ra tu r . Nach w il lk ü r l ic h e m  Maß messen wir die 
Temperatur mit dem T h e rm o m e te r  und nennen die 
M a ß e in h e i t ' einen T e m p e ra tu rg ra d . Die Wärme­
menge, welche die G e w ic h ts e in h e i t  eines Körpers 
um einen Grad erhöht, ist dessen sp e z if is c h e  W ärm e  c. 
Diese kann sich mit der Temperatur ändern, wir werden 
sie daher besser durch

definieren, wenn wir unter Q die Wärmemenge und 
unter u die Temperatur verstehen. Die Wärmemenge, 
welche wir demnach einem Körper zuführen, wird gleich 
dem Produkt aus seinem Gewicht, spezifischer Wärme 
und Temperaturerhöhung sein. Das Produkt aus der 
spezifischen Wärme und dem Gewicht ist die W ä rm e ­
k a p a z i tä t  des Körpers.

Die Erfahrung lehrt, daß verschieden temperierte 
Körper, sich selbst überlassen, ihre Temperaturen aus­



gleichen. Dies geschieht entweder durch L e i tu n g  oder 
durch S tra h lu n g  der Wärme. Im ersteren Fall müssen 
die Körper einander berühren, und es gibt direkt der 
eine Energie an den ändern ab. Es ist dies die Regel, 
wenn verschiedene Punkte ein und desselben Körpers 
verschiedene Temperaturen besitzen. Im zweiten Fall 
ist der Träger der Wärme der hypothetische Lichtäther, 
und es lehrten die Untersuchungen, daß Licht- und 
Wärmestrahlen sich physikalisch voneinander gar nicht 
unterscheiden.

Die im folgenden gegebene Theorie der Wärmeleitung 
wurde von F o u r ie r  begründet und ausgearbeitet.

§ 31. Gleichung der W ärm eleitung in einem Stab.
W ir halten das eine Ende eines dünnen Stabs be­

ständig auf der Temperatur a, das andere auf der 
niedrigeren Temperatur b. Es strömt dann durch den 
Stab Wärme von a nach b. Je größer der Temperatur­
unterschied a — b ist, desto mehr Wärme wird in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Stabs fließen. 
Machen wir die Voraussetzung, der Stab gebe nach 
außen keine Wärme ab, was freilich in Wirklichkeit 
nur angenähert erreicht werden kann, so muß durch 
jeden Querschnitt des Stabs in derselben Zeit dieselbe 
Wärmemenge W gehen. Wh- wollen sie daher pro­
portional der Zeit und dem Temperaturunterschied 
setzen. Sie wird ferner noch proportional dem Quer­
schnitt des Stabs q und schließlich von der Länge 1 
des Stabs abhängig sein, so daß wir für die durch 
den Querschnitt gehende Wärmemenge 

W =  q t (a — b) f (1)
erhalten.

Teilen wir unsern Stab in gleiche Teile von der
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Länge X und sei in der Entfernung X von a die Tem­
peratur a1, in der Entfernung 2 X a., usw., so muß die 
Gleichung. ’

W == q t (a — ax) f (X) =  q t (at — a2) f ( X ) =  . . .  
gelten, woraus folgt

cl — R.) == . . .
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Es fällt also von a nach b die Temperatur linear ab. 
Wir können daher ganz allgemein schreiben 

W =  q t(M N  -  M'NO f (MM')
(Fig. 42). Da aber

MN — M 'N' a — b 
MM' ~  “ T ”  ~

ist, so wird
W =  q t  G • M M 'f (M I')  =  q t  G y  f (y ) , 

wenn wir M M' =  y einführen. Wir können nun 
y  f (y) =  k , also

m - j
setzen, wonach

w = qtkâ b
wird. Die Konstante k nennen wir die W ä rm e le i tu  n g s -
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fä h ig k e i t ;  es ist die Wärmemenge, welche in der Zeit­
einheit durch die Querschnittseinheit beim Temperatur- 
gefälle Eins geht, wobei wir unter dem T e m p e ra tu r -

Das lineare Temperaturgefälle in unserm Stab ist
nur für den Fall eines stationären Zustands vorhanden.
In allen ändern Fällen können wir daher unsere Gleichung
nur für ein sehr kurzes Stück d x  des Stabs benützen,
für welches wir das Gefälle als linear annehmen. Auf
der Strecke d x  soll die Temperatur um d u  fallen.

XX a  ----- k 1 1 • 1 X duAnstatt — -—  haben wir d e m n a c h   — zu setzen.
1 dx

Das negative Vorzeichen rührt davon her, daß die 
Wärme immer entgegen der Richtung der Temperatur­

zunahme fließt. Das. Temperaturgefälle — wi rd

ferner nur für eine kurze Zeit t als konstant anzusehen 
sein. Während dieser Zeit fließt dann durch den Quer­
schnitt des Stabs die Wärmemenge

Ein sehr kurzes Stabstück von der Länge f  sei 
durch die Querschnitte M und M' begrenzt. Es strömt 
dann in der Zeit x durch den Querschnitt M die Wärme­
menge, welche durch Gleichung (27) gefunden wird, 
ein, durch M' die Menge

aus. Es bleibt daher in unserm Stabelement die Wärme 
W — W ' zurück und erhöht die Temperatur um d. Das

a _
g e fa lle  die Größe— -—  verstehen.

(27)
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Volumen des Stabelements ist q f , das spezifische Ge­
wicht sei s ,  die spezifische Wärme c. Dann ist sein 
Gewicht q f s  und seine Wärmekapazität q f s 'c .  Es 
besteht somit die Gleichung

W — W ' =  q f  s c <5 .
Die Temperaturerhöhung per Zeiteinheit können wir
$11 ^
, t schreiben, daher für die Zeit r

- du
ä " ä t 1 '

mithin

W — W ' =  q  f  s  c  .
d t

Für einen Zeitpunkt oder für eine unendlich kleine Zeit r  
können w ir die Wärmemenge W als eine Funktion von x 
ansehen, wenn wir mit x  die Entfernung eines Punkts 
des Stabs vom Anfangspunkt bezeichnen. Dann ist

S W
W '=  W - f - j r - f  , 

dx
folglich nach Gleichung (27)

S W  S 2 u
W — W '=  £ =  q r k f — -.

dx  d x 2
W ir erhalten somit die Gleichung

d u  , t d 2u

oder
du k d 2u
d t sc  d x 2 ’

W ir lassen jetzt die Bedingung, daß der Stab nach 
außen keine Wärme abgibt, fallen und nehmen an, daß
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die abgegebene Wärme der Temporaturdifferenz zwischen 
Stab und Umgebung und der Oberfläche proportional 
sei. Is t p der Umfang, so ist p £ die Oberfläche des 
Stabelements und h p £ (u — a) r  die nach außen ab­
gegebene Wärme, wenn wir a die Temperatur der Um­
gebung nennen. Da es nun ganz gleichgültig ist, wo wil­
den Nullpunkt der Temperaturskala anbringen, so können 
wir von Fall zu Fall

a =  0
annehmen. Es bleibt uns dann für die nach außen ab­
gegebene Wärmemenge der Ausdruck h p f  u r . Die im 
Stabelement verbleibende Wärme ist daher 

W — W '— h p | u r  , 
was uns die Gleichung

du  , d 2u
q f  s c r  =  q t  k £ -r—;; — h p £ u x 1 cd d x 2

ergibt, welche sich reduziert auf
d u  k d 2u h p
d t sc  d x 2 q s c

oder
du  d2u

i - « « - .  <28>
]£

Die Größe m =  —  nennt man die T e m p e ra tu r-
sc

le i tu n g s f ä h ig k e i t  oder auch das th e rm o m e tr is c h e  
L e itu n g sv e rm ö g e n , h die ä u ß e re  Wärmeleitungs­
fähigkeit.

Es darf also das Temperaturleitungsvermögen nicht 
mit dem Wärmeleitungsvermögen verwechselt werden. 
Während z. B. die Wärmeleitungsfähigkeit der Gase 
gegenüber jener der Metalle sehr klein ist, haben sie



doch ziemlich dasselbe Temperaturleitungsvermögen. 
Das heißt, es gleichen sich verschiedene Temperaturen 
in Gasen ebenso rasch aus wie in Metallen. '

§ 32. Stationärer Zustand.
Bleibt jeder Punkt unseres Stabs auf konstanter 

Temperatur, so nennen wir diesen Zustand stationär. 
Es ist also dann

<3 u
d t  ’ 

und Gleichung (28) wird 
d2u n
p— 2 ------- u  =  0 .« -  m 

Eine Lösung dafür ist
u =  e^x .

Danach wird unsere Gleichung

ß i eß* _  —  eßx =  o 
m

folglich

ß 2 -  — , ß  =  ± 1/ —  •m — | m
W ir erhalten also zwei Werte für ß , welche wir zu­
sammenfassen können in

-  X  1 / ------  X

u =  A e  ’ m -f- B e 
Unser Stab sei nun sehr lang. Die Temperatur 

soll aber für ein unendlich großes x  nicht unendlich 
werden. Dann ist B =  0 zu setzen, und es bleibt
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u =  A e  ' m .
Für x =  0 sei u =  u0. Folglich wird A =  u0. Haben



wir zwei Stäbe mit derselben Anfangstemperatur, so ist 
für den einen
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für den ändern

u' =  u0 e
Für zwei Punkte gleicher Temperatur muß somit

sein. Es ist nun
n h p n ' k ' p ' 
rn =  q k  ’ nF =  q 'k ' '

Geben wir daher den Stäben kongruente Form und 
gleiche Oberflächenbeschaffenheit, so ist 

h p  h 'p '

und wir erhalten
JF _  x' 2
T T  “  X 2 ’

was uns die Möglichkeit liefert, die Wärmeleitungs­
fähigkeiten von Stäben verschiedenen Materials zu ver­
gleichen.

§ 33. W ärm eleitnng in einem Ring.
Setzen wir in Gleichung (28) 

u =  y e~ n t , 
so nimmt sie, wie leicht zu finden, die Form

c>y <32y
w r  — m t ^  o t c/x2
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an. Das ist aber die Form der Wärmeleitungsgleichung 
ohne Wärmeabgabe nach außen, welche wir schreiben 
können '
/9Q, d u  d2u
< 2 9 )  ,
Es wird demnach in vielen Fällen genügen, die Lösung 
für die Gleichung (29) zu kennen, weil diese, mit e - n t  
multipliziert, sodann die Lösung für (28) ergibt. Eine 
Lösung der Gleichung (29) ist 
(30) u =  eat + ̂ x .
Dieser Wert, in die Gleichung (29) eingesetzt, gibt 

«  =  m ß 2 .
Soll die Temperatur mit der Zeit nicht ins Unendliche 
wachsen, so muß tx negativ sein. Wir wollen oc =  — y 
schreiben, wonach wir

ß i m =  ± i V7
erhalten, was sich in das partikuläre Integral 

u =  e_ cosx j / — - +  B sin x ~ |/-

zusammenfassen läßt. (Bd. I  § 10.)
Wenden wir diese Formel auf einen Stab an, wel­

cher zu einem Bing zusammengebogen ist, so daß sich 
Anfangs- und Endpunkt berühren, und legen wir in 
eine beliebige Stelle des Bings den Anfangspunkt der 
Abszissen, so muß in den Punkten x , x  +  1, x  +  2 1 , . . .  
die Temperatur ein und dieselbe Größe haben, wenn 
1 der Umfang des Bings ist. Daraus folgt, daß

I—  =  2 n  , 4 n  , 6 n  . .
m

sein muß, wonach



y =
4 712 m 16 n 2 m 36 n 2111
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J2 5 7 ^2 5 * * *

wird. Wir haben somit als allgemeine Lösung
k — 0 0  4 k2 tt'2 m t  / 0  n  l 'v  T2—  / * _ kTix , . 2 k rc x

u  =  e 1 I Ak cos— -—  +  Bk sin— —
k= 0

Die Konstanten A und B lassen sich berechnen, sobald 
für t  =  0 die Temperatur durch u =  f (x) gegeben ist 
(Bd. I  § 85). Die höheren Glieder unserer Summe 
nehmen mit wachsender Zeit sehr rasch ab. In der 
Praxis genügt es daher, sich auf

4 ui t / o  o \
u =  A0 - f  e 1 I Ax cos —~ (- Ba sin—-— I

zu beschränken. Es ist dies die Temperatur der Ab­

szisse x. Gegenüber liegt der Punkt x — mit der 

Temperatur
4 ?r2 m t /  0  o  \

/  A I  A 2 7 l X  t >  * 2 7 I X \

n  =  A0 -f- e 1 \ — 1 C0S —1 1 sm —1— / *

Die Summe beider liefert
u +  iT =  2 A0 ,

die Differenz
4c7î mt / 0 o \2 71 X ^  . 2 TT X\

u — u '= 2 e  12 (Ax cos“ “  " +  B1 s in ^ j^  .

Es nimmt also die Differenz der Temperaturen zweier 
gegenüberliegender Punkte geometrisch mit der Zeit 
ab, woraus wir die Größe des Exponenten, somit auch 
die Temperatur- und Wärmeleitungsfähigkeit bestimmen 
können.
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§ 34. Die tägliche und jährliche Temperatnrschwankung 
unter der Erdoberfläche.

In  der Lösung der Gleichung (29), welöhe durch 
Gleichung (30) gegeben ist, ist eine der beiden Kon­
stanten oc und ß  vollständig willkürlich. Wir wollen 
deshalb oc imaginär, also oc =  a i wählen. Wir haben dann

ferner

+ i '| / ¥
und

u  =  A e |in  ̂ 2 ' 2/ -)- B e  ]/m V' 2 ' 2/

, x + i ( a t + x i / C^- " )  -  + 1 ( a t  -=  A e ' ' n m /  i B e  r * m \ \ 2m/ _
Es läßt sich also u als periodische Funktion bei richtiger 
Wahl der Anfangszeit in folgender Weise darstellen:

u =  C e sin^at — x j / - a j  .

Für den Anfangspunkt x =  0 erhalten wir somit 
u0 =  C sin a t .

Unsere Lösung gilt also für einen Stab, der nach außen 
keine Wärme abgibt und an dessen Anfangspunkt die 
Temperaturänderung eine harmonische Schwingung dar­
stellt.

Denken wir uns ein Prisma, welches von der Erd­
oberfläche senkrecht in die Tiefe geht, so haben wir 
den Fall verwirklicht, daß nach außen keine Warme 
abgegeben wird, da wegen der gleichen Yerteilung der
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Temperatur in einer horizontalen Ebene keine Wärme­
bewegung stattfindet. Die tägliche und jährliche 
Temperaturschwankung an der Erdoberfläche können 
wir in erster Annäherung als eine harmonische auffassen, 
können daher unsere Lösung auf die Temperaturänderung 
unter der Erdoberfläche beziehen. W ir finden in jeder 
Tiefe eine periodische Temperaturänderung, jedoch wird 
die Amplitude mit wachsender Tiefe immer Meiner, so 
daß wir etwa 28 m tief unter der Erdoberfläche die 
Temperaturschwankung überhaupt nicht mehr wahr­
nehmen, sondern jahraus jahrein eine konstante Tem­
peratur, nämlich die mittlere Jahrestemperatur haben. 
Hat zu einer bestimmten Zeit t  die Temperatur an der 
Erdoberfläche den Wert Hüll, so muß a t  =  nyr sein. 
In der Tiefe x wird diese Temperatur erst nach der 
Zeit d eintreten, welche sich daraus bestimmt, daß

dann a (t +  d) — x l /  =  n ji  ist. Wir finden somit

a <5 =  x l /   oder -r- =  l/2
\ 2 m d '

m a

Das können wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wärmewelle nennen. Nennen wir analog die Schwin­

gungsdauer t , so haben wir a =  , folglich

u =  C e ) m* s i n f ^ ^  — x l / — ) . (31)

i
x i / 4 m  n
J T

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eine 
Funktion der Schwingungsdauer, und zwar wird sie um

- J ä g e r ,  Theoretische Physik II. 7
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so größer, je kleiner die Schwingungsdauer ist. Es 
pflanzen sieh deshalb die täglichen Änderungen viel 
rascher in die Tiefe fort, als die jährlichen. Dafür 
nimmt aber die Amplitude der letzteren mit der Tiefe 
viel langsamer ab.

Die Gleichung (31) gibt uns die Mittel an die Hand, 
nach zwei Methoden die W ä rm e le i tu n g s fä h ig k e i t  
d e r  E rd e  zu bestimmen, einmal aus der Abnahme der 
Amplitude mit der Tiefe, das zweite Mal aus der Ver­
zögerung des Maximums bezgl. des Minimums der 
Temperatur. In  der Tiefe x ' ist die Schwankung der 
Temperatur

woraus sich m bestimmen läßt.
Das Maximum der Temperatur haben wir in x ' 

zur Zeit E, wenn

in der Tiefe x"

folglich

desgl. in x "  nach der Zeit t" für

woraus sich ergibt
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Dieselbe Formel erhalten wir für die Wanderung des 
Minimums, und wiederum ist es leicht, aus dieser 
Gleichung die Temperaturleitungsfähigkeit m und somit 
auch die Wärmeleitungsfähigkeit der Erde zu finden.

§ 35. Gleichung der W ärm eleitung in einem isotropen  
Körper — A nalogie zw ischen Wärme- und F lü ssigk eits­

strömung.
Denken wir uns aus einem isotropen Körper ein 

Yolumelement '!;■)]'Q herausgeschnitten, so können wir 
für die drei Richtungen parallel zu den Koordinaten­
achsen dieselbe Überlegung machen, welche wir über 
die Wärmeströmung nach einer Richtung (§ 31) an­
stellten. Der Unterschied ist dann nur der, daß dem 
Volumelement nicht nur von einer Seite, sondern von 
drei Wärme zu- imd gleicherweise abgeführt wird. Die 
Gleichung (29) erweitert sich daher auf

Dieselbe Gleichung fanden wir (Bd. I  § 62) für die 
stationäre Strömung einer Flüssigkeit mit dem Ge- 
schwindigkeitspotential u. W ir k ö n n en  d a h e r  a lle  
s p e z ie l le n  F ä lle  s t a t io n ä r e r  W ä rm e s trö m u n g  
in  e in em  is o tro p e n  K ö rp e r, d e r  n ach  au ß en  
k e in e  W ärm e  a b g ib t, au f d ie  s ta t io n ä re  B e ­
w eg u n g  e in e r  id e a le n  F lü s s ig k e i t  und  u m g e ­
k e h r t  ü b e r tr a g e n , w enn  w ir  T e m p e ra tu r  und  
G e s c h w in d ig k e its p o te n tia l ,  T e m p e ra tu rg e fä l le

(32)

Für den stationären Zustand wird sie

d 2u <92u c52ii
d x 2 S y 2 75z2
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u n d  S trö m lin g s  g ese ll w in d ig k e it  m ite in a n d e r  v e r ­
ta u sc h e n .

I
§ 36. Gleichung der W ärm eleitung in einer Kugel.

Wenden wir die Gleichung (32) auf eine Kugel 
an, in welcher die Wärmeströmung nur radial vor sich 
gehen soll, so muß in jeder konzentrischen Kugelschale 
die Temperatur konstant sein. Yerlegen wir den Ur­
sprung des Koordinatensystems in die Mitte der Kugel, 
so wird x 2 +  y 2 +  z2 =  r 2 die Gleichung einer konzen­
trischen Kugelfläche, ferner

$ 2u <92u d2u d2u 2 <5u 1 <52(ru)
d x 2 6 j 2 dz2 B r2 1 r B r  r  B r2

(Bd. I  § 67.) Wir können daher Gleichung (32) schreiben

(33) ¿(ru) d 2(ru)
B t ~ m B r 2 ’

da ja bei der partiellen Differentiation von r  u nach t 
r  als konstant anzusehen ist. Wir erhalten also für 
die Kugel dieselbe Gleichung der Wärmeleitung wie 
für den Stab, der nach außen keine Wärme ahgibt, wenn 
wir u durch r  u und x  durch r  ersetzen. Es tritt hier 
dieselbe Analogie auf wie für die Fortpflanzung einer 
ebenen und einer Kugelwelle (Bd. I  §§ 68 u. 69).

§ 37. Das Tem peraturgefälle in der Erdrinde.

Als eine Lösung der Gleichung (33) fanden wir 
im § 33



Für r  =  0 soll die Temperatur einen endlichen Wert 
behalten. Dann muß A =  0 sein und es bleibt uns
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a n  r 7
B e - r ‘----- ! _ HL. (34)

r  7
Die Wärmemenge, welche durch die Flächeneinheit der 
Kugeloberfläche in der Zeiteinheit geht, können wir 
auf zweierlei Art ausdrüeken. Sie ist erstens gleich 

du
— , ferner gleich h u  (§ 31). Wir haben somit

b S n  b— k -Tr- =  h u 
ci r

oder

wenn wir

du
—  - f  n u  =  0 , (35)

h
— n

setzen. Doch gilt diese Gleichung nur für die Ober­
fläche der Kugel', d. h. für r =  o , wobei also o der

du
Kugelradius ist. Wir können —  aus Gleichung (34)

e r
finden. Wir erhalten dafür

1/  7sin r  ,
' m

Setzen wir hier wie in der Gleichung (34) r  =  q , so 
gestaltet sich Gleichung (35) folgendermaßen:
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1 /  v 1 / J Lcos p 1/  — srnp /
f m ! m

g Q2

sing y  - 
j - y t  L_

r
+  n B e-y* ^  =  0 ,

Q
welche sich leicht verwandeln läßt in

sin?y i (n0 - i } + =°
oder

%

' 7

, y -
7

r
m

m 1 — n p

1 / y
/  —  =  x, so vereinfacht sie sich noch zu

t g x = -  X -• (36)
1 — n g

Diese letzte Gleichung können wir nun sehr leicht auf 
graphischem Weg lösen, wenn wir sowohl tg x  als auch

X
 in em rechtwinkeliges Koordinatensystem ein-

1 — n p
tragen.

W ir wollen eine Anwendung davon auf unsere

Erde machen. Es wird somit p sehr groß, also —1 — n p
eine kleine negative Zahl. Es ist daher die Kurve



eine Gerade, welche vom Ursprung 0 (Fig. 43) ausgeht, 
mit der x-Achse einen sehr kleinen Winkel bildet und
für positive x  unterhalb der x-Achse liegt. Wo diese 
Gerade die zweite Kurve

y =  tg x
schneidet, dort ist immer eine Wurzel der Gleichung 
(36). W ir erhalten somit unendlich viel Werte für x
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und somit auch für y. Die Gleichung (34) verwandelt 
sich daher in eine unendliche Reihe. Das erste Glied 
fällt ganz weg, weil dafür x  =  0, also auch y =  0 ist. 
Die nächste Wurzel von x liegt nahe bei j i , die zweit­
nächste nahe bei 2 n  usw. Sie werden sich also nahezu 
verhalten wie 1 : 2 : 3 . . . ,  folglich die Werte der y 
nahezu wie 1 : 4 : 9 . . .  Das heißt, die höheren Glieder 
unserer unendlichen Reihe nehmen mit wachsender 
Zeit sehr rasch ab, so daß wir uns nach einiger Zeit 
lediglich auf die Gleichung
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s in 'r l /—
u =  B 1e - r i ----------- -

r
beschränken können.

Wir wollen nun x1 =  n  — e setzen, wobei s sehr klein 
ist. Aus dieser Ursache können wir aber dann ABC 
(Fig. 43) als ein rechtwinkeliges Dreieck auffassen und

AB =  BC =  £ = --------  —  =  —
1 — n g  ng

setzen. Somit wird
1

71
n o

z l  =  3 l =  m
m n o!

und
71-

indem wir die anderen Glieder vernachlässigen können. 
Führen wir die Tiefe z ein, so wird

r =  Q — z ,
und es soll z gegen g ebenfalls eine kleine Größe sein. 
Wir haben dann

s in r  l / —  =  sin — (p — z) ( l  —
( m g \ ng

- a M l l - U b  L _ siB k
q ! \ n o! \ o n£

sin — (z +  — ) =  — (z =  —
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n
da wi r wegen der Kleinlieit von — den Sinus mit dem

Q
Bogen vertauschen können. Wir erhalten demnach 
weiter

wenn wir z gegen o vernachlässigen, was hier erlaubt 
ist. Somit wird schließlich

Es muß also die Temperatur von der Oberfläche gegen 
das Erdinnere mit der Tiefe linear zunehmen. Die 
Erfahrung lehrt, daß die Temperaturzunahme für 30 m 
etwa 1° C. beträgt.

§ 38. Abkühlung der Erde.
Für ein konstantes r  wird nach Gleichung (34) die 

Temperatur lediglich eine Funktion der Zeit, welche für 
unsere Erde die Form

m it2 t
u =  A e e*

annimmt. Setzen wir für die Zeit t =  0 die Temperatur 
u =  u0 , so wird A =  u0 und

in Tr2—  . t .

da wir wegen des großen q 2 e ^ =  1 setzen können.

u =  u0 e 
du Ul 71 -  U0

d t
m n*
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Die Temperatur unter der Erdoberfläche muß demnach 
mit der Zeit abnehmen, doch geschieht dies ungemein 
langsam.

Da u0 der Uberschuß über die Temperatur der
du

Umgebung der Erde ist, so müßten wir, um —  be­

rechnen zu können, die Temperatur des 'Weltraums 
kennen. Aber selbst wenn diese den absoluten Null-

du
punkt, d. h. — 273° C. erreicht hätte, würde —  so

d t
klein, daß die Temperatur der Erdrinde erst in vielen 
Millionen Jahren um 1° sinkt.

Die Wärmemenge, welche durch die Oberflächen­
einheit der Erde in der Zeiteinheit ausgestrahlt wird,

ist — k . Wir können dieselbe berechnen, da wir 
d r

sowohl —  kennen, als auch die Wärmeleitungsfähigkeit 
d r

k der Erde (§ 34) bestimmbar ist. Es ergibt sich 
daraus, daß jährlich eine Wärmemenge aus dem Innern 
der Erde zur Oberfläche strömt, welche imstande ist, 
eine neun Millimeter dicke Eisschicht zu schmelzen. 
Es kommt diese Wärmemenge somit im Vergleich zu 
der von der Sonne gespendeten Wärme gar nicht in 
Betracht. Ob es daher im Innern der Erde kalt oder 
heiß ist, für die Lebensbedingungen auf der Oberfläche 
ist das völlig belanglos.



Zustand eines Körpers. 107

Mechanische Wärmetheorie.
§ 89. Zustand eines Körpers — Zustandsgleichung  

idealer Gase — absolute Temperatur.

Wir fassen die Wärme als Bewegung der kleinsten 
Teilchen der Körper auf. Zu einem gegebenen Zeit­
punkt wird daher jedes Teilchen eine bestimmte Lage 
und eine bestimmte Geschwindigkeit besitzen. Wir 
nennen dies den Z u s ta n d  d es  K ö rp e rs . Um ihn 
zu kennen, ist es nicht nötig, den Zustand jedes ein­
zelnen Körperteilchens zu wissen, sondern bloß die 
M itte lw e r te  d e r  den  Z u s ta n d  b e s tim m e n d e n  
G rö ß en , da ja die thermischen Erscheinungen, welche 
wir an einem Körper wahrnehmen, durch das Zu­
sammenwirken der kleinsten Teilchen hervorgebracht 
werden. Der Z u s ta n d  eines Körpers ist sonach in 
unserm Sinn b e s tim m t durch seine T e m p e ra tu r , sein 
V olum en , seine G e s ta l t  und die auf ihn wirkenden 
ä u ß e re n  und in n e re n  K rä fte . Soweit diese ver­
schiedenen Größen voneinander abhängig sind, lassen 
sie sich in Gleichungen fassen, und jene Gleichung, 
welche alle den Zustand bestimmenden Größen unterein­
ander verbindet, nennen wir die Z u s ta n d s g le ic h u n g  
des Körpers.

Diese ist z.B . für ideale Gase durch das B oy le- 
C h arlessch e  Gesetz

P  'T =  Po v o (1 +  *  t) 
gegeben. Das heißt, der Zustand eines Gases ist voll­
ständig durch sein Volumen v, seine Temperatur t und 
den Druck p, unter dem es sich befindet, gegeben. 
Benutzen wir das hundertteilige Thermometer, so ist 
<x =  ytts ■ Verlegen wir daher den Nullpunkt auf
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— 273° C., so wird

P v =  Po r o « p0 v0 oc T =  E T .

In  der Form
(37) p v =  E T
wollen wir das B o y le -C h a rle ssc h e  Gesetz künftig 
benutzen und

die a b s o lu te  T e m p e ra tu r  nennen.

§ 40. Umwandelbarkeit der W ärme in Arbeit und der 
Arbeit in W ärme — mechanisches W ärm eäquivalent —

äußere und innere Arbeit — erster Hauptsatz.
E. M ay er hat zuerst bestimmt ausgesprochen, daß 

A rb e it  in  W ärm e u n d  W ärm e in  A rb e it  v e r ­
w a n d e l t  w e rd e n  kann und daß einer K a lo r ie  —  d. i. 
jene Wärmemenge, welche ein Kilogramm Wasser von 
0 0 auf 1 0 0. erhöht — ein ganz bestimmter Arbeits­
w ert zukommt. Die experimentellen Untersuchungen 
haben gelehrt, daß einer Kalorie rund 427 mkg ent­
sprechen, welche Zahl man daher das m e c h a n isc h e  
W ä rm e ä q u iv a le n t  nennt. Da das Gewicht eines 
Kilogramms sich mit dem Breitengrad ändert, so ist es 
für praktische Arbeiten manchmal angezeigter, den Wert 
des mechanischen Wärmeäquivalents in absolutem Maß 
anzugeben.

Führen wir einem Körper Wärme zu, so wird im 
allgemeinen seine Temperatur und seine Gestalt ver­
ändert. Es muß daher eine Arbeit aufgewandt werden, 
um die inneren Kräfte zu überwinden und die Energie 
der kleinsten Teilchen zu erhöhen. Man nennt dies die

T =  t +
1
<x



in n e re  A rb e it  oder die V e rm e h ru n g  d e r  in n e re n  
E n e rg ie , welche auf Kosten der Wärme erzeugt wird. 
Ferner ist Arbeit zur Überwindung der äußeren Kräfte 
notwendig, welche wir analog die ä u ß e re  A rb e it  
nennen. Es wird sich daher die unendlich kleine Wärme­
menge dQ , welche wir einem Körper zuführen, in einen 
Teil dU zerlegen lassen, welcher die Temperaturerhöhung 
und die innere Arbeit bewirkt, und einen zweiten, der 
die äußere Arbeit dK leistet. Um diese Arbeit in 
Wärmemaß zu bekommen, haben wir sie durch das 
mechanische Wärmeäquivalent E zu dividieren oder mit 
dem reziproken W ert desselben, dem k a lo r is c h e n  A r­

b e i ts ä q u iv a le n t  A =  — zu multiplizieren. Sonach 
E

erhalten wir nach dem Satz von der Erhaltung der 
Energie die Gleichung

dQ =  dU +  A dK  , (38)
welche man gewöhnlich den e r s te n  H a u p ts a tz  d e r 
m e c h a n isc h e n  W ä rm e th e o rie  nennt.

§ 41. Spezifische Wärme der Gase hei konstantem  
Volumen und konstantem Druck.

Steht ein Körper unter keiner äußeren Kraft als 
einem konstanten, senkrecht zu seiner Oberfläche wirken­
den Druck p, wie es etwa der Luftdruck ist, so wird 
die zugeführte Wärmemenge d Q lediglich eine kleine 
Volumsänderung hervorbringen. Jedes Oberflächen­
element d co legt dabei einen Weg d n zurück. Die 
äußere Arbeit, welche geleistet wird, ist sonach gleich 
dem Produkt aus der Kraft p d co in den Weg d n , die 
Gesamtarbeit also

d K =  J p d n d c o  =  p J  <3ndco =  p d v ,

Spezifische Wärme der Gase bei konstantem Volumen. 109
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da ja fö n d co  nichts anderes als die Volumszunahme dv  
des Körpers ist. Es verwandelt sich daher die Glei­
chung (38) in

dQ  =  d U - t - A p d v .  (39)
Die innere Arbeit wird im allgemeinen ebenfalls eine 
Funktion der Temperatur, des Drucks und des Volumens 
sein. Da aber eine dieser drei Größen wegen der 
Gleichung (37) immer durch die beiden ändern be­
stimmt werden kann, so genügt es,

U =  f (v , T)
zu setzen, wonach

cif S i  
d U = d v dv +  d T dT

wird.
Es hat nun schon G a y -L u ssa c  gezeigt, daß ein  

G as, w en n  es s ic h  o h n e  ä u ß e re  A r b e i ts le is tu n g  
a u s d e h n t ,  se in e  T e m p e ra tu r  n ic h t  ä n d e r t. Es 
leistet daher ein Gas bei der Yolumsveränderung auch 
keine innere Arbeit, d. h. es muß die Größe

<3f
7W =  0 d v

cj |
sein. Setzen wir , — =  c, so können wir Gleichung (39) 

schreiben
dQ =  c d T  +  A p d v .  (40)

Wir wollen voraussetzen, daß sich unsere Gleichung 
auf die Masseneinheit Gas bezieht. Führen wir die 
Wärme bei konstantem Volumen zu, so ist dv =  0 ,

folglich d ^  =  c die sp e z if is c h e  W ärm e  bei k o n ­

s ta n te m  V olum en.
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Die Differentiation der Zustandsgleichung (37) ergibt 
p d v  +  v d p  =  R d T .  (41)

Dadurch können wir Gleichung (40) in
dQ =  (c +  A R )dT  — A v d p  

verwandeln. Nehmen wir eine Wärmeausdehnung bei 
• konstantem Druck vor, so wird dp =  0, folglich

^  =  o +  AR =  C . 
dT

Dies ist also die sp e z if is c h e  W ärm e d es  G ases 
bei k o n s ta n te m  D ruck .

§ 42. Adiabatische Zustandsänderungen.

Yerändern wir den Zustand eines Körpers, ohne 
daß  ihm  W ärm e zu- o d er a b g e fü h r t  w ird , so 
nennen wir dies eine a d ia b a tis c h e  Z u s ta n d s ­
ä n d e ru n g . Für eine solche muß also in Gleichung (40) 

dQ =  o
werden. Dividieren wir dann die Gleichung noch durch 
p v  =  R T , so ergibt dies

c d T  A d v  , c d T  , A Rdv
0 - r T  +  - W  oder +  — '

Durch Integration erhalten wir
c lT  +  AR1 v =  G .

Zu. Beginn des Prozesses sei diese Gleichung 
c lT 0 +  A R l v 0 =  G .

Durch Subtraktion beider Gleichungen folgt
T v

d  + A R 1 _  =  0 ,
10 v0 

was wir schließlich noch umwancleln können in
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A B
=  1.

Beachten wir noch, daß
C — c =  AR

so bleibt uns schließlich
c

T (42)

wenn wir das V e r h ä l t n i s  d e r  s p e z i f i s c h e n  
"W ärmen x, nennen. Diese Gleichung besagt somit, daß 
d u rc h  K o m p re ss io n  e in e s  G ases  se in e  T e m p e ­
r a tu r  e rh ö h t ,  durch A u sd e h n u n g  e r n ie d r ig t  wird.

Auf ähnliche W'eise können wir auch die Be­
ziehung zwischen Druck und Volumen bei einer adia­
batischen Zustandsänderung eines Gases finden. Er­

setzen wir in Gleichung (40) dT durch Y<̂
R

aus der Gleichung (41), so wird

Für eine adiabatische Änderung muß wieder dQ =  0, also 
C p dv  -)- c v dp =  0 

sein, was durch p v dividiert

ergibt. Durch Integration finden wir wie früher

Q
dQ =  —  (p dv +  v dp) +  A p dv

(c -f- A R )p dv  -f- c v d p  C p d v - j - c v d p
B E
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C I — +  c l — =  0 oder — =  p )  =
v0 Po Po W  \g0

wenn wir g die Dichte des Gases nennen. Diese Formel 
mußten wir benutzen, um die S c h a llg e s c h w in d ig ­
k e it  in  d e r  L u f t  z.u finden (Bd. I § 66).

§ 43. Kreisprozeß.
L a sse n  w ir  d en  Z u s ta n d  e in e s  K ö rp e rs  v e r ­

s c h ie d e n e  Ä n d e ru n g e n  d u rc h m a c h e n , b is er 
w ie d e r  den A n fa n g sz u s ta n d  e r r e ic h t ,  so nennen 
wir das einen K re is ­
p rozeß . K önnen  d ie  
V e rä n d e ru n g e n  au ch  
in  e n tg e g e n g e s e tz te r  
R ic h tu n g  a b la u fe n , so 
ist es ein u m k e h rb a re r  
K r e i s p r o z e ß .  Einen 
solchen wollen wir an 
einem id e a le n  Gas vor­
nehmen. W ir stellen den
Zustand der Massenein- "  A ' 2 )' £ '  C ’
heit des Gases durch Fig. 44.
einen Punkt in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem dar (Fig. 44), dessen 
Abszisse das Volumen, während die Ordinate den Druck 
bedeutet. Die Kurve, welche wir für eine konstante 
Temperatur dabei erhalten, nennen wir eine Iso th e rm e . 
Bei einem idealen Gas ist sie

p v =  konst., 
also eine g le ic h s e i t ig e  H y p e rb e l.

Der Punkt A sei der Anfangszustand des Gases 
bei der Temperatur T0 , dem Druck p0 und dem Vo-

J ä g e r ,  Theoretische Physik II. 8

Pa n

- r



114 Mechanische Wärmetheorie.

lumen v0 . Das Gas dehne sich jetzt is o th e rm , d. h. 
h e i k o n s ta n te r  T e m p e ra tu r  T0 aus bis zum Zu­
stand B mit den zugehörigen Größen T0, p1; vx. Für 
diesen Yorgang ist also dT =  o , daher nach Gleichung (40) 

dQ =  A p dv .
Die gesamte Wärme Q0, welche wir auf dem Weg von 
A nach B in unser Gas hineinstecken, wird also nur 
zur Arbeitsleistung verwendet, un^i es ist

V, Vj

(43) Q0 =  A f p  dv =  ART0 =  ART01 ~  ,

v0 Vo

da ja p v  =  B T0 ist.
Wir nehmen nun eine a d ia b a t is c h e  Ausdehnung 

vor. Bei dieser wird somit der Zustand von B längs 
einer adiabatischen Kurve bis C vorrücken. Wir führen 
also Wärme weder zu noch ab. Das Gas kühlt sieh 
daher von der Temperatur T0 auf Tx ab, und wir haben 
nach Gleichung (42)
(44) v1« - 1T0 =  vä”- 1T1 .

W ir komprimieren nun das Gas is o th e rm , haben 
somit eine Wärmemenge

Qi =  A ET\ 1 —
V 2

zuzuführen. Diese Wärmemenge erscheint aber, da 
v3 < v 2 , negativ, es w ird  in  W irk l ic h k e i t  dem  G as 
W ärm e en tzo g en . Die Kompression wird längs CD 
so lange fortgesetzt, bis die I s o th e rm e  die durch den 
Punkt A gezogene A d iab a te  in D schneidet. Yon dort 
aus komprimieren wir dann weiter a d ia b a tis c h , langen 
also wieder beim Ausgangspunkt in A an. Für den 
letzten Yorgang gilt die Gleichung
(45) v r ' T ^ v ^ ' T o .
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Multiplizieren wir die Gleichungen (44) und (45) 
miteinander, so finden wir v, v8 =  v0 v2 oder

Daher ist

Q. =  AKT. 1— =  — ART, 1 — ,
V 2  V 0  ' 

was mit Gleichung (43) vereinigt ergibt

Qo   Qg
T0 ~  Tj ’

wo also das n e g a tiv e  Vorzeichen sagt, daß Qt eine 
dem Gas e n tz o g e n e  Wärmemenge ist. R e c h n e n  w ir  
h in g e g e n  je d e  M enge p o s it iv ,  so ist die in Arbeit 
umgewandelte Wärme Q0 — Qx . Sie entspricht in Fig. 44 
der Fläche ABCD, da ja die Flächen ABB'A', BCC'B' 
usw. die geleistete bezgl. aufgewendete Arbeit bei den 
einzelnen Vorgängen des Kreisprozesses darstellen.

Von d e r  W ärm em en g e  Q0, w e lc h e  bei d er 
T e m p e ra tu r  T0 in  das Gas h in e in g e s te c k t  w ird , 
w ird  a lso  n u r  d e r T e il Q0 — Qx in Arbeit verwan­
delt, während die Wärmemenge Qx be i d e r  T e m p e ­
r a tu r  Tx w ie d e r  a b g eg eb en  w ird . Da sich der 
Kreisprozeß beliebig wiederholen läßt, so haben wir 
hier eine sogenannte k a lo r is c h e  M asch ine  vor uns, 
w e lch e  W ärm e in  A rb e it v e rw a n d e lt . Doch ist 
es nur der Bruchteil

Qo Qi Tp ~ rI’t
Qo ~ “  “  T„ ‘ ’

welcher wirklich von der gesamten aufgewendeten 
Wärme in Arbeit verwandelt wird. Je größer dieser 
Bruch ist, desto besser wird die Wärme ausgenützt.

8*
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Man nennt daher die Größe — --—-  den ö k o n o m isch en

K o e ff iz ie n te n  der Maschine. Diese arbeitet mithin 
um  so ö k o n o m isc h e r, je  g rö ß e r  d e r  T e m p e ra tu r ­
u n te r s c h ie d  T0 — Tj ist.

§ 44. Entropie — zw eiter Hauptsatz.
Es ist nicht nötig, einen Kreisprozeß einfach längs 

der früher gewählten Isothermen und Adiabaten vor sich 
gehen zu lassen, sondern es k a n n  d ie s  lä n g s  je d e r  
b e lie b ig e n  g e s c h lo s s e n e n  K u rv e  g e s c h e h e n , in­
dem die Gleichung (40), wenn wir sie in der Form

schreiben, ersichtlich ja nichts anderes als die Summe 
aus einem adiabatischen und einem isothermen Vorgang 
enthält, welche bei der g ra p h is c h e n  Darstellung eine 
g e o m e tr is c h e  Summe wird. Je nach der Fläche der 
geschlossenen Kurve wird daher das Integral der 
Gleichung (40) v e rs c h ie d e n e  Werte annehmen können. 
Dividieren wir die gesamte Gleichung durch die abso­
lute Temperatur T, so erhalten wir 

dQ c d T  , A ß d v
T  =  “ t ?  ^ ~  ’

Integrieren wir nun diese Gleichung zwischen zwei 
Punkten der Kurve, welche den Größen T0 , v0 und 
Tt , vt entsprechen, so wird

o
Es ist also g an z  g le ic h g ü l t ig ,  au f w e lch em  

W eg w ir  von  dem  e in e n  zum  ä n d e rn  P u n k t  g e ­

A p dv =s,dQ — c dT

i
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la u g e n , da das I n te g r a l  n u r  vom A n fa n g s- und  
E n d w e r t  a b h ä n g ig  is t. Für jede geschlossene Kurve 
ist somit

Clausius nennt S die E n tro p ie  des Gases. Wir 
werden später sehen, daß wir dieselben Überlegungen 
auf jeden beliebigen Körper anwenden können.

Die Gleichung (46) ist der Inhalt des z w e ite n  
H a u p ts a tz e s  d e r m e c h a n isc h e n  W ä rm e th e o rie , 
den wir etwa folgendermaßen formulieren können: 
R e c h n e n  w ir  d ie z u g e fü h r te  W ärm e p o s itiv , 
d ie  e n tz o g e n e  n e g a tiv , so i s t  d ie  Sum m e a l le r  
u n e n d lic h  k le in e n  W ärm em en g en , jed e  d iv i­
d ie r t  d u rc h  ih re  je w e il ig e  T e m p e ra tu r  fü r  e in en  
u m k e h rb a re n  K re is p ro z e ß , g le ic h  K uli.

Bei jeder a d ia b a tis c h e n  Zustandsänderung ist 
dQ =  0 , es wird daher

d. h. d ie  E n tro p ie  b le ib t k o n s ta n t ,  weshalb man 
die a d ia b a t is c h e n  Vorgänge auch is e n tro p is c h e  
nennt.

Man pflegt daher ein v o lls tä n d ig e s  D if fe ­

r e n t ia l  zu nennen. Wir wollen

setzen, wonach wir erhalten
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§ 45. Unabhängigkeit des zw eiten  Hauptsatzes von (1er 
Natur der Körper — therm isches Perpetuum mobile.

Wie wir durch einen umkehrbaren Kreisprozeß 
Wärme in Arbeit verwandeln können, so läßt sich auch 
Arbeit in Wärme umsetzen, sobald wir den Prozeß ent­
gegengesetzt durchlaufen. Gleichzeitig wird eine gewisse 
Wärmemenge auf höhere Temperatur gebracht. Wie ein 
Gas können wir auch jeden anderen beliebigen Körper 
zwei isotherme und zwei adiabatische Kurven durch­
laufen lassen und somit einen umkehrbaren Kreisprozeß 
hersteilen. Umgrenzen die Kurven eine Fläche von der­
selben Größe wie der Kreislauf eines Gases, so leisten 
beide Prozesse dieselbe Arbeit. Lassen wir sie daher 
entgegengesetzt vor sich gehen, so heben sie sich in 
ihrer Wirkung auf. Aber es wäre noch die Möglich­
keit vorhanden, daß die Wärmemengen, welche von 
tieferer auf höhere Temperatur und umgekehrt befördert 
werden, verschieden sind. Das widerspricht aber dem 
Brfahrungssatz, daß es n och  n ie m a ls  in  d e r  N a tu r  
b e o b a c h te t w u rd e , daß  W ärm e o hne  v o rh a n d e n e  
a n d e rw e it ig e  E n e rg ie ä n d e ru n g  von  s e lb s t  zu 
h ö h e re r  T e m p e ra tu r  a u fs te ig e n  k an n . Es muß 
daher auch für unsern zweiten Kreisprozeß wie für das 
Gas die Gleichung

Qo  Qi
T0 “

gelten. Schon C a rn o t sprach aus, daß bei der durch 
die Wärme hervorgebrachten Arbeit n u r  d ie  T em p e­
r a tu r e n ,  n ic h t  a b e r  d ie  d azu  v e rw e n d e te n  K ö r­
p e r  m aß g eb en d  sin d .

Wäre es möglich, daß Wärme von selbst zu höherer 
Temperatm- aufsteigt, so könnte ein beständigerW ärm e­
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k re is la u f  o hne  A rb e its le is tu n g - hergestellt werden, 
indem ja durch Leitung oder Strahlung die Wärme 
wieder auf ihre ursprüngliche Temperatur sinken würde. 
Man hätte dann ein sogenanntes th e rm is c h e s  P e r ­
p e tu u m  m obile . Aber dieses ist eb en so  u n m ö g ­
l ic h  w ie  e in  m ec h a n isc h e s .

Der zweite Hauptsatz hat in der von uns gegebenen 
Form die Voraussetzung einer w il lk ü r l ic h e n  T em ­
p e r a tu r ,  indem wir ein id e a le s  Gas a ls  th e rm o - 
m e tr is c h e  S u b s ta n z  benützten. Hätten wir ein 
anderes Temperaturmaß gewählt, so würden wir auch 
eine andere Form des zweiten Hauptsatzes erhalten 
haben. W. T hom son  machte daher den Vorschlag, 
den zweiten Hauptsatz direkt zur Temperaturdefinition 
zu benützen, da dann das T e m p e ra tu rm a ß  von e in e r  
th e rm o m e tr is c h e n -  S u b s ta n z  v ö llig  u n a b h ä n g ig  
w ird . W illk ü r l ic h  b le ib t jed o ch  w ie d e ru m  d ie  
W ah l d e r  F o rm  d e r  T e m p e ra tu r fu n k tio n , und es 
darf die Annahme der sogenannten absoluten Temperatur 
nur als eine Folge der Gewohnheit angesehen werden.

§ 46. Anwendung der beiden Hauptsätze.
Wir lernten den ersten Hauptsatz in der Form 

dQ =  dU -(- A p d v  
kennen. Hier ist die Größe d ü  ebenso ein v o l ls tä n ­
d ig es  Differential wie das Differential der Entropie 
dQ
—  . Es zeigt sich nämlich in der Erfahrung, daß die

Wärmemenge, welche wir einem Körper lediglich zur 
Änderung seines Zustandes abgesehen von der äußeren 
Arbeitsleistung zuführen müssen, nur vom Anfangs- und 
Endwert des Zustands abhängig ist, hingegen völlig 
unabhängig von den Zwischenzuständen.
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Wir machen nun die Annahme, der Zustand eines 
Körpers sei durch die Temperatur T imd das Volu­
men y vollständig bestimmt. Die beiden Differentiale 
der inneren Energie und der Entropie sind sonach 
Funktionen von T und v und ebenso die dem Körper 
zugeführte Wärmemenge dQ . Wir wollen deshalb 

dQ =  a d T  +  ß  dv 
setzen, wobei oc und ß  Funktionen von T und v sind. 
Betrachten wir die Gewichtseinheit des Körpers, so er­
gibt sich ohne weiteres, daß oc die s p e z if is c h e  W ärm e 
be i k o n s ta n te m  V olum en  ist, da dann dv =  0 wird. 
Jedes vollständige Differential dF, das eine Funktion 
von T imd v ist, können wir schreiben

<3F , „  . d F

imd es folgt

dF  =  VmdT  +  -,- dv =  M dT  +  N d v  
oT  dv

cM  c>2F
d v  d T d T d v  '

Demnach können wir aus
dU  =  dQ — A p  dv =  oc d T - f  (ß — A p) dv 

die Folgerung ziehen:
Boc dp? — Ap) dß  dp
dv 6 T oT  c T '

Ferner haben wir

^  =  ^ d T  +  l d vrji ip x I iji ' 5

und wiederum gilt



1 dtx 1 dß ß 
T =  ¥  ä T  ~  T 2 ’ 

doc dß  _  ß
dv  d T T ' ( }

Aus den Gleichungen (47) und (48) erhalten wir

ß  dp
c T ’

folglich

dQ =  a d T  +  A T - ^ d v .  (49)
o 1

Stellen wir den Zustand als Funktion der Temperatur 
und des Drucks, also durch T und p dar, so können wir 

dQ =  y dT -f- r] dp 
setzen, wobei also y d ie  sp e z if is c h e  W ärm e  bei 
k o n s ta n te m  D ru ck  ist. Wir haben dann

d ü  =  dQ — A p dv =  dQ — A p d T +  dp

da wir jetzt v als Funktion von T und p auf fassen 
müssen. Aus

d ü  = ( y  — A p |^ )  dT  +  (j; — A p |^ )  dp 

finden wir

führen wir die Differentiation durch, so ergibt sich 
d y  d v  d 2v dt] d2v

Anwendung der beiden Hauptsätze. 121
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W ir haben nun weiter

f - | d T  +  | d p ,

folglich

(51)

JL  (z \  =  JL
<3p \ T /  dT  \T ;

1 B y 1 i ) |  r]
T  J p  =  T  dT  ~  T* ’

B y Br\ i]
d p  =  dT  ~  T

und ans den Gleichungen (50) und (51)
dv

» V ~  ~  A T ,

( 5 2 ) .  dQ =  y d T -  A T ^ d p .

Analog diesem Vorgang ist es nicht schwer, für be­
liebige Variable, welche den Zustand bestimmen, die 
entsprechende Gleichung herzuleiten.

§ 47. Ver dampf ungs wärme — Schmelzwärme — 
gesättigter Dampf — Schmelzpunkt.

Wir haben in einem geschlossenen Gefäß die 
Masseneinheit eines Körpers teilweise in flüssigem, teil­
weise in dampfförmigem Zustand. Das Gewicht des 
Dampfes sei x , das der Flüssigkeit also 1 — x . Das 
Volumen v des Gefäßes ist demnach

1 — x x  1 ( 1  1 \  , ,
v =  {- — =  — + -------------x  =  u ' +  (u — u7) x  ,

s 0 s \a  s /
wenn s und o das spezifische Gewicht der Flüssigkeit 
bezgl. ihres gesättigten Dampfes ist. Es ist u ' also das
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sogenannte spezifische Volumen der Flüssigkeit, u jenes 
des Dampfes. Wir wollen nun eine Verdampfung der 
Flüssigkeit bei konstanter Temperatur vornehmen. Dann 
wird dT =  0 und Gleichung (49)

dQ =  AT ^  (u -  u') dx  .

Nennen wir die Verdampfungswärme r , so wird 

dQ =  r d x ,
daher

r =  A T | | ( u - u ' )  . (53)

Diese Formel können wir benützen, um z. B. die Dichte

des gesättigten Dampfes — zu finden, wenn die übrigen

Größen bekannt sind.
W ir wollen jetzt die Temperatur der Masseneinheit 

des gesättigten Dampfes um dT erhöhen, dabei den 
Druck und das Volumen aber derart ändern, daß der 
Dampf gesättigt bleibt. Die Gleichung (39) läßt sich, 
auf unsern Fall angewendet, schreiben

d Q = ( |H  +  A p ^ ) d T ,  (53a)

hingegen auf die Verdampfungswärme angewendet, er­
gibt die Integration

r  =  Uj — U2 -j- A p (u — u") , 
wenn wir unter Ut die innere Energie der Massenein­
heit Dampf, unter U2 dieselbe Größe für die Massen­
einheit Flüssigkeit verstehen. Nun können wir aber 
annehmen, daß

U2 =  cT +  k ,
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wobei c die spezifische Wärme der Flüssigkeit und k 
eine Konstante bedeutet. Danach erhalten wir 

Uj =  r +  c T  +  k — A p (u  — u ') , 
dUj d r  f d u  5p
W  =  dT +  ° ~  Ä p 5T  “  A<~U ~  Û 5 T  ’ 

da wir das spezifische Volumen u ' der Flüssigkeit mit großer 
Annäherung als konstant ansehen können. Diesen Ausdruck

dU
haben wir für ^ ^  in Gleichung (53a) einzusetzen, wo-

¿7 T) J»
bei wir nach Gleichung (53) A (u — u') , =  — ein­

führen wollen. Das ergibt

r  - f  c ld T  .
'd r r
,dT ~ T

d r r
= dT ~ T

Die Größe
d r  r

+  c

können wir somit die s p e z if is c h e  W ärm e  d es g e ­
s ä t t ig te n  D am p fes nennen. Wie man sieht, kann 
sie positiv oder negativ sein. In letzterem Fall können 
wir den Dampf komprimieren, erhöhen dabei seine 
Temperatur und bewirken, daß er nicht mehr gesättigt 
ist. W ir müssen ihm Wärme entziehen, wenn er ge­
sättigt bleiben soll. Lassen wir einen derartig gesättigten 
Dampf sich ausdehnen, so wird er übersättigt und es 
tritt Kondensation ein. Es verhält sich so der Wasser­
dampf bei gewöhnlicher Temperatur. Es tritt daher 
gewöhnlich klares W etter ein, wenn der Wind vom 
Berg ins Tal weht, da unten der Luftdruck höher ist, 
als oben. Steigt jedoch der Wind, so ist dies in der 
Regel mit Wolkenbildung verbunden.



D ie G le ic h u n g  (53) g i l t  n u n  eb en so  fü r  e in e n  
fe s te n  K ö rp e r  u n d  se in e n  D am pf, wie etwa für 
Eis und den dabei befindlichen Wasserdampf. Sie gilt 
fü r  d ie  S c h m e lzw ärm e  e in e s  K ö rp e rs , wenn wir r  
damit bezeichnen, unter p den Flüssigkeitsdruck beim 
Schmelzpunkt, unter u und u ' das spezifische Volumen 
des flüssigen bezgl. festen Körpers verstehen. Schreiben 
w ir z. B. die Gleichung t

dp r
o T =  AT (u — u') ’ 

und bedenken wir, daß das Volumen des Wassers kleiner

als jenes des Eises ist, so finden wir  ̂— negativ. Das

heißt, mit wachsendem Druck erniedrigt sich der Schmelz­
punkt und umgekehrt. Wir können die Gleichung (53) 
auch anwenden, wenn sich ein Körper durch Tempe­
raturerhöhung bezgl. Druckverminderung in seine che­
mischen Bestandteile zerlegt. Es ist dann p einfach 
der D is s o z ia t io n s d ru c k , r  die D is so z ia tio n s -  
w ä rm e  usw.

§ 48. Beziehung zwischen Druck und Temperatur 
eines Körpers.

Nehmen wir eine adiabatische Zustandsänderung 
durch Änderung des Drucks vor, so können wir die 
Gleichung (52) benützen, wenn wir dQ =  0 setzen. Es 
bleibt dann

y dT =  AT ~  dp .

d v
Es ist nun — nichts anderes als v d , wenn wir unter 

d den Ausdehnungskoeffizienten des Körpers verstehen.

Beziehung zw. Druck u. Temperatur eines Körpers. 125
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Wir können daher schreiben
y dT =  AT v d dp .

7 , A, T, v sind ihrer Natur nach positive Größen, d kann 
jedoch sowohl positiv als auch, wie z. B. beim "Wasser 
zwischen 0 0 und 4 0 C., negativ (kein. Im ersteren Fall 
wird sich daher mit wachsendem Druck die Temperatur 
erhöhen, im ändern jedoch erniedrigen.

§ 49. Temperaturänderung durch Dehnung.
Ein Stab von der Masse Eins und der Länge 1 

wird durch ein angehängtes Gewicht P  gedehnt. Führen 
wir dem Stab die Wärme dQ zu, so verlängert er sich 
um d l. Das Gewicht sinkt und leistet dabei die Arbeit 
P  d l. Die Wärme wirkt, also diesmal nicht einer äußeren 
Kraft entgegen, sondern im selben Sinn. Wir haben 
deshalb nach dem ersten Hauptsatz 

d ü  =  d Q + A P d l .
Die Wärmemenge Q werde als Funktion von T und P  
dargestellt. Es ist sonach

dQ =  y dT - f  rj d P  .
Benützen wir nun die Eigenschaft der vollständigen

Differentiale d ü  und wie früher, indem wir

$1 c  1
(54) d l =  5 T d T + a p dP
setzen, so finden wir leicht

für eine adiabatische Dehnung erhalten wir somit
ö l
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y  ist die spezifische Wärme bei konstantem Zug. =  X1,

wenn wir mit X den Ausdehnungskoeffizienten bezeich­
nen. Wir haben somit

Da in der Kegel X positiv ist, so kühlt sich bei der 
Dehnung der Stab ab. Bei gespanntem Kautschuk ist X 
negativ. In  der Tat erwärmt sich eine Kautschuk­
schnur bei der Dehnung und kühlt sich mit abnehmender 
Spannung ab.

Aus Gleichung (54) erhalten wir

Es ist daher die spezifische Wärme bei konstanter Länge

7

e p
Bei konstanter Länge wird d l =  0 imd

01

c P

/  =  y — v - g i ,=  y 

e p

=  y — A T A *E lq  ,

c P



.  ,  ö l  1  __________

indem (Bd. I  § 86), wenn q der Querschnitt

des Stabs und E der Elastizitätsmodul ist. Bei Metall- 
drähten und vielen anderen Körpern zeigt sich, daß das 
Produkt ATA2E l q  so klein ist, daß man es in der 
Regel gegen y vernachlässigen, das Verhältnis der spezi­
fischen Wärmen also gleich Eins setzen kann.

128 Die kinetische Theorie der Gase.

Die kinetische Theorie der Gase.
§ 50. Die W ärm ebewegung in Gasen.

D. B e rn o u ll i ,  vorzüglich aber R. Clausius ent­
wickelten eine Theorie, welche direkt eine Vorstellung 
jener Bewegung der kleinsten Teilchen gibt, die wir 
Wärme nennen. Vollständig entwickelt ist diese Hypo­
these für G ase , und man faßt die ganze Anschauungs­
weise unter dem Namen „ m e c h a n is c h e “ oder „ d y n a ­
m is c h e “, in der Regel aber „ k in e t is c h e “ T h e o rie  
d e r  G ase zusammen. Nach ihr stellt man sich im 
gasförmigen Zustand die Molekeln vollständig voneinan­
der g e t r e n n t  und in g e ra d l in ig e r  Bewegung be­
griffen vor. „Die Bewegungsrichtungen sind für ein 
ruhendes Gas über die Gesamtheit der Gasmolekeln im 
Raum g le ic h m ä ß ig  verteilt, so daß sich nach jeder 
Richtung des Raums gleichviel Molekeln bewegen. 
Da man den Molekeln eine gewisse A u sd e h n u n g  zu­
schreiben muß, so sind natürlich Z u sa m m e n s tö ß e  
derselben nicht ausgeschlossen. Damit aber der Zustand 
des Gases unverändert bleibt, ist erforderlich, daß 
die Molekeln infolge der Zusammenstöße weder in 
ihrer D u r c h s c h n i t ts g e s c h w in d ig k e i t  noch in ihrer 
D u r c h s c h n i t t s b e w e g u n g s r ic h tu n g  eine Änderung
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erfahren. Um dieser Bedingung Genüge zu tun, ist es 
am bequemsten, die Molekeln als v o llk o m m en  e la ­
s t is c h e  K u g e ln  von gleicher Größe und gleicher Masse 
anzusehen. Für deren Zusammenstoß gilt dann das 
G ese tz  von  d e r  E rh a l tu n g  d e r  g em e in sa m e n  
B e w e g u n g sg rö ß e  als auch der k in e tis c h e n  E n e r ­
g ie , und entsprechend dem Zustand vor dem Stoß ist 
auch nachher die Bewegung der Molekeln nach jeder 
Richtung des Baums gleich wahrscheinlich.

Es genügt in den meisten Fällen, und es verein­
facht die mathematische Behandlung bedeutend —  tat­
sächlich wurde es anfangs von seiten der Forscher auch 
stets so gepflogen, und wir werden uns im folgenden 
ihnen darin anschließen — , wenn man a lle n  M o lek e ln  
eine b e s tim m te  G e s c h w in d ig k e it  zuschreibt. Dies 
ist aber nur ein M itte lw e r t  aus allen möglichen Ge­
schwindigkeiten, welche nach einem bestimmten Gesetz 
über die Molekeln verteilt sein müssen.“

§ 51. Boyle-Charlessches Gesetz.
Ein Gas, welches sich in keinem Gefäß befindet 

und keiner äußeren Kraft, wie etwa der Schwere, unter­
worfen ist, muß sich nach der kinetischen Theorie immer 
weiter zerstreuen. Befindet es sich aber in einem all­
seits geschlossenen Gefäß, so ist die Folge davon, daß 
von den Molekeln beständig S tö ß e  au f d ie  G efäß­
w and  ausgeübt werden. Indem diese wegen der großen 
Zahl der Molekeln sehr rasch aufeinander folgen, be­
wirken sie den Eindruck eines k o n tin u ie r l ic h e n  
D ruckes. Damit dieser, sowie der ganze Zustand des 
Gases konstant bleibt, ist es nötig, daß ebensoviel 
Molekeln von der Wand in das Gas zurückfliegen, als 
gegen die Wand stoßen. Es wird dies am leichtesten

J äg er , Theoretische Physik II. 9



erfüllt, wenn wir annehmen, die Gasmolekeln werden 
von der Wand nach den Reflexionsgesetzen zurück­
geworfen, was ja bei vollkommen elastischen Kugeln und 
einer absolut starren Wand tatsächlich der Fall ist.

,W ir k t  au f e in en  K ö rp e r  e in e  K ra f t , so i s t  
d as  Maß d e r s e lb e n  d ie  B e w e g u n g sg rö ß e , w e lch e  
in  d e r  Z e i te in h e i t  au f den K ö rp e r  ü b e r tr a g e n  
w ird . Stößt eine Molekel von der Masse m mit einer 
Geschwindigkeitskomponente u senkrecht gegen die 
Wand, so hat sie nach dem Stoß ebenfalls senkrecht 
gegen die Wand die Geschwindigkeit — u. Es muß 
also während des^Stoßes auf die Molekel ein G eg en ­
d ru c k  ausgeübt werden, welcher sie vollständig zur 
Ruhe bringt, ferner muß ein weiterer Gegendruck vor­
handen sein, welcher ihr die Geschwindigkeit — u er­
teilt. Die Molekel empfängt also von der Wand die 
Bewegungsgröße 2 m u . Dieselbe Bewegungsgröße, nur 
entgegengesetzt gerichtet, hat aber auch die Wand nach 
dem G ese tz  d e r  G le ic h h e it  von W irk u n g  u n d  
G e g e n w irk u n g  von der Molekel erhalten.“

Eine Molekel besitze die Geschwindigkeit c mit den 
Komponenten f ,  rj, f .  Es ist also 

£* +  V2 +  £2 =  C2 .

In der Yolumeneinheit seien Nj Molekeln vorhanden 
von der Geschwindigkeitskomponente f .  Es werden 
daher Nj f  solcher Molekeln gegen die Flächeneinheit 
einer Wand fliegen, welche senkrecht zur x-Achse steht. 
M, £ Stöße erhält davon die Wand in der Sekunde und 

|  ■ 2 m |  =  2 Nx m P  
ist daher die Bewegungsgröße, welche die Wand emp­
fängt. Bilden wir die Summe über sämtliche Molekeln, 
so erhalten wir den Druck

130 Die kinetische Theorie der Gase.



p =  2 ' 2 N1m f 2 =  2 ' 2 N1m i?2 =  2 ’2 N1m f 2, 
da wegen der gleichen Verteilung es ebensoviel gleich 
große rj und £ als |  geben muß. Es ist demnach 

2 ’2 N 1m (f2 +  }f  +  i 2) 2 m c - vxr
P -  3 =  '

Überlegen wir nun, daß die Hälfte der Molekeln 
positive, die andere negative |  usw. besitzt, so fliegen 
gegen die Wand, wenn N die Zahl sämtlicher Molekeln

N
in der Volumeneinheit ist, — Molekeln. Es ist daher 

Z N ! — y ,  folglich

N m c ä
1' =  — 3—  • (5o)

Enthält unser Gefäß vom Volumen v n Molekeln, 

so ist N =  n- ,  folglich

n m c 2
p v =  — — . (06)

Dies ist der Inbegriff des B o y le -C h a rle s sc h e n  
G e se tz e s , welches wir nach Gleichung(37) in der Form 

p v =  ET
kennen gelernt haben. Da für eine bestimmte Gasmenge 
die Zahl n der Molekeln, als auch die Masse 111 einer 
Molekel konstant ist, so muß c2 proportional der abso-

1T1 C2
luten Temperatur sein. — ist die kinetische Energie

einer Molekel und jene des ganzen Gases. Das

ist gleichzeitig die im G as e n th a l te n e  W ärm em enge.
9*

Boyle-Charlessches Gesetz. 131
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§ 52. R egel von Avogadro — Gesetze von Gay-Lussac 
und Dalton — Geschw indigkeit der Molekeln.
Es läßt sieh zeigen, daß für Gase von gleicher 

Temperatur die lebendige Kraft der Molekeln gleich ist. 
W ir haben deshalb die Gleichung 

m c2 rntj cf 
2 2 ~~ ’ 

wenn m und c dem einen, und cx dem ändern Gas 
angehören. Stehen daher Gase von gleicher Temperatur 
auch unter demselben Druck, so muß 

N m c2 1% cf 
P =  3 =  3 =  ' ' '  ’

daher
N S N j = . . .

sein. G ase u n te r  g le ic h e m  D ru c k  h ab e n  b e i d e r ­
se lb e n  T e m p e ra tu r  in  g le ic h e n  R äu m en  g le ic h ­
v ie l  M olekeln . Es ist dies A v o g ad ro s  R eg e l, 
welche hier als e in e  F o lg e  d e r  k in e t is c h e n  G as­
th e o r ie  erscheint.

N ach  G a y -L u ssa c  s te h e n  zw ei e in e  c h e ­
m isc h e  V e rb in d u n g  e in g e h e n d e  G asm engen , 
b ezo g en  au f g le ic h e n  D ru c k  u n d  g le ic h e  T em ­
p e r a tu r ,  u n te r e in a n d e r  so w ie  z u r  M enge d e r  
V e rb in d u n g  in  V e rh ä ltn is s e n , w e lc h e  d u rc h  e in ­
fach e  g a n z e  Z a h le n  d a r g e s te l l t  w e rd e n . Es folgt 
dies unmittelbar aus A v o g ad ro s  Regel und D a lto n s  
Theorie, nach welcher die Molekeln einer chemischen 
Verbindung aus ganzen Zalden von Atomen der sie 
bildenden Elemente bestehen.

Haben wir mehrere Gase in einem Gefäß, deren 
Molekelzahlen in der Volumeneinheit N15 N2 . . .  sind, 
so ist die Gesamtzahl der Molekeln in der Volumeneinheit
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IST =  Nx +  N2 +  . . .  und der Druck 
p =  N k =  k -f- J-N2 k  -(- . . .  =  pt +  p2 +  • • •» 

wenn wir mit p±, p2 . . .  die Drucke bezeichnen, welche 
die einzelnen Gase für sich im Gefäß erzeugen würden. 
E s i s t  d e r  G e sa m td ru c k  e in es  G asg em en g es 
g le ic h  d e r  Sum m e d e r P a r t ia ld r u c k e  d e r e in ­
z e ln e n  G ase , ein Gesetz, welches D a lto n  fand.

Setzen wir N m =  j ,  so haben wir unter q die 
M asse d e r V o lu m e in h e it, d. i. die D ic h te  des Gases

Q  C 2
zu verstehen. Wir haben sonach p =  —— oder

O

e - - ® * .
Q

Da aber Druck und Dichte eines Gases bestimmbar 
ist, so ist uns damit auch die G e sc h w in d ig k e it d e r  
G a sm o le k e ln  gegeben. Wir finden so für Sauerstoff 
461 m, Stickstoff 492 m , Wasserstoff 1844 m . Diese 
Zahlen gelten für die Temperatur des schmelzenden 
Eises, und sie w a c h se n  p ro p o r t io n a l  d e r W u rze l 
au s  d e r  a b s o lu te n  T e m p e ra tu r . Wir haben es 
sonach mit Geschwindigkeiten zu tun, welche jene der 
Geschosse unserer modernen Feuerwaffen zum Teil weit 
übertreffen.

§ 53. Abweichungen vom Boyle-Charles sehen Gesetz 
— Zustandsgleichung von van der W aals.

Nach dem B o y le -C h arlessch en  Gesetz muß mit 
wachsendem Druck das Volumen des Gases beständig- 
kleiner werden, bis es bei unendlich hohen Drucken 
schließlich Null wird. Dasselbe müßte man auch bei 
endlichen Drucken erreichen, wenn die Temperatur bis 
zum absoluten Nullpunkt sinkt. Die Erfahrung lehrt
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jedoch, daß man Gase n u r  b is  zu e in e r  g e w isse n  
G ren ze  komprimieren kann, wie groß man auch den 

.Druck wählt. Wir erklären uns das so, daß wir uns 
die Molekeln nicht als Massenpunkte, sondern, wie wir 
bereits früher annahmen, als kleine vollkommen elastische 
Kugeln vorstellen. Ist nun das Gas so stark kompri­
miert, daß die M o lek e ln  e in a n d e r  b e rü h re n , so 
füllen sie den ihnen zu Gebote stehenden Kaum aus 
und lassen sich nicht weiter zusammendrücken. Das 
besagt, daß infolge des V olum ens d e r  M olekeln  
der Bewegung einer einzelnen nicht der ganze Gefäß­
raum zur Verfügung steht. Der Einfluß des M ole- 
k u la r-V o lu m e n s  auf das B o y le -C h a rle ssch e  Gesetz 
konnte bis jetzt strenge noch nicht ermittelt werden. 
Es genügt jedoch, für nicht zu hohe Drucke das Volu­
men v um eine konstante Größe b zu vermindern, 
welche sich als das v ie r fa c h e  M o le k u la rv o lu m e n  
ergibt. Das heißt: das Volumen, welches die Molekeln 
wirklich mit Materie ausfüllen, entspricht in seinem 
vierfachen Wert der Größe b. Die Zustandsgleichung 
verändert sich dadurch in

n m c 2
(57) p (v - b )  =  —

W ir müssen aber noch einen zweiten Einfluß in 
Rechnung ziehen. Bisher nahmen wir nämlich an, daß 
die Molekeln gar keine Kräfte aufeinander ausüben. 
Diese Annahme ist jedoch sehr willkürlich. Es liegt 
im Gegenteil nahe, den Molekeln A n z ie h u n g s k rä f te  
zuzuschreiben, da ja sonst ein V e r f lü s s ig e n  d e r  G ase 
und ein Ü b e rfü h re n  in  d en  fe s te n  Z u s ta n d  bei 
abnehmender Temperatur kaum denkbar wäre. Wir 
haben von den Kräften anzunehmen, daß sie mir dann
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wirksam sind, wenn die Molekeln einander sehr nahe 
kommen. Damit ist die Möglichkeit gegeben, daß bei 
einem Zusammentreffen von m eh r a ls  zw ei Molekeln 
eine Konstellation eintritt, bei welcher zw ei M olekeln  
d a u e rn d  z u sa m m e n b le ib e n  und eine sogenannte 
D o p p e lm o le k e l bilden. D u rch  d ie  A n z ie h u n g s ­
k rä f te  wird also die G e sa m tz a h l der sich als Einzel­
individuen bewegenden Molekeln v e r r in g e r t ,  was nach 
Gleichung (56) einer V e rm in d e ru n g  des D ru ck s  
gleichkommt. Auch diese Abweichung vom B o y le- 
C harlesschen  Gesetz ist erfahrungsgemäß vom V olu­
men ab h än g ig . Sie verschwindet be i s e h r  g ro ß e r  
V e rd ü n n u n g  des Gases. Für diesen Fall haben wir 
also anzunehmen, daß n u r  e in fa c h e  M olekeln  vor­
handen sind. Das gilt auch fü r  s e h r  hohe T em p e­
r a tu re n ,  was ohne weiteres verständlich ist. Mit 
wachsender Temperatur nimmt die Energie der Molekeln 
zu und erschwert so die Vereinigung zu Doppelmolekeln. 
Die Zahl der Molekeln in einem verdünnten Gas von 
hoher Temperatur sei n0 . Verdichten wir es allmäh­
lich, so treten die A b w e ic h u n g e n  auf, welche m it 
ab n eh m en d em  V olum en und s in k e n d e r  T em p e­
r a tu r  im m er s tä r k e r  ins Gewicht fallen. Wir werden 
daher die Zahl der jeweilig vorhandenen Molekeln durch

darstellen können. Wird v und T genügend groß, so 
k

kann — gegen Eins vernachlässigt werden, d. h. wir

merken keine Abweichung vom Boyle-Charlesschen 
Gesetz, während mit abnehmendem v und T auch n , 
wie es die Erfahrung verlangt, immer kleiner wird.
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Demnach erhalten wir aus Gleichung (57)

. n0 m c 2 / k \
p (v - b )  3 -  (1 -  •

Es ist zu bemerken, daß sowohl b gegen v als auch 
k

-  ^  gegen Eins ldein sein muß, da w ir sonst nicht so

einfache Funktionen voraussetzen können. Es ist somit 
die Annahme

n0 m c2 k m  in c2
P =  3 (v — b) ~  3 v- T

erlaubt, wobei wir höhere Glieder nicht in Betracht
C 2

ziehen. — ist eine konstante Größe; wir können daher

k n0 m c2 
3 T =  a 

setzen und die Gleichung in die Form

(58) (p +  *,) (v -  b) =  RT

bringen. Dies ist die Z u s ta n d s g le ic h u n g  d e r  G ase, 
welche zuerst von v an  d e r  W aals, jedoch mittels 
anderer Erklärungsweise aufgestellt wurde. Sie ist um so 
wertvoller, als sie noch für viel höhere Drucke, als 
man nach der theoretischen Betrachtung glauben sollte, 
gültig ist, ja von van  d e r  W aals selbst- au c h  fü r  
d ie  V e r f lü s s ig u n g  d e r  G ase angewandt wurde. Sie 
zeichnet sich durch Einfachheit aus, da sie in die Zu­
standsgleichung idealer Gase nur die zw ei n eu en  
Konstanten a und b einführt.
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§ 54. Kritische Temperatur — kritischer Druck — 
kritisches Volumen.

Wir können die Gleichung (58) in die Form 
p v 3 — (pb +  RT) v 2 - f a v  — ab  =  0 

bringen. Sie ist somit bezüglich des Volumens v eine 
Gleichung 3. Grads. Eine solche hat d re i  W u rz e ln , 
von welchen entweder a lle  r e e l l ,  oder e in e  r e e l l  
u n d  d ie  b e id e n  ä n d e rn  im a g in ä r  sein können. 
Wir veranschaulichen uns dies am besten durch die

graphische Darstellung (Fig. 45), indem wir die Volu­
mina als Abszissen, die Drucke als Ordinaten in ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem eintragen. Tun wir 
das bei verschiedenen Temperaturen, so erhalten wir 
eine S c h a r  von Iso th e rm e n . Bei tiefen Tempera­
turen, für welche die Kurven ein Minimum bei E und 
ein Maximum bei F haben, erhalten wir d re i  m ög­
l ic h e  W erte  des V olum ens, wenn wir innerhalb des
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Druckunterschieds E F  eine zur v-Achse parallele 
Gerade ziehen. Diese schneidet die Kurve in drei 
Punkten, welche die drei Wurzeln der Gleichung er­
geben. Es lassen sich aber nicht a l le  d re i  W u rze ln  
r e a l is ie r e n .  Zwischen E und F haben wir nämlich 
einen la b ile n  Zustand, indem bei w ac h se n d e m  
D ru ck  auch das Y olum en  w a c h se n  soll, was nicht 
ausführbar ist; sondern, wenn wir das Gas kompri­
mieren, beginnt es sich beim Punkt C zu v e r f lü s ­
sigen . W ir haben dann g le ic h z e i t ig  z w e ie r le i  Z u ­
s tä n d e , den f lü s s ig e n  und g a s fö rm ig e n , und die 
Strecke BG =  CH veranschaulicht den D ru ck  des 
g e s ä t t ig te n  D am pfes. Während wir also von C an 
das Volumen weiter verkleinern, bleibt der Druck kon­
stant. Es verläuft die Volumsänderung längs der 
Geraden C B . In B ist aber nur noch Flüssigkeit vor­
handen. Es muß dann für weitere Volumsverminde- 
rungen der Druck gleich beträchtlich steigen.

Es wäre verfehlt, nach dem Bisherigen zu glauben, 
daß das Stück BC der Kurve völlig wertlos sei. Bei 
der nötigen Vorsicht ist es möglich, den Punkt C zu 
passieren, ohne daß Verflüssigung eintritt. Wir haben 
dann einen ü b e r s ä t t ig te n  D am pf. Dasselbe ge­
schieht beim umgekehrten Durchlaufen der Kurve im 
Punkt B. W ir sprechen dann von einer ü b e rh i tz te n  
F lü s s ig k e i t

Je höher die Temperatur wird, desto mehr nähern 
sich die Punkte B, J und C, bis sie schließlich zu­
sammenfallen. Für diesen Punkt sind somit a l le  d re i 
W u rze ln  der Gleichung g le ic h  groß. Steigern wir 
die Temperatur noch mehr, so erscheint nur noch 
e in e  r e e l le  Wurzel. Die Temperatur der drei gleichen 
Wurzeln nennt man die k r i t i s c h e  T e m p e ra tu r .
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Sie ist nämlich die G re n z te m p e ra tu r ,  für welche 
die V e rf lü s s ig u n g  e in e s  G ases noch möglich ist. 
Gleicherweise nennen wir auch das Volumen und den 
Druck, welcher dem Punkt der drei gleichen Wurzeln 
entspricht, das k r i t i s c h e  V olum en und den k r i ­
t is c h e n  D ruck .

Die Maxima und Minima der Kurven sind durch

die Gleichung ~  =  0 gegeben. Nach Gleichung (58)

haben wir also

r  +  5 - ^ - - 0 - m

Es ist das die Gleichung der Kurve K ELPM , welche 
die Minima bezgl. Maxima der Isothermen verbindet. 
Sie hat wieder ein M axim um , welches gleichzeitig der 
k r i t i s c h e  P u n k t  ist. Wir erhalten sonach das kri­

tische Volumen vx, wenn wir für Gleichung (59) ^  =  0

setzen. Dies ergibt
6 a(vt — b) 4a

v4 — Vs ^  ’' i  vi
daher v, =  3 b .

Die Gleichungen (58) und (59) lassen jetzt mit 
Hilfe des Wertes vx auch den kritischen Druck

a
Pl =  2 1 b2 

und die kritische Temperatur
8 aT =

1 2 7 b R
ermitteln.
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Machen wir die k r i t i s c h e n  W erte  z u r  E in h e it ,  
d. h. setzen wir

v =  cd vx =  3 b co , 
a

E s  h a b e n  a l le  K ö rp e r  d ie s e lb e n  I s o th e rm e n , 
w en n  w ir  a ls  M a ß e in h e ite n  des D ru c k s , des 
V o lu m en s u n d  d e r  T e m p e ra tu r  d e re n  k r i t i s c h e  
W erte  n ehm en .

§ 55. Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient.
Schreiben wir das B o y le -C h a rle ssc h e  Gesetz in 

der Form
P v =  Po vo (1 +  «  t) , 

so wird bei konstantem Volumen v0
P =  Po i1 +  « t ) ,

und wir nennen oc den S p a n n u n g s k o e f f iz ie n te n . 
Lassen wir hingegen den Druck konstant, so heißt 
analog in der Gleichung

a  der A u sd e h n u n g sk o e ff iz ie n t. Für id e a le  G ase 
sind somit diese b e id e n  K o e f f iz ie n te n  id e n t is c h , 
nicht aber für wirkliche Gase. Wir wollen daher den

so verwandelt sich die Zustandsgleichung in

v =  v0 (1 +  ec I)

Spannungskoeffizienten mit a p =  - — , den Aus-



Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient. 141

(p +  ; j ) ( v - b )  =  RT =  R1( l +  <xt),

wenn wir Rx =  273 R setzen. Gleicherweise ist

Subtrahieren w ir beide Gleichungen voneinander, so

Für ein b e s tim m te s  V olum en ist also der S p a n ­
n u n g s k o e f f iz ie n t  e in e  k o n s ta n te  G röße, doch ist 
er im m er g rö ß e r  a ls  se in  id e a le r  W ert. Erst

a
wenn das Volumen v groß wird, kann    vernach-

lässigt werden und wir erhalten a p =  <x. Der Um­
stand, daß für Wasserstoffgas a verschwindend klein ist, 
macht dieses Gas geeignet zur Bestimmung des idealen 
Spannungskoeffizienten a .

Nicht so einfach wie der Spannungskoeffizient läßt 
sich der Ausdehnungskoeffizient ocv finden. Wir müßten 
zu diesem Zweck v und v0 aus Gleichungen vom 3. Grad 
bestimmen und würden so zu sehr komplizierten, un­
übersichtlichen Ausdrücken kommen. Für bestimmte 
Grenzen der Temperatur und des Drucks lassen sich 
jedoch Vereinfachungen einführen, so daß die Aus­

(P —  P o )  (v —  b) =  Rt a  t  =  (p0 +  (v — b) oi t ,

daher



drücke handlicher werden. Für Wasserstoff z. B. wird, 
da a =  0 gesetzt werden kann,

« v =  ( i  -  ,

mithin txy <  txv . Bei anderen Gasen findet das Gegen­
teil statt.

§ 56. Spezifische Wärme.
Die in einem Gas enthaltene Wärmemenge ist die 

gesamte kinetische Energie der Molekeln. W ir betrachten 
die Masseneinheit des Gases, für welche n m  =  1 ist. 
Sonach wird nach Gleichung (56)

c2
p v  =  -3

und die-im Gas enthaltene kinetische Energie 

° 2 s
y  =  i p v -

Bekanntlich ist
c2 =  cg (1 - f  x  t) ,

c2
daher “ - die Zunahme der gesamten Energie des Gases

u

bei einer Temperaturerhöhung um 1° C. Lassen wir 
dabei keine Volumsändernng eintreten, so ist

y =  ^ ” A ,

die sp e z if is c h e  W ärm e  b e i k o n s ta n te m  V olum en , 
wenn A das kalorische Äquivalent der Arbeit ist. Bei 
konstantem Druck gilt für das Gas 

v =  vo (! +  « t ) .
Die Zunahme für einen Grad ist v0 X , wobei die äußere

142 Die kinetische Theorie der Gase.
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Arbeit pT0 «  zu leisten ist. Das entspricht der Wärme­
menge A p y 0 « .  Um diesen Wert ist also die s p e z i­
f isc h e  W ärm e  bei k o n s ta n te m  D ru ck  I  größer 
als jene bei konstantem Volumen. Es ist somit

„  A c £tx , . A c ? «  , At^oi
—2 b A p v 0a . =  — ------1----- g—

: 4  A (X
c;
2 

und

Z  =  4 
7 ‘ S

In Wirklichkeit ist aber nur für wenige Gase, die 
sogenannten e in a to m ig e n , wie z. B. für Quecksilber­
dampf, Argon, Krypton, Xenon, das V e rh ä ltn is  d e r 
s p e z if is c h e n  W ärm en  4 . Das rührt davon her, daß 
wir bei den meisten Gasen die M o lek e ln  nicht als 
Kugeln von vollkommen glatter Oberfläche auffassen 
dürfen, sondern als k o m p liz ie r te re  G ebilde. Dem­
zufolge besitzen sie nicht nur eine fo r ts c h re i te n d e  
B ew eg u n g , sondern auch eine d re h e n d e , sowie eine 
in n e re  B ew eg u n g , wie z. B. S c h w in g u n g e n  d e r 
d ie  M olekeln  b ild e n d e n  A tom e. Wir haben daher 
einen Unterschied zwischen der G e sa m te n e rg ie  H und 
der E n e rg ie  d e r  fo r ts c h re i te n d e n  B ew eg u n g  K 
der Molekeln zu machen. Für die Masseneinheit des 
Gase? ist

n2TT — A —
2 ’

hingegen

H ^ Ä |  +  k ,
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wobei k von jenem Teil der Energie lierriihrt, der nicht 
in der fortschreitenden Bewegung liegt. Ferner ist

Aus diesen Gleichungen findet man leicht

Überlegen wir, daß —  zwischen Null und Eins liegen 
H •

muß, so folgt

was sich ausnahmslos in der Erfahrung bestätigt.

§ Stoßzahl und m ittlere W eglänge der Molekeln.

W ir betrachten die Molekeln als kleine Kugeln 
vom Durchmesser a. Alle sind nach den verschiedensten 
Bichtungen des Raums in geradliniger Bewegung be­
griffen. Es muß sich folglich ereignen, daß eine Molekel 
mit anderen zusammenstößt. Die Z a h l d e r  Z u sam m en ­
s tö ß e , welche eine Molekel in der Sekunde erfährt, 
wollen wir berechnen. Wir denken uns zu dem Zweck 
erst a lle  M o lek e ln  in  R u h e  b is  a u f  e in e , welche 
sich mit der Geschwindigkeit c bewegt. Stößt sie mit 
einer anderen zusammen, so ist die Entfernung der 
Mittelpunkte beider gleich dem Durchmesser a einer 
Molekel. Wir werden also denselben Effekt erreichen, 
wenn wir uns die ruhende Molekel als Punkt, hingegen 
die sich bewegende als eine Kugel vom Radius er denken.



Eine solche Kugel hinterläßt als Spur einen Zylinder 
vom Querschnitt n o2 und der Länge c per Sekunde. 
In  der Sekunde fegt unsere Kugel also einen Kaum n a 2c 
ab. In diesem Raum befinden sich N n  o2 c Gasmolekelu, 
falls N die Zahl der Molekeln in der Volumeneinheit ist. 

Z =  M n a2 c
ist daher die Zahl der Zusammenstöße, welche die 
wandernde Molekel erfährt.

Dieselbe Betrachtungs­
weise können wir für den 
Fall festhalten, daß a lle  
M oleke ln  in  B ew eg u n g  
sind; nur haben wir dann 
anstatt c die m i t t le r e  r e la ­
tiv e  G e s c h w in d ig k e it  r 
einzusetzen, welche eine 
Molekel gegenüber den ändern 
hat. Bilden clie Bewegungs- Fig. 46.
richtungen zweier Molekeln
den Winkel $  (Fig. 46), so ist die relative Geschwindig­
keit r  gegeben durch

r 2 =  c2 -j- c2 — 2 c2cos$ =  2 c2 (1 — co s# ).
Die Zahl sämtlicher Geschwindigkeiten sei N. Sie ver­
teilen sich gleichmäßig nach allen Richtungen des Raums. 
W ir können sie uns zum Zweck der Rechnung als 
Radien einer Kugel vorstellen, welche gleichmäßig ver­
teilt die Kugeloberfläche treffen. Auf die Flächeneinheit

N
der Kugel gehen demnach     solcher Radien. Auf

4  j i c 2

einer Kugelzone 2 n  c2 sin $  d #  liegen die Geschwindig­
keiten, welche mit der Richtung OA den Winkel #  ein­
schließen. Ihre Zahl ist

Stoßzahl und mittlere Weglänge der Molekeln. 145

J ä g e r ,  Theoretische Physik II. 10
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2 7 tN c2s in 0 d 0  N
i n c 2

und ihre Gesamtsumme 
N

=  —- sin d d 0

— sin0  d 0  };2 c2 (1 — cos 0)
U

cN  sin d d d
f

cos 0

0 0 0 0
=  cN  sin# sin— d 0  =  4 cN  sin2 — cos— d — .

U ¿i 2l i

Bilden wir nun durch Integration die Summe über die 
ganze Kugelfläche und dividieren wir durch die Gesamt­
zahl N der Geschwindigkeiten, so erhalten wir die 
mittlere relative Geschwindigkeit. Diese ist somit

0 '

r  =  4 e f  ■ 2*) / sm 2 -
0  0 , 0
— cos— d — =  4 c

sm°
4c
IT

Es ist demnach die Zahl 
Molekel in der Sekunde

der Zusammenstöße einer

Dividieren wir den Weg c, welchen die Molekel in der 
Sekunde zurücklegt, durch die Zahl der Zusammenstöße, 
so erhalten wir die m i t t le r e  W eg län g e , d. i. den 
Weg, welchen die Molekel im Durchschnitt zwischen zwei 
Zusammenstößen zurücklegt,

1  3

4 N tio2 '

§>8. Innere Reibung.
Bewegen sich zwei einander berührende parallele Gas- 

schichten mit v e r s c h ie d e n e r  G e s c h w in d ig k e it ,  so 
übt die schnellere auf die langsamere eine Beschleunigung, 
diese auf jene eine Yerzögerung aus. E s  w ird  somit
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B e w e g u n g sg rö ß e  von d e r  s c h n e lle re n  an  d ie  
la n g sa m e re  S c h ic h te  a b g eg eb en , u. z. wird durch 
die Flächeneinheit der Schichte die Bewegungsgröße

R =  — rj (60)
dz

per Sekunde getragen. Das heißt, R ist die Kraft, 
welche die schnellere Schichte auf die Flächeneinheit 
der langsameren ausübt. Wir bezeichnen diese Kraft 
mit dem Namen „ in n e re  R e ib u n g “ (siehe Bd. I  § 64).

n nennen wir den R e ib u n g sk o e ff iz ie n te n , ist das 
1 dz
G e sc h w in d ig k e its g e fä l le  senkrecht zur Bewegungs­
richtung der Gasschichte. Verstehen wir unter z die eine 
der Koordinaten eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
so bewegen sich die Schichten parallel zur xy-Ebene. 
Den Vorgang der inneren Reibung der Gase nach der 
kinetischen Theorie zu erklären, läuft also darauf hinaus, 
die Möglichkeit des T ra n s p o r ts  von B e w e g u n g s ­
g rö ß e  parallel zur z-Achse nachzuweisen.

Die Bewegungsrichtung der Gasschichten sei parallel 
zur x-Achse. In  der Volumeneinheit des Gases seien n 
Molekeln von der Geschwindigkeit £' parallel zur x-Achse 
und £ parallel zur z-Achse. Durch die Flächeneinheit 
der xy-Ebene wird sonach in der Sekunde die Be­
wegungsgröße

R =  2  n m £' £

getragen, wobei sieh die Summe über alle möglichen 
Werte von £' und £ erstreckt. Die Molekeln, welche die 
xy-Ebene mit der Geschwindigkeit £ passieren, kommen 
aus v e rs c h ie d e n e n  Schichten. Die aus der Schichte 
mit der Ordinate z stammen, haben die Geschwindigkeit

10*
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du
£' =  f  +  u - f  - -  z ,

wobei sich f  auf die W ä rm e b e w eg u n g , u -f- -— z auf
dz

die B ew eg u n g  d e r S c h ic h te  als Ganzes bezieht. 
Es ist somit u die Geschwindigkeit der Schichte in der 
xy-Ebene. Fiir die Reibung haben wir also

R =  i n m ^ - ) - u - f  ~ z j f  .

Die Summen Jt’n m f f  t m d i ’n m u f  verschwinden wegen 
der gleich großen Anzahl positiver und negativer f  
und £. Es bleibt also nur

R =  ~ 2 n m £  z , 
dz

wobei wir —  als konstant ansehen. Ist der Weg, welchen 
dz"

die Molekel nach ihrem letzten Zusammenstoß in m 
(Fig. 47) bis zum Passieren der xy-Ebene zurücklegt, 
r, so besteht die Proportion

£ :c  =  — z : r  ,
daher

z   £ r
c

Danach können wir schreiben
„  1 du
R  ------- —  2  n m  r  .

c dz
Der M it te lw e r t  von  r  ist aber für alle £ eine 
k o n s ta n te  Größe und zwar gleich der m it t le r e n  
W eg län g e  X, weshalb

X  du
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gesetzt werden kann. Nun ist

2  n m £2 — p

gleich dem Druck des Gases, so daß wir leicht nach 
Gleichung (60) für die G röße des R e ib u n g s k o e ff i­
z ie n te n

V
p X i i m c l

(61)

erhalten, wenn wir den W ert von p 
aus Gleichung (55) benützen.

Führen wir in Gleichung (61) 
den W ert der mittleren Weglänge

f i f j l ö 2 
ein, so ergibt dies F ig . 47.

V
m e

4 ttö2
Die rechte Seite dieser Gleichung ist frei von der Zahl 
der Molekeln in der Yolumeneinheit, d. h. die in n e re  
R e ib u n g  e in e s  G ases i s t  von d e s se n  D ic h te  oder, 
was dasselbe ist, vom  D ru c k  u n a b h ä n g ig . Dieses 
überraschende von M ax w ell gefundene Resultat bestätigt 
sich tatsächlich innerhalb sehr großer Druckgrenzen.

Aber noch einen anderen merkwürdigen Aufschluß 
gewährt uns die Theorie der inneren Reibung. Wir 
wissen, daß N m  =  j  die Dichte des Gases ist, somit 
finden wir nach Gleichung (61)

e c

Die Geschwindigkeit der Molekeln ist uns bereits be­
kannt (§ 52), der Reibungskoeffizient und die Dichte



sind experimentell bestimmbare Größen. Wir können 
somit den Z a h le u w e r t  d e r  m i t t le r e n  W eg länge 
angeben und damit aucb die S to ß z a h l einer Molekel. 
So finden wir für

Weglänge Stoßzahl
Wasserstoff 0 0000 1855 cm 9480 Millionen.
Sauerstoff 1059 „ 4065 „
Stickstoff 959 „ 4735 „
Kohlensäure 680 „ 5510 „
Es beziehen sich diese Zahlen auf den Druck einer 

Atmosphäre und die Temperatur 0° C.

§ 59. W ärm eleitung.
Haben wir parallel zur z-Achse eines rechtwinkligen

dT
Koordinatensystems ein T e m p e ra tu rg e fä lle  — so

fließt beständig von oben nach unten Wärme durch die 
xy-Ebene. Eiir die Elächen- und Zeiteinheit ist diese 
Wärmemenge

dT
W =  - k —  ,dz

wenn wir k die W ä rm e le itu n g s fä h ig k e it  nennen. 
Nach unserer Auffassung ist nun W nichts anderes als 
eine Energiemenge, welche von oben nach unten getragen 
wird, und wir können deren Größe genau so finden, 
wie den W ert der transportierten Bewegungsgröße im 
vorhergehenden Paragraphen. Es trägt jede passie­
rende Molekel durch die xy-E bene die Wärmemenge 

(  dT \
m 7 IT0 +  —  z 1, indem m die Masse einer Molekel, y die

spezifische Wärme bei konstantem Volumen und z die 
Höhe jener Schichte bedeutet, aus welcher die Molekel

1.50 Die kinetische Theorie der Gase,
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kommt. Dabei haben wir vorausgesetzt, daß die Tem­
peratur

sei. T0 ist also die Temperatur in der xy-Ebene. Wir 
brauchen somit in den Formeln für die innere Reibung 
nur m durch m y und u durch T zu ersetzen und 
haben unmittelbar die Formel für die Wärmeleitung 

 ̂ c N m A y  g c A y  
:i '

Es besteht demnach zwischen dem R e ib u n g sk o e ff i­
z ie n te n  und der W ä rm e le itu n g s fä h ig k e it  d ie  enge 
B ez ie h u n g

k =  r] y .

Ferner folgt, daß auch die W ä rm e le itu n g s fä h ig k e it  
vom D ru ck  des G ases u n a b h ä n g ig  ist, und schließ­
lich haben wir auch in der Wärmeleitung ein Mittel, 
den Z a h le n w e r t d e r  m it t le r e n  W eg länge kennen 
zu lernen.

§ 60. Größe der Molekeln.
Komprimieren wir ein Gas durch sehr große Druck­

kräfte auf das kleinste mögliche Volumen, so können 
wir annehmen, daß die Molekeln den Raum Y, der 
ihnen zur Verfügung steht, völlig mit Materie ausfüllen. 
Ist das ursprüngliche Yolumen Eins, die darin enthaltene 
Molekelzahl N, so wird, da das achtfache
Molekularvolumen ist,

V =  -J- N n o3 ■
Diese Gleichung erlaubt mit Hilfe des Werts der mitt­
leren Weglänge
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den D u rc h m e s s e r  e in e r  M olekel 
a =  8 V ^

zu finden. Dieses überraschende Resultat verdanken 
wir L o sc h m id t. E r fand auf diesem Weg für

Für ausgedehntere Studien der optischen Erscheinungen 
sind folgende Werke zu erwähnen:

Y. v. L an g : Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl.
Braunschweig 1891.

A. B e e r: Einleitung in die höhere Optik. 2. Aufl. Bearbeitet 
von V. v. L an g . Braunschweig 1882.

E. V e rd e t: Vorlesungen über die Wellentheorie des Lichtes. 
Deutsche Bearbeitung von K. E xner. Braunschweig

P. N eum ann : Vorlesungen über theoretische Optik. Heraus­
gegeben von E. D orn. Leipzig 1885.

H. P o in c a re : Mathematische Theorie des Lichtes. Deutsch 
von E. G am lich  und W . J ä g e r .  Berlin 1894.

Für tiefere Studien in  der Wärmelehre und kinetischen 
Gastheorie sind folgende Werke zu nennen:

V. v. L an g : Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl.
Braunschweig 1891.

C. C h r is t ia n se n : Elemente der theoretischen Physik. Leipzig

a
Wasser
Kohlensäure

44.10-9  cm

1881.

1908.



B. R iem ann : Partielle Differentialgleichungen, angewendet 
auf physikalische Fragen. Herausgegeben von H a t t e n ­
dorf. Braunschweig 1876.

R. C lau siu s : Die mechanische Wärmetheorie. Braunschweig 
1876.

  Die kinetische Theorie der Gase. Herausgegeben von
M. P la n c k  und C. P u lfr ic h . Braunschweig 1889 bis 
1891.

H. P o in ca re : Thermodynamik. Deutsch von W. J ä g e r  
und E. G am lich. Berlin 1893.

0 . E. M eyer: Die kinetische Theorie der Gase. 2. Auflage. 
Breslau 1895.

L. B o ltzm an n : Vorlesungen über Gastheorie. Leipzig 1895 
und 1898.

J . D. van  der W aals: Die Kontinuität des gasförmigen 
und flüssigen Zustandes. 2. Aufl. Leipzig 1899.



Im gleichen Verlage erschienen ferner:

Physikalische Aufgabensammlung
Von

G. M a h l e r ,
Professor der Mathematik und Physik am Gymnasium in Ulm. 

Mit den Resultaten.
P r e i s :  in Leinwand gebunden 80 Pfennige. 

(Sammlung Göschen Nr. 243.)

*

Bei dem engen Rahmen eines Bändchens der „Sammlung Göschen“ 
war eine sehr sorgfältige Auswahl aus dem großen physikalischen 
Übungsmaterial geboten; nur Aufgaben über tatsächliche und rein 
physikalische Verhältnisse konnten aufgenommen werden, während 
alle Beispiele mit mehr mathematischem Charakter ausgeschlossen 
werden mußten. Ganz einfache Aufgaben und Fragen, wie sie der 
Übungsstoff eines jeden Lehrbuches enthält und wie solche der ersten 
Einführung in die Physik dienen, wurden ebenfalls übergangen. Die 
größere Zahl der dargebotenen Aufgaben findet ihre Erledigung durch 
Rechnung; jedoch finden sich auch Beispiele für die Konstruktion und 
die graphische Behandlung. Die Lösung sämtlicher Beispiele setzt 
die Kenntnis der wichtigsten physikalischen Gesetze und Prinzipien 
voraus, wie auch eine gewisse Gewandtheit im elementaren und mathe­
matischen Rechnen. Die Resultate der Aufgaben enthalten nur in 
schwierigeren Fällen Andeutungen zur Lösung. Im Text ist stets auf 
klare, anschauliche Darstellung, zuverlässiges Zahlenmaterial und 
streng wissenschaftliche Grundlage gehalten worden.

Da sich ein erfolgreicher physikalischer Unterricht nicht bloß auf 
den Vortrag und das Experiment beschränken darf, sondern von 
Übungen begleitet sein muß, in denen die physikalischen Gesetze in 
den verschiedensten Kombinationen zur Anwendung gelangen, so 
dürfte die vorliegende Sammlung der Schule und dem Privatstudium 
ein wesentliches und brauchbares Hilfsmittel zur sicheren Einführung 
in das große Gebiet der Physik sein.

G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.



Physikalische Formelsammlung
V on

Q. M a h l e r ,
P ro fe s so r  am  G y m n as iu m  in  U lm .

Zweite, verbesserte Auflage. Mit 65 Figuren.

(Sammlung Göschen Nr. 136.)

%

Diese Formelsammlung enthält die Hauptgesetze der 
Experimentalphysik und diejenigen Formeln, die sich mit 
den Hilfsmitteln der niederen Mathematik ableiten lassen. 
Dabei ist deren Herleitung in den meisten Fällen kurz an­
gedeutet. Letztere Einrichtung ermöglicht es, das Bändchen 
nicht bloß als Nachschiagemittel, sondern auch bei der 
Durchnahme und Wiederholung des physikalischen Lehr­
stoffs mit Erfolg zu benützen.

G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.



Kleine Chemische Bibliothek
aus der Sammlung Göschen

Jedes Bändchen in Leinwand gebunden 80 Pfennige

Allgemeine und physikalische Chemie von Dr. Max Rudolphi, Dozent 
an der Technischen Hochschule in Darmstadt. Mit 22 Figuren. Nr.71. 

Stereochemie von Dr. E. Wedekind, Professor an der Universität 
Tübingen. Mit 34 Abbildungen. Nr. 201.

Anorganische Chemie von Dr. Johs. Klein in Mannheim. Nr. 37. 
Metalloide (Anorganische Chemie I) von Dr. Oskar Schmidt, dipl.

Ingenieur, Assistent an der Kgl. Baugewerkschule in Stuttgart. Nr.211. 
Metalle (Organische Chemie II) von Dr. Oskar Schmidt, dipl. In­

genieur, Assistent an der Kgl. Baugewerkschule in Stuttgart. Nr. 212. 
Organische Chemie von Dr. Johs. Klein in Mannheim. Nr. 38. 
Chemie der Kohlenstoffverbindungen von Dr. Hugo Bauer, Assistent 

am ehem. Laboratorium der Kgl. Techn. Hochschule Stuttgart I. II: 
Aliphatische Verbindungen. 2 Teile. Nr. 191, 192.

— — III: Karbocyklische Verbindungen. Nr. 193.
— — IV: Heterocyklische Verbindungen. Nr. 194.
Maßanalyse von Dr. Otto Rohm in Stuttgart. Nr. 221. 
Chemisch-technische Analyse von Dr. G. Lunge, Professor an der

Eidgenöss. Polytechn. Schule in Zürich. Mit 16 Abbildungen. Nr. 195. 
Physiologische Chemie von Dr. med. A. Legahn in Berlin I: Assimi­

lation. Mit 2 Tafeln. Nr. 240.
— — II: Dissimilation. Mit einer Tafel. Nr. 241.
Allgemeine chemische Technologie von Dr. Gust. Rauter in Char­

lottenburg. Nr. 113.
Anorganische chemische Industrie von Dr. Gust. Rauter in Charlotten­

burg I: Die Leblancsodaindustrie und ihre Nebenzweige. Mit 
12 Tafeln. Nr. 205.

— — II: Salinenwesen, Kalisalze, Düngerindustrie und Verwandtes. 
Mit 6 Tafeln. Nr. 206.

— — III: Anorganische chemische Präparate. Mit 6 Tafeln. Nr. 207. 
Die Teerfarbstoffe mit besonderer Berücksichtigung der synthetischen

Methoden von Dr. Hans Bucherer, Professor an der Königl. Techn. 
Hochschule Dresden. Nr. 214.

Die Industrie der Silikate, der künstlichen Bausteine und des 
Mörtels von Dr. Gustav Rauter I: Glas- und keramische Industrie 
Mit 12 Tafeln. Nr. 233.

— — II: Die Industrie der künstlichen Bausteine und des Mörtels. 
Mit 12 Tafeln. Nr. 234.

G. J. G öscheiTsehe V er lag sh an d lu n g  in Leipzig.
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unb teratnifd)e Jnb u ftrie  Don Dr. 
ffiuftan R au ter in C tiariottenburg. 
m it 12 Safein. n r .  283.

 I I :  Bie 3nbuftrie ber fünftlid)en
Baufteine unb bes m örte ls . m it 
12 S afe in  H r. 234.

3ntegrolreri)tmng non D r. S tie b t 
3unfer, profeffor am  K arlsgpm n 
in  S tu ttg a rt, m i t  89 S ig . U r. 88 

futcgvnlredittun g. Repetitorium  unb 
flufgabenfam m lung ju r  3ntegral= 
redjnung Don D r. Sriebrid) 3un ier, 
Profeffor am  K arlsgpm nafium  in 
S tu ttga rt, m i t  50 S iguren . R r. 147. 

pnrtrnhunbc, gefd)id|tlidi bargeftellt 
von (E. ffielcid), B ire tto r ber t. (. 
Hautifdien Sdiule in  Cuffinpiccolo 
unb S- S auter, profeffor am  Real» 
gpmnafium in  Ulm, neu bearbeitet 
Don D r. P a u l  B infe, flffiftent 
ber ®e[ellfd)aft fü r (Erblunbe in  
B erlin , m i t  70 flbbilbungen. U r. 30. 

im'dtcnlicb. m a r tin  lü t t e r ,  ¡Elfom. 
m u rn e r, unb bas Kir©enlieb bes 
16. 3ai)rl)unbcrts. flusgetDäffU 
unb m it (Einleitungen unb An» 
m erfungen Derfelfen Don profeffor 
ffi. B erlit, fflberletfrer am  Uiiolai» 
gpm nafium  3U £eip3ig. R r. 7. 

flltmalcliie von p rofeffor D r. R). 
Koppen, tlteteorologe ber Seeroarte 
Ifam burg. m i t  7 ¡Tafeln unb 2 
S iguren. R r. 114. 

flotonialgririiiriitc non D r. B ietridf 
Sdfäfer, profeffor ber ffiefd)id)te an 
ber UniDerfitat Berlin. R r. 156. 

fiontpo|tiiott«I*ljfe. mufifalif(f|e 
Sorm enlefre  oon S tephan Kretfl. 
I . ü .  m i t  Dielen Rotenbeifpielen. 
R r. 149. 150. 

itütprv, bex- mcitfdilid|c, feilt P a«  
ttitb feilte föttiigheiten, Don 
C. Rebm ann, fflberfdfulrat in K arts» 
rutfe. m i t  ®efunbtfeitslet)rc Don D r. 
m ed . I). Seiler, m i t  47 flbbilbungen 
unb 1 Safel. R r. 18. 

iU‘iltaUogxupl|ic non Dr. ID. B rubns, 
Profeffor an  ber UniDerfitat Straft» 
bürg, m i t  190 flbbilb. R r. 210. 

g n b ru tt uttb pietfirltcpeit. m it 
(Einleitung unb tDörterbud) Don 
D r. ©. £. 3 iric3ef, Profeffor an  ber 
U nioerfität m iinfter. R r. 10.

 fielje a u d ): Ceben, Beutfd|es, im
12. 3 ai)rl;unbert.
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ßultut-, Jtie, ber KeitoilTnitcc. ®e=
fiitung, 5orfd)ung, B iditung non 
D r. R obert $■ flrnolb , p rio a tb o 3ent 
an  6er U ninerfität tö ten . R r. 189.

fiulturgcrriiiriitc, Deutrdic, non 
D r. Heini). ffiüntf)er. R r. 56.

jlüttiic, S ie gfopltirriictt, non C arl 
K am pm ann, 5ad |Ie t)rer a. 6. f. I. 
ffirapfeifdien £el)r* un6 Derfud)s* 
an fta lt in IDien. R lit 3aI}Iretcijen 
flbbilbungen un6 Beilagen. R r. 75.

j t u r ü K i r i f i  fietjc: Stenographie.
Jäiibcrlttm be »ott (Ctuoptt non 

D r. S ran s  fjetöertcf), profeffor ant 
5rancisco»3ofepI)inum in  Htöbling. 
R tti 14 S ejtiä rtd )en  unb Bia* 
grantmen unb einer K arte  6er 
fllpeneinteilung. R r. 62.

— 6er auffereuropnirriten <r-tb- 
teile non D r. S ran 3 iteiberidl, p ro f. 
a. 5rancisco*3ofepf)inum in  Rtöbling. 
R tit 11 © ejtfärtd)en u. p ro f il . R r. 63.

{anbceltunbc non üabcit non p ro f. 
D r. ©.Kienife in  K arlsruhe. R l.p ro fii, 
flbbilbungen unb 1 K arte. R r. 199.

— b ta  ftönigreidr« R a t te r n  non 
D r. H). ffiöij, profeffor an  6er Kgl. 
©ed)n. Ifod)id)ule Rtiinthen. R tit 
P ro filen , f lb b i l6 .u .l  K arte. Hr. 176.

— »ott £lrittrdi-llovb in n e r  ilnt non 
P ro f. D r. fl. fflppel in  Brem en. R lit 
13 flbbilbungen unb 1 K arte. R r. 284.

— »ott <Cirnf!=iot!)rutgcu non p ro f . 
D r. R. £angenbed in Strafeburg i C. 
R lit 11 flbbilbgn. u . l  K arte. R r.215.

— ber ttbcrifriictt ^ t t lb i t t f e l  non 
D r. Srife Regel, profeffor an  ber 
U ninerfitä t tö i ir 3burg. R tit 8 Kärt* 
djen unb 8 flbbiibung. im  C e jt unb 
1 K arte  in  5 a rb en b ru d . R r. 235.

— »ott (Oftcrrcidr - Jlttgnrtt non 
D r. fllfreb ffirunb, p rin a tb o 3ent an  
ber U ninerfität tö ien . R tit lO ttept* 
illu ftra tion . unb 1 K arte. R r . 244.

— be» Söttigreidre Sadifcn n. Dr.
3 .  3em m rid), ©berleferer am  Real* 
gpmnaf. in  p ia u en . R tit 12 Hb* 
bilbungen u . 1 K arte. R r. 258.

Sanbealtttttbe »ott öltntibimtoictt
(Sdftneben, Rortnegen u . B änem arf) 
non Ifeinr. Kerp, Seijrer am  ffitjmna* 
fium unb Eeferer ber Crbfunbe am 
Comenius=Semtnar 3u  Bonn. Rtit 
11 flbbilb. unb 1 K arte. R r. 202.

— bce ftöttigrcidto Btliirttcmbcrg 
non D r. K u rt tfaffert, profeffor ber 
©eograpfeie an  ber tfanbelstjodifdiuie 
in  Köln. R tit 16 D oIIbilbem unb 
1 K arte. R r. 157.

£au6niirtrd|ofttid|C iicteirUoUhrc 
non Crnft Eangenbed in Bochum. 
R r. 227.

gebrtt, pruifdico, tttt 12. Ifaltr- 
llititbcrt. K uiturf)iftorifd|e Cr* 
Iäuterungen 3um  Ribelungenlieb 
unb 3u r  K ubrun. Don profeffor 
D r. 3u l- Bieffenbadier in  jjre ibu rg  
i. B. R tit 1 Cafel unb 30 flb* 
bilbungen. R r. 93.

S e r rm g o  ©tttUia « a lo tti. R tit Citt* 
le itung uitb flnm erhingen non Prof. 
D r. H>. Dotfd). R r. 2.

— l i l i m t n  » .  öitfttlielm. R tit flnm . 
non D r. ©omafchef. R r. 5.

£td|t. Cfeeoretifdie Pfepfif II. © e it: 
£ id |t unb töärm e. Don D r. ffiuft. 
3 äg e r, p rofeffor an  ber R ninerfita t 
IDien. TTtit 47 flbbilbungen. R r. 77.

i i te n ttu r , Ältl|Od|6eutrd|e, m it 
ffiram m atif, Rberfefeung unb Cr» 
Iäuterungen non ©fe. Sdjauffler, 
profeffor am  R ealgpm nafium  in  
Ulm. R r. 28.

iiteraturbcttltm äU r bee 14. u. 15. 
|litjirlrttttbert». flusgetnäfelt unb 
erläu te rt non D r. H erm ann 3anfeen, 
B ire tto r ber Königin £uife*Scf|uIe in 
Königsberg i. p r .  R r. 181.

— bco 16. 3nl|rlritttbcrts I : Ittnr- 
titt tu tlicr, Strom. IH utitcr tt. 
bito flifdrcnlieb beo 16. Jafer-

nttberte. flusgeinäf|It unb m it 
inleitungen unb flnm erfungen ner* 

je hon non P rof. ®. B erlit, ©ber* 
leferer am  R ifolaigpm nafium  3U 
£eip3ig. R r. 7.
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£itcrnim*bcnhmiiler be» 16.3ol(v- 
fe ttnberta ll: g fa n »  §«ril». Aus» 
gemäfjlt unb erläu te rt non P rof. D r. 
3u l. Safer. R r. 21.

 I I I :  |t» it $ ra n t bi» Kollcn-
fengett: S ran t, ifuttcn, iifdjovt, 
rotuic ©ierepo» unb fobcl. Aus» 
getnafelt unb erläu te rt non P rof. 
D r. 3 u liu s  Safer. R r. 3G.

lite rn tu rcn . Ute, be» ©ricnt«. 
I. ©eil: Die £ ite ra tu ren  O ftafiens 
unb Snbiens o. D r. IR. H aberlanbt, 
p r io a tb o je n t an  ber U ninerfität 
IP ien. R r. 162.

— I I .  © eil: Die L iteraturen  ber per» 
fer, Sem iten unb ©iirfen, non D r. 
TR. ljuberlanbt, p rin a tb o 3cnt an 
ber U ninerfität UTien. R r. 163.

Jiterohtrgefdiidite, Rentldjc, non 
D r. IRap Koife, p ro feffo r an  ber 
R n inerfita t B reslau . R r. 31.

— fPctttrdic, ber illnRiherteit non 
C arl IDeitbred|t, p rofeffor an  ber 
©ecfenifcfeen Hotfefefeule S tu ttg a rt. 
R r. 161.

— Zlcittliiir, be» 19.3nl|efeunbcvt»
non © arl IDeitbrecfet, profeffor an 
ber ©edinififeen tfofefcfeule S tu ttgart. 
I. I I .  R r. 134. 135.

— ffittg ltid fe , non D r. K arl RTeifer 
in  IDien. R r. 69.

 ffirunbjiige unb H aupttgpen ber
englifcfeen Literaturgefcfeicfete non Dr. 
flrnolb IR. IR. Scferöer, P ro f. an  ber 
ffanbelsfeocfefdfeule in  Köln. 2 ©eile. 
R r. 286. 287.

— b ir te d ti fd ie , m it Beriidfiditiguug 
ber ffiefcfeicfete ber Rliffenfdiaften 
non D r. fllfreb ffierde, profeffor 
an  ber U ninerfität S reifstnalb . 
R r. 70.

— 3 ta l te t» rd ) e ,  non  D r. K arl Dofeler, 
profeffor a . b. U ninerfitä t Heibel» 
berg. R r. 125.

— U o r b ild jc .  I. ©eil: Die islänbifcfee 
unb nortnegifd)e L iteratu r bes IRittel» 
a lte rs  non Dr. IDolfgang ffioltfeer, 
profeffor an  ber U ninerfität R o jto i. 
R r. 254.

£itcrn tu vgcrriiid |te ,P ov tu g !crtrd re ,
non D r. K arl non Reinfearbftoettner, 
profeffor an  ber K gl. ©ed)nifd|en 
Ifocfefcfeule in IRüncfeen. R r. 213.

— Römirdtc, non D r. H erm ann 
3oacfeim in H am burg. R r. 52.

— H u m rd ic , non D r. ffieorg polonsfif 
in  Rlüncfeen. R r. 166.

— DlauilVfec. non Dr.,. 3ofef K aräfet 
in  tDien. 1 . © eil: Ä ltere £ itera tu r 
b is  3u r  lüiebergcburt. R r. 277.

 2 . © eil: D as 19. 3«ferfeunbert.
R r. 278.

— g p o n if r i te , non D r. Rubolf Beer 
in  IDien. I .  I I .  R r. 167. 168.

£ » g a r it l)m e n . Dierftellige ©afeln 
unb ffiegentafeln fü r  logaritfemifcfees 
unb trigonometrifcfees Reifenen in 
3tnei 5 arben  sufam m engeftellt non 
D r. H erm ann Stfeubert, profeffor 
an  ber ffielefertenfifeule b. 3 <>feän= 
neum s in  H am burg. R r. 81.

J a g ih .  pftidiologie unb £ogif 3ur 
©infiiferung in  bie Pfeilofopfeie 
non D r. ©fe. ©Ifenfeans. IR it 13 
Sigurett. R r. 14.

gulfettt, M arti» , STfeam. M u n te r 
utib bo» ©irdjenlicb be» 16. 
Jtaljrltm tbrrl». flusgetnafelt unb 
m it ©inteitungen unb Rnmerfungen 
nerfefeen non P rof. ffi. Berlit, ®ber» 
leferer am  R ifolaigpm nafium  3U 
£eip3ig. R r. 7.

M a g t te t ie m u » . ©feeoretifdfe Pfepfif
I I I .  ©eil: ©Ieltri3itä t unb IRagnetis» 
m us. Don D r. ffiuftao 3äger, 
Profeffor an  ber U ninerfität IDien. 
IR it 33 flbbilb. R r. 78.

M alerei, ©erdjidtte bei-, I. II. III.
IV . V. non D r. Kid). Rlutfeer, pro» 
feffor an  ber U ninerfität B reslau. 
R r. 107-111 .

{tta rd )in r n c le tn en tr , D ie . Kurj* 
gefaßtes £eferbu<fe m it Beifpielen für 
bas Selbftftubium unb ben p raft. ffie» 
brauef) non J r .  Bartfe, O beringenieur 
in R ürnberg. IR it 86 J ig . R r. 3.



S a m m lu n g  Göschen Ceintocmöbanb 80 } * f .
Ci. ')• ©öfchen’ fche V e r la g sb a n d lu n g , L e ip z ig .

P ta U - ,  p t i i m  - u n b  (c lcn iiritta - 
t t te re n  non D r. fluguftB Iinb , P rof. 
a n  berHanbelsfcfeuIeinKöitt. R r.283.

p f a f in n a ln r e  non D r. O tto  Reifem in 
S tu ttga rt. H r. 221.

P tn i f e c m a t ik ,  < S e fd |id ite  b e r ,  non
D r. fl. S turm , profeffor am  Ober» 
ggntnafium  in  Seitenftetten. R r. 226.

p l e d p r a tk .  ©feeoret. PfegfiE I. ©eil: 
Rtecfeanii unb HfuftiE. Don Dr. 
ffiuftan 3 äg e r, p ro f . an  ber Unin. 
IDien. R tit 19 flbbitb. R r. 76.

P W c t-e e k u n b c , |tk»l!«rd)c, non Dr.
ffierfearb Set)ott, flbteilungsnorftefeer 
an  ber Deutfd)en Seeroarte in  Ham* 
bü rg . R tit 28 flbbitb. im  © ejt unb 
8 ©afein. R r. 112.

P t e t a l t e  (AnorganifcfeeChemie 2. ©eil) 
n. Dr. O s ia r  Scfemibt, bipl.3ngenieur, 
fitiiften t an  ber König!. Baugetner!» 
fdjute in  S tu ttg a rt. R r. 212.

p t c ta U o ib c  (flnorganifefee Cfecmie 
1. ©eit) non D r. O s ia r  Scfemibt, 
btpl. 3ngen ieu r, flffiftent an  ber 
Kgl. BaugetnerEfcfeuIe in  S tu ttg a rt. 
R r. 211.

M e te o r o lo g ie  non D r. R). © rabert, 
p ro feifo r an  ber R n inerfita t 3ntcs= 
b ru d . R lit 49 flbbilbungen unb 7 
©afeln. R r. 54.

p t i n e r o l o g i e  non D r. R. B rauns , 
profeffor an  ber R n ine rfitä t Kiel. 
R tit 130 flbbilbungen. R r. 29.

p l i t t t t e l a n g  u n b  ö p ru r f e b tr i i tu n g .
HJaltfeer n. b. Dogeltoeibe m it Aus» 
toafel au s  R linnefang unb Sprucfe» 
biefetung. IR it flnm ertungen unb 
einem IDörterbucfe non O ito 
ffiüntter, profeffor an  ber ©berreal» 
fifeute unb an  ber ©eifen. Hocfefdiule 
in  S tu ttg a rt. R r. 23.

p lo rp fe o lo g 'c c , A n a to m ie  u .  P fetj- 
r to lo g ic  b r r  p f f a n j r n .  Don Dr.
R). R tiguta, P ro f. a. b. 5orftaIabem ie 
©ifenaefe. R lit 50 flbbiib. R r. 141.

pttlmtucleH. RTaß», R tün3= unb Oe» 
tniefetstnefen non D r. flug. Blinb, 
Profeffor an  ber tjanbelsfcfeule in  
Köln. R r. 283.

M unter, © feo m g e . R la rtin  £utfeer, 
©feomas R lu rn e ru n ö  bas Kircfeenlieb 
bes 16. 3aferfe. flusgeroafelt unb 
m it © inleitungen unb Anmeldungen 
nerfefeen non p ro f. <5. Beriit, © berl. 
am  RiEoiaiggmn. 3«  £eip3ig. R r. 7. 

plultk, (0erd|id)te brr alten unb 
mittelalterlichen, non D r. fl. 
Rtöfeier. IRit 3afelreicfeen flbbiib. 
unb R tufitbeitagen. R r . 121. 

plurthttlifrire iformenltferc (fiont- 
porttionalcferc) n. Stepfean Krefel.
1. I I .  R tit nielen Rotenbeifpielen. 
R r. 149. 150.

Pln|tkgrrri|iri|tr be» 17. unb 18. 
Uttferltnnbert» non D r. K. ffiruns» 
lg  in  S tu ttg a rt. R r. 239.

— b e »  1 9 . J a l i r l j u n b c r t a  non D r. 
K. ffirunsig in  S tu ttg a rt. I . I I .  
R r. 164. 165.

Plultklekrr, Allgemeine. n.Stepfean 
Krefel in  £eip3ig. H r. 220.

P t n t k o i o g i r ,  D c n tr d i r ,  non Dr.
jr ie b r id )  K auffm ann, profeffor an  
ber R n inerfitä t Kiel. R r. 15.

— ffirirdiirdjr unb römifdir, non 
D r. fferm. Steubing, profeffor am  
Kgl. (Bgtnnafium in  R )ur3en. R r. 27.

— fiefee auefe: Hel&enfage. 
l l a u t i k .  K urser A briß bes läglicfe an

Borb non Hanbeisfcfeiffen ange» 
inanbten ©eils ber ScfeiffafertsEunbe. 
Don D r. J r a n 3 Scfeufeje, DireEtor 
ber Haoigations=Sd]ule 3U £übed. 
R tit 56 flbbilbungen. R r. 84.

ilibeluitge, P e r ,  pot in  flusroafel 
unb iftittelfeocfebeutfcfee OrammatiE 
m it E utern  IDörterbucfe non D r. R). 
Ooltfeer, p rofeffor an  ber U ninerfität 
Roftoct. R r. 1.

 fiefee auefe: Leben, Deutfcfees, im
12. 3ufecfeunbert.
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Ih t k p f l attjeit Dort p ro f . D r. 3 . Behrens, 
Dorft. b. ©rofjlj. lanbtDirtfd)aftIid)en 
D erfudjsanftalt fluguftenberg. m i t  
53 £ igu ren . K r. 123.

p ü b f l 0 O0 tk  im  ffirunbrif; Don pro* 
fcffor Dr. R). Rein, D ireitor bes 
päbagogtjd)cn S em inars an  ber 
u n ioe rfitä t 3ena . R r. 12.

— (ötefriliriitc non (Dberlel)rer
D r.i).tD eim erin lt)iesbaben . R r.l45 .

P r t l ä o i t t o io a t c  d. D r. Rub. ifoernes, 
p ro f. an  ber U nioerfität © ra3 - m i t  
87 flbbilbungen. R r. 95.

Pat*t*Uei|>et*fpcktiue. Red)ttoiniIige 
unb fd)ieftoinflige Ayonometrie oon 
p rofeffor 3- Donberlinn in  B reslau , 
m i t  121 F iguren. R r.200.

P e f lV c k t tu c  nebft einem flnfjang üb. 
Sdjattenlonftruftion unb parallel*  
perfpeftioe dou flrd jite ft i}ans $xev\* 
berger, ® berlel)rer an  ber Bauge* 
toerffd)ule Köln, m it 88 flbbiib. 
R r. 57.

P e i r o o r a p i j i e  oon Dr. U). B runns, 
P ro f. a. b. U niüerfität S trasb u rg  i. ©. 
IR it 15 flbbiib. R r. 173.

P f ta t t f e ,  i l t e ,  il)r B au  unb tfjr £eben 
oon © berleljrer D r. ©. Bennert, 
m it 96 flbbilbungen. R r. 44.

P f lr tn ? c n b io lo 0 tc  non D r. R). R tigula, 
P ro f. a. b. 5 orftafabemie ©ifenad). 
m it 50 flbbiib. R r. 127.

Planten - |ttovpki»la0i£, -^«ato- 
n tic  uttb -iH jnfto lo g te  uon Dr. 
R). R tigula, profeffor an  ber 5orft= 
afabem ie ©ifenad). m it 50 flb* 
bilbungen. R r . 141.

pf=loit?ent*euk, $ a&. ©inteilung bes 
gefamten p f la n 3enreid)s m it ben 
toid)tigften unb befannteften Arten 
Don D r. $ . ReinecEe in  B reslau  unb 
D r. H>. R tigula, profeffor an  ber 
$orfta!abem ie ©ifenad). m it 50 
5 tguren . R r. 122.

P fla n fe n n te lt , 2 lie , bet* ©¡ewüJTct* 
non D r. ID. R tigula, p ro f . an  ber 
S orftafabem ie ©ifenad). m it 50 flb­
bilbungen. R r. 158.

$U ;tu*ntak0 0 tt0 rt£. Don flpotl)e!er 
5- Sdjm ittpenner, flffiftent am  Bo* 
tan . jfnftitut ber ©ed)nifd)en ijod)* 
fd)ule K arlsruhe. R r. 251.

p i jU o lo p lj i e ,  C -tn fü ln* tm 0 i t t  b ie , 
oon Dr. lRay R)entfd)er, p ro f  a .b . 
U nioerfität Königsberg. R r. 281.

— pft)d)oIogie unb £ogif 3u r  ©infüt)r. 
in bie pl)ilofopl)ie oon D r. ©1). 
©Ifenljans. m it 13 $ig  R r  14. 1

p i j o to tm tp l j t c  Don p ro f  i). Kefjler, 
5 ad)lel)rer an  ber f. f. ©rapl)nd)cn 
£ef)r* unb D erfud)sanftalt in IDien. 
m it 4 ©afeln unb 52 flbbiib. R r. 04.

p i) t) ltk , ® 4)cm *etifit|c, 1- © eil: Kted}a* 
n i! unb flíufti!. Don Dr. ©uftao 
3 äger, profeffor an  ber U nioerfität 
IDien. m i t  19 flbbiib R r. 70.

— — II. ©eil: £id)t unb R)ärme. Don 
D r. ©uftao 3äger, profeffor an  ber 
Unio. VOien. m it 47 flbbiib. Rr. 11.

— — III. ©eil: ©Ieltri3itä t unb Rtagne* 
tism us. Don D r. ©uftao 3äger, 
P ro f. an  ber U nioerfität IDien. Rtit 
33 flbbiib. R r. 78.

— <fi>erdlidjte bet*, dou fl. Kiftner, 
Profeffor an  ber ©rofel). Realfdjule 
3U Sinsheim  a. © I : Die pi)t)fif bis 
Reroton. m it 13 $ ig . R r  293

 II: Die Pbpfif oon Retoton bis 3ur
©egenroart. m i t  3 5 iguren . R r 294.

p i) i )k k a li rd te  ^ t i f g a t n u f a m m l u n o  
oon ©. m a l le r ,  p ro f. b. Ktatl)em. 
u. pi)t)fif am  ©pm nafium  in  Ulm. 
m it ben Resultaten. R r. 243.

p ij j jr tk a li f r i jc  i a i u t c l f a m m l u u g  
dou ©. Rtal)ler, P rof. am  ©pm* 
nafium  in  Ulm. R r. 136.

p ic t |t tk .  £ ü e , b c o  ^ b c n b i t t i tb c o o o n  
D r. íjcins Stegm ann, K onferoator 
am  ©erm an. R ationalm ufeum  3U 
R ürnberg . m i t  23 ©afeln. R r. 116.

P o e t ik ,  ^ e t i t f r i je ,  oon Dr. K .B orinsfi, 
Do3ent a. b. Unio. Rtündjen. R r. 40.

P o r o m c n t ie r c v c i .  ©eytil*3nbuftrie II: 
IDeberei, IDirferei, pofam entiererei, 
Spieen* unb © arbinenfabrifation 
unb 5 il3fab rifa tton  oon profeffor 
RTay ©Urtier, D ireito r ber Königl. 
©ed)n. 3entralftelle fü r ©eytil*3nb. 
3U B erlin, m i t  27 $ ig . R r. 185.
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prudiologic uitb lo g th  3u r  ©infiifer. 
in  6ic Pfeilofopfeie, »on D r. ©1). 
©Ifenfeans. ITlit 13 J ig . H r. 14.

yrnriiopfeiiftlt. © runbriß her, »on 
D r. ffi. $ . Lipps in  £eip jig . R lit 
3 i 'ig u rc n , R r. 98.

Rümpen, liijöraiilifriir uttb pneu- 
mntirdie Anlagen, ©in fu r3er 
Ü berblid  oon R cgicrungsbaum eijter 
Ruboif Bogbi, ffiberleferer an  ber 
ig l. feöfeeren mafcfeinenbaujcfeule in 
pofen. R lit 3al)Ircidien flbbiibungen. 
R r. 290.

(feucUenitunbe inv brutlriicn ©r- 
rrtfirirtc oon Dr. C a rl 3acob, P ro f.
a . ft. R n ioerfitä t ©iibingen. 2 Bänfte. 
R r. 279. 280.

i l r r im e n ,  R a n f m ä im i f d i t » ,  oon 
Ricfearb 3u ft, ®berteferer an  6er 
(Dffentlicfeen H anbelsleferanftalt ber 
D resbener Kaufmannfifeaft. I. II. III. 
R r. 139. 140. 187.

Riri)i»lcljre, Allgemeine, oon D r. 
©I). S ternberg in  ©feariottenburg. 
I : Die Htetfeobe. R r. 169.

— n : D as  Stiftern. R r. 170.
JUd|t»rd)ui>, Rer internationale

genterblidje, oon 3- Reuberg, 
K aiferl. R eg ierungsrat, R litglieb bes 
K a ije rl.pa ten tam ts  3uB erlin . R r.271.

Rebctcferc, Reutfriic, o. H ans p rob ft, 
ffipmnafialprofeffor in  Bamberg. 
R itt einer ©afel. R r. 61.

{Uligtonogcrdjiriite, Altteltament- 
lidie, oon D. D r. m a p  £öf)r, p ro f  
an  6er R nioerfitä t B reslau . R r. 292.

— ¿ n b i f d ie ,  oon Profeffor D r. £b» 
tnunft H arbp. R r- 66-

 fiefee aud) Bubbfea.
ReligionontiflenidiaiFt, Abriß ber 

»ergletdjenbcn, oon p ro f . D r. ©fe. 
flifeelis in  Bremen. R r. 208.

Roman, ffiefcfeiifeteb.beutfefeenRomans 
oon D r. Helimutfe Rlielie. R r. 229.

R n n tr r i l - p c u t rd ic o  © c f p r ä d io b u d ,  
Don D r. ©rid) Berneter, profeffor an 
ber U nioerfität P ra g . R r. 68.

KnUifriie» iefebudi m it ©Ioffar oon 
D r. ©riife Berneier, profeffor an  ber 
U nioerfitä t P ra g . R r. 67.

— — fiefee au fe : ffirammatif.

S a r ii» , R a n » ,  flusgeroäfelt unb er» 
lä u te r t »on p ro f . D r. 3 u liu s  Safer. 
R r. 24.

Säugetiere. D as ©ierreitfe I : Säuge» 
tiere oon fflberjtubienrat p ro f. Dr. 
K urt Lantpert, Dorjtefeer bes Kgl. 
R atu ra lien fab ine tts  in  S tu ttgart, 
m it 15 flbbilbungen. R r. 282.

Rri|attcnhon|truhtionen n. P ro f. 3 . 
D onberlinn in  B reslau . R t i t m S i g .  
R r. 236.

§d)marofeer u. Srimtarobertum 
in ber ©icrmclt. ©rfte©infüferung 
in  bie tierifefee Sd)m aroßertunbe
o. D r. 5van3 o. IDagner, a. o. p ro f. 
a  b. Unioerf. ffiießen. m it 67 flb ­
bilbungen. R r. 161.

öriiule, Rio beutldie.im Anelanbr, 
non H aas flmrfeein in  H alte a. S. 
R r. 259.

Sriiulprari». metfeobit ber Dolts» 
fcfeule oon D r. R. Sepfert, Seminar» 
oberieferer in  flnnaberg . R r. 50.

Sim pliriu» 5impliri|Timu» oon 
H ans 3afob ©feriftoffel o. ffirimmels» 
feaufen. 3n  flustoafei feerausgegeb. 
oon p ro f. D r. $. Bobertag, Do3ent 
an  ber U nioerfität B restau . R r. 138.

Roeiologic »on P ro f. D r. ©feomas 
fldieiis in  Brem en. R r. 101.

Spibetlfobrikation. ©eEtiI»3nbuftrie 
I I :  IDeberei, tD irlerei, Pofamen- 
iicrerei, Spifeen» unb ©arbinen» 
fab rifa tion  unb 5 ii3fabrifa tion  oon 
profeffor m a p  ©Urtier, D ireftor ber 
König!. ©ecfenifd|en 3entralfte lie  fü r 
©eEtii-Snbuftrie 3U B erlin, m it 27 
Sigurert. R r . 185.

Sprnri|benltmöler, ©otildje, mit 
ffiram m atii, Uberfefeung unb £r» 
Iäuterungen o. D r. Herrn. 3  außen, 
D ireitor ber Königin £uife»Scfeuie in 
K önigsberg i. P r .  R r . 79.

Sprad,n>ilTi!»rdraft, ©crmanifdic,
o. D r. Riefe. £oet»e in  B erlin  R r.238.

— 3nbogcvtitauird|c,o D r. R. Uterin» 
qer, P ro f. a  b. Unio. ffira3 . m it einer 
©afel. R r. 59.
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iipfrtri)mtrrcnrri)aft, RömnttirriK,
oon D r. Abolf 3auner, p r io a tb o 3ent 
an  ber U nioerfität IDien. I: £aut* 
Iet)re u. tDortleljre I. H r. 128.

 II :U)ortIei)re II u. Srjntay. H r. 250.
— öcmittfrijc, oon D r. ©. Brodel* 

m ann, profeffor an  ber U nioerfität 
Königsberg. Hr. 291.

g t a a t a r c d f t ,  y m i f t t f d j f ö ,  oon Dr. 
5 r i^  StiersSomlo, profeffor an  ber 
U nioerfität Bonn. 2 ©eile. U r. 298
u. 299.

§tammf*kunb£, glfutfdjf, oon
D r. Kubolf TTtud), a. o. profeffor an
b. U nioerfität IDien. I ttit 2 K arten 
unb 2 ©afeln. U r. 126. 

g i a t t k ,  I. © eil: Bie ©runblefyren ber 
S ta tif f ta rre r  K örper o. R). Räuber, 
biplom. 3ng . m i t  82 5 ig . Ur. 178.

— II . © eil: flngetoanbte S tatif. m it 
61 5 igu ren . U r. 179.

^ t f t t a g r a p l j t e  nad) bem Sqftem oon 
$ . 3t. © abelsberger oon D r. fllbcrt 
Sdjram m , m itg lieb  bes Kgl. Stenogr. 
3n ftitu ts  Bresben. U r. 246.

— £el)rbud) ber Dereinfad)ten Deutfchen 
S tenographie (©inig.=Sqftem Stolje* 
Sdjreij) nebft Sdjlüffel, £efeftüden u. 
einem A nhang o. D r. flmfel, Ober* 
lee re r bes Kabettenhaufes ©ranien* 
ftein. U r. 86.

g t i r r e a d ic m if  oon D r. (E. IDebeiinb, 
Profeffor a. b. U nioerfität ©übingen. 
m i t  34 flbbiib. Ur. 201. 

g i e v e o m r i r t e  oon D r. H. © lafer in 
S tu ttg a rt, m i t  44 5 tguren . Ur. 97. 

gdülutttfcc oon K arl O tto ^ a rtm an n , 
©etoerbefdjuloorftanb in  £al)r. m it 
7 D ollbilbent unb 195 ©eyt*3llu* 
ftrationen. U r. 80. 

fffd iito lag if, Allgemeine rijcmifdie, 
oon Dr. ©uft. H auter in  ©ha r * 
lottenburg. U r. 118. 

ffeevfavbftoflff, jpte, m it befonberer 
Berüdfid)tigung ber fi)nthetifd)en 
m etboben oon Dr. ffans Bucherer, 
profeffor an  ber Kgl. ©ed)n. ijod)* 
fd)ule Bresben. Ur. 214. 

fffiegrapltic, ? lie  e le k tr t rd je ,  oon 
D r.£ub.R elIftab . IR .195 ig . Ur.172.

f f e l ta m e n t .  Bie ©ntftehung bes Alten 
©eftaments oon Lic. D r. U). S taerf 
in  3ena . U r. 272.

— Bie (Entfteljung bes Ueuen ©efta* 
m ents oon P rof. Lic. D r. © arl ©lernen 
in  Bonn. U r. 285.

f f r r tU - l I t t b u ß r i f  I I :  IDeberei, IDir* 
ferei, pofam entiererei, Spieen* unb 
ffiarbinenfabrüation unb 5 il3fabri* 
fation oon P ro f. Rtay ©Urtier, B ir. 
ber Königlichen ©ed)n. 3entraiftelle 
fü r  ©eytil=3nbuftrie 3U Berlin, m it  
27 5ig- U r. 185.

— I I I :  Ö)äfd)erei, Bleicherei, Färberei 
unb ihre fjilfsftoffe oon D r. tDill). 
m affot, £ehrer an  ber preufe. höh- 
5 achfd)ule fü r  ©eytilinbuftrie in  
Krefelb. m i t  28 £ ig . U r. 186.

f f l j e r m a b t j t t a m ih  (©echnifdje IDärme* 
lehre) oon K. ID alther unb m . 
Röttinger, Dipl. In g e n ie u re n . m it 
54 5ig- R r. 242.

f f t e r b t o l a g t f  I :  (Entftehung unb
ID eiterbilbung ber ©iertoelt, Be* 
3iehungen 3u r  organifdjen R a tu r 
oon D r. ijeinrid) Sim roth, Profeffor 
an  ber U nioerfität £eip3ig. m it  
33 flbbilbungen. R r. 131.

— I I :  Be3iel)ungen ber ©iere 3u r  or* 
ganifchen R a tu r  oon D r. fjeinrt<h 
S im roth, P ro f. an  ber U nioerfität 
£eip3ig. m it 35 flbbiib. R r. 132.

f f te r g e o g r a p lf t c  oon D r. flrnolb 
3acobt, profeffor ber 3ooIogie an 
ber Kgl. iforftafabem ie 3U ©haranbt. 
m it 2 K arten. R r. 218.

f f i f r h m tb f  o . D r. $ ra n 3 d. IDagner, 
profeffor an  ber U nioerfität ©iejjen. 
m i t  78 flbbilbungen. H r. 60.

f f ie rv f id i ,  S a * ,  I :  Säugetiere oon 
© berftubienrat Drof. Dr. K urt £am= 
pert, Dorfteher oes Kgl. Raturalien* 
lab inetts  in  S tu ttga rt, m i t  15 Ab* 
bilbungen. R r. 282.

ffi f r fu d j tU l) t* f , Allgemeine unb fpe3i* 
eile, oon D r. P a u l R ippert in  Berlin. 
R r. 228.

f f r t g o n a m e i r i f ,  © b e tte  u n b  fp l|i t-  
r i f d jc ,  oon D r. ffierh. ijeffenberg, 
p rio a tb o 3. an  ber ©edjn. f)od)fd)ule 
tn  Berlin, m it 70 5 iguren . R r. 99.
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I l n t e r r i d i t s n i e l e n ,  P a »  ö f fe i ttl ir i |e , 
P e u t l d t l a n b »  i .  i>. © e g e n t t t a r r
oon D r. P a u l  S löljner, ffipmnafial« 
Oberlehrer in  3 to idau . I t r .  130.

— © e fd iid ite  *>e» b c u t l d i e n l l n t e r -  
r id i t a n t e l e o »  Don p ro f . D r. Jrieb« 
rid) Seiler, D ireftor i>es Kgl. ffipm» 
liaiium s 3U C udau. I. t t e i l : Don 
Anfang an  b is  3um (Enbe bes 18. 
3af)rl)unberts H r. 275.

 I I .  H eil: Dorn B eginn bes 19.
3a l;r l|u n b e rls  b is  auf bie ffiegen« 
w art. I tr .  276.

livncrd iiriite  b e t-  IH cnidiU cit o . D r .
l l to r i3 fjoernes, P ro f. an  ber Unio. 
IDien. ITtit 53 Abbilb. I t r .  42.

| i v l |e b c r r c d ) t ,  P a »  b e u tfd je , an
literarifdien, fünjtlerifdien unb ge« 
toerblidien Sd)öpfungcn, m it befon« 
berer Beriidfid)tigung ber inter« 
nationalen  D erträge oon D r. ffiuftao 
R auter, pa tcn tan ro a lt in ffif|arIotten« 
bürg . I tr .  203.

J le i- r td ie t-u n g o n m tl rc m n tü t oon D r.
Hlfreb ic c r jn , p ro f . an  ber Unio. 
J re ib u rg  i .B .  I tr .  180.

p e r f id je ru n B O n ie rc it .  P a « ,  oon D r.
iu r. P a u l  tttoIbenf)auer, Do3ent ber 
D erfidierungstoiffenfdiaft an  ber 
I]anöclsbod))d)ule Köln. I tr .  262.

p ö l h e r h i m b e  oon D r. tttid)aeltjaber«  
Ianbt, p rio a tb o 3ent an  berU nioerf. 
IDien. m it 56 Abbilb. A r. 73.

I to l l to l ic b ,  P a »  b c u tfd ie ,  aus« 
qem äblt unb e rläu te rt oon profeffor 
D r. 3 u l. Safjr. A r. 25.

I lo lh o tu i r t r d r a f to l e l i r e  o. D r. C arl 
3ol)s. 5ud)s, p rofeffor an  ber Uni« 
o erjitä t S re ibu rg  i. B. I tr . 133.

P o l k a n i iv t r d i n f t a p o l i t t h  oon Prä« 
fibent D r. R. o an  ber BorgI)t in  Ber« 
Iin. H r. 177. 

y .! r t l t l j iu ü ic b ,  iDttör, im  Dersmafec | 
ber U rfd jrift überfetjt unb e rläu tert 
oon P ro f. D r. Ij. Altljof, ® berlel)rer 
a . Realgtim nafium  utD eim ar. U r.46. |

J U a l t l j c r  uott b t t  Jtogeliuribe mit
Austoaf)! au s  m innefang  u . Sprud)« 
biditung. m i t  A nm ertungen unb
einem tDörterbud) oon ffltto © üntter, 
P ro f. a. b. ®berrealfd)ule unb a. b. 
itcdni. ijodifd). in  S tu ttg a rt. I tr .  23. 

D ü a re i t lu in b c ,  oon D r. K arl tfaffad, 
profeffor an  ber tD iener tfanbels« 
atabemie. I. S e i t :  Unorganifd)e 
IDaren. m i t  40AbbiIbungen. Hr.222. 

— I I .  H eil: fflrganifdie IDaren. m it 
36 Abbilbungcn. R r. 223.

JPäi-utc. tH)eoretifd)e pijtjfif I I . © eil: 
£ id)t unb IDärme. Don D r. ffiuftao 
3 äger, p rofeffor an  ber UniDerjität 
IDien. m it 47 Abbilb. R r. 77.

11.1 lu-mclelire, @fcdptifdic. (tTijcr- 
inabnnamih) oon K. tD attljer u. 
m . Röttinger, Dipl.=3ngenieuren. 
m i t  54 J ig u rcn . R r  242. 

piäM ierei. d ertil«  Jnbuftrie  III: 
tDäfdierei, Bleidierei, J ä rb e re i unb 
ihre iiilfsjtoffc oon D r IDtlt). IKaffot, 
Ccbrer an  ber preuft. böl). 5 adjfd)ule 
fü r  ffieitilinbuftrie tn  Krefelb. m it 
28 J ig .  R r. 186. 

pdafTer, Pa» , unb feine Dertoenbung 
in  Snbuftrie unb ffietoerbe oon D r. 
(Ernft £ef)er,T>ipI.=3ngen. inS aalfelb . 
m i t  15 Abbilbungen. R r. 261. 

Ptleberei. tte f tiU n b u ftr ie  I I :  IDe« 
berei, IDirfcrei, pofam entiererei, 
Spieen« unb ffiarbinenfabrifation 
unb 5 il3fab rifa tion  oon profeffor 
R la f ffiürtler, D ire tto r ber Königl. 
tledin. 3en tralfte lle  fü r -ffiertil«3n= 
buftrie 3u Berlin , m i t  2 75 ig . R r.lS5.

| y jirb e ie i. tleitil«3nbuftrie I I : R)e« 
berei, tD irterei, pofam entiererei, 
Spitjen« unb ffiarbinenfabritation 
unb S iU fabrifation  oon profeffor 
m a r  ffiürtler, D irettor ber Königl. 
ffiedin. 3en tralfte lle  fü r IEertiI«3n« 
b u ftrie3 u B erIin .m it2 7 5 ig . ltr.185 . 

JJUoifiam von t1' rdienbadj. Ifart« 
m ann o: Aue, IDoIfram o. ffifffien« 
bad) unb ffiottfrieb oon Strafeburg. 
AustoaI)I au s  bem Ijöf. (Epos m tt 
A nm ertungen u. tDörterbud) o. D r. 
K. R tarolb, P ro f. a. Kgl. 5riebri<f|s» 
tolleg. 3. K önigsberg i. p r .  R r. 22.
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j p ö r t e r b u r f t  nad | ber neuen beut|d)en 
Red¡tfd)reibung oon D r. ijeinrid) 
K lenî. R r. 200.
P c u tr d ie » ,  Don D r. 5crb. Detter, 
p ro f. an  b. U niberfität p rä g . R r. 64. 

3 c td |e n r r i |t t lc  oon p ro f . K. Kimrnid) 
in  R im . R lit 17 (Tafeln in  t£on«, 
5arben* unb (Bolbbrud u. 135 Doll* 
unb (Tcrtbtlbern. R r. 39.

§etd)iteu, ©eontetfirdre«, non Fj
Beder, flrd)ite!t unb £el)rer an  ber 
Baugemertfd)ule in  R tagbeburg, 
neu bearb. u. p ro f. 3- Donberlinn, 
biplom. unb ftaatl. gepr. 3ngeuieur 
in  B reslau . R lit 290 5 ig. unb 23 
tCafeln im  S ert. R r. 58.

IDeitere Bänbe erfdjeinen in  rafdjer Solge.



^ ammlung Q chubert
Sammlung m athem atischer Lehrbücher,

d ie , au f w is se n sc h a f tl ic h e r  G ru n d la g e  b e ru h e n d , den  B ed ü rfn isse n  d e s  
P ra k tik e rs  R e c h n u n g  tr a g e n  u n d  z u g le ic h  d u rc h  e in e  le ic h t faß lich e  
D a rs te l lu n g  d e s  S to ffs  au c h  fü r  d e n  N ic h tfa c h m a n n  v e r s tä n d lic h  s in d .

G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bände:
1 E lem entare  Arithm etik  und A lgeb ra

v o n  P ro f. D r. H e rm an n  S c h u b e r t  
in  H am b u rg . M . 2.80.

2 E lem entare  P lan im etrie  v o n  Prof, 
W . P f lie g e r  in  M ü n s te r  i. E. 
M. 4.80.

3  Ebene und sp h ä r isc h e  Trigono  
m etrie v o n  D r. F . B o h n e r t  in  
H am b u rg . M. 2.— .

4 E lem entare  Stereom etrie  v o n  Dr, 
F. B o h n e r t  in  H am b u rg . M . 2.40.

5  N iedere A n a ly s is  I. Te il: Kom blna- 
torik, W ah rsch e in lich k e itsrech n u n g.  
K ettenbriiche und d lophantische  
G le ichungen  v o n  P ro f e s s o r  Dr. 
H e rm an n  S c h u b e r t  in  H am b u rg . 
M . 3.60.

6  A lge b ra  m it E in sch lu ß  der elem en­
taren  Zah lentheorie  v o n  D r. O tto  
P u n d  in  A lto n a . M. 4.40.

7 Ebene Geom etrie der La ge  von  
P ro f. D r. R ud . B ö g e r  in  H am ­
b u rg . M . 5.—.

8  A na ly tische  Geom etrie der Ebene  
v o n  P ro fe s s o r  D r. M ax  S im on  
in  S tra ß b u rg . M . 6.—.

9  A na lytische  Geom etrie  de s  Raum es  
1. Te il: Gerade, Ebene, K uge l von  
P ro fe s s o r  D r. M ax  S im o n  in 
S tra ß b u rg . M. 4.—.

10 D ifferentia l- und In tegra lre chnung
I. T e il:  D ifferentia lrechnung von  
P ro f. D r.W . F rz . M ey er in  K ö n igs­
b e rg . M . 9.—.

11 D ifferentia l- und In tegra lrechnung
II. Te il: In tegra lre ch n u n g  v o n  P ro f. 
D r. W . F ra n z  M ey e r  in  K ö n ig s­
b e rg . M . 10.—.

12 E lem ente de r darste llenden  G eo ­
m etrie v o n  D r. J o h n  S c h rö d e r  in  
H am b u rg . M. 5.—.

13 D ifferentia lg le ichungen  v o n  P rof. 
D r. L. S c h le s in g e r  in  K la u se n ­
b u rg . 2. A uflage . M . 8.—.

14 P ra x is  der G le ichungen  v o n  P ro f. 
C. R u n g e  in  H an n o v e r . M . 5.20.

19 W a h rsch e ln llch ke its - und A u s ­
g le ich u n gs-R e ch n u n g  v o n  D r. N o r­
b e r t  H erz  in  W ien . M . 8.—.

20 V e rsich erungsm athe m atik  v o n  Dr. 
W . G ro ss m a n n  in  W ien . M . 5.—.

25 Ana lytische  Geom etrie de s Raum es
II. Te il: D ie  F läch en  zweiten
G rad e s v o n  P ro fe s s o r  D r. M ax 
S im o n  in  S tra ß b u rg . M . 4.40.

27 Ge om e trische  T ransform ationen
I. Te il: D ie  projektiven T ra n s ­
form ationen n e bst  Ihren A n ­
wendungen v o n  P ro f. D r. Karl 
D o e h le m a n n  in M ü n c h e n . M.10.—. 

29 A llgem eine  Theorie  der Raum ­
kurven und Flächen I. Teil von 
P r o fe s s o r  D r. V ic to r  K om m erell 
in  R e u tlin g e n  u n d  P r o fe s s o r  D r. 
K arl K om m ere ll in  H e ilb ro n n . 
M . 4.80.

31 Theorie  der a lge b ra isc h e n  Funk ­
tionen und ihrer In te gra le  von
O b e r le h re r  E . L a n d frie d t in 
S tra ß b u rg . M . 8.50.

32 Theorie und P ra x is  de r Reihen  
v o n  P ro f. D r. C . R u n g e  in  H an ­
n o v e r. M . 7.—.

34 Lin iengeom etrie  m it Anw endungen
I. Teil vo n  P r o fe s s o r  D r. K o n rad  
Z in d le r  in  In n s b ru c k . M. 12.—.
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35 M ehrd im ensiona le  Geom etrie I. Teil: 
Die linearen  Räum e v o n  P ro f. D r. P . 
H. S c h o u te  in  G ro n in g en . M. 10.—.

36 M ehrdim ensionaleGeom etrie II.T e il:  
Die Polytope vo n  P ro f . D r. P . H. 
S c h o u te  in  G ro n in g e n . M . 10.—.

38 Angewandte Potentialtheorie in ele­
mentarer Behandlung I. Teil v. P rof.
E . G rim seh l in  H am b u rg . M . 6 .—.

39 Therm odynam ik I. Teil v o n  P rof. 
D r. W . V o ig t, G ö ttin g e n . M . 10.—.

40  M ath em atische  Optik v o n  P ro f. D r. 
J. C la ss e n  in  H am b u rg . M. 6.—.

4t Theorie der E lektriz ität und des  
M agn e t ism u s  I. Te il: E le k tro sta tik  
und E lektrokinetik  v o n  P ro f . D r. 
J. C la s s e n  in  H am b u rg . M . 5.—. 

42 Theorie  d e rE le k tr lz itä tu .d .  M agn e  
tism u s  II. T e il:  M agn e t ism u s  und 
E le k tro m agn e tism u s v o n  P ro f . D r. 
J . C la ss e n  in  H am b u rg . M . 7.—. 

43- Theorie de r ebenen a lgeb ra ischen  
Kurven höh. O rdnung v. D r. H ein r. 
W ie le i tn e r  in  S p e y e r . M . 10.—.

44 A llgem eine Theorie der Raum ­
kurven und F lächen  II. Teil von
P ro fe s s o r  D r. V ic to r K om m erell in 
R eu tlin g e n  u. P ro fe s s o r  D r. K arl 
K om m ere ll in  H e ilb ro n n . M. 5.80.

45 N iedere A n a ly s is  II. T e il:  Funk ­
tionen, Potenzreihen, G le ichungen  
v o n  P ro fe s s o r  D r. H e rm an n  
S c h u b e r t in  H am b u rg . M . 3.80.

46 Thetafunktionen u. hypere lliptische  
Funktionen v o n  O b e r le h re r  E. 
L a n d frie d t in  S tra ß b u rg . M . 4.50.

48 Therm odynam ik II. Teil vo n  Prof. 
D r. W . V o ig t,-G ö ttin g en . M . 10.—.

49 N icht-Euklidische G eom etrie v. D r.
H. L ieb m an n , L e ipzig . M . 6.50.

50 Gew öhnliche D ifferentia lgle ichun­
gen be lieb iger O rdnung v o n  D r. J. 
H o rn , P ro f e s s p ra n  d e r  B e rg a k a ­
dem ie  zu  C la u sth a l. M. 10.—.

51 Liniengeom etrie mit Anwendungen
II. Teil vo n  P ro fe s so r  D r. K o n rad  
Z in d le r  in  In n s b ru c k . M. 8.— .

In Vorbereitung bzw. projektiert sind:
Allgem. Form en- u. Invariantentheorie. 
Kinem atik v o n  P ro fe s s o r  D r. K arl 

H eun  in  K a rls ru h e . 
Elektrom agnet. Lichttheorie v o n  P ro f. 

D r. j .  C la ss e n  in  H am b u rg .

Elem ente der A stronom ie  v o n  Dr.
E r n s t  H a rtw ig  in  B am berg*  

M ath em atisch e  G e ograp h ie  v o n  D r.
E rn s t H a rtw ig  in  B am b erg . 

Darste lle nde  Geom etrie II. Te il: Anw en­
dungen  der darste llenden  Geom e­
trie v. P ro f.E ric h G ey g e r in  K asse l 

G e sch ich te  de r M ath em atik  v o n  Prof. 
D r. A. v o n  B rau n m ü h l u n d  P rof. 
D r. S . G ü n th e r  in  M ü n ch en . 

Dynam ik  v o n  P ro fe s s o r  D r. K arl 
H eu n  in  K arls ru h e .

Techn ische  M echan ik  v o n  P ro f. Dr.
K arl H eun  in  K a rls ru h e . 

G e odäsie  v o n  P ro fe s s o r  D r. A .  G alle  
in  P o ts d a m .

Allgem eine Funktionentheorie vo n  Dr.
P a u l E p s te in  in  S tra ß b u rg . 

Räum liche projektive Geom etrie. 
G eom etrische  T ransfo rm ationen  II.T e il 

v o n  P ro fe s s o r  D r. K arl O o e h le -  
m a n n  in  M ün ch en .

E llip tische  Funktionen v o n  D r. Karl 
B oehm  in  H eid e lb erg .

Gruppen- u. Substltulionentheorie von  
P ro f. D r. E. N e tto  in  G ieß en . 

Theorie der Flächen dritter Ordnung. 
Mathem atische Potentialtheorie v. P ro f.

D r. A. W a n g e r in  in  H alle . 
E la stiz itä ts-  und F e st igke its leh re  im 

B auw esen  v o n  D r .in g .H .R e iß n e r  
in  B erlin .

E la stiz itä ts- und Fe stigke its leh re  im 
M asch in e n bau  von  D r. R udolf 
W a g n e r  in  Ste tt in .

G rap h isch es Rechnen v on  P ro f. A ug.
A d le r in  P ra g .

Partielle D ifferentia lg le ichungen  von 
P ro fe s s o r  J. H o rn  in  C la u sth a l. 

Grund lagen  der theoretischen Chem ie  
v o n  D r. F ran z  W e n ze l in  W ien .
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Grundriß der Hnndelsieosrnphle
von

Dr. Max Eckert
P r iv a td o z e n t d e r  E rd k u n d e  a n  d e r  U n iv e rs itä t  K iel

2 Bände
I: Allgemeine W irtschafts- und Verkehrsgeographie

P r e is :  B ro s c h ie r t  M. 3 .80—, g e b . in  H a lb fra n z  M . 5.—

II: Spezie lle 'W irtschafts- und Verkehrsgeographie
P r e is :  B ro s c h ie r t  M. 8 .—, geb . in  H a lb fran z  M . 9.20

r t i e s e r  G ru n d riß  i s t  e in  V e rsu c h , d ie  H a n d e lsg eo g ra p h ie  a ls  e in  e in - 
h e i t l ic h e s  w is s e n s c h a f tl ic h e s  S y stem , d a s  d ie  g e s a m te  W ir ts c h a f ts ­

u n d  V e rk e h rsg e o g ra p h ie  um faß t, d a rz u s te lle n . Ih r  W e se n  u n d  ih re  
A u fgaben  b e s tim m t d e r  V e rfa s se r  d ah in , d a ß  s ie  v on  d e r  K en n tn is  d e r  
a llg em e in en  L ag e  u n d  d e r  o ro g ra p h isc h e n  u n d  h y d ro g ra p h isc h e n  V o r­
a u s s e tz u n g e n  a u s  d ie  g rü n d lic h e  E in s ic h t in  d ie  E rw e rb s -  u n d  V er­
k e h rs v e rh ä l tn is s e  so w o h l e in e s  e in z e ln e n  L a n d sc h a f ts g e b ie te s  bzw . 
e in e s  e in z e ln e n  W irts c h a fts re ic h e s , a ls  au c%  d e r  g e s a m te n  E rde , u n te r 
s te te r  B e rü c k s ic h tig u n g  d e r  w ic h tig s te n  k lim a to lo g is c h e n , g e o lo g isch en , 
v o lk s w ir ts c h a ftlic h e n  u n d  p o litis c h e n  F a k to re n , v e rm itte lt .

Leitfaden der H a n d e M r a p h i e
von

Dr. Max Eckert
P re is :  In  L e in w a n d  g eb . M . 3.—

P k ie s e r  L e itfa d e n  i s t  fü r  d ie  H an d  d e s  S c h ü le rs  b e s tim m t. E r  is t  im  
a llg e m e in e n  e in  A u sz u g  a u s  dem  v o r s te h e n d e n  „ G ru n d r iß  d e r  

H a n d e lsg e o g ra p h ie “ ; w e n n  s ich  a b e r  a u c h  d ie  s to fflich e  V erte ilu n g  
im  g ro ß e n  u n d  g a n z e n  n a c h  d ie se m  W e rk  r ic h te t ,  so  s in d  d och  in  
e in z e ln e n  P u n k te n  b e d e u te n d e  V e rä n d e ru n g e n  v o rg en o m m en  w orden . 
A u ß e rd e m  w u rd e  d a s  s ta t is t is c h e  B e iw e rk  au f e in  M in im um  b e s c h rä n k t .
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Allgemeine und 
spezielle Wirtschuflsgeogrupliie

Dr. Ernst Friedrich
P r iv a td o z e n t a n  d e r  U n iv e rs itä t  L e ipzig

Mit 3 Karten
P re is :  B ro s c h ie r t  M. 6.80, g eb . in  H a lb fran z  M. 8.20

J^ J ie se s  B u ch  s u c h t in e in  h o l o g ä l s c l i e s  V e r s t ä n d n i s  d e r
W ir ts c h a f t  (P ro d u k tio n  u n d  V erk eh r) e in zu fiih re n , in d e m  es  ze ig t, 

w ie  je d e  ö r tl ic h e  W ir ts c h a f t  a ls  T e il in  dem  z u s a m m e n h ä n g e n d e n  und  
d u rc h  te llu r is c h e  F a k to re n  b e s tim m te n  W ir ts c h a f ts le b e n  d e r  E rd e  
d a s te h t. D ab e i w ird , w ie  e s  r ic h tig  is t ,  d ie  P ro d u k tio n  d e r  L ä n d er 
in  d e n  V o rd e rg ru n d  g e s te ll t ,  d e r  V e rk e h r  a n  z w e ite r  S te l le  b e h a n d e lt.

ZcichcnKunst
Methodische Darstellung des gesamten Zeichenwesens 

unter Mitwirkung erster Kräfte herausgegeben von

Karl Kimmich
582 Seiten, mit 1091 Text-Illustrationen, 

sowie 57 Farb- und Lichtdrucktafeln

2 Bände

Preis: gebunden M. 25.—
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