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Die Lehre vom Licht.

§ i. Geradlinige Fortpflanzung des Lichts —
Beleuchtung — Photometrie.

In der Lehre vom Licht, der Optik, behandeln wir
die auBerhalb unseres Auges liegenden Ur-
sachen der Lichterscheinungen. Es ist hier &hn-
lich wie bei den Schallerscheinungen (Bd. 1). Wie wir
dort als die Ursache des Schalls einen schwingenden
Kdérper annahmen, der seine Bewegungen auf die Luft
Ubertragt, die sie dann an unser Ohr abgibt, so missen
wir hier die Ursache des Lichts ebenfalls in Bewegungs-
zustdnden der kleinsten Teilchen eines Kdrpers suchen.
Damit diese Bewegung fortgepflanzt werden kann, ist
es aber nétig, die Voraussetzung zu machen, dafl der
ganze Raum mit einem sehr feinen Stoff, dem soge-
nannten Lichtdther, angefullt ist, den wir als Trager
des Lichts ansehen. Auf diese Weise gelangt das Licht
in unser Auge und bewirkt die Gesichtsempfindungen.

Aus dieser Auffassungsweise ergibt sich sofort, dal
sich das Licht ebenso wie der Schall, wenn das Fort-
pflanzungsmedium uberall gleichartig beschaffen ist,
wegen der allseitigen Symmetrie nur geradlinig fort-
pflanzen kann, wie es ja auch die Erfahrung bestétigt.

Die Lichtmenge, welche die Flacheneinheit eines
Kérpers von einem leuchtenden Korper erfahrt, kénnen



6 Die Lehre vom Licht.

mnir die Beleuchtungsstédrke nennen. Ist die Licht-
quelle punktférmig, so wird jede Kugelflache, welche
wir um den leuchtenden Punkt als Mittelpunkt schlagen,
gleichviel Licht empfangen. Daraus geht ohne weiteres
hervor, daB die Beleuchtungsstarke verkehrt pro-
portional dem Quadrat der Entfernung des be-
leuchteten Korpers von der Lichtquelle sein muB.

Aber es ist auch nicht gleichgiiltig, ob das Licht
senkrecht oder schief die Oberflaiche des beleuchteten
Korpers trifft.  Nennen wir den Winkel der Flachen-
normale mit dem auffallenden Lichtstrahl oc, so ist leicht
ersichtlich, dal die Beleuchtungsstarke dem coscc pro-
portional ist, da sich ja das Licht auf einen um so
kleineren Baum zusammendréngt, je kleiner der Winkel «
ist. Wir konnen demnach fir die Beleuchtungsstarke B
einer ebenen Fl&che die Formel

Ccosac

aufstellen, wenn r die Entfernung- der Lichtquelle von
der beleuchteten Flache ist.

Die GroBe C héngt nur von der Natur der Licht-
quelle ab. Hiefur lehrt mm die Erfahrung, dal auch
die Menge des ausgesandten Lidhts dem Kosinus des
Winkels B proportional ist, welchen der ausgesandte
Strahl mit der Normalen jenes Flachenstilicks einschlieft,
von wo er seinen Ausgang nimmt. Die Beleuchtungs-
starke wird sich daher durch folgende Gleichung dar-
stellen lassen:

L cosaccosR

wobei wir L die Lichtstdrke der Flacheneinheit des
leuchtenden Kdorpers nennen kdnnen.
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Reflexionsgesetze ebener Spiegel. 7

Durch die Wahl der Entfernung der Lichtquelle
und der Neigung des auffallenden Lichts ist es leicht,
eine Beleuchtung von bestimmter Stérke herzustellen.
Es beruht darauf die Vergleichung der Intensitaten ver-
schiedener Lichtquellen, die Photometrie.

8§ 2. Reflexionsgesetze ebener Spiegel.

Einen sehr dinnen Lichtkegel nennt man ein
Strahlenbiundel. Denken wir uns den Lichtkegel
unendlich diinn, so haben wir einen Lichtstrahl. Es
ist vorteilhaft, diese Begriffe zur bequemen Darstellung
des Gangs des Lichts einzufiihren.

Trifft ein Licht-

strahl auf eine glatte
Flache, so wird er
nach bestimmten Ge-
setzen, den Reflexi-
onsgesetzen,zuriick-
geworfen. Es sei AB
(Fig. 1) eine Ebene.
Im Punkt 0 treffe ein Lichtstrahl SO auf. Wir nennen
ihn den einfallenden Strahl, 0 den Einfallspunkt.
Im Einfallspunkt errichten wir die Normale ON zur
Ebene AB. Sie heiflit das Einfallslot. Der Winkel
zwischen einfallendem Strahl und Einfallslot sei cc, es
ist der Einfallswinkel. Der Reflexionswinkel B
ist der Winkel zwischen dem Einfallslot und dem re-
flektierten Strahl OS'.

Es gelten nun fir die Reflexion folgende Gesetze:

1. Einfallender Strahl, Einfallslot und re-
flektierter Strahl liegen in einer Ebene.

2. Der Einfallswinkel ist gleich dem Re-
flexionswinkel, a —=i .



Die Lehre vom Lieht.

Treffen demnach von einem leuchtenden Punkt S
(Fig. 2) Strahlen auf eine glatte ebene Fldche AB, so
werden sie so zuriickgeworfen, dafl sie nach rlckwérts
verlangert sich alle im Punkt S' vereinigen wirden.
Fur ein beobachtendes Auge scheinen demnach die re-
flektierten Strahlen aus dem Punkt S' zu kommen, es

s JFig. 2.

ist SOein Bild von S. AB ist also eine spiegelnde
Flache, ein ebener Spiegel. Ein solcher entwirft
Bilder, welche dieselbe GroBe wie der Gegen-
stand haben und zu ihm symmetrisch liegen. Die
Spiegelflache bildet dabei die Symmetrieebene.

Kugelspiegel — Gegenstands- und Bildweite —
Brennpunkt.

Der leuchtende Punkt S (Fig. 3) sende Strahlen auf
eine polierte Kugelflache KIP. Den Strahl SA, welcher
durch den Mittelpunkt O der Kugel geht, nennen wir
den Hauptstrahl. Jedes Lot auf die Spiegelflache
geht durch 0. Es ist daher OM das Einfallslot fur
den Strahl SM. Der reflektierte Strahl MB schneidet
den Hauptstrahl in B. Dort muB ein Bild des Punktes S
entstehen, da alle Strahlen, welche in einem Kreis um
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A herum auftreffen, sich im Punkt B vereinigen. In
B ist demnach wiederum die Ausgangsstelle von un-
endlich vielen Strahlen.

Wir wollen den Einfalls- und Reflexionswinkel mit
den gewohnten Buchstaben tx bezgl. B bezeichnen. Ferner
seien die Winkel

ASM = X, AOM = j,, ABM= v
und die Strecken

AS=a, AB=b, AO= OM=r.
a nennen wir die Gegenstandsweite, b die Bild-
weite. r ist der Radius der Kugel. Es gelten nun
folgende Beziehungen:

tx = fi —X,
B=v—ix,
x=R8= fl —X= v—/T,
daher
@) X--v= 2fi.

Wir setzen voraus, dal M nahe bei A liege, daf
also die Winkel tx, R, X /u v klein seien. Wir haben
dann

AM ~a,X = r/u = hv
und nach Gleichung (1)
AM AM_ 2AM

a b r
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oiler

2 I.L2.

2) a b r°

Diese Gleichung- driickt die Beziehung zwischen
Gegenstands- und Bildweite aus.

Kommen die Strahlen aus dem Unendlichen, d. h.
fallen auf unsern Spiegel parallele Strahlen, so wird

" r i .
flir a= oo b= — . Als parallele Strahlen kénnen wir
u

die Sonnenstrahlen auffassen. Da dieselben gleichzeitig
warmen, so wird im Punkt
r
P="¥%
eine hohe Temperatur erzeugt, weshalb dieser Punkt
auch der Brennpunkt genannt wird, wahrend p die
Brennweite heillit. Mit Benutzung dieser Grofe kénnen
wir Gleichung (2) auch
1+ 1
a b p
schreiben. Liegt der leuchtende Punkt im Mittelpunkt
der Kugelflache, so wird a = r, mithin auch b= r.
Gegenstand und Bild fallen zusammen. Kir a < r ist
b> r, und es wird b = oo fir a= p. Befindet sich
also eine Lichtquelle im Brennpunkt, so sendet der
Spiegel pai-allele Strahlen aus. Eine solche Anordnung
eignet sich dazu, das Licht auf weite Strecken hinaus-
zusenden, ohne daB es sich erheblich zerstreut, wie es
bei den groRen elektrischen Scheinwerfern geschieht.

Wird a noch kleiner als —, so mufl b negativ

werden, das heiBt: es liegt der Bildpunkt hinter
dem Spiegel. Die Strahlen vereinigen sich nicht
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wirklich, sondern nur scheinbar. Wir haben kein reelles
Bild mehr, sondern ein imaginéres, virtuelles, &hn-
lich wie wir es bereits beim ebenen Spiegel kennen
gelernt haben. Wir konnen Ubrigens ohne weiteres
vom Kugelspiegel zum ebenen (bergehen, wenn wir
r = oo setzen. Es wird dann b negativ und ebenso grof3
wie a, in Ubereinstimmung mit dem Resultat des § 2.
Liegt der Kugelmittelpunkt wie bisher auf der
Seite des Gegenstands, so nennen wir den Spiegel einen
Hohlspiegel, einen konkaven Spiegel, im entgegen-
gesetzten Fall hingegen einen erhabenen oder Konvex-
spiegel. Dafur haben wir r also negativ zu wahlen.
“Es ist daher auch die Bildweite negativ, das Bild liegt
hinter dem Spiegel, d. h. es ist nur scheinbar vor-
handen, ein virtuelles Bild. Die grofte Bildweite ist

r L . .
b= - fir a= oo. Sie ist also gleich der Brennweite
eines Hohlspiegels vom selben Kriimmungsradius.

Bilder von Kugelspiegeln mit kleiner Offnung.

Wir denken uns eine leuchtende Linie ST (Fig. 4).
Der Punkt S hat sein Bild in B, der Punkt T in B

T

Wir erhalten ein verkehrtes Bild BB' des Gegen-
stands ST. Das Verhéltnis der BildgroRe BB' zur
Gegenstandsgréfe ST kdnnen wir nun leicht finden, da ja



12 Die Lehre vom Licht.

BB OB r—b

ST “ a8~ &
ist.  Nach Gleichung (2) haben wir
1 ar

*" 2 1= 2a—r

folglich

BB' 2a

ST a—r 2a—r
Das Bild wird also je nach der Wahl der Gegenstands-
weite sehr verschieden ausfallen.

Fir einen unendlich weiten Gegenstand ist es un-
endlich klein. Es wadchst mit der Anndherung des
Gegenstands. Wird a = r, so ist Bild und Gegenstand
gleich groB. Fir a < r ist das Bild groRer als der
Gegenstand. Es wird unendlich gro und rickt in
unendliche Entfernung, d. h. es verschwindet fur

r r B
= 5 Wird a < - so wird a negativ, das Bild

kehrt sich um. Wahrend wir also friher ein verkehrtes
Bild hatten, haben wir jetzt ein aufrechtes. Aber es
ist kein reelles Bild mehr, da auch b negativ wird, es
liegt hinter dem Spiegel. Das Bild ist aber grofRer als
der Gegenstand, wir haben einen YergréRerungs-
Spiegel. Setzen wir r = 00, so wird B—l- = — 1, wir
haben wieder den Fall deg"ebenen Spiegels, fur welchen
Gegenstand und Bild gleich grof3 ist.

Wird r negativ, so liefert unsere Formel die Bild-
gréRe in einem erhabenen Spiegel. Das Bild steht



Brechungsgesetz. 13

aufrecht und ist immer kleiner als der Gegen-
stand.

~lh~Brechungsgesetz — Brechungsexponent —
geometrische Optik — Katoptrik — Dioptrik.
Fallt ein Lichtstrahl auf einen durchsichtigen Kérper

von glatter Oberflache, so dringt er in den Kdorper ein,

wird aber dabei im all-

gemeinen von seinem We-

ge abgelenkt, er wird ge-

brochen. Nennen wir

analog dem Vorgang bei ~

'Spiegeln SO (Fig. 5) den

einfallenden Strahl,

welcher im Einfalls-

.punkt 0 die Oberflache

AB des durchsichtigen

Kérpers trifft, OS' den gebrochenen Strahl, < den Ein-

falls-, B den Brechungswinkel, wdahrend CD das

Einfallslot ist, so gelten folgende Gesetze:

1. Einfallender Strahl, Einfallslot und ge-
brochener Strahl liegen in einer Ebene.

2. Das Verhdltnis der Sinus des Einfalls-
und Brechungswinkels ist eine konstante
GroBRe, also

sin«
smfg = n-
Die Konstante n nennen wir den Brechungsquoti-
enten oder Brechungsexponenten.

3. Nimmt das Licht seinen Ausgang auf
der entgegengesetzten Seite und in entgegen-
gesetzter Richtung, so macht es genau den-
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selben Weg. Das heilt: wird der Strahl SO nach S’
gebrochen, so wird ein Strahl S'O nach S abgelenkt.

Die Lehre vom Strahlengang bei Yorhandensein
reflektierender und brechender Flachen nennt man die
geometrische Optik. Diese teilt man wieder in die
Katoptrik und Dioptrik ein, je nachdem man es
nur mit reflektierenden oder nur mit brechenden Flachen
ZU tun hat.

Setzen wir den Brechungsexponenten gleich
Eins, den Brechungswinkel jedoch gleich dem Supple-
ment des Einfallswinkels, so erhalten wir das Reflexions-
gesetz. Wir werden demnach alle Resultate, welche,
wir flr brechende Flachen erhalten, nach obigen An-
nahmen auf reflektierende Fldchen beziehen kdnnen. Es
gelten so die Gesetze der Dioptrik auch in der Katoptrik.

Der Regenbogen.

ft der Wert des Brechungs-

exponenten nicht nur von der Natur der brechenden
$ Substanz, sondern auch
von der Art des Lichts

ke ab. Er ist fur ver-
schiedene Farben
verschieden. Inder
Regel nehmen die
Brechungsexponenten

mit der Farbe in fol-
gender Reihenfolge zu:

rot, orange, gelb,

i grin, blau, violett.
" RS-6 Es wird daher jeder
Lichtstrahl, der durch Brechung eine Ablenkung
erleidet, gleichzeitig in seine Farben zerlegt. Eine
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teilweise hierher gehorige Erscheinung ist der Regen-
bogen, welchen wir im folgenden néher untersuchen
wollen. .

Der Kreis (Fig. 6) stelle einen Regentropfen dar.
Ein Sonnenstrahl SA treffe in A unter dem Einfalls-
winkel a den Tropfen. Er wird nach B gebrochen,
wo er teilweise nach C reflektiert, teilweise nach B'
gebrochen wird. In C erleidet er wieder eine teilweise
Brechung nach R und Reflexion usw. Der Strahl BB'
erfdhrt die Ablenkung

Dx= 2a - 28,
der Strahl CR die Ablenkung

D, = 2<x— 2B+ n— 2R,

da die Ablenkung in B, wie aus der Zeichnung leicht
zu ersehen, n — 2R ist. Uberhaupt wiéchst bei jeder
Reflexion im Innern des Tropfens die Ablenkung um
n —2B, so daB ein Strahl, der nach k-maliger Refle-
xion wieder austritt, die Deviation
D= 2<x—2B + i(ji —2R) = 2a — 2(k + 1)B + kn
erféhrt.

Je stérker ein Sonnenstrahl gebrochen wird, desto
mehr wird auch seine Farbe zerstreut. Wir werden
daher das intensivste Licht im Minimum der Ab-
lenkung haben. Wir wollen deshalb den Einfalls-
winkel flirs Ablenkungsminimum suchen. Wir haben
dafiir die Gleichung

~ = - N =
@ S =25 2(k+ DA =0,

Differenzieren wir die Gleichung
sina = nsin/5,
so erhalten wir
cosada = ncos/3d/3,
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an COS«
d<x ncosB
Dieser Wert, in Gleichung (3) eingesetzt, ergibt

7 - - N
!ja' 2= 2(k+ | )ncosll— 0.

was wir noch folgendermaBen uniformen kdnnen:
ncos/l= (k -f- I)cosa .
Diese Gleichung quadriert, ergibt
n2—n2sin® = (k+ 1)2— (k+ 1)2sin2a
und wegen sinot — n sinB
[(k -j- 1)2— 1] sin2a ~ Tk+ 1)2—n2,
'k+ 1)2.

=Y k+ 1)2- 1

Setzen wir k = 0, so erhalten wir fir sin«, einen

unmdoglichen Wert, jedoch fur k= 1, 2, 3 ... wird der
AVurzelausdruck fiir Was-
ser 'kleiner als Eins, da
n < 2 ist. Wir werden
demnach eine Reihe von
Regenbogen erhalten,
deren lichtstarkster der
erste fir k = 1 sein wird,
da der Lichtstrahl um so

mehr geschwécht wird, je Ofter die Reflexionen statt-

finden.

Wh’ fragen nun nach der Form des Regen-
bogens und wollen uns in unserer Untersuchung auf
den ersten, den Hauptregenbogen beschranken, da
sie fur die weiteren, die Hebenregenbogen, ganz
analog durchgefiihrt werden kann. Zu bemerken ist
hoéchstens, dal fiir die einzelnen Regenbogen der das

smoc
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Ablenkungsminimum liefernde Sonnenstrahl auch auf der
unteren Seite des Regentropfens (Fig. 7) auffallen kann.

Ist AB (Fig. 8) die Erdoberflache, und bildet der
Sonnenstrahl SP mit ihr den Winkel o, der gebrochene
Strahl jedoch den Winkel g, so ist bei einer einmaligen
Reflexion D die Deviation, und es muf

D+ Q+ 0=17
sein. Da aber
D= 2a —4/)+ w,
S0 st
R+ a= n—D=4 —2a.

Setzen wir a = 0, d. h. steht die Sonne im Horizont,
oder sehen wir davon
ab, daR AB die Erd-
oberflache sei, sondern
eine zu den Sonnen-
strahlen parallele Ge-
rade, so wurd um AB Fig. 8.
herum alles symme-
trisch. Der Regenbogen wird also ein Kreis sein vom
Offnungswinkel 2 (p + 0). Den vollstindigen Kreis
konnen wir nie sehen, wenn wir auf der horizontalen
Erdoberflache stehen, sondern hochstens einen Halb-
kreis bei Sonnenauf- oder Sonnenuntergang. Etwas
anderes ist es jedoch auf einpr hohen Bergesspitze
oder vom Luftballon aus, wo der vollstindige Kreis,
beobachtet wurde. Die Mdglichkeit dazu ist auch vor-
handen, wenn nicht die Sonne direkt, sondern ihr Spiegel-
bild in einem ruhigen Gewadsser den Regenbogen erzeugt.
Die Winkelsumme g + o betrdgt ungefdhr 42 Grad.

Bilden wir den Ausdruck

de _ dD

dn dn ’

Jéger, Theoretische Physik U.
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so erhalten wir die Reihenfolge der Farben. Wir
haben nun
dD N da; iR Ada ~dB da dR
dn dn dn dn da dn dn’
indem wir R als abhdngige Veranderliche von a und n
einfihren. Von friher her kennen wir als Bedingung
des Deviationsminimums

2 -4 1~ =0,
da
daher wird
ar = _ 4M
dn Sn
*
Den Differentialquotienten gewinnen wir aus der
Dleichung
., _ Sma
sind = == ,
n
welche differenziert
,98 sina
R AT — -
on n2
ergibt. Demnach ist
dp dD 4 sina
dn dn n2oo0sRk’
Der Differentialquotient ist negativ, d. li. mit wach-

sendem n nimmt q ab. Es wird also die rote Farbe
den &ufersten Rand des Regenbogens bilden, gegen
die Mitte zu folgen dann die Ubrigen Farben.

Die hier gegebene Theorie trifft strenge nur fir
unendlich groRe Regentropfen zu, indem die Entstehung
der Farben von der Tropfengréfe nicht unabhéngig ist,
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was jedoch an dieser Stelle nicht n&her erdrtert werden
kann. DaR die Farben nicht bloR durch Lichtbrechung
entstehen, hat zur Folge, daB der Regenbogen nicht
aus dem gewdhnlich genannten siebenfarbigen Band
besteht, sondern wir kénnen bei manchem Regenbogen
eine ganz andere Farbenfolge beobachten.

dldung eines Punktes durch eine brechende
uilfliche — Brennpunkte — Brennweiten.

KK" (Fig. 9) sei eine brechende Kugelflache. Es
ist dies der Fall, wenn sich links von ihr etwa Luft,

Fig. 9.

rechts Glas befindet. Der Strahl SA, welcher gegen
den Krimmungsmittelpunkt 0 der Kugelfldche gerichtet
ist, wird nicht gebrochen, da er mit dem Einfallslot
zusammenféllt.  Wir nennen ihn den Hauptstrahl.
Ein Strahl SM wird nach dem Gesetz sina = nsin/J
gebrochen und schneidet den Hauptstrahl in B. Wir
wollen unsere Untersuchung- nur auf kleine Einfalls-
winkel ausdehnen, koénnen dann den Sinus mit dem
Bogen vertauschen und schreiben

X —nB.
Wir haben nun

mithin
2*
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P+ tp= —n%,
(4) pt+ nx = (n—1)y>.
Die verschiedenen Winkel kdnnen wir folgendermalien
darstellen:
MA MA MA
*= SA” V= 0A’ X=BA' = '
Wir setzen ferner
SA=a, OA=r, BA=b
und nennen a die Gegenstandsweite, r den Krim-
mungsradius, b die Bildweite. Wir erhalten dann
aus Gleichung (4) ohne weiteres
1 n n—1 ~
a b r

Es vereinigen sich also in der Tat alle Strahlen, welche
von S ausgehen, in B. Wir haben hier ein reelles
Bild.

Lassen wir S ins Unendliche riicken, d. h. setzen
wir a = oc oder, was dasselbe bedeutet, lassen wir
parallele Strahlen auffallen, so vereinigen sie sich in
einem Punkt, den wir nennen wollen. Es ist der
hintere Brennpunkt und

B=np-= nr -
\ n—1
die hintere Brennweite. Das ist auch gleichzeitig
die kleinste mdgliche Bildweite. Lassen wir S néher
ricken, so wird b gréRer und wir erreichen schlieBlich
einen Punkt fx, fir welchen b unendlich wird. Die
Gegenstandsweite ist dann
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Wir nennen f die vordere Brennweite, f, den
vorderen Brennpunkt. Die beiden Brennweiten
stellen also in der Beziehung

F=nf.
Wird nun a noch kleiner, so wird b negativ, d. h. die
Strahlen vereinigen sich nicht mehr, wohl aber ihre
rickwartigen Verldngerungen in einem Punkt, welcher
vor der Kugelflache liegt. Wir erhalten ein imagi-
nares Bild.

Lassen wir r unendlich werden, so erhalten wir

eine ebene brechende Flache. Es wird dann

b= —na.
Wird r negativ, haben wir also den Krimmungsmittel-
punkt 0 links von der brechenden Flache, so wird
auch die Brennweite negativ. Es vereinigen sich dann
die Strahlen nur virtuell. Wir erhalten kein reelles
Bild mehr.

§ 8. BildgroRe.

Gleicherweise wie der Punkt S (Fig. 10) in B,
bildet sich T in B' ab. Wir erhalten von dem Gegen-

stand ST das verkehrte Bild BB', dessen GroBe wir
leicht finden konnen. Wir wollen die Bezeichnungen

Sfx= 1, FxB= fi
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einfihren und haben dann
ST ST X
BB' —AN — T~
aber auch .
ST AM F

BB7~ BB'=
Ruckt also der Gegenstand aus dem Unendlichen bis
in die vordere Brennweite, so wéachst das Bild von der
GroRe Null bis zur GroéRe Unendlich. Es ist reell
und umgekehrt. Rickt der Gegenstand noch néher,
so wird 1 negativ, wir erhalten ein aufrechtes ver-
grofertes wvirtuelles Bild. Fir eine konkave
brechende Fl&che wird r negativ. "Es wird dann auch
f und gleicherweise F negativ und fur alle Falle 1 > f.
Wir haben also dann immer ein virtuelles auf-
rechtes verkle{nertes Bild.

§ System zweier brechender zentrierter Kugel-
flachen — Linsen.

Kugelflachen, deren Mittelpunkte auf einer Geraden

liegen, nennt man zentriert. Zwei 'brechende Kugel-

1 on , o B
A B AJV
Fig. 11.

flachen, A und A’ (Fig. 11), sind demnach immer zentriert.
Das Bild B des Punktes S, welches die erste brechende
Flache entwirft, wird fir die zweite brechende Flache
zum leuchtenden Punkt und sie entwirft davon ein
Bild in B'. Fir die brechende Flache A gilt nun die
Gleichung \
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A

<5, ‘a +b £ = r
fur die zweite A' analog
1 n_n—1
a7+ V ~ p_
Ist nun das Medium rechts von A' gleich jenem links

von A, so ist n'= — . Ferner ist
n

a'= AA'-AB = e-b,
wenn e die Entfernung der beiden Kugelflachen ist.

Darnach wird die Gleichung flr den Strahlengang in
der zweiten Flache

n 1 n—1
e"b V= P
Wir nehmen noch an, e sei so klein, daB wir es
gegeniiber den anderen vorhandenen GroRen vernach-
lassigen koénnen. Wir haben dann eine diinne Linse
vor uns. Unsere letzte Gleichung wird jetzt
n 1 n—1
~ b+ 17= P~
was zur Gleichung (5) addiert

| +i-(a-1)(}-1)
ergibt. Es ist dies die sogenannte Linsenformel.
Ist "y ; positiv, so haben wir eine Sammel-

linse, im entgegengesetzten Fall eine Zerstreuungs-
linse. Im ersten Fall vereinigen sich parallel auf-
fallende Strahlen, fiir welche a = oo ist, in der Ent-
fernung p hinter der Linse nach der Gleichung
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Li_(a_wW)(1_1

und es ist p die Brennweite der Linse' weshalb wir
die Linsenformel auch

a* v P
schreiben kdénnen. Diese Gleichung hat dieselbe Form
wie jene fur den Kugelspiegel (§ 3), weshalb wir uns
hier ihre weitere Diskussion ersparen koénnen.

Fig. 12.

Im vorhergehenden Paragraphen fanden wir fur
das Verhdltnis des Gegenstands zum Bild die Gleichung
ST A F
BB'~ T _ 7%’

Es gilt demnach fur eine brechende Flache die Beziehung
(6) Xju = fF,
welche wir auch auf mehrere brechende Flachen aus-
dehnen konnen. Fir die beiden Kugelflichen A und
A' (Fig. 12) haben wir also die Gleichung (6) nebst
der zweiten
(7) A>'= fF ',
wenn wir das Bild B zum Gegenstand fur die zweite
brechende Fldche werden lassen. Die Entfernung beider
Flachen ist also
(8) e=F+ fi+ 1"+ f .
Wir fmden den vorderen Brennpunkt des Systems, wenn
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nach, der zweiten Brechung die Strahlen parallel laufen,

also // = oc wird. Dann muh nach Gleichung (7) = 0
werden, wahrend aus Gleichung (8)
p=e—F—f
imd aus Gleichung (6)
Vo fF
e—F—f

folgt.

gWir rechnen die vordere Brennweite ¢ von der

ersten Kugelfliche aus. Sie wird also
fF e—f

P="r+f=e_F_f+ f=fFfe_F -f
Und in ganz derselben Weise finden wir fir die
hintere Brennweite unseres Systems

TTye=FtTo
wobei diese Brennweite von der hinteren Linsenfldche
aus gezahlt ist.

Wir wollen als ein Beispiel fiir die gewonnenen
Gleichungen die plankonvexe Linse behandeln. Der
Krimmungsradius der vorderen Flache sei r, fir die
hintere Flache ist er demnach oc. Wir haben dann (§ 7)

r nr
F F=n-F F= =
daher
e —f —f
9=fe—F—f=f‘"f'=f’
da ja e und F gegen oc wegféllt. Ferner haben wir
e—F ,,.e—F F—e . e e
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0
Die hintere Brennweite ist also um — Kkleiner als die
n

vordere.

Hauptebenen — Hauptpunkte.

Durch die Einfilhrung der Brennweiten 9 und <P
kénnen wir wiederum zwei brechende Flachen wie eine
einzige behandeln, und es ist leicht einzusehen, daf
wir auf dieselbe Weise jetzt drei, vier usw. brechende
Flachen kombinieren kdnnen, vorausgesetzt, dal sie ein
zentriertes System sind, d. h. daf die Krimmungs-
mittelpunkte der Kugelflachen alle in einer Geraden
liegen. Nicht so einfach wie bei einer unendlich dinnen
Linse ist aber jetzt die Konstruktion der Bilder. Zu dem
Zweck fuhren wir den Begriffrder zwei Hauptebenen
ein. Diese haben die Eigenschaft, daR jeder Strahl,
welcher durch die erste geht, in derselben
Hohe auch die zweite passiert. Wir sehen wegen
der allseitigen Symmetrie sofort ein, dafl diese beiden
Ebenen senkrecht auf dem Hauptstrahl stehen missen.
Ihre Schnittpunkte mit ihm nennen wir die Haupt-
punkte.

Wir haben also zwei Ebenen von der Eigenschaft
zu suchen, daB der Gegenstand in der einen kongruent
dem Bild in der d&ndern ist. Wir verfolgen dabei
wieder die Methode, die gestellte Aufgabe erst fir zwei
brechende Flachen zu l6sen, da ja die Bechnung fir
mehrere Flachen nach demselben Schema vor sich geht.
Wir haben nach dem vorhergehenden Paragraphen fir
das Verhéltnis des Gegenstands G zum Bild B bei der
ersten Brechung

G_ X_ F

B“ F~7%*"
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fur die zweite
' _ _ f
B'~ f ~ /'
Nun. ist aber der Gegenstand bei der zweiten Brechung
das von der ersten Brechung gelieferte Bild, also
G'= B,
folglich, wenn wir die obigen Gleichungen miteinander
multiplizieren,
G_ Uf_ FF
B'~ ff' ~ u/i"’
Da das Bild sich bei jederBrechung umkehrt, so ist
das zweite wieder aufrecht. Soll esdaher mitdem
Gegenstand kongruent sein, so mufl Gegenstand und Bild
im Verhdltnis Eins stehen. Wir haben also

(©)] AT = FF
W ff fXFfI’
Aus Gleichung (8) ergibt sich
(10) fx+V= e- F—f=<5.

Multiplizieren wir dieseGleichung mit 2, so erhalten
wir mit Zuziehung der Gleichungen (6) und (9)

fF + ff = OX,
fF + ff
d

Ganz analog ergibt sich durch Multiplikation der
Gleichung (10) mit //

FF'+ fr = 6ti",
FF'+ fF'
= 6 .
Damit ist die Lage der beiden Hauptebenen bestimmt,

’



28 Die Lehre vom Lieht.

doch ist es bequemer, ihren Abstand von der ersten
bezgl. zweiten brechenden Flache zu wissen. Fir die -
erste Hauptebene ist er

+ f

f
a+vf=f T Ty ((F s fofe—F—f)= ©

Fur den Abstand der zweiten Hauptebene von der
zweiten brechenden Flache findet sich gleicherweise

H = A
5
Es ist noch angezeigt, die Brennweiten von den
ht fr
Fig. 13

Hauptpunkten an zu zdhlen. Wir haben dann (Fig. 13)
die vordere Brennweite

p=y—h=ferl o f
fir die hintere
P= g- H=F&5T = fF
0 0
Da nun
F=nf, F=n'f,
S0
"
P = it nn'p.

Ist links und rechts vom optischen System dasselbe
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Medium, so n' = —, folglich
n
P=p.

’Die Konstruktion des Bildes ist nun sehr einfach.
Wir errichten in den beiden Hauptpunkten ht und H:
(Fig. 14) die beiden senkrechten Ebenen li und H. Ein
Strahl, welcher parallel zum Hauptstrahl von T ausgeht
und die erste Hauptebene in A trifft, mufl in gleicher
Hohe bei A' die zweite Hauptebene verlassen und dann
durch den hinteren Brennpunkt P, gehen. Ein Strahl,

welcher durch den vorderen Brennpunkt p, geht und
in B die erste Hauptebene trifft, verlaBt ebenfalls in
gleicher H6he in Br die zweite und geht dann parallel
zum Hauptstrahl weiter. In T/ schneiden sich beide
Strahlen; es ist dort das Bild des Punktes T.

ANg-tTT'"Bikonvexe Linse.

Die beiden brechenden Flachen einer bikonvexen
Linse sollen denselben Krimmungsradius haben. Es
gilt also die Beziehung

f=F=nf.
Die Lage der ersten Hauptebene ist daher gegeben durch
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of ef
e—F—f e—2nf’
Ist die Linse nicht sehr dick, so kdénnen wir e gegen
2n f vernachldssigen und erhalten

wenn wir, wie es bei Glas ungefahr zutrifft, n = — setzen.

h ist negativ, d. h. es liegt die erste Hauptebene hx
(Fig. 15) hinter der Linsenflache, symmetrisch dazu die

zweite Hauptebene Hx. Die beiden Brennweiten p und
P sind einander gleich. Fir das Verhéltnis des Gegen-
stands zum Bild haben wir daher
£E_A _Z
B p fi ’
woraus folgt:
Xfi = p2.
Wir versetzen nun unser Auge in den Punkt 0,
welcher die Strecke u so teilt, dal

ju—co-f-o.
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Wir wollen die Linse als Lupe benutzen. Die Ent-
fernung des Bildes vom Auge mufR also in der deutlichen
Sehweite s und negativ sein. Wir haben demnach

= —s
zu setzen. Darnach wird
fl= c0o—s,
wobei s> (o, /x also negativ ist. Desgleichen wird
1 — -
s —a
negativ, d. h. der Gegenstand muB innerhalb der Brenn-
weite p liegen. Unter der Vergr6Rerung verstehen wir
das Verhéltnis des Bildes zum Gegenstand
* _ %
V - s 1
In unserm gegebenen Fall wird somit

Y = A e
P

Das negative Vorzeichen bedeutet, dal wir ein auf-
rechtes Bild erhalten. Je weiter wir das Auge von
der Linse entfernen, desto groRer wird a> desto kleiner
das Bild. Denken wir uns das Auge in der zweiten

Hauptebene, so &= —p und

P \P
was die gewdhnlich in Verwendung kommende Ver-

groRetunigsfiomiiil ist.

Huygenssches Prinzip). N

Wir hdberi é@s Licht nach Huygens Theorie als
W ellenbewegung aufgefat. Von Huygens rihrt
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folgendes Prinzip her: Einen jeden Punkt einer

Welle kann man als einen Erregungspunkt

neuer Wellen betrachten. Die gemeinschaft-

liche Umhiillende dieser Wellen, der Elemen-

tarwellen, stellt die wirkliche Welle, die Haupt-

welle, dar. Denken wir uns z. B. eine Kugelwelle,

welche v,on einem leuchtenden Punkt ausgeht. Werden

alle Punkte der Kugelfl&che als Erregungspunkte neuer

Wellen aufgefalit, so entstehen unendlich viele kongru-

ente Kugelwellen, deren

Umbhillende tatsdchlich

die Hauptwelle darstellt.

Aus diesem Prinzip

1aRt sich leicht das Ge-

setz der Reflexion und

Fig. 16. Brechung ableiten. Es

falle ein paralleles Strah-

lenbiindel AB(Fig. 16) auf die Ebene»EE' unter dem

Einfallswinkel «. Im Punkt A' entsteht eine Ele-

mentarwelle der Planwelle A'B' und so der Reihe nach

in allen Punkten der Strecke A'B"- Kommt schlieB-

lich der Punkt B' in B" an, so haben wir als Haupt-
welle A"B". Da nun

A'A" LA"B.", A'B'_LB'B", A'A"= B'B",
so muB auch « = R sein, womit das Reflexionsgesetz
als eine Folge der Wellentheorie erscheint.

Das Brechungsgesetz kdnnen wir folgendermalien
erhalten.  AB(Fig. 17)sei die Trennungsflache zweier
Medien. Im oberen sei die Lichtgeschwindigkeit ¢, im
unteren c¢', und es sei ¢> c'. Trifft die ebene Welle
CD in C' auf, so entsteht da eine Elementarwelle mit
der Geschwindigkeit c'. Dasselbe geschieht der Reihe
nach in allen ibrigen Punkten der Strecke C'D". Wé&hrend
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C nach C" gelangt, kommt
D nach D". Es ist daher
C"D" die neue Welle. Nun

ist
C'D" ssin«k = D'D",
C'D" esinyS= C'C",
folglich

D'D" sina c_n

cec" sinf c

Damit ist das Brechungs-

gesetz abgeleitet, und es zeigt sich, dal der Brechungs-
exponent nichts anderes als das Yerhdltnis der
Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien ist.

§ 13. Fermate Satz.

Perm at stellte folgendes Prinzip auf: Jeder Licht-
strahl pflanzt sich so fort, dal die zur Zurick-
legung des Wegs er-
forderliche Zeit ein
Minimum wird. Auch
dieses Prinzip ergibt das
Beflexions-midBrechungs-
gesetz in derselben Form
wie das Jlu ygenseehg?

SolldasLichtvémPunktA
(Fig. 18) ausgehend von
der Flache EF in B nach C reflektiert werden, so
wird die Beflexion so von statten gehen, dafl die Zeit
der Fortpflanzung, folglich auch der Weg ABC ein
Minimum wird. Nach unserer Zeichnung ist

GH = AG stg« + HD «tgR ,
was durch Differentiation ergibt

Jager, Theoretische Physik II. 3
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AG-d<% HC-d/5
(1D cos-a cos2B
Soll der Weg
ab + bc= -/ -+

hc
cosa ' cos/5
ein Minimum werden, so muR sein Differential Null
sein. Dall ergibt
AG esintx da. HC -sin/5 d/5

12
(12) COS X cos2/5

Dividieren wir Gleichung (12) durch (11), so resultiert
sina = sin/5 oder tx = B. Wair erhalten also in der
Tat das Reflexionsgesetz.

Auf ganz demselben Weg ergibt sich auch das
Brechungsgesetz. ABC (Fig. 19) stelle uns den Strahlen-
gang durch die brechende Ebene EF dar. Oben sei
die Lichtgeschwindigkeit ¢, unten c¢. Die Zeit

AB BC AG HC

t= -l —= -

c c ccosa c'cos/5
soll ein Minimum werden, d. h. es muRl das Differential
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dt = 0 sein, was
'‘AG-esin« da HC-smRan
0co0s2a c' cos2?

ergibt. Ferner folgt wiederum aus dem Differential der
konstanten Strecke GH die Gleichung (11). Gleichung
(13) durch (11) dividiert, ergibt sodann

sina sinf3

c C
oder
sma c
sink c'

das Brechungsgesetz. Es stimmen also die Folgerungen
aus dem Huygensschen und dem Fermatschen Prin-
zip vollstandig Uberein.

14. Interferenz.

Nach dem Friiheren missen wir das Licht als eine
schwingende Bewegung des Athers auffassen. Diese
Bewegung pflanzt sich in &hnlicher Weise fort wie die
Schallbewegung in der Luft. Eine befriedigende Vor-
stellung von der Bahn, welche die Atherteilchen bei
der Lichtbewegung beschreiben, ist jedoch bis jetzt noch
nicht geliefert worden. Sicher ist nur das eine, daf die
Atherteilchen eine periodische Bewegung machen
missen, d. h. eine solche, bei welcher sie nach einer
bestimmten Zeit immer wieder eine bestimmte Lage
passieren. Dieser Bewegungszustand pflanzt sich in
Wellenform fort und hat die Eigenschaft, daR er nach
Verlauf einer halben Wellenldnge gerade ent-
gegengesetzte Bewegungen darstellt. Zwei gleich-
artige Strahlen, welche um eine halbe Wellenldnge gegen-
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einander verschoben sind, werden daher die Ather-
teilchen gar nicht in Bewegung setzen konnen, da die
Kréfte, welche von den beiden Lichtstrahlen ausgeubt
werden, gleich und entgegengesetzt sind. Das Licht
mull verschwinden. Die beiden Strahlen werden sich
aber in ihrer Wirkung unterstitzen, wenn sie ohne
Phasenverschiebung den Atherteilchen begegnen.
W ir haben hier also ganz analoge Voi'gdnge wie bei der
Interferenz des Schalls (Bd. | & 73) und belegen sie
daher auch mit dem Namen ,,Interferenz des Lichts*.

~gNOTAFresnels Spiegelversuch.

Strahlen, welche mit Phasenunterschied in einem
Punkt ankommen sollen, missen ihren Weg in ver-
schiedenen Zeiten zurlicklegen. Die* ermdglicht eine

L

Anordnung von Spiegeln, welche von Fresnel, dem
hervorragendsten Pfadfinder auf dem Gebiet der Optik,
gefunden wurde. Zwei ebene Spiegel AB und AO
(Fig. 20) stoBen unter einem sehr spitzigen Winkel (p
in A zusammen. Der leuchtende Punkt L liege so,
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dal AL mit der Spiegelfliche AB den "Winkel x ein-
schlieBt.  Beschreiben -wir daher mit dem Radius AL
um A als Mittelpunkt einen Kreis, so hegen auf dem
Kreisumfang die beiden Bilder L' und L", mwelche die
Spiegel AB und AC von L entwerfen. Halbieren wir
L'L" in E, so ist die Gerade EAF eine Symmetrie-
linie zwischen L' und L". Die Strahlen, welche von den
beiden Bildern L' und L" ausgehen, werden daher Inter-
ferenzerscheinungen liefern, welche zu EF symmetrisch
liegen.

"Wir stellen in F (Fig. 21) einen Schirm auf und
fragen nun, welche Lichterscheinungen sich in einem

L

Fig. 21.

beliebigen Punkt M zeigen werden. Wir wollen die
Strecken
L'L"= 2a, EF=b, FM=y

setzen. Es handelt sich also darum, den Zeitunterschied,
oder was hier dasselbe ist, den Wegunterschied der
beiden Strahlen L'M und L"M kennen zu lernen. Wir
haben

L"M2= b2+ (a+ y)2,

L'M2= b2+ (a- y)2,
daher
I'M2- L'M2= (L"M —L'M) (L"M + L'M) = 4ay .
Wir kénnen nun mit sehr kleiner Vernachléssigung
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L"M + I/M = 2b
setzen und erhalten so

M - LM = 2BY

Haben wir Licht von der Wellenldénge X, so wird
fir alle y, wo der Gangunterschied der beiden Strahlen
X SX 5X
7 U u
beide Strahlen infolge der Interferenz austilgen. Es ist
dies also fur

(2k + 1)bA

(14) +
4a
der Fall, wenn k= 0, 1, ist.

... ist, Dunkelheit eintreten, da sich dort

<
11

In Wirklichkeit steht uns nun ein mathematischer
Lichtpunkt nicht zur Verfigung, sondern wir mussen
eine schmale Spalte LLt (Fig. 22) anwenden, durch
welche wir das Licht eintreten lassen. Die Folge davon
ist, dal die beiden Spiegelbilder ebenfalls eine gewisse
Ausdehnung haben, so daR die Bilder des Punktes L
die Gerade AF, hingegen die Bilder von L, die Ge-
rade AFj zur Symmetrielinie haben. Es kann daher
Vorkommen, daB auf eine dunkle Stelle des Schirms,
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die von L lierriihrt, gerade eine lichte, durch L, erzeugt,
zu falleil kommt, so daB wir keine Interferenzstreifen
wahrnehmen konnen. Es darf somit die Spalte LL1
eine gewisse Breite nicht (bersteigen. Unsere Aufgabe
lauft darauf hinaus, FF, mdglichst klein zu machen.
Es ist FF1= AE <R, wenn war den <€L ALX= R, setzen.

Wir haben somit B = AL folglich

AE.LL,
1 AL ‘

Wir erzielen also eine mdglichst gute Wirkung, wenn
wir die Spiegel mdglichst weit von der Spalte aufstellen
und diese selbst sehr schmal machen, wéhrend wir den
Winkel ¢p der beiden Spiegel sehr klein wahlen.

Die GroRRe a in der Gleichung (14) ist durch den Winkel
der beiden Spiegel und ihre Entfernung vom Lichtpunkt
gegeben. Da wir b und y ebenfalls messen kdnnen, so
haben wir in Fresnels Spiegelversuch ein Mittel, die
Wellenldnge X des Lichts und sodann aus der be-
kannten Lichtgeschwindigkeit die Schwingungszahl
Zu bestimmen.

Farben dunner Blattchen.

Ton dem leuchtenden Punkt S (Fig. 23) falle ein
Strahl SA auf die planparallele Platte PP'. Im Punkt
A wird er teilweise nach C reflektiert, teilweise nach
B gebrochen. Dort findet ebenfalls Reflexion und
Brechung statt; ein Teil geht nach E, der andere nach
A, und das geht so fort, so daf eine Reihe von
Strahlen nach oben, eine andere nach unten von der
Platte weggeht. Das Auge wird daher sowohl von oben
als von unten in der Platte Interferenzerscheinungen
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der nebeneinander verlaufenden Strahlen sehen konnen,
welche man mit dem Namen ,,Farben dinner Blatt-
chen® belegt, da fir den Fall, daB vom Punkt S weil3es
Licht oder sonst eine Mischfarbe ausgeht, an einer be-
stimmten Stelle der Platte nur Licht von bestimmter
Wellenldnge, d. h. von bestimmter Farbe verldéschen wird,

so dal wir dann die Mischfarbe des uUbrigen Lichts
in der Platte sehen.

Wir wollen den Schwingungszéistand des Athers
durch

darstellen.  Welcher Art von periodischer Bewegung
dieser Schwingungszustand a ist, wissen wir bekannt-
lich nicht, doch ist das fiir die folgenden Untersuchungen
auch nicht ndétig. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
sei auBerhalb der Platte c, innerhalb ¢'. Der Schwin-

gungszustand a in A wird daher nach der Zeit AC in C
c

sein, nur mit dem Unterschied, daR er dort mit geringerer



Farben diinner Blattchen. 41

Starke auftritt, da er ja nur teilweise reflektiert wird.
Wir kénnen daher den Bewegungszustand in C

2n ( AC\

— in— 't ———————
e, ocasmT\ o/

nennen, wobei o ein echter Bruch ist, der die Ver-
minderung der Stirke des Schwingungszustands an-
deutet, oder wenn wir wollen, der das Verhaltnis
zwischen der neuen und alten Amplitude der Schwin-
gung darstellt. In &hnlicher Weise kdnnen wir nun
weiter schlieBen. Wir werden in G' den Zustand

o . 27| AB BA' A'C'
oc'R' R asin
T cf c
27, 2 AB A'C
ft ,
TV C c

haben. Wir haben hier durch oc' dem Lichtverlust bei
der Brechung in A, durch B jenem bei der Reflexion
in B, durch B' dem bei der Brechung in A' Rechnung
getragen. Auf ganz dieselbe Weise finden wir nun weiter
= ocB3B ash 21t 4AB___A"C"
rr z \ c' c

C 2Tii 6 AB A"C™
04 = oc'R5R"asin I}\t

Es ist nun
A'C'= AC- AD,
A"C"= AC - 2AD,

wenn A'D das Lot auf AC ist. Wir setzen jetzt
2jil AC\
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=

und erhalten dann fiur die Summe sdmtlicher a den
Ausdruck

y = af«singp-f- a'B'R sin (cp —cp) + tx'BR'B3sin(<p —2cp)

+ »'R'B5sin(cp— 3cp) -f oo e

Diese Summe wird uns also das Resultat darstellen flr
die Lichterscheinung-, welche unser Auge in der dinnen
Platte PP' im reflektierten Licht erblickt. Um die
Summierung durchfiuhren zu kénnen, fihren wir folgende
Hilfssummen ein:

S= sin(P®—cp) + R2sm(cp—2cp)+Risin(cp— 3cp) + ome>
R = cos(cp— cp) -f B2cos (cp—2cp)+Ri cos(<y—3cp) + ...
und bilden

R4-Si= e(V-v)i | Ree(<p2V)i Rieg(<p3V)i -f ...

= e(<r-v)i(l + -_ BIQ-"WC +_ R&Q-3yti -f ...
= e(<pvH(L + n+ n2+ n3+ ..)),
wenn wir B2e~vi = n setzen. Die geometrische Reihe

hat mm eine bekannte Summenformel, wonach wir er-
halten
e(P-V)* 1—R2evl

R+ N 1—R*e~vl" 1—Q2evi
eVi e(> /)i— R2cf'
N
cos(cp—cp) isin(gp—cp)—RB2coscp—ilk 2sing
N
wobei wir

1 —2R2cosep+. Rl = IST
gesetzt haben. Der imagindre Teil der Summe ergibt



Farben dinner Blattchen. 43

sin {cp — yj) — R 2singp
S = N ’

somit

2 = <xasin<p + oc'fR'Basin(y -y ) - " sigy .

Wir wollen hier die Glieder mit den Faktoi’en sing>
und cos g noch trennen, erhalten somit

2 = asinepfoc + R'R—- N j—cosPe<KR'B

Es ist also das Resultat wiederum eine schwingende
Bewegung von derselben Schwingungsdauer, aber von
verschiedener Amplitude und Phase.

Wir finden das Quadrat der Amplitude der resul-
tierenden Schwingung aus der Gleichung

A2= a2(« + *'R'RCOS\ BRI + tfreprapr R

(Siehe Bd. | § 73.) Dieser GroRe setzen wir die Licht-
starke proportional. Sie gibt uns also ohne weiteres
Aufschluf uber die Intensitidt des reflektierten Lichts.

In ganz derselben Weise wie fir das reflektierte
kénnen wir nun die Rechnung auch fur das durch-
gehende Licht machen. Wir erhalten in E den Schwin-
gungszustand

</ = tx‘B'asinz—ntt—AB BE)
x \ er e
in E7
3AB BE'

a'B'R2asin— "t

usw. Wir fihren
2nl. AB BE)
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ein und kénnen so fir die Summe samtlicher a schreiben
2'= ot'R'asin/ -f °t'R'R2asin (z —v)
+ ot'R'Biasin(/ —2ip) + ...,
Avas nach dem friheren Vorgang

2-"= «-/r«sin* " A Lin(* + v,

ergibt.

Es handelt sich fir uns jetzt darum, die Beziehung
ZAvischen ot, ot', B und R' zu ermitteln. Wir benitzen
dazu die Erfahrungstatsache, dafl von einem unendlich
dinnen Blattchen kein Licht reflektiert Avird, sondern
alles durchgeht. Fir ein solches Avird xp = 0, folglich

v= 0= asirup(a + *'FR! ™ oj* +R*|’
) ) 1—R-
2' = asin/ = aot'R'sin/ ~_ 2R2+ Bi’
Es mufl somit

Pl-2|SH i4 i- B2
sein. Danach reduziert sich die vorletzte Gleichung
auf ot -j-B = 0 oder
ot ——=R.

Das besagt, daR sich die Amplitude bei einer
Reflexion umkehren muB. Es bleibt jedoch un-
entschieden, ob dies bei der &uferen oder bei der
inneren Reflexion geschieht.

Jetzt konnen avir uns auch eine Vorstellung aon.
dem Quadrat der resultierenden Amplitude im reflek-
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tierten und durchgehenden Licht machen. Der Ausdruck
cosyj —R 212

R2(1 + R?2(1L —cosy)2
N 2 ’

was sich durch Ausmultiplizieren eleicht finden 14Rt.
Wh’ haben somit

A2 1+ R2y-(1 —co&yi)2+ (1L —R22sin2y>

a2/?2 P
2 (1 — cosip)
N
Wird demnach cosip =1, d,i. firy>—20, 2ji,.... so
wird kein Licht reflektiert, fur yj = jz, 3n ... werden

wir hingegen das Maximum der Lichtstarke erhalten.

Verfahren wir mit dem durchgelassenen Licht 2'
genau so wie mit dem reflektierten, so finden wir flr
das Quadrat der Amplitude

a2(1 — 1722

Hier kann also nie véllige Dunkelheit eintreten, wohl
gibt es aber auch ein Minimum der Lichtstirke, d. i.
far cos\p= 0, also fir >p= ji. 3jt,... Haben wir also
im reflektierten Licht das Maximum der Intensitdt, so
ist im durchgelassenen das Minimum und umgekehrt.
Man sagt, die Erscheinungen im reflektierten
und durchgelassenen Licht sind zueinander
komplementdr. Beide Intensititen geben zusammen
die urspriingliche; denn es ist
A2+ B2= a2.

Wir haben noch zu erklaren, weshalb wir die
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Lichtintensitdt proportional dem Quadrat der
Amplitude der schwingenden Bewegung setzen. Die
Lichtstdrke ist offenbar proportional der lebendigen
Kraft der schwingenden Bewegung. Andert sieh nun
der Schwingungszustand nach der Gleichung

a asinznt
T
so wird die jeweilige Geschwindigkeit der sich be-

wegenden Teilchen dem Ausdruck
do 2n 2ht

5 °
proportional sein. Die lebendige Kraft ist demnach der
GroBe  jf und damit a2 proportional. Da wir die

Schwingungsdauer als unabh&ngig wvoij der Intensitit
halten, so &ndert sich der M ittelwert der lebendigen
Kraft tatsachlich nur rnit dem Quadrat der Amplitude.

Newtons Farbenglas.

Legen wir auf eine planparallele Glasplatte eine
sehr flache konvexe Linse (Fig. 24), so begrenzen wir
damit eine Luftschicht von verdnderlicher Dicke, welche
in der Mitte unendlich dinn wird. Man nennt diese
Anordnung ,Newtons Farbenglas“. Eine solche
Luftschicht muR nach dem vorhergehenden Paragraphen
sowohl im durchgehenden als reflektierten Licht Inter-
ferenzerscheinungen zeigen. An einer bestimmten Stelle
vom Radius x hat die Luftschicht die Dicke

MN = AB = R —)R2- x2= ,

u Ja

wenn wir den Krimmungsradius R der Linse gegen-
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Uber x sehr groB annehmen. Wir erhalten nach § 16
fur ip= 0,2ji ... im reflektierten Licht Dunkelheit.
Lassen wir das Licht senkrecht auffallen, so wird
AB = d (Fig. 23), wenn wir unter d die Dicke der
Schicht verstehen, AD = 0. Mithin ist

4jid
Es ist aber c'z = die Wellenlédnge des Lichts in der
Platte. Wir haben demnach Dunkelheit fir d= 0,
£7 ;N R das ist fr x2= 0, A'B, 22'B, ...

Wir erhalten demnach in unserm Farbenglas dunkle

Kreise, deren Badien sich der Beihe nach wie
0:1: [2: ('3... verhalten. Bei Licht, welches aus meh-
reren Farben zusammengesetzt ist, entstehen natirlich
entsprechende farbige Binge.

§ 18. Wirkung dinner Blattchen bei schief auffallen-
dem Licht — Talbots Linien.
Auf ein Blattchen von der Dicke d (Fig. 25) falle
Licht unter dem Winkel tx auf, welches unter dem
Winkel 8 im Blattchen weitergeht. In der Formel

2, (2AB  AD\
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(8 16) wollen wir AB und AD durch Blattchendicke,
Binfalls- und Brechungswinkel ausdriicken. Wir haben
d = AB ecosit,

ferner

. . . 2dsin/?sin«
AD = AA'esin« = 2AB ¢sin/? sin« =

cosfi
folglich
2nl 2d 2d sin« sing\
v 7V coss ¢ cosR

nd (l ¢ sm« sm«\
c'rcosfy \ c /
4nd .

" 1 —ssin2?) = cosR ,
I' cosB

nidem ia Lsm« = §_i_]f_‘1_§-: sin/? ist. Hirw — B, An, ...
c

haben wir wiederum Dunkelheit im reflektierten Licht.
Indem die Strahlen schief auffallen, erzielen wir also
den Effekt, als wiirde das Blattchen diinner.
Wir setzen nun voraus, unser Blattchen sei so dick,
dall die Formel
4nd
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nacli welcher wir Dunkelheit erhalten, erst flr ein
groeres m erfullt ist. Gehen wir vom roten zum
violetten Licht Uber, so wird die Wellenldnge etwa halb
so groB. Es muBR daher wiederum fur den Fall der
Dunkelheit m sich etwa verdoppeln. Haben wir daher
weilles Licht, so werden durch unser Bléttchen in dem-
selben alle jene Lichtsorten verléschen, deren Wellen-
langen obige Gleichung erfullen, wenn wir der Reihe
nach anstatt m die Werte m+ |, m+ 2...2m ein-
setzen. Wir konnen dies dadurch nachweisen, daR wir
das Licht nach der Reflexion durch ein Prisma gehen
lassen. Wir erhalten dann ein Spektrum mit m dunklen
Streifen, welche nach ihrem Entdecker den Namen
Talbotsche Linien fihren.

—~" Ti”~Beugung des Lichts.

Fresnel machte vom Huygensschen Prinzip fol-
gende Anwendung. Er sagt: Yon allen Punkten einer

Kugelwelle (Fig. 26) gelangt Licht nach dem Punkt B.
Derselbe erscheint aber nur deshalb nicht heller, als
wirde er von einem geraden Strahl von 0 aus getroffen,
weil die Strahlen MB, M'B usw. verschiedene Wege
zurlicklegen, sich infolgedessen durch Interferenz
gegenseitig ausléschen.

Jager, Theoretische Physik II. 4
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Wir denken uns auf der Kugel durch M einen
Kreis gezogen, indem wir die Kugel einfach um OB
rotieren lassen. Die Flache der Kugelkalotte zwischen
A und M ist dann

F= 2jia2(l —cosy) .
Ferner ist
BM2= a2+ (a-f-b)2— 2a(a + b)COSP
= b2+ 2a(a-j-b) (1 —cosq?),

folglich
BM* — b2
1 —Q008®= 2_a(?+_b5'
Wi ir erhalten sonach
F = (BM 2_ b2

a_f-
und analog
F=-~"~(BM'2 b
a+ (b 2
usw. Wir setzen nun

F—F=f= — (BM2—BM2) |

a+
f = J|JL (Br!'_B 12

usf. Wir machen jetzt die Voraussetzung, daf

BM'—BM = BM" —BM'= BM™ —BM"= ... = p

ist. Dann wird

f= ép_\Q/BBM + BM),

f'= 7-n (BM -f BM")
a-~b
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a-f-b

Daraus folgt nun
f_2f+ f=0.
Die Flédche einer jeden derartigen Kugel-

zone ist also gleich der halben Fldéchensumme
der beiden benachbarten Zonen, oder es -wird vom

m\jr

Punkt 0 aus durch jede Zone gerade halb so viel Licht
gehen als durch ihre beiden Nachbarzonen zusammen.
Wahlen wir nun die Punkte M, M' ... so, dal

3
MB —AB = M'B —MB =

’
u

so wird sé&mtliches Licht, welches durch MM" (Fig. 27)
geht, durch jenes, welches bei MN und M'N" passiert,
aufgehoben; und so geht es Uber die ganze Kugelflache
fort. Also nur jenes Licht, welches durch den kleinen
Kreis AN geht, wird in B nicht vernichtet.

Der Punkt B wird also bei voller Beleuchtung
nicht heller erscheinen, als wenn wir in A einen
Schirm mit einer Offnung vom Radius AN anbringen.
VergréBern wir jetzt die Offnung, so wird B noch
heller werden. Die Helligkeit wird jedoch bei weiterer
VergroBerung wieder schwécher, und wir werden

4%
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die schwachste Beleuchtung haben, wenn die Offnung
den Radius AM' hat. Dann wird das Licht wieder
heller usw. Ebenso kdnnen wir aber auch nach A
einen kleinen kreisférmigen Schirm bringen. Hat er
den Radius AN, so wird in B kein Licht sein; wird
er gréfRer, so wird es in B hell. Bei weiterer Ver-
groRerung wird B wieder dunkel usf. Die Licht-
strahlen erleiden also eine Ablenkung, so oft sie
nahe an der Kante eines Schirms vorlbergehen. Man
nennt diese Erscheinung ,Beugung des Lichts“.

rung durch eine Spalte.

Der Schirm OX (Fig. 28) besitze eine Spalte AA',
auf welche unter dem Winkel oc eine Planwelle AB

Fig. 28.

fallt. Der Schirm sei gleichzeitig die Grenze zweier
verschiedener Medien. Im oberen sei die Lichtgeschwin-
digkeit ¢, im unteren <w Bei P haben wir den Schwin-
gungszustand :

. 2n
0= asm — t .
r

In P' haben wir dann
2nt PM MP"
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Dorthin gelangt das Licht unter dem Winkel B zum
Lot, und die gesamte Lichtmenge wird sich darstellen
lassen durch
1= yasn>!¢ PMOMPA o
z \ c c /
wenn wir unter df ein Fldchenelement der Spalte im
Punkt M verstehen, wahrend y jener Bruchteil des
Lichts ist, der in das untere Medium eindringt. Wir
setzen nun OM = x, also
PM = xsin« , MP'= (p —x)sin/?,
wobei 00' = p ist. Ferner seinoch df = dxdy, dann
Pﬂr_}g 4 X sm/A.dXdy .
c c /

Integrieren wir uber den ganzen Spalt, so wird aus dy
einfach die HOhe h des Spalts, und es bleibt uns fir
die gesamte Lichtmenge L der Ausdruck

X, + b
2nt xsin«.  psin/S  x sin/A
= j-ahjsin— (t Aemmmmmeee 5"-+ — ja*

x0+ b

yahJsin(99—m x) dx

*0

—a-[cos@ — m x0 — m b) — 008(99 — m x0)]

2—yahs‘m/’\-m x°-m—bjsr'nﬂb

. mb
. sin-N—

yabhsin™> - mxo — , (15)
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wobei wir

gesetzt haben und unter b = AA' die Breite des Spalts ver-
stehen. Die Amplitude der neuen Lichtbewegung ist also

.. mb
sm ——

A= bh — .
ya mb

2

Sie ist eine periodische Funktion von m. Ihr Maxi-
mum hat sie fur m = 0. Das ist der Fall, wenn
sina  sin/?

c c
sin tx c
sin/? c' . w

wird. Das Maximum der Beleuchtung haben wir
demnach dort, wohin der Strahl nach dem Brechungs-
gesetz zu fallen hat.

Fur die Folge wollen wir annehmen, daf auf beiden
Seiten des Schirms dasselbe Medium, also ¢ = c' ist.
Ferner sollen die Strahlen senkrecht einfallen. Es muR
somit x = 0 sein, und wir haben

2jisinB
m = | ¢

Was nun die Lichtintensitat fiir verschiedene R be-

trifft, so handelt es sich um den Faktor
. (bnsinR)
sin —_—

byrsin/?
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Das Licht wird also durch unsere Spalte so gebeugt,
dal fir B = 0 die groRte Lichtintensitdt vorhanden ist.
Nach links und rechts nimmt sie sodann ab, bis fir

Dunkelheit eintritt. Fur groRere B haben wir dann
wieder Licht, hierauf wieder Dunkelheit usw., doch da
der Bogen gegeniiber dem Sinus rasch wéchst, so
nimmt mit wachsendem B auch die Intensitit der Ma-
xima bald ab.

Beugung durch zwei Spalten — Interferenz-
versuche von Young und Arago.

Der Schirm 00" (Fig. 29) besitze zwei parallele
Spalten AA" und BB' von gleicher Breite b und gleicher

Fig. 29.

Hohe h. Der Zwischenraum beider Spalten habe die
Breite B. Das Licht falle unter dem Winkel oc auf,
und wir fragen nach der Lichtmenge, welche unter dem
Winkel B unterhalb des Schirms austritt. Wir brauchen
also fur die beiden Spalten bloR die Formel des vorigen
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Paragraphen anzuwenden und zu addieren. Demnach
haben wir fir die erste Spalte

sinmb
o= yabhsin E90 mx0 - mbj— -
-2-
fir die zweite
. mb
sm_6~
o'—yabhsin lp—mx0—mB «—mb mB -
mb
2

indem wir bei der zweiten anstatt x0 den Wert
x0 -f- B -f- b zu setzen haben. Die Summe beider Licht-
mengen ist also

sm---

- - . B-j-mb b
o+ o'= yabh -251|'n fq)—mxo- me--m mb\

.,.2..
mB + mb
X cos ,

fir die resultierende Amplitude erhalten wir

. mb

2 B +

A= 2yabhSm —cosm --T-l—).
mb 2

2
Wiederum sei oben und unten dasselbe Medium
. . 27isinR
und der Einfallswinkel m«= 0, also m = -————-"— —

Mit wachsendem Winkel R erhalten wir wieder Maxima und
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. mb
suly
MinimaderBeleuchtung. Jene, welchevondem Faktor----- b_
m
IT
herriihren, nennt man die Maxima bezgl. Minima
erster Klasse, jene des Faktors cos 2 die

zweiter Klasse. Die Minima zweiter Klasse werden
also eintreten fur
mB -j-mb

2

das ist fir
32
SwS —2(B+ b)’” —2(B+ b)’*;"

Man nennt diese Erscheinung , Youngs Interferenz-
versuch*, welche Arago dahin abgeédndert hat, dal
er vor die eine Spalte ein dinnes Blattchen gab. Da-
durch wird der Strahlengang verzdgert, und die Folge
ist, dal die Symmetrielinie der Erscheinung gegen die
Symmetrielinie der beiden Spalten verschoben ist.

Fraunhofers Gitter.

Bringen _ 1leinem Schirm eine Beihe gleich-
weit voneinander abstehender Spalten an, so erhalten
wir ein Fraunhofersches Gitter. Dieses zeigt
Interferenzerscheinungen, welche wir nach derselben
Methode wie den Youngschen Versuch im vorher-
gehenden Paragraphen herleiten konnen. Das Gitter
soll n Spalten besitzen. Wir haben somit n Gleichungen
von der Form der Gleichung (15) zu addieren, welche
sich nur dadurch voneinander unterscheiden, dafl wir
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in der zweiten anstatt x0 die GréRe x0+ B + b, in der
dritten xO+ 2 (B -f- b) usw. zu setzen haben. Ferner
fuhren wir noch die GroRen

ip= 99— mx0 m—b, j7= m(B + b)

ein und erhalten somit schlieBlich das Besultat

. mb
sm —

2 = yabh — {sini/; \-sin(yj — rf)-{fe sin(y — 2r1j)
2

+ ...+ sinf>—( — Lrj]} .
Die Summierung dieser Beihe geschieht auf dieselbe
Weise wie in § 16. Wir konnen schreiben

B+ Si= erl+ e(v- v)i-f- + ...»
4- el’- (=YL _ eyl-\- ..... e- mi
1—n-21
_evi(l —e_nz)(l —e?7)
21 — cosy)
urji/ ntji n?;i\orji |/ V* V*\
enl.e 2/e2le 2 —e2/
2 (1 — cosj))
L_55+ih 55 5.

e' 2 2'e2isin2 -+ 2isin2
2 (1 — cosj?)
Danach erhalten wir

8 = sh &}N n V 4 V\ =2 ____a

1 — cosj?
Die Amplitude des resultlerenden Lichts wird nun
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mb ..nm(B|b
sin (Blb)

mb . m(B+ b *

2 Sm~ 2
Es ergeben sich somit wiederum Maxima und Minima
erster und zweiter Klasse. Was die Sichtbarkeit
anbelangt, so wird die Intensitdt der Maxima zweiter
Klasse um so groBer werden, je groBer n ist. Fur
diese Maxima haben wir namlich

. B-fb
smﬂ( 2 -);= 0,
also
m (B + b) |
+ -
Es wird dann
.. nm(B-fb)
sm 0 e
m@B + b)
Sm 2

Ist demnach n groR genug, so werden die Maxima
erster Klasse gegeniiber jenen zweiter ganz verschwinden.

Erinnern wir uns, daB m= —~71 ~ ist, so finden

wir ohne weiteres fiir die Maxima zweiter Klasse

s\ = +xtpV +
n(B+ b)= A
ist die Gesamtbreite unseres Gitters. Kennen wir daher

die Zahl der Linien, so finden wir aus der Breite des
Gitters leicht die GroRe B + b. Damit ist uns die
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Mdoglichkeit gegeben, die Wellenldnge des Lichts
aufs genaueste zu bestimmen. Die Winkel', bei
welchen die einzelnen Maxima auftreten, werden um so
groBer sein, je grofRer die Zahl der Spalten auf der
Langeneinheit des Gitters ist. Ist das Licht eine Misch-
farbe, so wird es durch das Gitter in die einzelnen
Farben infolge der verschiedenen Wellenlédngen /. zer-
legt.  Wir erhalten ein Gitter Spektrum.

§ 2#; Polarisation des Lichts bei der Reflexion —
| Gleichungen von Fresnel.

Malus machte' die Beobachtung, dal Licht, durch
einen Turmalin betrachtet, verschiedene Erscheinungen
hervorruft, je nachdem es direkt oder erst nach vor-
hergegangener Beflexion an einer ebenen Flache den
Turmalin passiert. Das Licht erfahrt also durch die
Beflexion eine Verdnderung, die man Polansation
nennt. Fresnel wuBte diese Erscheinung in mathema-
tische Formeln zu fassen, er sah sich jedoch dabei genétigt
anzunehmen, daR die Atherteilchen Schwingungen
vollfuhren, welche senkrecht zur Fortpflanzungs-
richtung des Lichts stattfinden. Wir kdnnen von
dieser kuhnen Hypothese jedoch absehen, wenn wir
anstatt der Schwingung eines Teilehens den Bewegungs-
zustand der Atherteilchen einfiihren. Welche Bewegung
die einzelnen Atherteilchen dabei machen, brauchen
wir gar nicht zu wissen, wenn sich nur der ganze Be-
wegungszustand durch einen Vektor darstellen
1aRt, welcher senkrecht auf der Fortpflanzungs-
richtung ist. Auch bei dieser Annahme kdnnen wir
den Weg Fresnels zur Herleitung der Polarisations-
gleichungen einschlagen. Nach ihm gelten folgende
Satze:
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1. Es mull die lebendige Kraft des einfallen-
den Strahls gleich der Summe der leben-
digen Kréfte des reflektierten und ge-
brochenen Strahls sein.

2. In der Trennungsebene beider Medien
muf Kontinuitdt vorhanden sein. Das
heiBt: in der Trennungsebene mufB die
Summe der Bewegung im ersten Medium
gleich der Bewegung im zweiten sein.

Wir wollen nun daran gehen, die lebendige

Kraft einer Welle aufzusuchen. Wir setzen voraus,
daB unsere Lichtwelle eine Planwelle parallel zur xz-
Ebene eines rechtwink-

ligen Koordinatensystems

(Fig. 30) sei. lhre Breite

sei g, ihre Héhe h. Der

Bewegungszustand im An-

fangspunkt sei gegeben

durch

2nt

a=asm
T Fig. 30.
Dann haben wir in der

Entfernung x die Bewegung

wenn c¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts
ist. Im Punkt P denken wir uns zwei parallele Ebenen
senkrecht zur x-Achse, welche um dx voneinander
entfernt sind. Diese schneiden aus der Lichtwelle ein
Yolumen ghdx von der Masse pghdx. Wir nehmen
also an, die Dichte des Athers sei q. Die Lichtbewegung
wird daher in diesem Yolumen eine lebendige Kraft
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dL = fkeghdx ("]

besitzen, wobei k der entsprechende Proportionalitéts-
faktor ist. Integrieren wir diesen Ausdruck von 0 bis A
so erhalten wir die gesamte lebendige Kraft einer Welle,
Sie ist somit

, f(AaW . 2Jzkpgha2f ,2ni X dx
sikesh/y ax_— &— I“svI* ¢

2tz2k ha2/T, VvVt xY

Al dx
0
jickggha2A
T
Fur die lebendige Kraft einer Welle im reflektierten
Licht &ndert sich in dem ganzen™Ausdruck nichts als
die Grole a. Wir wollen sie fiir dieses Licht a' nennen.
Im gebrochenen Licht haben wir jedoch auch eine andere
Dichte g, ein anderes h und A Wir wollen liier analog
ai> Qii hi und A einfihren. Somit mufR folgende
Gleichung gelten:
jrekpglia2A  n2kqggha2A jz2k glij a2At
— 2 = | 2
oder
(16) qlia2A= gha'2A= hLa2A .

Es ist nun nach Fig. 31

h: Ip = cosa;:cosB ,
ferner

A= cr, A= cxz,
wenn ¢ und c: die Lichtgeschwindigkeiten oben und
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unten sind. Daraus folgt
0 sm «

h q sinB

Demnach kdnnen wir die Gleichung (16) schreiben
g(a2—a'2 sin« cos« = g*afsinB cosR .
Fresnel macht nun weiter die Annahme, daB sich

die Grole der Licht-
geschwindigkeit aus &hn-
lichen Elementen wie die
Schallgeschwindigkeit zu-
sammensetzt. Er schreibt
daher

- fio-

wobei wir unter E die Ela-

stizitit des Athers ver-

stehen konnen. Mit der

Annahme, E sei fur alle Koérper gleich, folgt

/E
Qi

wonach
Qi sinZ
cf Q sin3f?
gesetzt werden kann. Obige Gleichung der lebendigen
Kraft wird somit
(a2—a'd sin« cos« sin2/? = af sinB cosB sin2«
oder
(a2—a') cos« sin/? = afcosB sin« . (17)
Wir haben jetzt noch die Gleichungen der
Kontinuitdt zu entwickeln. Wir wissen, dall der



64 Die Lehre vom Licht.

Schwingungszustand durch einen Vektor ausgedriickt
werden kann, welcher senkrecht zur Fortpflanzungs-
richtung des Lichts steht. Wir zerlegen diesen Vektor
in zwei Komponenten, deren eine in der Einfalls-
ebene, wahrend die andere senkrecht dazu ist. Diese
wollen wir zuerst betrachten. Sie fallt in die Trennungs-
ebene selbst hinein, und es muB zur Aufrechterhaltung
der Kontinuitdt der Zustand ol im unteren Medium
gleich der Summe a -f- a' im oberen sein/* Daraus folgt

(18) a-fa= at,

was in Gleichung (17) eingesetzt

(@a—a')cosasin/? — (a+ a')cos/?sina = 0
ergibt, was sich weiter umwandeln 143t in
a(cos<% sin/? —sinacos/?) = asin(/? —a) = a/sin(& +/?),
(19) sm(« + /[?)

Es kehrt sich also die Amplitude im reflek-
tierten Licht um. Fir die Amplitude im gebrochenen
Strahl finden wir aus den Gleichungen (17) und (18)
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2 cosa sind
sin(a + )"

Fur die Komponente in der Einfallsebene haben
wir eine bestimmte Richtung als positiv anzunehmen.
Es sei jene des Vektors a (Fig. 32). Diesen Vektor
wollen wir im Punkt M abermals in eine Komponente
in der Trennungsebene AB und eine im Einfallslot MN
zerlegen. Es muR also dann der Kontinuitat halber

(~0) %= a

(21) acostx — a'cosa = axcosh ,
ferner
(22) asina -f- a'sin« = alsinB

sein. Wenn wir die Gleichungen (21) und (22) mit-
einander multiplizieren, so gelangen wir in Widerspruch
mit der Gleichung (17). Fresnel nahm daher an, dafR
die Gleichung (22) den Vorgdngen in der Wirklichkeit
nicht entspricht.

Dividieren wir Gleichung (17) durch Gleichung (21),
so erhalten wir

(a-j-a)sinB = alsinc .
Wir multiplizieren diese Gleichung mit oosB, hingegen
die Gleichung (21) mit sina und subtrahieren beide
voneinander. Es bleibt dann
(a-f a)smBcosB — (a—a') sin« cos« = 0,

woraus weiter folgt

, sin2i% — sin2/S cos(oc + B) sin(oc — R)

sin2ca sin2R sin(oc + R)cos(oc —R) ’
Wir erhalten sonach fir die Amplitude des reflektierten
Lichts, welches in der Einfallsebene schwingt,
(23) aL_ a tg(«-/)) 1
\% tg (oc -\- B) n

Jager, Theoretische Physik IlI. 5
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Ferner findet -sich fur die entsprechende Amplitude des
gebrochenen Lichts wieder aus den Gleichungen (17)
und (21) leicht

4 cosccsind 2 cosa sin/5

(24) - " 024 + sin25 sin(a  R)cos(<x — R)

Wird «+ B = 7-Z,sowird tg (x+ ) = oo, alsoa'= 0.
Wenn wir demzufolge Licht so einfallen lassen, daB
a + p-=— ist, so werden parallel zur Einfalls-

ebene gehende Schwingungen (berhaupt nicht
reflektiert. Es ist fir Glas
dieser Winkel < etwa 57°.
Man nennt ihn den Polari-
sationswinkel. Fir den
Polarisationswinkel ist also
sin/5 = cos«, daher
sina sin«
o] = tga,
smp cos
es ist die Tangente des
Polarisations Winkels
gleich dem Brechungs-
exponenten.

In Fig. 33 sei EE die Einfallsebene des Lichts,
PP liege in der Trennungsebene der beiden Medien
und stehe senkrecht auf EE. Die Schwingungen des
Lichts finden in der Geraden SS statt. OA sei die
Amplitude des einfallenden Lichts. Wir zerlegen sie
in die Komponenten OB senkrecht und OC parallel
zur Einfallsebene. Wir haben somit

OB = 0Asing?, OC= OA-C0S®.
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Nach der Reflexion verwandelt sich OB nach Gleichung
(19) in

OB'=
sm(a -f B)

und nach Gleichung (23) OC in
QC'= QC\tg" ~ ®

_ % (« + B)
Es ist nun

OoB' _ OB cos(a — RB) cos(a —R)

ocC' OC cos(« + /?) °&> cos(a + R) "

Es werden sich nach der Reflexion die Kompo-
nenten sonach zu einer Schwingungsrichtung <
zusammensetzen, welche von der fritheren abweicht.
Wir haben n&mlich
OB’ cos(ix — B)

gp « OC'=s g 99cos(oc + R)'
Es wirdalso durch die Reflexion eine Drehung der
Schwingungsebene oder, wie man auch sagt, der
Polarisationsebene bewirkt.

Wird o ¢c B = —, d. h. fallt das Licht unter

1
LA

dem Polarisationswinkel auf, so wird tgip'= —oc,
das reflektierte Licht schwingt parallel zur
Trennungsebene beider Medien. Das natdrliche
Licht, dessen Schwingungen nach allen Richtungen
in einer zum Lichtstrahl senkrechten Ebene gehen,
wird daher, wenn es unter dem Polarisationswinkel
reflektiert wird, nur noch Schwingungen in einer
Richtung, n&mlich parallel zur Trennungsebene
machen, es ist vollkommen polarisiert. Lassen wir
nun solches Licht unter dem Polarisationswinkel auf

5*
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einen Spiegel fallen, aber so, daR es parallel zur
Einfallsebene schwingt, so wird es Uberhaupt nicht
mehr reflektiert.

‘Wir wollen jetzt eine &hnliche Betrachtung fir
das gebrochene Licht anstellen. Fir dieses seien die
Komponenten OB, und 0 C,, und wir haben nach den
Gleichungen (20) und (24)

“ TM . HeWN
obj-ob %nq(a -jr G) 0c..< XSsin(%I—/J)Uglsa:—B
folglich

g(pt = 6&1’ = 8§ ecos(« — l'§')1 = tg<pcos(a —If'j.

Also auch bei der Brechung haben wir eine Ande-
rung der Schwingungfcrichtung. Lassen wir Licht
durch eine planparallele Platte fallen, so haben wir bei
der ersten Brechung
tgg?! = tgcp cos(a — /7).,
bei der zweiten
tgcp2 = tg<pl c00s(B — «) = tgy *cos2(a — B)
Fallt das Licht durch n Platten, so haben wir
tg%¥n = tgepecos2’ (« —/?).
Da nun cos (a —R) <1. so ndhert sich mit wachsender
Zahl der Platten jedes ¢ mehr jenem Winkel, fir
welchen tg<p2n= 0 ist, d. i. dem Winkel g2n= 0.
Man nennt eine solche Reihe aufeinandergeschichteter
planparalleler Platten einen Plattensatz, welcher eben-
falls die Fahigkeit hat, naturliches Licht in teilweise
polarisiertes zu verwandeln, jedoch schwingt das
polarisierte Licht dann in der Einfallsebene.
Neumann ging nun von der Anschauung aus, dal
die Dichte des Athers in allen Kdrpern gleich,
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die Elastizitdt jedoch verschieden ist. Man erhdlt
sodann ans der Gleichung (16)
(a2—ea'2 sintxcos<k = a| sin/9 cosRk ,

und es stimmt dann auch die Gleichung (22) mit den
anderen Uberein. Fihren wir unter dieser Annahme
in ganz derselben Weise wie friher die Berechnung
der verschiedenen Amplituden durch, so erhalten wir
zwar dieselben Formeln, doch erscheinen sie bezuglich
der beiden Komponenten der Lichtschwingung ver-
tauscht. Das heillit, nach Neumann gelten die
Gleichungen (19) und (20) fir das Licht, welches in
der Einfallsebene schwingt, die Gleichungen (23) und
(24) fir jenes senkrecht zur Einfallsebene.

§ 24. Doppelbrechung.

Geht ein Lichtstrahl durch eine Kalkspatplatto,
so wird er im allgemeinen in zwei polarisierte
Lichtstrahlen zerlegt, deren
Schwingungsebenen senk-
recht zueinander liegen.

Huygens erkléarte diese Erschei-

nung wieder mit Hilfe der Ele-

mentarwellen. Diese sind im Kalk-

spat jedoch nicht Kugelwellen,

sondern jeder vom Lichtstrahl ge-

troffene Punkt des Kalkspats wird Fig. 34.

zum Erregungspunkt neuer Ele-

mentarwellen, deren eine eine Kugel, die andere ein
Rotationsellipsoid darstellt, deren Rotationsachse die
kleine Achse der Ellipse ist und die GrolRe des Durch-
messers der Kugelwelle hat. Es liegt somit die
Kugelwelle innerhalb des Ellipsoids und berlhrt
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es in zwei Punkten A und B (Fig. 34). Die Richtung AB
nennt man die optische Achse. Sie féallt beim Kalk-
spat mit der Yerbindungsgeraden der stumpfen 'Rhom-
boederecken zusammen. Die Ebene, welche von der
optischen Achse und dem Lichtstrahl gebildet wird,
nennen wir den Hauptschnitt.

Wir denken uns den Kalkspat senkrecht zur
optischen Achse ox (Fig. 35) geschliffen. Das Licht-
biundel SS' falle schief auf. In 0 entstehen sodann

die zwei Elementarwellen, wtelche den Durchmesser
bezuglich die kleine Achse OC erreicht haben, wenn
der Punkt A der Lichtwelle nach B kommt. Die Tan-
genten von B an die Kugel bezuglich Ellipsoidflache
ergeben dann die zwei neuen Planwellen, welche in
den Richtungen F und G ihren Weg fortsetzen. Das
Licht hat also tatséchlich eine Doppelbrechung erlitten.
Wirde es, anstatt schief, senkrecht einfallen, so ware
keine Brechung vorhanden.

Dies ist nicht mehr der Fall, wenn wir den Kalk-
spat schief zur optischen Achse schleifen. Es
ergibt dann Fig. 36, in welcher OX die optische Achse
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sein soll, zwei Wellen, deren eine ungebrochen in der
Richtung AB durch den Kalkspat geht, wahrend die
andere gebrochen wird und die Richtung AC einschlagt.
Der ungebrochene Lichtstrahl, dessen Elementar-
wellen Kugelflachen sind, heiflit der ordentliche
Strahl. Er ist immer senkrecht zum Haupt-
schnitt polarisiert. Der andere jedoch, der aufRer-
ordentliche Strahl, rihrt von den Ellipsoiden her,
und sein Licht schwingt parallel zum Haupt-
schnitt. Drehen wir den Kalkspat um den einfallen-

Fig. 36. Fig. 37.

den Strahl als Achse, so behdlt der ordentliche Strahl
seine Lage bei, wéhrend der auBerordentliche sich um
jenen herumdreht. Der Brechungsexponent des
ordentlichen Strahls hat einen ganz bestimmten
Wert, jener des auflerordentlichen d&ndert sich
mit dem Winkel, welchen der einfallende
Strahl mit der optischen Achse bildet. Man gibt
jedoch in der Regel als Brechungsexponenten fur den
aullerordentlichen Strahl seinen kleinsten Wert an.
Dieser tritt ein, wenn die optische Achse in der
brechenden Fl&che selbst liegt und senkrecht zur Ein-
fallsebene ist. Wir erhalten dann den ordentlichen und
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auflerordentlichen Strahl nach der Konstruktion Fig. 37,
wo der kleinere Kreis der Kugelflache angehért, wahrend
der groBere der Aquator des Rotationsellipsoids ist.

8 25. Elliptische und zirkulare Polarisation.

Wir nehmen an, ein polarisierter Lichtstrahl falle
senkrecht auf eine planparallele Kalkspatplatte, deren

letzterer

optische Achse HH (Fig. 38) senk-
recht zum Einfallslot liegt, wéahrend
die Schwingungen in der Richtung
PP vor sich gehen. HH versinnlicht
also gleichzeitig die Lage des Haupt-
schnitts. Die Dicke der Platte sei A ;
der Bewegungszustand beim Einfalls-
punkt sei gegeben durch
2nt

.

Dieser wird zerlegt in den ordentlichen
und auBerordentlichen Strahl. Ersterer
ist beim Austritt aus der Platte

a—asin

- Al
asingpsm2il B
.2 n( A’
ae= acosoj sSm— .t -——
r v e

wenn wir mit o und e die Lichtgeschwindigkeit des
ordentlichen bezgl. auferordentlichen Strahls bezeichnen.

Wir wollen
A*LA) =Vi 27(A - &
t \ o/ r \o

setzen, konnen sonach schreiben
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00= V —asin?9smy 5 ae= £ = acosq?sin(yj -j- & ;
fihren wir noch
a0B®=p, aSHDP= q
ein, so erhalten wir schlieBlich
£ = psin(ip -f-<®, t] = qsinl/;.
Betrachten wir diese GroRen als rechtwinkelige
Koordinaten einer ebenen Kurve, so erhalten wir fir
&= 2n
- Q_
4}£/— F— tg<p.
Das Licht der beiden Strahlen setzt sich also nach dem
Austritt wieder zu einer geradlinigen Bewegung zu-
sammen, welche dieselbe Schwingungsrichtung wie das
einfallende Licht hat. Ist P = ji, so wird
£= —psinyj, 1= gsinx,
\Y 1 +
7T — 7T — F»-
Es hat also die neue Schwingungsebene zur alten eine

Drehung von 2 9 erhalten. Es sei nun # = £, dann

£= pecos!/;, r= qgsini/;,

p2™ q2

Wir haben somit als resultierenden Schwingungszustand
eine Bewegung, die uns bis jetzt noch nicht vorgekommen
ist. Die von uns erhaltene Kurve ist eine Ellipse,
weshalb wir das Licht elliptisch polarisiert nennen.
Ist die Schwingungsrichtung des einfallenden Lichts

durch p= — gegeben, d.h. bildet die Schwingungs-
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richtung mit dem Hauptschnitt einen Winkel
von 45° so wird p = g und wir haben die Gleichung
eines Kreises. Licht von einem derartigen Bewegungs-
zustand nennt man daher zirkular polarisiertes

3n
Licht. Ist m&= i so erhalten wir dieselbe Ellipse bezgl.

denselben Kreis, nur geht jetzt die Bewegung in ent-
gegengesetzter Richtung vor sich.
Wir wissen, dal}

X

ist. Fir B —7Z wird demnach

o] e 4

Nun ist aber ’ die Zeit, welche der ordentliche Strahl

braucht, um die Platte zu passieren, — die Durchgangs-

zeit fur den auBerordentlichen Strahl. Wir erhalten
somit elliptisch bezgl. zirkular polarisiertes Licht,
wenn sich die Durchgangszeiten beider Strahlen
um J--Schwingungsdauer voneinander unter-
scheiden. Glimmer 143t sich in diinne Blatter spalten,
flr welche diese Bedingung erfullt ist. Man nennt
ein solches Glimmerblattchen ~-Undulationsglimmer.

§J~"fioiarisatioiisapparat — Turmalinzange —
senkrecht einfallendes Licht.
Um zu erkennen, in welcher Weise polarisiertes
Licht beim Durchgang durch Kristallplatten gedndert
wird, benutzt man einen sogenannten Polarisations-
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apparat. Ein solcher besteht aus zwei Hauptteilen,
dem Polarisator und dem Analysator. Ersterer
verwandelt das natirliche Licht in geradlinig polarisiertes.
Dieses Licht 1Bt man dann durch die zu untersuchende
Kristallplatte und sodann durch den Analysator gehen,
aus welchem ebenfalls linear polarisiertes Licht austritt.
Der einfachste derartige Apparat ist die sogenannte
Turmalinzange. Der Turmalin hat die Eigenschaft,
nur Licht von bestimmter Schwingungsrichtung
durchzulassen. Bringen wir daher
zwischen zwei  Turmalinplatten ?
einen Kristall, so kann durch Ver-
drehung der Turmaline gegenein-
ander alles erzielt werden, was
man von einem Polarisationsapparat
verlangt.

Es seien nun oe= AM (Fig. 39)
und o0 = AM', die beiden Schwin-
gungen nach dem Passieren der
Kristallplatte.  Die Strahlen ge-
langen sodann druch den Analy-
sator, der sie nur Schwingungen Fig. 39.
in der Richtung QQ ausfiihren
1aRt. Es konnte dies z. B. ein Spiegel sein, auf welchem
die Strahlen unter dem Polarisationswinkel auffallen.

Wir haben nun nach dem Friheren

a0 — asin” sioyj, oe—acos<psin(yj + $) .

Vom ordentlichen Strahl entfallt sodann auf die Rich-
tung QQ die Komponente 00sin(co — cp), wenn co— <p
der Winkel zwischen dem Hauptschnitt der Kristall-
platte und der Schwingungsebene des Analysators ist.
Der auferordentliche Strahl liefert oecos(co — <), und



76 Die Lehre vom Lieht.

wir haben als resultierende Schwingung
o/ = oecos(co — 9% — o0sin(co — ¢p) ,
= acos99003(0»— cp)sin(ip-)-ft) —asinMsin(a>—cp)simp.
Wir wollen hier die Glieder mit cosyj bezgl. siny» als
Faktoren herausheben, erhalten somit
o' — [a cos(pcos(co—cp) cosft —a sinPsin(o> — FH)] sinrp
-j- acos99 cos(co — cp) Sin# cosrp .
Wir haben also eine schwingende Bewegung von der
Form *
(/ =/A.sinmp -f- B cosrp .
Die Amplitude J dieser Bewegung ist gegeben durch
J2= A2-f B3,
woraus flr unsern speziellen Fall folgt
J3= a2c0s29?cos2(co — cp) + a2sin2Wsin2(cu — cp)
— 2a2singcosgsin(<w — 99 cos(a> — M) cos# .
Flgen wir der zweiten Seite dieser Gleichung noch
— 2a20089sinPcos(eo — cp) sin(0>— cp)
+ 2a20080sinPcos(co — cp) sin(co — cp)
hinzu, so kénnen wir leicht finden

(25) J2= a2cos2co -f- a2sin2Psin(2a> — 2<p) sinZi.

Wir setzen nun .« — 0. Man nenntdas die Parallel-
stellung, da die Schwingungen im Polarisator jenen
im Analysator parallel sind. Wir haben dann

Jo = a2—a25in229)sin211.

i\
Fir = —, die gekreuzte Stellung, erhalten wir

hingegen
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_ . .-
J2 = ain22rosin2—-.
» 2

Es ist somit
J2+ J2= a2.

2
Das heifit, die Erscheinungen der Parallelstellung
und der gekreuzten sind einander komplemen-
tdr. Verdndern wir die Lage des Hauptschnitts, so
wird fur die Kreuzstellung

J2= 0,

wenn

p= 0, 1, n,...

wird. In diesem Fall erhalten wir also ein dunkles
Gesichtsfeld. Hat der Kristall die Eigenschaft, das
Licht zirkular zu polarisieren, so geschieht dies flr

i) = — und m= T Dann wird

2
92 Q2
J2= a2c0s200 — a2c0s2co £ = th?cosZoo

Es ist liier die Intensitdt des Lichts von der
Stellung des Polarisationsapparats ganz un-
abhéngig.

§ 27. Schief einfallendes Licht.

Durch eine planparallele Platte AB (Fig. 40) gehe
ein Lichtstrahl SCD und parallel dazu durch die Luft
der Strahl S'C'D'. Der Strahl SCD erleidet dabei gegen
S'C'D' eine Verzdgerung
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z _CD C'D'
u v >

wenn u die Lichtgeschwindigkeit in der Platte, v jene
in der Luft ist. Wir kdnnen diese Verzdgerung auch

so darstellen:

CD CD ecos(<x — R)

u
AB AB ¢cos(« —R)
ucosi vcosh
AB cos(<x — R)
V  ucosB cosfi
AB/ sina Sin <xsm¢\
. €osoc
v \sinfB cosB cosR )
AB siim (1 —sin2®)
. mCOSiX
\Y sinB cosB
AB /sincx cosR
R COSiX
v \ sinB
COSiX
m

VU Y
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Wenden wir diese Formel auf eine doppeltbrechende
Platte an, so erhalten wir fir die Verzdgerung des
ordentlichen Strahls

fur den aulerordentlichen Strahl
mithin fiir den Zeitunterschied beider Strahlen

Wir haben hier die Geschwindigkeit des ordentlichen
Strahls o, die des auBerordentlichen u genannt. Letztere
ist gegeben, sobald der Winkel des Strahls mit der
optischen Achse bekannt ist. Es 4Rt sich nun cos/3
und cos/F als Funktion von oc, sowie den Geschwindig-
keiten v, o und u darstellen, wobei u wieder eine Funktion
von € e, o und v ist, so daB Ze — Z0 fir eine be-
stimmte Kristallplatte lediglich eine Funktion des Ein-
fallswinkels ist, da ja die Geschwindigkeiten v, o und
e, d. i. der grofite mogliche Wert von u, konstante GroRRen

2n
sind. Somit ist auch # = — (Ze— Z0) eine Funktion
T

von ix. Fuhren wir daher jetzt unser 1) in die Gleichung
(25) ein, so werden wir mit wechselndem o auch wech-
selnde Intensitdten des Lichts erhalten. Blickt also
das Auge durch einen Polarisationsapparat, in welchem
sich eine Kalkspatplatte befindet, so wird es eine Seh-
linie geben, welche den Kalkspat senkrecht zu seinen
Begrenzungsflachen durchsetzt. In dieser Richtung sehen
wir dann die im vorhergehenden Paragraphen behandel-
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ten Erscheinungen. In jedem konzentrischen Kreis um
diese Sehlinie herum liegen Sehlinien, welche unter
demselben Winkel die Platte treffen. Die Interferenz-
erscheinungen der Platte, welche von schief auffallenden
Strahlen herriihren, werden daher kreisférmig angeordnet
sein.  Wir sehen somit eine Reihe konzentrischer
Kreise, welche abwechselnd hell und dunkel sind, je
nachdem wir ft= n, 3jt, 5n.,. oder ft= 0, 2sr,

haben. Diese Kreise werden infolge der duroh den
Winkel o (8 26) bedingten Interferenzen von einem recht-
winkligen Kreuz radial geschnitten, welches je nach der
Wahl der Winkel co und % hell oder dunkel sein kann.

Totale Reflexion.

Fur die Brechung des Lichts fanden wir die
Gleichung
sin« c

smB [+

welche immer einen Sinn hat, falls ¢> c' ist. Geht
jedoch der Strahl von einem optisch dichteren in ein
dinneres Medium, d. h. ist ¢ < c¢', so gelangen wir
schlieflich zu einem Einfallswinkel <x, fiir welchen

il
sinf2= 1, R = — wird. Der Strahl tritt dann nicht

mehr in das zweite Medium ein, sondern er wird fir
alle Winkel, welche groRer als dieser Grenzwinkel sind,
vollstdndig reflektiert, weshalb wir diesen Vorgang
,totale Reflexion®“ und den Grenzwinkel a, fir

welchen B = ~ wird, den Grenzwinkel der totalen

Reflexion nennen.
Wir fanden fir die GroRe der Amplitude des
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reflektierten Lichts, welches senkrecht zur Einfallsebene
schwingt, nach Gleichung (19)

a' sin(& — B) sina cos/? — cosa sin'/?

a — sin(a -f B) ~ sina cos/? + <»s<x sin/?’
Wir wollen die Substitution

cos/? = yl—sin2?= iysin2? —1

einfihren. Dann haben wir
al  cosasin/3—sina eiysin2/?—1 f—gi”™+ Li
acos, sinf? + sin«-iysin2™» A 1 f+ gi
Wir erhalten somit bei der totalen Reflexion fir die
Amplitude der reflektierten Welle eine.komplexe Zahl.
Dies deutet nun Fresnel in sehr sonderbarer Weise.
Er sagt: Multiplizieren wir den Schwingungszustand mit

— 1, so bedeutet das eine Verzdgerung um eine halbe
Schwingungsdauer. Ebenso kdnnen wir die Multipli-

kation mit y— 1 als eine Verzégerung um eine viertel
Schwingungsdauer auffassen. Es wird dann der Schwin-
gungszustand nach der Reflexion

2nt

o'= a'sin = a(h+ kl)sin-----
r t
2jit 2n:t\ 2T
= a(hsm J! kcos = asm_l(t_w)l
\ T ro/ T
wemi wir
271% .2 TIft
h = cos , —sm .

setzen. Es folgt somit, daf
a'= a
ist, da ja jetzt die neue Amplitude durch

Jager, Theoretische Physik II. 6
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a'2= a2(h2+ k2
bestimmt ist.
Fur die Amplitude des reflektierten Lichts, welches in
der Einfallsebene schwingt, haben wirnach Gleichung (23)

a' _ tg(x —R) sin (x— RB) cos(x + R)
a tg (x -f-B) sin(a -f- B) cos (x —R)
€oSXx cosB — sinx sinf

= (h + Kki). . .
cos«. cos/? -f- sina sin/?

26J*
(,_ , , . sinx sin/? — cosa i Vsin2/? — 1 (
= (i + ki) | | e .
sin« sinB  cosa *iysin2?—1

= (h+ ki)llw_mi-: (k + ki)(r + si) .

Die Phasendifferenz der Lichtkomponenten senkrecht

und parallel zur Einfallsebene ist daher durchr+
bestimmt. Nennen wir sie & sowird
2ji 6 .. 2no
r = cos , S§=sm .
r t

Auch hier folgt, wie oben,

a'= a.
Es entsprechen also unsere Formeln insofern tatséch-
lich der Wirklichkeit, als aus ihnen die Totalreflexion
folgt; doch werden wir sofort noch weitere Konsequenzen
kennen lernen, die alle durch das Experiment er-

hértet sind.

§ 29. Elliptische Polarisation durch totale Reflexion.

Wir wollen annehmen, daR die Schwingungsebene
des einfallenden Lichtes
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mit der Einfallsebene den Winkel ¢ bildet. Dann sind
die beiden Komponenten senkrecht und parallel zur Ein-
fallsebene

f = asing?, A= acoscp,
folglich, wie wir im vorhergehenden Paragraphen er-
fahren haben, nach der Reflexion

£

asin qosinz—rn (t—28§),

.20
r/ = acosgssin— (t—RB —d) .
.

Wird = * , so setzen sich die beiden Kompo-

nenten zu einer Schwingung zusammen, welcher die
Gleichung

X 12_+ =
az2sin2p  a2c0s29?

entspricht.  Wir haben somit elliptisch polarisiertes Licht.

Dies wird zu zirkular polarisiertem, wenn = — Ist.

Wird nun &= e so wird r = cos.--r = 0. Aus
der Gleichung
1—mi .
1+ mi r+ si
finden wir
12
12+ m2

Soll demnach r = 0 werden, so muB 1= m sein. Wir
finden daher nach Gleichung (26)

6*
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sin« sin/? = cos« ysin2?— 1
oder *
sin2« sin2/? = cos2« (sin28 — 1) .
Hier kdnnen wir sin/? durch « und den Brechungs-
exponenten n aus der Gleichung

sin« 1

sinB n
ersetzen, wenn wir den Brechungsexponenten beim Gang
des Lichts aus dem dinneren ins dichtere Medium n

nennen.
Es l4Rt sich nun leicht die Gleichung

o4 n2+ 1 .- 1
- = 2 = =
SN sme« 2n3
und somit auch
. U2+ i /(n2+ 1)2.
SIN-«
4n2 16 n4 2n2
herleiten. Soll also « einen reellen Wert haben, so
muf (n2-f I)2> ! sein Daraus folgt aber ein
16 n4 2n2 ' 9

Brechungsexponent, welcher so grofl ist, dal nur beim
Diamant durch eine einmalige Totalreflexion elliptisch
polarisiertes Licht zu erhalten wére. Wir kdénnen aber
die Phasendifferenzen summieren. Lassen wir daher
einen Lichtstrahl, anstatt einmal, zweimal total reflek-

tieren, so daR jedesmal eine Phasendifferenz &= ra

entsteht, dann erhalten wir ebenfalls elliptisch polari-
siertes Licht. Dies geschieht im Eresnelschen Pa-
rallelepiped ABCD (Fig. 41), dessen Winkel « so
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T
geschliffen sind, daB sie einer Pliasendifferenz 6= o

entsprechen. Ein bei G senkrecht eintretender gerad-
linig polarisierter Lichtstrahl wird daher bei H in der
Richtung HP als elliptisch polarisierter austreten. Geht
die urspriingliche Schwin-
gung unter einem Winkel
von 450 zur Einfalls-
ebene GEF vor sich, so
erhalten wir einen zirkular
polarisierten Strahl.

Es eignet sich ein der-
artiges Parallelepiped viel y
besser zur Erzeugung zir-
kular polarisierten Lichts,
als der sogenannte -J--Un-
dulationsglimmer. Da in letzterem der Gangunter-
schied des ordentlichen und auferordentlichen Strahls
|-Sehwingungsdauer ausmachen soll, so 14t sich die
Zirkularpolarisation nur fur eine bestimmte Farbe genau
herstellen, indem ja die Wellenldange mit der Farbe
sich erheblich verdndert, wéhrend die Anderung des
Brechungsexponenten eine verhdltnisméRig geringe ist.

Die Lehre yon der Warme.

Warmeleitung.
§ 30. Warmemenge — Temperatur — spezifische Warme
X — Warmekapazitat.

Wie wir die Schall- und Lichterscheinungen auf
bloRe Bewegungserscheinungen zuriickgefihrt haben, so
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tun wir es auch mit den Erscheinungen der Wérme.
Wir fassen die Warme als Bewegung der kleinsten
Teilchen eines Kdrpers, als Molekiftarbewegung
auf. Fir die Bahnen der Molekeln gibt es keine
bevorzugte Richtung, sie-sind nach allen Richtungen
gleichformig verteilt. Der Schwerpunkt des Kor-
pers bleibt also in Ruhe, und da die Bewegung der
einzelnen Molekeln sinnlich nicht wahrnehmbar ist, so
ist fir die Sinnesorgane auch der ganze Korper in
Ruhe. Die Gesamtenergie der Molekeln nennen
wir seine Wdarmemenge. Bringen wir zwei Korper
zur Beruhrung, so wird ein Energieaustausch statt-
finden. Von jenem Korper, welcher Energie an den
&ndern abgibt, sagen wir, er besitze die hdhere Tem-
peratur. Nach willkirlichem Malk messen wir die
Temperatur mit dem Thermometer und nennen die
M aBeinheit'einen Temperaturgrad. Die Wérme-
menge, welche die Gewichtseinheit eines Korpers
um einen Grad erhdht, ist dessen spezifische Warme c.
Diese kann sich mit der Temperatur &ndern, wir werden
sie daher besser durch

definieren, wenn wir unter Q die Wé&rmemenge und
unter u die Temperatur verstehen. Die Wé&rmemenge,
welche wir demnach einem Korper zufuhren, wird gleich
dem Produkt aus seinem Gewicht, spezifischer Warme
und Temperaturerh6hung sein. Das Produkt aus der
spezifischen Warme und dem Gewicht ist die Wéa&rme-
kapazitdt des Korpers.

Die Erfahrung lehrt, daB verschieden temperierte
Kérper, sich selbst (berlassen, ihre Temperaturen aus-
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gleichen. Dies geschieht entweder durch Leitung oder
durch Strahlung der Warme. Im ersteren Fall missen
die Korper einander beruhren, und es gibt direkt der
eine Energie an den &ndern ab. Es ist dies die Regel,
wenn verschiedene Punkte ein und desselben Korpers
verschiedene Temperaturen besitzen. Im zweiten Fall
ist der Tréger der Wéarme der hypothetische Lichtather,
und es lehrten die Untersuchungen, daf Licht- und
Waérmestrahlen sich physikalisch voneinander gar nicht
unterscheiden.

Die im folgenden gegebene Theorie der Wéarmeleitung
wurde von Fourier begrundet und ausgearbeitet.

§ 31. Gleichung der Warmeleitung in einem Stab.

Wir halten das eine Ende eines dinnen Stabs be-
stdndig auf der Temperatur a, das andere auf der
niedrigeren Temperatur b. Es stromt dann durch den
Stab Wé&rme von a nach b. Je grofRer der Temperatur-
unterschied a — b ist, desto mehr Warme wird in der
Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Stabs flielRen.
Machen wir die Voraussetzung, der Stab gebe nach
auBen keine Warme ab, was freilich in Wirklichkeit
nur angendhert erreicht werden kann, so muR durch
jeden Querschnitt des Stabs in derselben Zeit dieselbe
Wérmemenge W gehen. Wh- wollen sie daher pro-
portional der Zeit und dem Temperaturunterschied
setzen. Sie wird ferner noch proportional dem Quer-
schnitt des Stabs g und schlieflich von der Lé&nge 1
des Stabs abhéngig sein, so dal wir fur die durch
den Querschnitt gehende Wérmemenge

W= qt@a—h)fQ)
erhalten.
Teilen wir unsern Stab in gleiche Teile von der
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Lange X und sei in der Entfernung X von a die Tem-
peratur al, in der Entfernung 2X a, usw., so mufl die
Gleichung. ’

W =qt(a—ax)f(X) = gqt(at—af(X)= ...
gelten, woraus folgt
d —R=...

Es féllt also von a nach b die Temperatur linear ab.
Wir konnen daher ganz allgemein schreiben

W = gqt(MN - MNO f (MM
(Fig. 42). Da aber

MN —M'N" a—b

MM - wT o o
ist, so wird
W= qtGeMMT(MI') = qtGy f(y),

wenn wir MM'= y einfihren. Wir koénnen nun
yf{y) = k, also

setzen, wonach
w =qtka* b

wird. Die Konstante k nennen wir die W drmeleitungs-
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fahigkeit; es ist die Warmemenge, welche in der Zeit-

einheit durch die Querschnittseinheit beim Temperatur-

gefélle Eins geht, wobei wir unter dem Temperatur-
a

gefalle die GroRe— — verstehen.

Das lineare Temperaturgefdlle in unserm Stab ist
nur fir den Fall eines stationdren Zustands vorhanden.
In allen &ndern Fallen kénnen wir daher unsere Gleichung
nur fir ein sehr kurzes Stiick dx des Stabs benitzen,
fur welches wir das Gefalle als linear annehmen. Auf
der Strecke dx soll die Temperatur um du fallen.

Ansta’ﬁ(—"‘l;k haben wir demnath g% zu setzen.
Das negative Vorzeichen ruhrt davon her, daf die
Wiérme immer entgegen der Richtung der Temperatur-

zunahme flieRt. Das. Temperaturgefdlle — wird

ferner nur flr eine kurze Zeit t als konstant anzusehen
sein. Wahrend dieser Zeit flielt dann durch den Quer-
schnitt des Stabs die Wé&rmemenge

@7

Ein sehr kurzes Stabstick von der Ldnge f sei
durch die Querschnitte M und M' begrenzt. Es stromt
dann in der Zeit x durch den Querschnitt M die Wéarme-
menge, welche durch Gleichung (27) gefunden wird,
ein, durch M' die Menge

aus. Es bleibt daher in unserm Stabelement die Wéarme
W —W" zurick und erhéht die Temperatur um d. Das
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Volumen des Stabelements ist qf, das spezifische Ge-
wicht sei s, die spezifische Warme c. Dann ist sein
Gewicht qfs und seine Wérmekapazitdt qfs'c. Es
besteht somit die Gleichung

W—W'= qfscs.

Die Temperaturerh6hung per Zeiteinheit kénnen wir
AN

$;]f1 schreiben, daher fir die Zeit r
- du
a"at1l'

mithin

W—W'= gfsc dt

Fir einen Zeitpunkt oder fir eine unendlich kleine Zeit r
konnen wir die Warmemenge W als eine Funktion von x
ansehen, wenn wir mit x die Entfernung eines Punkts
des Stabs vom Anfangspunkt bezeichnen. Dann ist

SW
W'= W -f-ar-f ,
X
folglich nach Gleichung (27)

, SwW Ssau
W —W '= dx £=quf&2-.
Wir erhalten somit die Gleichung
du , tdau
oder
du k da
dt sc dx2’

Wir lassen jetzt die Bedingung, daR der Stab nach
auBen keine Warme abgibt, fallen und nehmen an, daf
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die abgegebene Wérme der Temporaturdifferenz zwischen
Stab und Umgebung und der Oberflaiche proportional
sei. Ist p der Umfang, so ist p £ die Oberflache des
Stabelements und hp£ (u—a)r die nach auflen ab-
gegebene Wérme, wenn wir a die Temperatur der Um-
gebung nennen. Da es nun ganz gleichgultig ist, wo wil-
den Nullpunkt der Temperaturskala anbringen, so kénnen
wir von Fall zu Fall
a= 0

annehmen. Es bleibt uns dann fur die nach aufen ab-
gegebene Wé&rmemenge der Ausdruck hpfur. Die im
Stabelement verbleibende Wé&rme ist daher

W—W'—hplur,
was uns die Gleichung

du d2u
clfsccd r= qtkE-JX—Z—hpEUX

ergibt, welche sich reduziert auf
du k d2u hp
dt sc dx2 qgsc
oder
du d2u
-« « -, 28>

Die Grole m = = nennt man die Temperatur-

leitungsfédhigkeit oder auch das thermometrische
Leitungsvermdgen, h die duRere Warmeleitungs-
fahigkeit.

Es darf also das Temperaturleitungsvermdgen nicht
mit dem Waérmeleitungsvermdgen verwechselt werden.
Wiéhrend z. B. die Warmeleitungsfahigkeit der Gase
gegenliber jener der Metalle sehr klein ist, haben sie
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doch ziemlich dasselbe Temperaturleitungsvermdégen.
Das heiBt, es gleichen sich verschiedene Temperaturen
in Gasen ebenso rasch aus wie in Metallen. '

§ 32. Station&rer Zustand.

Bleibt jeder Punkt unseres Stabs auf konstanter
Temperatur, so nennen wir diesen Zustand stationar.
Es ist also dann

u
dt ’
und Gleichung (28) wird
d2u n
—2 - u= 0.
< - m
Eine Losung dafir ist
u= enx.
Danach wird unsere Gleichung
RBieR* _ — eBx = 0
m

folglich

- —_ + —_

82 m —_+/ m

Wir erhalten also zwei Werte fiur B, welche wir zu-
sammenfassen konnen in

u= Ae ! m -f- Be
Unser Stab sei nun sehr lang. Die Temperatur
soll aber fir ein unendlich grofes x nicht unendlich
werden. Dann ist B = 0 zu setzen, und es bleibt

u= Ae 'm.
Fir x = 0 sei u= u0. Folglich wird A = u0. Haben
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wir zwei Stdbe mit derselben Anfangstemperatur, so ist
flr den einen

fiir den andern

u' = uOe
Fir zwei Punkte gleicher Temperatur muR somit

sein.  Es ist nun

n hp n' k'p'

m=g9gk > nF= gqk"'
Geben wir daher den Stdben kongruente Form und
gleiche Oberflachenbeschaffenheit, so ist

hp h'pl
und wir erhalten

JF _ x'2

TT * X2

was uns die Madaglichkeit liefert, die Warmeleitungs-
fahigkeiten von Stdben verschiedenen Materials zu ver-
gleichen.
§ 33. Warmeleitnng in einem Ring.
Setzen wir in Gleichung (28)
u= ye-~nt,
so nimmt sie, wie leicht zu finden, die Form
cy

Qy
W —m o
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an. Das ist aber die Form der Wérmeleitungsgleichung
ohne Waérmeabgabe nach auBen, welche wir schreiben
kénnen '

/9Q, du d2u

<29) )

Es wird demnach in vielen Féllen geniigen, die Lésung
fur die Gleichung (29) zu kennen, weil diese, mit e-nt
multipliziert, sodann die Losung fur (28) ergibt. Eine
Ldésung der Gleichung (29) ist

(30) u= eat+”x.
Dieser Wert, in die Gleichung (29) eingesetzt, gibt
« = mB2.
Soll die Temperatur mit der Zeit nicht ins Unendliche
wachsen, so muf3 tx negativ sein. Wir wollen cc= — vy
schreiben, wonach wir
Bim= =+ iw

erhalten, was sich in das partikuldre Integral
u= e_ cosx j/ —-+ Bsinx~|/-

zusammenfassen 1aRt. (Bd. I § 10.)

Wenden wir diese Formel auf einen Stab an, wel-
cher zu einem Bing zusammengebogen ist, so daR sich
Anfangs- und Endpunkt berihren, und legen wir in
eine beliebige Stelle des Bings den Anfangspunkt der
Abszissen, so muf} in den Punkten x, x + 1, x + 21,...
die Temperatur ein und dieselbe GroRe haben, wenn
1 der Umfang des Bings ist. Daraus folgt, daB

Iﬁz2n, 4n, 6n ..

sein muB, wonach
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4712m 16 n2m 36 n21M
y = J2 5 7 "2 Hx*x*x

wird.  Wir haben somit als allgemeine L&sung

—ou 4k2
u ? IAkcos—kT—IX + Bks nil(rcx
k=0

Die Konstanten A und B lassen sich berechnen, sobald
fur t = 0 die Temperatur durch u = f(x) gegeben ist
(Bd. I § 85). Die hoheren Glieder unserer Summe
nehmen mit wachsender Zeit sehr rasch ab. In der
Praxis genugt es daher, sich auf
4 uit/ o} (o] \
u= A0O-fe 1 IAxcos—~ (-Basin——1

zu beschrénken. Es ist dies die Temperatur der Ab-

szisse X. Gegenuber liegt der Punkt x — mit der
Temperatur
4m2mt/ 0 0 \
n=A0fe 1 \— 108 —1 lsm—_i-/*
Die Summe beider liefert
u+ iT= 2A0,
die Differenz
Viandl
il 9 mx\
u—u'=2e P (Axcos™“ "+ Blsm n

Es nimmt also die Differenz der Temperaturen zweier
gegenlberliegender Punkte geometrisch mit der Zeit
ab, woraus wir die GroRBe des Exponenten, somit auch
die Temperatur- und Wérmeleitungsféhigkeit bestimmen
konnen.
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§34. Die tagliche undjahrliche Temperatnrschwankung
unter der Erdoberfléache.

In der Loésung der Gleichung (29), weldhe durch
Gleichung (30) gegeben ist, ist eine der beiden Kon-
stanten oc und B vollstandig willkirlich.  Wir wollen
deshalb oc imaginér, also ac= ai wahlen. Wir haben dann

ferner
+i'|/¥
und
u= Ae lin ~2 ' 2/ -)Be Ymv 2 2/
= Ae® PTG i Be YT om/

Es 14Bt sich also u als periodische Funktion bei richtiger
Wahl der Anfangszeit in folgender Weise darstellen:

u= Ce sinfat —x j/-a j .

Fur den Anfangspunkt x = 0 erhalten wir somit

u0= Csinat .
Unsere Losung gilt also fur einen Stab, der nach auflen
keine Wé&rme abgibt und an dessen Anfangspunkt die
Temperaturdnderung eine harmonische Schwingung dar-
stellt.

Denken wir uns ein Prisma, welches von der Erd-
oberflache senkrecht in die Tiefe geht, so haben wir
den Fall verwirklicht, dal nach aullen keine Warme
abgegeben wird, da wegen der gleichen Yerteilung der
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Temperatur in einer horizontalen Ebene keine Wé&rme-
bewegung stattfindet.  Die tégliche und jéhrliche
Temperaturschwankung an der Erdoberflache kdnnen
wir in erster Anndherung als eine harmonische auffassen,
kénnen daher unsere Lésung auf die Temperaturdnderung
unter der Erdoberfliche beziehen. Wir finden in jeder
Tiefe eine periodische Temperaturdnderung, jedoch wird
die Amplitude mit wachsender Tiefe immer Meiner, so
dal wir etwa 28 m tief unter der Erdoberflache die
Temperaturschwankung Uberhaupt nicht mehr wahr-
nehmen, sondern jahraus jahrein eine konstante Tem-
peratur, nadmlich die mittlere Jahrestemperatur haben.
Hat zu einer bestimmten Zeitt die Temperatur an der
Erdoberflaiche den Wert Hull, so mu at = nyr sein.
In der Tiefe x wird diese Temperatur erst nach der
Zeit d eintreten, welche sich daraus bestimmt, daB

dann a(t + d)y—x1/ = nji ist. Wir finden somit

a$= xl\/2m oder T= l/2ma

Das konnen wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Warmewelle nennen. Nennen wir analog die Schwin-

gungsdauer ¢, so haben wir a = , folglich
u= Ce )m*sinfr™ —xI/— ). (31)
X i/4m n
J T

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eine
Funktion der Schwingungsdauer, und zwar wird sie um

- Jager, Theoretische Physik II. 7
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so groBRer, je kleiner die Schwingungsdauer ist. Es
pflanzen sieh deshalb die taglichen Anderungen viel
rascher in die Tiefe fort, als die jahrlichen. Dafur
nimmt aber die Amplitude der letzteren mit der Tiefe
viel langsamer ab.

Die Gleichung (31) gibt uns die Mittel an die Hand,
nach zwei Methoden die W drmeleitungsfahigkeit
der Erde zu bestimmen, einmal aus der Abnahme der
Amplitude mit der Tiefe, das zweite Mal aus der Ver-
zdgerung des Maximums bezgl. des Minimums der
Temperatur. In der Tiefe x' ist die Schwankung der
Temperatur

in der Tiefe x"

folglich

woraus sich m bestimmen laRt.
Das Maximum der Temperatur haben wir in x
zur Zeit E, wenn

desgl. in x" nach der Zeit t" fur

woraus sich ergibt
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Dieselbe Formel erhalten wir fir die Wanderung des
Minimums, und wiederum ist es leicht, aus dieser
Gleichung die Temperaturleitungsfahigkeit m und somit
auch die Warmeleitungsfahigkeit der Erde zu finden.

§ 35. Gleichung der Warmeleitung in einem isotropen
Kdérper — Analogie zwischen Wéarme- und Flissigkeits-
stromung.

Denken wir uns aus einem isotropen Korper ein
Yolumelement ';m]'Q herausgeschnitten, so kdnnen wir
fr die drei Richtungen parallel zu den Koordinaten-
achsen dieselbe Uberlegung machen, welche wir iber
die Warmestromung nach einer Richtung (§ 31) an-
stellten. Der Unterschied ist dann nur der, dal dem
Volumelement nicht nur von einer Seite, sondern von
drei Wéarme zu- imd gleicherweise abgefihrt wird. Die
Gleichung (29) erweitert sich daher auf

(32)

Fir den stationdaren Zustand wird sie

d2u Qu  &Rii
dx2 Sy2 7522

Dieselbe Gleichung fanden wir (Bd. I § 62) fir die
stationdre Strémung einer Flissigkeit mit dem Ge-
schwindigkeitspotential u. Wir kénnen daher alle
speziellen Fé&lle stationdrer Warmestromung
in einem isotropen Ko&rper, der nach auflen
keine Wéarme abgibt, auf die stationdre Be-
wegung einer idealen Flussigkeit und umge-
kehrt Ubertragen, wenn wir Temperatur und
Geschwindigkeitspotential, Temperaturgefélle
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und Stromlingsgesellwindigkeit miteinanderver-
tauschen.

|
§ 36. Gleichung der Warmeleitung in einer Kugel.

Wenden wir die Gleichung (32) auf eine Kugel
an, in welcher die Wéarmestrémung nur radial vor sich
gehen soll, so mufR in jeder konzentrischen Kugelschale
die Temperatur konstant sein. Yerlegen wir den Ur-
sprung des Koordinatensystems in die Mitte der Kugel,
sowird x2+ y2+ z2= r2 die Gleichung einer konzen-
trischen Kugelflache, ferner

$2u Qu du du 25 1 |(ru)
dx2 6j2 dz2 Br2l r Br r Br2

(Bd. 1 §67.) Wir kdnnen daher Gleichung (32) schreiben

(33) ¢(ru) d2(ru)
Bt~ m Br2 ’

da ja bei der partiellen Differentiation von ru nach t
r als konstant anzusehen ist. Wir erhalten also fur
die Kugel dieselbe Gleichung der Warmeleitung wie
fir den Stab, der nach auBen keine Wé&rme ahgibt, wenn
wir u durch ru und x durch r ersetzen. Es tritt hier
dieselbe Analogie auf wie fir die Fortpflanzung einer
ebenen und einer Kugelwelle (Bd. 1 8§ 68 u. 69).

§ 37. Das Temperaturgefalle in der Erdrinde.

Als eine Losung der Gleichung (33) fanden wir
im § 33
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Fir r = 0 soll die Temperatur einen endlichen Wert
behalten. Dann muR A= 0 sein und es bleibt uns

Be-r‘-—- ! _HL. (34)7

Die Warmemenge, welche durch die Flacheneinheit der
Kugeloberflache in der Zeiteinheit geht, kdnnen wir
auf zweierlei Art ausdriieken. Sie ist erstens gleich

du
— , ferner gleich hu (§ 31). Wir haben somit

—RS= hu
ar
oder
du
— -fnu=20, (35)
wenn wir
h
— n

setzen. Doch gilt diese Gleichung nur fur die Ober-
flache der Kugel', d. h. fir r= o, wobei also o der

du
Kugelradius ist.  Wir kdnnen oF aus Gleichung (34)

finden. Wir erhalten dafir
sinr 1{

7
m

Setzen wir hier wie in der Gleichung (34) r = q, so
gestaltet sich Gleichung (35) folgendermaRen:
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v UR]N
COSp?/ m srnp ! m
9 o7

sing y [’
+ nBd=y# La=o,
Q

welche sich leicht verwandeln laRt in

Sy i-i )} + =°

r
m

7
%.Y-m 1—np

/
],/ - X, so vereinfacht sie sich noch zu

tg x = - (36)

X -0
1—ng
Diese letzte Gleichung kdnnen wir nun sehr leicht auf
graphischem Weg lésen, wenn wir sowohl tg x als auch

X

1—np in em rechtwinkeliges Koordinatensystem ein-

tragen.

Wir wollen eine Anwendung davon auf unsere
Erde machen. Es wird somit p sehr grof, alsol— np
eine kleine negative Zahl. Es ist daher die Kurve
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eine Gerade, welche vom Ursprung 0 (Fig. 43) ausgeht,
mit der x-Achse einen sehr kleinen Winkel bildet und
fur positive x unterhalb der x-Achse liegt. Wo diese
Gerade die zweite Kurve

y = tgx
schneidet, dort ist immer eine Wurzel der Gleichung
(36). Wir erhalten somit unendlich viel Werte fir x

und somit auch fir y. Die Gleichung (34) verwandelt
sich daher in eine unendliche Reihe. Das erste Glied
fallt ganz weg, weil dafiir x = 0, also auchy = 0 ist.
Die nachste Wurzel von x liegt nahe bei ji, die zweit-
nachste nahe bei 2n usw. Sie werden sich also nahezu
verhalten wie 1:2:3..., folglich die Werte der y
nahezu wie 1:4:9... Das hei8t, die hoheren Glieder
unserer unendlichen Reihe nehmen mit wachsender
Zeit sehr rasch ab, so dal wir uns nach einiger Zeit
lediglich auf die Gleichung
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sin'rl/—
u= Ble-ri--—--—-—-- -
'

beschranken kdénnen.

Wir wollen nun x1= n —e setzen, wobei s sehr klein
ist.  Aus dieser Ursache konnen wir aber dann ABC
(Fig. 43) als ein rechtwinkeliges Dreieck auffassen und

AB = BC = R — R —
1 —ng ng
setzen. Somit wird
1
al
no
zl = 3 1= m
m no!

und
71-

indem wir die anderen Glieder vernachldssigen kdnnen.
Fihren wir die Tiefe z ein, so wird

r= Q—z,
und es soll z gegen g ebenfalls eine kleine Gr6Re sein.
Wir haben dann

sinrl(/— = sin—&p—z)(k —

m ng

-aM Il1-U b L _ siBk
q!\ no! \ 0 ng

sin—(z+ —)= —(z= —
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. N n . .

da wir wegen der Kleinlieit von — den Sinus mit dem
Q

Bogen vertauschen konnen. Wir erhalten demnach

weiter

wenn wir z gegen o vernachlassigen, was hier erlaubt
ist.  Somit wird schlieflich

Es muB also die Temperatur von der Oberflaiche gegen
das Erdinnere mit der Tiefe linear zunehmen. Die
Erfahrung lehrt, daB die Temperaturzunahme fiir 30 m
etwa 1° C. betrégt.

§ 38. Abkihlung der Erde.
Fur ein konstantes r wird nach Gleichung (34) die
Temperatur lediglich eine Funktion der Zeit, welche fir

unsere Erde die Form )
mit2t

u= Ae ¢
annimmt. Setzen wir fir die Zeit t = 0 die Temperatur
u= u0, so wird A= u0 und
inTr
u= ule i
du ul 71 - Uo
dt
mn*
da wir wegen des groBenqg2 e ~ = 1 setzen kdnnen.
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Die Temperatur unter der Erdoberfliche mufl demnach
mit der Zeit abnehmen, doch geschieht dies ungemein
langsam.

Da u0 der Uberschufl ber die Temperatur der

du
Umgebung der Erde ist, so mufiten wir, um — be-

rechnen zu koénnen, die Temperatur des 'Weltraums
kennen. Aber selbst wenn diese den absoluten Null-
. ; . du

punkt, d. h. — 273° C. erreicht hétte, wirde Gt S0
klein, daB die Temperatur der Erdrinde erst in vielen
Millionen Jahren um 1° sinkt.

Die Wérmemenge, welche durch die Oberflachen-
einheit der Erde in der Zeiteinheit ausgestrahlt wird,

ist _kdr' Wir koénnen dieselbe berechnen, da wir

sowohl T kennen, als auch die Warmeleitungsféhigkeit

k der Erde (8 34) bestimmbar ist. Es ergibt sich
daraus, dafl j&hrlich eine Warmemenge aus dem Innern
der Erde zur Oberflache stromt, welche imstande ist,
eine neun Millimeter dicke Eisschicht zu schmelzen.
Es kommt diese W&rmemenge somit im Vergleich zu
der von der Sonne gespendeten Wdarme gar nicht in
Betracht. Ob es daher im Innern der Erde kalt oder
heill ist, fir die Lebensbedingungen auf der Oberflache
ist das vollig belanglos.
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Mechanische Wéarmetheorie.

§ 89. Zustand eines Kdrpers — Zustandsgleichung
idealer Gase — absolute Temperatur.

Wir fassen die Warme als Bewegung der kleinsten
Teilchen der Koérper auf. Zu einem gegebenen Zeit-
punkt wird daher jedes Teilchen eine bestimmte Lage
und eine bestimmte Geschwindigkeit besitzen. Wir
nennen dies den Zustand des Ko&rpers. Um ihn
zu kennen, ist es nicht nétig, den Zustand jedes ein-
zelnen Korperteilchens zu wissen, sondern blofR die
M ittelwerte der den Zustand bestimmenden
GrolRen, da ja die thermischen Erscheinungen, welche
wir an einem Korper wahrnehmen, durch das Zu-
sammenwirken der Kkleinsten Teilchen hervorgebracht
werden. Der Zustand eines Korpers ist sonach in
unserm Sinn bestimmt durch seine Temperatur, sein
Volumen, seine Gestalt und die auf ihn wirkenden
dulReren und inneren Krafte. Soweit diese ver-
schiedenen GroRen voneinander abh&ngig sind, lassen
sie sich in Gleichungen fassen, und jene Gleichung,
welche alle den Zustand bestimmenden GréRen unterein-
ander verbindet, nennen wir die Zustandsgleichung
des Kaorpers.

Diese ist z.B. fur ideale Gase durch das Boyle-
Charlessche Gesetz

P*T= Povo(l + * 1t
gegeben. Das heilt, der Zustand eines Gases ist voll-
stdndig durch sein Volumen v, seine Temperatur t und
den Druck p, unter dem es sich befindet, gegeben.
Benutzen wir das hundertteilige Thermometer, so ist
<« = ytts m Verlegen wir daher den Nullpunkt auf
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— 273° C,, so wird
Pv = Poro« pOVO0xcT= ET .

In der Form
(37) pv=ET
wollen wir das Boyle-Charlessche Gesetz kiinftig
benutzen und

die absolute Temperatur nennen.

§ 40. Umwandelbarkeit der Warme in Arbeit und der
Arbeit in Warme — mechanisches Warmeaquivalent —
auBere und innere Arbeit — erster Hauptsatz.

E. Mayer hat zuerst bestimmt ausgesprochen, dal
Arbeit in Wéarme und Wa&rme in Arbeit ver-
wandelt werden kann und daB einer Kalorie — d. i.
jene Wérmemenge, welche ein Kilogramm Wasser von
00 auf 100. erhéht — ein ganz bestimmter Arbeits-
wert zukommt. Die experimentellen Untersuchungen
haben gelehrt, dal einer Kalorie rund 427 mkg ent-
sprechen, welche Zahl man daher das mechanische
W éarmedquivalent nennt. Da das Gewicht eines
Kilogramms sich mit dem Breitengrad &ndert, so ist es
flr praktische Arbeiten manchmal angezeigter, den Wert
des mechanischen Warmedquivalents in absolutem Mal
anzugeben.

Fihren wir einem Koérper Warme zu, so wird im
allgemeinen seine Temperatur und seine Gestalt ver-
&ndert. Es muR daher eine Arbeit aufgewandt werden,
um die inneren Kréfte zu Uberwinden und die Energie
der kleinsten Teilchen zu erhdhen. Man nennt dies die



Spezifische Wérme der Gase bei konstantem Volumen. 109

innere Arbeit oder die Vermehrung der inneren
Energie, welche auf Kosten der Wéarme erzeugt wird.
Ferner ist Arbeit zur Uberwindung der &uBeren Krafte
notwendig, welche wir analog die &ufRere Arbeit
nennen. Es wird sich daher die unendlich kleine Wérme-
menge dQ, welche wir einem Kérper zufiihren, in einen
Teil dU zerlegen lassen, welcher die Temperaturerhéhung
und die innere Arbeit bewirkt, und einen zweiten, der
die dulere Arbeit dK leistet. Um diese Arbeit in
WarmemaR zu bekommen, haben wir sie durch das
mechanische Warmedquivalent E zu dividieren oder mit
dem reziproken Wert desselben, dem kalorischen Ar-

beitsdquivalent A= E zu multiplizieren.  Sonach

erhalten wir nach dem Satz von der Erhaltung der
Energie die Gleichung

dQ = dU + AdK , (38)
welche man gewdhnlich den ersten Hauptsatz der
mechanischen W armetheorie nennt.

8 41. Spezifische Warme der Gase hei konstantem
Volumen und konstantem Druck.

Steht ein Koérper unter keiner &uferen Kraft als
einem konstanten, senkrecht zu seiner Oberflache wirken-
den Druck p, wie es etwa der Luftdruck ist, so wird
die zugefiihrte Wéarmemenge d Q lediglich eine kleine
Volumsénderung hervorbringen. Jedes Oberfléchen-
element dco legt dabei einen Weg dn zuriick. Die
&uBere Arbeit, welche geleistet wird, ist sonach gleich
dem Produkt aus der Kraft pdco in den Weg dn, die
Gesamtarbeit also

dK = Jpdndco = pJ <3ndco = pdv,
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da ja fondco nichts anderes als die Volumszunahme dv
des Korpers ist. Es verwandelt sich daher die Glei-
chung (38) in

dQ = dU-t-Apdv. (39)
Die innere Arbeit wird im allgemeinen ebenfalls eine
Funktion der Temperatur, des Drucks und des Volumens
sein. Da aber eine dieser drei GroBen wegen der
Gleichung (37) immer durch die beiden &ndern be-
stimmt werden kann, so genugt es,

u= f(v, T)
Zu setzen, wonach
cif Si

dUu=dvdv+ dTdT
wird.

Es hat nun schon Gay-Lussac gezeigt, dal ein
Gas, wenn es sich ohne &ufRere Arbeitsleistung
ausdehnt, seine Temperatur nicht andert. Es
leistet daher ein Gas bei der Yolumsverdnderung auch
keine innere Arbeit, d. h. es mul} die GroRe

<3f
=0
: _dl ) . :
sein. Setzen wir ,—= c, so kdnnen wir Gleichung (39)
schreiben
dQ = ¢dT + Apdv. (40)

Wir wollen voraussetzen, daB sich unsere Gleichung
auf die Masseneinheit Gas bezieht. Fuhren wir die
Warme bei konstantem Volumen zu, so ist dv = 0,

folglich d~ = ¢ die spezifische Wéarme bei kon-

stantem Volumen.



Adiabatische Zustandsanderungen. 111

Die Differentiation der Zustandsgleichung (37) ergibt
pdv + vdp = RdT. (41)
Dadurch kénnen wir Gleichung (40) in
dQ = (c+ AR)dT —Avdp
verwandeln. Nehmen wir eine Wé&rmeausdehnung bei
ekonstantem Druck vor, so wird dp = 0, folglich

"= o0+ AR= C.
dT

Dies ist also die spezifische Wéarme des Gases
bei konstantem Druck.

§ 42. Adiabatische Zustandsanderungen.

Yerédndern wir den Zustand eines Korpers, ohne
dal ihm W&é&rme zu- oder abgefihrt wird, so
nennen wir dies eine adiabatische Zustands-
&nderung. Fir eine solche muR also in Gleichung (40)

dQ = o
werden. Dividieren wir dann die Gleichung noch durch
pv = RT, so ergibt dies
cdT Adv , cdT , ARdv
0O- rT + -W oder + — '
Durch Integration erhalten wir
clT + ARlv= G.
Zu. Beginn des Prozesses sei diese Gleichung
clTO+ ARIVO= G.
Durch Subtraktion beider Gleichungen folgt
T \Y
d + AR1_ = 0,
10 V0
was wir schlieBlich noch umwancleln koénnen in
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AB
= 1.
Beachten wir noch, daR
C—c= AR
so bleibt uns schlief3lich
c
T (42)

wenn wir das Verhédltnis der spezifischen
"Warmen x, nennen. Diese Gleichung besagt somit, daR
durch Kompression eines Gases seine Tempe-
ratur erhdht, durch Ausdehnung erniedrigt wird.

Auf dhnliche W'eise konnen wir auch die Be-
ziehung zwischen Druck und Volumen bei einer adia-
batischen Zustandsanderung eines Gases finden. Er-

setzen wir in Gleichung (40) dT durch R YA

aus der Gleichung (41), so wird
Q
dQ = — (pdv + vdp) + Apdv

(c-f-AR)p dv f-cvdp Cpdv-j-cvdp
B E

Fiir eine adiabatische Anderung muR wieder dQ = 0, also
Cpdv-)-cvdp =0
sein, was durch pv dividiert

ergibt. Durch Integration finden wir wie fruher
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Cl—+ cl—=0 oder — = =
vO Po Po Gv) \g0

wenn wir g die Dichte des Gases nennen. Diese Formel
mufBten wir benutzen, um die Schallgeschwindig-
keit in der Luft zu finden (Bd.| § 66).

§ 43. KreisprozeB.

Lassen wir den Zustand eines Kdrpers ver-
schiedene Anderungen durchmachen, bis er
wieder den Anfangszustand erreicht, so nennen
wir das einen Kreis-
prozeR. Kdénnen die
Verdnderungen auch
in entgegengesetzter
Richtung ablaufen, so
ist es ein umkehrbarer
KreisprozeR. Einen
solchen wollen wir an

einem idealen Gas vor- Pa n

nehmen. Wir stellen den

Zustand der Massenein- " A2y £' C’ -f
heit des Gases durch Fig. 44

einen Punkt in einem

rechtwinkligen Koordinatensystem dar (Fig. 44), dessen
Abszisse das Volumen, wahrend die Ordinate den Druck
bedeutet. Die Kurve, welche wir fiir eine konstante
Temperatur dabei erhalten, nennen wir eine Isotherme.
Bei einem idealen Gas ist sie

pv = konst.,

also eine gleichseitige Hyperbel.
Der Punkt A sei der Anfangszustand des Gases
bei der Temperatur TO, dem Druck pO und dem Vo-

Jéger, Theoretische Physik II. 8
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lumen v0. Das Gas dehne sich jetzt isotherm, d. h.
hei konstanter Temperatur TO aus bis zum Zu-
stand B mit den zugehdrigen GrofRen TO, pl; vx. Fur
diesen YorgangistalsodT = o, daher nach Gleichung (40)
dQ = Apdv.

Die gesamte Wé&rme QO, welche wir auf dem Weg von
A nach B in unser Gas hineinstecken, wird also nur
zur Arbeitsleistung verwendet, un®i es ist

vV, Vj
(43) Q0= Afpdv= ARTO = ARTO1~ ,
vO0 Vo

da ja pv = BTO ist.

Wir nehmen nun eine adiabatische Ausdehnung
vor. Bei dieser wird somit der Zustand von B l&ngs
einer adiabatischen Kurve bis C vorriicken. Wir fiihren
also Warme weder zu noch ab. Das Gas kiihlt sieh
daher von der Temperatur TO auf Tx ab, und wir haben
nach Gleichung (42)

(44) vl -1TO= v&’- 1T1.

Wir komprimieren nun das Gas isotherm, haben

somit eine Wa&rmemenge

Qi = AET\1—

V2
zuzufithren.  Diese Warmemenge erscheint aber, da
v3< v 2, negativ, es wird in Wirklichkeit dem Gas
Wadarme entzogen. Die Kompression wird l&ngs CD
so lange fortgesetzt, bis die Isotherme die durch den
Punkt A gezogene Adiabate in D schneidet. Yon dort
aus komprimieren wir dann weiter adiabatisch, langen
also wieder beim Ausgangspunkt in A an. Fir den
letzten Yorgang gilt die Gleichung
(45) vr'T Av"~'T o.
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Multiplizieren wir die Gleichungen (44) und (45)
miteinander, so finden wir v,v8= vOv2 oder

Daher ist
Q. = AKT.1—= —ART, 1—,

V2 Vo -
was mit Gleichung (43) vereinigt ergibt

@ Q
T0 ~ Tj

wo also das negative Vorzeichen sagt, daR Qt eine
dem Gas entzogene Wadarmemenge ist. Rechnen wir
hingegen jede Menge positiv, so ist die in Arbeit
umgewandelte Warme Q0 — Qx. Sie entspricht in Fig. 44
der Flache ABCD, da ja die Flachen ABB'A', BCC'B'
usw. die geleistete bezgl. aufgewendete Arbeit bei den
einzelnen Vorgangen des Kreisprozesses darstellen.

Von der Wéarmemenge QO, welche bei der
Temperatur TOin das Gas hineingesteckt wird,
wird also nur der Teil Q0 — Qx in Arbeit verwan-
delt, wdhrend die Wéarmemenge Qx bei der Tempe-
ratur Tx wieder abgegeben wird. Da sich der
KreisprozeR beliebig wiederholen 1aB8t, so haben wir
hier eine sogenannte kalorische Maschine vor uns,
welche Wéarme in Arbeit verwandelt. Doch ist
es nur der Bruchteil

QD@QI“ IIO

welcher wirklich von der gesamten aufgewendeten
Wérme in Arbeit verwandelt wird. Je groBer dieser
Bruch ist, desto besser wird die Warme ausgenitzt.

8*
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Man nennt daher die GréRe — --—- den 6konomischen

Koeffizienten der Maschine. Diese arbeitet mithin
um so ékonomischer, je grofRer der Temperatur-
unterschied TO— Tj ist.

§ 44. Entropie — zweiter Hauptsatz.

Es ist nicht notig, einen KreisprozeR einfach langs
der friher gewahlten Isothermen und Adiabaten vor sich
gehen zu lassen, sondern es kann dies ldngs jeder
beliebigen geschlossenen Kurve geschehen, in-
dem die Gleichung (40), wenn wir sie in der Form

Ap dv =5,dQ — cdT
schreiben, ersichtlich ja nichts anderes als die Summe
aus einem adiabatischen und einem isothermen Vorgang
enthdlt, welche bei der graphischen Darstellung eine
geometrische Summe wird. Je nach der Flache der
geschlossenen Kurve wird daher das Integral der
Gleichung (40) verschiedene Werte annehmen kdnnen.
Dividieren wir die gesamte Gleichung durch die abso-
lute Temperatur T, so erhalten wir

dQ cdT , ARdv

T = *t? A~

Integrieren wir nun diese Gleichung zwischen zwei
Punkten der Kurve, welche den GroRen TO, vO und

Tt, vt entsprechen, so wird
i

0
Es ist also ganz gleichgultig, auf welchem
Weg wir von dem einen zum dndern Punkt ge-
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laugen, da das Integral nur vom Anfangs- und
Endwert abhdngig ist. Fir jede geschlossene Kurve
ist somit

Man pflegt daher ein vollstdndiges Diffe-

rential zu nennen. Wir wollen

setzen, wonach wir erhalten

Clausius nennt S die Entropie des Gases. Wir
werden spater sehen, daB wir dieselben Uberlegungen
auf jeden beliebigen Kdérper anwenden kdnnen.

Die Gleichung (46) ist der Inhalt des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen Wérmetheorie,
den wir etwa folgendermallen formulieren kdnnen:
Rechnen wir die zugefliihrte Warme positiv,
die entzogene negativ, so ist die Summe aller
unendlich kleinen Wé&rmemengen, jede divi-
diert durch ihre jeweilige Temperatur fiur einen
umkehrbaren Kreisprozel3, gleich Kuli.

Bei jeder adiabatischen Zustandsédnderung ist
dQ = 0, es wird daher

d. h. die Entropie bleibt konstant, weshalb man
die adiabatischen Vorgédnge auch isentropische
nennt.
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§45. Unabhangigkeit des zweiten Hauptsatzes von (ler
Natur der Kérper — thermisches Perpetuum mobile.

Wie wir durch einen umkehrbaren Kreisprozel
Warme in Arbeit verwandeln konnen, so 1aBt sich auch
Arbeit in Warme umsetzen, sobald wir den ProzeR ent-
gegengesetzt durchlaufen. Gleichzeitig wird eine gewisse
Warmemenge auf hohere Temperatur gebracht. Wie ein
Gas konnen wir auch jeden anderen beliebigen Korper
zwei isotherme und zwei adiabatische Kurven durch-
laufen lassen und somit einen umkehrbaren Kreisprozef}
hersteilen. Umgrenzen die Kurven eine Fl&dche von der-
selben GroRe wie der Kreislauf eines Gases, so leisten
beide Prozesse dieselbe Arbeit. Lassen wir sie daher
entgegengesetzt vor sich gehen, so heben sie sich in
ihrer Wirkung auf. Aber es wére noch die Mdglich-
keit vorhanden, daR die Wdarmemengen, welche von
tieferer auf hohere Temperatur und umgekehrt befdrdert
werden, verschieden sind. Das widerspricht aber dem
Brfahrungssatz, dal es noch niemals in der Natur
beobachtet wurde, dakR Wéarme ohne vorhandene
anderweitige Energiednderung von selbst zu
héherer Temperatur aufsteigen kann. Es muB
daher auch fir unsern zweiten Kreisprozefl wie fur das

Gas die Gleichung
@ Q

TO *
gelten. Schon Carnot sprach aus, daR bei der durch
die Warme hervorgebrachten Arbeit nur die Tempe-
raturen, nicht aber die dazu verwendeten Kor-
per malgebend sind.
Wére es mdglich, dal Warme von selbst zu héherer
Temperatm- aufsteigt, so kdnnte ein bestandigerW arme-
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kreislauf ohne Arbeitsleistung- hergestellt werden,
indem ja durch Leitung oder Strahlung die Wé&rme
wieder auf ihre urspriingliche Temperatur sinken wirde.
Man hétte dann ein sogenanntes thermisches Per-
petuum mobile. Aber dieses ist ebenso unmaog-
lich wie ein mechanisches.

Der zweite Hauptsatz hat in der von uns gegebenen
Form die Voraussetzung einer willkirlichen Tem-
peratur, indem wir ein ideales Gas als thermo-
metrische Substanz benitzten. Hatten wir ein
anderes Temperaturmall gewéhlt, so wirden wir auch
eine andere Form des zweiten Hauptsatzes erhalten
haben. W. Thomson machte daher den Vorschlag,
den zweiten Hauptsatz direkt zur Temperaturdefinition
zu benitzen, da dann das Temperaturmall von einer
thermometrischen- Substanz vdéllig unabhédngig
wird. W illkirlich bleibt jedoch wiederum die
Wahl der Form der Temperaturfunktion, und es
darf die Annahme der sogenannten absoluten Temperatur
nur als eine Folge der Gewohnheit angesehen werden.

§ 46. Anwendung der beiden Hauptsatze.

Wir lernten den ersten Hauptsatz in der Form
dQ = dU -(- Apdv

kennen. Hier ist die GroRe du ebenso ein vollstan-
diges Differential wie das Differential der Entropie
d—Q . Es zeigt sich n&mlich in der Erfahrung, daR die
Warmemenge, welche wir einem Korper lediglich zur
Anderung seines Zustandes abgesehen von der duReren
Arbeitsleistung zufuhren missen, nur vom Anfangs- und
Endwert des Zustands abhédngig ist, hingegen vdllig
unabhdngig von den Zwischenzustanden.
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Wir machen nun die Annahme, der Zustand eines
Korpers sei durch die Temperatur T imd das Volu-
men y vollstdndig bestimmt. Die beiden Differentiale
der inneren Energie und der Entropie sind sonach
Funktionen von T und v und ebenso die dem Korper
zugefuhrte Warmemenge dQ. Wir wollen deshalb

dQ = adT + Rdv
setzen, wobei o und B Funktionen von T und v sind.
Betrachten wir die Gewichtseinheit des Korpers, so er-
gibt sich ohne weiteres, dal oc die spezifische Warme
bei konstantem Volumen ist, da dann dv = 0 wird.
Jedes vollstandige Differential dF, das eine Funktion
von T imd v ist, kdnnen wir schreiben

dF = ﬁng ¥ dF dv = MdT + Ndv
0 dv
imd es folgt
cM c2F
dv dT dTdv'
Demnach kdénnen wir aus
dU = dQ —Apdv = ocdT -f (R —Ap)dv
die Folgerung ziehen:
Boc dp? — Ap) dR dp
dv 6T oT cT'
Ferner haben wir

Nio= T g Vv

und wiederum gilt



Anwendung der beiden Hauptsétze. 121
1 dtx 1dR B

T = ¥ 4T ~ T2~
doc dB _ R
dv dT T ( 3}
Aus den Gleichungen (47) und (48) erhalten wir
R dp
cT”’
folglich
dQ = adT + A'I;J-l’\dv. (49)

Stellen wir den Zustand als Funktion der Temperatur
und des Drucks, also durch T und p dar, so kénnen wir

dQ = ydT -f-r]dp
setzen, wobei also y die spezifische Wé&rme bei
konstantem Druck ist. Wir haben dann

di = dQ —Apdv= dQ —Ap dT + dp

da wir jetzt v als Funktion von T und p auffassen
mussen.  Aus

di =(y —Ap|*) dT + (G —Ap[") dp

finden wir

fihren wir die Differentiation durch, so ergibt sich
dy dv d2v dt] d2v
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W ir haben nun weiter

f-]d T + |dp,

folglich
I (z\ =L
<p \T/ dT\T;
1By 1i) r
Tlp = TdAdT~T*"
By Br\ i]
51
1) dp = dT ~ T
und ans den Gleichungen (50) und (51)
dv
» vV~ ~ AT s
(52). dQ=ydT- AT"dp.

Analog diesem Vorgang ist es nicht schwer, fir be-
liebige Variable, welche den Zustand bestimmen, die
entsprechende Gleichung herzuleiten.

8 47. Verdampfungswarme — Schmelzwarme —

gesattigter Dampf — Schmelzpunkt.

Wir haben in einem geschlossenen Gefal die
Masseneinheit eines Korpers teilweise in flissigem, teil-
weise in dampfférmigem Zustand. Das Gewicht des
Dampfes sei x, das der Flussigkeit also 1 —x. Das
Volumen v des GeféaBes ist demnach
v—l_x x.1,4ad 1\x—u‘+(u u?f x

ST I PRy A —ux,
wenn s und o das spezifische Gewicht der Flussigkeit
bezgl. ihres gesattigten Dampfes ist. Es ist u' also das
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sogenannte spezifische Volumen der Flussigkeit, u jenes
des Dampfes. Wir wollen nun eine Verdampfung der
Flussigkeit bei konstanter Temperatur vornehmen. Dann
wird dT = 0 und Gleichung (49)

dQ = AT (u- u)dx.

Nennen wir die Verdampfungswarme r, so wird

dQ = rdx,
daher

r=AT]|(u-u") . (53)

Diese Formel koénnen wir beniitzen, um z. B. die Dichte
des geséttigten Dampfes — zu finden, wenn die Ubrigen

Grolen bekannt sind.

Wir wollen jetzt die Temperatur der Masseneinheit
des gesattigten Dampfes um dT erhéhen, dabei den
Druck und das Volumen aber derart dndern, daR der
Dampf geséattigt bleibt. Die Gleichung (39) &Rt sich,
auf unsern Fall angewendet, schreiben

dQ=(|H + Apr)d T, (53a)

hingegen auf die Verdampfungswarme angewendet, er-
gibt die Integration
r= Uy —U2--Apu—u,
wenn wir unter Ut die innere Energie der Massenein-
heit Dampf, unter U2 dieselbe GréRe fiir die Massen-
einheit Flussigkeit verstehen. Nun koénnen wir aber
annehmen, daf
uz2= cT + k,
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wobei c die spezifische Warme der Flussigkeit und k
eine Konstante bedeutet. Danach erhalten wir

U=r+cT+ k—Ap(u—u),
duj dr f du 5p
W =dT + °~ Ap5T “ AU~ WGT
da wir das spezifische Volumen u'der FlussigkeitmitgroRer
Annéherung als konstantansehen kdnnen. Diesen Ausdruck

qu
haben wir fur 27 in Gleichung (53a) einzusetzen, wo-

- . an _ »
bei wir nach Gleichung (53) A(u—u'), = — ein-

fuhren wollen. Das ergibt
dr r

dT ~5_-fcIdT .
Die GroRe

dr r

=T ~ 7% °¢

kénnen wir somit die spezifische Wéarme des ge-
sattigten Dampfes nennen. Wie man sieht, kann
sie positiv oder negativ sein. In letzterem Fall kénnen
wir den Dampf komprimieren, erhfhen dabei seine
Temperatur und bewirken, dal er nicht mehr gesattigt
ist.  Wir mussen ihm Wa&rme entziehen, wenn er ge-
sattigt bleiben soll. Lassen wir einen derartig gesattigten
Dampf sich ausdehnen, so wird er 0Obersattigt und es
tritt Kondensation ein. Es verhdlt sich so der Wasser-
dampf bei gewdhnlicher Temperatur. Es tritt daher
gewohnlich klares Wetter ein, wenn der Wind vom
Berg ins Tal weht, da unten der Luftdruck héher ist,
als oben. Steigt jedoch der Wind, so ist dies in der
Regel mit Wolkenbildung verbunden.
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Die Gleichung (53) gilt nun ebenso fir einen
festen Korper und seinen Dampf, wie etwa flr
Eis und den dabei befindlichen Wasserdampf. Sie gilt
fur die Schmelzwéarme eines Korpers, wenn wir r
damit bezeichnen, unter p den Flissigkeitsdruck beim
Schmelzpunkt, unter u und u' das spezifische Volumen
des flussigen bezgl. festen Kdérpers verstehen. Schreiben
wir z. B. die Gleichung t

dp r
oT= AT (u—u") "’
und bedenken wir, dall das Volumen des Wassers kleiner

als jenes des Eises ist, so finden wir ~— negativ. Das

heilt, mit wachsendem Druck erniedrigt sich der Schmelz-
punkt und umgekehrt. Wir kdnnen die Gleichung (53)
auch anwenden, wenn sich ein Korper durch Tempe-
raturerh6hung bezgl. Druckverminderung in seine che-
mischen Bestandteile zerlegt. Es ist dann p einfach
der Dissoziationsdruck, r die Dissoziations-
wéirme usw.

8 48. Beziehung zwischen Druck und Temperatur
eines Korpers.

Nehmen wir eine adiabatische Zustandsédnderung
durch Anderung des Drucks vor, so konnen wir die
Gleichung (52) beniitzen, wenn wir dQ = 0 setzen. Es
bleibt dann

ydT = AT~ dp .

. dv . .
Es ist nun ~—nichts anderes als vd, wenn wir unter

d den Ausdehnungskoeffizienten des Kdérpers verstehen.
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Wir kdénnen daher schreiben

ydT = ATvddp .
7,A, T, v sind ihrer Natur nach positive GréRen, d kann
jedoch sowohl positiv als auch, wie z. B. beim "Wasser
zwischen 00 und 40C,, negativ (kein. Im ersteren Fall
wird sich daher mit wachsendem Druck die Temperatur
erhdhen, im &ndern jedoch erniedrigen.

8 49. Temperaturdnderung durch Dehnung.

Ein Stab von der Masse Eins und der L&nge 1
wird durch ein angeh&ngtes Gewicht P gedehnt. Fihren
wir dem Stab die W&rme dQ zu, so verldngert er sich
um dl. Das Gewicht sinkt und leistet dabei die Arbeit
P dl. Die Warme wirkt, also diesmal nicht einer aulleren
Kraft entgegen, sondern im selben Sinn. Wir haben
deshalb nach dem ersten Hauptsatz

di = dQ+APdI.
Die Wé&rmemenge Q werde als Funktion von T und P
dargestellt. Es ist sonach

dQ = ydT -frjdP .
Benitzen wir nun die Eigenschaft der vollstandigen

Differentiale di und wie friher, indem wir
$1 cl
(54) dl= 5TdT +apdP

setzen, so finden wir leicht

fur eine adiabatische Dehnung erhalten wir somit
ol
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y ist die spezifische Warme bei konstantem Zug. = X1,

wenn wir mit X den Ausdehnungskoeffizienten bezeich-
nen. Wir haben somit

7
Da in der Kegel X positiv ist, so kihlt sich bei der
Dehnung der Stab ab. Bei gespanntem Kautschuk ist X
negativ. In der Tat erwdrmt sich eine Kautschuk-
schnur bei der Dehnung und kihlt sich mit abnehmender
Spannung ab.
Aus Gleichung (54) erhalten wir

ep
Bei konstanter L&nge wird dl = 0 imd
01

cP
Es ist daher die spezifische Warme bei konstanter Lange

/:y_v_gi’:y =y—ATA*EIq,
ep cP



128 Die kinetische Theorie der Gase.

indem " (Bd 1 § 86), wenn q der Querschnitt

des Stabs und E der Elastizitaitsmodul ist. Bei Metall-
drédhten und vielen anderen Kdorpern zeigt sich, daR das
Produkt ATA2EIq so klein ist, dal man es in der
Regel gegen y vernachldssigen, das Verhdltnis der spezi-
fischen Wé&rmen also gleich Eins setzen kann.

Die kinetische Theorie der Gase.

§ 50. Die Wé&rmebewegung in Gasen.

D. Bernoulli, vorziglich aber R. Clausius
wickelten eine Theorie, welche direkt eine Vorstellung
jener Bewegung der kleinsten Teilchen gibt, die wir
Waéarme nennen. Vollstdndig entwickelt ist diese Hypo-
these fir Gase, und man falRt die ganze Anschauungs-
weise unter dem Namen ,mechanische” oder ,,dyna-
mische®, in der Regel aber ,kinetische® Theorie
der Gase zusammen. Nach ihr stellt man sich im
gasformigen Zustand die Molekeln vollstdndig voneinan-
der getrennt und in geradliniger Bewegung be-
griffen vor. ,Die Bewegungsrichtungen sind fir ein
ruhendes Gas uber die Gesamtheit der Gasmolekeln im
Raum gleichmdRig verteilt, so dal sich nach jeder
Richtung des Raums gleichviel Molekeln bewegen.
Da man den Molekeln eine gewisse Ausdehnung zu-
schreiben muf, so sind natlrlich Zusammenstofle
derselben nicht ausgeschlossen. Damit aber der Zustand
des Gases unverandert bleibt, ist erforderlich, daR
die Molekeln infolge der ZusammenstdRe weder in
ihrer Durchschnittsgeschwindigkeit noch in ihrer
Durchschnittsbewegungsrichtung eine Anderung

ent:



Boyle-Charlessches Gesetz. 129

erfahren. Um dieser Bedingung Geniige zu tun, ist es
am bequemsten, die Molekeln als vollkommen ela-
stische Kugeln von gleicher Groe und gleicher Masse
anzusehen. FUr deren Zusammensto gilt dann das
Gesetz von der Erhaltung der gemeinsamen
BewegungsgroBe als auch der kinetischen Ener-
gie, und entsprechend dem Zustand vor dem Stof3 ist
auch nachher die Bewegung der Molekeln nach jeder
Richtung des Baums gleich wahrscheinlich.

Es genugt in den meisten Féllen, und es verein-
facht die mathematische Behandlung bedeutend — tat-
sdchlich wurde es anfangs von seiten der Forscher auch
stets so gepflogen, und wir werden uns im folgenden
ihnen darin anschlieBen —, wenn man allen Molekeln
eine bestimmte Geschwindigkeit zuschreibt. Dies
ist aber nur ein M ittelwert aus allen mdglichen Ge-
schwindigkeiten, welche nach einem bestimmten Gesetz
Uber die Molekeln verteilt sein mussen.*

§ 51. Boyle-Charlessches Gesetz.

Ein Gas, welches sich in keinem GefdR befindet
und keiner dufleren Kraft, wie etwa der Schwere, unter-
worfen ist, muB sich nach der kinetischen Theorie immer
weiter zerstreuen. Befindet es sich aber in einem all-
seits geschlossenen GeféaR, so ist die Folge davon, daR
von den Molekeln bestdndig StéRe auf die GefaR-
wand ausgeubt werden. Indem diese wegen der grofRen
Zahl der Molekeln sehr rasch aufeinander folgen, be-
wirken sie den Eindruck eines kontinuierlichen
Druckes. Damit dieser, sowie der ganze Zustand des
Gases konstant bleibt, ist es notig, dal ebensoviel
Molekeln von der Wand in das Gas zurlckfliegen, als
gegen die Wand stoBen. Es wird dies am leichtesten

Jager, Theoretische Physik I1. 9
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erfillt, wenn wir annehmen, die Gasmolekeln werden
von der Wand nach den Reflexionsgesetzen zuriick-
geworfen, was ja bei vollkommen elastischen Kugeln und
einer absolut starren Wand tatsachlich der Fall ist.

W irkt auf einen Korper eine Kraft, so ist
das MaRk derselben die BewegungsgréfRe, welche
in der Zeiteinheit auf den Kodrper Ubertragen
wird. StoBRt eine Molekel von der Masse m mit einer
Geschwindigkeitskomponente u senkrecht gegen die
Wand, so hat sie nach dem Sto} ebenfalls senkrecht
gegen die Wand die Geschwindigkeit — u. Es muf
also wéhrend des"StoRBes auf die Molekel ein Gegen-
druck ausgelbt werden, welcher sie vollstdndig zur
Ruhe bringt, ferner mull ein weiterer Gegendruck vor-
handen sein, welcher ihr die Geschwindigkeit —u er-
teilt. Die Molekel empfangt also von der Wand die
BewegungsgroBe 2 mu. Dieselbe BewegungsgroRe, nur
entgegengesetzt gerichtet, hat aber auch die Wand nach
dem Gesetz der Gleichheit von Wirkung und
Gegenwirkung von der Molekel erhalten.”

Eine Molekel besitze die Geschwindigkeit ¢ mit den
Komponenten f, rj, f. Es ist also

£*+ V2+ £2= Q.

In der Yolumeneinheit seien Nj Molekeln vorhanden
von der Geschwindigkeitskomponente f. Es werden
daher Nj f solcher Molekeln gegen die Flacheneinheit
einer Wand fliegen, welche senkrecht zur x-Achse steht.
M, £ StoRe erhadlt davon die Wand in der Sekunde und

| m2m| = 2NxmP
ist daher die BewegungsgroBRe, welche die Wand emp-

fangt. Bilden wir die Summe Uber sdmtliche Molekeln,
so erhalten wir den Druck
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p=2'2NImf2= 2'2N1Imi?2= 2’2N1m f2,
da wegen der gleichen Verteilung es ebensoviel gleich
groe rj und £ als | geben muB. Es ist demnach

2’2N1m(f§+ ¥ + 102 2mc- vxr

Uberlegen wir nun, daR die Héalfte der Molekeln
positive, die andere negative | usw. besitzt, so fliegen
gegen die Wand, wenn N die Zahl sdmtlicher Molekeln

N
in der Volumeneinheit ist, — Molekeln. Es ist daher

ZN! —y , folglich

= —3— - (50)
Enthalt unser GefaR vom Volumen v n Molekeln,
so ist N = n, folglich

nmc2

pv = — (06)

Dies ist der Inbegriff des Boyle-Charlesschen
Gesetzes, welches wir nach Gleichung(37) in der Form
pv=ET
kennen gelernt haben. Da fir eine bestimmte Gasmenge
die Zahl n der Molekeln, als auch die Masse 11l einer
Molekel konstant ist, so muf3 c2 proportional der abso-

. mee L -
luten Temperatursein. — ist diekinetische Energie

einer Molekel und jene desganzen Gases. Das

ist gleichzeitig die im Gas enthaltene Wé&rmemenge.
9*
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§ 52. Regel von Avogadro — Gesetze von Gay-Lussac
und Dalton — Geschwindigkeit der Molekeln.

Es &Rt sieh zeigen, dal fir Gase von gleicher
Temperatur die lebendige Kraft der Molekeln gleich ist.
Wir haben deshalb die Gleichung

mc2 mycf
2 2 ~
wenn m und c¢ dem einen, und cx dem andern Gas
angehdren. Stehen daher Gase von gleicher Temperatur
auch unter demselben Druck, so muR

Nmc2 2o cf
P= 3 = 3 = "
daher
NSNij=...

sein. Gase unter gleichem Druck haben bei der-
selben Temperatur in gleichen Rdumen gleich-
viel Molekeln. Es ist dies Avogadros Regel,
welche hier als eine Folge der kinetischen Gas-
theorie erscheint.

Nach Gay-Lussac stehen zwei eine che-
mische Verbindung eingehende Gasmengen,
bezogen auf gleichen Druck und gleiche Tem-
peratur, untereinander sowie zur Menge der
Verbindung in Verhdltnissen, welche durch ein-
fache ganze Zahlen dargestellt werden. Es folgt
dies unmittelbar aus Avogadros Regel und Daltons
Theorie, nach welcher die Molekeln einer chemischen
Verbindung aus ganzen Zalden von Atomen der sie
bildenden Elemente bestehen.

Haben wir mehrere Gase in einem GefdB, deren
Molekelzahlen in der Volumeneinheit N15 N2... sind,
so ist die Gesamtzahl der Molekeln in der Volumeneinheit
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IST= Nx+ N2+ ... und der Druck
p= Nk= k -f-J-N2k -(- ... = pt + p2+ eeo»
wenn wir mit p+, p2... die Drucke bezeichnen, welche
die einzelnen Gase fir sich im Gefal erzeugen wirden.
Es ist der Gesamtdruck eines Gasgemenges
gleich der Summe der Partialdrucke der ein-
zelnen Gase, ein Gesetz, welches Dalton fand.
Setzen wir Nm = j, so haben wir unter g die
Masse der Volumeinheit, d. i. die Dichte des Gases

. C2
zu verstehen. Wir haben sonach p = Q—O oder

e--® * .

Da aber Druck und Dichte eines Gases bestimmbar
ist, so ist uns damit auch die Geschwindigkeit der
Gasmolekeln gegeben. Wir finden so fir Sauerstoff
461 m, Stickstoff 492 m, Wasserstoff 1844 m. Diese
Zahlen gelten fir die Temperatur des schmelzenden
Eises, und sie wachsen proportional der Wurzel
aus der absoluten Temperatur. Wir haben es
sonach mit Geschwindigkeiten zu tun, welche jene der
Geschosse unserer modernen Feuerwaffen zum Teil weit
Ubertreffen.

§ 53. Abweichungen vom Boyle-Charlessehen Gesetz
— Zustandsgleichung von van der Waals.

Nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz mufl mit
wachsendem Druck das Volumen des Gases bestandig-
kleiner werden, bis es bei unendlich hohen Drucken
schlieBlich Null wird. Dasselbe mufte man auch bei
endlichen Drucken erreichen, wenn die Temperatur bis
zum absoluten Nullpunkt sinkt. Die Erfahrung lehrt
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jedoch, dal man Gase nur bis zu einer gewissen
Grenze komprimieren kann, wie groB man auch den
.Druck wahlt. Wir erklaren uns das so, dal wir uns
die Molekeln nicht als Massenpunkte, sondern, wie wir
bereits friher annahmen, als kleine vollkommen elastische
Kugeln vorstellen. Ist nun das Gas so stark kompri-
miert, daB die Molekeln einander berihren, so
fullen sie den ihnen zu Gebote stehenden Kaum aus
und lassen sich nicht weiter zusammendricken. Das
besagt, daB infolge des Volumens der Molekeln
der Bewegung einer einzelnen nicht der ganze GefaR-
raum zur Verfigung steht. Der EinfluR des Mole-
kular-Volumens auf das Boyle-Charlessche Gesetz
konnte bis jetzt strenge noch nicht ermittelt werden.
Es genugt jedoch, fur nicht zu hohe Drucke das Volu-
men v um eine konstante GroBe b zu vermindern,
welche sich als das vierfache Molekularvolumen
ergibt. Das heit: das Volumen, welches die Molekeln
wirklich mit Materie ausfillen, entspricht in seinem
vierfachen Wert der Groe b. Die Zustandsgleichung
verdndert sich dadurch in

nmc2
(57) p(v-b) = —

Wir missen aber noch einen zweiten EinfluR in
Rechnung ziehen. Bisher nahmen wir ndmlich an, dal
die Molekeln gar keine Krafte aufeinander ausuben.
Diese Annahme ist jedoch sehr willkirlich. Es liegt
im Gegenteil nahe, den Molekeln Anziehungskrafte
zuzuschreiben, da ja sonst ein Verflissigen der Gase
und ein Uberfihren in den festen Zustand bei
abnehmender Temperatur kaum denkbar waére. Wir
haben von den Kraften anzunehmen, dafl sie mir dann
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wirksam sind, wenn die Molekeln einander sehr nahe
kommen. Damit ist die Mdglichkeit gegeben, daf bei
einem Zusammentreffen von mehr als zwei Molekeln
eine Konstellation eintritt, bei welcher zwei Molekeln
dauernd zusammenbleiben und eine sogenannte
Doppelmolekel bilden. Durch die Anziehungs-
krafte wird also die Gesamtzahl der sich als Einzel-
individuen bewegenden Molekeln verringert, was nach
Gleichung (56) einer Verminderung des Drucks
gleichkommt.  Auch diese Abweichung vom Boyle-
Charlesschen Gesetz ist erfahrungsgemél vom Volu-
men abh&ngig. Sie verschwindet bei sehr groBer
Verdinnung des Gases. Fur diesen Fall haben wir
also anzunehmen, daB nur einfache Molekeln vor-
handen sind. Das gilt auch fur sehr hohe Tempe-
raturen, was ohne weiteres verstdndlich ist. Mit
wachsender Temperatur nimmt die Energie der Molekeln
zu und erschwert so die Vereinigung zu Doppelmolekeln.
Die Zahl der Molekeln in einem verdinnten Gas von
hoher Temperatur sei n0. Verdichten wir es allméh-
lich, so treten die Abweichungen auf, welche mit
abnehmendem Volumen und sinkender Tempe-
ratur immer starker ins Gewicht fallen. Wir werden
daher die Zahl der jeweilig vorhandenen Molekeln durch

darstellen konnen. Wird v und T genlgend groR, so
kann k— gegen Eins vernachldssigt werden, d. h. wir

merken keine Abweichung vom Boyle-Charlesschen
Gesetz, wéhrend mit abnehmendem v und T auch n,
wie es die Erfahrung verlangt, immer kleiner wird.
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Demnach erhalten wir aus Gleichung (57)

. nOmc2/ k\
p(v-b)  3-(1- .

Es ist zu bemerken, dal sowohl b gegen v als auch
k
- A gegen Eins Idein sein muB, da wir sonst nicht so

einfache Funktionen voraussetzen kénnen. Es ist somit
die Annahme
n0Omc2 kminc2
P=3(v—b)~ 3v-T
erlaubt,wobei wir hohere Glieder nicht in Betracht

. cz2 . . R A
ziehen. —ist eine konstante GroRe; wir kénnen daher

knOmc2
3T = a

setzen und die Gleichung in die Form
(58) (p+ *)(v- b)= RT

bringen. Dies ist die Zustandsgleichung der Gase,
welche zuerst von van der Waals, jedoch mittels
anderer Erkl&drungsweise aufgestellt wurde. Sie ist um so
wertvoller, als sie noch flr viel héhere Drucke, als
man nach der theoretischen Betrachtung glauben sollte,
glltig ist, ja von van der Waals selbst- auch fur
die Verflissigung der Gase angewandt wurde. Sie
zeichnet sich durch Einfachheit aus, da sie in die Zu-
standsgleichung idealer Gase nur die zwei neuen
Konstanten a und b einfuhrt.
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8§ 54, Kritische Temperatur — kritischer Druck —
kritisches Volumen.

Wir koénnen die Gleichung (58) in die Form
pv3— (pb + RT)v2-fav —ab = 0
bringen. Sie ist somit beziiglich des Volumens v eine
Gleichung 3. Grads. Eine solche hat drei Wurzeln,
von welchen entweder alle reell, oder eine reell
und die beiden &ndern imagindr sein kdnnen.
Wir veranschaulichen uns dies am besten durch die

graphische Darstellung (Fig. 45), indem wir die Volu-
mina als Abszissen, die Drucke als Ordinaten in ein
rechtwinkliges Koordinatensystem eintragen. Tun wir
das bei verschiedenen Temperaturen, so erhalten wir
eine Schar von Isothermen. Bei tiefen Tempera-
turen, fur welche die Kurven ein Minimum bei E und
ein Maximum bei F haben, erhalten wir drei mdg-
liche Werte des Volumens, wenn wir innerhalb des
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Druckunterschieds EF eine zur v-Achse parallele
Gerade ziehen. Diese schneidet die Kurve in drei
Punkten, welche die drei Wurzeln der Gleichung er-
geben. Es lassen sich aber nicht alle drei Wurzeln
realisieren. Zwischen E und F haben wir n&mlich
einen labilen Zustand, indem bei wachsendem
Druck auch das Yolumen wachsen soll, was nicht
ausfuhrbar ist; sondern, wenn wir das Gas kompri-
mieren, beginnt es sich beim Punkt C zu verflis-
sigen. Wir haben dann gleichzeitig zweierlei Zu-
stdnde, den flussigen und gasféormigen, und die
Strecke BG = CH veranschaulicht den Druck des
gesattigten Dampfes. Whéhrend wir also von C an
das Volumen weiter verkleinern, bleibt der Druck kon-
stant. Es verlduft die Volumsdnderung Ilangs der
Geraden CB. In B ist aber nur noch Flissigkeit vor-
handen. Es muB dann flr weitere Volumsverminde-
rungen der Druck gleich betrdchtlich steigen.

Es waére verfehlt, nach dem Bisherigen zu glauben,
dal das Stuck BC der Kurve vollig wertlos sei. Bei
der ndétigen Vorsicht ist es mdglich, den Punkt C zu
passieren, ohne daB Verflussigung eintritt. Wir haben
dann einen Uberséttigten Dampf. Dasselbe ge-
schieht beim umgekehrten Durchlaufen der Kurve im
Punkt B. Wir sprechen dann von einer Uberhitzten
Flussigkeit

Je hoher die Temperatur wird, desto mehr néhern
sich die Punkte B, J und C, bis sie schlieRlich zu-
sammenfallen. Fir diesen Punkt sind somit alle drei
Wurzeln der Gleichung gleich grof. Steigern wir
die Temperatur noch mehr, so erscheint nur noch
eine reelle Wurzel. Die Temperatur der drei gleichen
Wurzeln nennt man die kritische Temperatur.
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Sie ist ndmlich die Grenztemperatur, fir welche
die Verflissigung eines Gases noch mdglich ist.
Gleicherweise nennen wir auch das Volumen und den
Druck, welcher dem Punkt der drei gleichen Wurzeln
entspricht, das kritische Volumen und den kri-
tischen Druck.

Die Maxima und Minima der Kurven sind durch

die Gleichung ~ = 0 gegeben. Nach Gleichung (58)

haben wir also

r+5 - A~ - - 0- m

Es ist das die Gleichung der Kurve KELPM, welche
die Minima bezgl. Maxima der Isothermen verbindet.
Sie hat wieder ein Maximum, welches gleichzeitig der
kritische Punkt ist. Wir erhalten sonach das kri-

tische Volumen vx, wenn wir fur Gleichung (59)* = 0
setzen. Dies ergibt
6a(vt —b) 4a
A A
daher v, = 3b.

Die Gleichungen (58) und (59) lassen jetzt mit
Hilfe des Wertes vx auch den kritischen Druck

a
Pl = 21b2

und die kritische Temperatur
_ 8a
1 27bR

ermitteln.
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Machen wir die kritischen Werte zur Einheit,
d. h. setzen wir
V= avx= 3bco,
a

so verwandelt sich die Zustandsgleichung in

Es haben alle Kdrper dieselben Isothermen,
wenn wir als MaReinheiten des Drucks, des
Volumens und der Temperatur deren Kkritische
Werte nehmen.

§ 55. Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient.
Schreiben wir das Boyle-Charlessche Gesetz in
der Form
Pv= Povo(l+ «t),
so wird bei konstantem Volumen v0
P= Poil+ «t),
und wir nennen oc den Spannungskoeffizienten.
Lassen wir hingegen den Druck konstant, so heif3t
analog in der Gleichung
v=v0(l+ el)
a der Ausdehnungskoeffizient. Fir ideale Gase

sind somit diese beiden Koeffizienten identisch,
nicht aber fur wirkliche Gase. Wir wollen daher den

Spannungskoeffizienten mit ap= -— , den Aus-
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(p+ ;j)(v-b) = RT = R1(l + <xt),

wenn wir Rx= 273 R setzen. Gleicherweise ist

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, so
(P- poy(v— b)= Rtat- (pO+ (v—Db)oit,
daher

Fir ein bestimmtes Volumen ist also der Span-
nungskoeffizient eine konstante Grdfe, doch ist
er immer groBer als sein idealer Wert. Erst

] a
wenn das Volumen v grof wird, kann vernach-

lassigt werden und wir erhalten ap= <« Der Um-
stand, daR fur Wasserstoffgas a verschwindend klein ist,
macht dieses Gas geeignet zur Bestimmung des idealen
Spannungskoeffizienten a .

Nicht so einfach wie der Spannungskoeffizient 146t
sich der Ausdehnungskoeffizient ocv finden. Wir miiRten
zu diesem Zweck v und v0 aus Gleichungen vom 3. Grad
bestimmen und wirden so zu sehr komplizierten, un-
Ubersichtlichen Ausdricken kommen. Fir bestimmte
Grenzen der Temperatur und des Drucks lassen sich
jedoch Vereinfachungen einfliihren, so dal die Aus-
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driicke handlicher werden. Fiur Wasserstoff z. B. wird,
da a= 0 gesetzt werden kann,
«v = (i- ,

mithin txy < txv. Bei anderen Gasen findet das Gegen-
teil statt.

§ 56. Spezifische Warme.

Die in einem Gas enthaltene Wéarmemenge ist die
gesamte kinetische Energie der Molekeln. Wir betrachten
die Masseneinheit des Gases, fur welche nm = 1 ist.
Sonach wird nach Gleichung (56)

c2
pv = =3

und die-im Gas enthaltene kinetische Energie
°2_ s

y =1 pv-

Bekanntlich ist

c2= cg(l -fxt),
c2

daher “ - die Zunahme der gesamten Energie des Gases
u

bei einer Temperaturerh6hung um 1° C. Lassen wir
dabei keine Volumséndernng eintreten, so ist

y=""A,

die spezifische Wé&rme bei konstantem Volumen,
wenn A das kalorische Aquivalent der Arbeit ist. Bei
konstantem Druck gilt fur das Gas

v=vo(! + «t).
Die Zunahme fir einen Grad ist vO X , wobei die duRRere
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Arbeit pTO« zu leisten ist. Das entspricht der Warme-
menge ApyO«. Um diesen Wert ist also die spezi-
fische Warme bei konstantem Druck I groRer
als jene bei konstantem Volumen. Es ist somit

' A CcEtx . Ac?« , At™oi
—2  bApvla.= — ——i-—g—
. &
AKX
und
Z =4
7 S

In Wirklichkeit ist aber nur fir wenige Gase, die
sogenannten einatomigen, wie z B. fir Quecksilber-
dampf, Argon, Krypton, Xenon, das Verhéltnis der
spezifischen Wé&rmen 4. Das rihrt davon her, dall
wir bei den meisten Gasen die Molekeln nicht als
Kugeln von vollkommen glatter Oberflaiche auffassen
durfen, sondern als kompliziertere Gebilde. Dem-
zufolge besitzen sie nicht nur eine fortschreitende
Bewegung, sondern auch eine drehende, sowie eine
innere Bewegung, wie z B. Schwingungen der
die Molekeln bildenden Atome. Wir haben daher
einen Unterschied zwischen der Gesamtenergie H und
der Energie der fortschreitenden Bewegung K
der Molekeln zu machen. Fir die Masseneinheit des
Gase? ist

hingegen
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wobei k von jenem Teil der Energie lierriihrt, der nicht
in der fortschreitenden Bewegung liegt. Ferner ist

Aus diesen Gleichungen findet man leicht

Uberlegen wir, daB m zwischen Null und Eins liegen

muf3, so folgt

was sich ausnahmslos in der Erfahrung bestatigt.

§ StofRzahl und mittlere Weglange der Molekeln.

Wir betrachten die Molekeln als kleine Kugeln
vom Durchmesser a. Alle sind nach den verschiedensten
Bichtungen des Raums in geradliniger Bewegung be-
griffen. Es muB sich folglich ereignen, dall eine Molekel
mit anderen zusammenst6Rt. Die Zahl der Zusammen-
stofRe, welche eine Molekel in der Sekunde erfahrt,
wollen wir berechnen. Wir denken uns zu dem Zweck
erst alle Molekeln in Ruhe bis auf eine, welche
sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt. StoRt sie mit
einer anderen zusammen, so ist die Entfernung der
Mittelpunkte beider gleich dem Durchmesser a einer
Molekel. Wir werden also denselben Effekt erreichen,
wenn wir uns die ruhende Molekel als Punkt, hingegen
die sich bewegende als eine Kugel vom Radius @&denken.
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Eine solche Kugel hinterlaRt als Spur einen Zylinder
vom Querschnitt n 02 und der L&nge c per Sekunde.
In der Sekunde fegt unsere Kugel also einen Kaum na2c
ab. In diesem Raum befinden sich N n 02c Gasmolekelu,
falls N die Zahl der Molekeln in der Volumeneinheit ist.

Z = Mn a2c

ist daher die Zahl der ZusammenstoRe, welche die
wandernde Molekel erfahrt.

Dieselbe Betrachtungs-
weise konnen wir fir den
Fall festhalten, daBR alle
Molekeln in Bewegung
sind; nur haben wir dann
anstatt ¢ die mittlere rela-
tive Geschwindigkeit r
einzusetzen, welche eine
Molekel gegeniiber denéndern
hat. Bilden clie Bewegungs- Fig. 46.
richtungen zweier Molekeln
den Winkel $ (Fig. 46), so ist die relative Geschwindig-
keit r gegeben durch

r2= c2-j-c2— 2c2cos$ = 2c2(1 —cos#).
Die Zahl samtlicher Geschwindigkeiten sei N. Sie ver-
teilen sich gleichmaRig nach allen Richtungen des Raums.
Wir koénnen sie uns zum Zweck der Rechnung als
Radien einer Kugel vorstellen, welche gleichméRig ver-
teilt die Kugeloberflache treffen. Auf die Flacheneinheit

der Kugel gehen demnach . N solcher Radien. Auf
jic?2

einer Kugelzone 2nc2sin$ d# liegen die Geschwindig-

keiten, welche mit der Richtung OA den Winkel # ein-

schliefen. lhre Zahl ist
Jager, Theoretische Physik II. 10
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27tNc2sin0d0 [\
. = —sinddoO
inc2

und ihre Gesamtsumme

N cos0
FsinOdO ¥2c2(1 —cos0) cNsinddd

0] (0] 0 O
= cN sin# sin—d0 = 4 cN sin2—cos—d— .
U ¢ 2 i
Bilden wir nun durch Integration die Summe ber die
ganze Kugelflache und dividieren wir durch die Gesamt-
zahl N der Geschwindigkeiten, so erhalten wir die
mittlere relative Geschwindigkeit. Diese ist somit
0"
sm°

4
r= 4e)fsh§£coso—'do—= 4c ¢

IT

Es ist demnach die Zahl der ZusammenstoBe einer
Molekel in der Sekunde

Dividieren wir den Weg c, welchen die Molekel in der
Sekunde zuriicklegt, durch die Zahl der ZusammenstoRe,
so erhalten wir die mittlere Wegldnge, d. i. den
Weg, welchen die Molekel im Durchschnitt zwischen zwei
ZusammenstdRen zuriicklegt,

4 N tio2'
§>8. Innere Reibung.
Bewegen sich zwei einander beriihrende parallele Gas-
schichten mit verschiedener Geschwindigkeit, so

bt die schnellere auf die langsamere eine Beschleunigung,
diese auf jene eine Yerzogerung aus. Es wird somit
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BewegungsgréfRe von der schnelleren an die
langsamere Schichte abgegeben, u. z. wird durch
die Flacheneinheit der Schichte die BewegungsgroRe

R= —rj (60)

dz
per Sekunde getragen. Das heiBt, R ist die Kraft,
welche die schnellere Schichte auf die Flacheneinheit
der langsameren ausiibt. Wir bezeichnen diese Kraft
mit dem Namen ,,innere Reibung® (sieche Bd. | § 64).

nlnennen wir den Reibungskoeffizienten, dz ist das

Geschwindigkeitsgefdlle senkrecht zur Bewegungs-
richtung der Gasschichte. Verstehen wir unter z die eine
der Koordinaten eines rechtwinkligen Koordinatensystems,
so bewegen sich die Schichten parallel zur xy-Ebene.
Den Vorgang der inneren Reibung der Gase nach der
kinetischen Theorie zu erklaren, lauft also darauf hinaus,
die Mdoglichkeit des Transports von Bewegungs-
groBe parallel zur z-Achse nachzuweisen.

Die Bewegungsrichtung der Gasschichten sei parallel
zur x-Achse. In der Volumeneinheit des Gases seien n
Molekeln von der Geschwindigkeit £' parallel zur x-Achse
und £ parallel zur z-Achse. Durch die Flacheneinheit
der xy-Ebene wird sonach in der Sekunde die Be-
wegungsgrolie

R=2nm¢££E

getragen, wobei sieh die Summe Uber alle mdglichen
Werte von £' und £ erstreckt. Die Molekeln, welche die
xy-Ebene mit der Geschwindigkeit £ passieren, kommen
aus verschiedenen Schichten. Die aus der Schichte
mit der Ordinate z stammen, haben die Geschwindigkeit

10*
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du
£=f+u-f--2z,

wobei sich f auf die Wéarmebewegung, u -f- Eiz_z auf

die Bewegung der Schichte als Ganzes bezieht.
Es ist somit u die Geschwindigkeit der Schichte in der
xy-Ebene. Fiir die Reibung haben wir also

R=inm”"-)-u-f~zjf.

Die Summen Jt'nm ff tm di’nm uf verschwinden wegen
der gleich groRen Anzahl positiver und negativer f
und £. Es bleibt also nur

R=~2nm¢€E z,
dz

wobei wir E"als konstant ansehen. Ist der Weg, welchen

die Molekel nach ihrem letzten ZusammenstoB in m
(Fig. 47) bis zum Passieren der xy-Ebene zuriicklegt,
r, so besteht die Proportion

£ic= —z:.r,
daher
z £r
c
Danach konnen wir schreiben
----- 1 _du 2nm r
¢ dz '

Der Mittelwert von r ist aber fur alle £ eine
konstante GroRe und zwar gleich der mittleren
Weglange X, weshalb

X du
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gesetzt werden kann. Nun ist
2nmeE2—p

gleich dem Druck des Gases, so dal wir leicht nach
Gleichung (60) fir die GroRe des Reibungskoeffi-
zienten
pX iimcl
Vv (61)

erhalten, wenn wir den Wert von p
aus Gleichung (55) benutzen.

Fihren wir in Gleichung (61)
den Wert der mittleren Weglédnge

fifjlo 2
ein, so ergibt dies Fig. 47.
me
4 62

Die rechte Seite dieser Gleichung ist frei von der Zahl
der Molekeln in der Yolumeneinheit, d. h. die innere
Reibung eines Gases ist von dessen Dichte oder,
was dasselbe ist, vom Druck unabhdngig. Dieses
Uberraschende von M axwell gefundene Resultat bestatigt
sich tatséchlich innerhalb sehr groRer Druckgrenzen.

Aber noch einen anderen merkwirdigen Aufschlul
gewdhrt uns die Theorie der inneren Reibung. Wir
wissen, daB Nm = j die Dichte des Gases ist, somit
finden wir nach Gleichung (61)

\

ec

Die Geschwindigkeit der Molekeln ist uns bereits be-
kannt (8 52), der Reibungskoeffizient und die Dichte
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sind experimentell bestimmbare GroBen. Wir kdnnen
somit den Zahleuwert der mittleren Wegldnge
angeben und damit aucb die Stofzahl einer Molekel.
So finden wir fur

Weglénge StoRzahl
Wasserstoff 0 0000 1855 ¢cm9480 Millionen.
Sauerstoff 1059 ,, 4065 .
Stickstoff 959 ,, 4735 "
Kohlensaure 680 ,, 5510

Es beziehen sich diese Zahlen auf den Druck einer
Atmosphare und die Temperatur 0° C.

§ 59. Warmeleitung.
Haben wir parallel zur z-Achse eines rechtwinkligen

. . . dT
Koordinatensystems ein Temperaturgefédlle —  so

flieBt bestdndig von oben nach unten Wéarme durch die
xy-Ebene. Eiir die Eldchen- und Zeiteinheit ist diese
Warmemenge
W - = k d_z y

wenn wir k die Wéarmeleitungsfahigkeit nennen.
Nach unserer Auffassung ist nun W nichts anderes als
eine Energiemenge, welche von oben nach unten getragen
wird, und wir kénnen deren GrofRe genau so finden,
wie den Wert der transportierten BewegungsgroRe im
vorhergehenden Paragraphen. Es trdgt jede passie-
rende Molekel durch die xy-Ebene die Wéarmemenge

dT \
m7 ‘TO + — 21 indem m die Masse einer Molekel, y die

spezifische Wé&rme bei konstantem Volumen und z die
Hdéhe jener Schichte bedeutet, aus welcher die Molekel
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kommt. Dabei haben wir vorausgesetzt, dal die Tem-
peratur

sei. TO ist also die Temperatur in der xy-Ebene. Wir
brauchen somit in den Formeln fir die innere Reibung
nur m durch my und u durch T zu ersetzen und
haben unmittelbar die Formel fir die Warmeleitung

~  cNmAy gcAy
i

Es besteht demnach zwischen dem Reibungskoeffi-
zienten und der W &rmeleitungsfahigkeit die enge
Beziehung
k= ry.

Ferner folgt, dafl auch die W &rmeleitungsfdhigkeit
vom Druck des Gases unabhd&ngig ist, und schlieB-
lich haben wir auch in der Warmeleitung ein Mittel,
den Zahlenwert der mittleren Wegldnge kennen
zu lernen.

§ 60. GroRe der Molekeln.

Komprimieren wir ein Gas durch sehr groRe Druck-
krafte auf das kleinste mdgliche Volumen, so kdnnen
wir annehmen, dall die Molekeln den Raum Y, der
ihnen zur Verfigung steht, vollig mit Materie ausfillen.
Ist das urspriingliche Yolumen Eins, die darin enthaltene
Molekelzahl N, so wird, da das achtfache
Molekularvolumen ist,

V=JNno3m

Diese Gleichung erlaubt mit Hilfe des Werts der mitt-
leren Weglénge
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den Durchmesser einer Molekel

a= 8V~
zu finden. Dieses Uberraschende Resultat verdanken
wir Loschmidt. Er fand auf diesem Weg fur

a
Wasser 44.10-9 cm
Kohlenséure

Fir ausgedehntere Studien der optischen Erscheinungen
sind folgende Werke zu erwéhnen:

Y. v. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl.
Braunschweig 1891.

A. Beer: Einleitung in die héhere Optik. 2. Aufl. Bearbeitet
von V. v. Lang. Braunschweig 1882.

E. Verdet: Vorlesungen Uber die Wellentheorie des Lichtes.
Deutsche Bearbeitung von K. Exner. Braunschweig
1881.

P. Neumann: Vorlesungen lber theoretische Optik. Heraus-
gegeben von E. Dorn. Leipzig 1885.

H. Poincare: Mathematische Theorie des Lichtes. Deutsch
von E. Gamlich und W. J&ger. Berlin 1894.

Fir tiefere Studien in der Warmelehre und kinetischen
Gastheorie sind folgende Werke zu nennen:

V. v. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl.
Braunschweig 1891.

C.Christiansen: Elemente der theoretischen Physik. Leipzig
1908.



B. Riemann: Partielle Differentialgleichungen, angewendet
auf physikalische Fragen. Herausgegeben von H atten-
dorf. Braunschweig 1876.

. Clausius: Die mechanische Warmetheorie. Braunschweig
1876.

Die kinetische Theorie der Gase. Herausgegeben von
M. Planck und C. Pulfrich. Braunschweig 1889 bis
1891.

H. Poincare: Thermodynamik. Deutsch von W. Jéager
und E. Gamlich. Berlin 1893.

0. E. Meyer: Die kinetische Theorie der Gase. 2. Auflage.

Breslau 1895.

L. Boltzmann: Vorlesungen iiber Gastheorie. Leipzig 1895
und 1898.

. D. van der Waals: Die Kontinuitat des gasférmigen
und flussigen Zustandes. 2. Aufl. Leipzig 1899.
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Im gleichen Verlage erschienen ferner:

Physildiste Aufcparsanmug

G. Mahler,

Professor der Mathematik und Physik am Gymnasium in Ulm.
Mit den Resultaten.

Preis: in Leinwand gebunden 80 Pfennige.
(Sammlung Géschen Nr. 243.)

*

Bei dem engen Rahmen eines Béndchens der ,,.Sammlung Géschen*
war eine sehr sorgfaltige Auswahl aus dem groBen physikalischen
Ubungsmaterial geboten; nur Aufgaben iiber tatsachliche und rein
physikalische Verhéltnisse konnten aufgenommen werden, wahrend
alle Beispiele mit mehr mathematischem Charakter ausgeschlossen
werden muften. Ganz einfache Aufgaben und Fragen, wie sie der
Ubungsstoff eines jeden Lehrbuches enthélt und wie solche der ersten
Einfihrung in die Physik dienen, wurden ebenfalls tbergangen. Die
groBere Zahl der dargebotenen Aufgaben findet ihre Erledigung durch
Rechnung; jedoch finden sich auch Beispiele fiir die Konstruktion und
die graphische Behandlung. Die Ldsung samtlicher Beispiele setzt
die Kenntnis der wichtigsten physikalischen Gesetze und Prinzipien
voraus, wie auch eine gewisse Gewandtheit im elementaren und mathe-
matischen Rechnen. Die Resultate der Aufgaben enthalten nur in
schwierigeren Fallen Andeutungen zur Ldsung. Im Text ist stets auf
klare, anschauliche Darstellung, zuverlassiges Zahlenmaterial und
streng wissenschaftliche Grundlage gehalten worden.

Da sich ein erfolgreicher physikalischer Unterricht nicht bloR auf
den Vortrag und das Experiment beschrdnken darf, sondern von
Ubungen begleitet sein muR, in denen die physikalischen Gesetze in
den verschiedensten Kombinationen zur Anwendung gelangen, so
durfte die vorliegende Sammlung der Schule und dem Privatstudium
ein wesentliches und brauchbares Hilfsmittel zur sicheren Einfiihrung
in das groBe Gebiet der Physik sein.

G. J. Goschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.



Fysikdiste Fomelammrung

Q. Mahler,

Professor am Gymnasium in Ulm.
Zweite, verbesserte Auflage. Mit 65 Figuren.

(Sammlung Géschen Nr. 136.)
%

Diese Formelsammlung enthdlt die Hauptgesetze der
Experimentalphysik und diejenigen Formeln, die sich mit
den Hilfsmitteln der niederen Mathematik ableiten lassen.
Dabei ist deren Herleitung in den meisten Fallen kurz an-
gedeutet. Letztere Einrichtung ermoglicht es, das Bandchen
nicht bloR als Nachschiagemittel, sondern auch bei der
Durchnahme und Wiederholung des physikalischen Lehr-
stoffs mit Erfolg zu benitzen.

G. J. Goschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.



Kleine Chemische Bibliothek
aus der Sammlung Gdschen

Jedes Bandchen in Leinwand gebunden 80 Pfennige

Allgemeine und physikalische Chemie von Dr. Max Rudolphi, Dozent
an der Technischen Hochschule in Darmstadt. Mit 22 Figuren. Nr.71.

Stereochemie von Dr. E. Wedekind, Professor an der Universitat
Tubingen. Mit 34 Abbildungen. Nr. 201

Anorganische Chemie von Dr. Johs. Klein in Mannheim. Nr. 37.

Metalloide (Anorganische Chemie 1) von Dr. Oskar Schmidt, dipl.
Ingenieur, Assistent an der Kgl. Baugewerkschule in Stuttgart. Nr.211

Metalle (Organische Chemie Il) von Dr. Oskar Schmidt, dipl. In-
genieur, Assistent an der Kgl. Baugewerkschule in Stuttgart. Nr.212.

Organische Chemie von Dr. Johs. Klein in Mannheim. Nr. 38.

Chemie der Kohlenstoffverbindungen von Dr. Hugo Bauer, Assistent
am ehem. Laboratorium der Kgl. Techn. Hochschule Stuttgart 1. I1:
Aliphatische Verbindungen. 2 Teile. Nr. 191, 192.

— — IlI: Karbocyklische Verbindungen. Nr. 193.

— — IV: Heterocyklische Verbindungen. Nr. 194.

MaRanalyse von Dr. Otto Rohm in Stuttgart. Nr. 221.

Chemisch-technische Analyse von Dr. G. Lunge, Professor an der
Eidgendss. Polytechn. Schule in Zirich. Mit 16 Abbildungen. Nr. 195.

Physiologische Chemie von Dr. med. A Legahn in Berlin 1: Assimi-
lation. Mit 2 Tafeln. Nr. 240.

— — II: Dissimilation. Mit einer Tafel. Nr. 241.

Allgemeine chemische Technologie von Dr. Gust. Rauter in Char-
lottenburg. Nr. 113.

Anorganische chemische Industrie von Dr. Gust. Rauter in Charlotten-
burg I: Die Leblancsodaindustrie und ihre Nebenzweige. Mit
12 Tafeln. Nr. 205.

— — II: Salinenwesen, Kalisalze, Dungerindustrie und Verwandtes.
Mit 6 Tafeln. Nr. 206.

— — I1I: Anorganische chemische Préparate. Mit 6 Tafeln. Nr. 207.

Die Teerfarbstoffe mit besonderer Berucksichtigung der synthetischen
Methoden von Dr. Hans Bucherer, Professor an der Konigl. Techn.
Hochschule Dresden. Nr. 214.

Die Industrie der Silikate, der kunstlichen Bausteine und des
Mortels von Dr. Gustav Rauter |: Glas- und keramische Industrie
Mit 12 Tafeln. Nr. 233.

— — II: Die Industrie der kunstlichen Bausteine und des Mdrtels.
Mit 12 Tafeln. Nr. 234.

G.J. GoscheiTsehe Verlagshandlung in Leipzig.
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itianbcloltorrefpoitbcm, B eut Wie,
non Prof. ffi). & Beauj, ®fficier be
I’'Snftruction publique. Rr. 182.
— ffittglirdtc, non ff. ff. IDbitfieib, M.
A., ffiberiebrer an King Ebtnarb VII
ffirammar Sdjool in King’s £qnn.
Rr. 237.
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£)rtitbel»ltvrrerconbem. ftatilo -
ftfdte, o. profeffor Sh. be Beaur, ®ffi=
cierbel’3njtruction publique. I1t. 183.
— Utalieitirrite, oon profeffor fllberto
beBeauj, ®berlebreram Kgl. 3nititut
S.S.fInnunsiata in Jloten3. nr. 219.
— Spanirriic, Don Dr. fllfrebo Habal
be marte3currena. Hr. 295.
ijaitbrlovolitilt, Auenmetige, non
Dr. Ifeinr. Sieoefing, Prof. an bet
Rnioerfitat Ittarburg. Hr. 215.
39anbel»iuefrn, Po», DOn Dr. tuilt).
Cejis, Profejfor an ber UniDerfitat
(Béttingen. 1: Bas tfanbelsperfonal
unb bet IDarenbanbel. Hr. 296.
-11: Bie (Effettenbdrfe unb bie

innere ifanbelspolitit Hr. 297.
i)nvim)niclcl)ve uon fl. llalm. mit
Dielen liotenbeilagen. Hr. 120.

jfiu-tmnttitvvtt Axtc, -W olfram uon
Orriitnbnri) inb (®»ttftrieb von
ptvoObnvg. flusroai)! aus bem
)ofifd)en (Epos mit flnmerhtngen
unb tDorterbudj Don Dr. K. Rtarolb,
profeffor am Koniglidfen Sriebridfs»
follegium3UKadnigsbergi. pr. ttr.22.
floiipilitcrntuvrn. Bie.s. (Orient»
D. Dr. m. Ifaberlanbt, prinatbo3.a.b
UniDerfitat tiien. 1. I1. nr.162.163.
pelbcttfngc, Pit beutldie, Don Dr.
®tto Euitpotb 3iric3ef, Prof. an
ber UniDerfitat minfter. Hr. 32.
— fietfe aud): mptljologie.
Jnbultric, Atioxganirdic Clfettti-
rrlic, d. Dr. ffiuft. Rauter in Cijar-
lottenburg. I: Bie feblancfobainbu-

ftrie unb iffre neben3tDeige. mit 12

Ut. 205.

Salinenroefen, Kalifate,
Biingerinbuftrie unb PertDanbtes.
mit 6 jTafeln. Rr. 200.

I'11: flnorganifd)e <Et)emifd|epra»
parate, mit 6 Safein. Rr. 207.
ber Silikate, ber htittfU. patt-
fteincunb beeU lartcl». | : ffilas»
unb teratnifd)e Jnbuftrie Don Dr.
ffiuftan Rauter in Ctiariottenburg.
mit 12 Safein. nr. 283.

11: Bie 3nbuftrie ber funftlid)en
Baufteine unb bes martels. mit
12 Safein Hr. 234.

iTafeln.
— — 1

3ntegrolreri)tmng non Dr. Stiebt
3unfer, profeffor am Karlsgpmn
in Stuttgart, mit 89 Sig. Ur. 88
futcgvnlredittun g. Repetitorium unb
flufgabenfammlung jur 3ntegral=
redjnung Don Dr. Sriebrid) 3unier,
Profeffor am Karlsgpmnafium in
Stuttgart, mit 50 Siguren. Rr. 147.
pnrtrnhunbc, gefd)idftlidi bargeftellt
von (E ffielcid), Birettor ber t. (.
Hautifdien Sdiule in Cuffinpiccolo
unb Sauter, profeffor am Real»
gpmnafium in Ulm, neu bearbeitet
Don Dr. Paul Binfe, flffiftent
ber ®elellfd)aft fir (Erblunbe in
Berlin, mit 70 flbbilbungen. Ur. 30.
im'dtcnlich. martin lutter, jElfom.
murner, unb bas Kir©enlieb bes
16. 3ai)rl)unberts. flusgetDaffu
unb  mit (Einleitungen unb An»
merfungen Derfelfen Don profeffor
ffi. Berlit, fflberletfrer am Uiiolai»
gpmnafium 3U £eip3ig. Rr. 7.
flitmalcliie von profeffor Dr. R).
Koppen, tlteteorologe ber Seeroarte
Ifamburg. mit 7 iTafeln unb 2
Siguren. Rr. 114,
‘flotonialgririiiriitc non Dr. Bietridf
Sdfafer, profeffor ber ffiefd)id)te an
ber UniDerfitat Berlin. Rr. 156.
fiontpoltiiott«I*ljfe. mufifalif(fle
Sormenlefre oon Stephan Kretfl.
I. 0. mit Dielen Rotenbeifpielen.
Rr. 149. 150.

|tut rv bex- mC|tfd|I|d|!10 feilt Pa«
feilte fottiigheiten, Don
CA Rebmann, fflberfdfulrat in Karts»
rutfe. m it ®efunbtfeitsletyrc Don Dr.
med. I). Seiler, mit 47 flbbilbungen
. unb 1 Safel. Rr. 18.
iU‘iltaUogxupllic non Dr. ID. Brubns,
Profeffor an ber UniDerfitat Straft»
birg, mit 190 flbbilb. Rr. 210.

gnbrutt uttb pietfirltcpeit. mit
(Einleitung unb tDorterbud) Don
Dr. ©. £. 3iric3ef, Profeffor an ber
Unioerfitdt miinfter. Rr. 10.

fielje aud): Ceben, Beutfdles,
12. 3 ai)rl;unbert.

im
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Rultut-, Jtie, ber KeitoilTnitcc. ®e=
fiitung, 5orfd)ung, Biditung non
Dr. Robert $m flrnolb, prioatbo3ent

an 6er Uninerfitat toten. Rr. 189.
fiulturgcerriiiriitc, Deutrdic, non
Dr. Heini). ffiintfer. Rr. 56.

jluttiic, Sie gfopltirriictt, non Carl
Kampmann, 5ad|let)rer a. 6. f. I.
ffirapfeifdien £el)r* un6 Derfud)s*
anftalt in IDien. RIit 3al}lretcijen
flbbilbungen un6 Beilagen. Rr. 75.

jturaKirifi fietjc: Stenographie.

Jaiibcrlttmbe »ott (Ctuoptt non
Dr. Srans fjetdertcf), profeffor ant

5rancisco»3ofepl)inum in Htoébling.
Rtti 14 Sejtidartd)en unb Bia*
grantmen unb einer Karte 6er
fllpeneinteilung. Rr. 62.

— 6er auffereuropnirriten <r-tb-
teile non Dr. Sran3 iteiberidl, prof.
a. 5rancisco*3ofepf)inum in Rtobling.
Rtit 11 ©ejtfartd)en u. profil. Rr. 63.
{anbceltunbc non Gabcit non prof.
Dr. ©.Kienifein Karlsruhe. Rl.profii,
flbbilbungen unb 1 Karte. Rr. 199.
— bta fténigreidr« Rattern non
Dr. H). ffiéij, profeffor an 6er Kgl.
©ed)n. Ifod)id)ule Rtiinthen.  Rtit
Profilen, flbbil6.u.l Karte. Hr. 176.
— »ott £lrittrdi-llovbinnerilnt non
Prof. Dr.fl. fflppel in Bremen. Rlit
13 flbbilbungen unb 1Karte. Rr. 284.
— »ott <Cirnfl=iot!)rutgcu non prof.
Dr. R. £angenbed in Strafeburg i C.
RIit 11 flbbilbgn. u.l Karte. Rr.215.
— ber ttberifriictt ~ttibittfel non
Dr. Srife Regel, profeffor an ber
Uninerfitat toiir3burg. Rtit 8 Kart*
djen unb 8 flbbiibung. im Cejt unb
1 Karte in 5arbenbrud. Rr. 235.
— »ott (Oftcrrcidr - Jlttgnrtt non
Dr. flifreb ffirunb, prinatbo3ent an
ber Uninerfitat toien. Rtit 10ttept*
illuftration. unb 1 Karte. Rr. 244.
— be» Sottigreidre Sadifcn n. Dr.

3. 3emmrid), ©berleferer am Real*

Rtit 12 Hb*
Rr. 258.

gpmnaf. in piauen.
bilbungen u. 1 Karte.

Sanbealtttttbe »ott 6ltntibimtoictt
(Sdftneben, Rortnegen u. Banemarf)
non Ifeinr. Kerp, Seijrer am ffitjmna*
fium unb Eeferer ber Crbfunbe am
Comenius=Semtnar 3u Bonn. Rtit
11 flbbilb. unb 1 Karte. Rr. 202.

— bce ftottigreidto Btliirttcmbcerg
non Dr. Kurt tfaffert, profeffor ber
©eograpfeie an ber tfanbelstjodifdiuie
in Koln. Rtit 16 Dollbilbem unb
1 Karte. Rr. 157.

£au6niirtrd|ofttid|C iicteirUoUhrc
non Crnft Eangenbed IN Bochum.
Rr. 227.

gebrtt, pruifdico, tttt 12. Ifaltr-

Ilititbcrt.  Kuiturf)iftorifdle  Cr*
lauterungen 3um Ribelungenlieb
unb 3ur Kubrun. Don profeffor

Dr. 3ul- Bieffenbadier in jjreiburg
I. B. Rtit 1 Cafel unb 30 flb*
bilbungen. Rr. 93.

Serrmgo OtttUia «alotti. Rtit Citt*
leitung uitb flnmerhingen non Prof.
Dr. H> Dotfd). Rr. 2.

— lilim tn ». Oitfttlielm. Rtit finm.

non Dr. ©omafchef. Rr. 5.
£td|t. Cfeeoretifdie Pfepfif 1l. ©eit:
£id|t unb téarme. Don Dr. ffiuft.

3ager, profeffor an ber Rninerfitat
IDien. TTtit 47 flbbilbungen. Rr. 77.

iitenttur, Altl|Od|6eutrdle, mit
ffirammatif, Rberfefeung unb Cr»
lauterungen non ©fe. Sdjauffler,
profeffor am Realgpmnafium in
Ulm. Rr. 28.

iiteraturbcttitméaUr bee 14. u. 15.
|litjirlrttttbert». flusgetnafelt unb
erlautert non Dr. Hermann 3anfeen,
Birettor ber Konigin £uife*Scflule In
Konigsberg I. pr. Rr. 181.

— bco 16. 3nl|riritttberts | : Ittnr-
titt tutlicr, Strom. IHutitcr tt.
bito flifdrcnlieb beo 16. Jafer-

nttberte. flusgeinaf|it unb mit
inleitungen unb flnmerfungen ner*
jehon non Prof. ®. Berlit, ©ber*
leferer am Rifolaigpmnafium 3U
£eip3ig. Rr. 7.



Sam m lung G 6 schen £eintnanbbanb 8 0 fl
6.3* ©ofchen'fche Verlagshandlung, Leipzig.

£itcrnim*bcnhmiiler be» 16.30l(v-
fettnbertall: gfan» 8«ril». Aus»
geméfjlt unb erlautert non Prof. Dr.
3ul. Safer. Rr. 21.

I11: Jt»it $rant bi» Kollcn-
fengett: Srant, ifuttcn, iifdjovt,
rotlic ©ierepo» unb fobcl.” Aus»
getnafelt unb erldutert non Prof.
Dr. 3ulius Safer. Rr. 3G.

liternturcn. Ute, be» Oricnt«.
|. ©eil: Die £fiteraturen Oftafiens
unb Snbiens o. Dr. IR. Haberlanbt,
prioatbojent an ber Uninerfitat
IPien. Rr. 162.

— Il. ©eil: Die Literaturen ber per»
fer, Semiten unb ®©iirfen, non Dr.
TR. ljuberlanbt, prinatbo3cnt an
ber Uninerfitdt UTien. Rr. 163.

Jiterohtrgefdiidite, Rentldjc,
Dr. IRap Koife, profeffor an
Rninerfitat Breslau. Rr. 31.

—fPctttrdic, ber illnRiherteit non
Carl IDeitbred|t, profeffor an ber
©ecfenifcfeen  Hotfefefeule Stuttgart.
Rr. 161.

— Zlcittliiir, be» 19.3nljefeunbcvt»

non ©arl IDeitbrecfet, profeffor an

ber ©edinififeen tfofefcfeule Stuttgart.

I. Il. Rr. 134. 135.

ffittgltidfe, non Dr.

in IDien. Rr. 69.
ffirunbjiige unb Haupttgpen ber

englifcfeen Literaturgefcfeicfete non Dr.

flrnolb IR. IR. Scferder, Prof. an ber
ffanbelsfeocfefdfeule in Kdln. 2 ©eile.

Rr. 286. 287.

birtedtifdie, mit Beriidfiditiguug

ber ffiefcfeicfete ber Rliffenfdiaften

non Dr. flifreb ffierde, profeffor
an ber Uninerfitdit Sreifstnalb.

Rr. 70.

3taltet»rd)e, non Dr. Karl Dofeler,

profeffor a. b. Uninerfitat Heibel»

berg. Rr. 125.

Uorbildjc. I. ©eil: Die islanbifcfee

unb nortnegifd)e Literatur bes IRittel»

alters non Dr. IDolfgang ffioltfeer,
profeffor an ber Uninerfitat Rojtoi.

Rr. 254.

non
ber

Karl RTeifer

£itcrntuvgcrriiid|te,Povtuglcrtrdre,
non Dr. Karl non Reinfearbftoettner,

profeffor an ber Kgl. ©ed)nifdlen

Ifocfefcfeule in IRUncfeen. Rr. 213.
—ROmirdtc, non Dr. Hermann

3oacfeim in Hamburg. Rr. 52.

— Humrdic, non Dr. ffieorg polonsfif
in Rlincfeen. Rr. 166.

— DlauilVfec. non Dr.,. 3ofef Karéfet
in tDien. 1. ©eil: Altere fiteratur
bis 3ur liiebergcburt. Rr. 277.

2. ©eil: Das 19. 3«ferfeunbert.
Rr. 278.

— gponifrite, non Dr. Rubolf Beer
in IDien. 1. 1l. Rr. 167. 168.

£»garitl)men. Dierftellige ©afeln
unb ffiegentafeln fir logaritfemifcfees
unb trigonometrifcfees Reifenen in
3tnei 5arben sufammengeftellt non
Dr. Hermann Stfeubert, profeffor
an ber ffielefertenfifeule b. 3 <fearm
neums in Hamburg. Rr. 81.

Jagih. pftidiologie unb £ogif 3ur

©infiiferung in  bie Pfeilofopfeie
non Dr. ©fe. ©lfenfeans. IRit 13
Sigurett. Rr. 14.

gulfettt, Marti», STfeam. Munter
utib’ bo» ©irdjenlicb be» 16.
Jtaljritmtbrri».” flusgetnafelt unb
mit ©inteitungen unb Rnmerfungen
nerfefeen non Prof. ffi. Berlit, ®ber»
leferer am Rifolaigpmnafium 3U
£eip3ig. Rr. 7.

M agttetiemu». O©feeoretifdfe Pfepfif
111, ©eil: ©leltri3itat unb IRagnetis»
mus. Don Dr. ffiuftao 3ager,
Profeffor an ber Uninerfitat IDien.
IRit 33 flbbilb. Rr. 78.

Malerei, ©erdjidtte bei-, 1. I1. 111
IV. V. non Dr. Kid). Rlutfeer, pro»
feffor an ber Uninerfitdt Breslau.
Rr. 107-111.

{ttard)inrncletnentr, Die. Kurj*
gefalltes feferbu<fe mit Beifpielen fur
bas Selbftftubium unb ben praft. ffie»
brauef) non Jr. Bartfe, Oberingenieur
in Rirnberg. IRit 86 Jig. Rr.3.
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PtaU-, ptiim - unb (clcniiritta-
ttteren non Dr. fluguftBlinb, Prof.
an berHanbelsfcfeuleinKéitt. Rr.283.

pfafinnalnre non Dr. Otto Reifem in
Stuttgart. Hr. 221.

Ptnifecmatik, <Sefd|idite ber, non
Dr. fl. Sturm, profeffor am Ober»
ggntnafium in Seitenftetten. Rr. 226.

pledpratk. ©feeoret. PfegfiE 1. ©eil:
Rtecfeanii unb HfuftiE. Don Dr.
ffiuftan 3ager, prof. an ber Unin.
IDien. Rtit 19 flbbitb. Rr. 76.

PW ct-eekunbc, |tk»ll«rd)c, non Dr.
ffierfearb Set)ott, flbteilungsnorftefeer
an ber Deutfd)en Seeroarte in Ham*
birg. Rtit 28 flbbitb. im ©ejt unb
8 ©afein. Rr. 112.

Ptetalte (AnorganifcfeeChemie 2. ©eil)
n. Dr. Osiar Scfemibt, bipl.3ngenieur,
fitiiftent an ber Konig!. Baugetner!»
fdjute in Stuttgart. Rr. 212.

ptctaUoibc  (flnorganifefee  Cfecmie
1. ©eit) non Dr. Osiar Scfemibt,
btpl. 3ngenieur, flffiftent an ber
Kgl. BaugetnerEfcfeule in Stuttgart.
Rr. 211.

M eteorologie non Dr. R). ©rabert,
profeifor an ber Rninerfitat 3ntcs=
brud. RIit 49 flbbilbungen unb 7
©afeln. Rr. 54.

ptinerologie non Dr. R. Brauns,
profeffor an ber Rninerfitat Kiel.
Rtit 130 flbbilbungen. Rr. 29.

plittttelang unb o6prurfebtriitung.
HJaltfeer n. b. Dogeltoeibe mit Aus»
toafel aus Rlinnefang unb Sprucfe»
biefetung.  IRit flnmertungen unb
einem IDérterbucfe non Oito
ffitintter, profeffor an ber ©berreal»
fifeute unb an ber ©eifen. Hocfefdiule
in Stuttgart. Rr. 23.

plorpfeolog'cc, Anatomie u. Pfetj-
rtologic brr pffanjrn. Don Dr.
R). Rtiguta, Prof. a. b. 5orftalabemie
©ifenaefe. RIit 50 flbbiib. Rr. 141.

pttimtucleH. RTaB», Rtin3=unb Oe»
tniefetstnefen non Dr. flug. Blinb,
Profeffor an ber tjanbelsfcfeule in
Kdln. Rr. 283.

Munter, ©feomge. Rlartin £utfeer,
©feomas Rlurneruné bas Kircfeenlieb
bes 16. 3aferfe. flusgeroafelt unb
mit ©inleitungen unb Anmeldungen
nerfefeen non prof. <5. Beriit, ©berl.
am RiEoiaiggmn. 3« £eip3ig. Rr. 7.

plultk, (Oerd|id)te brr alten unb
mittelalterlichen, non Dr. fl.
Rtofeier.  IRit 3afelreicfeen flbbiib.
unb Rtufitbeitagen. Rr. 121.

plurthttlifrire iformenltferc (fiont-
porttionalcferc) n. Stepfean Krefel.
1. Il. Rtit nielen Rotenbeifpielen.
Rr. 149. 150.

PIn|tkgrrrilirijtr be» 17. unb 18.
Uttferltnnbert» non Dr. K. ffiruns»
lg in Stuttgart. Rr. 239.

— be» 19. Jalirljunbcrta non Dr.
K. ffirunsig in Stuttgart. I. II.
Rr. 164. 165.

Plultklekrr, Allgemeine. n.Stepfean

Krefel in £eip3ig. Hr. 220.
Ptntkoiogir, Dcntrdir, non Dr.
jriebrid) Kauffmann, profeffor an

ber Rninerfitat Kiel. Rr. 15.

— ffirirdiirdjr unb romifdir, non
Dr. fferm. Steubing, profeffor am
Kgl. (Bgtnnafium in R)ur3en. Rr. 27.

— fiefee auefe: Hel&enfage.

llautik. Kurser Abri bes laglicfe an
Borb non Hanbeisfcfeiffen ange»
inanbten ©eils ber ScfeiffafertsEunbe.
Don Dr. Jran3 Scfeufeje, DireEtor
ber Haoigations=Sd]ule 3U £ibed.
Rtit 56 flbbilbungen. Rr. 84.

ilibeluitge, Per, pot in flusroafel
unb iftittelfeocfebeutfcfee OrammatiE
mit Eutern IDdrterbucfe non Dr. R).
Ooltfeer, profeffor an ber Uninerfitat
Roftoct. Rr. 1.

fiefee auefe: Leben, Deutfcfees, im
12. 3ufecfeunbert.
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Ihtkpflattjeit Dortprof. Dr. 3. Behrens,
Dorft. b. ©rofjlj. lanbtDirtfd)aftlid)en

Derfudjsanftalt fluguftenberg. mit
53 £iguren. Kr. 123.

pubfl0O0tk im ffirunbrif, Don pro*
fcffor Dr. R). Rein, Direitor bes
pabagogtjd)cn Seminars an ber
unioerfitdt 3ena. Rr. 12.

— (otefriliriitc non (Dberlel)rer

Dr.i).tDeimerinlt)iesbaben. Rr.145.

Prtlaoittoioatc d. Dr. Rub. ifoernes,
prof. an ber Unioerfitdit ©ra3- mit
87 flbbilbungen. Rr. 95.

Pat*t*Uei|>et*fpcktiue. Red)ttoinilige
unb fd)ieftoinflige Ayonometrie oon
profeffor 3- Donberlinn in Breslau,
mit 121 Figuren. Rr.200.

PeflV ckttuc nebft einem fInfjang ub.
Sdjattenlonftruftion unb parallel*
perfpeftioe dou flrdjiteft i}ans $xew\*
berger, ®berlel)rer an ber Bauge*
toerffd)ule Koln, mit 88 flbbiib.
Rr. 57.

Peiroorapijie oon Dr. U). Brunns,
Prof. a. b. Uniuerfitat Strasburg i. ©.
IRit 15 flbbiib. Rr. 173.

Pftattfe, ilte, il)r Bau unb tfjr £eben
oon O©berleljrer Dr. ©. Bennert,
mit 96 flbbilbungen. Rr. 44.

Pflrtn?cnbioloOtc non Dr. R). Rtigula,
Prof. a. b. 5orftafabemie ©ifenad).
mit 50 flbbiib. Rr. 127.

Planten -|ttovpki»la0if, -"«ato-
ntic uttb -iHjnftologte uon Dr.
R). Rtigula, profeffor an ber 5orft=
afabemie ©ifenad). mit 50 flb*
bilbungen. Rr. 141

pf=loit?ent*euk, $ a&. ®inteilung bes
gefamten pflan3enreid)s mit ben
toid)tigften unb befannteften Arten
Don Dr. $. ReinecEe in Breslau unb

Dr. H> Rtigula, profeffor an ber
$orftalabemie ®©ifenad). mit 50
S5tguren. Rr. 122.

Pflanfenntelt, 2lie, bet* ©jewlJTct*
non Dr. ID. Rtigula, prof. an ber
Sorftafabemie ©ifenad). mit 50 flb-
bilbungen. Rr. 158.

$U;tu*ntak00ttOrtE.  Don flpotleler
5- Sdjmittpenner, fIffiftent am Bo*
tan. jfnftitut ber ©ed)nifd)en ijod)*
fd)ule Karlsruhe. Rr. 251.
pijUolopljie, C-tnfiln*tmO0 itt bie,
oon Dr. IRay R)entfd)er, prof a.b.
Unioerfitat Kénigsberg. Rr. 281.
— pft)d)ologie unb £ogif 3ur ©infit)r.
in bie pl)ilofopl)ie oon Dr. @1).
©lfenljans. mit 13 $ig Rr 14
pijototmtpljtc Don prof i). Kefjler,
5ad)lel)rer an ber f. f. ©rapl)nd)cn
£ef)r* unb Derfud)sanftalt in IDien.
mit 4 ©afeln unb 52 flbbiib. Rr. 04.
pi)t)Itk, ®4)cm*etifit|c, - ©eil: Kted}a*
ni! unb fliufti!. Don Dr. ©uftao
3é4ger, profeffor an ber Unioerfitat
IDien. mit 19 flbbiib  Rr. 70.
— — II. ©eil: £id)t unb R)arme. Don
Dr. ©uftao 3ager, profeffor an ber
Unio. VOien. mit 47 flbbiib. Rr. 11.
— 1l1. ©eil: ©leltriditdt unb Rtagne*
tismus. Don Dr. Ouftao 3é&ger,
Prof. an ber Unioerfitat IDien. Rtit
33 flbbiib. Rr. 78.
<fi>erdlidjte bet*, dou fl. Kiftner,
Profeffor an ber ©rofel). Realfdjule
3U Sinsheim a. © 1: Die pi)t)fif bis
Reroton. mit 13 $ig. Rr 293
I1: Die Pbpfif oon Retoton bis 3ur
©egenroart. mit 3 5iguren. Rr 294.
pi)i)kkalirdte ~tifgatnufammluno
oon ©. maller, prof. b. Ktatl)em.
u. pi)t)fif am ©pmnafium in Ulm.
mit ben Resultaten. Rr. 243.
pijjjrtkalifrijc  iaiutclfammluug
dou ©. Rtal)ler, Prof. am ©pm*
nafium in Ulm. Rr. 136.
pict|ttk. £de, bco ~benbittitbcooon
Dr. fijcins Stegmann, Konferoator
am ©erman. Rationalmufeum 3U
Rirnberg. mit 23 ©afeln. Rr. 116.
Poetik, ~etitfrije, oon Dr. K.Borinsfi,
Do3ent a. b. Unio. Rtiindjen. Rr. 40.
Poromecntiercvci. ©eytil*3nbuftrie I1:
IDeberei, IDirferei, pofamentiererei,
Spieen* unb ©arbinenfabrifation
unb 5il3fabrifatton oon profeffor
RTay ©Urtier, Direitor ber Konigl.
©ed)n. 3entralftelle fir ©eytil*3nb.
3U Berlin, mit 27 $ig. Rr. 185.
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prudiologic uitb logth 3ur oinfiifer.
in 6ic Pfeilofopfeie, »on Dr. ©1).
©lfenfeans. ITlit 13 Jig. Hr. 14.

yrnriiopfeiiftlt. ©runbrif her, »on
Dr. ffi. $. Lipps in £eipjig. RIit
.3 i'igurcn, Rr.98

Rumpen, liijoraiilifriir uttb pneu-
mntirdie “Anlagen, ©in fur3er
Uberblid oon Rcgicrungsbaumeijter
Ruboif Bogbi, ffiberleferer an ber
igl. fedfeeren mafcfeinenbaujcfeule in
pofen. RIit3al)lrcidien flbbiibungen.
Rr. 290. . .

(feucUenitunbe _inv brutlriicn ©r-
rrtfirirtc oon Dr. Carl 3acob, Prof.

a. ft. Rnioerfitat ©iibingen. 2 Banfte. 0.

Rr. 279. 280.
ilrrimen, Ranfméaimifdit», oon
Ricfearb 3uft, ®berteferer an 6er

(Dffentlicfeen Hanbelsleferanftalt ber
Dresbener Kaufmannfifeaft. 1. I1. IIl.
_Rr. 139. 140. 187. .
Riri)i»Icljre, Allgemeine, oon Dr.
©l). Sternberg in ©feariottenburg.
| : Die Htetfeobe. Rr. 169.
— n : Das_Stiftern. Rr. 170.
JUd|t»rd)ui>, Rer internationale
genterblidje, oon 3- Reuberg,
Kaiferl. Regierungsrat, Rlitglieb bes
Kaijerl.patentamts 3uBerlin. Rr.271.
Rebctcferc, Reutfriic, o. Hans probft,
ffipmnafialprofeffor in Bamberg.
Ritt einer ©afel. Rr. 61.
{Ulgg_tonogcrdjlrute, Altteltament-
lidie, oon D. Dr. map £6f)r, prof
Rr. 292.
Dr. £b»

an 6er Rnioerfitat Breslau.
— ¢nbifdie, oon Profeffor
tnunft Harbp. Rr- 66-
. fiefee aud) Bubbfea. )
ReligionontiflenidiaiFt, Abrif ber
»ergletdjenbcn, oon prof. Dr. Cfe.
flifeelis in Bremen. Rr. 208.
Roman, ffiefcfeiifeteb.beutfefeenRomans
oon Dr. Helimutfe Rlielie. Rr. 229.
Rnntrril-pcutrdico ©cfpradiobud,
Don Dr. ©rid) Berneter, profeffor an
ber Unioerfitat Prag. Rr. 68.
KnUifriie» iefebudi mit ©loffar oon
Dr. ©riife Berneier, profeffor an ber
Unioerfitat Prag. Rr. 67.
— — fiefee aufe: ffirammatif.

Sarii», Ran», flusgeroafelt unb er»
lautert »on prof. Dr. 3ulius Safer.
Rr. 24,

Sdugetiere. Das O©ierreitfe | : Sauge»
tiere oon fflberjtubienrat prof. Dr.
Kurt Lantpert, Dorjtefeer bes Kgl.
Raturalienfabinetts in Stuttgart,
mit 15 flbbilbungen. Rr. 282.

Rrijattcnhon|truhtionen n. Prof. 3.
Donberlinn in Breslau. Rtitm Sig.
Rr. 236.

8d)marofeer u. Srimtarobertum
in ber ©icrmclt. orfte©infuferung
in bie tierifefee Sd)maroRertunbe

Dr. 5van3 o. IDagner, a. o. prof.
a b. Unioerf. ffiieBen. mit 67 flb-
bilbungen. Rr. 161.

Oriiule, Rio beutldie.im Anelanbr,
non Haas flmrfeein in Halte a. S.
Rr. 259.

Sriiulprari». metfeobit ber Dolts»
fcfeule oon Dr. R. Sepfert, Seminar»
oberieferer in flnnaberg. Rr. 50.

Simpliriu»  5impliri|Timu» oon
Hans 3afob ©feriftoffel o. ffirimmels»
feaufen. 3n flustoafei feerausgegeb.
oon prof. Dr. $. Bobertag, Do3ent
an ber Unioerfitat Brestau. Rr. 138.

Roeiologic »on Prof. Dr. ©feomas
fldieiis in Bremen. Rr. 101

Spibetlfobrikation. ©eEtil»3nbuftrie
I1: IDeberei, tDirlerei, Pofamen-
iicrerei, Spifeen» unb ©arbinen»
fabrifation unb 5ii3fabrifation oon
profeffor map ©Urtier, Direftor ber
Kénig!. ©ecfenifdlen 3entralftelie fir
©eEtii-Snbuftrie 3U Berlin, mit 27
Sigurert. Rr. 185.

Sprnrilbenltmdler, ©otildje, mit
ffirammatii, Uberfefeung unb £r»
lauterungen o. Dr. Herrn. 3auRen,
Direitor ber Konigin £uife»Scfeuie in
Konigsberg i. Pr. Rr.79.

Sprad,n>ilTil»rdraft, ©crmanifdic,
0. Dr.Riefe. £oet»e in Berlin Rr.238.

— 3nbogcvtitauird|c,0 Dr.R.Uterin»
ger, Prof. a b. Unio. ffira3. mit einer
©afel. Rr. 59.
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iipfrtri)mtrrcnrri)aft, RbmnttirriK, ffeltament. Bie ©ntftehung bes Alten

oon Dr. Abolf 3auner, prioatbo3ent ©eftaments oon Lic. Dr. U). Staerf

an ber Unioerfitdt IDien. I: f£aut* in 3ena. Ur. 272.

let)re u. tDortleljre 1. Hr. 128. — Bie (Entfteljung bes Ueuen ©efta*

. II_:Ugo_r_tIei)re Ilu. Srjntay. Hr. 250. ments oon Prof. Lic. Dr. ©arl ©lernen
— Ocmittfrijc, oon Dr. ©. Brodel* in Bonn. Ur. 285.

mann, profeffor an ber Unioerfitdt ffrrtU-llttbufRrif I1: IDeberei, IDir*

Konigsberg. Hr. 291. ferei, pofamentiererei, Spieen* unb
gtaatarcdft, ymifttfdjféo, oon Dr. ffiarbinenfabriiation unb 5il3fabri*

5rin StiersSomlo, profeffor an ber fation oon Prof. Rtay ©Urtier, Bir.
Unioerfitdit Bonn. 2 ©eile. Ur. 298 ber Kéniglichen ©ed)n. 3entraiftelle
u. 299. ) fir ©eytil=3nbuftrie 3U Berlin, mit
§tammf*kunbg, glfutfdjf, oon 27 5ig- Ur. 185.

Dr. Kubolf TTtud), a. o. profeffor an — 111: O)afd)erei, Bleicherei, Farberei
b. Unioerfitat IDien. Ittit 2 Kartenunb ihre fjilfsftoffe oon Dr. tDill).
unb 2 ©afeln. Ur. 126. maffot, £ehrer an ber preufe. héh-
giattk, I. ©eil: Bie ©runblefyren ber 5achfd)ule fur ©eytilinbuftrie in
Statif ftarrer Korper o. R). Rauber,  Krefelb. mit 28 £ig. Ur. 186.
biplom. 3ng. mit 82 5ig.  Ur. 178, ffljermabtjttam ih (©echnifdje IDarme*
— 11. ©eil: fingetoanbte Statif. mit lehre) oon K. IDalther unb m.
61 5iguren. Ur. 179. Réttinger, Dipl.Ingenieuren. mit
: 54 5ig- Rr. 242.
Atfttagrapljte nad) bem Sqftem oon
$. ’gt. (gadelsberg)er oon Igr. flipert ffterbtolagtf It  (Entftehung  unb
Sdjramm, mitglieb bes Kgl. Stenogr. IDeiterbilbung ber ©iertoelt, Be*

3nftituts Bresben. Ur. 246. 3iehungen 3ur organifdjen Ratur

— £el)rbud) ber Dereinfad)ten Deutfchen gﬁn lRarr i{'JeriRcr)Ldr)ﬁtS_a_itm rgJetih,aiProfe;:civ{
Stenographie (©inig.=Sqftem Stolje* : palg.
A i o 33 flbbilbungen. Rr. 131.
Sdjreij) nebft Sdjluffel, £efeftuden u. I1: Besiel ber ©i 3 x
cinem Aihang 0. Dr. flmfl, Obers — 1 BEEDungen e clere sur o
leerer bes Kabettenhaufes ©ranien* Simroth, Prof. an ber Unioerfitat

e, U 86 € 1Debeiing, ., EIP3IS- mit 35 flbbiib. Rr. 132
gurreadicmit oon Dr. (= 1Uebelno, fftergeograplftc oon Dr. flrnolb
Profeffor a. b. Unioerfitat ©iibingen. 3acobt, profeffor ber 3oologie an

mit 34 flbbiib. Ur. 201. ber Kgl. iforftafabemie 3U ©haranbt.

gieveomrirte oon Dr. H. ©lafer in mit 2 Karten. Rr. 218.
Stuttgart, mit 44 Stguren. Ur. 97. ffifrhmtbf o. Dr. $ran3 d. IDagner,
gdilutttfcc oon Karl Otto ~artmann, profeffor an ber Unioerfitat ©iejjen.
©etoerbefdjuloorftanb in £al)r. mit mit 78 flbbilbungen. Hr. 60.
7 Dollbilbent unb 195 ©eyt*3llu* ffieryfidi, Sa*, |: Saugetiere oon
ftrationen. Ur.80. ©berftubienrat Drof. Dr. Kurt £am=
fffdiitolagif, Allgemeine rijcmifdie, pert, Dorfteher oes Kgl. Raturalien*
oon Dr. ©uft. Hauter in ©har* labinetts in Stuttgart, mit 15 Ab*
lottenburg. Ur. 118. bilbungen. Rr. 282.

ffeevfavbftoflff, jpte, mit befonberer ffifrfudth It*f, Allgemeine unb fpe3i*
Berudfid)tigung ber fi)nthetifd)en eile, oon Dr. Paul Rippert in Berlin.

metboben oon Dr. ffans Bucherer, Rr. 228.
profeffor an ber Kgl. ©ed)n. ijod)* ffrtgonameirif, ©bette unb fpl|it-
fd)ule Bresben. Ur. 214. rifdjc, oon Dr. ffierh. ijeffenberg,

fffiegrapltic, ?lie elektrtrdje, oon prioatbo3. an ber ©edjn. f)od)fd)ule
Dr.£ub.Rellftab. IR.195ig. Ur.172. tn Berlin, mit 70 5iguren. Rr. 99.
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IInterriditsnielen, Pa» offeittlirile,
Peutldtlanb» i. i> ©egentttarr
oon Dr. Paul Sléljner, ffipmnafial«
Oberlehrer in 3toidau. Itr. 130.

©efdiidite *>e» bcutldienlinter-
riditanteleo» Don prof. Dr. Jrieb«
rid) Seiler, Direftor i>es Kgl. ffipm»
liaiiums 3U Cudau. |I. tteil: Don
Anfang an bis 3um (Enbe bes 18.
3af)rl)unberts  Hr. 275.

Il. Heil: Dorn Beginn bes 19.
3al;rljunberls bis auf bie ffiegen«
wart. Itr. 276.

livncrdiiriite bet- IHcnidiUcit o. Dr.
lltori3 fjoernes, Prof. an ber Unio.
IDien. ITtit 53 Abbilb. Itr. 42.

livlijebcrred)t, Pa» beutfdje, an
literarifdien, funjtlerifdien unb ge«
toerblidien Sd)opfungcn, mit befon«
berer Beriidfid)tigung ber inter«
nationalen Dertrage oon Dr. ffiuftao
Rauter, patcntanroalt in ffiflarlotten«
birg. Itr. 203.

Jlei-rtdiet-ungonmtlrcmntit oon Dr.
Hlfreb iccrjn, prof. an ber Unio.
Jreiburg i.B. Itr. 180.

perfidjerunBOniercit.
iur. Paul tttolbenf)auer,
Derfidierungstoiffenfdiaft an  ber
1Jandclsbod))d)ule Koln. Itr. 262.

polherhimbe oon Dr. tttid)aeltjaber«
lanbt, prioatbo3ent an berUnioerf.
IDien. m it 56 Abbilb. Ar. 73.

Itolltolicb, Pa» bcutfdie, aus« |
gemablt unb erldutert oon profeffor
Dr. 3ul. Safjr. Ar. 25.

llolhotuirtrdraftolelire o. Dr. Carl
3ol)s. 5ud)s, profeffor an ber Uni«
oerjitdt Sreiburg i. B. Itr. 133.

Polkaniivtrdinftapolitth oon Pra«
fibent Dr. R. oan ber Borgl)t in Ber«
lin. Hr. 177.

y.Irtltljiuticb, iDttér, im Dersmafec |
ber Urfdjrift Uberfetjt unb erlautert
oon Prof. Dr. Ij. Altljof, ®berlel)rer
a. Realgtimnafium utDeimar. Ur.46. |

Pa«, oon Dr.
Do3ent ber

JUaltljer uott b tt Jtogeliuribe mit
Austoaf)! aus minnefang u. Sprud)«
biditung. mit Anmertungen unb
einem tDorterbud) oon ffltto ©lintter,
Prof. a. b. ®berrealfd)ule unb a. bh.
itcdni. ijodifd). in Stuttgart. Itr. 23.

D uareitluinbc, oon Dr. Karl tfaffad,
profeffor an ber tDiener tfanbels«
atabemie. 1. Seit: Unorganifd)e
IDaren. mit 40Abbilbungen. Hr.222.

— Il. Heil: fflrganifdie IDaren. mit
36 Abbilbungen. Rr. 223

JPAi-utc. tH)eoretifd)e pijtjfif 11. ©eil:
£id)t unb IDé&rme. Don Dr. ffiuftao
3éger, profeffor an ber UniDerjitét
IDien. mit 47 Rr.

Mllu-mclelire, @fcdptlfdlc (tTucr—
mabnnamlh) oon K. tDattljer u.
m. Roéttinger, Dipl.=3ngenieuren.
mit 54 Jigurcn. Rr 242.

pidMierei. dertil« Jnbuftrie  111:
tDéfdierei, Bleidierei, Jarberei unb
ihre iiilfsjtoffc oon Dr IDtlt). IKaffot,
Ccbrer an ber preuft. bél). 5 adjfd)ule
fur ffieitilinbuftrie tn Krefelb. mit
28 Jig. Rr. 186.

pdaﬂ'er Pa», unb feine Dertoenbung
in Snbuﬂrle unb ffietoerbe oon Dr.
(Ernft £ef)er, T>ipl.=3ngen. inSaalfelb.
mit 15 Abbilbungen. Rr. 261.

Ptleberei. tteftiUnbuftrie 11: IDe«
berei, IDirfcrei, pofamentiererei,
Spieen« unb ffiarbinenfabrifation
unb 5il3fabrifation oon profeffor
Rlaf ffitrtler, Direttor ber Konigl.
tledin. 3entralftelle fir -ffiertil«3n=
buftrie 3u Berlin, mit 275ig. Rr.IS5.

yjirbeiei. tleitil«3nbuftrie 11: R)ec
berei, tDirterei, pofamentiererei,
Spitjen« unb  ffiarbinenfabritation
unb SiUfabrifation oon profeffor
mar ffiurtler, Direttor ber Kénigl.
ffiedin. 3entralftelle fur IEertil«3n«
buftrie3uBerlin.mit275ig. Itr.185.

JJUoifiam von tzrdienbadj. Ifart«
mann o: Aue, IDolfram o. ffifffien«
bad) unb ffiottfrieb oon Strafeburg.
Austoal)l aus bem 1jof. (Epos mtt
Anmertungen u. tDorterbud) o. Dr.
K. Rtarolb, Prof. a. Kgl. 5riebri<f|s»
tolleg. 3. Kdénigsberg i. pr. Rr. 22.
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jporterburft nad| ber neuen beutjdjen Setd)iteu, ©eontetfirdre«, non H

Redjtfd)reibung oon Dr. ijeinrid)
Klenf. Rr. 200.
Pcutrdie», Don Dr. 5crb. Detter,
prof. an b. Uniberfitadt prag. Rr.64.
3 ctdlenrrifttlc oon prof. K. Kimrnid)
in Rim. RIit 17 (Tafeln in tfong,
5arben* unb (Bolbbrud u. 135 Doll*
unb (Tcrtbtlbern. Rr. 39.

Beder, flrd)ite!t unb £el)rer an ber
Baugemertfd)ule in  Rtagbeburg,
neu bearb. u. prof. 3- Donberlinn,
biplom. unb ftaatl. gepr. 3ngeuieur
in Breslau. RIit 290 5ig. unb 23
tCafeln im Sert. Rr.58.

IDeitere Banbe erfdjeinen in rafdjer Solge.



A ammlung Q chubert

Sammlung mathematischer Lehrbucher,

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den Bedirfnissen des
Praktikers Rechnung tragen und zugleich durch eine leicht faRliche
Darstellung des Stoffs auch fiir den Nichtfachmann verstandlich sind.

G. J. Goschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bénde:

1 Elementare Arithmetik und Algebra 12 Elemente der darstellenden Geo-
von Prof. Dr. Hermann Schubert  metrie von Dr.John Schréder in

in Hamburg. M. 2.80. Hamburg. M.5—.

2 Elementare Planimetrie von Prof, 13 Differentialgleichungen von Prof.
W. Pflieger in Mdinster i. E. Dr. L. Schlesinger in Klausen-
M. 4.80. burg. 2. Auflage. M.8.—.

3 Ebene und sphérische Trigono 14 Praxis der Gleichungen von Prof.
metrie von Dr. F. Bohnert in C. Runge in Hannover. M. 5.20.
Hamburg. M.2—. 19 Wahrschelnlichkeits- und  Aus-

4 Elementare Stereometrie von Dr, gleichungs-Rechnung von Dr. Nor-

F. Bohnert in Hamburg. M. 2.40. bert Herz in Wien. M. 8.—.

5 Niedere Analysis I Teil: Komblna- 20 Versicherungsmathematik von Dr.
torik,Wahrscheinlichkeitsrechnung. W. Grossmann in Wien. M.5.—.
Kettenbriiche und dlophantische 25 Analytische Geometrie des Raumes
Gleichungen von Professor Dr. Il. Teil: Die Flachen zweiten
Hermann Schubert in Hamburg. Grades von Professor Dr. Max
M. 3.60. Simon in StraBburg. M. 4.40.

6 Algebra mit EinschluB der elemen- 27 Geometrische Transformationen
taren Zahlentheorie von Dr. Otto 1. Teil: Die projektiven Trans-
Pund in Altona. M. 4.40. formationen nebst Ihren  An-

7 Ebene Geometrie der Lage von wendungen von Prof. Dr. Karl
Prof. Dr. Rud. Boger in Ham- Doehlemann inMinchen. M.10.—.
burg. M.5—. 29 Allgemeine Theorie der Raum-

8 Analytische Geometrie der Ebene kurven und Flachen I. Teil von
von Professor Dr. Max Simon Professor Dr. Victor Kommerell
in StraBburg. M.6.—. in Reutlingen und Professor Dr.

9 Analytische Geometrie des Raumes Karl Kommerell in Heilbronn.

1 Teil: Gerade, Ebene, Kugel von M. 4.80.

Professor Dr. Max Simon in 31 Theorie der algebraischen Funk-

StraBburg. M. 4.—. tionen und ihrer Integrale von
10 Differential- und Integralrechnung Oberlehrer E. Landfriedt in

I. Teil: Differentialrechnung von StraBburg. M. 8.50.

Prof. Dr.W. Frz. Meyer in KOnigs- 32 Theorie und Praxis der Reihen

berg. M.9.—. von Prof. Dr. C. Runge in Han-
11 Dpifferential- und Integralrechnung nover. M.7.—.

Il. Teil: Integralrechnung von Prof. 34 Liniengeometrie mit Anwendungen

Dr. W. Franz Meyer in Konigs- I. Teil von Professor Dr. Konrad

berg. M. 10.—. Zindler in Innshruck. M. 12.—.
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35 Mehrdimensionale Geometrie |. Teil: 44 Allgemeine Theorie der Raum-

Die linearen Raume von Prof. Dr.P. kurven und Flachen Il. Teil von
H.Schoute in Groningen. M. 10.—. ProfessorDr.Victor Kommerellin
36 MehrdimensionaleGeometrie Il.Teil: Reutlingen u. Pr(_)fessor Dr. Karl
Die Polytope von Prof. Dr. P. H. Kommerell in Heilbronn. M. 5.80.
Schoute in Groningen. M. 10.—. 45 Niedere Analysis Il. Teil: Funk-
38 Angewandte Potentialtheorie in ele- tionen, Potenzreihen, Gleichungen
mentarer Behandlung I. Teil v. Prof. von Professor Dr. Hermann
E. Grimsehl in Hamburg. M. 6.—. Schubert in Hamburg. M. 3.80.
39 Thermodynamik |. Teil von Prof. 46 Thetafunktionen u. hyperelliptische
Dr. W.Voigt, Gé6ttingen. M. 10.—. Funktionen von Oberlehrer E.
40 Mathematische Optik von Prof. Dr. Landfriedtin StraBburg. M. 4.50.

J. Classen in Hamb‘,”,g- M. 6.—. 48 Thermodynamik Il. Teil von Prof.
4t Theorie der Elektrizitat und des Dr.W. Voigt,-Gottingen. M. 10.—.

Magnetismus |. Teil: Elektrostatik . ~ P .
und Elektrokinetik von Prof. Dr. 49 Nlcht_Euklldlsche G_eometrle v.Dr.
H. Liebmann, Leipzig. M. 6.50.

J. Classen in Hamburg. M.5—. . X . " .
42 Theorie derElektrizitatu.d. Magne 50 Gewohnliche Differentialgleichun-

tismus Il. Teil: Magnetismus und gen beliebiger Ordnung von Dr.J.
Elektromagnetismus von Prof. Dr. HO”]' Professpran der Bergaka-
J.Classen in Hamburg. M.7.—. demie zu Clausthal. M. 10.—.

43- Theorie der ebenen algebraischen 51 Liniengeometrie mit Anwendungen
Kurven héh. Ordnung v. Dr. Heinr. 1. Teil von Professor Dr. Konrad
W ieleitner in Speyer. M. 10.—. Zindler in Innsbruck. M.s8— .

In Vorbereitung bzw. projektiert sind:

Elemente der Astronomie von Dr. Allgem. Formen- u. Invariantentheorie.
Ernst Hartwig in Bamberg* Kinematik von Professor Dr. Karl
Mathematische Geographie von Dr. Heun in Karlsruhe.
Ernst Hartwig in Bamberg. Elektromagnet. Lichttheorie von Prof.
Darstellende Geometrie Il. Teil: Anwen- Dr. j. Classen in Hamburg.
dungen der darstellenden Geome-

triev. Prof.ErichGeygerin Kassel Gruppen- u. Substltulionentheorie von

Geschichte der Mathematik von Prof. Prof. Dr. E. Netto in GieGen.
Dr. A.von Braunmiihl und Prof. Theorie der Flachen dritter Ordnung.
Dr. S. Gunther in Minchen. Mathematische Potentialtheorie v.Prof.

Dynamik von Professor Dr. Karl Dr. A. Wangerin in Halle.
Heun in Karlsruhe. Elastizitats- und Festigkeitslehre im

Technische Mechanik von Prof. Dr. Bauwesen von Dr.ing.H.ReiRner
Karl Heun in Karlsruhe. in Berlin.

Geodasie von Professor Dr. A. Galle glastizitats- und Festigkeitslehre im
in Potsdam. Maschinenbau von Dr. Rudolf

Allgemeine Funktionentheorie von Dr. W agner in Stettin.

X Pa,UI EpSt,em,m StraBburg. Graphisches Rechnen von Prof. Aug.
Raumliche projektive Geometrie. Adler in Prag
Geometrische Transformationen Il.Teil N R N R
von Professor Dr. Karl Ooehle- Partielle leferentlalglel_chungen von
mann in Minchen Professor J. Horn in Clausthal.
Elliptische Funktionen von Dr. Karl Grundlagen der theoretischen Chemie
Boehm in Heidelberg. von Dr. Franz Wenzel in Wien.
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GrundriR der Hnndelsieosmphle

Dr. Max Eckert

Privatdozent der Erdkunde an der Universitat Kiel

2 Bénde

I: Allgemeine Wirtschafts- und Verkehrsgeographie
Preis: Broschiert M. 3.80—, geb. in Halbfranz M. 5.—

II: Spezielle'Wirtschafts- und Verkehrsgeographie
Preis: Broschiert M. 8.—, geb. in Halbfranz M. 9.20

rtieser Grundrif ist ein Versuch, die Handelsgeographie als ein ein-
heitliches wissenschaftliches System, das die gesamte Wirtschafts-
und Verkehrsgeographie umfaBt, darzustellen. Ihr Wesen und ihre
Aufgaben bestimmt der Verfasser dahin, daR sie von der Kenntnis der
allgemeinen Lage und der orographischen und hydrographischen Vor-
aussetzungen aus die grindliche Einsicht in die Erwerbs- und Ver-
kehrsverhéltnisse sowohl eines einzelnen Landschaftsgebietes bzw.
eines einzelnen Wirtschaftsreiches, als auc% der gesamten Erde, unter
steter Berlicksichtigung der wichtigsten klimatologischen, geologischen,
volkswirtschaftlichen und politischen Faktoren, vermittelt.

Leitfaden der HandeMraphie

Dr. Max Eckert

Preis: In Leinwand geb. M. 3.—

Pkieser Leitfaden ist fir die Hand des Schiilers bestimmt. Er istim

allgemeinen ein Auszug aus dem vorstehenden ,Grundrif der
Handelsgeographie“; wenn sich aber auch die stoffliche Verteilung
im groBen und ganzen nach diesem Werk richtet, so sind doch in
einzelnen Punkten bedeutende Verdnderungen vorgenommen worden.
AuRerdem wurde das statistische Beiwerk auf ein Minimum beschréankt.
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Allgemeine und
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Dr. Ernst Friedrich

Privatdozent an der Universitdt Leipzig
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Preis: Broschiert M. 6.80, geb. in Halbfranz M. 8.20

JMJieses Buch sucht in ein hologédlsclies V erstandnis der

Wiirtschaft (Produktion und Verkehr) einzufiihren, indem es zeigt,
wie jede ortliche Wirtschaft als Teil in dem zusammenhadngenden und
durch tellurische Faktoren bestimmten Wirtschaftsleben der Erde
dasteht. Dabei wird, wie es richtig ist, die Produktion der Lé&nder
in den Vordergrund gestellt, der Verkehr an zweiter Stelle behandelt.
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unter Mitwirkung erster Krafte herausgegeben von

Karl Kimmich

582 Seiten, mit 1091 Text-lllustrationen,
sowie 57 Farb- und Lichtdrucktafeln

2 Bénde
Preis: gebunden M. 25.—
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