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Die leitenden Gesichtspunkte.

. Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst fir den
-weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfénger ist
besser gedient mit einer Behandlung, -welche die
verschiedenen Seiten des Stoffes zxir Geltung
bringt. DemgemdR ist die ,Projektive Geometrie*
nicht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage
aus durchgefuhrt, sondern es -wird auch der Begriff
des Doppelverhdltnisses benutzt. Viele Beweise lassen
sich dann auch einfacher durchfiihren als bei der.
rein konstruierenden Methode.

. Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive
Durchfihrung der Figuren und Aufgaben ist jedoch
ein Hauptgewicht gelegt.

. Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen
Geometrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geo-
metrie soll insbesondere auch das Anschauungsver-
mogen ausbilden. Dies ist schon erforderlich fur die
Figuren der ebenen Geometrie, um die Strahlen,
Punkte usw. bei ihrer Bewegung zu verfolgen.

. Fur gewisse Begriffe und Beweise mufl auf die ana-
lytische Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei
der Ordnung und Klasse einer Kurve. Ebenso er-
bringt erst die Rechnung die Beweise, dal die durch
projektive Grundgebilde erzeugten neuen Gebilde die
allgemeinen ihrer Art sind.

. In dem zu‘Gebote stehenden Raum konnten nur die
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen-
schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungen
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunkts-
eigenschaften usw. finden ihre Behandlung ohnedies
passender in der analytischen Geometrie.



I. Abschnitt.
Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

§ 1. Die Grundgebilde.

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie
wurde nach mancherlei Ansatzen aus friiherer Zeit in
der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts zu einem System
ausgebaut und zwar in Frankreich durch Poncelet
und Chasles, in Deutschland durch M0obius, Plicker
und namentlich durch Steiner und v. Staudt. Yon
der Geometrie der Alten unterscheidet sich die neuere
Geometrie vor allem dadurch, daR sie\Von gewissen
einfachen ,,Grundgebilden” ausgeht und aus ihnen in
einheitlicher, systematischer Weise alle ubrigen geo-
metrischen Gebilde ableitet.

Die Grundgebilde erster Stufe.

2. Die ,Elemente* der Geometrie sind der Punkt,
die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir
Strahl, wenn sie bloR als Ganzes betrachtet wird. Aus
diesen drei Elementen werden die Grihdgebilde der
neueren Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt.
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so enthalt
dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf ihr
aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf e:ner gerade
gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefaflt als Inbegriff
aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade Punktreihe



6 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

oder kurz als Punktreihe. Weil die Punkte auf der Ge-
raden angeordnet sind, nennen wir die Gerade den Tréger
der Punktreihe. Das erzeugende Element der Punktreihe
ist also der Punkt.

Durch eine Gerade kann man upendlich viele
Ebenen legen, ann&herungsweise wie die Blatter eines
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen,
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen
Ebenenbuschel.

Die Gerade heilt der Tréger oder- die Achse des
Ebenenbischels. Als erzeugendes Element dient in diesem
Falle die Ebene.

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr einen
Punkt S, so kdnnen wir in dieser Ebene unendlich viele
Gerade oder Stralilen ziehen, die tberdies durch S gehen,
&hnlich wie die Speichen eines Bades. Den Inbegriff
aller dieser Strahlen nennt man einen Strahlenbiisohel.
Der Punkt S heiBt der Mittelpunkt des Buschels. Als
erzeugendes Element ist hier die Gerade, d. h. der Strahl,
verwendet.

Die Punktreihe, der Ebenenbiischel und der Strahlen-
buschel heiBen die Grundgebilde erster Stufe oder die
einformigen Gnmdgebilde.

Die Grundgebilde zweiter Stufe.

3. Gehen wir aus von einem Punkte S im Raume
so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen imd
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeichnen
wir als Biindel und zwar als Strahlenbiindel oder
Ebenenbindel, je nachdem wir Strahlen oder Ebenen
als Elemente wahlen. Der Punkt S heillt der Mittel-
punkt des Biindels. Eine Ebene des Strahlenbiindels S
wird erzeugt durch die Strahlen des Stralxleuliscliels,



§ 1. Die Grundgebilde.

der in dieser Ebene Hegt und S zum Mittelpunkt hat.
Im Ebenenbindel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen
als Achse eines Ebenenblschels, dessen Ebenen samt-
lich dem Bindel angehtren. Es enthélt demnach der
Biindel unendlich viele Strahlenblschel und Ebenen-
biischeL

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte
Ebene s mit allen in ihr gelegenen Punkten und Ge-
raden, so nennt man den Inbegriff aller dieser Elemente
ein ebenes System oder ein Feld. Wir sprechen von
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als
Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als
Strahlenbiischel. Das ebene System enthdlt unendiich
viele Punktreihen und Strahlenbischel.

Der Bindel und das ebene System bilden zusammen
die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie enthalten
unendHch viele Grundgebilde erster Stufe.

Das Grundgebilde dritter Stufe.

4. Als Grundgebilde dritter Stufe konnen wir
ganzen, unendHchen Baum mit allen in ihm enthaltenen
Punkten, Ebenen nnd Strahlen bezeichnen. Jeder seiner
Punkte kann als Mittelpunkt eines Biindels, jede seiner
Ebenen als Trdger eines ebenen Systems, jeder seiner
Strahlen als Achse eines Ebenenbischels oder als Trager
einer Punktreihe genommen werden.

Die Gesamtheit von unendHch vielen, durch irgend
ein geometrisches oder analytisches Gesetz definierten
Elementen irgendwelcher Art heillt eine Mannigfaltig-
keit. Demnach sind die Grundgebiide Mannigfaltigkeiten
von Punkten, Ebenen und Strahlen.

der



8 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Um ubrigens schon durch die &uBere Form der
Darstellung den Uberblick tber die zu betrachtenden
Gebilde zu erleichtern, wollen wir fur die geometrischen
Elemente eine bestimmte Art der Bezeichnung
festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durchweg mit
grofen lateinischen Buchstaben, z. B. A, B, PS
Gerade oder Strahlen .mit Meinen lateinischen Buch-
staben, wie a, b, g; Ebenen endlich stets mit Meinen
griechischen Buchstaben, z. B. a, R, e.

§ 2, Schneiden und Projizieren. Das Gesetz
der Dualitéat.

Die Operation des Schneidens.

5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, oder
eine Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be-
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen wir
zundchst von der Betrachtung ausschliefen. In jedem
der drei obengenannten Fdalle suchen wir ein Element,
das den beiden gegebenen Elementen gemeinsam ist.
Wir bezeichnen diese Operation als die des Schneidens
und missen sie jetzt auch auf die Grundgebilde aus-
dehnen.

Betrachten wir einen Strahlenbiischel S (Fig. 1)
und eine Gerade g, die in der Ebene des Bischels
liegen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindurch-
gehen moge, so koénnen wir die Stralilen des Biischels
mit g zum Schnitt bringen. Wir erhalten also auf g
eine Punktreihe, insofern jeder Punkt dieser Geraden
als Schnittpunkt von g mit einem Strahl des Bischels
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aufgefallit werden kann. Dies driicken wir in der Weise
aus, dal wir sagen: Die Gerade g schneidet den Buschel
S in einer Punktreihe.

Im gleichen Sinne sind folgende Sétze zu verstehen:
Eine Gerade schneidet einen Ebenenbischel, dessen
Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. — Eine Ebene
schneidet einen Ebenenbiischel, dessen Achse sie nicht

enthalt, in einem Strahlenblischel. — Eine Ebene schneidet
einen Strahlenbiindel, durch dessen Mittelpunkt sie nicht
hindurchgeht, in einem Punktfeld. — Es entstehen dem-

nach aus den Grundgebilden durch die Operation des
Schneidens auch nur wieder Grundgebilde.

Die Operation des Projizierens.

6. Zwei Punkte kénnen wir durch eine Gerade
binden, zwei sich schneidende Gerade durch eine Ebene,
einen Punkt und eine nicht
durch ihn hindurchgehende
Gerade ebenfalls durch eine
Ebene. Wir bezeichnen diese
Operation als die des Pro-
jizierens. Sie unterscheidet
sich dbrigens von der des
Schneidens nur durch die
Art der gegebenen Elemente.

Bei beiden Operationen aber

handelt es sich darum, dal man die gegebenen Elemente
als Tréger von Grundgebilden betrachtet und ein diesen
Grundgebilden gemeinsames Element bestimmt.

Wenden wir nun auch die Operation des Projizierens
auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine Punktreihe g
gegeben und ein Punkt S auBerhalb derselben (Fig. 1).
Dann koénnen wir jeden Punkt von g mit S yerbindeu

ver
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underhaltendurch diese Verbindungsstrahlen denStrahlen-
buschel S. Von ihm sagen wir: er projiziert aus S die
Punktreihe.

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm
nicht angehérenden Punkte durch einen Strahlenbiindel
projiziert.

Die Operation des Projizierens kann auch von einer
Geraden aus erfolgen. Ist s*irgend eine Gerade und g
eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht schneiden, so
kann man durch die Punkte von g und durch s Ebenen
legen. Es wird also die Punktreihe g aus s durch einen
Ebenenblschel projiziert.

Auch durch die Operation des Projizierens entstehen
somit aus den Grundgebilden wieder nur Grundgebilde.
Durch Projizieren und Schneiden gehen also die Grund-
gebilde ineinander 0ber.

Man kann nun eine Darstellung der Geometrie durch-
flhren, bei der man blo3 die Operationen des Projizierens
und Schneidens benutzt, jede Abmessung aber, sei es von
Strecken, sei es von Winkeln, also auch jede Rechnung mit
solchen GroRen durchaus vermeidet. Das in dieser Weise
durchgefiihrte System geometrischer Untersuchung be-
zeichnet man als die ,,Geometrie der Lage“ oder auch als
»Projektive Geometrie*und die dabei sichergebendenEigen-
schaften der Gebildeals,,projektive”. DiezweckmaRigsteArt
der Behandlung dieser Geometrie wird die konstruierende
oder synthetische sein, doch bietet die moderne Mathematik
auch die Mittel zu einem analytischen Aufbau der pro-
jektiven Geometrie. Im Gegensatz zu diesen Unter-
suchungsmethoden nennt man diejenige geometrische
Darstellung, welche von vornherein die Begriffe der Strecke
und des Winkels einfuhrt und auch die Beziehungen
zwischen diesen GroRen in Betracht zieht, ,metrische*
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oder ,messende” Geometrie oder auch ,,Geometrie des
MaRes*.

Wir werden im folgenden nicht streng eine Methode
zur Durchfiihrung bringen, sondern, wie es flr den
Anfanger vorteilhafter erscheint, eine gemischte Methode
anwenden.

Ist es mdglich, aus zwei Elementen durch eine der
Operationen des Projizierens oder Schneidens ein neues
Elementabzuleiten, sowollen wir diesletztere einfach durch
die in Klammerngesetzten beiden Elemente bezeichnen. Die
Yerbindungsgerade zweier Punkte A und B nennen wir
demnach (A B), woflr wir auch hdufig bloR A B schreiben,
wenn eine Verwechslung mit der Strecke AB ausge-
schlossen ist. Zwei sich schneidende Gerade a und b
bestimmen die Ebene (ab), eine Ebene a und eine Ge-
rade g den Schnittpunkt (ag) usw.

Das Gesetz der Dualitat.

7. Denken wir uns zwei Ebenen % und s2 irgendwi

im Baume angenommen und in der ersten zwei Punkte
Aund B, in der zweiten zwei Gerade a und b gegeben. Dann
kénnen wir A und B durch eine Gerade (A B) verbinden
und andererseits a und b in einem Punkte (ab) zum
Schnitt bringen. Der Operation des Projizierens, ange-
wandt auf zwei Punkte, ordnen wir damit die Operation
des Schneidens, durchgefuhrt fiir zwei Gerade, zu. Liegen
in der ersten Ebene drei Punkte A, B, C auf einer Ge-
raden g, so kénnen wir in der zweiten Ebene drei Gerade
a, b, ¢ betrachten, die durch einen Punkt G gehen. Wenn
ferner in rx zwei Gerade ¢ und d einen Schnittpunkt
bestimmen so steht dem die Tatsache gegeniber, dal
zwei Punkte C und D in e2 zur Konstruktion einer
Verbindungslinie benutzt werden konnen.
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Nun wollen wir annehmen, wir hatten in der Ebene e,
flir irgend einen Satz der Geometrie der Lage den Beweis
erbracht. Es muR also in der Ebene e, eine Eigur ge-
geben sein, deren Elemente durch reine Lagenbeziehungen
bestimmt sind, und aus diesen Bestimmungsstiicken wird
durch irgendwelche wiederholte Anwendung der
Operationen des Projizierens und Schneidens der Satz
abgeleitet. Dann muf} es aber mdglich sein, zunédchst in
der Ebene e2 eine entsprechende Figur anzulegen, indem
man immer Punkte und Gerade der e, durch Gerade und
Punkte in £, ersetzt, und auch der Beweis wird sich
Schritt fiir Schritt Ubertragen lassen, sofern man nur,
wie oben erwéhnt, die Operationen des Projizierens und
Schneidens vertauscht. Yon einer metrischen GroRe,
einem Winkel oder einer Strecke, darf natirlich weder
in der Figur noch in dem Beweise des urspringlichen
Satzes ein Gebrauch gemacht werden, da sich diese
Begriffe nicht durch die beiden Fundamentaloperationen
definieren und also auch nicht Ubertragen lassen. Ein
Beispiel wird dies sofort klarmachen.

Nehmen wir an, es wdare uns gelungen, folgenden

Satz zu beweisen: Auf zwei

Geraden g und g, einer

Ebene sind beliebig je drei

Punkte A, B, 0 bzw. A,, B,,

C, gegeben (Fig. 2). Man

zieht die Verbindungslinien

(AB), (AjB), (BO), (B.C),

* (CA)), (C,A). Fernerbringen

wir (AB,) und (AB) in

einem Punkte C2, (BC,) und

(B,C) in Aj, (CA)) und (C,A) in B2 zum Schnitt. Dann
liegen die drei Punkte A?, B3, C2 auf einer Geraden g2
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Um die entsprechende Figur in der zweiten Ebene e2 zu
bilden, geben wir uns zwei beliebige Punkte G und (t,
(Fig. 3) und durch
jeden 3 Gerade a,

b, ¢ bzw. at bx cl

Wir zeichnen die

Schnittpunkte(ab1l),

(aib),,(bq), foo),

(cal), (cja). Es sei

ferner c¢" die Ver-

bindungslinie von

(ab!) und (aib), a2

die von (bei) und

(biC), b2 die von

(caj) wund (qa).

Dann gehen die drei Fig. s.

Geraden a2, b2, c2

durch einen Punkt G2. Diesen Satzj*das Gegenbild des
vorigen, kann man ohne weiteres als richtig aufstellen,
wenn der erste 'bewiesen ist. Man bezeichnet den
Zusammenhang, der zwischen den beiden Ebenen be-
steht, als das Gesetz der Dualitdt oder Eeziprozitat
(Poncelet 1822, Gergonne 1826).

Statt zweier Ebenen kénnen wir aber auch eine Ebene
und ein Biindel in Beziehung setzen. Sooft wir einen Punkt
der Ebeneins Augefassen,wéhlenwirimBiindeleinenStrahl.
Der Verbindungslinie zweier Punkte entspricht im Bindel
die Verbindungsebene der zwei zugeordneten Stellen usw.
Eine dritte Fassung des Dualitatsgesetzes gewinnen wir,
wenn wir zwei Biindel dual aufeinander beziehen, wobei
dann den Strahlen und Ebenen des einen die Ebenen und
Strahlen des anderen zugewiesen werden. Endlich
brauchen wir uns nicht auf die Geometrie der Ebene
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oder des Biindels zu beschranken, sondern kdénnen auch
im Raum eine solche Beziehung herstellen. Den Punkten
entsprechen in diesem Palle Ebenen imd der Operation
des Projizierens, welche aus zwei Punkten ihre Ver-
bindungslinie ableitet, ordnen wir die Operation des
Schneidens zu, bei welcher aus zwei Ebenen ihre Schnitt-
linie hervorgeht. Bei der Dualitdt im Raume geht also
eine Gerade wieder in eine Gerade Uber. Wir wollen
diese samtlichen Beziehungen in einer Tabelle zur Dar-
stellung bringen, indem wir immer zwei sich ,dual*
entsprechende Begriffe oder Sétze links und rechts auf
die gleiche Zeile setzen.

a) Duale Beziehung zwischen zwei Ebenen.

Punkt A Gerade a

Zwei Punkte A und B Zwei Gerade a und b
bestimmen eine Verbin- bestimmen einen Schnitt-
dungslinie (AB). punkt (ab).

Drei Punkte A, B, C, die Drei Gerade a, b, c, die
auf einer Geraden g liegen.  durch einen Punkt G gehen.

Punktreihe g Strahlenbiindel G
usw.

b) Duale Beziehung zwischen der Ebene und dem

Bindel.
Punkt A Strahl a
Zwei Punkte A und B Zwei Strahlen a und b
bestimmen eine Verbin- bestimmen eine Verbin-
dungsgerade (AB). dungsebene (ab).

Drei Punkte A, B, C, die Drei Strahlen a, b, c, die
auf einer Geraden g liegen. in einer Ebene y Regen.
Punktreihe g Strahlenbisehel y
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c) Duale Beziehung zwischen zwei Bindeln.

Strahl a
Zwei Strahlen a und b
bestimmen eine Verbin-
dungsebene (ab).
Drei Strahlen a, b, c, die
in einer Ebene X liegen.
Strahlenblindel X

Ebene a
Zwei Ebenen a und B
bestimmen eine Schnittge-
rade (a B).
Drei Ebenen a, R, y, die
durch eine Gerade 1gehen.
Ebenenbiischel 1

usw.

d) Duale Beziehung im Raume.

Punkt A
Zwei Punkte A und B
bestimmen eine Verbin-
dungsgerade (AB).
Drei Punkte A, B, C be-
stimmen eine Ebene (ABC).

Drei Punkte A,B, C, die
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g
Strahlenbiischel
Ebenenbiindel A

Ebene a

Zwei Ebenen a und R
bestimmen eine Schnitt-
gerade (a R).

Drei Ebenen a, B, y be-
stimmen einen  Schnitt-
punkt (a, B, vy).

Drei Ebenen a, R, y, die
durch eine Gerade 1 hin-
durchgehen.

Ebenenbiindel 1
Strahlenbischel
Punktfeld a

Usw.

Die in der letzten Zeile gegebene Zuordnung stimmt

Ubei-ein mit der unter b) direkt abgeleiteten.

Projiziert

man zwei nach a) dual aufeinander bezogene ebene Systeme
aus zwei Punkten, so erhdlt man die in c) behandelten

dualen Biindel.

In gleicher Weise kann man natirlich

auch eine Ebene oder einen Biindel dual auf sich selbst

beziehen.
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W eitere Beispiele.

8. Einige weitere Beispiele mdgen zur Erlduterun
dienen. In der ndmlichen Ebene seien zwei Dreiecke
A1B1Cl und A2B2C2 so gezeichnet, daB die Verbindungs-
linien (A1lA2), (B1B2), (C*Cy durch einen Punkt S laufen
(Fig. 25). Alsbewiesen werde nun vorausgesetzt, dafl dann
die Seiten (AjBj) -und (A2B2), ferner (AjCy und (A2C2),
endlich (BjCJ und (B2C2) sich bzw. in drei Punkten
schneiden, die auf einer Geraden s liegen. Bilden wir,
unter Anwendung des Dualitatgesetzes a) der Ebene, zu
diesem Satze den entsprechenden. Dann haben wir aus-
zugehen von zwei Gruppenvon je drei Geraden a,, a2, a3
und bj, b2, b3, also von zwei Dreiseiten, welche so liegen,
dall die drei Schnittpunkte (ala2), (bxb2) und (c”) einer
Geraden angehdren, und wir kénnen behaupten, dal3 die
Schnittpunkte (a”~) und (a”), ferner (a”) und (a”),
endlich (b”) und (b”) drei Verbindungslinien liefern,
die durch einen Punkt laufen. In diesem Falle gibt also
die duale Ubertragung des Satzes gerade dessen Um-
kehrung. Unter Anwendung der in b) besprochenen
Dualitat hatten wir aus dem urspriinglichen Satze einen
neuen Uber zwei einem Biindel angehdrende Dreikante
ableiten kodnnen.

Wir werden im folgenden vielfach Gelegenheit haben,
namentlich das Dualititsgesetz der Ebene anzuwenden.
Ist z. B. eine projektive Betrachtung fur zwei in einer
Ebene befindliche Punktreihen durchgefiihrt, so koénnen
wir sie unmittelbar auf zwei Strahlenbischel der gleichen
Ebene ubertragen.

Eine duale Beziehung zweier Bindel erhalten wir
z. B., wenn wir jeder Ebene des einen Biindels den
Strahl im andern Bindel zuordnen, der auf ihr senk-
recht steht. Dann entspricht von selbst auch jeder
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Ebene des zweiten Biindels der zu ihr normale Strahl
des ersten Biindels (Polare Zuordnung auf der Kugel,
Polardreikant).

Um fir die Dualitdt im Raume ein Beispiel zu
geben, sei daran erinnert, daf jedem Polyeder (Vielflach),
das etwa e Ecken, f Flachen, k Kanten besitzt, ein
Jreziprokes* entspricht mit e Flachen, f Ecken und
wiederum k Kanten. So steht z. B. dem von 6 Vierecken
begrenzten allgemeinen Hexaeder (Fig. 4) das von 8 Drei-
ecken gebildete allgemeine Oktaeder (Fig. 5) gegeniiber.

In der Geometrie des MalRes gilt das Dualititsgesetz
nicht mehr; wohl aber kann man Analogien auffinden.

§ 3. Die uneigentlichen Elemente.

Der unendlich ferne Punkt einer Geraden.

9. Den in 5. besprochenen ProzeR des Schneiden:
konnten wir nicht mehr zur Durchfiihrung bringen,
wenn die in Betracht zu ziehenden FUemente parallel
waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. Wir wollen
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten
ProzeRR auch auf diesen Fall ausdehnen konnen.

Doehlemann, Projektive Geometrie. 2
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Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbischel S
mit einer Geraden g, die in der Ebene des Bischels
liegt, ohne ihm anzugehéren. Die einzelnen Strahlen
a, b, c,d ... des Buschels mégen von g in A, B, C,
D ... getroffen werden. Dann gibt es nach den Vor-
aussetzungen der Euklidischen Geometrie durch S eine
und nur eine Parallele q zur Geraden g. Indem wir
diese Annahme machen, wollen wir ausdriicklich be-
merken, daB wir nicht imstande sind, dieselbe durch
mathematische Schliisse zu beweisen, daR wir sie viel-
mehr als eines der grundlegenden Axiome vorausschicken
mussen. Wiirde man statt desselben ein anders lautendes
Axiom an die Spitze stellen, so erhielte man ein anderes,
in sich aber ebenso logisch geschlossenes System einer
Geometrie.

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strahlen
des Bischels S die Gerade g je in einem Punkte, nur
der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt mit g.
Es ist nun namentlich fir die einfachere Formulierung
allgemeiner Sétze ein Vorteil, diese Ausnahmestellung
des Parallelstrahles wenigstens in dem Ausdruck zu be-
seitigen. Wir erreichen dies, indem wir uns soausdriicken:
»,Der Parallelstrahl g schneidet die Gerade g in einem
unendlich fernen Punkt Q.“ Zu den im Endlichen ge-
legenen, eigentlichen Punkten der Geraden g nehmen wir
also noch einen ,uneigentichen®, fingierten, hinzu, dem
wir uns in der Vorstellung nahern, wenn wir die Gerade
nach der einen oder &ndern Seite Uber alle Grenzen
hinaus verlangern. Man kann sich auch einen Strahl
denken, der sich um S dreht, und diesen kurz vor und
nach der Lage betrachten, in der er zu g parallel ist.

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), un-
endlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen
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und durch Hinzufugung eines Pfeiles andeuten, dall er
auf der Geraden g im Unendlichen liegt.

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbischels S
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden
wir auch von dieser Parallelen h sagen, daR sie durch
den namlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein
unendlich ferner Punkt ist folglich gleichbedeutend
mit einer bestimmten ,Richtung“. Die Gesamtheit von
unendlich vielen, zueinander parallelen Geraden, die alle
in einer Ebene liegen, wird nach dieser Anschauung
aufzufassen sein als ein Strahlenbilschel, dessen Mittel-
punkt der den sdmtlichen Parallelen gemeinsame unendlich
ferne Punkt ist. Ein solcher Strahlenbischel heif3t wohl
auch ein ,,Parallelstrahlenbiischel®.

In entsprechender "Weise bilden alle Geraden im
Raume, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen,
also alle die gleiche Richtung haben, einen ,Parallel-
strahlenbundel®.

Die unendlich ferne Gerade einer Ebene.

10. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so
liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen.
Alle diese uneigentlichen Punkte werden eine gewisse
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene
hat mit derselben einen Punkt gemein, ndmlich den un-
endlich fernen Punkt dieser Geraden g.

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen Punkte
der gegebenen Ebene liegen auf einer ,,unendlich fernen*
Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne Punkt einer
Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt derselben mit
dieser ,,unendlich fernen“ Geraden. Natirlich entzieht
sich das Unendliche jeder "Vorstellung. Wenn wir aber
diese uneigentliche Gerade einer Ebene hinzunehmen, so

2+
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kénnen wir unter dieser Annahme, vorausgesetzt, dafl sich
im weiteren Verlauf keine Widerspriiche ergehen, das Un-
endliche formal wie das Endliche behandeln.

Eine Ebene enthdlt also eine unendlich ferne Gerade.
Die letztere muB als bestimmt angesehen werden, sobald
die Ebene gegeben ist. Alle Punkte dieser unendlich fernen
Geraden liegen im Unendlichen, sind also uneigentliche.
Eine unendlich ferne Gerade hat keine bestimmte Richtung.
Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. Wir kénnen
jetzt z.B. allgemein sagen: Zwei Gerade in einer Ebene
bestimmen einen Schnittpunkt.

Die unendlich ferne Ebene des Raumes.

11. Um diese Anschauung weiter fiir den Raun
auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbiindels,
s eine ihm nicht angehdrende Ebene. Jede Ebene des
Bundelsliefert mit e eine Schnittgerade. Ferner gibt es
nach den Sétzen der Elementargeometrie durch S eine
und zwar nur eine Parallelebene £ zu s. Diese Ebene £
allein liefert mit e keine Schnittgerade. Um nun nicht
alle Sétze, die sich auf die Schnittlinie zweier Ebenen be-
ziehen, flr parallele Ebenen besonders formulieren zu
mussen, driicken wir uns so aus: Die Parallelebene £ hat
mit s eine uneigentliche, unendlich ferne Gerade gemein.
Dies stimmt dann auch zusammen mit den Anschauungen
von 10. Weiter gehen alle zu e parallelen Ebenen durch
diegleicheunendlich ferne Gerade. Sagenwirvonparallelen
Ebenen, sie haben die gleiche ,,Stellung®, so ist also eine
unendlich ferne Gerade im Raume durch die Stellung einer
Ebene bestimmt.

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen
bilden einen ,,Parallelebenenbiischel*, dessen Achse die
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durch die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich
ferne Gerade ist.

»Eine Ebene ist parallel einer Geraden“ heif3t: die
Ebene gehtdurch den unendlich fernen Punkt der Geraden.

Im Raume konnen wir unendlich viele, unendlich
ferne Punkte imd Geraden aufsuchen. Jede Gerade ent-
halt einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine un-
endlich ferne Gerade. Wir bleiben also in Ubereinstimmung
mit den bisherigen Formulierungen, wenn wir uns so
ausdriicken: Alle unendlich fernen Punkte und unendlich
fernen Geraden des Raumes erfiillen eine Ebene, die ,un-
endlich ferne* Ebene des Raumes.

Sie enthdlt lauter uneigentliche Elemente und hat keine
bestimmte Stellung.

So z. B. konnen wir den Satz: ,Zwei Punkte be-
stimmen eine Yerbindungsgerade“ jetzt ganz allgemein
aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, so ist
die durch sie bestimmte Gerade ihre Yerbindungslinie;
ist einer der beiden gegebenen Punkte ein unendlich ferner,
so wird die Yerbindungsgerade die Parallele, welche durch
den einen Punkt parallel zu der Richtung geht, in welcher
der andere gegebene unendlich ferne Punkt liegt; sind
die beiden gegebenen Punkte unendlich fern, d. h. hat
man zwei Gerade, auf denen im Unendlichen die beiden
gegebenen Punkte liegen sollen, so ist die Yerbindungs-
gerade eine bestimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene,
welche zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, gibt
die Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich ferne
Gerade hindurchgehen.
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8§ 4. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Punktreilie und Strahlenbischel in perspektiver
Lage.

12. Wenn wir wie in 9. einen Strahlenbischel S mit
einer Geraden g zum Schnitt bringen (Fig. 1), so entspricht
jedem Punkte von g ein Strahl des Bischels, ndmlich der
durch ihn hindurchgehende. Nehmen wir auch den un-
endlich fernen Punkt Q von g hinzu und behandeln ihn
im Ausdruck wie einen eigentlichen Punkt, so entspricht
ihm der Strahl q des Buschels. Damit ist also auch die
Zuordnung zwischen den Punkten der Punktreihe und
den Strahlen des Buischels eine ausnahmslose geworden.
Weil jedem Element des einen Gebildes ein und nur ein
Element des anderen Gebildes entspricht, so sagen wir,
die beiden Gebilde, Punktreilie und Strahlenbiischel, seien
»eindeutig” aufeinander bezogen. Ferner liegen je zwei
entsprechende Elemente ineinander.

Wir nennen diese Beziehung zwischen der Punktreihe
und dem Strahlenbischel ferner eine ,Perspektive”. Dies
ist zundchst nur ein anderer Ausdruck dafir, daf die
Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbuschels ist. Ebenso
heilt die Punktreihe, wonach eine Gerade einen Ebenen-
bischel schneidet, oder der Strahlenbischel, in welchem
eine Ebene einen Ebenenbischel trifft, perspektiv zu
dem Ebenenblschel. Das Zeichen fir perspektiv ist A

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene aus
einem Strahlenbiindel ausschneidet, wird perspektiv zu
dem Strahlenbiindel sein.

Perspektive Punktreihen.

13. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig
aufeinander zubeziehen, bringen wireinen Strahlenbiischel S
zum Schnitt mit zwei Geraden g und gx seiner Ebene,
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von denen keine dem Biischel angehért (Fig. 6). Irgend
ein Strahl a trifft g in A, in Ax, ein Strahl b liefert
die Schnittpunkte B und Bx usw. Jedem Punkte der einen
Punktreihe z. B. A entspricht dann ein und nur ein
Punkt Aj der anderen Punktreihe, und dies bleibt auch
richtig fur die unendlich fernen Punkte Q und Rj von g
und . Denn diesen entsprechen die Punkte Qx und R,
in denen die durch S zu g
und g{ gezogenen Pa-
rallelstrahlen g und r die
Tréger glund g beziglich
schneiden.
Dadurch  sind die
Punktreihen g und g,
eindeutig aufeinander be-
zogen. Je zwei entspre-
chende Punkte liegen auf
dem namlichen Strahl des
Bischels S oder ,,enthalten* diesen Strahl. Es mag noch
bemerkt werden, dal im Schnittpunkte von g und gl
entsprechende Punkte E und Ex der beiden Punktreihen
vereinigt sind. Wir nennen die beiden Punktreihen g
und gt, die also Schnitte eines Buschels sind, perspektiv.
In der gleichen Weise wird ein Strahlenbilindel von
zwei beliebigen Ebenen in Perspektiven Punktfeldern ge-
schnitten.

Perspektive StrahlenbischelL

14. Entwerfen wir nun die Figur, welche der Figur |
nach dem Dualitidtsgesetz der Ebene (7a) entspricht.
Wir haben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten S
imd Sx zu projizieren, wobei g, S und St einer Ebene
angehdren mogen (Fig. 7). Jedem Strahl z B. a des



24 I- Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Bischels S ordnen wir denjenigen Strahl ax des Biischels

Sj zu, der den gleichen Punkt A der Punktreihe g ent-

halt. Die Parallelen g und ¢, durch S und Sxzu g sind

dann auch als entsprechende Strahlen aufzufassen, da
beide den unendlich fernen Punkt Q von g projizieren.

Die eindeutige Beziehung der beiden Buschel S und S,

ist demzufolge wieder eine liuckenlose. Im Verbindungs-

strahl S Sj, der beiden
Biischeln angehort, lie-
gen entsprechende
-vf Strahlen e und et der
Strahlenbuschel  ver-
einigt.  Zwei solche
Bischel, welche die
~s gleiche Punktreihe pro-
jizieren, nennen wir
wiederum ,,perspektiv*.

Auch die beiden Strahlenblischel, nach denen ein
Ebenenbiischel von irgend zwei beliebigen Ebenen ge-
schnitten wird, liegen zueinander ,,perspektiv®.

Projizieren wir ein ebenes System aus zwei Punkten,
so sind die entstehenden Bindel ebenfalls perspektiv.
Je zwei entsprechende Strahlen der Bindel enthalten
denselben Punkt, je zwei entsprechende Ebenen die-
selbe Gerade dieses ebenen Systems.

Allgemein konnen wir jetzt die Definition fir Per-
spektive Grundgebilde erster und zweiter Stute, sowohl
gleichartige als ungleichartige, in folgender Weise aus-
sprechen:

Definition: ,Zwei Grundgebilde erster oder zweiter
Stufe heillen perspektiv, wenn eine eindeutige Be-
ziehung ihrer Elemente hergestellt ist entweder da-
durch, daB jedes Element des eineu Grundgebildes
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das entsprechende Element des anderen Grundgebildes
enthélt, oder dadurch, dal je zwei entsprechende
Elemente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe
Element eines dritten Grundgebildes enthalten.”

§ 5. Die MaRBbestimmung im Strahlenbischel.

15. Nachdem wir die Definition perspektiver Grund-
gebilde durch eine reine Lagenbeziehung gewonnen
haben, wollen wir untersuchen, welche Zusammenhénge
zwischen entsprechenden Elementen solcher Gebilde die
Rechnung liefert. Zu dem Zweck ist es aber vorher
notig, die einzelnen Elemente eines Grundgebildes erster
Stufe nicht bloR wie bisher in ihrer geometrischen
Anordnung, sondern auch rechnerisch, also durch Zahlen-
werte festzulegen.

Beginnen wir mit dem Strahlenbischel, weil dieser
kein uneigentliches Element enthédlt und daher die zu
betrachtenden Verhaltnisse unverschleiert zur Erscheinung
kommen.

Winkel zweier Strahlen. Trennungsstrahl.

16. Sind a und b zwei Strahlen eines Buschels
(Fig. 8), so wollen wir unter ab den Winkel verstehen,
den der Strahl a mit dem Strahl b bildet, und die Reihen-
folge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben,
in welchem der Winkel durchlaufen wird, also von a
nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck ab doppeldeutig;
denn es kann darunter jeder der in der Figur bezeichneten
Winkel verstanden werden.

Hat man drei Strahlen a, b, ¢, so kénnen wir mittels
derselben, wie wir der Anschauung entnehmen wollen,
eine Drehungsrichtung bestimmen, indem wir unter dem
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»3inn abc*“ diejenige Drehung verstehen, welche a
direkt nach b Uberfihrt, ohne daf der Strahl c dabei
Gberschritten wird (Fig. 9).

Fig. a Fig. 9.

Um nun im Bischel die Winkel eindeutig zu erhalten,
wahlen wir einen festen Strahl u und verstehen unter ab
den im Sinne abu genommenen Winkel. Dieser ist dann
eindeutig (Fig. 9). Der Hilfsstrahl u mdge der
»Trennungsstrahl“ heiBen. Da sich die Drehungen ab
und ba zerstéren, so hat man

ab+ ba= 0 oder ab= —ba.

Ist c irgend ein'weiterer Strahl, so gilt, ganz unab-
hangig von der Lage der Strahlen, die Beziehung

ab + bc —ac
oder
ab+ bc+ ca=0

und allgemein fur die Strahlen a, b, ¢,...m , n
ab + bc+ ...+ mn+ na= 0.

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen,
daB man durch den Trennungsstrahl den Biischel
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halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Halfte
beschrankt*).

Parameter eines Strahles.

17. Um die einzelnen Strahlen eines Bilischels durct
Zahlenwerte festzulegen, wahlen wir zwei Strahlen a
und b als ,,Fundamentalstrahlen* und aullerdem den
Trennnngsstrahl u (Fig. 9). Irgend ein weiterer Strahl
des Biischels bildet mit den festen Strahlen a und b die
Winkel ac und bc (die beide kleiner als 180°). Ist C
ein Punkt von ¢ und sind CA und CB die von Cauf a
und b gefdllten Senkrechten, so hat der Quotient

N~ AC sin ac
BC sinbc

fir alle Punkte des Strahles ¢ den gleichen Wert. Wir
geben diesem aus lauter positiven Zahlen gebildeten
Bruche das Vorzeichen +> wenn die Drehungen ac
und b c gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen —,
wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind.

Dann entspricht jedem Strahl des Bilschels ein
solcher Wert X. Den Fundamentalstrahlen a und b sind
die Werte X= 0 bzw. X= oo zugeordnet; fir die
Halbierungslinien der Winkel, welche die Fundamental-
strahlen bilden, ergeben sich die Zahlen i.= -(-1 und
X= —1. Durch die Werte 0 und oo hindurch geht X
von positiven zu negativen Werten uber.

>*)  Zu den gleichen Formeln gelangt man ohne die
Annahme eines Trennungsstrahles, wenn man sich nach dem
Vorgdnge von Modbius in der Ebene von vornherein einen
bestimmten Drehungssinn gibt und alle vorkommenden Winkel
in diesem Sinne gemessen positiv, im entgegengesetzten Sinne
durchlaufen negativ rechnet.
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Umgekehrt kann man zu einem auch dem Vorzeichen
nach gegebenen Werte X = X0 nur einen und immer
einen zugehdrigen Strahl bestimmen. Denn angenommen,
es sei p dieser Strahl, so muf sein:

sin ap ,
sinbp

Fuhrt man bp = ba + ap ein, so liefert eine leichte
Kechnung:
Xn esinba
teaP = 1__x0ecosba °*

Damit ist der Winkel ap bestimmt; auf welcher Seite
von a der Strahl p aber liegen muR, ergibt sich aus dem
Vorzeichen von X0, unter Berlicksichtigung der ange-
fihrten Verteilung der Zahlenwerte von X in dem
Buschel.

Aufgabe 1. Man finde durch Zeichnung und Rech-
nung die Strahlen, welche den Werten -j- und
— | von X entsprechen.

8§ 6. Die MaRbestimmung in der Punktreihe.
Strecke zwischen zwei Punkten.

18. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Punktreih

g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen
Punktes U derselben zu einer zusammenh&ngenden, in-
dem dann die Gerade gewissermallen durch das Unendliche
hindurch sich schlieft. Irgend zwei Punkte A und B
der Geraden bestimmen dementsprechend zundchst zwei
Strecken, von denen die eine, der Weg von A nach B,
endlich ist, wahrend die andere, der Weg von A durch
das Unendliche nach B, unendlich ist.
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Drei Punkte A, B, C bestimmen wieder einen
»3inn ABC*“, ndmlich die Bewegungsrichtung, bei der
wir von A direkt nach B gelangen, ohne C zu passieren.

Da unendlich grofRe Strecken nicht zu verwenden
sind, so werden wir unter AB die endliche der beiden
oben erwdhnten Strecken verstehen. Dies stimmt aber
damit Uberein, dal wir den unendlich fernen Punkt U
als ,, Trennungspunkt” einfiihren, ganz wie in 16. beim
Bischel den Trennungsstrahl. Unter AB ist folglich die
im ,Sinne ABU*“ genommene Strecke zu verstehen.

Dann gelten offenbar die Beziehungen

AB -f BA= 0 oder AB= —BA
und fur drei Punkte erhalt man, wie immer sie auch
liegen,

AB + BC = AC
oder
AB + BC + CA = 0,

ferner allgemein fir die Punkte A, B, C... M, N

AB + BC+ ... -f MN + NA = 0.

Parameter eines Punktes.

19. Um nun die einzelnen Punkte der Punktreihe
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen wir von zwei
festen Punkten A und B aus, den ,,Pundamentalpunkten.
Irgend ein Punkt C der Punktreihe bestimmt dann den
Streckenquotienten

Diesem Bruche, dessen Zahler und Nenner die MaB-
zahlen der Strecken AC und BC enthdlt, geben wir das
Vorzeichen -f-, wenn AC und BC in gleicher Richtung
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laufen, C also nicht auf der Strecke AB gelegen ist,
dagegen das Vorzeichen —, wenn A C und B C nach
entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken, demnach
C auf der Strecke AB liegt. Jedem Punkte der Geraden
kénnen wir in dieser Weise einen ganz bestimmten
Parameterwert zuordnen; dem Punkte A entspricht der
Wert 1 = 0, dem Punkte B der Wert 1 = oo0.

Umgekehrt gibt es stets nur einen Punkt derart,
daB fir ihn dieser Quotient einen auch dem Vorzeichen
nach gegebenen Wert 1= 10 hat. Denn ist P der ge-
suchte Punkt, so muR sein

oder, wenn BP = BA -f- AP gesetzt wird,

1

Waéhlen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte
Richtung auf der Geraden, etwa die von A nach B, als
die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es ergibt
sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke AP
samt ihrer Richtung.

Dem Werte 1 =1 entspricht kein eigentlicher
Punkt auf der Geraden; wir ordnen ihm den unendlich
fernen Punkt der Geraden zu, womit gezeigt ist, auf
welchem Wege die Analysis zur Einfiihrung dieses Ele-
mentes gelangt.

Aufgabe 2. Man zeichne und berechne die Punkte,
welche den Werten — 1, -f £> — £ des Para-
meters 1 entsprechen.

Fur das dritte Grundgebilde erster Stufe, den
Ebenenbischel, brauchen wir keine eigene Betrachtung

AP = *BA.
g



§ 7. Das Doppelverhaltnis. 31

durchzufiuhren: wir schneiden ihn mit einer Ebene, etwa
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbiischel und er-
halten die Ebenen des Bischels dann durch die Para-
meterwerte, welche den Strahlen dieses Strahlenbischels
zugewiesen sind.

§ 7. Das Doppelverhaltnis.
Doppelverhéltnis von vier Punkten.

20. Sind in einer Punktreihe g aufler den zwei
Fundamentalpunkten A und B zwei weitere Punkte C
und D gegeben und bestimmen wir fur diese nach der
in 19. gegebenen Festsetzung die Streckenverhdltnisse

und f so kénnen wir aus diesen beiden das neue
dO BD
Verhéltnis bilden:
AC AD
BC=BD'

Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch fur
die Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. Wir
nennen ihn, seiner Bildung gemaR, das ,,Doppelverhéltnis*
der vier Punkte und bezeichnen ihn durch (ABCD).
Es ergibt sich also folgende
Definition: ,Unter dem Doppelverhdltnis von vier

Punkten einer Geraden verstehen wir den Ausdruck

AC AD
@bcd>= bc:bd’
wobei jedes der einzelnen Verhéltnisse mit dem ihm
nach 19. zukommenden Vorzeichen zu versehen ist.”

Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen
geteilt, welche zunédchst nicht gleichartig behandelt
sind. Denn A und B dienten als Fundamentalpunkte
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und C und B wurden auf diese bezogen. Es ist aber
sofort zu beweisen, dal diese beiden Punktpaare in dem
Ausdruck des DoppelVerhaltnisses ganz die gleiche Rolle
spielen. Denn es ist ja

Man darf also die beiden Punktpaare miteinander
vertauschen.

Getrennte Punktpaare.

21. Fir die gegenseitige Lagenbeziehung zweie
Punktgruppen A, B und C, D sind nun folgende zwei
Féalle als wesentlich zu unterscheiden:

a) Die beiden Punktpaare A, B und C, D liegen s
daR man beim Ubergang von A nach B auf dem einen
oder anderen Wege einen der Punkte C oder D passieren
mul} (Fig. 10a). Von den Punkten C und D wird dann

J 3

Fig. 10a.

g jf B8 3>
Fig. 10b.

einer auf der Strecke AB, der andere aullerhalb dieser
Strecke gelegen sein. Wir sagen in diesem Falle: die
beiden Punktpaare ,trennen sich* gegenseitig. Von den
beiden Teilverhéltnissen in dem Ausdruck des Doppel-
verhéltnisses (AB CD) ist demnach das eine positiv, das
andere negativ, das ganze Doppelverhéltnis hat mithin
einen negativen Wert
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b) Kann man auf einem der beiden' Wege von A
nach B gelangen, ohne C oder D zu uberschreiten, so
trennen sich die beiden Punktpaare nicht (Fig. 10 b).
Es liegen dann C und D beide auf der Strecke AB
oder beide aulRerhalb derselben; die Teilverhaltnisse
in dem Ausdruck (AB CD) haben beide negative oder
beide positive Yorzeichen, das Doppelverhdltnis selbst
nimhit jedenfalls einen positiven Wert an.

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. Wir
koénnen also sagen: Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafirr, daB zwei Punktpaare A, B und C, D
sich trennen, ist die, daB das DoppelVerhdltnis (AB CD)
einen negativen Wert hat.

Doppelverhéltnis von vier Strahlen.

22. Ganz analoge Betrachtungen gelten fir den
Strahlenbuschel. Gehen wir aus von den zwei (festen)
Strahlen a und b und dem Trennungsstrahl u, so kénnen
wir fur zwei weitere Strahlen ¢ und d die Verhaltnisse
bilden:

sinac . sinad
un .
smbc sinbd
deren Yorzeichen nach 17. zu bestimmen sind.

Dividieren wir den ersten Quotienten durch den
zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das ,,Doppel-
verhaltnis* der vier Strahlen a, h, ¢, d und bezeichnen
ihn durch (ahcd), so daf also

sinac sinad
(abed) = smbc 8mbd

Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a, b
und c, d zundchst gemacht wurde, ist wiederum nur ein
scheinbarer. Denn es ist ja

Doehlemann, Projektive Geometrie. 3
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sinca sinch sinac sinbc
sinda ’sindb sinad *sinbd

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs-
strahl notig.

Fur die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen-
paare a, b und c, d sind nun wieder folgende Félle charakte-
ristisch. Man sagt: Die Strahlenpaare a, b und c, d
Htrennen einander”“, wenn man den Strahl a durch
Drehung nicht mit dem Strahle b zur Deckung bringen

(cdab) = (abcd).

a
Fig. 11 a. Fig. 11b.

kann, ohne c oder d zu passieren (Fig. 11 a). Kann man
dagegen a auf einem der beiden Wege nach b (lberfiihren,
ohne dabei Uber ¢ oder d zu kommen, so trennen die
beiden Strahlenpaare sich nicht (Fig. 11 b). Diese Eigen-
schaft zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, ist ganz
unabhdngig von der Annahme eines Trennungsstrahles.

Das oben definierte DoppelVerhéltnis (abcd) von
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a, b
und c, d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall.
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Dann k5nnen wir aber auch auf Grund dieser Eigen-
schaft das Vorzeichen des ganzen Doppelverhéltnisses
bestimmen und nicht das der Teilquotienten.

Wir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg;
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. ac, doppeldeutig,
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie sich
zu 180° ergénzen; die einzelnen Teilquotienten nehmen
wir positiv, das Vorzeichen bestimmen wir am ganzen
Ausdruck. Wir erhalten dann die
Definition: ,,Unter demDoppelverhéltnis (abcd) von vier

Strahlen eines Buschels verstehen wir den Ausdruck
sinac _sinad
sinbc 'sinbd
der das positive oder negative Vorzeichen erhdlt, je
nachdem die Strahlenpaare a, b und c, d sich nicht
trennen oder trennen.*

Damit sind wir von einem Trennungsstrahl un-
abhé&ngig geworden. Ohne denselben kdénnen aber
die Winkelrelationen von 16. nicht mehr angesetzt werden.

Ganz im gleichen Sinne sprechen wir von dem
DoppelVerhéltnis (otByd), das vier Ebenen oc, B, y, $
eines Ebenenbiischels bilden, indem wir setzen

(abcd)

Dabei ist z. B. unter ay einer der Winkel zu ver-
stehen, welche die Ebene a mit der Ebene y bildet.

Unverédnderlichkeit des Doppelverhéltnisses
gegenliber den Operationen des Projizierens
und Schneidens.
23. Verbinden wir jetzt die fur die Punktreihe und
fur den Strahlenbiischel unabhéngig voneinander durch-
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geflihrten Betrachtungen, indem wir den Bischel S mit
einer Geraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen
(Fig. 1). Der Strahl a des Buschels schneide g in A,
der Strahl b in B usw. Da wir von jedem Strahl des
Bischels immer den Halbstrahl auszeichnen, der den
Schnittpunkt mit g trdgt, so kommt die Betrachtung
eigentlich darauf hinaus, daB wir den Parallelstrahl u
durch S zu g als Trennungsstrahl einfihren. Schneidet
ferner der durch S senkrecht zu g gehende Strahl t in
T diese Gerade, so ist

1) 2zZISAC = SA +SG esinac = ST <AC
2) 2 ASBC = SB ¢SC esinbc = ST «BC
3) 2 ASAD = SA +SD esinad = ST «AD

4) 2 ASBD = SB ¢SD esinbd = ST «BD .

Alle von S aus laufenden Strecken SA, SB usw.
wollen wir als positive Zahlen nehmen. Dann folgt aus
(1) und (2) durch Division
Ir.x SA esinac  AC

SB.sinbc = BCT

Hier stimmt das nach 19. bestimmte Vorzeichen des
Streckenquotienten rechts mit dem nach 17. zu bestim-
menden Vorzeichen des Sinusquotienten links (berein,
wie sich geometrisch sofort ergibt Ebenso liefern die
Gleichungen (3) und (4)

lex SA «sinad  AD
(' SB ¢sinbd = BD *
Aus (5) und (6) folgt dann durch Division
@) (abcd) = (ABCD),
also

Satz 1. ,Das Doppelverhdltnis von vier Strahlen eines
Bischels ist gleich dem analog gebildeten der vier



§ 7. Das Doppelverhaltnis. 37

Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit den vier
Strahlen liefert.“*)

Schneiden wir den gleichen Bischel noch mit einer
zweiten Geraden gt (Fig. 6), so folgt, da auch (A1B1C1D1)
= (abcd), also durch Vergleich mit (7)

(8) (ABCD) = (A1BI1CID))

oder

Satz 2. ,lrgend vier Strahlen eines Bischels werden
von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem Doppel-
verhdltnis geschnitten.*

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Projiziert
man vier Punkte einer Geraden von einem beliebigen
Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt das Doppel-
verhdltnis der vier Punkte unverdndert. Ebenso zeigt die
Betrachtung von Figur 7, daB

(ABCD) = (abcd) = (a! bi Cidx),
also
9) (abcd) = (alblcldl)
oder
Satz 3. ,lIrgend vier Punkte einer Geraden werden aus
jedem Punkte durch vier Strahlen von gleichem Doppel-
verhdltnis projiziert.*

Fir den Ebenenbuschel gelangen wir zu ganz ahnlichen
Séatzen. Sinda, R, y, $vier Ebenen eines solchen, so
ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhéltnis (txByd)
derselben identisch mit dem Doppelverhdltnis der vier
Schnittpunkte, die irgend eine Gerade mit den vier Ebenen
liefert, oder auch mitdem Doppelverhéltnis dervier Strahlen,

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.), Mathema-
ticae collectiones.
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wonach irgend eine Ebene die vier Ebenen trifft. Diesen
Satz und die drei vorigen Satze kdnnen wir in dem all-
gemeineren zusammenfassen:

Satz 4. ,In zwei Perspektiven Grundgebilden erster
Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge-
bildes und die ihnen entsprechenden des anderen das
gleiche Doppelverhéltnis.”

Damit haben wir fur Perspektive Grundgebilde erster
Stufe auBer derLagenbeziehung auch eine metrische
Beziehung gefunden, welche entsprechende Elemente
solcher Gebilde miteinander verknupft.

Endlich kénnen wir die Operation des Schneidens oder
Projizierens nicht blo einmal, sondern auch ¢fter vor-
nehmen, ohne dadurch den Wert des Doppelverhdltnisses
von vier Elementen zu &ndern. Wir erhalten demgemaR
ganz allgemein

Satz 5. ,Leitet man aus vier Elementen eines Grund-
gebildes erster Stufe durch die beliebig oft angewandten
Operationen des Projizierens und Schneidens vier neue
Elemente eines anderen Grundgebildes ab, so ist das
Doppelverhdltnis der ersten vier Elemente gleich dem
analog gebildeten Doppelverhdltnis der letzten vier ent-
sprechenden Elemente. Das Doppelverhdltnis von vier
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe erweist sich
also diesen Operationen gegeniber als eine unverander-
liche (invariante) Zahl.”



1. Abschnitt.

Harmonische Gebilde.

§ 8. Weitere Eigenschaften des Doppelverhaltnisses.

Die Werte der Doppelverhdltnisse, die sich aus
vier Elementen bilden lassen.

24, Den Begriff des Doppelverhéltnisses muissen wir
noch nach verschiedenen Sichtungen hin weiter unter-
suchen.

Sind vier Elemente eines einférmigen Grundgebildes,

z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben,
sokdnnen wir sie auf 24 verschiedene Arten zueinem Doppel-
verhéltnisse zusammenfassen, da man aus vier Elementen
24 Ausdrucke ABCD , ABDC usw. bilden kann. Nicht
alle diese Ausdricke sind aber ihrem Zahlenwert nach
verschieden. Wir sahen schon in 20., daB

1) (ABCD) = (CDAB).
Ferner ist auch
_ BP BO AC AD
(BAPC)= Ap " Ac - BC :BD
also
@) (BADC) = (ABCD).
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Vermoge der in (1) und (2) ausgedrickten Satze
kénnen wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) noch
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert besitzen,
nédmlich

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA).

Die 24 verschiedenen Ausdriicke liefern also héchstens
sechs verschiedene Zahlenwerte. Ist etwa (ABCD) = 2,
so lassen sich die Ubrigen Zahlenwerte durch diesen einen
in folgender Weise ausdriicken. Es ist zundchst, wie sich
sofort ergibt,

<3> <abdc> -(aA dT |-
Ferner wird
AB AD AC+CB) (CA+ AD
(ACBD)= — ( ) —)
AC+AD + CB*CA + AC+CA
1+ CB + AD
, , AC-(BC +CA + AD) , ,
+ CB « AD)
Also
(4) (ACBD)= 1 — (ABCD)=1 —2.

Ganz ahnlich beweist man, daB
(ABCD) 2

®) (ADCB) = agcD)- 1 2-1

Als Endresultat ergeben sich demnach folgende sechs
verschiedene Werte, von denen jeder in vierfacher Weise
geschrieben werden kann:
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(ABCD) = 2 (ABDC)-y
(ACBD) = 1—2 (ACDB)=r - ~
(ADCB)=t-A _ (ADBC) = —  »

Das Doppelverhdltnis als Koordinate.

25. Halten wir jetzt von den vier Punkten ABCD
drei, etwa A, B, C, fest, wahrendD diePunktreiliedurch-
wandert, so wird das Doppelverhdltnis (ABCD) fur jede
Lage von D einen bestimmten Wert annehmen. Fallt ins-
besondere D in den unendlich fernen Punkt der Punkt-
reihe, den wir mit D*, bezeichnen wollen, so ergibt sich

AC ADoo AC

(ABCD,) - :RDoo- Bgqg’
. . AD . .
weil der Quotient = 1 nach 19. Es reduziert sich
B Dt»

also fir diesen Punkt das Doppelverhéltnis auf ein ein-

faches Streckenverhdltnis. Es wird aber ferner auch jeder

Zahlenwert nur bei einer Lage des Punktes erreicht, wie

wir aus dem folgenden Satze schlieRen:

Satz 6. ,Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe
gegeben, sowie ein Zahlenwert 2 von bestimmten Vor-
zeichen, so gibt es einen und nur einen Punkt D der
Punktreihe, welcher mit A, B und C ein Doppelver-
héltnis (ABCD) = 2 bildet.”

Denn es ist fir diesen gesuchten Punkt D
AC AD , AD 1 AC
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Hier mufl} B¢ mit einem bestimmten Vorzeichen ver-

AD
sehen werden (vgl. 19.), so daR auch der GroRe und

dem Vorzeichen nach gegeben ist, also wird der Punkt D

dadurch eindeutig festgelegt.

Natdrlich giltder ebenbewiesene Satz in entsprechender
Weise auch fur den Strahlen- und Ebenenbiischel. Halt
man drei Elemente eines Grundgebildes erster Stufe fest,
so kann man die Lage eines vierten beweglichen Elementes
festlegen durch den Zahlenwert des Doppelverhéltnisses,
welches dieses vierte Element mit den drei festen bildet.
Das Doppelverhéltnis dient also als Koordinate, deren
Zahlenwerte die einzelnen Elemente liefern.

Aufgabe 3. Gegeben sind die Punkte A, B, C einer
Punktreihe in der Anordnung der Figur 12. Man
untersuche den Verlaufdes Doppelverhaltnisses (ABC D),
wenn D die Punktreihe durchlduft.

a $ «

- - 1 * 1 *
Fig. 12.
Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zusammen-
stellung:
AC
D im Unendlichen: . . . (ABCD) ;30 + .
D geht vom Unendlichen bis A
D fallt nach A: .
D geht von A bis B:
D fallt nach B: .
D geht von B nach C:
D fallt nach C: .
D geht von C ins Unendliche

8+

+ + + o
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W ir wollen noch, ausdriicklich bemerken, da (ABCD)

bloR dann den Wert -f- 1 annimmt, wenn der bewegliche
Punkt D nach C rickt.
— Man fiihre die ent-
sprechende Betrachtung
durch fur eine andere
Anordnung der Punkte
A, B, C.

Aufgabe 4. Gegeben
sind drei Punkte A,
B, C einer Geraden
(Fig. 13); man kon-
struiere einen Punkt D
auf der Geraden, so Fig.13.
dal (ABCD)=-£.

Lésung. Wir ziehen durch C irgend eine Gerade
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten Strecken
CAx= 2, CBj = 3 ab unter Zugrundelegung einer ganz
beliebigen MaReinheit, konstruieren den Schnittpunkt S
der Verbindungslinien AAXund BBj und ziehen durch
S eine Parallele zu A, Bx, dann schneidet diese Parallele
die gegebene Gerade im gesuchten Punkte D. Denn wenn
wir C gleichzeitig mit Cx bezeichnen, den unendlich fernen
Punkt von SD dagegen Di und die Strahlen von S nach
A, B, C, D der Reihe nach a, b, ¢, d nennen, so ist nach
23. bzw. 25.

(abcd) = (ABCD) = A1BICID1= - ~ = - | .

Man konstruiere auch noch den Punkt E, fiir welchen
(ABCE)= + *.
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§ 9. Das harmonische Doppelverhaltnis.
Definition harmonischer Elemente.

26. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A, B, C
einer Punktreihe aus, so kénnen wir nach Satz 6 immer
einen und nur einen Punkt D des Trégers finden, fir
welchen (ABCD)= —1. Yier solche Punkte haben
besonders wichtige geometrische Eigenschaften. Wir
stellen die Definition auf:

,Yier Punkte A, B, H, D einer Punktreihe heiBen

harmonisch, wenn das Doppelverhéltnis
(ABGD) = —1.¢

Es sind die Punkte A und B einerseits, C und D
anderseits einander zugeordnet und aus 21. folgern
wir unmittelbar, dafl die Punktpaare A, B und C, D sich
trennen. Man sagt deswegen wohl auch, dal zwei solche
Punktpaare sich harmonisch trennen.

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen
a, b, c, d eines Strahlenbiischels oder vier harmonische
Ebenen (aRy d) eines Ebenenbiischels dadurch definiert,
dal bezlglich (abcd)= —1 oder (aBy 6)= —1.

Die 6 Werte von DoppelVerhdltnissen, welche sich
nach 24. aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren
sich bei vier harmonischen Punkten, also fir x= —1,
ersichtlich auf die folgenden 3 Werte: — 1,2, U

Natirlich trennen sich auch hier wieder die beiden
Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus
Satz 5 von 23. noch
Satz 7. ,Yier harmonische Elemente eines Grundge-

bildes erster Stufe gehen durch die Operationen des
Schneidens und Projizierens stets wieder in vier
harmonische Elemente Uber.*
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Konstruktion harmonischer Elemente.

27. Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe ge-
geben, so gibt es, wie wir bereits wissen, bloR einen
Punkt. D, der zu C harmonisch liegt bezuglich A und
B, d. h. so liegt, daR
Q) (ABCD) 1.

Daraus folgt sofort
AC AD
BC _ BD’

Die Punkte C und D teilen also die Strecke AB,

abgesehen vom Vor-

zeichen, im gleichen /

Verhéltnis. Diese Be- IV'»

merkung liefert fol- // \\( -

gende  Konstruktion: ! Lo
Wir ziehen (Fig. 14)

durch die gegebenen $

Punkte A und B zwei

beliebige, parallele Ge-

rade AA'und BB' rmd Fig u

durch C eine beliebige

Linie, welche diese Parallelen in X und Y'trifft. Schnei-
den wir dann (mittels des Zirkels) die Strecke BY = Y'B
ab, so liefert die Verbindungslinie XY im Schnittpunkt
mit g den gesuchten Punkt D. Milt ndmlich die Strecke
AX m Lé&ngeneinheiten, die Strecke BY und die ihr
gleiche Y'B n Léngeneinheiten, wobei m rmd n positive
Zahlen, so ist mit Rucksicht auf die Vorzeichen

AC m , AD , m
BC"-7"naBD-+T-
alsoin der Tatdie Bedingung (2) und folglich auch (1) erfillt.
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Nehmen wir in Figur 15 an, die gegebenen Punkte
hegen so, dal C die Mitte der Strecke AB, dann wird
offenbar m = n und XY parallel zu g, der Punkt D
riickt ins Unendliche, also
Satz 8. ,Die Mitte C einer Strecke AB und der un-

endlich ferne Punkt D des Trégers der Strecke sind
vier harmonische Punkte.*

Projizieren wir diese
vier harmonischen Punkte
aus einem Punkte S, so
erhalten wir nach Satz 4
vier harmonische Strahlen
a, b, ¢, d. Man be-
nutze diese Betrachtungen
zur Lésung der

Aufgabe 5. Gegeben sind drei Strahlen a, b, c eines
Biischels; man konstruiere den vierten harmonischen
Strahl d zu c¢ beziglich a und b.

Ein einfacher Satz Uber harmonische Strahlen ergibt
sich ferner durch folgende Betrachtung: Ist ABC ein
Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie dessen
Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite BC be-
ziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach be-
kannten planimetrischen Satzen die Punkte D und E die
Seite BC im Verhéltnis der anliegenden Dreiecksseiten;
also liegen B, C, D, E harmonisch, es ist (BCDE)= —1
und es sind auch die aus A nach diesen Punkten zielenden
Strahlen harmonisch, so daB wir erhalten
Satz 9. ,lIrgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs-

linien der von ihnen gebildeten Winkel bilden ein

harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu-

geordneten Strahlen stehen aufeinander senkrecht.”
Aufgabe 6. Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes.
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8 10. Das vollstandige Viereck und Vierseit.

Geometrische Definition von vier harmonischen
Punkten.

28. Vier harmonische Punkte lassen sich nun nicht
bloR durch die analytische Beziehung definieren, daB ihr
Doppelverhdltnis den Zahlenwert —1 besitzt, sondern
auch durch eine rein geometrische, durch eine Lagen-
beziehung, wie wir jetzt zeigen wollen.

Sind vier Punkte E, F, G, H in einer Ebene ganz
beliebig gegeben (Fig. 16a oder Fig. 16b), so bestimmen

VI &

Fig. 10a. Fig. 16b.

sie zundchst sechs Linien, welche je zwei dieser vier
Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser sechs Linien
nennen wir das ,vollstdndige Viereck der Punkte E,
F, G, H. Die sechs Linien heilen die ,Seiten*, die
Punkte E, F,. G, H die ,Ecken* des Viereckes. Zu
jeder Seite des vollstdndigen Viereckes, z. B. zur Ver-
bindungslinie EF oder 1k6énnen wir eine zweite, in diesem
Falle die Verbindungslinie GH oder 1' finden derart, daR
zwei solche Seiten zusammen alle die vier gegebenen
Ecken des Viereckes enthalten. Wir nennen zwei solche
Seiten ,,Gegenseiten” des vollstdndigen Viereckes und
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erhalten augenscheinlich drei Paare von Gegenseiten,
1, ' m,m, n,n\ Je zwei zusammengehorige Gegen-
seiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt, ndmlich
1und 1 den Punkt L, m und m' den Punkt M und n
und n' den Punkt N . Diese drei Punkte L, M, N heiflen
»,Nebenecken“ des Yiereckes.

Der Zusammenhang dieser Figur mit harmonischen
Punkten wird nun hergestellt durch folgenden

Satz 10. ,Haben vier Punkte L , M, C, D einer Geraden
die Eigenschaft, dal durch L ein erstes Paar von
Gegenseiten eines vollstdndigen Yiereckes, durch H
ein zweites Paar von Gegenseiten hindurchgeht, wéhrend
durch C und D die Seiten des letzten Paares von
Gegenseiten laufen (Fig. 16), so liegen die vier Punkte
L, M, C, D harmonisch.“

Denn ist N die letzte Nebenecke des vollstandigen
Vierecks, also der Schnittpunkt von EG und FH, so
hat man

0 (LMCD) = (EGND)

wie sich ergibt, wenn man die links stehenden Punkte
aus dem Punkte F auf n'projiziert (Satz 2 S. 37). Projiziert
man aber die letzten vier Punkte aus H auf LH, so wird

(EGND) = (MLCD),
(LMCD) = (MLCD).

Anderseits zeigt aber die Rechnung, daR allgemein

mithin in (3)
(LMCD)2= 1.
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Es kann also das Doppelverhdltnis der vier Punkte
L, M, C, D bloR die Werte -j- 1 oder — 1 haben. Der
Wert -f- 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 25.
Aufgabe 3 bloR erreicht wird, wenn von den vier
Punkten des Doppelverhéltnisses zwei zusammenfallen.
Dies ist in unserer Figur jedoch nicht méglich. Es muR
folglich sein

(LMCD) = - 1,

d. h. die vier Punkte liegen harmonisch.

Es sind dann auch E, G, N, D vier harmonische
Punkte und .die Strahlen von F oder H aus nach ihnen
sind ebenfalls harmonisch.

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollstdndigen
Vierecks, um eine zweite Ldsung zu gewinnen fir die

Aufgabe 7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf
einer Geraden; zu C den vierten harmonischen beziig-
lich A und B zu konstruieren.

Wir ziehen (Fig. 17)

durch den gegebenen

Punkt C eine beliebige

Gerade, wahlen auf ihr

irgend zwei Punkte E

und F, ziehen die Ver-

bindungslinien EA, EB,

sowie F A und FB. Ist

dann G der Schnittpunkt

von FA und BE, ferner

H der Schnittpunkt von

FB und AE, so liefert

GH auf der gegebenen Geraden den vierten harmonischen

Punkt D. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Be-

trachtung des vollstdndigen Vierecks EF GH.

Doelilemann, Projektive Geometrie. 4
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Natirlich kann man die verschiedensten Vierecke
zur Konstruktion benutzen. In der Figur ist noch ein
zweites Viereck ExFxG1H, gezeichnet. Es muR dann
@, Hx durch den gleichen Punkt D gehen.

Diese Konstruktion erfordert bloB das Ziehen von
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus-
flhrbar, wéhrend bei der in 27. gegebenen Ldsung auch
der Zirkel benutzt werden mufite.

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B,
C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch-
geflihrten Weise zu A und B den vierten harmonischen
beziglich C, so muB dieser mit D zusammenfallen.

Zu bemerken ist noch, daR in bezug auf das voll-
stdndige Viereck die beiden Punktpaare der harmo-
nischen Gruppe eine verschiedene Kolle spielen, indem
ndmlich A und B Nebenecken sind, wéhrend durch C
und D die Gegenseiten laufen. Wir wissen aber schon
aus dem Friheren (20.), daB von den beiden Punktpaaren
in einem Doppelverhdltnis keines vor dem anderen aus-
gezeichnet ist. Fur die harmonischen Punkte wére diese
Gleichberechtigung der beiden Paare auch geometrisch
durch Konstruktion eines zweiten Viereckes leicht zu
erweisen.

Aufgabe 8. Die Strahlen a, b, ¢ eines Buschels sind
gegeben; zu c den vierten
harmonischen beziglich a
und b zu konstruieren.
Wir wahlen auf c einen
Punkt N beliebig (Fig. 18),
ziehen durch ihn irgend zwei
Gerade E G und HF, bringen
Fig. 18. EF und HG in L zum Schnitt,
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dann ist SL der verlangte Strahl d. Die Konstruktion
erfordert bloR das Ziehen von geraden Linien, ist ,linear,
wie wir sagen.

Geometrische Definition von vier harmonischen
Strahlen.

29. Irgend vier Gerade e, f, g, h einer Ebene be-
stimmen ein ,vollstdndiges Vierseit“. Es hat 6 Ecken,
namlich die sadmtlichen Schnittpunkte, welche je zweli
der vier Geraden lie-
fern. Dieselben grup-
pieren sich zu 3 Paa-
ren von ,,Gegenecken*

L, L, M,M', N,N'
(Fig. 19a oder b) in
der Art, dal3 durch ein
Paar solcher Gegen-
ecken z. B. N, N' alle
vier Seiten des Vier-
seits hindurchgehen.
Je zwei Gegenecken Fig. 19a.
kénnen wir durch eine
Gerade verbinden und
erhalten so drei ,,Ne-
benseiten 1, m, n“ des
vollstandigenVierseits.

Das vollstandige
Vierseit, das nach dem
Gesetz der Dualitat
der Ebene (7a) dem
vollstdndigen Viereck
entspricht, gibt die

Maoglichkeit, vier liar- Fig. 19b.
i*



52 (. Harmonische Gebilde.

monische Strahlen rein geometrisch zu definieren durch
folgenden

Satz 11. ,Haben vier Strahlen 1, m, c, d, die einem
Strahlenbiischel X angehdren, die Eigenschaft, daR
auf lein erstes Paar L, L' von Gegenecken eines voll-
standigen Vierseits e, f, g, h, auf m ein zweites Paar
M, M'von Gegenecken gelegen ist, wahrend die Strahlen
cund d das dritte Paar N, N' von Gegenecken enthalten
(Fig. 19), soliegen die vier Strahlen 1, m, ¢, d harmonisch.*

Zum Beweise seien D und D' die Schnittpunkte von
d mit fund h; bringen wir nun die Strahlen 1, m, ¢, d
mit f zum Schnitt und projizieren die Schnittpunkte aus
N', so ergibt sich

(Imcd) = (LM'ND) = (egnd).
Schneiden wir die letzteren 4 Strahlen mit h und
projizieren die Schnittpunkte aus X, so wird

egnd) = (ML'ND") = (mied) = 1

(egnd) = ( ) = ( ) amcd)

Aus beiden Gleichungen folgt wieder

(Imed)2 =1
und daher unter Anwendung der gleichen SchluBweise
wie oben

(Imed) = — 1

Als Ubung mag das vollstandige Yierseit ermittelt
werden, zu welchem die in Aufgabe 8 konstruierten
harmonischen Strahlen die soeben beschriebene Lagen-
beziehung haben.

Diese rein geometrische Eigenschaft harmonischer
Punkte bzw. Strahlen benutzt die Geometrie der Lage,
um die harmonischen Gebilde zu definieren und ihre
Beziehungen abzuleiten, wie hier nicht weiter erdrtert
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werden soll; das Doppelverhé&ltnis von vier Elementen
dagegen in der hier gegebenen Definition mu sie von
ihren Betrachtungen ausschliefen wegen der darin vor-
kommenden Strecken oder Winkel. Den Inbegriff von
irgend vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe
bezeichnet man in der Geometrie der Lage nach v. Staudt
als einen ,,\Wurf*.

Um eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben,
beweisen wir noch folgenden Satz:

Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien a und b
und einen Punkt Sund
legen wir durch S be-
liebige Gerade, welche
a und b je in A, B,
A', B', usw. schneiden
(Fig. 20); ziehen wir
ferner AB' und A'B,
welche einen Punkt D ~
liefern, A'B" und A"B',
welche sich in D'
schneiden usw., so liegen alle so konstruierten Punkte D
auf einer Geraden, welche auch den Schnittpunkt F der
gegebenen Geraden a und b enthalt.

Denn verbinden wir F mit S und D und nennen diese
Strahlen s und d, so sind a, b, s, d vier harmonische
Strahlen, wie sich aus dem Viereck A A'B'B er-
gibt, also (absd) = — 1. Zu den drei Strahlena, b, s
gibt es aber bloR einen vierten harmonischen, also
mussen alle Punkte D auf einem Strahl durch F liegen.

Aufgabe 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade
a und b, deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet
werden kann, und ein Punkt D. Man soll diesen Punkt
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D mit dem unzugédnglichen Schnittpunkt durch eine

Gerade verbinden.

Wir benutzen den eben bewiesenen Satz und ziehen
durch D (vgl. Fig. 20) irgend zwei Gerade AB' und
A'B. Dann liefern AB und A'B' einen Punkt S. Irgend
eine durch S weiter gezogene Gerade, welche a und b
in A" und B" trifft, bestimmt einen Punkt D', der mit
D verbunden die gesuchte Gerade gibt.

§ 11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden.
30. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, so

ist also (ABCD) = — 1 oder
AC AD
BC~ BD*

Ist weiter (Fig. 21) M die Mitte der Strecke AB,
so kénnen wir die letzte Gleichung auch schreiben:

AM+ MC DM+ MA
BM+ IC” BM+ ID"'

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Ricksicht
auf die Gleichung AM = MB

(1) MC +MD = MA2= MBS3.
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Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden Satz
Uber harmonische Punkte. Ist umgekehrt Gleichung (1)
erfullt, so liegen die Punkte harmonisch.

Legen wir durch die Punkte C und D irgend einen
Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so ist
MO «MD die Potenz des Punktes M in bezug auf diesen
Kreis und gleich dem Quadrat der Tangente. Wird der
Berthrungspunkt der Tangente mit T bezeichnet, so hat
man demnach
(2) MT3 = MC «MD.

Aus (1) und (2) folgt

MT = MA = BM,

d. h. T liegt auf dem Kreise tiber AB als Durchmesser.

Die Tangenten an die beiden Kreise in T stehen also

aufeinander senkrecht oder anders ausgedrickt: die beiden

Kreise schneiden sich rechtwinkelig oder orthogonal.

Damit ist bewiesen:

Satz 12. ,Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte,
so schneidet' jeder Kreis durch die beiden zuge-
ordneten Punkte C und D den uber AB als Durch-
messer beschriebenen Kreis orthogonal.“

Aufgabe 10. Sind a, b, c, d vier harmonische Strahlen,
so daf also (abcd) = — 1, und ist m einer der
Strahlen, welche den Winkel von a und b halbieren,
so beweise man die der Gleichung (1) entsprechende
Relation

tg(mc) «tg(md) = tg2(ma) = tg2(mb).



DI. Abschnitt.

Die projektive Beziehung der einférmigen
Grundgebilde.

§ 12. Die konstruktive Behandlung der projektiven
Beziehung.

Definition projektiver Grundgebilde.

81. An Perspektiven Grundgebilden erster Stufe haben
wir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als charakte-
ristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (14.) und die
daraus sichergebende metrische Eigenschaft der Gleich-
heit der Doppelverhéltnisse von je vier entsprechenden
Elementen (23.). Denken wir uns nun in zwei Perspektiven
Grundgebilden erster Stufe, z. B. zwei Punktreihen g und
gj (Eig. 6), die sdmtlichen entsprechenden Punkte wie
A und Ax, B und Bx usw. in irgend einer "Weise an den
(etwa als materiell gedachten) Punktreihen markiert.
Heben wir nun den geometrischen Zusammenhang zwischen
den Punktreihen g und gx und dem Strahlenbiischel S
auf, indem wir g und g, in irgend eine beliebige Lage
bringen. Wéhrend dadurch die perspektiveLagenbeziehung
zerstdrt wird, bleibt die metrische Eigenschaft nach wie
vor erhalten. Wir nennen die Punktreihen dann noch
»projektiv, woflr aucli das Zeichen a gebraucht
wird. Allgemein stellen wir auf als
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Definition: ,Zwei Grundgebilde erster Stufe heilen
projektiv, wenn sie eindeutig, Element fiir Element,
dadurch aufeinander bezogen sind, daf je vier Elemente
des einen Gebildes und die vier entsprechenden des
anderen das gleiche Doppelverhéltnis bilden.”

Um uns solche projektive Grundgebilde zu verschaffen,
steht uns zundachst kein anderes Mittel zu Gebote, als
daB wir zwei Grundgebilde perspektiv aufeinander be-
ziehen und dann gewissermalien ,auseinandernehmen®.
Es ist aber leicht, auch direkt eine projektive Beziehung
zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe zu vermitteln.

Konstruktion projektiver Punktreihen.

32. Wir fihren dies zunédchst durch fur zwei Punkt-
reihen, deren Trdger g und gx sich in einer Ebene be-
finden mogen. Irgend drei beliebigen Punkten A, B, C
auf g ordnen wir drei beliebige Punkte Ax, Bx, Cx auf
gl zu. Wir verbinden (Kg. 22) A mit Ax und wahlen
auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige Punkte S und
Sx. Die Linien SB und S~, mdgen sich in B, SC und
S1C1 in C schneiden. Weiter legen wir durch B und C
eine Linie p, welche AAXin A treffen moge. Zu einem
beliebigen Punkte D von g verschaffen wir uns jetzt
einen entsprechenden auf gt in folgender Weise: SD
trifft p in D, und SXD schneidet gt in einem Punkte Dx,
der dem Punkte D zugewiesen wird. Dann ist offenbar
fir jede Lage von D nach den Sétzen von 23.

(ABCD) = (A1B1C1D1) = (ABCD).

Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert
1)1 die andere und es sind immer die Blschel S und Sx

je perspektiv zur Punktreihe A, B, C...auf p und also
auch zueinander perspektiv. Es bilden folglich auch
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irgend vier Punkte auf g und die vieP entsprechenden
auf gx das gleiche Doppelverhdltnis. Damit haben wir
in der Tat projektive Punktreihen konstruiert und
gleichzeitig gefunden, dal wir drei Paare entsprechender
Punkte beliebig annehmen konnen. Dadurch ist die
projektive Beziehung gerade bestimmt.

Fig 22

Aufgabe 11. Man konstruiere die Punkte, welche den
unendlich fernen Punkten von g und gxbezlglich ent-
sprechen. — Der Schnittpunkt der beiden Trdger g
und gj kann als Punkt von g mit E und als Punkt
von gx mit Fj bezeichnet werden. Man konstruiere die
beiden entsprechenden Punkte Ex und F (siehe Fig. 22).

Konstruktion projektiver Strahlenbischel.

83. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbuschel
projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die ent-
sprechende duale Betrachtung. Wir greifen im Bischel
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S drei beliebige Strahlen a, b, c heraus, denen wir im

Biischel Sx drei beliebige Strahlen al5 bx, G zuordnen

(Fig. 23). Durch den Schnittpunkt von a und a, ziehen

wir willkirlich zwei Gerade g und gx und bringen g in

A, B, C zum Schnitt

mit den Strahlen a,

b, c, die Gerade gx

hingegen mit ,

hi, <h hi Ai> Bi> Ci-

DannlieferndieVere

bindungslinien BB1

und CCi in ihrem
Schnitte einen

PunktP. Zu einem

beliebigen Strahl d Fig. 23

des Bischels S fin-

den wir nun, wie folgt, den entsprechenden: d trifft g in

D, DP schneidet gxin Di und S ~ ist der entsprechende

Strahl dt im Biischel Sx.

Leicht erkennt man, dafl wieder

(abcd) = (*biC ™).

Die Punktreihen auf g und gl, welche durch entsprechende

Strahlen der Bischel S und St ausgeschnitten werden,

sind perspektiv.

Aufgabe 12. Man zeichne in den beiden projektiven
Bischeln dieStrahlen elundf, welche demVerbindungs-
strahl SSi entsprechen, wenn dieser als e und fx ge-
nommen wird.

Um eine Punktreihe und einen Strahlenblschel pro-
jektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den Bischel
mit einer Geraden in einer Punktreihe und beziehen diese
auf die gegebene Punktreihe.
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Waéren ein Ebenenbiischel und ein Strahlenbischel in
projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die Ebene
des Strahlenbischels zum Schnitt mit dem Ebenenbischel
und beziehen die beiden Strahlenblschel projektiv auf-
einander.

Zusatz. Statt durch eine geometrische Konstruktion
kénnen wir uns die projektive Beziehung auch von
Anfang an durch eine Doppelverhdltnisrelation festge-
legt denken. Sind z. B. g und g1 die Tréger zweier
Punktreihen und A, B, C sowie Als B,, C, beliebig
auf ihnen ausgewdhlt, so bildet ein beliebiger Punkt D
auf g mit A, B, 0 ein Doppelverhéltnis von bestimm-
tem Wert (ABCD) = X. Dann gibt es auf gt einen
Punkt Dx, fur welchen (A1B1C1D1) = X. Dies ist der
D entsprechende Punkt D i. Es gilt also die Beziehung

(ABCD) = (A~ADj).

Die angeflihrten Konstruktionen lehren, Elemente zu
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be-
ziehung genigen.

Es drangt sich aber noch die Frage auf: Ist vielleicht
die soeben direkt begriindete projektive Beziehung all-
gemeinerer Art als die Beziehung, in der zwei Perspek-
tive Grundgebilde stehen, nachdem ihre gegenseitige Lagen-
beziehung aufgehoben ist?

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der
Tat nicht der Fall. Denn wir wollen im folgenden Para-
graphen zeigen, daB sich zwei projektive Grundgebilde
erster Stufe stets in Perspektive Lage bringen (perspektiv
.jorientieren) lassen.
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§ 13. Die Perspektive Orientierung projektiver
Grundgebilde erster Stufe.
Projektive Punktreihen, in Perspektive Lage
gebracht.

34. Liegen zwei in der soeben beschriebenen Weise
projektiv aufeinander bezogene Punktreihen g und gt vor,
in denen also vier beliebigen Punkten der einen vier Punkte
der anderen entsprechen vom gleichen Doppelverhéltnis,
so seien E und Ex irgend zwei einander entsprechende
Punkte. Dann gilt fiir drei weitere entsprechende Punkt-
paare A,AX, BjBi, CjCj die Relation .

1) (ABEC) = (AIBBIE10Y] .

Bringen wir nun g und g1 in eine solche gegenseitige
Lage, daR Et auf E zu liegen kommt, wéhrend die Tréger
g und gt selbst nicht zusammenfallen. Wir verbinden A
mit Aj, B mit Bi und zeichnen den Schnittpunkt S dieser
Verbindungsstrahlen*). Dann geht auch die Linie CC,
durch diesen Punkt S. Denn angenommen, die Ver-
bindungslinie SCi treffe g in C', so ist nach 23. Satz 2

2) (ABECO = (A "E ™),
also mit Ricksicht auf (1)
(3) (ABEC) = (ABECO -

Dann muf aber notwendig C' mit C zusammenfallen, also
C'= Csein; denn es gibt nach 25. nur einen Punkt C,
der mit A, B und E ein Doppelverhéltnis von gegebenem
Werte (ABEC) bildet. Ganz in der gleichen Weise zeigt

*) Es wird dem Leser geraten, die Figuren nach den
Angaben des Textes stets selbst zu entwerfen, auch wenn
sie beigedruckt sind. Es erleichtert das Verstandnis ungemein,
wenn man die Figur, Schritt fir Schritt der Entwicklung
folgend, erst allmahlich entstehen sieht.
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man, dafl jede Verbindungslinie irgend zweier anderer
entsprechender Punkte, wie D und D1*usw., auch immer
durch den Punkt S gehen muB. Die beiden Punktreihen
sind also dargestellt als Schnitte des Blschels S, sie sind
in Perspektive Lage gebracht.

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene
Arten mdglich, da ja nur nétig war, irgend zwei ent-
sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im Schnitt-
punkt der beiden Trager zur Deckung zu bringen. Der
Punkt S heit auch das ,Zentrum der Perspektivitat®.
Wir erhalten also den

Satz 13. ,Hat man zwei projektive Punktreihen g und
glund liegen im Schnittpunkte der beiden Trager ent-
sprechende Punkte der Punktreihen vereinigt, wahrend
die Trager g und gj selbst nicht zusammenfallen, so
sind die beiden Punktreihen perspektiv, d. h. alle
Verbindungslinien entsprechender Punkte von g und
g: laufen durch einen Punkt, das Zentrum der Per-
spektivitat.”

Projektive Strahlenbuschel, in Perspektive
Lage gebracht.

35. Um zwei in einer Ebene befindliche projektive
Strahlenbiischel S und Sx in Perspektive Lage zu bringen,
greifen wir irgend zwei entsprechende Strahlen e und eL
heraus und bringen sie zur Deckung, jedoch so, daR S
und Sx nicht aufeinander zu liegen kommen. Dann zeigt
die duale Betrachtung, dafl die Buschel perspektiv liegen.
Dies liefert den
Satz 14. ,Liegen zwei in einer Ebene befindliche pro-

jektive Strahlenbuschel so, dal’ in der Verbindungslinie
ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der beiden
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Biischel vereinigt sind, wéhrend die Mittelpunkte nicht
zusammenfallen, so sind die Buschel ,,perspektiv®, d. h.
alle entsprechenden Strahlen schneiden sich auf einer
Geraden, der »Achse der Perspektivitit«.”

Die Aufgabe, eine Punktreihe und einen zu ihr pro-
jektiven Strahlenbiischel perspektiv zu legen, verlangt,
den Buschel so zu orientieren, dafl drei Strahlen a, b, ¢
durch die ihnen entsprechenden Punkte A, B, C der
Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf Grund plam-
metrischer Sétze leicht durchfiihrbar.

Mehr Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlenbischel
und einen zu ihm projektiven Ebenenbiischel in Perspek-
tive Lage zu bringen. Wir Ubergehen die Ldsung, da sie
fir das Folgende ohne Belang ist.

§ 14. Anwendungen.

36. Fugen wir bei, dal die in § 12 durchgefiihrten

BetrachtungennochmancheSpezialisierungen zulassen.
So kann man z. B. bei der Konstruktion der projektiven
Punktreihen in 32. die auf dem Yerbindungsstrahl AAt
noch ganz beliebig angenommenen Punkte S und Stauch
so wahlen, daf S nach At und Sxnach A fallt. Dann hat
man zur Durchfihrung der gleichen Betrachtung wie
damals die Linienpaare

zu benutzen, deren erstes einen Punkt B, das zweite einen
Punkt C liefert (Fig. 24), wahrend die Verbindungslinie
BC der Perspektive Schnitt der Blschel A und At ist,
den wir mit p0 bezeichnen wollen. Irgend zwei ent-
sprechende Punkte D und Dt der projektiven Punktreihen
sind daraus zu erhalten, dal das Linienpaar
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AD,

A,D
einen auf p0 gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Konstruiert
man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g und gl ent-
sprechenden Punkte, so liefert die Figur unmittelbar das
Ergebnis, daB dies die Punkte E, und F sind, in denen
p0 den Trégern g, und g begegnet.

Fig. 24.

Ist nun die projektive Beziehung von g und g, ge-
geben, so sind damit diese Punkte E, und F und also
auch p0 bestimmt. Ebensogut wie nach A und A, hétten
wir die Hilfspunkte S, und S aber auch nach B und B,
oder nach C und C, usw. verlegen kénnen und mdussen
dadurch die gleiche Achse pO erhalten. Wir haben also
bewiesen:

Satz 15. ,Hat man zwei projektive Punktreihen A, B,
C, ... und At, Bx, Cj, ... auf zwei festen Tragem g
und g, und betrachtet alle mdglichen Linienpaare wie
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die Schnittpunkte, welche jedesdieserLinienpaare liefert,
auf einer Geraden p0, welche aus den Trdgern g und gt
diejenigen Punkte ausschneidet, die den im Schnitt-
punkt von g und g1 vereinigten Punkten entsprechen.”

Aufgabe 13. Fir zwei in einer Ebene befindliche pro-
jektive Strahlenbiischel 143t sich ein entsprechender
Satz aufstellen. Man beweise ihn.

Der Satz von Desargues.

37. Als ein Beispiel fur die Brauchbarkeit dieser Be-
trachtungen erweisen wir noch folgenden in 8. schon er-
wéhnten
Satz 16. ,Wenn zwei in einer Ebene gelegene Dreiecke

A jB " und A2B2C2 die Eigenschaft haben, dal 1) die
Verbindungslinien A1A2, B1B2, C1C2durch einen Punkt
gehen, so weill man, dal 2) die Schnittpunkte von A1B1
und A,B2, AICj und A,C2, B * und B2C2 auf einer
Geraden liegen, und aus 2) folgt auch umgekehrt 1).“

Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende
Strahlen a, b, ¢ (Fig. 25) und auf ihnen beziglich die
Punktpaare A1, A2, Bx, B2 und , C2, so ist damit

Doehlemam, Projektive Geometrie. 5
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die Bedingung 1) fir die beiden Dreiecke AaBxC, und
A2B2C2 erfillt. Betrachten wir nun d$n Bilschel S, so
schneidet derselbe die Geraden A, B, und A2B2 in zwei
Perspektiven Punktreihen. Diese Perspektiven Punktreihen
projizieren wir aus 0t und C2 beziehungsweise. Dann
sind diese Bischel und C2 projektiv und, wie man
leicht erkennt, Uberdies perspektiv, da der Verbindungs-
strahl Cj C2 sich selbst entspricht. Es schneiden sich
mithin entsprechende Strahlen auf einer Geraden, der
Achse der Perspektivitdt; also mussen auf einer Geraden
S liegen: der Schnittpunkt von AxCl und A2C2, der
Schnittpunkt von BtCt und B2C2, und der Schnittpunkt
von AxBj und A2B2 (da auch nach ihm entsprechende
Strahlen der Bischel Cl und C2 laufen). Damit ist der
Satz bewiesen. Ganz &hnlich verfahrt man bei der Um-
kehrung desselben.

Zusatz. Liegen die beiden gegebenen Dreiecke in ver-
schiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleichlautenden
Satze durch einfache stereometrische Betrachtungen.

Analytischer Ansatz.

38. Die rechnende Geometrie behandelt die pro:
jektive Beziehung in folgender Weise: Werden die
Elemente des einen Grundgebildes erster Stufe durch die
Werte eines Parameters X, z.B. eines Doppelverhflltnisses
(vgl. 25.), die eines zweiten Grundgebildes durch einen
Parameter fi festgelegt und besteht zwischen X und fi eine
in bezug auf jede dieser GroRen lineare Relation
1) tx Xfi -j- X f- yfi + &= 0,
wo oc, B, y, d beliebige, aber feste Zahlenwerte sind,
so ordnet diese Gleichung, nach X oder nach /u aufgeldst,
jedem Wert des einen Parameters einen des andern zu.
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Es sind also auch die beiden Grundgebilde erster Stufe
dadurch eindeutig, Element fur Element, aufeinander be-
zogen. Weiter zeigt man: Sind die beiden Grundgebilde
eindeutig aufeinander bezogen und zwar durch eine
solche ,bilineare Gleichung wie (1), so folgt daraus
schon, daB vier Elemente des einen Grundgebildes und
ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelverhéltnis
bilden, d. h. daf die Grundgebilde projektiv sind. Eine
solche Delation (1) stellt also den analytischen Ausdruck
der Projektivitat dar.

Wir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier
projektiver Punktreihen g und gt noch genauer verfolgen.
Auf g wird ein Punkt 0 willkirlich angenommen und
ein beliebiger Punkt P von g durch seine Abszisse
OP = x festgelegt, deren Zahlenwert nach der einen Seite
positiv, nach der entgegengesetzten Seite negativ zu nehmen
ist. Ebenso werden die Punkte von gt durch Abszissen xt
dargestellt. Zwischen diesen Parametern mdge jetzt die
Gleichung bestehen:

2) KXXX+ BX + yxt+ &= 0.
Dann ist vermdge derselben auch

yXj-|-(5 R X o

«Xj -f lg XX + vy
Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x oder xx das
entsprechende Xj oder x zu berechnen. Der Ausdruck
fir das Doppelverhdltnis von vier Punkten P, P', P", P™
wird aber, wie man sofort erkennt,

t X x/,/
« PFP"P) =27 HEAT SREAN
wenn diese Punkte durch die Abszissen x, x', x", x!"
gegeben sind. Den vier Punkten P, P', P", v" ent-
5*

By x = und xt
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sprechen vier andere Punkte Pp, Pi, P", Pi" auf gi mit
den Abszissen *

. Bx + d . Rx' + &
Xl = — — , Xl = —1Tr  — Uusw.
«X + Yy ax'+y

Dann zeigt eine leichte Rechnung, dal
(PiPiPi'Pf) = (PFP"F").

§ 15. Metrische Relationen. Spezielle Falle.

Die Fluchtpunkt-Relation.

39 Fuhren wir in die Beziehung, welche die Gleich-
heit der Doppelverhdltnisse von je vier entsprechenden
Punkten inzwei projektiven Punktreihen zum Ausdruck
bringt, die uneigentlichen Punkte der beiden Tréger g
und gx ein, so erhalten wir eine metrische Relation im
speziellen Sinn, indem die Doppelverhéltnisse in einfache
Verhdltnisse uUbergehen. Denken wir uns namlich die
beiden Punktreihen irgendwie perspektiv gelegt und sind
(Fig. 6) R und die den unendlich fernen Punkten von
gj und g entsprechenden Punkte, die wir als ,,Flucht-
punkte* bezeichnen, so hat man

(ABRQ) = (A "R ™)
und daraus mit Ricksicht auf 25.
AR Bj Qt
BR Al1Q1

oder
AR mAtQx = BR < B1Q1.

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechenden
Punkten (A, Ax, B, Bx, C, C, ... gebildet, flachen-
gleich. Den gemeinsamen Flacheninhalt derselben erhélt
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man auch, wenn man das im Schnittpunkt der Tréger
vereinigte Punktpaar E , Et herausgreift, flir welches

ER*E " = QtSeRS = k.
Es ist also

AR mAtQt = BR *BjQi = ... = k = konst.

Ahnliche, kongruente Punktreihen.

40. Aus der allgemeinen projektiven Beziehung zwei
Punktreihen ergibt sich eine spezielle, wenn wir die
uneigentlichen oder unendlich fernen Punkte der beiden
Tréger besonders berticksichtigen, was dadurch mdglich
wird, daR wir dieselben in der projektiven Beziehung
einander entsprechen lassen. Sind Q und diese un-
endlich fernen Punkte, so ist also

(ABCQ) = (AjBjOjQJ,
folglich
AO Aj Cj
bc ~
oder auch
AC BC

A ~-B 1Cl_C -

Es muBR daher (berhaupt das Verhéltnis irgend zweier
entsprechender Strecken unveranderlich = c sein. Solche
Punktreihen heiBen ,,ahnlich®.

Ist c = 1, so sind je zwei entsprechende Strecken
gleich lang, die projektiven Punktreihen werden als
.kongruent“ bezeichnet.

Aufgabe 14. Man zeige, daB man &hnliche (unter Um-
stdnden kongruente) Punktreihen erhélt, wenn man
zwei parallele Gerade mit einem beliebigen Strahlen-
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buschel oder zwei beliebige Gerade mit einem Parallel-
strahlenbiischel schneidet.

Ebenso heiBen zwei projektive Strahlenbiischel kon-
gruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen Winkel
einschlieBen wie die ihnen entsprenfrenden. Solche
Strahlenbiischel erhalt man z. B., wenn man eine Punkt-
reihe aus zwei Punkten S und Sj projiziert, die gleichweit
entfernt von derselben und auf einer Senkrechten zu ihr
liegen, oder auch dadurch, daR man zwei zur unendlich
fernen Geraden Perspektive Bischel betrachtet, in denen
folglich entsprechende Strahlen immer parallel laufen.



IV. Abschnitt

Die projektive Beziehung auf dem gleichen
Trager.

§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion.

Bestimmung einer projektiven Beziehung auf
dem gleichen Tréager.

41. Denken wir uns zwei Punktreihen g und g,
projektiv aufeinander bezogen. Dann koénnen wir auch
den Trager der einen Punktreihe mit dem der &ndern
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch einen
Tréger, der gewissermalen doppelt zu nehmen und
»projektiv auf sich selbst bezogen“ ist. Die Mdglichkeit
einer solchen Beziehung 14Rt sich auch direkt leicht
erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, B, C eines
Tragers g drei andere Punkte Al; B1( Cx des gleichen
Trdgers zu, so ist dadurch die projektive Beziehung
auf der Punktreihe g festgelegt. Um sie nadmlich kon-
struktiv zu verfolgen, projizieren wir A, B, C aus einem
beliebigen (nicht auf g gelegenen) Punkt S und Ax, B,,
Cj aus einem Punkte je durch einen Strahlenbischel.
Dann ist die projektive Beziehung dieser beiden Bischel
bestimmt und entsprechende Strahlen derselben schneiden
entsprechende Punkte auf g aus. Ist ein Punkt auf dem
Trager g gegeben, ohne daR hinzugefiigt ist, welcher der
beiden Punktreihen er angehdren soll, so kann man ihn
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als Punkt der einen oder andern Punktreilie nehmen und
demgema&B mit J oder bezeichnen. Verbindet man ihn
dann entweder mit S oder mit S15 so ist es moglich, die
beiden entsprechenden Punkte und K zu finden,
welche im allgemeinen nicht zusammenfallen werden.
Ganz ebenso konnen wir auch einen Strahlenbischel
oder einen Ebenenbischel projektiv »auf sich selbst
beziehen.

Der Sinn projektiver Gebilde.

42. Ist ein Grundgebilde erster Stufe, z. B. ein
Punktreihe g, g1, projektiv auf sich bezogen und durch-
laufen wir das eine der beiden Systeme in einem gewissen
Sinne, z. B. im Sinne ABC, wenn dies drei Punkte von
g, so wird auch fir die Elemente des zweiten Systems
gt dadurch eine gewisse Anordnung festgelegt, indem
sich, wie leicht zu erkennen ist, auch fir dies Gebilde
ein einziger Sinnausbildet, derdurchdiedreientsprechenden
Punkte Ax, , Cxbereits bestimmt ist. In der Tat denken
wir uns die beiden Punktreihen auf getrennten Trégern
und in Perspektive Lage gebracht, so daf sie als Schnitte
des gleichen Strahlenbischels erscheinen, so wird durch
den Sinn ABC auch in diesem Buschel ein gewisser
Sinn festgelegt, und dieser Ubertrdgt sich wiederum auf
die zweite Punktreihe. Derselbe bleibt der gleiche, un-
abhéngig davon, welche Tripel A, B, C bzw. AXx, Bx, Cx
man herausgreift.

Die beiden projektiven Gebilde auf dem gleichen
Tréger, Pimktreihen, Strahlenbuschel oder Ebenenbiischel,
heiBennun, gleichsinnig“oder,gleichlaufend“,wenn
der zweite Sinn mit dem ersten (bereinstimmt (Fig. 26 a).
dagegen ,ungleichsinnig® oder ,entgegengesetzt-
laufend*®, wenn dies nicht der Fall ist (Fig. 26b). Man
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bemerke, daR zwei projektive Gebilde auf dem gleichen
Trdger also stets entweder durchaus im Sinn (berein-
stimmen oder durchaus entgegengesetzten Sinn haben.
Dagegen ist es nicht mdglich, dal sie etwa in einem
Gebiete im gleichen, in einem &ndern Gebiete im entgegen-
gesetzten Sinne laufen.

Fig. 26a. Fig. 26b.

Die Doppelelemente.

43. Bis hierher unterschied sich die projektive
Beziehung auf dem gleichen Tréger nicht wesentlich
von der friher auf verschiedenen Tragern betrachteten.
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende Frage-
stellung gewonnen: Enthélt ein projektiv auf sich selbst
bezogener Trager Elemente, die sich mit den ihnen ent-
sprechenden decken? Koénnen wir z. B. bei einer projek-
tiven Beziehung auf einer Geraden einen Punkt X finden,
der mit dem entsprechenden Xx zusammenfallt? Wir
werden einen solchen Punkt einen ,,Doppelpunkt* nennen;
ihnen entsprechen ,,Doppelstrahlen* und ,,Doppelebenen*
beim Strahlen- bzw. Ebenenbischel.
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Bevor wir nun allgemein diese Doppelelemente kon-
struieren lernen, wollen wir sehen, wie sich ihre Existenz
in gewissen Fallen schon aus der geometrischen An-
schauung herleiten [4Rt.

Betrachten wir eine ungleichsinnige Projektivitdt in
einem Strahlenbischel. Ein beweglich gedachter Strahl
durchlduft den ersten Buschel im Sinne abc (Fig. 26b)
nach irgend einem Gesetze, e&va mit gleichformiger
Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung eines Strahles
des zweiten Bischels sei dadurch bestimmt, daR er sich
in axbefinden soll, wenn der erste Strahl mit a zusammen-
fallt, in bx, wenn dieser b passiert usw., daf also tiberhaupt
die beiden beweglichen Strahlen im gleichen Zeit-
moment sich immer in entsprechenden Strahlen der
projektiven Beziehung befinden. Hat nun der erste Strahl
von a ausgehend die Lage al erreicht und bezeichnen
wir ihn in dieser Stellung mit d, so befindet sich der
entsprechende Strahl in dx. Wo nun dx auch gelegen

sein mag, jedenfalls haben die von a bzw. tber-
strichenen Winkelraume aat und ddxinfolge des entgegen-
gesetzten Drehungssinnes einen Teil gemeinsam, — in

dem in der Figur gezeichneten Falle z. B. den Winkelraum
d dx—, und in diesem, der von den beiden beweglichen
Strahlen im entgegengesetzten Sinne Uberstrichen wird,
muf es einmal Vorkommen, dafR die Strahlen Gbereinander
wegeilen. Einer solchen Stellung, wo sich fir einen
Moment die beiden Strahlen decken, entspricht aber offen-
bar ein Doppelstrahl m, mx der beiden Bischel.
Lassen wir ferner den ersten Strahl von der Lage
d aus seine Bewegung fortsetzen, bis er mit a zusammen-
gefallen ist, so bewegt sich wé&hrend dieser Zeit der
zweite Strahl im entgegengesetzten Sinne von dt nach aL
und es muf sich also auch im Winkelraum aax ein
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zweiter Doppelstrahl n, % der Bischel befinden, welcher
vom ersten Doppelstrahl m sowohl durch das Strahlen-
paar a, ai als auch durch das Paar d, dt getrennt wird.
Die gleiche Betrachtung ist auch fur Punktreihen durch-
fuhrbar, so daf damit bewiesen:

Satz 17. ,In einer ungleichsinnigen projektiven
Beziehung auf dem gleichen Trager gibt es stets zwei
Doppelelemente, welche durch jedesPaar entsprechender
Elemente getrennt werden. Diese zwei Doppelelemente
koénnen folglich nie zusammenfallen.

Auf die nicht einfachen Voraussetzungen und Be-
trachtungen, welche nétig sind, um diesen Satz zu be-
weisen, ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, gehen
wir nicht ein.

Wahrend in ungleichsinnigen projektiven Gebilden
1. Stufe demnach stets zwei nicht zusammenfallende
Doppelelemente auftreten, kann man bei gleichsinnigen
Projektivitdten dies nicht behaupten. In ihnen kdnnen
Doppelelemente auftreten oder auch nicht.

Dagegen ist es immdglich, daB mehr als zwei
Doppelelemente vorhanden sind. Denn angenommen, es
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punktreihe
drei Doppelpunkte M, N, P, so wdre fur ein Paar ent-
sprechender Punkte A und At

(MNPA) = (Mt NiPtALt),

wobei Mt mit M, N, mit N, Px mit P zusammenfallt.
Es ist aber unmaoglich, dal zwei verschiedene Punkte A
und Al mit drei Punkten das ndmliche Doppelverhéltnis
bilden, also féallt auch A mit A, und U(berhaupt jeder
Punkt mit seinem entsprechenden zusammen und es er-
gibt sich:
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Satz 18. ,Wenn in einer projektiven Beziehung auf
dem gleichen Trager drei Elemente mit den ihnen
entsprechenden sich decken, so deckt sich Uberhaupt
jedes Element mit dem entsprechenden, dl h. man hat
eine ldentitat.”

Demnach kann die Zahl der auftretenden Doppel-
elemente 0, 1 oder 2 sein. lhre Bestimmung laRt
sich zuruckfihren auf den Fall ~ler Konstruktion der
Doppelpunkte zweier ineinanderliegender projektiver
Punktreihen. Denn aus einem projektiv auf sich be-
zogenen Strahlenbischel schneidet eine Gerade seiner
Ebene zwei projektive Punktreihen aus, nach deren
Doppelpunkten die Doppelstrahlen des Buschels laufen,
und ein projektiv auf sich bezogener Ebenenbischel
wird von einer beliebigen Ebene in einem projektiv auf
sich bezogenen Strahlenbilschel geschnitten, durch dessen
Doppelstrahlen auch die Doppelebenen des Ebenenbiischels
gehen. Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier pro-
jektiver Punktreihen bedienen wir uns eines Kreises, der
ein fur allemal gezeichnet vorliegen kann, missen aber

zu dem Zweck noch vorher eine
Eigenschaft des Kreises kennen
lernen.

Hilfssatz lGber den Kreis.

44, Sind

liebige Punkte auf einem Kreis

(Fig. 27) und projizieren wir aus

ihnen die Ubrigen Punkte des

Kreises, also den Punkt A durch

die Strahlen a und al, den

Punkt B durch die Strahlen b

Fig.27. nnd bx usw., so erhalten wir
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die Buschel P und Pt, und diese sind projektiv, d. h.
es gilt der

Satz 19. ,Aus irgend zwei beliebigen Punkten eures
Kreises werden die tibrigen Punkte desselben durch pro-
jektive Blschel projiziert.”

In der Tat ist ja

<£(@b) = < (g bt)

oder
«£ (ad) = 180° — <£ (axdt).

In beiden Féllen wird

sin (ab) = sin (a, b,)

sin (ad) = sin (axdj).
Es ist folglich auch

(abcd) = (albxq dx,

wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P und

P, Punkte der Kreisperipherie projizieren; also sind die

Buschel P und Pt projektiv; ihre besondere Eigentim-

lichkeit besteht darin, dal sie kongruent (vgl. 40.) und

gleichsinnig sind.

Die Steinersche Konstruktion der
Doppelelemente.

45, Es liege jetzt ein Kreis gezeichnet vor und ir
seiner Ebene befinde sich der Trager g, auf dem eine
projektive Beziehung durch die Punktpaare A, A, , B,
Bd C, Ci gegeben ist (Fig. 28). Um nun uber das
Vorhandensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf-
schluf® zu gewinnen, wahlen wir zundchst auf dem Kreise
beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien SA, SB,
SC, SAI, SBi; SC1; welche den Kreis zum zweitenmal
inA,B,C,Aj,B,, schneiden mogen. Wir haben
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dann die beiden gegebenen Punktreihen ,,auf den Kreis
projiziert®.

Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs
Strahlen der Reihe nach mita, b, ¢, a*, bt, q, so
liegen in S projektive Bischel vereinigt, also
(1) Buschel (a, b, c ...) A Buschel (%,bA q ...).

Projizieren wir nun die Punkte A, B, C usw. aus
Aj, sowie die Punkte Ax, Bt, Cx usw. aus A je durch
einen Strahlenbischel, so ergeben sich nach dem soeben
bewiesenen Hilfssatz folgende Projektivitaten:

(2) Biischel A(At, B,, Cx...) A Biischel S(aj, bx, Cj...),
(3) Biischel AXA, B, C...) A BiischelS(a, b, c.. .)*).
*) Die Bezeichnung ist leicht verstandlich: Bischel

A(A,, B,, C,, ...) bedeutet den Strahlenbiischel mit dem
Mittelpunkt A, dessen Strahlen nach A,, B,. 0,, ... laufen.
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Da aber nach (1) auch die Bischel rechts projektiv
sind, so folgt

(4) Biischel A(A,, B1?2C,...) A Biischel A,(A, B,C...).

Diese Bischel sind aber nicht bloB projektiv, sondern
auch perspektiv nach Satz 14, da in der Verbindungs-
linie AA, der Biischelmittelpunkte entsprechende Strahlen
der beiden Buschel sich decken; folglich liegen die
Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer Ge-
raden p .

Schneiden sich mithin AB, imd A,B in ©, ferner
AG, und A,C in $, so ist die Verbindungslinie iR® die
Achse p der Perspektivitat.

Ist also © ein beliebiger Punkt auf p, so liefern
A@ und A, © die zweiten Schnittpunkte D, und D mit
dem Kreise, und D und D, geben aus S auf g projiziert
zwei entsprechende Punkte D und D, der projektiven
Punktreihen.

Nun moge die Achse p den Kreis in M und N
schneiden. Fuhrt man dann fur diese Punkte von p die
gleiche Betrachtung durch wie gerade fur den beliebigen
Punkt @, so ergibt sich aus der Figur, da® M und N
aus S auf g projiziert die Doppelpunkte M und N der
projektiven Punktreihen liefern.

In den Linien SM und SN haben wir ferner die
Doppelstrahlen der in S vereinigten projektiven
Strahlenbischel (a, b, ¢) und (a,, b,, c,) ermittelt.
Wenn also die Achse p den Hilfskreis schneidet, so treten
reelle Doppelelemente in den beiden projektiven Gebilden
auf (hyperbolische Projektivitat). Trifft die Linie p da-
gegen den Kreis nicht, so gibt es keine (reellen) Doppel-
elemente (elliptische Projektivitat). Beruhrt endlich die
Linie p den Kreis, so haben wir den Ubergangsfall der
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»parabolischen* Projektivitat, bei der die beiden Doppel-
elemente sich in ein einziges vereinigt haben. Die letztge-
nannte projektive Beziehung ist notwendig eine gleich-
sinnige, da bei einer ungleichsinnigen Projektivitat die
beiden Doppelelemente sich nach Satz 17 nicht ver-
einigen koénnen.

Zusatz. Statt der Punkte A und A, hatte man eben-
sogut auch B und B, oder C und 0, usw. als Mittel-
punkte der Perspektiven Bischel wéahlen kénnen. Die
Punkte M und N, also auch die Gerade p missen
sich dadurch ebenso ergeben. Es mufl demnach auch
der Schnittpunkt 91 von B0, und B1C, der Schnitt-
punkt  von BD, und B,D usw. auf p hegen. Die
Achse p enthélt mithin alle Schnittpunkte wie

AB)) AC)o AD,

AiBj A,C A, D

B 0,1 B D] 0D,

B.Cj" B,Djl® GD
USWw.

Diese Konstruktion der Doppelelemente ersann der
deutsche Geometer Jacob Steiner. [Die geometrischen
Konstruktionen ausgefuhrt mittels der geraden Linie und
eines festen Kreises. Berlin 1833.]

Ein weiterer Satz Uber die Doppelelemente.

46. Sind M, N die Doppelpunkte, A, A,, B,
zwei Paare entsprechender Punkte zweier projektiver
Punktreihen, so hat man

(MNAB) = (M,N,A,B)).

Fihrt man die Ausdriicke fiir die Doppelverhaltnisse

ein, so ergibt eine leichte Umformung die andere Relation
(MNAAj) = (MNBR,).
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Der Wert dieses Doppelverhéltnisses muR also fir
alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, etwa
— k — konst. Damit ist fur reelle Doppelelemente be-
wiesen der allgemein gultige
Satz 20. ,Je zwei entsprechende Elemente einer pro-

jektiven Beziehung auf dem gleichen Trager bilden
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes Doppel-
verhéltnis.”

Wird also beispielsweise ein Paar entsprechender
Elemente einer projektiven Beziehung durch die beiden
Doppelelemente getrennt oder nicht getrennt, so hat
jedes Paar entsprechender Elemente die gleiche Eigen-
schaft.

Bestimmung der Doppelelemente durch die
Rechnung.

47. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung di
Doppelelemente liefert. Wird eine und dieselbe Gerade
als X- und Xx-Achse genommen, so ist eine projektive
Beziehung auf derselben nach 38. gegeben durch eine
Gleichung

«ix, +”~x-)-j'x1-|-d = 0.

Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, daf fir ihn
x = x1, vorausgesetzt, dal wir die x und xt vom
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation x = xx,
so kommt die quadratische Gleichung

ax2+ B+ y)x + d= 0,
deren beide Wurzeln die Abszissen der Doppelpunkte
liefern. Sind die Winzeln der Gleichung imaginér, so
gibt es keine Doppelpunkte; wir sagen: die Doppelpunkte
sind imaginér.

Doehlemann, Projektive Geometrie. 6
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Alle Aufgaben, deren Losung schlieBlich auf eine
Gleichung 2. Grades fuhrt, bezeichnen wir als Aufgaben
2. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden diese
immer durch die soeben bewiesene Steinersche Konstruk-
tion, bei der ein Kreis und auBerdem das Lineal zu be-
nutzen ist. Fihrt eine Aufgabe analytisch zu einer line-
aren Gleichung, also zu ei®er Gleichung 1. Grades, so
wird sie als Aufgabe 1. Grades bezeichnet. Konstruktiv
muf sie sich dann behandeln lassen lediglich unter Be-
nutzung des Lineals. Bei einer solchen linearen Aufgabe
kommen also bloR die Operationen vor: den Schnittpunkt
zweier Geraden zu zeichnen und durch zwei Punkte eine
Gerade zu legen. Bei der SlSinersehen Konstruktion da-
gegen hatte man die Schnittpunkte einer Geraden (p) mit
einem Kreis zu zeichnen.

Aufgabe 15. Eine Gerade g soll projektiv so auf sich
bezogen werden, daR den zwei gegebenen Punkten A
und B zwei andere At und Bj entsprechen, und daB
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppelpunkte
der projektiven Beziehung wird.

1. Lésung. Bezeichnet man M auch noch als , SO
hat man drei Paare entsprechender Punkte und kann
unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 45. den noch
fehlenden Doppelpunkt finden. Man fuhre die Kon-
struktion wirklich durch.

2. Losung. Ist von den beiden Doppelelementen eines
gegeben, so hangt die Aufgabe, das fehlende zu be-
stimmen, nur noch von einer linearen Gleichung ab;
sie ist also eine Aufgabe 1. Grades nnd muR sich
folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, lediglich
mit dem Lineal I6sen lassen. In der Tat ziehen wir
durch M irgend eine Gerade und wahlen auf ihr die
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Punkte S und willkirlich. Aus S projizieren wir
die Punkte A, B, M, aus S, die Punkte Al; Bx, Mr
Dann sind diese beiden Bischel projektiv, sofern ent-
sprechende Strahlen derselben je entsprechende Pmikte
der Punktreihen projizieren; die Buschel sind aber uber-
dies wieder perspektiv, weil im Yerbindungsstrahl SS1
entsprechende Strahlen vereinigt liegen. Sie liefern
eine Perspektivitatsachse p, die bestimmt ist durch die
Punkte A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt
von SA und S1A1, wahrend in B sich SB und S1B1 be-
gegnen. Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber
der zweite Doppelpunkt N der projektiven Beziehung.

Man beweise ferner: Geht p auch durch M, so er-
halten wir eine parabolische Projektivitdt; sie ist schon
bestimmt, wenn wir uns das eine Paar A, Ax geben und
den Punkt M, in welchem sieh die 2 Doppelelemente
vereinigt haben sollen.

Ist M wieder einfacher Doppelpunkt, aber im Unend-
lichen gelegen, so erhalten wir &hnliche Punktreihen
(40.), da die unendlich fernen Punkte der beiden Trager
sich dann entsprechen; dieselben haben im Endlichen
noch einen Doppelpunkt. e

Wéhlen wir kongruente Punktreihen (40.), also
AB = + AIB1, so erhalten wir fiir das untere Yorzeichen
eine ungleichsinnige Projektivitdt mit noch einem im
Endlichen gelegenen Doppelpunkt. Fir das obere Yor-
zeichen sind die kongruenten Punktreihen gleichsinnig.
Dann rickt auch der zweite Doppelpunkt ins Unendliche,
so daB also diese Beziehung als eine parabolische Pro-
jektivitdt mit unendlich fernem Doppelpunkt anzusehen
ist, eine Eigenschaft, die auch umgekehrt geniigt, um
kongruente gleichsinnige Puhktreilien zu definieren.

6*
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Aufgabe 16. Man beweise, dal zwei kongruente Strahlen-
buschel in vereinigter Lage imagindre Doppelstrahlen
haben, wenn sie gleichsinnig sind, dagegen immer
zwei reelle und aufeinander senkrecht stehende Doppel-
strahlen,wennsienachentgegengesetzen Dichtungen
laufen.

Loésung. Benutzen wir den Steinerschen Kreis, so wird
die Gerade p im ersten Falle die unendlich ferne Ge-
rade, welche den Kreis nicht trifft. Im zweiten Falle
erkennt man unmittelbar, daR die Doppelstrahlen die
Linien sein muissen, welche die von entsprechenden
Strahlen wie a und al, b und h, usf. gebildeten Winkel
halbieren.

Aufgabe 17. Yon einer projektiven Beziehung auf einer
Geraden sind gegeben ein Paar entsprechender Punkte
A, AX, sowie die beiden Doppelpunkte Mund N. Weitere
entsprechende Punkte zu konstruieren.

Aufgabe 18. In einem Strahlenbiischel sind gegeben
die Strahlenpaare a, ax, b, b, und der Strahl m.
Man beziehe den Bischel projektiv so auf sich, dal
m ein Doppelstrahl und a, a, und b, bx zwei Paare
entsprechender Strahlen.

Losung. Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade
g und gt und bringe sie bezliglich zum Schnitt mit den
Bischeln.

Aufgabe 19. Yon einer projektiven Beziehung eines
Strahlenbischels sind gegeben ein Paar entsprechender
Strahlen a, al; sowie die beiden Doppelstrahlen m
und n. Weitere entsprechende Strahlen zu konstruieren.

Aufgabe 20. Gegeben sind drei Gerade gl5 g2, g3,
und drei Punkte P1} P2, P3; man zeichne ein Dreieck
Ax, Ag, A8, dessen Ecken in dieser Eeihenfolge be-
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zlglich auf den drei Geraden liegen und dessen Seiten
Al1A2, A2As, A3AI bzw. durch die Punkte PIt P2, P3
hindurchgehen.

Losung. Waéhlen wir auf gt einen Punkt Al ganz be-
liebig, ziehen wir die Verbindungslinie A1P1, welche
g2 in A2 treffen moége. Die Verbindungslinie A2P2
schneide g3 in A3 und die Verbindungslinie A3P3 end-
hch liefere auf gt einen Schnittpunkt A{. Lassen wir
Ax die Punktreihe gx durchlaufen, so beschreibt der
Punkt Ai eine dazu projektive Punktreihe. Wir be-
stimmen diese projektive Beziehung, indem wir zu drei
Lagen des einen Punktes die entsprechenden des &ndern
zeichnen. Sind dann die Doppelpunkte dieser projek-
tiven Punktreihe reell vorhanden, so liefert jeder der-
selben ein Dreieck von der verlangten Eigenschaft.
Verallgemeinerung fur n-Ecke!

§ 17. Die involutorische Beziehung.
Herleitung der involutoriscken Beziehung.

48. Betrachten wir noch einen speziellen, aber
sonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf dem
gleichen Trager. Eine Punktreihe sei projektiv auf sich
bezogen und einem beliebigen Punkte A entspreche ein
Punkt A,. Bezeichnen wir den gleichen Pimkt A mit B1;
indem wir ihn als einen Punkt des zweiten Systems auf-
fassen, so wird ihm ein Punkt B zngewiesen sein, der
von Al verschieden ist. Es fragt sich nun: Kann B mit
At zusammenfallen und kann dies noch fir weitere Punkte
einer projektiven Beziehung eintreten? Darauf gibt Ant-
wort folgender

Satz 21. ,Wenn in einer projektiven Beziehung auf
einer Punktreihe einmal die beiden einem Punkte

be-
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entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen sie

fir jeden Punkt zusammen.*

Wahlen wir, um dies nachzuweisen, A und A, sowde
C und Ct ganz beliebig (Fig. 29), B, ferner fallemit A

a *3 3P
f —3.--mmmm- &—A— vr*
Fig. 29.

und B mit A, zusammen, dann ist durch die drei Paare
A,B, C,A,, B1,01 sicher eine projektive Beziehung be-
stimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt CmitDu so
entspricht ihm ein Punkt D derart, daf}

(ABCD) = (A1BICIDI)
(BAC,C)
oder nach 24. (ABCC)).

Daraus folgt aber dann, da D mit zusammenfallt.
Ganz in der gleichen Weise zeigt man, dafl einem be-
liebigen Punkte E, Fj ein Punkt E1; F entspricht. Es
ist also nicht nétig, die beiden Punktreihen in der Be-
zeichnung zu unterscheiden, jedem Punkte des Trégers
ist ein bestimmter Punkt zugewiesen. Es zerfallt der
ganze Trager in Punktpaare und wir wollen die Punkte
eines Paares als entsprechende oder zugeordnete Punkte
bezeichnen. Die analogen Betrachtungen gelten fir den
Strahlen- und Ebenenbischel. Wir nennen eine solche
projektive Beziehung, in der jedem Element ein anderes
doppelt entsprich!;, eine involutorische* oder auch eine
»Involution“ von Punkten bzw. Strahlen oder Ebenen.
Bezeichnen wir in Fig. 29 den Punkt AB, mit A, den
Punkt AaB mit A', C und Cx mit B und 11', so zeigt
die eben durchgefiihrte Betrachtung, daR die Involution
auf der Geraden durch die beiden Paare von zugeordneten
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Punkten A, A" und B,B" gerade bestimmt ist oder all-

gemein

Satz 22. ,Eine Involution ist durch zwei Paare von
zugeordneten Elementen bestimmt.”

Drei Paare zugeordneter Elemente einer Involution
sind demnach nicht voneinander unabh&ngig; es muf} also
z. B. fur eine Punktinvolution zwischen den Strecken,
welche drei beliebige Punktpaare A, A', B, B', C, C'
bestimmen, ein Zusammenhang bestehen. In der Tat
ist ja

(ABA'C) — (A'B'AC)
und daraus folgt
AB'*BC'«CA'= — A'B «B'C «C'A
oder auch
AB' BC CA'
AB ‘B'C "CA

Ist umgekehrt diese Bedingung erfullt, so kann man
aus ihr auf die Gleichheit der obigen Doppelverhéltnisse
schliefen, und die drei Punktpaare gehdren einer In-
volution an.

Die Doppelelemente einer Involution.

49, Die Doppelelemente der projektiven Beziehung
finden wir naturlich auch wieder bei der Involution.
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor,
die einander unendlich nahe geriickt sind. Sind die
Doppclelemente vorhanden, so heillt die Involution
eine ,hyperbolische*, bei nicht vorhandenen Doppel-
elementen dagegen eine ,.elliptische* und endlich eine
»parabolische*, wenn die Doppelelemente sich in ein
Element vereinigt haben.
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Sind M, N die Doppelpunkte einer Punktinvolution,
wéhrend A, A', B, B' usw. Paare von zugeordneten
Punkten, so folgt aus Satz 20 (S. 81), der hier ja auch gilt,

(MNA A) = (MNA'A) = konst. = k.
Es ist aber nach 24., Gleichung (3)

(mna'a>= (meW
also
(MNA AY2= 1.

Als Wert des DoppelVerhéltnisses (MNAA") ergibt
sich daraus —1, dader Wert-f-1nicht zuldssig (25. Aufg. 3.);
es ist also k = — 1 und A un4 A' liegen harmonisch
zu M und N, ebenso B und B' usw. Allgemein kann
man beweisen

Satz 23. ,,Eine Involution besteht aus all den Paaren
von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, (die
reell oder imaginér sein kénnen), harmonisch trennen.“

Gibt man sich also z. B. irgend zwei Gerade m und n,
die sich in S schneiden, so kann man zu jedem be-
liebigen Strahle a des Biischels S einen Strahl a' kon-
struieren, derart, da a und a' das Strahlenpaar m, n har-
monisch trennen. Alle diese Strahlenpaare a, a' bilden
eine Strahleninvolution.

Irgend eine nicht durch S gehende Gerade wird von
derselben in einer Punktinvolution geschnitten, wie uber-
haupt aus involutorischen Gebilden durch Projizieren und
Schneiden wiederum solche Gebilde hervorgehen.

L4Rt man m und n oder allgemein die Doppelelemente
einer Involution zusammenfallen, so mu3 von den beiden
Elementen eines jeden Paares der Involution eines sich
stets mit diesem Doppelelement vereinigen. In einer
solchen parabolischen (uneigentlichen) Involution ent-
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spricht daher dem Doppelelement jedes Element des
Trégers. Man beachte diesen Unterschied im Yergleich
zur parabolischen Projektivitat.

§ 18. Die Punktinvolution.

Die verschiedenen Typen.

50. Hat man eine Punktinvolution auf einer Geraden,
so kann man auch zum unendlich feinen Punkt 0" ihres
Tragers sich den entsprechenden Punkt O verschaffen.
Dieser Punkt 0 heiflt der Mittelpunkt der Involution.
Weitere Paare entsprechender Punkte seien A, A, B, B'
usw. Dann gilt die Relation

(AB0O") = (A'B'O'0O),
da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller Fall
der projektiven. Rechnet man die Ausdriicke aus und
beachtet, daB 0' im Unendlichen liegt, so ergibt sich
AO «A'O = BO «B'O.

Demnach muB dies Produkt, gebildet flr irgend zwei
entsprechende Punkte, immer den gleichen Wert haben.
Bezeiclmen wir denselben mit ¢, so sind folgende Falle
maoglich:

1) c positiv, also etwa ¢ = d2. Dann missen di
Strecken AO und A'O, BO und B'O usw. stets gleich-
gerichtet sein, da ihr Produkt positiv*). Es liegen also
entsprechende Punkte A, A" usw.immer aufdergleichen
Seite von 0, beide rechts oder beide links vom Mittelpunkt
0 (Fig. 30a). In der Entfernung d vom Mittelpunkt
finden wir rechts und links die Doppelpunkte dieser
hyperbolischen Involution.

*) Wir wahlen auf dem Tréager der Involution eine
Richtung als die positive.
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2) ¢ negativ, so dal ¢ = — d2. Dann misse
entsprechende Punkte wie A, A' usw. stets auf ver-
schiedenen Seiten von O liegeny der eine rechts, der
andere links vom Mittelpunkt (&g. 30 b). Die Involution
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch.

3) ¢ = 0 liefert den Ubergangsfall. Soll das Produl
A0 «A'0 stets Null sein, so muB von den zwei Punkten
A, A' usw. immer einer nach 0 fallen. Jedem Punkte
des Trégers entspricht also der Mittelpunkt 0 und in
diesen rucken gleichzeitig die beiden Doppelpunkte. Dies
ist eine parabolische Involution.
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Aus 1) und 2) ergibt sich noch die Eegel: Wenn die
beiden Punktpaare A, A'und B, B'sichtrennen, so existieren
keine Doppelpunkte (Fig. 30b); wenn aber eine der
Strecken A A'und B B ' ganz innerhalb oder ganz auRerhalb
der adndern liegt, so sind reelle Doppelpunkte vorhanden
(Fig. 30 a).

Geometrische Erzeugung einer Punktinvolution.

51. Sind zwei Punktpaare A,A', B, B' einer Punkt-
involution gegeben (Fig. 30 a oder 30b), so legen wir
durch einen beliebigen Punkt P und durch A und A’
sowie durch P, B und B' je einen Kreis. Diese beiden
Kreise schneiden sich zum zweitenmal in einem Punkte
Q. Die Verbindungslinie PQ trifft den Tré&ger der In-
volution in einem Punkte 0. Alle Kreise, die durch P
und Q gehen, bilden einen ,Kreisbischel“. Schneidet
irgend einer dieser Kreise den Tréger in den Punkten C
und C', so ergibt sich nach plauimetrischen Satzen

OP.0OQ = OA-OA/= 0OB-0B'= 0C-0C".

Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreisbischel
den Tréger g schneidet, die gegebene Punktinvolution.
O ist der Mittelpunkt derselben. Trennen sich die Punkt-
paare A A', B,B' nicht wie in Figur 30a, so gibt es
in dem Buschel auch zwei Kreise, welche den Tréager
beriihren. Die Beruhrungspunkte sind die Doppelpunkte
M, N der Involution. In der Figur 30 b, wo die Punkt-
paare A,A', B,B" sich trennen, existieren keine Doppel-
punkte. Umgekehrt wird jeder Kreisbischel von irgend
einer Geraden seiner Ebene in einer Punktinvolution ge-
schnitten, die jedem der drei genannten Typen angehdren
kann. Legt man die Gerade durch P oder Q, so erhélt
man auf ihr als Schnitt mit dem Kreisbische] eine para-
bolische Involution.
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§ 19. Die Strahleninvolution.

Das rechtwinkelige Strahlenpaar einer
Strahleninvolution.

52. War fur die metrische Behandlung der Punkt
involution der Mittelpunkt derselben von Bedeutung, so
kénnen wir bei einer Strahleninvolution immer ein
Strahlenpaar finden, dessen beide Elemente aufeinander
senkrecht stehen.

Fig. 31 a.

In der Tat ist im Punkte S eine Involution gegeben
durch die Strahlenpaare a, a' und b, b', so schneiden
wir mit einer beliebigen Geraden g diese Strahleninvolution
in einer Punktinvolution A, A', B, B' (Pig. 31a und 31b).
Durch die Punkte S, A, A' sowie durch S, B, B'
zeichnen wir bzw. Kreise, die sich zum zweitenmal in
P begegnen. Dann kénnen wir die Punktinvolution auf
g auch vermittels des Kreisbiischels durch S und P er-
zeugen. In diesem findet sich aber stets auch ein Kreis,
der seinen Mittelpunkt auf g hat. Begegnet dieser der
Geraden g in X und X', so werden diese beiden Punkte
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aus S durch ein Strahlenpaar x , x' der Strahleninvolution
projiziert, das einen rechten Winkel einschlief3t.

In Figur 31a sind die Doppelpunkte M und N der
Punktinvolution auf g konstruiert, indem nach 51. vom
Schnittpunkt 0 aus an einen der Kreise des Bischels
die Tangente gezeichnet -wurde. Nach ihnen laufen die
Doppelstrahlen m und n der Strahleninvolution; die
Stralden x, x' halbieren nach Aufgabe 6 die Winkel von

m und n. Es gilt ferner auch (vgl. Aufgabe 10) die

Relation

tg(xa)-tg(xaO = tg(xb) «tg(xb")... =mtg2(xm) = tg2(xn)
= konst.

Die Rechtwinkelinvolution.

53. Errichtet man zu den Strahlen a, b, ¢ eine
Bischels in dessen Mittelpunkte S die Senkrechten a',
b, ¢ . . (Fig. 32), so sind die Buschel a, b, c ...
und a\, v, c¢' ... projektiv. Sie stehen aber weiter in
involutorischer Beziehung. Denn dem Strahle a', ge-
nommen als Strahl d, entspricht wieder a als Element d'.
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Diese Paare rechter Winkel bilden eine Strahleninvolution,
die man als rechtwinkelige Strahleninvolution, als ,zir-
kulare* oder kurz als ,,Eechtwinkelinvolution® bezeichnet.
Selbstverstdndlich hat sie keine reellen Doppelstrahlen.

Zwei Paare rechtwinkeliger Strahlen a, a'und b, b’
bestimmen jedenfalls eine Involution. Schneiden wir
sie durch eine Gerade g in der Punktinvolution A, A', B,B'
(Fig. 32) und legen abermals durch S, A, A' sowie

Fig. 32

durch S, B, B' je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt P
dieser Kreise liegt dann symmetrisch zu S in bezug
auf g, und alle Kreise des dadurch bestimmten Kreis-
buschels haben ihre Mittelpunkte auf dieser Geraden.
Folglich wird irgend ein Strahl c der Involution auf dem
ihm zugeordneten c' senkrecht stehen. Es folgt daher

Satz 24. ,Eine Strahleninvolution besitzt stets ein
Strahlenpaar, dessen Strahlen aufeinander senkrecht
stehen. Treten aber in einer Involution zwei Paare
zueinander rechtwinkeliger Strahlen auf, so steht jeder
Strahl auf dem ihm entsprechenden senkrecht, die In-
volution ist eine Eechtwinkelinvolution.*
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§ 20. Die Involutionen beim vollstdndigen Viereck
und Vierseit. Transversalen beim Dreieck.

Schnitt einer Geraden mit einem vollstdndigen
Viereck.

54. Ist ein vollstdndiges Viereck E, F, G, H gegeber

und irgend eine Gerade g, so schneidet dieselbe die drei
Gegenseitenpaare 1, F. m,
m', n, n' des Vierecks in
drei Punktpaaren L, L'
I, M, N, E' (Fig. 33),
von denen wir zeigen
wollen, daB sie einer In-
volution angehdren.

Bezeichnen wir den
Schnittpunkt von EG und
FH mit X und projizieren
die Punkte E, X, G, E'
zuerst aus F, dann aus H
auf g, so ergibt sich
(EXGNO = (LEITE?) = (MEL'E"),
folglich
(LNM'N") = (MEL'NO = (L'E'MN).

Mithin gibt es eine projektive Beziehung, in der den
Punkten L, E, M', E' der Reihe nach die Punkte L', E',
M, E zugeordnet sind, und diese muB eine involutorische
sein, da sich die Punkte E und E' in doppelter Weise
entsprechen (Satz 20 S. 81). Damit ist bewiesen der von
Desargues (1639) herruhrende

Satz 25. ,Die drei Paare von Gegenseiten eines voll-
standigen Vierecks werden von irgend einer Geraden
in drei Punktpaaren einer Involution geschnitten.*
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Wéhlen wir die schneidende Gerade speziell so, dal
sie durch zwei Nebenecken des vollstdndigen Vierecks
hindurchgeht, z. B. durch L und M (28. Fig. 16), so ver-
einigen sich in L und M je zwei entsprechende Punkte
der Involution; also werden dies die Doppelpunkte der
ausgeschnittenen Involution und das letzte Paar von
Gegenseiten liefert ein Punktpaar, das zu M und N har-
monisch liegt (49. Satz 23); damit sind wir auf die Figur
zuriickgekommen, aus welcher wir friher die geometrische
Definition harmonischer Punkte ableiteten.

Aufgabe 21. Eine Punktinvolution auf einer Geraden
ist durch die Punktpaare L, L', M, M' gegeben; man
konstruiere zu einem beliebig angenommenen Punkte
N den entsprechenden N'.

Lésung. Unter Bezugnahme auf Satz 25 verschaffen
wir uns ein zweckmé&Rig gelegenes vollstdndiges Vier-
eck, indem wir durch N irgend eine Gerade ziehen,
auf ihr beliebig die Punkte F und H wahlen, ferner
die Geraden FL, FM', HL', HM zeichnen. Dann
schneiden sich FL und HM in E, FM' und IIL" in
G und die Verbindungslinie E G liefert in ihrem Schnitt-
punkt mit dem Trdger den gesuchten Punkt w . Diese
Konstruktion erfordert bloR das Ziehen von geraden
Linien, ist also der Natur der Aufgabe geméR eine rein
Hlineare®. ,

Fur das vollstdndige Vierseit 143t sich dann ohne
weiteres aussprechen
Satz 26. ,Die drei Paare von Gegenecken eines voll-

standigen Vierseits werden aus jedem Punkte seiner
Ebene durch drei Strahlenpaare einer Involution pro-
jiziert*

Aufgabe 22. Eine Strahleninvolution ist durch zwei
Strahlenpaare gegeben; zu einem beliebig ange-
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nominellen weiteren Strahle den entsprechenden zu
konstruieren und zwar lediglich mit Benutzung des
Lineals.

Aufgabe 23. Schneidet eine beliebige Gerade g die
Nebenseiten L L', MM', N N' eines vollstdndigen Vier-
seits in den Punkten X, Y, Z und ermittelt man zu X
den vierten harmonischen X' in bezug auf L, L', ebenso
zu M, M'und N, N' die vierten harmonischen Y', Z/,
so liegen X', Y', Z' wieder auf einer Geraden @'

Zum Beweise bringe man g mit der Verbindungslinie
X'Y'in P zum Schnitte und betrachte die Strahleninvolution,
durch welche die Gegeneckenpaare aus P projiziert werden.
L&kt man g ins Unendliche riicken, so folgt daraus der
Satz von GauB: Die Mitten der Strecken LL', MM', NN/,
welche von den Gegeneckenpaaren eines vollstandigen
Vierseits gebildet werden, liegen auf einer Geraden.

Séatze lUber das Dreieck.

55. Ist ein Dreieck ABC gegeben und in seiner
Ebene ein Punkt P sowie eine Gerade p, so wollen wir
P aus den Ecken auf die Dreiecks-
seiten projizieren nach At, Bx, CL
(Eig. 34) und anderseits p mit den
Dreiecksseiten in A', B', C' zum
Schnitt bringen. Auf jeder Drei-
ecksseite liegen also vier Punkte.

Projizieren wir dieselben aus P auf
die Transversale p und treffen
PA, PB, PC in A, B, C diese
Gerade, so ist
(ABC1C") = (ABCC)
(BCAj A) =(BCAA)
(CAB1B/) = (CABB)).
Doehlemann, Projektive Geometrie. (
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Fiahren wir auf der rechten Seite die Ausdricke fir die
Doppelverhdltnisse ein und bilden das Produkt, so ergibt

sich
BC'-CA'- AB’

(1) (ABC1C/(BCA1A/)(CABI1B/) = AC'-BA'-CB'-

Nun werden aber die drei Gegenseitenpaare des voll-
standigen Vierecks ABCP von p in den Punkten

AA', BF, CC

geschnitten, die folglich einer Involution angehéren, und
es gilt (vgl. 48. S. 87) die Beziehung

2 AB'-BC'-CA'
A'B-B'C-C'A
Demnach wird in (1)
3) (ABC! C) (BCALA") (CABjB') = — 1.

Dieser Zusammenhang besteht zwischen den drei
Doppelverhéltnissen, wobei der Punkt P und die Ge-
rade p noch beide ganz willkirlich angenommen werden
konnten. Haben zwei dieser Doppelverhéltnisse den Wert
— 1, so ergibt sich folglich fir das dritte der gleiche
Wert, so dal damit bewiesen

Satz 27. ,Projiziert man einen Punkt Q aus den Ecken
eines Dreiecks auf dessen Seiten und konstruiert auf
jeder Seite den vierten harmonischen dieses Punktes
in bezug auf die beiden Dreiecksecken, so liegen diese
auf einer Geraden g.“

Diese Gerade heil’t die ,Harmonikale* des Punktes Q
und umgekehrt gehért zu jeder beliebig angenommenen
Geraden g ein solcher Punkt Q.

56. Schreiben wir die Gleichung (3) in der Form
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so zeigt sich, daR der erste Klammerausdruck bloR vom
Punktu P, der zweite lediglich von der Geraden p ab-
U&ngt. Wahlen wir nun als Gerade p die unendlich
lerne Gerade, so werden fir diese die drei Quotienten

}3<-}, g(;:-"o‘ﬁ) AB Ieé der Einheit gleich, also ist auch
(5) Mi.MI.MI=_1

W BCt CAi ABj

oder

(5a) AC1-1l1A1-CB1= — BCi-AB~"CA.I.

Damit haben wir den Satz des Ceva (1678) erhalten:
Satz 28. ,Schneiden die durch einen Punkt gehenden
Ecktransversalen eines Dreiecks ABC die Gegenseiten
in At , Bx, Cx, so gilt die Beziehung
ACt BAi CB1 = _ 1(l
BC, CAX ABi

Es gilt aber auch die Umkehrung:

»Treffen drei Ecktransversalen eines Dreiecks ABC
in At Bj, Cjl die Gegenseiten und ist die Beziehung
(5) eiidllt, soschneiden sich die drei Linien AA,, BB1,
CC» in einem Punkte.”

Dcrm projizieren wir den Schnittpunkt von AA, und

BB1 aus C nach C(, so liefert der obige Satz:
ACi BAi CB,_
BCiCAMNABi — ’
so daf in Verbindung mit (5)
ACt  ACf
BCN —~BCj’
also muf Ci mit C, zusammenfallen. Die Vorzeichen er-
halten wir am sichersten, indem wir in der Gleichung (5)
die Vorzeichen der drei Teilquotienten bestimmen.
7*
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Verbinden wir endlich noch (5) mit (4), so ergibt
sich
iRt — — ' - -
{’ AG' 'BA'*CB'
oder der Satz des Menelaos (100 nach Chr.):

Satz29. ,Schneidet eine beliebige Transversale die Seiten
eines Dreiecks AB Cin A', B', C, so gilt die Beziehung
BC' CA/ AB' _
AG'' BA7' CB7~

oder
BC'eCA'sAB'= AC'*BA'-CB'*“
und umgekehrt:
»Enthalten die Seiten eines Dreiecks drei Punkte A',
B', C' und gilt die Beziehung (6), so liegen diese drei
Punkte auf einer Geraden.*
Diese Umkehrung beweist man -ganz &hnlich, wie die
des Satzes von Ceva.

Aufgabe 24. Man beweise, dalR sich in jedem Dreieck

a) die drei Seiten-Halbierenden,
b) die Winkel-Halbierenden,
¢) die drei Héhen

je in einem Punkte schneiden.

Aufgabe 25. Einem Dreieck ABC ist ein Kreis um-
schrieben und die Tangenten des Kreises in den Eck-
punkten werden mit den Gegenseiten zum Schnitt ge-
bracht. Man beweise, dal diese drei Punkte auf einer
Geraden liegen (Gerade von Lemoine).



V. Abschnitt

Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver
Grundgebilde erster Stufe.

§21. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen
Ebene gelegener Strahlenbuschel.

Die Erzeugung neuer Gebilde.

57. Im bisherigen haben vir uns damit beschéftigt,
die einformigen Grundgebilde projektiv aufeinander oder
auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften solcher
Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber nicht unser
Endzweck; vielmehr wollen wir jetzt projektive Grund-
gebilde erster Stufe dazu benutzen, um aus ihnen neue
geometrische Gebilde abzuleiten. In zwei projektiven
Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln einander zu-
geordnet. Wenn nun zwei solche einander entsprechende
Elemente vermdge der Operationen des Projizierens oder
Schneidens ein neues Element festlegen, so bestimmen
die beiden projektiven Grundgebilde — vorausgesetzt,
dal man alle die unendlich vielen entsprechenden Ele-
mente zusammen nimmt — eine unendliche Anzahl neuer
Elemente, also ein neues geometrisches Gebilde, das wir
als ,,Erzeugnis“ der projektiven Grundgebilde bezeichnen.

Hat man z. B. zwei projektive Strahlenbuschel, die
in einer Ebene gelegen sind, so kann man jeden Strahl
des einen Biischels mit dem ihm entsprechenden des &ndern
Biischels zum Schnitt bringen und man erhélt so zunéchst
lauter einzelne Punkte, die aber um so mehr einen un-
unterbrochenen Linienzug, also eine ,,Kurve* bilden werden,
je mehr man die Strahlen in den Bischeln verdichtet.
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Zwei beliebigim Baume gelegene projektive Strahlen-
buschel dagegen wirden znnéchst kein neues Gebilde ,,er-
zeugen®, weil zwei im Raum befindliche Gerade kein neues
Element festlegen.

Hat man zwei projektive Punktreihen, so kann
man jeden Punkt mit seinem entsprechenden durch eine
Gerade verbinden und erhdlt so als Erzeugnis ein System
von unendlich vielen Geraden. Dies ist méglich, gleich-
gultig, ob die Punktreihen in einer Ebene liegen oder be-
liebig im Raume. Das Erzeugnis ist freilich in beiden
Fallen ein ganz verschiedenes. Denn bei der ersten An-
nahme liegen alle diese Verbindungsgeraden in der gleichen
Ebene, bei der zweiten sind sie im Raume angeordnet. Auf
diese Weise kannman neue geometrische Gebilde erzeugen,
und dies sind gerade die einfachsten und wichtigsten der
Geometrie und die namlichen, zu denen mau auch durch
die anderen mathematischen Untersuchungsmethoden ge-
fihrtwird. Wir betrachten zunéchst das Erzeugnis zweier
projektiver Strahlenbiischel in der gleichen Ebene. Dies
ist, wie bereits erwéhnt, eine Kurve. Daher missen wir
einige auf diesen Gegenstand sich beziehende Bemerkungen
vorausschicken.

Ordnung und Klasse einer Kurve.

58. Unter einer ,ebenen Kurve“ oder kurz einel
»Kurve* wollen wir einen ununterbrochenen Linienzug
verstehen, dessen einzelne, alle in einer Ebene befind-
liche Punkte sich nach einem mathematischen Gesetze
bestimmen*). In der rechnenden (analytischen) Geometrie

*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen,
wie sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, kdnnen wir
hier nicht eingehen.
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teilt man die Kurven ein nach der Natur der Gleichung,
durch welche sie, etwa in rechtwinkeligen Koordinaten
X, Yy, dargestellt werden. Diese Gleichung kann durch
eine ,transzendente“ Funktion der Yariabeln gegeben
werden — ,transzendente Kurven®, oder durch eine ,al-
gebraische* Funktion — ,,algebraische” Kurven. Die Auf-
gabe, die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit
einer Kurve zu bestimmen, fihrt dann auf eine Gleichung,
deren Wurzeln, sofern sie reell sind, die geometrisch in
die Erscheinung tretenden Schnittpunkte der Geraden mit
der Kurve liefern; etwaigen imagindren Wurzeln dagegen
entsprechen keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte.
Ist die Kurvengleichung transzendent, so erhalt man
auf einer beliebigen Geraden im allgemeinen unendlich
viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung
fir die Schnittpunkte dann transzendent sein wird. Liegt
eine algebraische Kurvengleichung vor vom Grade n
(bei der also die Summe der Exponenten von x und y in
jedem Term n nicht Gbersteigt, aber mindestens einmal
erreicht), so ist auch die Gleichung zur Bestimmung der
Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden algebraisch
und vom nten Grad. Diese Zahl n nennen wir die
,Ordnung* der Kurve ohne Ricksicht darauf, ob die
Waurzeln der letzteren Gleichung reell oder (paarweise)
komplex sind. Natirlich kann dann auch die Zahl der
reellen Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer
solchen Kurve nter Ordnung nie gréRer, sondern hdchstens
= n sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt-
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden.
Es kann vielmehr Vorkommen, daB, n z. B. als gerade
vorausgesetzt, eine beliebige Gerade immer nur n — 2
oder n — 4 usw. reelle Schnittpunkte mit der Kurve
nter Ordnung liefert.
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Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu ge-
langen, sei P ein Punkt einer Kurve, P, ein anderer Punkt
derselben. Der Punkt Pj ruckt auf der Kurve gegen P
hin. Dann kann man immer die Verbindungslinie PP,
zeichnen. Je mehr sich nun P, dem Punkte P nahert,
um so mehr nimmt die Verbindungslinie PP1 eine be-
stimmte Grenzlage, die der Tangente in P, an, die er-
reicht wird, wenn Pj mit P zusammenfallt. Die Diffe-
rentialrechnung lehrt durch die Rechnung diese Tangente
zu ermitteln, sofern die Punktion, deren geometrisches
Bild die gegebene Kurve ist, die ndtigen Voraussetzungen
erfullt. Eine Kurve bestimmt also auch eine unendliche
Anzahl von geraden Linien, ihre Tangenten. Jede Tangente
berlihrt im ,,Berihrungspunkt” die Kurve.

Ist umgekehrt eine Reihe von unendlich vielen Ge-
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander
folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die von
diesen Geraden als Tangenten ,,umhallt* wird (Fig. 35).
Halten wir eine der Geraden, etwa t fest, und wahlen
eine zweite, etwa tj, naher und n&her an t, so ndhert
sich der Schnittpunkt von t und tj mehr und mehr einem

bestimmtenPunktauf
t, den er erreicht,
wenn tj mit t zu-
sammenfallt. Dieser
Punkt ist der Beriih-
rungspunkt T von t
mit der umhillten
Kurve. Vondendurch
T andie Kurve gehen-
den Tangenten haben
sich also zwei in der
Fig. & Tangente t vereinigt,



§ 21. Das Erzeugnis zweier Strahlenbdischel. 105

Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen Kurve
zu bestimmen, die durch einen beliebigen Punkt P in der
Ebene der Kurve gehen (Fig. 35), fihrt rechnerisch auf eine
gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung bezeichnet
man als die ,,Klasse“ der Kurve und zwar in rein analy-
tischem Sinne, also ohne Rucksicht auf die Realitat dieser
Tangenten. Diese Zahl ist dann auch wieder eine obere
Grenze fur die Anzahl der reellen Tangenten, die durch
einen Punkt an eine Kurve gehen kénnen. An eine Kurve
vieT Klasse kénnen also auch von keinem Pimkte aus mehr
als v reelle Tangenten gezogen werden.

Die Kurve 2. Ordnung.

59. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro-
jektiver Strahlenbiischel S und Sx in der gleichen Ebene.

Die projektive Beziehmag derselben sei festgelegt durch
die drei Paare entsprechender Strahlen a,al5 b,bx, c,c;
welche sich bezuglich in A, B, C, schneiden (Fig. 36)*).
Um weitere Punkte der von den Biischeln erzeugten Kurve
zu erhalten, konstruieren wir noch andere entsprechende

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an.
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Strahlen der beiden Buschel nach der in 33. (Fig. 23)
gegebenen Methode. Wir wahlen zwei Gerade g und g.
beliebig durch A, bringen g mit a, b, c in A, B, C, gx
mit Bj, hu Qi in Ax, Bj, Cx zum Schnitt; dann liefern
BB1 und CC1 in ihrem Schnittpunkt das Zentrum P der
Perspektivitat fur die Punktreihen auf g und g1.

Zu einem beliebigen Strahl d des Bischels S finden
wir dann den entsprechenden dx im Bischel Sx gemaéii
der Vorschrift, daB der Schnittpunkt D von d und g mit
dem Schnittpunkt 1), von dt und gx auf einer Geraden
durch P liegen muB. Die Strahlen d und dt schneiden
sich in einem weiteren Punkt D der erzeugten Kurve,
die wir kurz mit k2 bezeichnen wollen und von der wir
auf diese Weise beliebig viel Punkte zeichnen konnen.

Wirbehaupten nun, dafl auch die Biischelmittelpunkte
S und St auf der k2 liegen. Denn betrachten wir den
Verbindungsstrahl S'S, als einen Strahl des Buschels S,
weswegen er mit e bezeichnet werden mdge, so entspricht
ihm der in der Figur gezeichnete Strahl ex und es er-
scheint S, als Schnitt der entsprechenden Strahlen e und
ex, also liegt Sx auf der erzeugten Kurve. Ebenso kann
SSX aber auch als Strahl des Biischels Sx, also als ein
Strahl fx betrachtet werden, wonach ihm der in der
Figur konstruierte Strahl f entspricht. S ist jetzt Schnitt-
punkt der entsprechenden Strahlen f und fx, mithin eben-
falls ein Punkt von k2.

Die Kurve k2 ist ferner von der 2. Ordnung, d. h.
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im allgemeinen in
zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren wir
in einer eigenen, neuen Figur die Schnittpunkte A,
B, C von 1 mit den Strahlen a, b, ¢ und die Schnitt-
punkte A,, Bt, Cj von 1mital, bt, cx. Denken wir uns
die beiden projektiven Buschel S und Sx mit 1geschnitten,
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so sind die auf 1 entstehenden Punktreihen A, B, C ...
und Ax, Bx, Ct ... ebenfalls projektiv. Ist M ein Doppel-
punkt dieser beiden Punktreihen, so schneiden sich in
ihm entsprechende Strahlen SM und SxM der beiden
Bischel, folglich liegt ein solcher Doppelpunkt auf der k2
Andererseits muB ein Schnittpunkt von 1 mit k 2notwendig
einen Doppelpunkt der projektiven Punktreihen liefern.
Folglich liegen auf der Geraden 1 so viel Schnittpunkte
mit der Kurve k2 als Doppelpunkte der beiden projektiven
Punktreihen vorhanden sind, d. h. zwei, die naturlich reell
oder nicht vorhanden (imagindr) oder in einem Punkte
vereinigt sein konnen. Die Kurve k2 ist also von der
2. Ordnung. Wir nennen sie wohl auch eine ,Punkt-
reihe 2. Ordnung“. Die wirkliche Durchfiihrung der
Konstruktion der Schnittpunkte auf 1 folgt spéter als
Aufgabe 26 (S. 112).

Kehren wir nun wieder zu der Figur 36 zurlck.
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also mit
der k2 aufRer S noch einen Punkt gemein und zwar
ist dies der Punkt D, wo d von dem entsprechenden
Strahl dx getroffen wird. Betrachten wir nun aber den
Strahl f, so wird dieser Strahl von dem entsprechenden
Strahl fx wieder in S getroffen: es fallen mithin fir den
Strahl f die beiden Schnittpunkte mit der k2 nach S,
demnach ist f die Tangente in S an die Kurve k2. Ebenso
folgert man, daB der Strahl ex die Kurve k2in S, berihrt.

Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem
Satz 30. ,Das Erzeugnis zweier projektiver, in der

gleichen Ebene befindlicher Strahlenbiischel ist eine
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Bischel-
mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs-
strahl der Mittelpunkte bezlglich entsprechen.
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W eitere Sétze Uber die Kurve 2. Ordnung.

60. Die Punkte S und St nahmen bis jetzt ein
ausgezeichnete Stellung ein gegentber den anderen Punk-
ten der k2. Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve keine
besondere Rolle, vielmehr konnen, wie wir jetzt zeigen
wollen, irgend zwei beliebige Punkte von k2 als Mittel-
punkte projektiver Buschel genommen werden, welche
die Kurve k2 erzeugen.

Es seien wieder (Fig. 37) diebeidenprojektiven Strahlen-
buschel S und §j
gegeben durch die
Strahlenpaare a, al,
bjbj, c, ct, welche
die Punkte A, B, C
liefern, ferner seien
durch A die Hilfs-
geraden g und g, ge-
zeichnet und das Zen-
trum P der Perspek-
tiven Punktreihen auf

Fig. 37. g und gx konstruiert.
Wenn wir dann SP
ziehen, so ist der Schnittpunkt T von SP mit gx ein
Punkt der erzeugten Kurve k* und ebenso der Punkt R
in welchem g von S: P getroffen wird. Die Richtigkeit
dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die Be-
merkung, daf ST und S,T, ebenso SR und S, R gemaR
unserer Konstruktion entsprechende Strahlen t, tx bzw.
r, rx sind. — Man erhélt dann die ndmliche projektive
Beziehung der Buschel S und Sj., also auch die gleiche
Kurve k2, wenn man statt von den Strahlenpaaren a,aj,
b,bl; c, ¢, ausgeht von den drei Strahlenpaaren b,bx.
r,rt, t, tj.
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Wir denken uns nun, wir hatten die Kurve k2, aus-
gehend von den projektiven Bitschein Sund S, konstruiert.
Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte beliebig heraus,
die wir B, T, R nennen, wahrend die nach ihnen laufen-
den Strahlen der Biuschel S und Sx bzw. b, bt,t, t,, r, 1,
heilen mdgen, und stellen uns jetzt die Aufgabe, die
Figur 37 zu rekonstruieren, also zwei Gerade g und gj
zu finden, welche die Konstruktion der projektiven Be-
ziehung vermitteln.

Ziehen wir ST und S1R, so liefert ihr Schnittpunkt
einen Punkt P. Durch P wollen wir jetzt irgend eine
Gerade ziehen, welche die Strahlen b und bj beziglich
in B' und B{ trifft. Wir zeichnen den Schnittpunkt A’
von RB' und TBj. Bezeichnen wir die Geraden RA'
und TA' bzw. mit g' und g{, so kennen wir unter Be-
nutzung von P als Perspektivitdtszentrum die Buschel S
und St jetzt projektiv aufeinander beziehen, und diese
projektive Beziehung muR notwendig die gleiche sein,
wie die urspringlich gegebene, da sie in drei Paaren
entsprechender Strahlen b,b,, t, tt, r, r, mit ihr Gber-
einstimmt. Dann schneiden sich aber in A’ entsprechende
Strahlen der gegebenen projektiven Buschel, d. h. A’ liegt
auch auf der Kurve k2.

Nun war aber die Gerade durch P, welche B' und
B{ auf b und bt ausschnitt, noch ganz beliebig. Lassen
wir sie den Buschel P durchlaufen, so beschreiben B'
und Bi auf b und bt zueinander Perspektive Punktreihen.
Die Strahlen RB' und TBj, welche diese Punktreihen je
aus R und T projizieren, werden also projektive Strahlen-
buschel durchlaufen und entsprechende Strahlen dieser
Buschel schneiden sich immer in Punkten A' der Kurve
k2. Folglich werden die Punkte A' aus R und T durch
projektive Bischel projiziert.
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Die Rechnung zeigt nun ferner, daf die durch pro-
jektive Strahlenbiischel erzeugte Kurve die allgemeinste
Kurve 2. Ordnung ist. Wir haben also den
Satz 31. ,Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden

aus zwei beliebigen ihrer Punkte durch projektive
Strahlenbiischel projiziert.”

Zusatz 1. Da wir in den Bischelmittelpunkten S und
Sx nach 59. die Tangenten an die Kurve 2. Ordnung
konstruieren konnten, so ist es uns jetzt auch mdglich,
in einem beliebigen Punkt der Kurve die Tangente
zu zeichnen, indem wir den Mittelpunkt des einen er-
zeugenden Bischels in diesen Punkt verlegen.

Zusatz 2. Der Kreis ist auch eine Kurve 2. Ordnung
und besitzt die in Satz 31 zum Ausdruck gebrachte
Eigenschaft (44.), die wir librigens bei der Steinerschen
Konstruktion bereits benutzten (45.). Da aber diese
Konstruktion bloR diese Eigenschaft voraussetzte, so
konnten wir dazu statt des Kreises auch eine beliebige
Kurve 2. Ordnung benutzen.

Bestimmung einer Kurve 2. Ordnung.

61. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durct
projektive Bischel folgt auch leicht, daR es eine und nur
eine solche Kurve gibt, welche fiunf beliebig in einer
Ebene gelegene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 enthdlt Denn
wdhlen wir z. B. die Punkte 1 und 2 als Buschelmittel-
punkte, so mussen den Strahlen 13, 14, 15 der Reihe
nach entsprechen die Strahlen 23, 24, 25, wodurch die
projektive Beziehung der Bischel gerade festgelegt ist
Die Bischel 1 und 2 erzeugen dann die durch die finf
Punkte gehende Kurve 2. Ordnung. Es kann keine zweite
solche Kurve geben. Denn auch eine solche zweite Kurve
wirde aus 1 und 2 durch projektive Blschel projiziert
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und diese projektive Beziehung muR mit der eben be-
stimmten notwendig zusammenfallen, da sie drei Paare
entsprechender Strahlen mit ihr gemein hat. Also folgt

Satz 32. ,Durch funf beliebige Punkte einer Ebene
geht eine und stets eine Kurve 2. Ordnung.*

Fig. 38.

Wirden von den finf gegebenen Punkten drei, etwa
die Punkte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, so waren
die Strahlenbischel aus 1 und 2 perspektiv und die Ge-
rade p ware die Achse der Perspektivitdt. Das Erzeugnis
dieser Perspektiven Strahlenbischel 1 und 2 bestédnde
zunéchst in der Geraden p, da sich ja entsprechende
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Strahlen stets auf p begegnen. Weiter gehdrt aber auch
die Verbindungslinie 12 der Bischelmittelpunkte diesem
Erzeugnis an. Denn in ihr fallen zwei entsprechende
Strahlen derperspektivenBuschel ihrerganzen Ausdehnung
nach zusammen, so dal jeder Punkt dieser Linie als
Schnittpunkt dieser beiden entsprechenden Strahlen der
Perspektiven Blschel betrachtet werden kann. Bei per-
spektiven Buscheln besteht also das Erzeugnis in zwei
geraden Linien, die Kurve 2. Ordnung ist, wie man sich,
ausdrickt, ,zerfallen“ nnd zwar in zwei Gerade, d. h.
zwei Kurven 1. Ordnung.

Aufgabe 26. Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben durch
die funf Punkte 1, 2, 3, 4, 5; die Schnittpunkte mit
einer Geraden 1 zu konstruieren.

Losung. Wir fuhren den in 59. angegebenen Gedanken-
gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als Mittel-
punkte der die Kurve erzeugenden Buschel genommen
(Fig. 38); die Punktreihen, welche die gegebene Ge-
rade 1 auf diesen Bischeln ausschneidet, projizieren
wir aus S auf den gezeichnet vorhegenden Hilfskreis.
Die Steinersche Konstruktion liefert dann die verlangten
Schnittpunkte M und N.

Aufgabe 27. In den Punkten 1 und 4 die Tangenten
an die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren.

Loésung. Siehe Zusatz 1 von 60.

§ 22. Der Satz von Pascal.

Gegenseiten eines Sechsecks.

62. Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene kanr
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Ver-
teilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend einer An-
ordnung auf die sechs Punkte, so ist dadurch das Sechseck
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12 345 6 festgelegt, dessen Ecken in der Reihenfolge
der Ziffern durchlaufen werden. In einem solchen Sechs-
eck, dessen Seiten sich im Ubrigen noch ganz beliebig
schneiden durfen, kann man dreimal je zwei Seiten ein-
ander zuordnen, namlich die Seiten 12 und 45, dann 23
und 56, endlich 34 und 61. Wir nennen die zwei Seiten
eines solchen Paares, zwischen denen immer vier Seiten
des Sechseckes gelegen sind, ,,Gegenseiten. Schneiden sich
12 und 45 inX, 23 und 56 inY, 34 und 61 in Z, so sind
also X, Y, Z die Schnittpunkte der Gegenseiten und flr
jede Numerierung kann man diese drei Punkte konstruieren.

Das einer Kurve 2. Ordnung eingeschriebene
Sechseck.

63. Betrachten wir jetzt in Figur 37 das Sechsecl
der auf der Kurve k2 gelegenen Punkte ATSBStR, das
wir in dieser Reihenfolge mit 12345 6 numerieren. Dann
sind in ihm Gegenseiten AT und BSt, ferner TS und StR,
endlich SB und RA. Die Schnittpunkte dieser Gegen-
seiten sind der Reihe nach B1; P, B und nach der Figur
liegen diese drei Punkte auf einer Geraden. Yermoge
dieserEigenschaft fandenwir ja immer anderePunkte M ...
der Kurve k2. Die sechs Punkte A, T,..., R kbénnen
aber als sechs beliebige Punkte auf der Kurve 2. Ordnung
betrachtet werden. Wirde man sie in irgend einer anderen
Weise numerieren, so konnte man auch wieder die Punkte,
auf welche die Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der
die Kurve erzeugenden Strahlenbiischel nehmen, die Punkte
mit den Ziffern 2 und 6 liehen wir die Rolle der Punkte
R und T spielen usw. Wir erhalten dann ein neues
Sechseck, aber auch in diesem missen wiederum die
Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen;
demnach ergibt sich der

Doehlemann, Projektive Geometrie. 8
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Satz 33. ,Sind sechs beliebige Punkte auf einer Kurve
2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in irgend
einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die drei
Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechsecks auf
einer Geraden.*

Dies ist der wichtigste Lehrsatz von Pascal, den dieser,
16 Jahre alt, im Jahre 1640 veroffentlichte. Ein Sechs-
eck, in dem die Gegenseitenschnittpunkte auf einer Ge-
raden liegen, heillt auch ein Pascalsches Sechseck und
diese Gerade die Pascalsche Linie (P. L.).

Wenn ferner bei der in 60. gegebenen Konstruktion
die Punkte A, ..., die man fir verschiedene durch P
gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 2. Ordnung
k2 lagen, so liefert dieses offenbar den
Satz 34. ,Gehdren in einem Sechseck, das irgendwie

numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten einer

Geraden an, so liegen die sechs Ecken des Sechsecks

auf einer Kurve 2. Ordnung.”

Es geht also die durch fiinf der Ecken des Sechseckes
bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst auch durch
die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pascalsches Sechs-
eck ist mithin stets einer Kurve 2. Ordnung eingeschrieben.
Wenn ferner bei irgend einer Numerierung in einem
Sechseck die Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Ge-
raden liegen, so hat das Sechseck diese Eigenschaft bei
jeder moglichen Numerierung.

Spezialisierungen des Pascalschen Satzes.

64. Aus dem Satze von Pascal kdnnen wir noc
andere, speziellere S&tze ableiten. Lassen wir von den
Ecken des der Kurve eingeschriebenen Sechsecks die
Ecke 2 der Ecke 1 auf der Kurve ndaher und naher riicken,
so fallt schlieflich 2 mit 1 zusammen, so daB man bloR



§ 22. Der Satz von Pascal. 115

noch ein Fiinfeck hat, als Yerbindungsseite 12 aber mussen
wir die Tangente in 1 betrachten. Wie sich der Pascal-
sche Satz dann modifiziert, dirfte aus Figur 39a zu ent-
nehmen sein.

Ebenso kdnnen wir zweimal zwei Ecken des Sechs-
ecks zusammenriicken lassen und erhalten dadurch zwei
in den Figuren 39b und 39c dargestellte Sétze.

Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen,
so ergibt sich der in Figur 39d zur Anschauung gebrachte
Satz 35. ,Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung einge-

schriebenes Dreieck, so liegen die Schnittpunkte jedei
Dreiecksscitemit der Tangente in dergegentberliegenden
Ecke in einer Geraden.”

8*
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Anwendungen des Pascalscken Satzes.

65. Der Satz von Pascal gab seiner Ableitung nacl
nur einen anderen, bequemeren Ausdruck fir die Kon-
struktion, vermittels welcher man entsprechende Strahlen
in den eine Kurve 2. Ordnung erzeugenden projektiven
Strahlenblscheln fand. Br kann daher auch benutzt
werden, um von einer solchen Kurve, sofern sie irgend-
wie, z. B. durch fiinf Punkte, bestimmt ist, weitere
Punkte zu konstruieren. W ir lassen die beiden Aufgaben
1. Grades folgen, deren Losung der Pascalsche Satz
leistet.

Aufgabe 28. Funf Punkte einer Kurve 2. Ordnung
sind gegeben, sowie durch einen dieser Punkte eine
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung.

Losung. Der Punkt, durch den die gegebene Gerade 1
geht, sei mit 1 bezeichnet
(Fig. 40), der zweite ge-
suchte Schnittpunkt auf 1

j sei 2, s0 dall also die Seite

*1 2 jedenfalls mit der Ge-
raden 1 zusammenfallt; die
Ubrigen gegebenen Punkte
mogen mit 3, 4, 5, 6 be-
zeichnetwerden. Das Sechs-
eck, welches der gesuchte

Punkt 2 mit den gegebenen Punkten bildet, ist ein

Pascalsches. Die Pascalsche Linie (P. L.) kdnnen wir

konstruieren als Verbindungslinie der Punkte X und Z,

wobei X Schnittpunkt von 1 2 und 4 5, Z Schnitt-

punkt von 3 4 und 6 1. Auf ihr missen sich auch
schneiden 2 3 und 56. Die letztere Linie liefert also

Fig. 40.
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auf der P. L. den Punkt Y und 3Y schneidet den
gesuchten Punkt 2 auf 1 aus.

Aufgabe 29. Von einer Kurve 2. Ordnung sind flnf
Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente an
die Kurve zu konstruieren.

Lésung. In der Absicht, uns ein Pascalscher Sechseck
bzw. Fiinfeck zu numerieren,
bezeichnen wir den Punkt, g~
in dem die Tangente kon- S
struiert werden soll, mit 1, 2
(Fig. 41); die anderen gege-
benen Punkte mit 3,4, 5, 6.
Dann kann man wieder die
Punkte Y und Z der Pascal-
sehen Linie, also diese selbst /
konstruieren. Aufihrschnei- Fig. 41.
det 4 5 den Punkt X aus,
durch den nach den Erdrterungen von 61. die Tangente
1 2 im Punkte 1 geht.

Eine andere Ldsung der vorstehenden Aufgabe ergab
sich aus 60. Zusatz 1.

Ganz in ahnlicher Weise behandelt man die beiden
folgenden Aufgaben.

Aufgabe 30. Von einer Kurve 2. Ordnung sind vier
Punkte gegeben und in einem derselben die Tangente;
in einem der ubrigen Punkte die Tangente an die
Kurve zu konstruieren.

Aufgabe 31. Von einer Kurve 2. Ordnung sind drei
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tangenten
an die Kurve; im dritten Punkte die Tangente zu
konstruieren.
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§ 23. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der
gleichen Ebene gelegener Punktreiben.

Die Kurve 2. Klasse.

66. Zwei in einer Ebene befindliche, projekti\
aufeinander bezogene Punktreihen g und g1 liefern ein
Erzeugnis, sofern wir je zwei entsprechende Punkte der-
selben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten zunéchst
ein Polygon, dessen Seiten von solchen Verbindungsge-
raden gebildet werden, und schlieflich, nach Ausfiihrung
des Gvenzibergangs, als Umhuiiungsgebilde der unendlich
vielen Verbindungsstrahien eine Kurve, deren Tangenten
eben alle diese Strahlen sind.

Um diese Kurve ndher zu untersuchen, sei (Fig. 42)
die projektive Beziehung von g und gx durch drei Paare
entsprechender Punkte gegeben, A, Ax, B, Bx, C, C,,
welche verbunden drei Tangenten a, b, ¢ der erzeugten
Kurve liefern. Weitere Tangenten derselben finden wir
unterBenutzung der in 32.{Figur 22)angegebenen Methode
zur Konstruktion entsprechender Punkte der projektiven
Punktreihen. Es werden also auf a die Punkte S und S,
beliebig angenommen, sodann aus ihnen g und g, durch
Perspektive Strahlenbiuschel projiziert, welche als Per-
spektiven Schnitt die Gerade p liefern.

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden wir nun
(len entsprechenden D, auf gt mit Kicksicht darauf, daR
sich SD und Stix wieder in einem Punkte D von p
schneiden missen. D D1 ist dann eine weitere Tangente
der erzeugten Kurve.

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion ermitteln
wir jetzt auch die Punkte ELund E, welche dem Schnitt-
punkt von g und g, entsprechen, wenn wir ihn als E
und bezeichnen. Es treten dabei die Hilfspmikte E
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und F auf. Dann ist aber g die Verbindungslinie der
entsprechenden Punkte F und F1; wahrend gt die ent-
sprechenden Punkte E und E, verbindet. Also sind auch
g und gx Tangenten der erzeugten Kurve, die wir x'2
nennen wollen.

Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch einen
beliebigen Punkt P gehen, algebraisch gesprochen, zwei
ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an einer eigenen
Figur in folgender Weise. Um die durch P gehenden
Tangenten der x2 zu finden, haben wir bloR zuzusehen,
wie oft es Vorkommen kann, daf eine Verbindungslinie
entsprechender Punkte von g und gx durch P [&uft.
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Projizieren wir nun aber die Punktreihen g und g, aus
P je durch einen Strahlenbischel, so haben die Doppel-
strahlen dieser projektiven Bilschel die Eigenschaft,
Tangenten durch P an die Kurve x 2 zu liefern, und nur
fir diese Doppelstrahlen tritt dies ein. Die Kurve x 2 ist
also in der Tat von der 2. Klasse.

Wéhlen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch
ihn auch zwei Tangenten an x 2: die eine ist die Tangente
g, die andere ist die Verbindungslinie d von D mit dem
entsprechenden Punkt Dt. Diese zwei Tangenten sind
immer verschieden, nur fiir den Punkt P fallt diese zweite
Tangente auch mit g zusammen. Durch F gehen also
zwei unendlich benachbarte Tangenten der x 2, mithin ist
nach 58. F der Beruhrungspunkt von g mit der Kurve x 2.
Ebenso ist naturlich Et der Berihrungspunkt der Tan-
gente g,. Wir haben damit erhalten:

Satz 36. ,Das Erzeugnis zweier projektiver, in der
gleichen Ebene gelegener Punktreihen ist eine Kurve
2. Klasse, welche auch die Trager der Punktreihen
zu Tangenten hat. Die Berlihrungspunkte dieser
beiden Tangenten sind die Punkte, welche den im
Schnittpunkte der Trager vereinigten bezuglich ent
sprechen.”

W eitere Eigenschaften der Kurve 2. Klasse.

67. In den soeben durchgefiihrten Betrachtunger

waren die Tangenten g und g1; die Trager der projektiven
Punktreihen, vor den lbrigen Tangenten wie a, b, c,.. .
ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, daB irgend zwei
Tangenten der Kurve x 2 die Rolle von g und g, Uber-
nehmen kdénnen, indem die brigen Tangenten auch auf
ihnen projektive Punktreihen ausschneiden.



§ 23. Das Erzeugnis zweier Punktreihen. 121

Konstruieren wir wieder (Fig. 43), ausgehend von
drei Paaren A, Ax, B,Bn G, Cx entsprechender Punkte,
den Perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und gt in
zwei Punkten, die als Hilfspunkte Q und R betrachtet

werden mogen. Dann erkennt man, dal SXJ eine Tan-
gente q der erzeugten Kurve (Q fallt mit Q zusammen,
wahrend Q, der Schnitt von S, Q und gt ist), und ebenso
ist SR eine Tangente r von x 2

Statt nun von g, g,, a, b, c als Tangenten der er-
zeugten Kurve x 2 auszugehen, kénnen wir auch g, gx, b,
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r, g zur Bestimmung von x 2 benutzen, da ja r und q in
gleicherweise entsprechende Punkte der gegebenen pro-
jektiven Punktreihen g und gx ausschneiden.

Denken wir uns jetzt die Kurve x2 tangentenweise
konstruiert, indem wir von g, g1; a, b, c ausgehen. Dann
seien drei beliebige ihrer Tangenten herausgegriffen, die
wir mit b, r, q bezeichnen. Wir wollen nun die vorige
Figur rekonstruieren mit diesen Elementen. Die Tan-
gente r trifft gj in R, die Tangente q den Tréger g in <|,
die Tangente b schneidet auf g und gt zwei Punkte B
und Bt aus, die Verbindungslinie QR sei p.

Wahlen wir nun auf p irgend einen Punkt B' beliebig,
so moge BB' mit r den Schnittpunkt S', B, B' mit q den
Schnittpunkt S{ liefern. Dann kdénnen wir mit S' und S/
als Buschelmittelpunkten und p als perspektivem Schnitt
dieser Bischel eine projektive Beziehung auf g und g,
hersteilen, die aber mit der gegebenen identisch sein mug,
da sie mit ihr die drei Punktpaare B,B1, R,R,, Q,Q,
gemein hat. Es muf also auch die Verbindungslinie S'Sj
oder a' entsprechende Punkte der projektiven Punktreihen
g und g, ausschneiden, mithin ist diese Linie a' ebenfalls
eine Tangente von x 2.

Nun war li' noch beliebig auf p anzunehmen. Lassen
wir B" auf p wandern, so beschreiben die Strahlen aus B
und Bj nach B' Perspektive Strahlenbiischel, und diese
Strahlenbiische] schneiden auf r und q beziglich die
Punkte S' und S( aus. Es mussen also auch die Punkt-
reihen S' und Sj als Schnitte mit Perspektiven Buscheln
projektiv sein oder mit anderen Worten: die Geraden a',
die sdmtlich Tangenten der Kurve x 2, schneiden auf den
Tangenten r und q projektive Punktreihen aus.

Die Analysis erganzt diese Betrachtungen, indem sie
zeigt, dal jede Kurve 2. Klasse als Erzeugnis projektiver
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Punktreihen dargestellt werden kann. Demnach ist be-
wiesen:

Satz 37. ,Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve
2. Klasse schneiden die ubrigen Tangenten dieser
Kurve projektive Punktreihen aus.*

Bestimmung einer Kurve 2. Klasse.

68. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung
Kurven 2. Klasse ergibt sich unmittelbar, daf man sich
funf Tangenten einer solchen Kurve beliebig geben darf,
dall es also stets eine und nur eine solche Kurve gibt,
welche fiinf vorgegebene Gerade berihrt.

Denn sind I, I, 111, IV, V diese Geraden, so wahlen
wir etwa | und Il aus und ordnen die Punkte einander
zu, welche HI, IV und V je auf ihnen ausschneiden.
Dadurch ist die projektive Beziehung der Punktreihen
auf | und Il gerade festgelegt. Die durch diese Punkt-
reihen erzeugte Kurve ist die verlangte. Es gibt nur
eine solche Kurve, wie man ebenso zeigt wie in 61.,
also folgt

Satz 38. ,Es gibt eine und nur eine Kurve 2. Klasse,
welche funf beliebige Gerade berihrt.”

Gehen von den funf gegebenen Geraden drei, etwa
DI, IV und V durch einen Punkt S, so werden die Punkt-
reihen auf I und H perspektiv. Die Verbindungslinien
entsprechender Punkte bilden also den Strahlenbiischel S.
AuBerdem fallen aber in dem Schnittpunkt von | und Il
entsprechende Punkte E und E, der Perspektiven Pimkt-
reihen auf | und Il zusammen. Jede durch E gehende
Linie kann mithin als eine Gerade gelten, welche ent-
sprechende Punkte, ndmlich E und Et, verbindet. Es
gehért also auch der Strahlenblischel E dem Erzeugnis

der
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der Perspektiven Punktreihen auf | und Il an. Das
Erzeugnis perspektiver Punktreihen besteht folglich in
zwei Strahlenbischeln, deren Strahlen je den Bischel-
mittelpunkt umhillen. Die Kurve 2. ¢jasse ist in ein
Punktpaar, d. h. in zwei ,Kurven 1. Klasse* zerfallen.

Aufgabe 32. Von einer Kurve 2. Klasse sind fiunf
Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten.
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Lésung. In Verfolgung des in 66. bereits erdrterten
Gedankengangs greifen 'wir zwei der gegebenen Tan-
genten, etwa | und Il heraus (Fig. 44), markieren die
Punktreihen, welche die drei uUbrigen Tangenten auf
ihnen ausschneiden, und projizieren diese auf den Hilfs-
kreis, von dem wir annehmen, dal er durch den ge-
gebenen Punkt S gehe. Die Doppelstrahlen der dadurch
entstehenden Strahlenbiischel, die nach 45. konstruiert
sind, liefern die gesuchten Tangenten.

8 24. Der Satz von Brianchon.
Gegenecken eines Sechsseits.

69. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen-
fassen. Verteilen wir auf die sechs Geraden irgendwie
die Nummern I, I, IIl, TV, V, VI und durchlaufen
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind als
Schnittpunkte aufeinand er folgender Seiten auch sechs
Ecken bestimmt, ndmlich der Schnittpunkt von I und I,
den wir als Punkt, (I, 1) bezeichnen, der Punkt (I1, 111)
usw., endlich der Punkt (VI, I). Es folgt also auf VI
wieder |. (Zyklische Vertauschung.) Aus diesen sechs
Ecken eines numerierten Sechsseits lassen sich drei Paare
von ,,Gegenecken* bilden, die Ecke (I, I1) und (VI, V), dann
(1, 1) und (V, VI), endlich (EU, IV) und (VI, I). Je zwei
solche Gegenecken kénnen wir durch eine Gerade verbinden
und erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken,
die wir in der angegebenen Reihenfolge X, y, z nennen.

Das einer Kurve 2. Klasse umschriebene
Sechsseit.
”0. Betrachten wir jetzt in Figur 43 das Sechsseit
aqgbgtr und numerieren es in dieser Reihenfolge mit

sich
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1, 11, 111, 1V, V, VI, so sind die Verbindungslinien der
Gegenecken die drei Geraden S, B,. QR, BS, welche nach
der Figur durch einen Punkt B gehen. Die sechs Seiten
des Sechsseits dirfen als sechs beliebige Tangenten der
Kurve 2. Klasse angesehen werden. Wirde man sie in
irgend einer dndern Weise numerieren, so kdnnte man
doch wieder die Tangenten, welche dann die Nummern 111
und V tragen, als erzeugende Punktreihen fur die Kurve
2. Klasse benutzen, ferner kénnte man die Tangente mit
der Nummer | die Rolle der Tangente a spielen lassen usw.,
kurz man erhielte fiir das neue Sechsseit, das der anderen
Numerierung entspricht, auch wieder einen (anderen)
Punkt B, durch den die drei Verbindungslinien der
Gegenecken hindurchgehen miRten. Es ist also bewiesen:
Satz 39. ,lrgend sechs Tangenten einer Kurve 2. Klasse
liefern, auf irgend eine Weise numeriert, ein der Kurve
umschriebenes Sechsseit, in dem sich die Verbindungs-
linien der Gegenecken in einem Punkt schneiden.*
Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser fran-
zosische Gelehrte 1806 veroffentlichte. Den Punkt B, in
dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken schneiden,
aennen wir den Brianehonschen Punkt (B. P.).
Aberauch eineUmkehrung dieses Satzes folgt unmittel-
bar aus der Figur 43. Dort fanden wir ja weitere Tangenten
a' der Kurve 2. Klasse, indem wir immer SechsseiLe kon-
struierten, fur welche sich S'B und SfBi in Punkten B’
von begegneten. Wir kdnnen also auch behaupten:
Satz 40. ,,Wenn in einem irgendwie numerierten Sechs-
seit die Verbindungslinien der Gegenecken sich in
einem Punkte schneiden, so ist das Sechsseit einer
Kurve 2. Klasse umschrieben, d. h. die Kurve 2. Klasse,
welche funf dieser Seiten beriihrt, berihrt von selbst
auch die sechste Seite des Sechsseits.”
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Es braucht wohl kaum erwahnt zu werden, dal} sich
die Satze von Pascal und Brianchon nach dem Gesetz der
Dualitat fiir die Ebene entsprechen.

Spezialisierungen des Brianchonschen Satzes.

71. Denken wir uns ein einer Kurve 2. Klasse
umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir finf

Fig. 43a. Fig. 4"b.

Fig. 45c. Fig. 45d.

seiner Seiten, etwa |, HI, 1Y, Y, VI fest, wahrend
wir die Seite Il sich so a&ndern lassen, dal} sie, stets
Tangente der Kurve bleibend, sich der Seite | mehr
und mehr nahert. Ist dann im Grenzfall Il mit |
zusammengefallen, so haben wir statt des Sechsseits ein
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Finfseit. Dagegen sind noch sechs Ecken vorhanden.
Denn als Schnittpunkt von | und Il missen wir den
Beruhrungspunkt der Tangente | mit der Kurve nehmen.
Der Brianchonsche Satz laRt sich dann in entsprechender
Weise fur dies Flnfseit formulieren: es mag genigen, auf
Figur 45a zu verweisen, die den Satz veranschaulicht.
Ferner kdnnen wir in dem Sechsseit zweimal zwei Tan-
genten zusammenfallen lassen, wodurch wir aus dem Satze
von Brianchon Sétze (ber das Y ierseit erhalten, das
einer Kurve 2. Klasse umschrieben ist. Die Figuren 45b
und 45 c werden hinreichen, um auch den Wortlaut der-
selben zu liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten
zusammen, so erhalten wir (Fig. 45d) den

Satz 41. ,,Hatman ein einerKurve 2. Klasse umschriebenes
Dreieck, so gehen die Verbindungslinien der Ecken
mit den Beruhrungspunkten der gegenuberliegenden
Seiten durch einen Punkt.”

Aufgabe 33. Welche Form nimmt der Pascalsche Satz
an, wenn die Kurve 2. Ordnung in zwei Gerade zer-
fallt und die sechs Punkte zu je dreien auf ihnen
liegen? Wie &Rt sich der duale Satz beweisen? Ygl. 7.

Anwendungen des Brianchonschen Satzes.

72. Nach Satz 40 konnen ,wir das Brianchonsch
Sechsseit benutzen, um von einer Kurve 2. Klasse weitere
Tangenten zu konstruieren und die beiden folgenden Auf-
gaben zu behandeln.

Aufgabe 34. Von einer Kurve 2. Klasse kennt man
flnf Tangenten und auf einer derselben einen Punkt P.
Man soll die zweite, durch diesen Punkt gehende
Tangente der Kurve zeichnen.
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Lésung. "Wir numerieren uns ein Brianchonsches
Sechsseit. Die Tangente, auf der P liegt, sei |
(Fig. 46), die gesuchte Tangente sei Il, die Ubrigen
gegebenen Tangenten erhalten die
Nummern 111, 1V, V, VI. Dann
ist P der Schnittpunkt (I, II).

Die Linien x und z kdénnen wir

zeichnen und sie liefern den Bri-

anchonschen Punkt (B.P.). Durch

ihn und (V, VI) geht y und diese

Linie schneidetauf m einen Punkt

aus, der mit P verbunden die ge- Fig. 46.
suchte Tangente gibt.

Aufgabe 35. Eine Kurve 2. Klasse ist gegeben durch
finf Tangenten; den Berlihrungspunkt einer derselben
zu bestimmen.

Losung. Die Tangente, deren Berlihrungspunkt bestimmt
werden soll, bezeichnen -wir mit |
und Il (Fig. 47), die ubrigen mit
I11... VI. Dann kann man zwei
der Verbindungslinien der Gegen-
ecken, ndmlich z und y zeichnen,
deren Schnitt der Brianchonsche
Punktist. Durch diesenund (1V,V)
geht x und diese Linie schneidet
auf | den Berihrungspunkt T aus.
Ganz in &hnlicher "Weise sind folgende Aufgaben zu
behandeln:

Aufgabe 36. Von einer Kurve 2. Klasse sind flnf
Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve zu
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist Ldsung
wie Aufgabe 34, nur liegt P in unendlicher Ferna

Doehlemann, Projektive Geometrie 9
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Aufgabe 37. Von einer Kurve 2. Klasse sind vier
Tangenten gegeben und auf einer derselben ist ihr Be-
rihrungspunkt bekannt; man Kkonstruiere die Be-
rihrungspunkte der anderen Tangenten.

Losung. Brianchonscher Satz fir ein Vierseit.

Aufgabe 38. Von einer Kurve 2. Klasse sind zwei
Tangenten gegeben und ihre Beriihrungspunkte, sowie
eine dritte Tangente; man zeichne deren Beruhrungs-
punkt.

§ 25. ldentitat der Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse.
Die Mac-Laurinsche Konfiguration.

73. Hatten wir eine Kurve 2. Ordnung durch pro-
jektive Bischel erzeugt, so konnten wir in jedem ihrer
Punkte die Tangente bestimmen. Von welcher Klasse
ist nun die erzeugte Kurve 2. Ordnung?

Lag andererseits eine Kurve 2. Klasse vor als Erzeug-
nis projektiver Punktreihen, so war auf jeder Tangente
ein Punkt, der Beriihrungspunkt, festgelegt Von welcher
Ordnung ist die von den Beriihrungspunkten gebildete
Kurve?

Um diese naheliegenden Fragen zu beantworten,
gehen wir aus von einer Kurve 2. Klasse, die durch vier
Tangenten a, b, ¢, d und den Berlihrungspunkt A von a
bestimmt sein moége (Fig. 48). Die Berlhrungspunkte
B, G, D von b, c, d, die damit dann schon gegeben sind,
wollen wir nun nicht wie in Aufgabe 37 mittels des
Brianchonsehen Satzes bestimmen, sondern unter Be-
nutzung des Satzes 15 in 36. Fir den vorliegenden Fall
haben wir zu beriicksichtigen, daf auf irgend zwei Tan-
genten einer Kurve 2. Klasse die ubrigen Tangenten pro-
jektive-Punktreihen ausschneiden, und ferner, daR die auf
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Grund des angezogenen Satzes zu konstruierende Linie p0
die Beruhrungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet
(66.). Die Tangenten a, b, ¢, d bilden nun ein vollstén-
diges Yierseit. Es sei der Schnittpunkt von a und b mit
M bezeichnet, also kurz (ab) = M, ebenso (cd) = M1,

Fig. iS.

ferner (ac) = N, (bd) = endlich (ad) = P und
(bc) = Pt, so daR ISTiS", M,M1; P, Px die drei Paare
von Gegenecken des Vierseites. "Weiter bezeichnen wir
die Verbindungslinie NNj mit x, MM: mit y, PPt mit z

Greifen wir jetzt zundchst die beiden Tangenten a
und b heraus, so schneiden die (ibrigen Tangenten c, d usw.
auf a und b projektive Punktreihen aus und zwar ent-
sprechen den Punkten N ,P bezlglich die Punkte P1,N1.

[*EY
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Die Linie p0 des Satzes 15 geht mithin durch den Schnitt-
punkt Y der Verbindungslinien PP Xund NN, und aufRer-
dem durch A. Es schneidet also die Verbindungslinie
AY auf b den Beriihrungspunkt B aus.

Betrachten wir in gleicher "Weise a und c als Trager
projektiver Punktreihen, so haben wir M und sowie
P und Px zu verbinden und deren Schnittpunkt X be-
stimmt mit A verbunden die Perspektivitdtsachse, welche
auf ¢ den Beruhrungspunkt C ausschneidet. Die analogen
Betrachtungen, durchgefihrt fir die Paare a und d, b und
¢, b und d, endlich ¢ und d, liefern dann folgendes Re-
sultat: "Wird noch der Schnittpunkt von und MM,
mit Z bezeichnet, so gehen AC und BD durch X, AB und
und CD durch Y, AD und BC durch Z. "Wir haben also

Satz 42. ,lrgend vier Tangenten a, b, ¢, d einer Kurve
2. Klasse bestimmen ein vollstdndiges Vierseit mit den
drei Verbindungslinien x, y, z der Gegenecken. Die
Berthrungspunkte A, B, C, D der vier Tangenten
liefern ein vollstdndiges Viereck, in dem X, Y, Z die
Schnittpunkte der Gegenseiten. Dann fallen die Drei-
ecke XY Z und xy z zusammen.*

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur
ist bekannt als die Mac-Laurinsche Konfiguration (174Sj.

Die Kurve 2. Klasse ist von der 2. Ordnung.

74. Diese Figur benutzen wir jetzt, um weitere Tan
genten einer Kurve 2. Klasse und deren Beriihrungspunkte«
zu konstruieren, wenn die erstere durch drei Tangenten
a, b, ¢ und die Berlhrungspunkte A und C der ersten
und dritten bestimmt ist. In der Tat vertrauen wir uns
der Fihrung der Figur an und wahlen auf der Verbindungs-
linie AC einen Punkt X beliebig. MX schneide ¢ in M,,
PxX die Tangente a in P; dann ist, wie wir beweisen
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werden, PM” eine weitere Tangente d der Kurve 2. Klasse.
Denn numerieren wir ein Sechsseit derart, dal a mit |
und I, b mit Ill, ¢ mit IV und V, PMXoder d mit VI
bezeichnet wird, so beriihren diese 6 Linien eine Kurve
2. Klasse, da AC, MM1, PPj sich in einem Punkte X
begegnen (71., Figur 45c). Also ist d eine weitere Tan-
gente der Kurve 2. Klasse.

Bringen wir jetzt PM1 mit P4M in Nj, ferner NNt
in Y mit PPX zum Schnitt, so schneidet AY auf b den
Beriihrungspunkt B aus, und es ist leicht zu erkennen,
da nun BX auf d den Berlihrungspunkt D liefert. Das
folgt ohne weiteres aus einem neuen Brianchonschen Sechs-
seit, indem wir b als | und Il, ¢ als HI, d als IV und V
und a als Tangente VI wéhlen.

Die ganze Figur zeigt nun wieder die oben bewiesenen
Eigenschaften, d. h. CD geht durch Y, oder anders ausge-
drickt: man kann D auch erhalten als Schnittpunkt der
Strahlen BX und CY.

Lassen wir jetzt X auf AC fortriicken, so beschreibt
derStrahIB X einen zurPunktreiheXperspektivenStrahlen-
bischel und ebenso MX; der Punkt Z wandert auf der
Geraden BC weiter, Y auf AB und der Strahl CY be-
schreibt einen Biischel um C.

Man hat mithin folgende Reihe von Perspektiven Grund-
gebilden:

Strahlenbiischel B X X Punktreihe X X Strahlenbiischel M X
X N ZX N NZ

X » Y X » CY.
Also ist auch

Strahlenbiischel BC A Strahlenbiischel CY.

Folglich ist der Ort der Punkte D dargestellt als Er-
zeugnis projektiver Strahlenbischel, also liegen alle Be-
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rihrungspunkte D der Tangenten der Kurve 2. Klasse
auf einer Kurve 2. Ordnung, welche natiirlich auch durch
die Punkte A, B, C, D geht, da ja die bewegliche Tan-
gente d auch mit a, b, ¢, d zusammenfallen kann.

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch-
fihrung dem Leser angeraten wird, zeigt, daR die Tan-
genten einer Kurve 2. Ordnung eine Kurve 2. Klasse
bilden. Wir haben demnach
Satz 43. ,Die Berthrungspunkte der Tangenten einer

Kurve 2. Eiasse liegen auf einer Kurve 2. Ordnung,
und die Tangenten einer Kurve 2. Ordnung bilden eine
Kurve 2. Klasse.”

Ob man also von projektiven Punktreihen oder pro-
jektiven Strahlenbuscheln ausgeht, man erhélt die gleiche
Kurve, nur das einemal tangentenweise, das anderemal
punktweise erzeugt. Die Kurven 2. Klasse sind auch von
der 2. Ordnung und umgekehrt. Wir wollen diese Kurven
2. Ordnung und 2. Klasse ,,Kegelschnitte® nennen.
Die Berechtigung dieser Bezeichnung wird in einem
spdteren Abschnitte dargetan werden.

§ 26. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte.

Unendlich ferne Punkte. Asymptoten.

75. Wir wollen jetzt sehen, welche verschieden
Formen die Kegelschnitte annehmen kdnnen. Man teilt
diese Kurven ein nach ihrem Verhalten gegeniiber der
unendlich fernen Geraden der Ebene, in welcher der Kegel-
schnitt liegt. Der Kegelschnitt kann diese unendlich ferne
Gerade ndmlich entweder in zwei reellen Punkten schneiden
oder sie gar nicht schneiden (d. h. in zwei imaginéren
Punkten) oder er kann sie beriihren. Um fir diese ab-
strakten Mdglichkeiten geometrisch brauchbare Unter-
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Scheidungen zu erhalten, sei ein Kegelschnitt durch pro-
jektive Bilschel S und erzeugt, deren projektive
Beziehung durch drei Paare entsprechender Strahlen a,
b, ¢ und a® bn q festgelegt sein mége. Um nun die
Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der unendlich
fernen Geraden zu bestimmen, haben wir nur das Ver-
fahren, aufGrund dessenwir in 59. und Aufgabe 26 (S. 112)
die Schnittpunkte einer endlichen Geraden 1mit dem Kegel-
schnitt bestimmten, entsprechend umzuéndem. Da sich
in jedem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen
der projektiven Bischel S und St begegnen, so sind
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes dadurch
ausgezeichnet, daB nach ihnen entsprechende Strahlen
der Buschel S und St laufen, die Uberdies noch parallel
sind. Um solche Strahlen zu finden, verschieben wir den
Biischel St parallel zu sich selbst, bis S, nach S féllt.
Dies fuhren wir aus, indem wir durch S folgende Strahlen
ziehen: af-H-ai, b{-fj-bi, cf-H-Ci- Dann ist, wie leicht
zu sehen, auch der Biischel (a, b, c) projektiv zum Biischel
(af, bi, c{), wobei dem Strahl a der Strahl a{ entspricht
usw. Die Doppelstrahlen dieser Blschel aber liefern ent-
sprechende Strahlen der Bischel S und S{, die parallel
laufen. Denn wenn n = n{ ein solcher Doppelstrahl, so
ist nj-jf-ni, also auch n-jf-ni. Die genannten Doppel-
strahlen, die sich nach der Steinerschen Konstruktion er-
mitteln lassen, geben folglich die Richtungen, in denen
unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes gelegen sind.
Jede Parallele zu einer solchen Richtung geht auch durch
diesen unendlich fernen Punkt der Kurve hindurch. Dies
entspricht dem Umstand, dal durch irgend einen im End-
lichen gelegenen Punkt einer Kurve ein Blschel von
Strahlen hindurchgeht. Wie nun in diesem eben genannten
Strahlenbiischel die Tangente an die Kurve enthalten ist,
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so ist auch in dem Parallelstrahlenbiischel durch einen
unendlich fernen Punkt einer Kurve ein Strahl vorhanden,
fir welchen auch noch der zweite Schnittpunkt mit dem
Kegelschnitt in den unendlich fernen Punkt fallt und von
dem wir also sagen koénnen, dafl er die Kurve in dem
unendlich fernem Punkte beruhrt oder dall er als Tangente
in diesem Punkte anzusehen ist. Wir nennen allgemein
die Tangente in einem unendlich fernen Punkt einer
Kurve eine ,,Asymptote” der Kurve. Ihre Konstruktion
bleibt die gleiche wie die der Tangente, nur tritt an Stelle
des im Endlichen gelegenen Punktes der durch eine
Richtung gegebene unendlich ferne Punkt

Ellipse, Hyperbel, Parabel.

76. Zurlickkehrend zur Einteilung der Kegelschnitt
mussen wir mithin folgende Félle unterscheiden:
a)Die beiden projektiven

Strahlenbischel (a, b, c) und

(af, b{, ci) haben keine

Doppelstrahlen. Der erzeugte

Kegelschnitt besitzt keine un-

endlich fernen Punkte, liegt

also ganz im Endlichen. Man

Fig. 49 nennt ihn ,,Ellipse* (eJImpi.;)

(Fig. 49). Sie kann speziell in den Kreis ubergehen*).

*) Es gibt Kurven hdherer Ordnung, die infolge ihrer
ovalen Form sich duBerlich nur wenig von einer Ellipse
unterscheiden. W4&hIt man auf einer solchen Kurve zwei
Punkte S und S, beliebig, so kann man die Strahlenbischel
S und S, durch die Kurve eindeutig aufeinander beziehen,
indem man solche Strahlen einander zuweist, die sich auf der
Kurve begegnen. Trotzdem sind diese Bischel dann nicht
projektiv, und es ist das Doppelverhdltnis von vier Strahlen
des einen nicht gleich dem der entsprechenden Strahlen des
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven Buschel

sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei reelle, unendlich
ferne Punkte. Er heilt Hyperbel (vnegRolri) (Fig. 50).
Die Asymptoten sind a und b. Die Kurve besteht aus
zwei Teilen, die sich den Asymptoten mehr und mehr
nahern. Die Kurve hat nur zwei unendlich ferne Punkte,

namlich die unendlich fernen Beriihrungspunkte A und
B von a und b. Geht man auf der Kurve von 0 aus
gegen 1 ins Unendliche, so kehrt man daraus Uber B zu-
rick nach 2; geht man in der Sichtung nach 3 ins
Unendliche, so kehrt man auf der anderen Seite der
Asymptote Uber A nach 4 zuriick. Die Kurve schlief3t
sich also durch das Unendliche hindurch.

anderen. Denn analytisch betrachtet, schneidet irgend ein
Strahl durch S die Kurve aufBer in den zwei reellen Punkten
noch in imagindren Punkten, die fir die Rechnung ebenso zu
beriicksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren Punkte.
(Ygl. die Definition projektiver Grundgebilde in 31.)
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0) Die beiden projektiven Strahlenbiisc

Doppelstrahl. Die Kurve besitzt einen unendlich fernen
(doppelt zahlenden) Punkt, berdhrt also die unendlich
ferne Gerade. Sie heillt Parabel
(naQaRolr]) (Fig. 51). Die Asymp-
tote derselben ist die unendlich ferne

/ Gerade, auf ihr liegt der unendlich
/ ferne Beruhrungspunkt P.
[ Diese Bezeichnungen
V Kegelschnitte stammen schon von

den Griechen her. Sie beziehen sich
f— aufdie eigentimliche Artund Weise,

n. wie diese die Gleichungen dieser
Kurven als Beziehungen zwischen
Fig. 5L Flacheninhalten deuteten.

Tangentenweise Konstruktion der Parabel.

77. Erzeugen wir einen Kegelschnitt durch projektiy

Punktreihen, so kénnen wir ebenfalls, wenn auch weniger
einfach, die drei Arten von Kegelschnitten unterscheiden.
Wann die Par ab el entsteht, ist sofort einzusehen: ndjnlieh
immer und nur dann, wenn die unendlich fernen Punkte der
erzeugenden Punktreihen g und gi in der projektiven
Beziehung einander entsprechen. Denn dann ist die
Verbindungslinie dieser beiden unendlich fernen Punkte,
also die unendlich ferne Gerade der Ebene, eine
Tangente der erzeugten Kurve, diese mufl demnach eine
Parabel sein. Projektive Punktreihen, in denen sich die
unendlich fernen Punkte entsprachen, nannten wir aber
(40.) &hnliche; folglich schneiden die Tangenten einer
Parabel auf irgend zwei.festen Tangenten derselben solche
dhnliche Punktreihen aus. Daraus ergibt sich eine ein-
fache Konstruktion der Tangenten einer Parabel. Sind g
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und g1 die gegebenen Tangenten (Fig. 52) und bezeichnen
mnir deren Berthrungspunkte mit 5 und 0, so teilen wir
die Strecken von ihnen aus bis zum Schnittpunkt von g
und je in funf gleiche Teile. Dann liefern entsprechende
Teilpunkte verbunden stets eine Tangente der Parabel.
Durch Fortsetzung der Teilung erh&lt man, wie aus der
Figur zu ersehen, weitere Tangenten derselben.

Aufgaben ber die Hyperbel und Parabel.

78. Wir fligen hier noch einige Aufgaben bei, aus
denen hervorgehen mag, daB unendlich ferne Elemente
(Asymptoten, unendlich ferne Gerade) ganz ebenso kon-
struktiv verwendet werden konnen, wie im Endlichen
gelegene Bestimmungsstiicke.

Aufgabe 39. Yon einer Hyperbel sind gegeben die
Richtungen der Asymptoten und drei Punkte. Weitere
Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu
konstruieren.
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Losung. Sind s und s{ die Richtungen der Asymptoten
(Fig. 53), so sind also die unendlich fernen Punkte S
und Sj dieser Geraden Punkte der Hyperbel. Wir
wdhlen sie als Mitttelpunkte von die Kurve erzeugenden
Strahlenbiischeln, die in diesem Falle in Parallelstrahlen-
buschel Gbergehen. Durch die weiter gegebenen Punkte
A, B, C sind dann den drei Strahlen a, b, c des
Bischels S als entsprechende im Buschel  die Strahlen

a,, bx, g zugewiesen. W ir konstruieren die projektive
Beziehung der beiden Bischel nach 33., lassen aber
zur Vereinfachung g mit a, und gr mit a zusammen-
fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das
Zentrum P der Perspektivitdt als (Schnitt von BB,
und CGX) und zu irgend einem Strahle d den ent-
sprechenden dj, dessen Schnittpunkt D mit d der
Hyperbel als Punkt angehort.

Um die Asymptoten, also die Tangenten in den
Punkten S und Sx zu finden, haben wir nach Satz 30 S. 107
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die Verbindungslinie S St als Strahl des einen und des
anderen Biischels zu nehmen und immer den entsprechen-
den Strahl im anderen Biischel zu suchen. Diese Ver-
bindungslinie SSt ist liier die unendlich ferne Gerade
und sie trifft g und gt in den unendlich fernen Punkten
dieser Geraden. Man findet dann durch konsequente

Durchfiihrung der Konstruktion, dall die Asymptoten die

Linien sO und So sind, die durch P parallel zu s und s'

laufen. — In der Figur stehen die Richtungen der

Asymptoten aufeinander senkrecht. Eine solche Hyperbel

heil’t eine ,,gleichseitige*“.

Aufgabe 40. Zwei kongruente, gleichsinnige Strahlen-
buschel in der gleichen Ebene erzeugen einen Kreis,
zwei kongruente, ungleichsinnige dagegen eine gleich-
seitige Hyperbel. (Vgl. Aufgabe 16 S. 84))

Aufgabe 41. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein
unendlich ferner Punkt, sowie zwei Tangenten mit
ihren Berthrungspunkten. Man zeichne die Asymptote
in dem gegebenen unendlich fernen Punkte.

Lésung. Sind a und b die Tangenten mit den Be-
rihrungspunkten Aund B,
wadahrend S der gegebene
unendlich  ferne Punkt
(Fig. 54), so sei die ge-
suchte Asymptote die Ver-
bindungslinie 12, A sei
3, 4 und 5, 6 falle mit B
zusammen. Dann erhalten
wir in dem Pascalschen
Sechseck 12 34 5 6 die
PunkteY undZ derPascal-
schenLinie(Satz 34 S.114),
auf der sich auch 12 und Fig. 64.
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45 schneiden missen. Es geht also durch diesen
Schnittpunkt X die Asymptote sO.

Man zeichne auch die zweite Asymptote.

Aufgabe 42. Man lose die Aufgabe 39 unter Anwendung
des Pascalschen Satzes.

Aufgabe 43. Von einer Hyperbel sind gegeben die
beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne weitere
Punkte der Kurve.

Losung. Nehmen wir die unendlich fernen Punkte S
und St der Kurve als Mittelpunkte der die Hyperbel
erzeugenden projektiven Strahlenbischel und verfahren
wir im Ubrigen durchaus nach der in 59. Figur 36
bereits besprochenen Methode. Die Parallelen durch
den gegebenen Punkt A der Hyperbel (Fig. 55) zu den
Asymptoten liefern entsprechende Strahlen a und a,
der beiden Strahlenbiischel und die Asymptoten selbst
sind bzw. mit f und » zu bezeichnen, wahrend die
unendlich ferne Gerade die Bezeichnungen fx und e
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trdgt. Flr die Hilfsgeraden g und gt wollen wir im
vorliegenden Falle eine speziellere Annahme machen,
indem wir g mit aj und g, mit a zusammenfallen
lassen. Dann kommt der Hilfspunkt P der Figur 36
in den Schnittpunkt der beiden Asymptoten (also in
den Mittelpunktder Hyperbel) zu liegen. Weitere Punkte
der Kurve ermitteln wir, indem wir durch P irgend
eine Gerade ziehen, welche \ und a in D und DLtrifft.
Die Parallelen d und dx geben in ihrem Schnitte
einen weiteren Punkt D der Hyperbel.

Die Figur 55 laRt weiter erkennen, daR unsere Kon-
struktion neuer Hyperbelpunkte geometrisch auch in der
Weise gedeutet werden kann, daf durch dieselbe das
Parallelogramm AFPEXder Figur in ein flachengleiches
mit der Ecke D verwandelt wird. Wir haben mithin
folgende metrische Eigenschaft der Hyperbel bewiesen:
Zieht man durch die Punkte einer Hyperbel Parallele zu
den Asymptoten, so besitzt das von diesen Parallelen und
von den Asymptoten gebildete Parallelogramm konstanten
Flacheninhalt.

Aufgabe 44. Yon einer Parabel sind gegeben der un-
endlich ferne Punkt, zwei weitere Punkte und die
Tangente in einem
derselben; die Kurve
zu zeichnen.

Losung. Wird mit Sj
der unendlich ferne
Punkt,mitSderPunkt
bezeichnet, dessen
Tangente gegeben ist
(Fig. 56), so wéhlen
wir wiederum diese
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beiden Punkte als Zentren der projektiven Strahlen-
bischei. Die unendlich ferne Gerade muh dann als
Tangente et in Sx aufgefalt werden, wéhrend f die
gegebene Tangente ist. Deren unendlich ferner Punkt
gibt bei Durchfiihrung ganz der gleichen Betrachtung
wie vorhin den Hilfspunkt P. Um weitere Punkte
der Parabel zu zeichnen, haben wir also mit irgend
einer Parallelen zu f die Geraden a, und a in D und
Dx zu schneiden. Die Strahlen d und dt begegnen sieb
in einem neuen Punkte D der Parabel.

Pur praktische Zwecke 14kt sich dieses Verfahren
noch etwas bequemer gestalten. Bezeichnen wir den
Schnittpunkt von dt und f mit G, so gilt die Proportion

PD SDj SG
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Wenn also z. B. «

FD = —FA,
n

so ist auch

SG = —SF.
n
Darauf beruht folgende bekannte Konstruktion der
Parabel: wir teilen (Fig. 57) die Strecke FA sowolil als
auch SF in gleichviel gleiche Teile, z. B. vier, und ziehen
die zugehorigen Strahlen der Biischel. Die Teilung darf
nach beiden Seiten fortgesetzt werden.

Aufgabe 45. Von einer Hyperbel sind gegeben die
beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne dessen
Tangente.

Lésung. Sind a und b die Asymptoten und ist A der
weiter gegebene Punkt (Fig. 58), so liefert der Satz
von Pascal ohne weiteres die gesuchte Tangente t und
es zeigt sich aus der Figur, daB das zwischen den

Doehlemann, Projektive Geometrie. 10
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Asymptoten liegende Stiick der Tangente durch den
Beruhrungspunkt halbiert wird.

Aufgabe 46. Yon einer Hyperbel sind gegeben die
beiden Asymptoten und eine Tangente; weitere Tan-
genten der Kurve zu zeichnen.

Lésung. Bezeichnen wir die eine Asymptote a mit |
und 11, die andere b mit 1Y und V, die gegebene
Tangente t mit IH , wéhrend die gesuchte Tangente Y|
durch einen auf a beliebig angenommenen Punkt P
gehen soll (Pig. 59). Der Brianchonsche Punkt wird
in diesem Palle ein unendlich ferner und die Haupt-
diagonalen y und z sind parallel.

Man erkennt dann aus der Figur die folgende Eigen-
schaft: Die Tangenten einer Hyperbel begrenzen mit
den Asymptoten Dreiecke von konstantem Flacheninhalte.

Aufgabe 47. Yon einer Parabel sind vier Tangenten
gegeben. Den Beruhrungspunkt einer derselben zu
konstruieren.

Losung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, so
bertihrt er die unendlich ferne Gerade der Ebene; diese
unendlich ferne Gerade ist aber mit der Ebene gleich-
zeitig gegeben als flinfte Tangente. Um die Aufgabe

zu lésen, bezeichnen wir die-
jenige Tangente, deren Berlh-
rungspunkt wir finden wollen,
mit | und Il, die unendlich ferne
Gerade mit HI, mit 1Y, Y, Y die
drei anderen Tangenten (Fig. 60).
Dann ist (H, HI) der unendlich
ferne Punkt der mit H bezeich-
neten Tangente, (HI, 1Y) der
Fig. @ unendlich ferne Punkt von 1Y.
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Durch, den Brianchonschen Satz finden wir nun leicht
den Beriihrungspunkt T auf der Tangente I.

Aufgabe 48. Parallel einer gegebenen Richtung an eine
Parabel die Tangente zu konstruieren.

Ldsung. Verlangt man allgemein, die Tangenten eines
Kegelschnittes zu ermitteln, welche zu einer gegebenen
Geraden 1 parallel sind, so gibt es deren zwei. Denn
die Aufgabe kommt darauf hinaus, durch den Schnitt-
punkt von 1 mit der unendlich fernen Geraden die
Tangenten an den Kegelschnitt zu legen. Berihrt aber
der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, wie dies
bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich ferne
Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen Punkt,
es bleibt also bloR noch eine im Endlichen gelegene
Tangente, parallel der Geraden 1, die Aufgabe wird
eine lineare.

Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei Tan-
genten a und b mit ihren Beruhrungspunkten A und B
(Fig. 61), so numerieren
wir uns ein Brianchonsches
Sechsseit. I, Il fallen auf a,

Il und IV auf b, V sei die
gesuchte, zur gegebenen Ge- i
raden 1 parallele Tangente,
V1 sei die unendlich ferne
Gerade. Dann ergibt sich V
wieder durch Konstruktion
tes Brianchonsehen Punkies,
wobei noch zu beachten,

natirlich der unendlich ferne
Punkt von 1 ist. Fig. 61.
10~
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Aufgabe 49. Eine Parabel ist gegeben durch -vier
Tangenten. lhren unendlich fernen Punkt (die Richtung
der Achse) zu bestimmen.

Fig. 62.

Losung. Bezeichnen wir (Fig. 62) die vier gegebenen
Tangenten mit I, I, Ill, IV, die unendlich ferne
Gerade mit V und VI, so gibt die Linie y, welche in
dem Brianchonschen Sechsseit nach dem Beriihrungs-
punkt (V, VI) lauft, die Richtung, in welcher der
unendlich ferne Punkt der Parabel liegt.



VI. Abschnitt.

Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

§ 27. Pol und Polare.

Konjugierte Punkte und konjugierte Gerade.

79. Liegt ein Kegelschnitt k2 gegeben vor und ist
g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und B trifft
(Fig. 63), so kann man zu irgend einem Punkte X von g

den vierten harmonischen X' beziglich A und B kon-
struieren, so daR also (XX'AB) = — 1. Wir nennen
zwei solche Punkte X und X' ,konjugiert* in bezug aul
den Kegelschnitt.

Beruhrtdie Gerade g den Kegelschnitt, so vereinigen
sich A und B in einem Punkt, etwa C. Der vierte
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harmonische zu einem Punkt X féllt dann, wo auch
X auf der Tangente liegen mag, wieder mit C zusammen.
Zu jedem Punkte einer Tangente ist also der Beriihrungs-
punkt konjugiert.

Gehen andererseits von einem Punkte G aus zwei
Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man zu
irgend einer Geraden x durch G den vierten harmonischen
Strahl x ' bestimmen in bezug aufa, b. Es ist also dann
(xx'ab) = — 1. Wir nennen zwei solche Strahlen x, x'
»,konjugierte Gerade“ in bezug auf den Kegelschnitt.
Buckt G auf den Kegelschnitt nach GO, so fallen die
beiden Tangenten in eine zusammen, nédmlich in die Tan-
gente ¢ in GO an den Kegelschnitt. Zu irgend einer Ge-
raden durch den Punkt GO des Kegelschnittes ist dann c
stets die konjugierte Gerade. — In der rechnenden Geo-
metrie kann man diese Definition konjugierter Punkte
und Geraden formal Ubertragen auf den Fall, wo die Ge-
rade g den Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von
dem Punkte G aus keine reellen Tangenten an den Kegel-
schnitt moglich sind.

Wir stellen uns jetzt die Fragen: Wo liegen uber-
haupt alle Punkte, die zu einem gegebenen Punkte X
konjugiert sind in bezug auf einen Kegelschnitt? Ferner:
Was fur eine Kurve umhullen alle Geraden, die zu einer
gegebenen Geraden x konjugiert sind in bezug auf einen
Kegelschnitt?

Polare eines Punktes.

80. Wir gehen aus von der Mac-Lauiinsehen Kon
figuration, wiesieinFigur48 S. 131 erdrtertwurde. Bringen
wir dort noch AG in X', BD in X" zum Schnitt mit
NNj, so folgt aus dem Viereck ABCD, dafl sowohl
(XX'AC) = — 1 als auch (XX"BD) = - 1.
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Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der Punkt
X; durch X ziehen wir eine Sehne AC beliebig. Bringen
wir die Tangenten a und e in A und C in N zum Schnitt
und konstruieren ferner X' als den vierten harmonischen
zu X bezuglich A und C, so ist durch N und X' die
Linie NNj oder x festgelegt. Wie man also auch eine
Sehne BD durch X zieht, der vierte harmonische X" zu

X bezlglich B und D mufl stets auf dieser Linie x ge-
legen sein. Diese Gerade x ist demnach der Ort aller
zum Punkte X konjugierter Punkte. Wir nennen sie die
»Polare® des Punktes X in bezug auf den Kegelschnitt.
Auf ihr mussen sich dann auch die Tangenten b und d
in B und D begegnen. Ebenso ist XZ oder y die Polare
von T und XY oder z die Polare von Z.

Es ergeben sich also folgende Eigenschaften der
Polaren eines Punktes, die wir durch die Eigur 64 zur
Anschauung bringen:
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Satz 44. ,Hat man einen Punkt X und einen Kegel-
schnitt und zieht durch ihn alle mdglichen Linien,
welche in A, B oder C, D oder E, P usw. den Kegel-
schnitt treffen, und konstruiert man

1) zu A, B oder C, D oder E, F usw. den vierten har-
monischen in bezug auf X,

2) die zwei anderen Nebenecken der vollstdéndigen Vier-
ecke ABCD, ABEF usw.,

3) die Schnittpunkte der Tangenten in A und B, in C
und D usw.,

4) die Beruhrungspunkte der allenfalls von X aus an
den Kegelschnitt gehenden Tangenten,

so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x, der
Polaren des Punktes X.“%*)

Pol einer Geraden.

81. Ganz in é&hnlicher Weise zeigen wir, daB
zu einer Geraden x konjugierten Geraden durch einen
Punkt X gehen, den wir den ,Pol“ von x nennen. In
der Tat denken wir uns in Figur 48 noch die Linien
NX und NtX gezogen, die mit x' bzw. x" bezeichnet
werden mdgen, so ist sowohl (xx'ac) = — 1 als auch
(xx"bd) = — 1.. Haben wir nun x oder NNXbeliebig
angenommen, ferner von einem Punkte N aus die Tan-
genten a und ¢ an den Kegelschnitt gezogen, welche
in A und C beriihren, so kdnnen wir X schon bestimmen
als Schnittpunkt von A C und dem Strahle x', der zu x
harmonisch ist bezuglich a und c. Wo dann auch auf x

*) In dieser Figur, sowie in den folgenden ist der Be-
quemlichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gfewahlt.
Selbstverstandlich gelten die Sétze fiir jeden Kegelschnitt,
sofern nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt ist.

all
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ein Punkt Nx weiter angenommen wird, immer muf} die
Berilirungsselme B D der durch Nt gehenden Tangenten
b und d durch den bereits festgelegten Punkt X gehen
und immer mull auch der Strahl x", der zu x harmonisch
in bezug auf b und d, ebenfalls durch X laufen. Damit
ergibt sich (Fig. 48)
Satz 45. ,Legt manvon den Punkten einer Geraden x aus
die Tangentenpaare an einen Kegelschnittund konstruiert

1) zu x den vierten harmonischen Strahl bezuglich
eines solchen Tangentenpaares,

2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren gebildeten
vollstdndigen Yierseit die zwei anderen Nebenseiten,

3) die zu einem Tangentenpaar gehdrige Beriihrungs-
sehne (Verbindungslinie der Beruhrungspunkte),

4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x mit dem
Kegelschnitt die Tangenten,

so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X, den
Pol von x.“

Natlrlich gehort zu X wieder x als Polare. Ferner
folgt aus 3) in den beiden letzten Séatzen noch:

Zusatz. ,Liegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt, so
wird seine Polare die Tangente und ebenso wird der
Pol einer Tangente der Berihrungspunkt derselben.*

Auf Grund dieser Satze kdnnen wir jetzt auch eine
strengere, von der Realitdt der Schnittpunkte bzw. Tan-
genten unabhdngige Definition konjugierter Elemente
aufstellen in folgender Weise:

»Zn einem Punkte sind konjugiert in bezug auf einen

Kegelschnitt alle Punkte seiner Polaren.” Ferner:

»ZU einer Geraden sind konjugiert in bezug auf einen

Kegelschnitt alle Geraden, die durch den Pol der ersteren

gehen.”
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Es folgt daraus dann unmittelbar:

»Sind zwei Punkte konjugiert, so gebt die Polare eines
jeden durcb den &ndern“ und:

»von zwei konjugierten Geraden enthélt jede den Pol
der andern.*

Aufgabe 50. Zerféllt der Kegelschnitt (die Kurve
2. Ordnung) in zwei Gerade, so folgt aus Satz 43
(S. 134) der fruher (S. 53) erwéhnte Satz. Welcher
Satz ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve
2. Kilasse) in zwei Punkte zerfallt?

§ 28. Das Polardreieck.

82. Wéhlen wir einen Punkt X in der Ebene eine:
Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare x;
auf x sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann muf
die Polare y von Y jedenfalls durch X gehen, da X undY
konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt von x und y sei Z.
Dieser Punkt Z ist konjugiert zu X und Z ist auch
konjugiert zu Y, also ist XY oder z die Polare des
Punktes Z. In XY Z haben wir folglich ein Dreieck
gefunden von der Eigenschaft, dall jede seiner Ecken die
gegeniberliegende Seite zur Polaren hat. Ein solches
Dreieck nennen wir ein ,,Polardreieck” des Kegelschnittes.

WirhabenschoninFigur48aufS. 131in XY ZeinPolar-
dreieck erhalten; aus dieser Figur kdnnen vor entnehmen,
wie man sich in anderer Weise ein Polardreieck eines
Kegelschnittes verschaffen kann. Sind ndmlich A, B, C,D
irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so konstruieren
wir in dem vollstindigen Viereck derselben die drei
Nebenecken: diese bilden dann ein Polardreieck. — Ist
umgekehrt in Figur 65 ein Polardreieck XY Z eines Kegel-
schnittsgegeben, sofindenwirinfolgenderWeiseeineGruppe
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von Punkten A, B, C, D, die zu ihm in der gleichen Be-
ziehung steht. Wir wéhlen A beliebig irgendwo auf dem
Kegelschnitt, ziehen AZ, welche Linie zum zweitenmal
in B den Kegelschnitt trifft; dann verbinden wir X mit A
und B, wodurch wir die Schnittpunkte C und D auf
diesen Verbindungslinien erhalten. Der Schnittpunkt
von CD und AB muR nun auf der Polaren x von X liegen,

also geht CD durch Z. Ebenso mussen AD und BC
durch Y laufen. — Lassen wir jetzt den Punkt X auf Z
fortricken und konstruieren fir jede Lage seine Polare.
Um z. B. die Polare fiir X7 zu finden, ziehen wir AX',
welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C' trifft.
Dann liefert BC' auf z den Punkt Y', so daRZY"' oder
x' die Polare von X' wird. Es ist folglich

P. Reihe (X, X' ...) a Str. Bischel A (X,X"..)
A Str. Biuschel B (C,C"...)
X P. Reihe (Y, Y'...)
X Str. Buschel Z (Y, Y "' ..).
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Also ist auch die Punktreihe X, X' ... projektiv zum

Bischel x, x' ... der Polaren und wir erhalten

Satz 46. ,Rickt ein Punkt X auf einer Geraden z fort,
so beschreibt seine Polare x in bezug auf einen Kegel-
schnitt einen Strahlenbiischel um den Pol Z von z, und
dieser Strahlenbuschel ist projektiv zu der von dem
Punkte beschriebenen Punktreihe.”

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z, so bewegt
sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der Polaren z
dieses Punktes.

Wir erhalten also in der Figur 65 ein System von
Polardreiecken XY Z, X'Y'Z usw., die alle die Ecke Z
gemeinsam haben, wahrend die gegenuberliegenden Seiten
auf der Geraden z liegen.

Aufgabe 51. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken
zweier Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen auf
einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten beriihren einen
zweiten Kegelschnitt

Die zu einer Geraden und zu einem Punkte in be-
zug auf einen Kegelschnitt gehdrige Involution.
83. Die Punktreihe X, X' .. . ist nicht bloR pro-

jektiv zur Punktreihe Y ,Y ... (Fig. 65), sondern sie hegt
zu ihr involutorisch, da ja die Polare y von Y durch X

geht. Die Paare X, Y, X', Y'. .. bilden eine Punkt-
involution, eben die Involution konjugierter Punkte auf z.
Ebenso gehdren die Strahlenpaare x,y, x',y"' ... einer

Involution an, der Involutionkonjugierter Geraden durch Z.
Schneidet z den Kegelschnitt in reellen Punkten, so sind
dies die Doppelpunkte der Punktinvolution (z. B. X0, YO0).
Gehen von Z aus reelle Tangenten an den Kegelschnitt,
so liefern diese die Doppelstrahlen der Strahleninvolution
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(z. B. Xg, y0). Aber auch wenn z den Kegelschnitt nicht
in reellen Punkten trifft, so kann man trotzdem die Punkt-
involution nach dem eben Bemerkten festlegen. Sie 'wird
dann natirlich eine elliptische und kann dazu dienen,
die imaginaren Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegel-
schnitt in geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen.
Wenn ferner von Z aus keine Tangenten an den Kegel-
schnitt gezogen werden konnen, so wird die Involution
der konjugierten Geraden durch Z, die immer noch be-
stimmtwerden kann, eine elliptische. Stattder imaginéren
Tangenten von Z aus fihrt man dann diese Involution in
die Betrachtung ein. Beriihrt z den Kegelschnitt, oder
fallt Z auf denselben, so wird die zu z oder Z gehdrige
Involution eine parabolische.

Das Dualitdtsgesetz in der Ebene.

84. Ist in einer Ebene ein Kegelschnitt k2, spezie
etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine Figur, so
kann man zu jedem Punkte die Polare, zu jeder Geraden
den Pol in bezug auf k2 zeichnen. Den Punkten einer
Geradenentsprechen dann nach Satz 46(S. 156)Gerade, die
alledurch denPol dieser Geradengehen. VierPunkten einer
Geraden sind also vier Strahlen durch einen Punkt zu-
geordnet, und es ist Uberdies das Doppelverhéltnis der
vier Strahlen gleich dem der vier Punkte. Dem Schnitt-
punkt zweier Geraden entspricht die Verbindungslinie
der Pole der beiden Geraden usw. Aus der ersten Figur
kénnen wir demnach eine zweite ableiten, die ihr genau
nach dem Dualitatsgesetz der Ebene 7. a entspricht.
Jetzt ist aber zwischen den beiden Figuren auch ein
direkter, geometrischer Zusammenhang hergestellt, sie
sind ,,reziprok® zueinander in bezug auf den Kegelschnitt.
Irgend einer Kurve als Ort von Punkten entspricht eine
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Kurve, eingehillt von den entsprechenden Geraden. Die
Klasse dieser letzteren ist gleich der Ordnung der ersten
Kurve. Die Punkte des Kegelschnittes k2 sind dadurch
ausgezeichnet, dal die ihnen entsprechenden Geraden,
ndmlich die Tangenten von k2, durch sie hindurchgehen.

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen eines
Kegelschnittes.

Der Mittelpunkt.

85. Aus den allgemeinen Sétzen der Polarentheori
erhalten wir wieder spezielle, metrische, wenn wir das
Unendlich-Ferne hereinziehen. W ir haben die Annahme
als zuldssig und notwendig erkannt, dal alle unendlich
fernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden liegen.
Auch zu dieser unendlich fernen Geraden kénnen wir
dann den Pol zeichnen in bezug auf einen Kegelschnitt,
und wir erhalten ihn, indem wir von den Punkten der
unendlich fernen Geraden aus Tangentenpaare an den
Kegelschnitt legen. Die zugehdrigen Berlhrungssehnen
gehen alle durch diesen Pol. Wir nennen den Pol der
unendlich fernen Geraden den ,,Mittelpunkt” des Kegel-
schnittes, jede durch ihn gehende Sehne einen ,,.Durch-
messer”. Die beiden Schnittpunkte eines Durchmessers
mit dem Kegelschnitt miissen harmonisch getrennt werden
durch den Mittelpunkt und durch den Schnittpunkt des
Durchmessers mit der unendlich fernen Geraden, also
mufRl jeder Durchmesser im Mittelpunkt halbiert werden
(Satz 44,1 S. 152).

Fur die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittelpunkt
im Endlichen, bei der letzteren ist er (Satz 45,4 S. 153) der
Schnittpunkt der Asymptoten; fir die Parabel, welche
die unendlich ferne Gerade berihrt, fallt der Mittelpunkt
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in den Berlhrungspunkt der unendlich fernen Geraden,
also in den unendlich fernen Punkt der Parabel. Alle
Durchmesser der Parabel sind folglich parallel.

Es hat sich mithin ergeben:

Satz 47. ,Die Verbindungslinien der Berlihrungspunkte
paralleler Tangenten eines Kegelschnittes (Ellipse oder
Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt und heilen
Durchmesser. Jeder Durchmesser wird im Mittelpunkt
halbiert (Pig. 66a und 66b).*

Fig. GGa.

Konjugierte Durchmesser.

86. Nehmen wir jetzt in Figur 65 (S. 155) z als die un-
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt des
Kegelschnittes (Fig. 66a und 66b). DieLinien x, y, x', y'
werden konjugierte Gerade durch den Mittelpunkt: wir
nennen sie ,konjugierte Durchmesser®. Jeder von ihnen
ist also die Polare des unendlich fernen Punktes des
anderen. Zieht man zu einem der konjugierten Durch-
messer eine parallele Sehne AB, so muf3 die Mitte dieser
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Sehne auf dem konjugierten Durchmesser liegen, da sie
mit X zusammen A und B harmonisch trennt. In bezug
auf konjugierte Durchmesser zeigt also der Kegelschnitt
eine ,schiefe Symmetrie“. Dies liefert

Satz 48. ,Die konjugierten Geraden durch den Mittel-
punkt eines Kegelschnitts liefern die Involution der
konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei konjugierten
Durchmessern halbiert alle Sehnen, die zum anderen
parallel laufen. Die Tangenten in den Endpunkten
eines Durchmessers sind parallel zum konjugierten
Durchmesser. Je zwei konjugierte Durchmesser bilden
mit der unendlich fernen Geraden ein Polardreieck
(Fig. 66a und 66 b).“
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Hat man (Fig. 66c¢) eine Parabel und sind AB, A'B’
parallele Sehnen, M, M".
deren Mitten, so liegen diese
alle auf einem Durchmesser,
der durch den unendlich
fernen Punkt S der Parabel
geht. Der  Durchmesser
schneidet die Parabel noch-
mals in T und die Tangente
in diesem Punkte ist pa-
rallel AB.

Die Achsen eines Kegelschnittes.

87. In der Involution der konjugierten Durchmesser
eines Mittelpunkt-Kegelschnittes sind nach Satz 24 (S. 94)
stets auch zwei aufeinander senkrechte (x",y") vorhanden.
Man bezeichnet dieselben als die ,,Hauptachsen® des
Kegelschnittes.

Bei der Ellipse mufR gemaR ihrer Definition (vgl. 76.)
die Involution der konjugierten Durchmesser eine ellip-
tische sein, beide Achsen schneiden die Kurve in reellen
Punkten (grofRe und kleine Achse) (Fig. 66 a).

Zum Mittelpunkt der Hyperbel dagegen gehort eine
Involution mit reellen Doppelstrahlen. Diese sind die
Asymptoten der Kurve. Jede Asymptote ist also zu sich
selbst konjugiert Irgend zwei konjugierte Durchmesser
der Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch. Daraus
folgt unmittelbar, daR der Berthrungspunkt T einer Tan-
gente (Fig. 66b) in der Mitte des Abschnittes ES liegt,
den die Asymptoten auf der Tangente erzeugen. Die
Achsen halbieren die Winkel der Asymptoten; die eine,
x", schneidet die Hyperbel in reellen, die andere, y", in
imagindren Punkten.

Doehlemaon, Projektive Geometrie. 11
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Treten in der Involution der konjugierten Durchmesser
eines Kegelschnittes zwei Paare aufeinander senkrechter
Strahlen auf, so ist die Involution nach Satz 24 (S. 94) eine
rechtwinkelige und alle konjugierten Durchmesserpaare
bilden rechte Winkel. Dieser Pall tritt immer und nur
dann ein, wenn die Ellipse in einen Kreis (bergeht.
Denn wir kdénnen behaupten:

Ist die zum Mittelpunkte eines Kegelschnittes gehdrige
Strahleninvolution eine rechtwinkelige, so ist der Kegel-
schnitt ein Kreis.

Bezeichnen wir ndmlich mit M den Mittelpunkt, mit
A einen festen, mit B einen veradnderlichen Punkt des
Kegelschnittes, so geht nach Satz 48 (S. 160) der zur
Kichtuug AB konjugierte Durchmesser durch die Mitte
von AB und steht auf AB senkrecht, folglichist MB = MA
und alle Punkte des Kegelschnittes haben von M den
gleichen Abstand.

Dagegen kann man bei jedem Kegelschnitt einzelne
Punkte finden, welche sich dadurch auszeichnen, dal die
zu ihnen in bezug auf den Kegelschnitt gehérigen Strahlen-
involutionen rechtwinkelige sind. Dies sind die ,,Brenn-
punkte* des Kegelschnittes.

Unter den parallelen Durchmessern einer Parabel gibt
es einen TOS, der senkrecht steht auf der Tangente, die
in seinem (eigentlichen) Schnittpunkt TO mit der Parabel
konstruiert werden kann (Fig. 66c¢). Dieser Durchmesser
heiBtdie,,Achse“,derPunktTOder,,Scheitel“ derParabel.
Aufgabe 52. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy-

perbel in den Punkten A und B und die Asymptoten
in C und D, so ist CA = BD. Beweis durch An-
wendung des soeben bewiesenen Satzes uber die Tan-
gente.
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Aufgabe 53. Ein Kegelschnitt ist durch funf Punkte
oder finf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt zu
konstruieren.

Losung. Man verschaffe sich parallele Tangenten und
damit einen Durchmesser.

Aufgabe 54. Man betrachte die Mac-Laurinsche Kon-
figuration (Mg. 48) fiir den Fall, daB z die unendlich
ferne Gerade ist, und leite auf diese Weise den Satz ab:
In irgend einem, einem Kegelschnitt umschriebenen
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch-
messer.

11*



VII. Abschnitt

Die Kegel- und Regel-Flachen 2. Ordnung als
Erzeugnisse projektiver Grundgebilde.

§ 30. Uber Flachen im allgemeinen.

Regelflachen.

88. Eine Flache (z. B. eine Ebene, eine Kugel, eir
Kegel) enthdlt zweifach unendlich viele (002 Punkte,
welche durch ein mathematisches Gesetz bestimmt werden.
In der rechnenden Geometrie wird eine Flache definiert
durch eine Gleichung, der die Koordinaten (x, y, z) eines
jeden ihrer Punkte genligen mussen.

Eine Flache kann insonderheit die Eigenschaft haben,
dall es mdglich ist, sie durch Bewegung einer festen Kurve,
die wir uns etwa aus Draht hergestellt denken, zu erzeugen.
Im einfachsten Falle wird diese Kurve eine Gerade sein.
Die Flachen, die auf diese Weise durch Bewegung einer
Geraden entstehen, heilen allgemein ,,Regelflachen®. Sie
enthalten, gemaR*ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches
System von geraden Linien, die wir die ,,Erzeugenden”
der Flache nennen. Solche ,geradlinige* Flachen treten
uns entgegen, sobald wir die Erzeugnisse projektiver Grund-
gebilde erster Stufe betrachten, die beliebig im Raume
liegen, wie ja z. B. zwei beliebig im Raume gelegene pro-
jektivePunktreihennach57.(S. 102)alsErzeugnis einsolches
System von einfach unendlich vielen, im Raume ange-
ordneten Geraden lieferten.



§ 80. Uber Flichen im allgemeinen. 165

Wir kénnen mm zwei durchaus verschiedene Typen
von Regelflachen unterscheiden je nach dem Verhalten
unendlich benachbarter Erzeugenden der Flache. Folgende
Félle sind n&mlich zu trennen:

a) Irgend zwei unendlich benachbarte Erzeugende
der Fl&che schneiden sich stets. Dann bestimmen die-
selben eine Ebene, und der zwischen
den Erzeugenden gelegene Teil der
Ebene ist ein Element der Flé4che.

Es sind also die Elemente der Flache

samtlich eben (Fig. 67). Eine solche

Flache (die auch durch Bewegung

einer Ebene erzeugt werden kann)

heilt eine ,abwickelbare“ (deve-

loppable). Irgend zwei einander nicht

unendlich benachbarte Erzeugende der

Flache brauchen sich natirlich nicht Fig. 67.
zu schneiden.

Die einfachste abwickelbare Flache ist der ,,Kegell
Er entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt,
wadhrend einer ihrer Punkte festgehalten wird. Dieser
fixierte Punkt heilt die ,Spitze” des Kegels. Liegt die
Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Gerade nach
irgend einem Gesetze, aber stets parallel zu sich selbst,
so entsteht aus dem Kegel der ,Zylinder®.

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der Flachen
schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente der Flache
sind nicht eben, sondern gekrimmt, da zwei Nachbarge-
rade auf der Flache, so nahe aneinander man sie auch
waéhlen mag, sich nicht schneiden, sondern windschief zu-
einander verlaufen. Solche Flachen heiflen ,,windschiefe*
Regelflachen. Wir werden ein Beispiel einer solchen Flache
weiter unten kennen lernen.
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Tangentialebene einer Flache.

89. Ist auf einer Flache ein Punkt P gegeben, s
kénnen wir durch P auf der Flache unendlich viele Kurven
zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen eines
Bischels, dessen Achse durch P geht. Jede dieser Kurven
besitzt in P eine Tangente, und diese Tangente hat mit
der betreffenden Kurve, also auch mit der Flache, zwei
Nachbarpunkte in P gemein, ist also auch eine Tangente
der Flache. Nun zeigt die Analysis, daR alle diese Tan-
genten in einem Punkte P an eine Flache in einer Ebene
liegen, der Tangentialebene in P an die Flache.
P heillt der Beriihrungspunkt der Tangentialebene. Jede
(irch P in dieser Ebene gezogene Gerade hat in P zwei
benachbarte Punkte mit der Flache gemein.

Liegt eine Gerade h ganz auf einer Flache, so geht
also die Tangentialebene in jedem Punkte von h jeden-
falls durch diese Gerade hindurch.

Liegen auf einer Flache zwei gerade Linien, die sich
schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem Schnitt-
punkt bestimmt als die Ebene dieser beiden Geraden,
gleichgliltig, ob die beiden Geraden unendlich benachbart
sind oder ob sie einen endlichen Winkel einschlief3en.

Ist P ein Punkt einer Kegelflache, so geht die Tan-
gentialebene in P jedenfalls durch die Erzeugende hin-
durch, welche durch P l4uft. Dies ist die Verbindungs-
linie von P mit der Spitze S des Kegels. Durch S gibt es
eine zu dieser Erzeugenden benachbarte Erzeugende und
die durch beide bestimmte Ebene muR die Tangentialebene
in P sein. Es istalso fiir alle Punkte einer Erzeugenden
einer Kegelflache (und allgemeiner einer abwickelbaren
Flache) die Tangentialebene die gleiche. Folglich berthrt
die Tangentialebene einer Kegelfldche oder abwickelbaren



§ 30. Uber Flachen im allgemeinen. 167

Flache 1&ngs einer Erzeugenden die Fl&che (Beispiel:
der Kreiskegel).

Ordnung und Klasse einer Flache.

90. Unter der Ordnung einer Fldche versteht man
die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige Ge-
rade mit der Flache liefert und zwar im algebraischen
Sinne, also ohne Riicksicht auf die Realitdt (vgl. 58.).
Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der
reellen Schnittpunkte, welche eine Gerade mit der
Flache gemein haben kann.

Hat man eine Kegelflache, z. B. eine von der 2. Ord-
nung, sowird sie von irgend einer Geraden in zwei Punkten
geschnitten. Nach diesen zwei Punkten laufen nun zwei
Erzeugende der Kegelfliche, nédmlich die Verbindungs-
linien derselben mit der Spitze. Die durch die Gerade
und die Spitze gehende Ebene hat mit der Kegelflache
die genannten beiden Erzeugenden und bloR diese gemein.
Bei einer Kegelflache gibt also die Ordnung auch die Zahl
der Erzeugenden, welche eine beliebige, durch die Spitze
gehende Ebene aus dem Kegel ausschneidet.

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Flache nter
Ordnung ist eine Kurve n*61 Ordnung, da jede Gerade
in dieser Ebene n Punkte mit der Flache, folglich eben-
so viele mit der Schnittkurve gemein hat

Unter der Klasse einer Flache verstehen wir die An-
zahl der Tangentialebenen, die durch eine beliebige Ge-
rade an die Flache gelegt werden kdnnen, auch wieder
im Sinne der Analysis.

Eine Kegelflache, Uberhaupt jede abwickelbare Flache
besitzt nur einfach unendlich viele (00l) Tangentialebenen.
Bei diesen Flachen definiert man die Klasse als die Zahl
ihrer Tangentialebenen, die durch einen beliebigenPunkt
hindurchgehen.
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Beispiel einer windschiefen Regelfldche.

91. Gegeben sind drei Gerade h, hn h2, von dener
keine zwei in einer Ebene liegen. Eine Gerade bewegt
sich so, daB sie besténdig jede dieser drei Geraden schneidet
Man beweise:

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei festen

Geraden projektive Punktreihen aus.

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Gerade

in drei ihrer Lagen, so schneidet sie dieselbe in
jeder Lage.

Zunéchst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver-
schaffen kann, welche h, hx und h, begegnen. Whéhlen

wir auf h einen Punkt A willkirlich (Fig. 68), so kénnen
wir durch A und hx eine Ebene (Ahx), sowie durch A
und hg eine Ebene (Ahg) legen. Diese beiden Ebenen
schneiden sich dann in einer Geraden a, welche h+in At,
sowie hg in A2 trifft, also die verlangte Eigenschaft hat.
Auf diese Weise kdnnen wir unendlich viele solche Gerade
b, ¢c,d usw. finden, indem wir auf h Punkte B,C,D...
wéhlen. Es ist klar, daf irgend zwei solche Gerade, z. B.
aund b, sich nicht schneiden. Dennwenn sie sich schneiden
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wirden, lagen sie in einer Ebene, und in der gleichen
Ebene miRten auch h, h,, h2 liegen, was gegen unsere
Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade eine wind-
schiefe Kegelflache. Es ist aber dann nach Satz 4 (S. 38)
(ABCD) = [(Ah”hJtChJtD hl] = (A2B2C2D2)
und
(ABCD) = [(Ah2)(Bh2)(Ch2)(Dh2] = (A1B1C1DJ),
folglich
(ABCD) = (A ~C ") = (A2B2C2D2) .
Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.
Es sei ferner eine Gerade hx gefunden, welche a, b
und c schneidet. Projizieren wir nun die projektiven
Punktreihen A, B, C. .. auf h und AL} Bx, Cx ... auf
hL je aus hx durch einen Ebenenbischel, so sind diese
Ebenenbischel projektiv. Dann sind aber folgende Ebenen
identisch:
(Ahl)= (Alhx)= (hxa)
(Bhx)= (Bjhx)= (hxb)
(Chx)= (Cjhx)= (hxc).
Es fallen also in den projektiven Blscheln drei Ebenen
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muB Uber-
haupt jede Ebene mit ihrer entsprechenden identisch sein.
Es ist demnach auch (Dhx)= (D1hx), d. h. die Gerade d
imd Uberhaupt jede solche Gerade schneidet hx.

§ 31. Die Kegelflache 2. Ordnung.

92. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen-
bischel mit den Achsen s und st, die sich in S schneiden
mdgen (Fig. 69). Dann liefern je zwei entsprechende
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das
Erzeugnis der projektiven Ebenenbiischel ist demnach eine
Kegelflache mit der Spitze S. Wir fragen zundchst nach
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der Ordnung derselben. Z&hlen wir also ab, in wieviel
Punkten eine beliebige Gerade g dieser Kegelflache be-
gegnet. Zu dem Zwecke werde durch g irgend eine Ebene
gelegt. Diese wird die projektiven Ebenenblschel s und §
in zwei projektiven Strahlenbiischel S und Sj schneiden,

und die Schnittkurve der Ebene mit der Kegelflache stellt
sich dar als das Erzeugnis dieser projektiven Strahlen-
biischel. Also ist diese Schnittkurve der Ebene mit dem
Kegel ganz allgemein ein Kegelschnitt. Die Gerade g
aber trifft diesen in zwei Punkten und das sind zugleich
ihre Schnittpunkte mit der Kegelflache. Es ist mithin
die Kegelflache von der 2. Ordnung. Die analytische
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Geometrie zeigt Uberdies, dalR sich jede Kegelflache
2. Ordnung in dieser Weise durch projektive Ebenen-
buschel erzeugen 1&Rt. Es ist also die hier betrachtete
Kegelflache die allgemeine 2. Ordnung. Eligen -wir noch
die Bemerkung hinzu, daB eine Tangentialebene des Kegels
die gewdhlte Ebene in einer Linie schneidet, welche Tan-
gente des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muB,
so ergibt sich ganz ebenso wie in 59.

Satz 49. ,Zwei projektive Ebenenbiischel mit sich
schneidenden Achsen s und st erzeugen durch die
Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und st als
Erzeugende enthalt. Die Tangentialebenen l&ngs dieser
beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche der Ver-
bindungsebene (ss1) beziglich entsprechen. Der Schnitt
des Kegels mit einer beliebigen Ebene ist ein Kegel-
schnitt. Der Kegel ist auch von der 2. Klasse.*

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen Aus-
dehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen ist, so
besteht der Kegel aus zwei in der Spitze zusammenhéngen-
den Ménteln. Was den Schnitt des Kegels miteiner Ebene e
betrifft, so ergeben sich die drei moglichen Félle folgender-
mafen: Legen wir durch die Spitze S des Kegels eine
Ebene e0-|f e, so kann e0 zwei reelle Erzeugende mit
dem Kegel gemeinsam haben. Dann ist der Schnitt von
e mit dem Kegel eine Hyperbel, deren Asymptoten-
richtungen durch diese beiden Erzeugenden gegeben
sind. Oder «0 hat keine reelle Erzeugende mit dem Kegel
gemein, in diesem Falle ist der Schnitt von s mit dem
Kegel eine Ellipse. Wenn endlich e0 den Kegel berihrt,
so wird man in e als Schnitt eine Parabel erhalten.
Damit ist die Bezeichnung dieser Kurven als ,Kegel-
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schnitte” gerechtfertigt Sie stammt schon von den
Griechen her*).

93. Legt man von einem Punkte S im Raume
projizierenden Strahlen nach den Punkten eines Kreises,
so erhdlt man eine Kegelflaiche. Wahlt man zwei ihrer
Erzeugenden aus, so kann man mit diesen als Achsen die
Kegelflache durch projektive Ebenenbischel erzeugen,
ausgehend von der Erzeugung des Kreises durch projek-
tive Strahlenbilischel. Die Kegelfache ist also von der
2. Ordnung — sie ist, wie man zeigen kann, identisch
mit der allgemeinen Kegelflache 2. Ordnung — und wird
also von einer beliebigen Ebene in einem Kegelschnitt
geschnitten. Dies liefert den

Satz 50. ,Projiziert man einen Kreis aus irgend einem
Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion ein
Kegelschnitt.*

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten an-
genommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises auf
der Ebene desselben errichten kann, so erhalt man einen
speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt werden
kann durch Drehung eines rechtwinkeligen Dreieckes um
die Kathete SM. Dieser Kegel heiflt ,gerader Kreis-
kegel“,,,Umdrehungskegel”,,,Rotationskegel®. Der
Schnitt desselben mit einer beliebigen Ebene ist aber
auch wieder ein Kegelschnitt.

Nimmt man die Achsen s und 8S der projektiven
Ebenenbuschel parallel an, so rickt die Spitze S des
Kegels ins Unendliche und man erhdlt als Erzeugnis
einen ,Zylinder 2. Ordnung*. Derselbe kann drei ver-
schiedene Formen annehmen, je nachdem die unendlich
ferne Ebene zwei reelle oder zwei zusammenfallende

*) Apollonius von Pergae: ,,Conica“ (250 v. Chr.).

di
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oder zwei imagindre Gerade aus dem Zylinder ausschneidet.
Es gibt deswegen einen hyperbolischen (Fig. 70a),
einenparabolischen (Fig. 70b) und einenelliptischen
(Fig. 70c) Zylinder 2. Ordnung. Man kann zeigen, daR
der letztere auch erhalten wird, wenn man durch die
Punkte eines Kreises in beliebiger Richtung unter sich
parallele Gerade legt.

Steht endlich die Richtung dieser parallelen Geraden
auf der Ebene des Kreises senkrecht, so geht der elliptische
Zylinder in den ,Umdrehungs“-, ,Rotations*- oder
»Kreis“-Zylinder iiber.

§ 32. Die geradlinige Flache 2. Ordnung.

94. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen.
buschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und sx sich
also nicht schneiden. Je zwei entsprechende Ebenen der
Bischel, wie etwa a und «j, werden sich in einer Ge-
raden h schneiden, die sowohl s in P als st in Px treffen
mufl (Fig. 71). Wir erhalten auf diese Weise unendlich
viele Gerade h, hx, hg usw., die offenbar eine windschiefe
Regelflache bilden (Beweis dafur wie in 91.). Wir nennen
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das System dieser Geraden auch eine ,Regelschar” und
bezeichnen es kurz mit [h]. Die dadurch gegebene Regel-
flache ist von der 2. Ordnung. Denn schneiden wir sie
mit irgend einer Ebene, so werden die projektiven Ebenen-
buschel s und sx in projektiven Strahlenbiischeln S und
St getroffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene die Regel-
flache nach einem Kegelschnitt, mithin ist die Flache von

der 2. Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, dafl die
allgemeine Flache 2. Ordnung, wie sie durch eine be-
liebige Gleichung 2. Grades gegeben wird, in dieser Weise
erzeugtwerden kann. Diese geradlinige Flache 2. Ordnung
heiBt auch ,einschaliges Hyperboloid“.

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzeugung
unserer Flache. Trifft die Erzeugende ht in Q und Qx,
ferner h™ in R und R, die Achsen s und §j usw., so ist
die Reihe der Punkte Px, Q1? Rj . . . perspektiv zu den
Ebenen ot,R,y des Bischels s, durch die sie ausgeschnitten
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wird. Ebenso ist die Punktreibe P, Q, R ... auf s zum

Ebenenbisehel al; 81} yx . . . perspektiv. Da aber die

beiden Ebenenbischel projektiv, so ist auch die Punkt-

reihe P, Q, R ... projektiv zur Punktreihe Px, Qx, R, ...

Die Regelschar [h] kann also auch dadurch erhalten werden,

dal man in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent-

sprechende Punkte durch Gerade verbindet.

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwirdige
Eigenschaft. Ist ndmlich s2irgend eine Gerade, welche
die drei Geraden h, hx, h2 schneidet, so sind alle VVoraus-
setzungen erfullt, um den in 91., 2) ausgesprochenen Satz
anwenden zu kénnen. Demnach muf} s2 jede Gerade h
der Regelschar [h] schneiden und jede Gerade, welche h,
hx, hs trifft, hat diese Eigenschaft. Alle diese Geraden
bilden aber wieder eine Regelschar [s], die auch von der
2. Ordnung, und alleErzeugende dieser zweiten Regel-
schar mussen ebenfalls auf unserer Fldche 2. Ordnung
gelegen sein, da durch jeden Punkt einer Geraden von
[s] ja eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und sx
gehdren auch zu dieser Regelschar [s]. Wir haben
folglich:

Satz 51. ,Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen-
buschel in allgemeiner Lage ist eine Regelschar [h]
oder eine geradlinige Flache 2. Ordnung. Dieselbe
Flache kann auch dadurch erzeugt werden, dal man
in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent-
sprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf der
Flache liegt noch eine zweite Regelschar [sj. Alle
Geraden h sind untereinander windschief, ebenso alle
Geraden s, aber jede Gerade h schneidet jede
Gerade s. Irgend zwei Gerade einer Regelschar
werden von den Geraden der anderen Schar in
projektiven Punktreihen geschnitten.*
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Die Flache ist dieselbe wie die in 91. erwahnte, und
sie 1Rt sich in doppelter Weise durch Bewegung einer
Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei Gerade
der einen Regelschar heraus und 14kt eine Gerade sich
so bewegen, daB sie stets diese drei Geraden schneidet,
so beschreibt die bewegte Gerade die andere Regelschar.
Hat man Uberhaupt zwei Systeme [h] und [s] von un-
endlich vielen Geraden derart, daR alle Geraden eines
Systems untereinander windschief sind, wdahrend jede
Gerade des einen Systems jede des anderen schneidet,
so bilden dieselben die beiden Regelscharen einer solchen
geradlinigen Flache 2. Ordnung (Monge 1795).

95. Legt man durch eine Gerade hx der Regelsch:

[n] irgend eine Ebene, so wird diese noch eine Gerade
aus der Flache ausschneiden, da die Schnittkurve im
ganzen von der 2. Ordnung sein muR. Diese Gerade
kann dann, da sie hx schneidet, nur der Regelschar [s]
angehdren und heile sx. Fur den Schnittpunkt von hx
und sx ist die Ebene also (89.) die Tangentialebene. Es
muB folglich jede Ebene, die durch eine Gerade der
Flache 2. Ordnung hindurchgeht, eine Tangentialebene
der Flache sein. In jedem Punkte der Flache wird die
Tangentialebene bestimmt als*die Ebene der beiden durch
diesen Punkt gehenden Erzeugenden.

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fl&che
2. Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Flache durch
projektive Punktreihen s und s, erzeugt denken. Es sind
dann folgende zwei Félle mdglich:

a) Die unendlich fernen Punkte von s und sx
sprechen einander nicht in der projektiven Beziehimg
dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B. dem
unendlich fernen Punkt von s ein bestimmter endlicher
Punkt auf st. Die Parallele durch diesen Punkt zu s ist

ens
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eine Erzeugende 1i3 der Regelschar [h]. In gleicher
Weise gibt es zu jeder Erzeugenden eine parallele Er-
zeugende der anderen Schar. Die dadurch erzeugte
Flache lag unseren bisherigen Betrachtungen zugrunde
und wir nannten sie bereits das einschalige Hyperboloid
(Fig. 72). Die unendlich ferne Ebene schneidet die Flache
in einem Kegelschnitt

Fig. 72.

b) Tritt der speziellere Fall ein, daf die unendlich
fernen Punkte von s und sx einander entsprechen;
so sind diese Punktreihen &hnlich. Die Verbindungs-
linie dieser beiden unendlich fernen Punkte ist eine ganz
im Unendlichen gelegene Gerade h*,, die bestimmt ist
durch die Stellung der Ebene, welche parallel zu s und sx
lauft. Alle Geraden der Regelschar [s] missen aber hoo
schneiden, also sind sie alle parallel zu dieser Ebene.
Doehlemann Projektive Geometrie. 12
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Die unendlich ferne Ebene enthdlt nun von unserer
Flache die Gerade h”, sie mufl mithin noch eine Ge-
rade Soo der anderen Schar enthalten. Alle Geraden h
mussen s*, schneiden, also sind auch alle Geraden der
Regelschar [h] parallel einer bestimmten Ebene. Die
dadurch entstehende Flache heil3t ,,windschiefes*“ oder
»hyperbolisches Paraboloid* (Fig. 73). Die Geraden einer
jeden der beiden Regelscharen auf der Flache sind je
parallel einer Ebene. Diese beiden Ebenen heillen die
»Leitebenen®. Die Flache beruhrt die unendlich ferne
Ebene.

Man erhélt die Fldche auch, wenn man eine Gerade
sich so bewegen I&Rt, dafR sie bestdndig zwei feste Gerade
schneidet und dabei parallel bleibt zu einer gegebenen
festen Ebene.

Eine einfache Erzeugung dieser Flache besteht darin,
dal man (Fig. 73) in einem Tetraeder zwei Paare von
Gegenkanten (AB und CD, BO und AD) in gleichviel
Teile teilt und entsprechende Teilpunkte verbindet.

Dall diese beiden Systeme von Geraden der gleichen
Flache angehdren, folgt leicht aus den abgeleiteten Séatzen.
W&hlt man ferner eine Ebene, welche zu AB und CD
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parallel ist, so gibt sie die Stellung der einen Leitebene,
wadhrend die andere Leitebene zu den Gegenivanten BC
imd AD parallel lauft. Schneiden sich zwei Ebenen
dieser beiden Ebenenblschel in einer Geraden g .und
nehmen wir eine Tafel senkrecht zu g, um in diese das
Tetraeder und die Geraden der Flache orthogonal zu
projizieren, so erhalten wir als Bild das Parallelogramm
A1BtCiDi (Fig. 74) sowie die Parallelen zu den Seiten.

Fig. 74.

Der Schnittpunkt der Diagonalen ist die Projektion
der Linie m, welche die Mitten des letzten Paares -von
Gegenkanten AC und BD des Tetraeders verbindet. Die
beiden Leitebenen sind also auch zu m parallel.
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in Bamburg. Ofr. 47.

— Pcifpiclfaimnlung 3. 2irifi)ntclth
u. Oligebra o. Dr. Bermann Sdjubert,
Prof. a. b. ©elcbrtenfdjule bes 3oban-
neums in Bamburg. Oir. 48.

Sngebratfcfye &uroen o. @ugen Peufel,
Oberreallebrer in Paibingen=©ns. 1:
Buroenbishuffion. Qliit 57 giguren im
Sejt. Oir. 435,

11: Sijeorie unb ftiitoen britler
unb oierter Orbnung. QOliit 52 giguren
im 2erf.  Oir. 436.

2Upen, 3>ie, oon Dr. Oioh. Sieger, pro-
feffor an ber Unioerfitdt ©ra*, CHt
19 Olbbilbungen unb 1 fiarte. Oir. 129.

2lIfl)od)beutid)e Qiicralur mit©ram.
rnatih, Bbenelumg unb ©rlauferungen
oon 2b* 6d)auffler, profeffor am
PealgpmTtafium in Uim.  Oir. 28
SfHieffamenil. CRcligionsgefdjlcijle
oon D. Dr. Oliaj Cobr, profeffor an
ber Unioerfitét fionigsberg. Oir. 292.
2Intphtbien. ©as ©icrretci) 111: 5lcp=
filien unb 2Impl)ibien o. Dr. gran;,
OSerner, Profeffor an ber Unioerfitat
OBien. Qliit 48 Olbbilbungen. Oir. 383.
2(na(i)fe, Seci)n.=6i)cnt., oon Dr. ©.
Cun%e, Prof. a. b. ©ibgen. polt)fed)n.
6d)ule in 3drid). Oliit 16 Olbb. Oir. 195.
Slnalpfis, 55ul)crct I: ©iffercitliaD
rcd)nung. Pon Dr. grbr. gunher,
Olehtor bes Pealgpmnafiums unb ber

Dberrealfcbule in° ©bppingen.  Qliit
68 giguren. Qir. 87.
Pepetitorium unb Slufga”

bcn_fammlungDsur Otfferenfial
rcdtnung oon Dr. grbr. Gunher, Peh-
tor b. Pealgpmnaf. u. ber Oberrealfd).
in ©0pp|n%en. Qliit 46 gig.  Oir. 146.
11: Onfcgraircrfjnuitg. Pon Dr.
griebr. Gunher, Oiehfor bes Peal-
mnafiums unb ber Dberrealfcbule in
ppingen. Oliit 89 giguren. Oir.88.

1



Analirfis, Aobcre. IKepefitorium
und Aufgabenfammlung ¢ur
3ntegralrccbnung ooirDr. griebr.
3unher, 'Rehtor bes Aealgpmnafiums
und ber Oberrealfchule in ©6ppingen.
Alit 50 giguren. Ar. 147.

— Aiedere, oon ~Prof. Dr. Aenebiht
Sporer in ©gingen. AMt 5giq. Ar.53.

Arbeiterfrage, $ie getocrblicbc, oon
ferner Sotnbarf, ‘prof. a. b. Ranbels-
hocbfchule Aerlin.  Ar. 209.

Arbeiteroerficberung] fiehe:
oerficherung.

Archdologie oon Dr. grlebricf) Roepp,
profesor an ber Unioerfitat Atlnfter
i. A3. 3Adnbchen. Al. 28 Abbildungen
im Seit und 40 Safeln. Ar. 538/40.

Arilbmetih u. Algebra oon Dr. Rerm.
Schubert, Prof. an ber ©elehrfenfchule
bes Sobanneuins in Hamburg. Ar 47.

Aceifpiclfammlung ¢ur Aritbs
metih unb Algebra oon Dr. Berm.
Schubert, profefior a. b. ©elehrtenfd)ule
bes 3ohanneunts in Hamburg. Ar. 48.

Arateepferd, S)as, unb bie Rerforgung
ber mobernen RBeere mit Aferben Don
gelij oon ©amnitj, ©eneral ber Ra-
oalterie 3. 2). unb ehemal. fpreufj.
Aemonfeinfpehfeur. Ar. 514.

Aratentoefen und ArmenfUrfor?e.
©infiibrung in bie f03iale Rilfsarbeif o.
Dr. Abolf A3eber, profeffor an ber
Ranbelshochfchule in RdIn. Ar. 346.

Aftbctift, Allgemeine, oon Prof. Dr.
Alan 2)ie3, ebrer an ber Bgl. Afeabe-
mie b. bilb. S&nfte in Stuttg. Ar. 300.

Aftronomie. ©rofee, Aeioegung u. ©nf-
fernung ber Rimmelshorper Don A. g.
Atobius, neu bearbeitet oon Dr. Rerm.
Robolb, Profeffor an ber Unioerfitat
Biel. 1s Aas planetenfpftem. Atit 33
Abbildungen. Ar. 11.

— — |1 Kometen, Aleteore u. bas Stern-
foftem. Sfiit 15 giguren unb 2 Stern-
karten. Ar. 529.

Affronomifcbe (Seograpbie oon Dr.
Siegmunb ©dinther, Profeffor an ber
STed)nifd)en Rochfchule in  Alanchen.
Alit 52 Abbildungen. Ar.92.

Aflropbtyfih. Sie AefchaffenheitberRim-
mefshorper o. Prof. A3, g. A3islicenus.
Aeu bearbeitet oon Dr. 8. Bubenborff
tn Potsdam. Atit 15 Abbild. Ar. 91.

Aiberifcbe 6le und 2lied)ftoffe oon
Dr. g. Aodjuffen in Aliltifc. Atit 9 Ab-
bildungen. Ar.446.

So3ial-

Auffaftenftolirfe oon Oberffublenrat Dr.
B. A3. Straub, Aehtor des ©bertjarb-
Bubu)igs=©pmnaf.i.Stuttgart. Ar. 17.

Ausgleicbungsrecbnung naci) der
Aletbobe der hleinfien Quadrate
oon A3ilh. A3eitbrecht, fprofeffor ber
©eobdfie in Stuttgart. Alit 15 gi-
guren unb 2 2afein. Ar. 302.

Auftercuropaifcbe ©rdfeile, Ranber*
hunde der, oon Dr. gran3 Reiberid),
‘Profeffor an ber ©iportahabemie in
A3ien.  Atit 11 Sejthartchen unb
Profilen. Ar. 63.

Auftralicn. RBanbeshunbe u. Séirt*
febafts?eograpbie des geftlandes
Auftralicn” oon Dr. Rurt Rajjert,
profeffor ber ©eograpbte an ber Ran*
bels-Bod)fchule in Adln. Atif 8 Abb..
6 graph. Tabellen u. 1Rarte. Ar.319.

Autogenes (Scbtoeifc und ©ebneid*
oerfabren oon Ingenieur Bans Aiefe
in Biel. Atit 30 giguren. Ar. 499.

IBade» u.6cbmimmanflaltcn, 6ffent™
liebe, o. Dr. Rarl A3olff, Stabt-Ober-
baur., Bannooer. At.50gig. Ar.380.

Aaben. Aadifebe ©efcbicble oon Dr.
Barl Aninner, Prof. am ©pmnafium
in ‘pforBbeim unb Pprioatho3ent der
Cefd)idite an 5er 2ed)nifchen Roeb-
fchule in Karlsruhe. Ar. 230.

— Ranbeshunbe oon Aaben oon
Prof. Dr. D. Bienitj i. Karlsruhe. Alit
‘Profil., Abbild, unb 1 Rarte. Ar. 199.

ISabnbofe. 5Sod)dauten der Aabn»
hofe oon ©ifenbahnbauinfpehtor ©.
Schroab, Aorftanb b. 8gl. ©.«Roebbau*
fehtion Stuttgart Il. 1. ©mpfangsge-
baube. Aebengebaube. ®iiterfcf)uppen.
Rohomotiofehuppen. ~ Atit 91 Abbil-
dungen. Ar. 515.

$alhanftaafen. Oefcbicbtc d. d)rift=
lieben IBalhanftaatcn (Aulgarien,
Serbien, Aumaénien, Atontenegro,
©riechenlatib) oon Dr. B. Aoth in
Bempten. Ar. 331

IBanhtoefen. 2ecf)nih des IBanh»
toefens oon Dr. A3alter ©onrab.
ftetioerf. Aorfteher ber ftatift. Abteilung
ber Aeichsbanh in Aerlin. Ar. 484.

IBaufiibrung. Rur3gefahfes Ranbbuch
Uber bas A3efen ber Aaufiihrung ooji
Architeht ©mil Aeutinger, Affiftent an
ber 2 ed)nifchen Bo~fd)ule in 3)arm*
ftabt. At. 25gig. u. 11 Sabell. Ar.399.



Bauhunfi, Sic, bes 21benblanbcs
d. Dr. fi. Gdjafer, Qljfifi. a. ©eroerbe«
tnufeum, Bremen. 91?.2291bb. 97r.74.

— bes GdjuU>au?eSDonProf.Sr.-5ng.
Chmft Setferlein in Sarmftabt. 1: ©as
6 d)ull)aus.  921it 38 9lbh.  97r. 443.

— — |I: Sic 6 ct)ulrdaume — Sie 3%hen*
anlagen. 927t 31 2lbbilb. 97r. 444.

Bauffcinc. Ste Onbuffrie ber h&nff*
liczen Baufieine unb bes SRortels
oon Dr. ©. Saufer in (Etjarlottenburg.
Wit 12 Safeln. 97r. 234.

BauilofTftunbe,Ste, o. Prof. fi. fiaber-
frot), Oberl. a. b. fier3ogl.Saugetoerh«
d)ulefiot3minben. 932.36Qlbb. 9?r.506.

Banern. BatJerlfcfyc ©c?d)irf)te non
Dr. fians Od’el in9lugsburg. 9?r. 160.

— Oanbesfcunbe bes £tonigreid)S
Baijern o. Dr. 9B. ©0B, Prof. a. b.
figi. Sedjn. fiod)fd)ule Slalnajcn Rl
Profilen, 21bb. u. 1 fiarfe. 9?r. 176.

BefcfSlgun smefen. Sic gefcfj?d)!=
licf>e" «Sttftoitftelung bes ~Be*
fefligungstoefens ootn 2lufftom=

men _ber ‘Puloergefdjaije bis
ur Sieujeii oon Beuleaur, 93%jor
. 6labc b. i. euf3~pionier-

bofaill.9Ir.17. 92iit3023ilb. 91r.569.
Befdjtoerberedjf. Sas SissipUnar=
unb Befd?d>erbcredjl fur «cer u.
Sftarine non Dr. 92?aj ©rnft 9l?ai)cr,
Prof. a.b.Unio. Strafeburg i.<E 97r.517.
Befriebsftrafl, Sie “tocchmafeigfie,
oon grlebrld) Sarti), Oberingenieur

in 920rnbcrg. 1. Seil: (Einleitung.
Sampfhraftanlagen. Berfcfeieb. firaff-
mafdjinen. 932l 27 91bb. 97r. 224.

U: ©as-, QBaffer« u. SBtnb-firaff-
Anlagen. 92’?|t 31 91bbilb. 97r. 225.
11 ﬁEIektromotoren Betriebs«
koftentabellen. ©rapfe. Sarftell. CB3l)l
b. Betriebshraff. 93?.27 91bb. 97. 474.
Bemegungsfpiele o. Dr. (E fiofelraufd),
rofeff. am fionigl. fiaifer 933ilt)elms-
pmn. ju fiannooer. 93. 159lbb. 97r.96.
Bleicherei. Serlil =Onbuflrie 11I:
Soéafdjerci, Bleicherei, Sarberet
nnb if)re Ailfsffoffe d. Dr. QBil>,
92%ffot, profeffor a. b. Preufe. hit>.
gacfefcfeule fur Se£filinduflric in Krefelb.
O?it 28 giguren. 97r. .
Blifenpflatt“cn, Sas Gpffcm ber,
mii 2|usfd)lur3 ber ©|)tmtofper—
men oon Dr. 92. Pilger, fiuftos am
figl. Bolanifcfeen ©arten in Berlin»
Safelem. 937t 31 giguren. 9?r. 393.

Bobenhunbe oon Dr. p. Bageler in
Konigsberg i. Pr. 97r. 455.
Branbenburgifch =3*reufeifd)e ©c*
fd)idgte oon Prof. Dr. 92 St)amm,
Sir. bes fiaifer 9Bill)elnis=©pmnafiums
in 92%onlabanr.  9?r. 600.
Brafilien. Qanbeshunbe ber Be*
publik Brafilien oon Bel Bobol-

gfeo oon 5t)ering. 93t 12 9lbbi>

ngen unb einer flarfe 97r. 373.

Brauereitoefen |: 2Hal3erei oen
Dr. ‘Paul Sreoerboff. Sirehtor ber

Brauer- u. 92?4l3erfd)ule ju ©rintma.
93t 16 Qlbbilbungen. 9?r. 303

Britifdi *2loibamenha. Qanbcs»
hunbe oon Brilifchs21orbamerihi
oon Prof. Dr. 91 Oppel in Bremen.
93%t 13 9lbbilb. u. 1 Karte. 92r. 284.

Buchfiihrung in einfachen unb bop«
pellen PDflen oon Prof. Bob. 6 tern,
Oberl. ber Offentl. fianbelslebranft. u.
S03. b. fianbelsbod)fd)ule 3. Ceip3ig.
93?if Dielen gorntularen. 9?r. 115.

Bubbha oon Profeffor Dr. (Ebmunb
fiarbp. 97r. 174.

Burgcnltunbe, Olbrif} ber, oon fiof-
rat Dr. Otto Piper in 922ind)en.
93! 30 91bbilbungen. 9?r. 119.

Burgerllches ©efeRbud) fiere:
bes 9

Bt?SanunlfdleS IHeic®. ©eWc"le
bes bt)3aniinifcen IHeiches oon
Dr. fi. Tiotb in Kempten. 9?r. 190.

<El)emie, Slllaemeine unb p~fiha*
lijtfyc, oonDr. 93%j 9?ubolpbi, Pro-
feffor an ber Sechnijd)en Rochfcbule in
Sarmftabt. 927t 22 giguren. 97r. 71.

— 9lnali)fifd)C, oon Dr. 3oi)annes
Aoppe in $?iind®n. 1: St)eorie unb
©ang ber 9lnalpfe. 97r. 247.

11: Reaktion ber 92%tailoibe unb

93%talle.  97r. 248.

— 2Inorganifd)e, pon Dr. 5of. filein
in 92%annbeim.  97r. 37

— ©efd)id)fe ber, oon Dr. fiugo
Sauer, 9iififlent am d)emifd)en Cabo-
ratorium ber fioniglidjen Sedjnifdjen
fiod)|d)ule Stuttgart. ~ I: 93on ben
alteften 3 pjicn bis 3ur Serbrennungs-
ttjeone oon CaDoifier. 9lr. 264.

93on CaDoifier bis 3ur ©egen-

9lr. 265.

Qecht

rcart.
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ebcttiie S. ilol)tcii[foffocrbitibungcH
t). Dr. fiugo Sauer, 2ljfiftenl am diera.
Oaboratoruim ber Sgl. Sedjn. Sodj-
idmle Stutlgart. 1. I1: 2lltpt)ati)che
Serbinbmigen. 2 Seile. 2!r. 191. 192.

111 SarbocpWijdje Serbinbuitgen.
3ir. 193.

IV: Selcrocpbltidje Serbinbungen.
lr. 194.

— Organi{d)e, non Dr. 3of. Slein in
UKatmijeim.  3!r. 38.

— JSfyarmajculiidic, non Srioatbojenl
Dr. (£. SSannbeim in Sonn. 3 Sarib-
d)en.  3lr. 543)44 u. 588.

pon Dr. med.
9L Regabn in Serlin. I: 9lffUnilation.
«mit 2 Safeln. 92r. 240.

11: ©iffimilation. 921.1 Saf.92r.241.

— ©O0£ihologifd)C, oon Prioatho”ent
Dr. ©. Qliannbeim tu Sonn. 92it
6 91bbilbungen. 92r. 465.

(SQentiicfye 3 nbuffrie, 2Inorgaitifd)c,
oon Dr. ©uft. lauter i. ©b”rlottenburg.
| ©ie Reblancfobainbuftrie unb ibre
92eben3roeige. «24t 12 Saf. 92r. 205.

I1: 6 alinentoefen, Ralifal3e, ©Rn-
gerinbuftrie unb Serroanbtes.  tmit
6 Safeln. 9lr. 206.

I11: 9Inorganifd)e chemifdje Pra-
parate. 9t 6 Safeln. 92r. 207.
Efyentifcfye Secijnologie, 2lilgemclne,
oon Dr. ©uft. Sauter in <l"arlotten-

burg. 92r. 113.

(Sfyetnifd) =£ed)nifd)e Stnatyfe oon
Dr. ©. Bunge, Profeffor an ber ©ib-
gendffifcben PolptedJnijdjen 6 d)ule in
3urid).  «mit 16 91bbilb. 91r. 195.

<£%rifllid)enQiieraiurenbesOrienfs,

ie, Don Dr. 9Inton Saumftarh.
I : Einleitung. —®©as d)riftlid)»aramé-
ifd)e u. b. hoptifdie Schrifttum. 91r. 527.

11: ©as d)riftl.-arab. u. bas &tbiop.
Schrifttum. —Bas djriftl. Schrifttum b.
9lrmenier uno ©eorgier. 91r. 528.

©ampffteffel, ©ie. ftugefafotes Rebr-
bud) mit Seifpielen fiir bas Selbft«
ftubium unb ben praiitifchen ©ebraud)
non Oberingenieur griebrid) Sartl)
in Nirnberg. I: &effelfpfteme unb
geuerungen. OTit43 giguren. 97r. 9.
I1: Sau unb Setrieb ber ©ampf-

feeffel. amt 57 giguren. Oir. 521.

©ampfmaid)incn, ©ie. ftursgefafetes
Rebrbud) mit Seifpielen fiir bas Selbft«
ftubium unb ben prahtifchen ©ebraud)
oon griebrid) Sartb, Oberingenieur
in Ollirberg. 2 Shcbn.  1: OTéarme-
tbeoretifd)e unb bampffecbnifd)e ©runb-

lagen. 92iit 64 giguren. 91r. 8.
— — Il: Sau unh, Setrieb ber ©arnpf-
mafcbinen. ik 109 gig. 21r. 572.

©ampfturbinen, ©ie, ibre aBirhungs*
toeife unb ftonftruhtion non 3 ngenieur
55erm. 2BUba, Prof. a. ftaatl. ©ecbni-
humi.Sremen. OHit 1049Ibb. Oir.274.

©esinfehlion oon Dr. 921 ©briftian,
Stabsargt a. ©. in Serlin. 92lit 18 9lb*
bilbungen.  91r. 546.

©eterminanteno.p. S. gifcber, Oberl.a.

©euifcye Stitertimer oon Dr. gran3
gubfe, ©irehtor b.. ftabt. ORufeums in
Sraunfcbroeig. «TIt70 91bb. 91r. 124.

©euffctye gforlbildungsfdjulttjefen,
©as, nad) feiner gefd)id)ilichen©nttoufe™
lung u. in feiner gegenmart, ©eftalt i1.55.
Sierdts, Seoifor geroerbl. gortbilbungs-

fcbulen in Schleswig. 21r. 392.
©culfcfyes gfrentbtodricrbud) oon Dr.
Subolf Sileinpaul in ReipMg. 91r.273.
©euifche ©efdjid,*le oon pr. g. fturge,
Prof. a. Agl. Buifengpmnaf. i. Serlin.
I: SRiffelafter (bis 15192. 9k. 33.
I1: Zeitalter &er 2teformation
unb ber Sleligionsftriege (1517

34

bis 1648). Oh. 34.

I11:" Vom  20eftféiifd)en
frieben bis jur Slufléfung
es alten «eichs (1648—1806).
Olr. 35.

fiebe au”: Quelienhunbe.
©euifcfye ©rantmafth unb hune ©e-
fd)id)te ber beutfdjen 6 prad)e oon Scbulr.
‘prof. Dr. O. Bpon in ©reshen. 92r.20.
©eutfche 55anbel5horrefponben3 oon
Prcfeffor ©b- & ®eauj, Officier be
rSnftruction Publique. ~Olr. 182.
©euifd)es 55anbelsrec”t oon Dr. £arl
Rebmann, Prof. an ber Unioerfitat
©dttingen. 2 Sbe. Olr. 457 u. 458.
©euifd)e Seibcnfage, ©ie, oon Dr.
Otto Ruitpolb 5iriC3eh, Profeffor an
ber Unioerfitat 9BUr3burg. 2ir. 32.
©euifcfycs 5lolonia(rcc™ oon Dr. 55
©bler oon 55offmann, Profeffor an
ber figl. Slhabemie pofen. Olr. 318.

Oberrealfd). 3. ©rob-Rid)terf. Olr.402.



©euifche Kolonien. I: ©ogo unb
Kamerun oon Prof. Dr. K. ©ooe.
«mit 16©af.u. 1 litbogr. Karte. By. 441.

— 1I: ©as Gudfeegebiei unb Atau*
tfetjou oon Prof. Dr. K. ©ooe. OTit
160@afeln it. 1 litbogr. Karte. Br.520.

— I1l: Offafriha oott *prof. Dr. K.
©ooe. Blit 16 ©afelti unb 1 litbogr.
Karte. Br. 567.

©euifche Auliurgefchichie oon Dr.
‘Heini), ©untber. Br. 56.

Seuifches Beben im 12. u. 13. Qahr*
hundert. Bealhommenfar ju ben
Bolhs- it. Kunftepen it. 3lm Bliitnefang.
Pon Prof. Dr. 3ul. ©ieffenbacber in
greiburg i. S. 1: Offentliches Ceben.
Btif 3ahlreid)en Bbbilbungen. Br. 93.

I1: prioallebett. Btit zahlreichen
Bbbilbungen. Br. 328.

©euifche Rileraiur des 13. Oahr*
hunderts. ©ie Epigonen des
hofifd)cn Cipos. Busmabl a. beul-
fchen Sichtungen bes 13. Gabrbunberts
oon Dr. Biltfor Gunh, Bhfuarius ber
Kaiferlichen Bhabemie ber BMffen-
ichaffen in S3ien. Br. 289.
©eutfehe Rileraiurbenhmaéler des
14. 1.15. Gal)rl)underfs. Busge-
roghlt unb erldutert oon Dr. Rermann
Sanken, ©irehtor ber Konigin Cuife«

Schule in Konigsberg i. Pr. Br. 181
— 16. Oafyrfyunderfs. I: SRarfin
Buther ” und 3:*om. Bturner.

Busgerodblt unb mit Einleitungen unb
Bnnterhungen oerfehen oon Prof. ©.
Berlit, Oberlehrer am Biholaigpnt-
nafiunt 3it Ceipzig. Br. 7.

11: ¢ftans Gachs. Busgeroablt it.
erlautert 0. Prof. Dr. 3. 6 al)r. Br.24.

I11: 23on Braut dis Bollen»
Mgen: Brant, Suiten, SifcMarf,
owie ©ierepos und «yadel. Bus-
geroghlt unb erlautert oon Profeffoi
Dr. Gulius Sabr. Br. 36.

— des 17.und 18. Oahrhunberis dis
¢flopfioch. 1: Cprih oon Dr. Paul
Cegbanb in Berlin. Br. 364.

I1: profa pon Dr. Kans Cegbanb
in Kaffel. Br. 365.

©euifche RBileraiurgefchichfe oon
Dr. Blaj Kod%, profeffor an ber
Unioerfifat Breslau. Br. 31.

— —der $Uaffifterzeif oon Earl B3eif-
bred)t, burebgefeben unb ergénzt oon
Karl Berger. Pr. 161

©eutfehe Riferafurgefcfjictjfe  des
des 19. Oahrhunberis oon Earl
QBeithrecht, neu bearbeitet oon Dr.
Bid). S3eitbred)t in S3itnpfen. 1. 1.
Br. 134. 135.
©euifchen SHundarten, ©ie, o. Prof.
Dr. K. Beis in Btainz. Br. 605.
©eutfehe 2Hi)ti)ologie. ©ermanifche
Blpthologie oon Dr. Eugen Blogh,
Prof. a. b. Unioerf. Ceip3tg. Br. 15.
©euifchen eperfonennamen, ©ie, 0.
Dr. Bub. Kleinpaul i. Ceip3ig. Br. 422.
©euifche 'poeiih oon Dr. K. Borinshi,
Prof. an b. Unio. Btiinchen. Br. 40.
©eutfehe Bebelehre oon Kans probft,
©pmnafialﬁrof. in Bamberg. Br. 61.
©euifche Schule, ©ie, im 2luslande
oon Katts Bmrbein, Seminar-Ober-
lehrer in Bhepbt. Br. 259.
©euifd)es Secrechio. Dr.Otto Branbis,
Oberlanbesgerichtsral in  Kamburg.
I. BUgemeine Cehrett: Berfonen unb
Sachen bes Seeredjts. Br. 386.
_ll. ©ie einzelnen feered)tlid)en
Ocbhulboerbaltitiffe: Bertrage bes See-
rechts unb aufjeroertragliche Kaftung.

Br. 387.

©euifche Gtammeshunde 0. Dr. Bu-
bolf BUtd), a. 0. Prof. an ber Unioerf.
S3ien. Blif 2 Kart. u. 2©af. Br. 126.

©cuifches Hnierrichistoefen. ©e=
fd)id>ie des deutfcfyen Unter»
richtsmefens o. Prof. Dr. griebrich
Seiler, ©irehtor bes Kgl. ©pmnafiunts
au Cuchau. |: Bon Bnfang an bis jum
Enbe bes 18. Oahrhunberis. Br. 275.

I1: Bont Beginn b. 19. 3abrbunb.

bis auf bie ©egemoart. Br. 276.

©euifche Urheberrecht, ©as, an lite-
rarifcbeit, hinftlerifcben Hitb geroerb-
lieben Schopfungen, mit befonberer Be-
ridtfid)ligung ber internationalen Ber-
trage oon Dr. ©uftao Bauter, Patent-
anroalt in Eharlottenburg. Br. 263.

©euifche ~Bolhstied, ©as, ausgetodhU
unb erlautert oon profeffor Dr. Gut.
Sahr. 2 Bandchen. Br. 25 it. 132.

©euifche ©Rehroerfaffung oon Kart
Snbres, ©el)eimer Kriegsrat unb oor-
trag. Bat im Kriegsminifteriunt in
Blincben. Br. 401.

©eutfehes ©Borierduch o. Dr. Bicharb
Coeme. Br. 64.

©euifche 3eitungsujefen, ©as, oon
Dr. Bobert Brunbuber in Kéln a. Bb-
Br. 400.



©eutfcftes 3it>iigro3efcrecftf oon Pro-
feffor Dr. R3ilftelm Kifcft in Stra&burg
i. E. 3 23&nbe. Rr. 428—430.

©tdiiungen aus imitelftocftdeutfcfter
Qiruftzeit. 3n Rusroaftl mit Einlfg.
u. RJorterb. fterausgegeb. d. Dr. Rerrn.
Sanften, ©irehtor ber Konigin Buife-
Scftule in Kdénigsberg i. Pr. Rr. 137.

©ietricftepen. &udrun und ©iefricft*
epen. Riit Einleitung unb R3drterbucft
oon Dr. O. RB. Siric3ch, Profeffor an
ber UniDerfifat R3ur3burg. Rr. 10.

©ifferentialrecftnung oon Dr. grbr.
Sunher, Rektor bes Realgpmnafiums
unb ber Oberrealfcftule in ©6ppingen.
OTit 68 giguren. Rr. 87.

— Repetitorium u. Rufgabenfamm™*
lung 3ur Oifferentialrecftnung
oon Dr. grbr. 3unher, 'Rehtor bes
Realggmnafiums u. b. Oberrealfcftule in
©bppingen.  Riit 46 gig. 9lr. 146.

©rogenkunde oon Rieft. ©orfteroift in

ﬂeip{)ig unb ©eorg Oftersbacft in
urg.

Ram Rr. 413.
©ruckroaffer* und Orucfcluff=Rn=
tagen, ‘pumpen, ©ruduoaffer- unb

©rucftluft-Rnlagen oon ©ipi.-3ngen.
Rudolf Rogbt, Regierungshaum. a. ©.
in Racften. Riit87 gig. Rr. 290.
Eddalieder mit ©rammatih, Kber-
feftung unb Erlauterungen oon Dr.
QBilftelm  Ranifcft, ©t)mnafial-Ober-
leftrer in Osnabriick. Rr. 171
Eifenbaftnbau. ©ie Entwicklung
des modernen Eifenbaftnbaues
oon ©ipl.«3ng. RIfreb Q3irh, 0. 8, Prof.

Eifenftiltenbunde 11: ©as Scftmieb-
eifen. Riit 25gig. u.5©af Rr. 153.
Eifenkonftruktionen im £>ocftbau
oon Sngenieur Karl 6d)inbler in

Rieiften. Riit 115 giguren. Rr. 322.
Eiszeitalter, ©as, o. tr. Emil Rlerfft
in Rerlin-SBilmershorf. Riit 17 Rb-
bilbungen unb 1 Karte. Rr. 431.
Elaftizitatsleftre fir Ongenieure
| : ©rundtagen und Rllgenteines
Uber Opannungs3ufidnde, 3*)-
linder, Ebene glatten, ©orfion,
©ehrUmmteSré?er. Ron®©r.-3ng.
Rlaj Enftlin, profeffor an ber Kénigl.
Raugetoerhfcftute Stuttgart unb prioat-
b03ent an ber Secftn. Rocftfcftule Stutt-
art. Riit 60 Rbbilb. Rr. 519.
Elcktrifcften SRefcinftrumente, ©ie,
pon 5. Rerrmann, Profeffor an ber
Ceeftnifeften  Rocftfcftule in  Stuttgart.
Riit 195 giguren. Rr. 477.
Elektrifcfte ©elegrapftie, ©ie, oon
Dr. Bub. Rellftab.” Ri. 19gig. Rr. 172.
Elektrizitat. Sfteoret. Pftftfik Il1:
Elektrizitdt u. Riagneiismus oon
Dr. ©uft. Sager, Prof. a. b.Ceeftn.Roeft-
feftute in R3ien. Riit 33 Rbb. Rr. 78.
Elektrochemie oon Dr. Reinr. ©anneel
in ©enf. |: Cfteorefifefte Etehtrocftemie
unb iftre pftt)fihalifcft=cftemiicften ©runb-
lagen. Riit 16 giguren. Rr. 252.
— I1: Experimentelle Elehtrocftemie,
Rieftmefftoben, Reitfaftigheit, R6fungen.
Riit 26 giguren. Rr. 253.
Elektromagnet. Rieftttkeorie. ©fteo«
retifefte ” Pftofik 1Vv: Elektro«

a. b. h. h. Ceutfeft. Ceeftn. Rocftfcftule in magnetifefte Bicfttffteorie u. Elek-

prag. Riit 27 Rbbilb. Rr. 553.
Eifcnbaftnfaftr3euge oon B. RInnen-
tftal, Regierungsbaumeifier u. Ober-
ingenieur in Bannooer. |: ©ie Boho-
motioen.  Riit 89 Rbbilbungen im
2ejt unb 2 ©afeln. Rr. 107.
I1: ©ie Eifenbaftnroagen u. ©rem-

fen. Riit Rnftang: ©ie Eifenbaftn-
faftr3euge im Relrieb. Riit 56 Rbb.
im ©ejt unb 3 ©afeln. Rr. 108.

Eifenbaftnpoliiik. ©efcfticftle der
deutfeften Eifct&aftnpolifik oon
Retriebsinfpehtor Dr. Ebroin Kecft in
Karlsrufte i. R. Rr. 533.

Eifenbefonbau, ©er, o. Reg.-Raumeift.
Kar! Roéftle. Riit 75 Rbbilb. Rr. 349.

Eifenftiittenkuude oon R. Kraufc, bipl.
Butteningenieur. 1: ©as Rofteifen.
Riit 17 giguren u. 4 ©afeln. Rr. 152.

tronik oon Profeffor Dr. ©uft. Sager
in R3ien. RIiit 21 giguren. Rr. 374.
Elektrometallurgie oon Dr. griebr.
Regelsberger, Kaiferl. Regierungsrat
in Steglih=Rerlin. Ri. 16gig. Rr. 110.
Elektrotechnik. Einfuhrung in die
0 tarkftromlecftnik o. S. Rerrmann,
Prof. b. Elehtroted)nih an ber Kgl.

©edt)n. Rocfitfcftule Stuttgart. |: ©ie
pftpfihalifcften ©runblagen. Riit 95 gig.
u. 16 ©af. Rr. 196.

I1: ©ie O©leid)[tromtecftnift. RUt

118 giguren unb 16 ©afeln. Rr. 197.

: ©ie R3ecftfelftromiecftnih. Riit

126 giguren unb 16 ©afeln. Rr. 198.
— ©ie Rtaferialien des Rlafcftinen»
baues und der Elektrotechnik o.
3ngenieur profeffor Bermann R3ilba

in Rremen. QRit 3 Rbbilb. Rr. 476.



<£lfafe=Ooli)ringen, Gandesftunbe o.,
oon 'prof. Dr. 2f. Bangenbedt in Straft-
burg i.E. 2If. 11 2Ibb.u. 1Harte. 2fr. 215.

Engifcl) *bcutfchcs ©efprachsbud)
oon profeffor Dr. S. Haushnecbt in
Raufanne. 2fr. 424.

<£ngltfcf)e ©cid)id)ic oon Prof. B. ©er-
ber, Oberlehrer in Duffelborf. 2fr. 375.

Englifdje 558nbclshorrefponben3 o.
E. E. 2Bbitfielb, M. A., Oberlehrer an
Hing Ebroarb VII ©ranunar 6chool
in Hing’s Bpnn. 2fr. 237.

Englifdje Oileralurgefd)icl)fe oon Dr.

«arl 233eifer in 233ien.  2fr. 69.

©ruiti>3iigc unb 55aupffi)pen
ber englifchcn Qifcraturge?d)icl)le
oon Dr. 21rnolb 22f. W. 6d)roer, prof.
an ber Hanbelsbod)fd)ule in H&In.
2 Seile. 2fr. 286, 287.

<gnftoichlungsgefd)ichte ber ®©icre

oon Dr. Sobannes 23feifenbeimer, Pro-
feffor ber 3oologie an ber linioerfitat
3ena. I:  gurebung, Primitio-
anlagen, Baroen, gormbilbung, Em-
brponalhillen. 2Ifit 48 gig. 2Ir. 378.

I1: Organbilbung. 23fif 46 gig.
2fr. 379.

Epigonen, ©ie, bes fydfifchen Epos.
21usu>abl aus beulfdjen Dichtungen bes
13. Gahrhunberls oonDr.SBihtor 3unh,
2lhtuarius ber S\aiferlid)en 2lhabemie
ber SBiffenfchaffen in SBien. 2fr. 289.

Erbntagnefismus, Erbfiroin,spolars
Jirf)l. oon Dr. 2L 2fippolbt, 22fit«
glieb bes Honiglid) Preufjifchen 2Jfe-
tereologifchen 3nffituts in potsham.
27fit 17 2lbbilb. unb 5 Safeln. 2fr. 175.

Erbteile, Ganberhunbe ber aufter«
curopai)ci)en, oon Dr. granaHeibe-
rid), Profeffor an ber Ejportahabemie
In OBien. 22fit 11 Sejthartchen unb
Profilen. 2fr. 63.

(Erndhrung unb SRahrungsmittel o.
Oberffabsarl Profeffor H. 23ifd)off in
SBerlin. 23fit 4 21bbilbungen. 2fr. 464.

Elfyift oon Profeffor Dr. Shomas 2ld)e-
lis in Sremen. 2fr. 90.

Europa, Qanberhunbc oon, oon Dr.

rand Heiberid), profeffor an ber
jportahabemie in 26ien. 2Ifif 14 Sejt-
hartchen unb Diagrammen unb einer
Harte ber 2llpeneinfeilung. 2fr. 62.

Effturfionsflora oon ©eutfcf)(anb
»um 23eftimmen  ber haufigeren in
Deutfdjlanb milbroachfenbcn pflogen
oon Dr. 2B. 23figula, Profeffor an
ber gorftahabemie Eifenad). 2 Seile
9Ril ie 50 2lbbilbung. 2fr. 268 u. 269.

©¢fplofioftoffe. Einfihrung in bie Ehe*
mie ber erplofioen VVorgange oon Dr.
Sh. Prunsmig in Steglit}. 2Rit 6 21b-
blibungen unb 12 Sab.  2fr. 333.

gamilienrecM. 2lechl bes «Birger*
liefen  Cé6efei}bucl)es.  SBierles
Q3ud): gamtlienred)! oon Dr. fiein-
rid) Sitje, Profeffor an ber Unioerfilat
©dltingen.  2fr. 305.

géarberei. Serfil=Onbuffrie 111s2B&a=
fcherei, «Bleicherei, garberei unb
ihre Ailfsftoffe oon Dr. 3Bilhelm
2Ifaffot, Profeffor an ber Preufcifchen
héheren gad)fd)ule fur Sejtilinbuftrie in
Hrefelb. ~ 22fit 28 giguren. 2fr. 186.

gelbgefd)i§, ©as utoberne, oon
Oberflleutnant2B.Het)benreich, 2Ifilifar-
lehrer an b. 2ifilitcirted)n. 21habemie in
SBerlin. | : Die Entoichlung bes gelb-
aefdjutjes feil Einflihrung bes gesogenen
OnfanleriegetDehrs bis einfdjl. ber Er-
findung bes raudjl. Puloers, ettoa 1850
bis 1890. 2R. 12bb. 2ir. 306.

I1: Die Enfvoiddung bes heutigen
gelbgefchiiljes auf ©runb ber Erpnéung
bes raud)lofen puloers, elioa 1890 bis
3ur ©egenroart. fRfit 11 2Ibb. 2fr. 307.

gernfpred)»oelen, ©as, oon Dr. RBub-
roig 2fellftab in SBerlin. 23fit 47 gi*
guren unb 1 Safel. 2fr. 155.

genigheif5lebre oon 233 Hauber, Dip-
lom-3ngenieur. 22fit 56 gig. 2fr. 288.

— Slufgabenfammlung 3ur geflig*
heilslebre mit O6fungen oon 2f.
Haren, Diplom-3ngenieur in 2!fann-
hetm. 23fit 42 giguren. 2fr. 491.

getfe, ©ie, unb 6 le foroie bie Seifen-
u. HerRenfabrihai. u. b. Haye, Rache,
gimiffe m. ihren ioid)tigft. Hilfsfioffen
oon Dr. Harl23raun in Perlin. I: Ein-
fuhr. in bie Ehemie, Sefpred). einiger
SalBe u. b. gelte unb Oie. 2fr. 335.
I1:  Die oeifenfabrihation, bie
Seifenanalpfe unb bie Heraenfabri-
bation.  22fit 25 21bbilb. 2fr. 336.

U I: Harje, Bache, gimiffe. 2fr.337.



geuericaffen. ®efd)td)fe der ge*
famfen geuermaffen bis 1850.
2)ie ©ntotddung ber geuertoaffen oon
ibrem erflen Sluftreten bis jur ©in-
futjrung ber gesogenen Rinterlaber,
unter befonberer S3ertichfid)tigung ber
Beeresberoaffnung c. Bauptmann a. 5).

SB. ©oblhe, Steglitj-23erlin.  Sliit
105 Slbbllbungen Sir. 530.

gilafabrihafion. ©e£fil*gndufiric
11: QBeberet, SRirherei,

ntenttererei, Spifjcn* und ©ar*
dinenfabrihafion und gilsfabri*
hafion non <rofeffor Sliar ©urtler,
©et). Siegterungsr. im £gl. Ranbesge-
roerbeamt 3. S3erlin. 3H.29gig. Sir. 185.

ginansfi)ffeme d. ©rofemadjfe, ©ie,
(3nternationales Staats- u. ©emelibe-
ISinanjruefen) non O. Scbtcarjj, ©et).
Dberfinanjrat in Berlin, Rtoei 23anb-
d)en. Sir. 450 unb 451

ginanaU)iffenfd)aft non prafibent Dr.
Si. can ber 23orgl>t in 23erlin. |: SIU-
gemeiner Seil. Ttr. 148.
U: 23efonberer Seil (Sleuerlebre).
Sir. 391.
ginnifd) =ugrifcfye  Gpradjtmffen»
fd)afi con Dr. SofefSBinnigei, prof,
an ber ilniuerfifat Pubapeft. = Sir. 463.

Finnland. Qandeshunde des ©uro=
paifctyen tKuftlands nebfi Sinn*
fands con profeffor Dr. SI. Pbilipp-
lon in Ralle a. 6. Sir. 359

girniffe. 55ar3C, Gaché, girniffe con
Dr. ftarl 23raun in 23erlin. (gelte unb
Ole 111) Sir. 337.

gtfdje. ©as Sierreid) IV: gifd)e
con Profeffor Dr. Sliaj Slaufljer in
Sieapel.  Sliit 37 Slbbilb. #.356.

gifdjerei und gifd)sud)f con Dr.
ftarl ©chftein, qrofeffor an ber gorft-
ahabemie ©bersicalbe, Slbteilungs-
birigent bei ber dauptftafion bes forft-
liden S3erfud)srocfens.  Sir. 159.

glora. ©¢hurfionsflora con ©euffcfy*
land 3um 23eftimmen ber héufigeren
in ©eutfd)lanb roilbrcad)fenben Pflogen
con Dr. SB. Sliigula, ‘Prof. an ber
gorftahabemie ©ifenad). 2 Seile. Suif
Je 50 Sibbilbungen. Slr. 268, 269.

gluftbau con Sleglerungsbaumelfter Dito
SfaB polb in Stuttgart. ~ Sliti cielen
Sibbilbungen.  3ir. 597.

gorenfifche 'Pfijdjtairie con profeffor
Dr.SB.SBepganbt, ©irehfor ber Srren-
anftalt griebridjsberg in fiamburg.
3toei 33arbd)en.” Sir. 410 unb 411.

gorfftoiffenfcfyaff con Dr. Slb. Sd)toap-
pad), Prof. a. b. gorftahabemie ©bers-
rcalbe, Sloteilunasbirig. bei b. Baupt-
ftation b. forftl. Perfucbstoef. Sir. 106.

goribiidungsfd)uin>efen, ©as deuf*
fdje, nad) feiner gefd)id)tl. ©ntroichlung
unb in feiner gegemcart. ©eftalt con fi.
Siercfcs, Siecifor geroerbl. gortbilbungs-
fd)itlen in Sdjlesioig.  Sir. 392.

granhen. ©efdjidjie granhens Don
Dr. ©brift. Stieper, figl. preufj. Staats-
ard)ioar a. 5). in SRUndjen. Sir. 434.

granhreid). gran3oéfifche ©efd)ici)ie
oon Dr. Si. Sternfeld, profefjor an b.
ilnioerfitat S3erlin. Sir. 85.

granhreid). Qandesh.ti.granhreid)
c. Dr. Siidjarb Sieufe, ©ireht. b. Ober-

Sieatfd)ute in Spanbau. 1. 23&nbd)en.

Sliit 23 Slbbilb. im Se;f unb 16 Ranb»

fdjaffshilbern auf 16 Safeln. Sir. 466.

2. 23cinbd)en.  Sliit 15 Sibbilb. im

Seit, 18 Ranbfcbaffsbilbern auf 16 Sa-

fein unb einer litbogr. Sparte. Sir. 467.

gransofifd)*deuifd)es ©cfpradjs*
huch oon ©. grancillon, Rehtor am
orientalifd). Seminar u. an b. Banbels-
bod)fd)ule in S3erlin. Sir. 596.

granjofifchc 55andelshorrefponden3
oon Profeffor St), be S3eaui, Officier
be I’3nftruction ‘publique. Sir. 183.

gremdtnorf, ©as, int ©euifdjen oon
Dr. Siub. iileinpaul in Reip3ig. Sir. 55.
gretndtoorferbud) ©culfctes, con
Dr. Siub. ﬁtempaul in Ceip3ig. Sir.273.
guge* ©rlciuterung unb Slnleitung 3ur
~ompofition berfetben o. Prof. Stephan
Arebl in- Reip3ig.  Sir. 418.
gunhfionenffycorte, ©inleifnng in
die, (Stjcorie ber hompleien 3abi”-
reiben) con Siiai Siofe, Oberlehrer
an ber ©oetl)efd)ule in ©eutfch-SBil-
mersborf. SBit 10 giguren. Sir. 581.
guftarUUeric, ©ie, ibre Organifation,
Setoaffnung  unb Slusbitbung  con
Spielt, Oberleutnant im Rebrbataitlon
ber gufearlillerie-Schiefjfcbule u. Sier-
mann, Oberleutnant in ber S3erfud)s-
batterie ber Slrlillerie - Prifungskom-
miffion.  Siiit 35 giguren. Str. 560.



2crliinéu=
SRirherei,
und

©arbinenfabrthafion.
1c Weberei.
fatnenfiererei, Gpitjcn*

©et). 92egierungsrat im Bonigl. Ranbes-
geroerbeamt3USerlin. 922it29 giguren.

©as* unb SBafferinffaUafionen tttif
©infcfjlufc 6cr 2lbortanlagen oon
Profeffor Dr. phil. unb ©r.-3ngen.
©buarb 6 d)mitf in ©arniftabf.  92lit
119 91bbilbungen. 91r. 412.

©ashraf!mafd)inen, $ie, oon 3ng.
9llfreb Rirfchhe in Sttel. 9&it 55 gi-
guren. 31r. 316.

©afffydufer unb Soleis Dpon 9lrd)ifehf
921aj So3dt)ier in ©uffelborf. 1:° Sie
Seftanbteile unb bic ©inriebtung bes
©afttjaufcs. 921it 70 giguren. 91r 525.
I11: Sie oerfebiebenen Olrfen oon
©affbaufern.  921it 82 gig. 91r. 526.
©chirgsariiUerie. ©te ©nftoichlung

ber ©ebirgsarfilierie oon SUufj-
mann, Obcrit unb Bomntanbeur ber

1. gelbartillerie-Srigabe in Konigs-

berg i. ®r. 92t 78 Silbern unb

flberfidjtstafeln. 9lr. 531.
©enoffenfd)af!srocfcn, ®as, in

©eulfcfylanb oon Dr. Oilo Binbeche
in ©uffelborf. 91r. 384.

©eobéfie. Permeffungshunbe oon
©iplom=3ng. p. 98erhnteifter, Ober-
lehrer an ber Raiferl. Secbnifd). ©cbule
in ©trafeburg i. ©. 1: gelbmefjen unb
Yioellieren. 921it 146 916bilb. 11: ©er
Sheobolit. Srigononietrifcbe unb baro-
metrifebe Robenmeffung.  Sacbpmefrie.
92iit 109 3ibbilbungen. 91r. 468 u. 469.

©eologie in hurjem 91RNg fir 6 d)ulen
unb  3ur ©elbftbelebrung 3ii}anunen-
geftellf oon profeffor Dr. ©bert). graas
in Stuttgart.  9Blit 16 91bbilbungen
unb 4 Safeln mit 51 giguren. 91r. 13.

©eometrie, 2inali)tifcl)c, ber ©bene
oon Profeffor Dr. 921 ©imon in ©traf),
burg, 92t 57 giguren. 91r. 65.

— — Slufgabenfammluna jur 2Ilna=
lijfifdjen ©eomefrie ber ©bene
oon O. 2h- 93irhlen, ‘profeffor am
Bonigl. SeaIngnafium in ©ebrodb.-
©miinb.  921if 32 giguren. 92r. 256.

0
t{art‘)inenfabrihafion und Sils*
abrihafion o.Profeffor 932ai ©drtler,

9

©eotnelrie, 2Inalt)fifd)e, b. Raumes
d. Prof. Dr. @1 6 imon in ©trafoburg.
921it 28 9lbbilbungen.  91r. 89.
2lufgabenfamminng 3ur 2Ilna=
li)fifd)en ©eomeirie bes Slautnes
oon O. Sh- 93irhlen, “Profeffor am
B6nigl. Sealgtimnafium in ©djroéb.-
©mfinb. 92t 8 giguren. 92r. 309.
— SarffeHenbe,o0.Dr.22oberfRauf3ner.

profeffor an ber Unioerfitdt 3ena. 1
it 110 giguren. 91r. 142.
1. 92it 40 giguren. 9ir. 143
— ©bene, Don ©. 92lat)ler, Profeffor
am ©gmnafium in Ulm. 92t 111
roeifarbigen giguren. 91r. 41,
— Projehfioc, in fpnfbet. Sebanb-

lung oon Dr. Rarl ©oeblemann, ‘pro-
feffor an ber Unioerfitat 9210ncben.
Rt 91 giguren. A+ 72,
©contefrifcfye Opfih, ©infifyrung in
bie, oon Dr. 98. Rinriebs in 9Bil*
mersborf-Serlin.  91r. 532.
©eomeirifebes3cid)nen oonB.Sedier,
9lrd)iteht unb BRehrer an ber Sau*
geroerhfd)ule in  92lagbeburg, neube-
arbeitet oon ‘Profeffor 3. Sonberlittn
in 92lunfter. 92t 290 giguren unb
23 Safeln im Seft. 91r. 58.
©ermamfeije 22?t)fbologie oon Dr. ©.
9220gh, ‘Prof. a. b. Unio. Ceip"Lg. 91r.15.
©ermanifd)e Oprad)u>iffenfd)aff oon
Dr. 9lid). Boeroe. = 91r. 238.
©efangshunfl. 2ed)nth ber beui=
fcléen ©efangshunfl oon Oshar92oe

unb Dr. Bans *oachim 921ofer. 91r. 576.

©efchicfylstoiffcnfcfyaff, ©inleiiung t.
bie, oon Dr. ©rnft Sernbetm, Prof.
an ber Unioerf. ©reifsujalo.  91r. 270.

©cfd)ifte, $ie mobernen, ber S«Rs
arfiiierie oon 92lummenhoff, 92iafor
unb Behrer an ber gufoartillerie-Schief)-
fchule in Stiterbog. 1: Som 91uftretenb.
ge3ogenen Cefehiitje bis 3urSertDenbung
besraucbfcbroacbenPuloers 1850—1890.
Rt 50 Seltbilbern. 91r. 334.

— — 1I: ©ie ©nfroichlung ber hefigen
Cefd)it)e ber gubarfilﬂerie feit ©in-
fuhrung bes rauchfd)ioad)en Suloers
1890 bis 3ur ©egenroart. 921t 33
Seftbilbern.  91r. 362. .

©efd)U)inbigheitsreg(er ber Arafi*
mafebinen, 3)ic, oon ©r.-3ng. B.
Bréneringriebberg. 92litoiel. giguren.
91r. 604.

©efefjbud), Siirgerlicbes, fiehe: Sed)t
bes Surgerlichen ©efehbuches.



©efuttdheiislehre. ©er meitfcf)Hche
Korper,fein '‘Bau uné feineSafig*
heiten oon E. Bebntann, Oberfchul-
rat in Karlsruhe. Bfit ©efunéheits-
letre oon Dr. med. B. Seiler. BMI
47 Bbbiléungen u. 1 ©afel. Br. 18.

©cetoerbel)i?giene oon Dr. E. Both in
Botsham. Br. 350.

©etnerbetoefen oon BJerner Sombarf,
Brofeffor an oer Ranbelshochfchule
Berlin. 1. 1l. Br. 203. 204.
©etoerblicfye Slrbeiferfrage, ©ie,
Don B3emer Sombarf, <profeffor an
ber Banbel5l)od)fd)ule Berlin. Br. 209.
©cetocrblid)e Baulen. CJnéuffriefle
und gewerbliche Baufen (Speicher,
Ragerhaufer unb gabrihen) oon Brdji-
feht Beinricb SalAinann in Gfiffelborf.
1: Bllgemeines iber Anlage unb Kon-
ftruhtion ber inbuftriellen unb gewerb-
lichen Baulen. Br. 511.
I1:  Speicher unb Ragerhéufer.
Blit 123 giguren. Br. 512.
©ewichiswcfett. SRafj», 9RUN3* uné
©cmichtsrocfen oon Dr.Bug.Bling,
~rof. a. b. Ranbelsfd). i. KoIn. Br. 283.
©tefjereimafchinen oon ©ipl.«3ng.
Emil ©reiber in Beidenheim a. B.
Blit 51 giguren. Br. 548.

Sias* uné hcramifdje Onduffrie
(OnduffriederSilihafe, der Bau*
ffeine und 6es huitffiichen 2HOr*
fels 1) Don Dr. ©uftao Bauter in
Eharlottenburg. Blit 12 ©af. Br. 233.

©leichffromtttafchinc, ©ic, oon (In-
genieur Dr. 6. Bin~brunner in Blan»
djefler. Blit 81 giguren. Br. 257.

©leifchcrhunée oon Dr. gritj Blachaceh
in B3ien. Blit 5 Bbbilbungen im
Sejf unb 11 tafeln. Br. 154.
©ofifefte Sprachocnftméaler mit©ram-
maliR, Uberfettung unb Erlautergn. o.
Dr.Berm.3anl3en, ©irehtor b. Konigin
Ruife-Schule i. Kdnigsberg*.Br. Br.79.
©offfrie6 oon Sfrafjburg. 5Sart*
mann non 2lue. ©d6olfram oon
Cifd)enbad) und ©oflfried oon
Gfraftburg. Busroablausbemhéfifch.
Epos mitBnmerh. u. B3ortcrbud) o. r-r.
K. Blarold, B rcf. am Kgl. griebrichs-
ftollegium 3UKénigsberg i. Br. Br. 22.
©rapfyifctyen finfte, ©ie, oon Earl
Kampmann, h. h. Rehrer an ber h. h.
©raphifchen Behr- unb Berfuchsanftalt
In ©Bien.  Blit 3ahlreichen Bbbil-
bungen unb Beilagen. Br. 75.

©riedpifdpe  Sliferfumshunée oon
Brofeffor Dr. Bid). Blaifd), neu bear-
beitet oon Behtor Dr. gran3 Bo&l«
hammer. Blit 9 Bollbilbern. Br. 16
©riecfyifcfye ©efd)id)feoonDr. Reinrid)
Srooboba, Brofeffor an ber beutfehen
llnicerfitdt Brag. Br. 49.
©riechifcl>e Oiferafurgefchichfe mit
Beriichfichtigung b. ©efchichte b. CBiffen-
fchaften oon Dr. Blfreb ©erche, Brof.
an ber Gnioerf. Breslau. 2 Banb-
chen. Br. 70 unb 557.
©ricchifcQen Sprache, ©cfcf)icf)le 6.,
I: Bis 3um Busgange ber Ulaffifchen
3eit oon Dr. Otto Roffmann, prof. a.
b. Unioerfitaf Blunfter. Br. 111.
©rierhifche u. romifche Blpffjologie
0. Brof. Dr.Rerm.Steubing, Behtor
©pmnafiums in Schneeberg. Br. 27.
©rundbud)red)f, ©as formelle, oon
Oberlanbesgerichtsr. Dr. g. Kretjfcbmar

in ©reshen. Br. 549.
¢Sandclspolifih, Auswartige, oon
Dr. Beinr. Sieoehing, *"Profeffor an

ber llnioerfitat 3urid). Br. 245.

Aandelsrechf, ©euffches, oon Dr.
Karl Rebmann, Brofeffor an ber lIni-
oerfitat ©ottingen. | : Einleitung, ©er
Kaufmann unb feine Rilfsperfonen.
Offene Ranoelsgefellfchaft. Komman-
bit- unb fiille Cefellfchaft. Br 457.

11: Bhtiengefellfd). ©efellfd). m. b.
R. Eing. ©en. Ranbelsgefa). Br. 458.

Aaitbelsfchulwefen, ©as 0Ocuffchc,
oon ©irehtor ©beodorBlum in©effau.
Br. 558.

;Sandelsfiand, ©er, oon Bed)tsanroalt
Dr. jur. Bruno Sﬁrin%er in Reip3ig.
(Kaufmann. Bechtsh. Bb. 2.) Br. 545.

ftandelswefen, ©as, oon ©eh. Ober-
regierungsrat Dr. CBill). Rejis, Bro-
feffor an ber llnicerfitat ©ottingen.
I: ©as Ranbelsperional unb ber
©Barenhandel. Br. 296.

I1: ©ie Effehtenbdrfe unb bie in-

nere Randelspolitih. Br. 297.

¢Sanofeuermaffen, ©ie (Snfroidtlung
oer, feit ber Blitte bes 19. 3ahr-
hunberts unb ihr heutiger Stanb oon
©. B3r3obeh, Bauptmann unb Korn-
pagniedjef im 3nfanterie-Begim. grei—
herr Biller_oon ©értringen S4 Bo[cn'
fdjes) Br. 59 in Solbau. Blit 21 b-
bilbungen. Br. 366.



SSarmomelef)rc oon A. Balm. Alit
Dielen Aotenbeifpielen. Ar. 120.
55arttnann oon 2Juc, 2Bolfram oon
(gfd)enbad) uni) (&ottfried oon
Straftburg» Auswahl aus bem I)sfi-
|den ©pos mit Anmerkungen unb
A3orferbud) oon Dr. K. Alarolb, «ro-
feffor am Koniglichen griebrichshol«
iegium zu Konigsherg i. 'pr. Ar. 22.

&ar3e, Cache, gitniffe oon Dr.
Karl «raun in «erlin. (Sie gelte
unb Ole IU) Ar. 337.

¢Saupttiteraturen, Sie, 5. Orients
d. Dr Al. Kaberlanbt, fprioatboz. a.
b. lInicerf. A3ien. 1. II. Ar. 162. 163.
&ebe3eugc, ©ie, itjre Konftruhtion u.
«erechnung oon 3ng. prof. Kermann
A3ilba, «remen. Al. 399 Abb. Ar. 414
¢Sceresorganifation, ©ie (Entwich*
lung der, {eil (Einfiihrung ber flehen
ben Keere oon Otto Aeufchler, Kaupf«
mann u. «atteriechef in Ulm. 1: Ce«
fd)td)fl. ©ntroichlung bis ¢um Aus-
gange b. 19. 3ahrt). Ar. 552.
£eizutig u. Qiiftung d. 3ng. 3ot)annes
Korting in Suffelborf. 1: Sas (B3fen
unb bie «erechnung ber Keizungs« unb
Roftungsanlagen. Alit34 gig. Ar 342.
11:Sie Ausfihrung b.Keizungs« u.
Buftungsanlage. Alit 191gig. Ar.343.
Neffen. ~Candcshunde des ($rofj=
her*ogtums £>effen, der J3rooin3
Acffen=2laffau und des gurften»
iums I6aléech oon prof. Dr. ©eorg
©reim in Sarmftabt. Alit 13 Ab-
bilbungen unb 1 Karte. Ar. 376.
£ierog!t)g()en oon ©eh. Segier.=Sat
Dr. Ab. ©rman, Prof. an ber Uni-
oerfitat «erlin. Ar. 608.
&od)fpannungstechnih oon Dr.«3ng.
K. gifdjer in in Kamburg»«ergeborf.
Alit Dielen giguren. Ar. 609.
¢50(3, ©as. Aufbau, ©igenfchaften u. Ser«
roenbung d. 3ngen. Srof. Kermann
A3ilba in«remen. Ai.33 Abb. Ar. 459.
Aotcls. ©afil)aufer und ;Sotéis oon
Ardjitehf Alaj A3chler in Suffelborf.
I : Sie «eftanbteile u. b. (Einrichtung b.
©afthaufes. Alit 70 giguren. Ar. 525.
I1: Sie oerfd)iebenen Arten d. ©aft«
haufern. Alit 82 giguren. Ar. 526.
;Spdrautih oon A3. ;Sauber, Sipl.«3ng.
in Stuttgart. Alit 44 gig. Ar. 397.
;Spgiene des Stadtebaus, ©ic, oon
eprofeffor K. ©hr. Aufjbaum in Kan«
nooer. Alit 30 Abbilbungen. Ar. 348.

;Sqgiene d. SBohttungswefens, ©ie,
oon ‘Prof. K. ©hr- Aufjbaum in Kan«
nooer. Alit 5 Abbilbungen. Ar. 363.

Ghberifche ¢Salbinfet. Caudeshundc
der 6bcrifchen ;Safbinfel oon Dr.
gritj Segel,'prof. a. b. Unio. A3iirzburg.
Alit 8 Kartchen u. 8 Abb. im Sejt unb
1 Karte in garbenbruch. Ar. 235.

3ndifd)e 2teligionsgefehid)fe d. Prof.
Dr. ©bmunb Karbi). Ar. 83.

Ondogerman* 6prad)wiffenfd)aft d.
Dr. S. Aleringer, ‘profeffor an ber
Unioerf. ©r03. Alit 1Safel. Ar. 59.

Onduftrietle u. gewerbliche Paulen
(Speicher, Cagerhaufer unb gabrihen)
oon Archifeht Keinrid) Salzmann in
Suffelborf. 1: Allgemeines tber An-
lage unb Konftruhiion ber inbuftriellen
unb gewerblichen Sauten. Ar. 511.

Il: Speicher unb Cagerhaufer.
Alit 123 giguren. Ar. 512.
ehiionsuranhbeitcn, ©ie, und
hre Verhltung oon Stabsarzt Dr.
A3. Koffmann in «erlin. Alit 12
oom Serfaffer gezeichneten Abbildung,
unb einer giebertafel. Ar. 327.

Onfchten. ©as ©ierreidj V: On=
fehlen oon Dr. 3. ©roh in Aeapel
(Sfazione 30°1°9ica)* ®Wt 56 Ab-
bildungen. Ar. 594.

Gnftrumentcntehrc d. Alufihbir. granz
Alaperhoff i.©hemnit}. | : Sejt. Ar.437.

I1; Aotenbeifpiele. Ar. 438.

Onfegralrechnung Dr. griebr.
3unher, Sehtor des Sealgpmnafiums
unb ber Dberrealfchule in ©6ppingen.
Alit 89 giguren. Ar. 88.

— Repetitorium und Aufgaben”
fantmtung 3ur gntegralrecbnung
oon Ur. griebrich 3unher, Sehtor des
Sealgpmnafiums u. b. Dberrealfdjule
in ©dppingen. Alit 52 gig. Ar. 147.

Qfrael. <Sefd)id)le Ofraels bis auf
die gricd)ifd)e geit oon Lic. Dr.
3. «enzinger. Ar. 231

Otatienifd)c ;Sandetshorrefponbens
oon ‘profeffor Alberto de Senur,
Oberlehrer am Konigl. 3nftitut S. S.
Annunziata in glorenz. Ar. 219.

Otatienifd)e £iteraiurgefd)id)ic oon
Dr. Karl Sofeler, fprofeffor an ber
Untoerfitaf Aliindjen. Ar. 125,

Sialhulation, ©ie, im 2Rafd)inenbau
oon 3ngenieur K. «ethmann, Sozent
am £ed)nihum Altenburg. Alit 63 Ab-
bildungen. Ar. 486.



&aéliemafcf)inen* ©ie lhermodpna*
mtfcijen ©rundlagen 5er 28&r=
mcftraff* und &6ltemafti)inen
oon Al. Aéttinger, ©iplom-Sngenieur
in Alannheim. ~ AAt 73 gig. Ar.2.

Kamerun, ©ie 6cuifdjen Kolonien
I: Sogo und Kamerun oon Prof.
Dr. Siarl ©ooe. Alit 16 Safeln uné
einer lithographifd)en Siarie. Ar. 441.

Banol* und Gecfyleufenbau oon Ae»
gierongshaumeifter Dito Aappold in
Stuttgart. Atit 78 Abbil. Ar. 585.

¢fant, Omntanuel. (Cefdjichte 6. Philo-
fophie Band 5) oon Dr. Bruno Baud),
‘Prof. a. b. Unio. 3ena.  Ar. 536.

&arfcH uné Sruff o. Dr. 6. Sfchierfchhp
in ©ufjelborf. Ar. 522.

¢lartenftunée non Dr. Al C©roll,
Kartograph in Q3erlin. 2 Bandchen.
|: ©ie projehtionen. Alit 53 gu
guren. Ar. 30.
U: ©er Karfeninhalt unb bas
Aleffen auf Warfen. Alit 36 gi-
guren. Ar. 599.

ctaufmannifcfyeBecfyfsfiunde* 1:©as
A3ed)feltoefen oon ~ Aed)tsanroalt Dr.
Audolf Alofhes in Beipjdg. Ar. 103.
— | 1: ©er Banbelsftanb 0. Aed)tsamo.Dr.
jur. Bruno Springer, RBeip3ig. Ar. 545.

&aufménnifcl)es Bectynen oon Prof.
Aidjard 5uft, Oberlehrer a. b. Offentl.
Bandelslehranftalt b. ©resbener Kauf-
mannfd). J. Il. IH. Ar. 139. 140. 187.

&eramifd}e Onduffrie. ©ie 3n*
oufirie 5er Giliftaie, 5er hinffs
liefen Baufieine unod des Aldvicls
oon Dr. ©uftao lauter. |: ©las» u.
heram. Snbuftrie. Al. 12Saf. Str. 233.

&ersenfadriftaiion* ©ie Geifen*
fabrihafion, 6ie Geifenattaltjfe
und die Sm~enfabriftalioit oon
Dr, Karl Braun in Berlin, (©ie gelte
u. Ole I1.) Alit 25 Abbilb. Ar. 336.

&iautfcl)ou. ©ie o*itfcf)- Kolonien
11: ©as Gudfccgcbiet uno Siiau=
ifcflou oon Prof. Dr. Sr. ©ooe. Alit
16 Saf. u. 1 lithogr. Karte. Ar. 520.

&inentafih oon ©ipl.*3ng. KansPolfter,
Affiffenf an ber Kgl. Scdjn. Kochfchule
©resben.  Alit 76 Abbilo. Ar. 584.

¢urcfyenrcc!)! oon Dr. ©. Sehling, orb.
Prof. b. Aed)fe in ©rlangen. Ar. 377.
&itniahu;tée  |: Allgemeine Klima-
lehre oon profeffor Dr. A3. Kdppen,
Alefeorologe ber Seetoarle Hamburg.
Alit 7 Saf. unb 2 giguren. Ar. 114,
jioloniolgefcbicbic oon Dr. ®©ielrich
Sdjafer, ‘profeffor ber ©efd)id)te an
ber llnioerfitat Berlin. Ar. 156.
;tolonialrecbf, ©euffefjes, oon Dr.
5. ©hier Don Roffmann, profeffor
an ber Kgl. Ahademie Pofen. Ar. 318.
Homeien. Slffronomie. ©rofje, Be-
legung unb ©ntfernung ber Kimmeis»
horper oon A. g. Aldbius, neu bear-
beitet oon Dr. Kerm. Kobolb, Profeffor
an ber lInioerfitat Kiel. 11: Kometen,
Aleteore unb bas Sternfpftem. Alit
15 giguren u. 2 Sternharten. Ar. 529.
kommunale SGirifdjaftspfiege oon
Dr. Alfons Aiefe, Alagiftratsaffeffor
in Berlin. Ar. 534.
&ontpofiiionslebre. Alufihalifd)e gor-
menleljre oon Stephan Krehl. "I- Il
Alit oiel. Aotenbeifpiel. Ar. 149. 150.
cumirapunftt. ©ie Behre oon ber felb-
ftanbigen Stimmfihrung oon Stephan
Krehl in CeipRig. Ar. 390.
¢ionirolhoefen,  ©as agriftulfur*
cflemifci)c, oon Dr. paul Krifche in
Reopolbshall-Stafofurt.  Ar. 304.
&oordinaienfpffemeo.Paul B. gifcher,
Oberlehrer an ber Oberrealfcbule 3u
©rofc-Bichferfelbe. Alif8gig. Ar. 507.
5l6rpcr, ©er menfcfylicbe, fein Bau
und feine ©dfigfteiten oon (£
*Rebmann, Oberfd)ulrat in Karlsruhe.
Alit ©efunbheitslehre oon Dr. med. K.
Seiler. Alit 47 Abb. u. 1Saf. Ar. 18.
srofienanfd)lag fiehe: Beranfchlagen.
Aiiegsfci)tffbau. ©ie 6nftuichlung
oes cirteasfd)iffbaues nom 211-
feritim bis 3ur 5leu3eif. Bon
Sjarb Sd)ioar3, ©eh- Atarinebaur. u.
Schiffbau»©irehtor. 1 Seil: ©as geil-
alter ber Auberfchiffe u. ber Seael-
fd)iffe fir bie Suiegsfihrung Bur See
oom Altertum b. 1840. Alif 32 Ab«
bilbungen. Ar. 471.

11. Seil: ©as 3eifaHer der ©anipf-
fd)iffe fur bie Siriegsfuhrung 3ur See
oon 1840 bis 3ltr Aeu3eit. Alit 81
Abbilbungen. Ar. 472.

jlriegstoefens, ©efchicbic des, oon
Dr. ©mil ©aniels in Berlin. |: ©as
antihe ftriegswefen. Ar. 488.
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&ricgstoefens, ©efd)itf)te tes, oon
Dr. Gmil ©aniels in Berlin. 11: ©as
mtttolalt. Wriegstoefen. ©r. 498.

111: ©as Wriegsmefen ber 3icujcU.
Chrfter ©eil. ©r. 518.

IV : ©as Wriegstoefen ber ©eu3elf.
3ceeiter ©eil. ©r. 537.

V: ©as Wriegstoefen ber Sieujeit.
Oritter ©eil. ©r. 568.
&rifianogrctpf)ie oon Dr. €3. 23rubns,
23rof. an ber ©ergahabemie Glaustbal.
©lit 190 ©bbilbuugen. ©r. 210.
¢fubrun unb ©icirid%epen. ©lit Gin-
leitung unb ©36rterbud) oon Dr. O.
B. Siriaeh, *profeffor an ber Uni-
oerfitadt €3ir3burg. ©r. 10.
&itl'ur, ©ie, ber Sfenaiffattce. ©e-
fittung, gorfehung, ©id)fung oon Dr.
©oberf g. Qlmolb, ‘profeffor an ber
linioerfitat ©3ien. ©r. 189.
&uflurgefd)id)fe, ©euifdje, oon Dr.
©gint). ©untljer. ©r. 56,
&urt)enbisfwffion. 2llgebrai[c!)e
&uruen oon Gugen Beutel, Oberreal-
lebrer in Baihingen«Gn3. | ; Wuroen-
bishufiion. ©I. 57 gig. i. ©gj!. ©r. 435.
& ur3fd)rifi_fielje: Stenographie.
sTiuftcnarlilkrie. ©te Gnltniritlung
ber ©d>iffs= utth & iftencriUlerie
bis_jur ©egettioarf d. Woroetfen-
bapifan Wuning.  ©lit ©bbilbungen
unb ©abellen. ©r. 606.

Sache. 55ar3e, Sadfc, ffirniffe non
Dr. ftarl ©raun in ©erlin. (Cie
gelte unb Ole IIl) ©r. 337.

Sagerfyaufer. Qnbuffrielie wnb Ses
u>erfelid)cBau‘en. (6 peid)er, Bnger-
yfiufer u. gabrihen) non ©rd)itehf Wein-
rid) Sa”monn, ©uffelborf. I1: Speicher
u. Ragerhaufer. ©iif 123gig. ©r.512.

Ranber= unb $>0ihernamcn non Dr.
©ubolf Wleinpaul in Beip3ig. ©r. 478.

SanbftraBenbau non Wgl. Oberlehrer
21. Riebmann, Betriebsbirehtor a. ©.
in ©lagbeburg. ©lit 44 gig. ©r. 598.

SanbtDirtfd;afilid)c  ~Betriebslehre
d. G. Bangenbedt in ©rofs-Bicbferfelbe.

r. .

8anbtmrffchafflid)cn 52lafd)inen,
©ie, oon Warl ©Ballier, ©iplom*3n-
genieur in ©lannheint. 3 Bénbchen.
©Ilit Dielen ©bbilbgn. ©r. 407—409.

Scteinifche Orammctitu  O©runbrift
ber lafeinifchen Sprachlehre oon ‘prof.
Dr. ©3. Boifd) in ©fagbeburg. ©r. 82.

Sateinifche Sprache. Cb5efd)id)fe ber
lateinifchen Sprache ‘oon Dr.
griebrid) Stol3, Brofeffor an ber Uni-
oerfitdt Onnsbrucn. ©r. 492.

Sicht, ©ijeoreiifdjeqjiwfii Il. ©eil:
Sidjf unb 284rmc. ©on Dr. Cuff.
Séager, ‘prof. an ber ©ed)nifd)en Woch-
fehule in ©Bien.  ©iit 47 ©bb. ©r. 77.

Sogarifhimen» BierfteUige ©afeln unb
©egentafeln  fir logarifhmifebes unb
trigonometrifches ©einen in /toei gar-
ben 3ufantmengeflelll oon Dr. Wermann
Schubert, 'Prof. an ber ©elebrtenfd)ule
bes 3ohanneumS in Hamburg, ©r. 81.

— gunfftellige, oon ©rofeffor ©uguft
©bler, ©irehtor ber h. h. Staatsober-
realfd)ule in ©Bien. ©r. 423.

Sogih. “Pfijdjologie unb Sogih 3ur
infihrung in bie ~hitofophic
oon ‘'Profeffor Dr. ©h. Glfenpans.

CHit 13 giguren. ©r. 14.

Sohomofiuen. Gifenbahnfahr*euge
Don W. Winnenthal. I: ©ie Cohomotioen.
©Iit 89 ©bb. im ©gjt u. 2©af. ©r. 107.

Sofl)ringcn. (SefchiehteSothringens
oon Dr. Wermann ©erid)5meiler, ©eb.
©egierungsrat in Strafsburg. ©r. 6.

— Sattbeshunbe n. GIfaB=8ofhring.
0.'Prof. Dr. ©. Bangenbech i. Strafeburg
1G. mit 11 21bb. u. 1 Warte, ©r. 215.

Odfrohrprobierftunbe. Qualitafioe
2Inali)fe rot* 55ilfe bcs Sofrohrs
oon Dr. ©lartin Wenglein in greiberg
i. Sa. O©iit 10 giguren. 2ir. 483.

Stibech« Ganbeshunbe ber ©roR3»
hcraogtiimer ©lechlenburg u. ber
wreien «. SSonfefiabf Siibech oon
L)r.SebalbSd)tDar3, ©irehtor b. ©eal-
fd)ule 3um ©oin in Bubech. QKit 17
©bbilbungen unb Warten im ©ejt unb
1 lithographifchen Warte, ©r. 467.

Buff= unb SHeeresfiromungcn oon
Dr. gran3 Schule, O©irehtor ber
©aoigationsfcbule 311 Ribech.  ©itt
27 ©bbilbungen u. ©afeln.  ©r. 551.

Sufiung. Weisung unb Siiftung oon
Sngenieur Sohannes Worting in ©iiffel-
borf. I: ©as IBefen unb bie Be-
rechnung ber Wei”ungs- unb Biftungs*
anlagen. ©lit 34 giguren. O©r. 342.

I1: ©ie ©usfilbrung ber Weidungs-
unb Rufiungsantagen. ©lit 191 gi-
guren.  21r. 343.
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Bufher, RiBitin, u. Sljoin. 22umer. SRatbemafifc, ®efd)icl)te ber, oon
2iusgerDahlt unb mif Einleitungen unb Dr. 91 6turm, profeffor am Ober-
9lnmerhungen oerfehen Don Prof. ©. gpmnafium in Seifenifeffen. Rr. 226.
Rerlit, Oberlehrer am Riholaigpmna-
flum 311 Ceip3ig. Rr. 7.

Rlagnetismus. Sfjeorefifd/C 131))*
fth 111. Seil: (SiehiriRiidi u. 2Rag*
nefismus« Ron pr. ©uftao Gégcr,
Profeffor an ber Sedmifchen fiod)fd)ule
R3ien. RIit 33 91bbilbungen. Rr. 78.

SHaljerei. ©rauerdrocfen |: 322al*
ijerei Don Dr. p. ©reoerhoff, ©irehtor
ber 6ffentl. u. 1. Sachf. SFrfuc’5ftaf. fur
Rrauerei u. QlidlRerei, fctu. b. Rrauer«
unb 9Hal3er[d)ule 311 ©rinima. Rr. 303.

SHafchineitbau, ©ie fiaUtulafion im,
d. 3ng. fi. Refhmann, ©03. a. Sec&nih.
Ritenburg. RIit 63 9lbbilb. Rr. 486.

— ©ie Rlcferiaiten bes Riafri)inen=
baues unb ber ©ielitrotccpnih
oon Sngenieur Prof. fiermann 9BUba.
WH 3 Rbb. lr. 476.

9nafi)einalifcl)e gormclfamtulung u.
Repetitorium ber 9Rafhemafih, enth. bie
roidjtigften gormeln unb Behrfatje ber
Rrithmefih, 9llgebra, algebraifcben
9lnalpfis, ebenen ©eometrie, Stereo-
mctrie, ebenen unb fpharifdjen ©rigo*
nomeirie, matt), ©eograpbie, analpt,
©eometrie ber Ebene u. b. Raumes, ber
©ifferent.« u. 3ntegralred)n. oon O. ©h-
Ririlen, Prof. am fial. Realgpmn. In
Sch.-©miinb. 92lit 18 giguren. Rr. 51.

23aurer= unb OfcinJ)auerarbcifen
oon Prof. Dr. phil. unb ©r.-3ngen.
Ebuarb Schmitt in ©armftabt. 3Ranb.
eben, «mit Dielen Rbbilb. Rr. 419—421-

3Hechanilt. S&eoref. qRhtjfm 1. Seil:
Snecfyanih unb Sihuffih. Ron Dr.
©uft. Sager, Profeffor an ber ©ed)-

Snafchinenelemenie, ©ie. Bur3ge. nifchen fiodjfcbule in 2Bien.  9Rit 19 91b.
fafotes Reprbuch mit Reifpielen fir bas bilbungen.” Rr. 76.

Selbftftubium unb ben prahtifchen ©e- . .
brayc) oon or Rarfh, Oteerngeneyr 2502014 Sechinologle, aot con
tn Ndrnberg. 92iit 86 giguren. 92r. 3. : & y
fd)toeig. 2 Réanbcpen. Rr. 340, 341
3Safd)inen3eici)nen,  13raftfifrf>e5, N
oon 3ng. Rid). Schiffner in 233arm- SReduenburg. Banbeshunbe ber
brunn. " 1: ©runbbegriffe, Einfache ©rofjheroogfumer SReddenburg
922afd)inenfeile bis 3lben Kuppelungen. u. ber freien u. £5anfcf?ab! Bii*
®it 60 Safeln. Rr. 589. Ecdltf(()j._ Dlr.geb.aéhsd)u)a[%S}irehtor:%
. : ; : ealfdjule 3uni ©om in Biibedc. oHit
3ablnlrﬁg:?erl’((':){llt()eg]:g:rz'pielIfcgﬁ;?egi 9lbbilbungen Im 2e{t, 16 Safeln unb
iafeln. Rr. 590 : 1 fiarfe in Bithographie. Rr. 487.
SRaftanalpfe oon Dr. Otto 923hm In  2Hecftlenburgifche ®©efci)id)le oon
©armftaot. 22iit 14 giguren. Rr. 221. Oberlehrer Otto Rifenfe inReubranben.
22afj=, RIunj* unb <3en)id)istt)efeu burg i. 912 Rr. 610
oon Dr. Ruauft Rlinb, Profeffor an .
- i 912eereshunbe, Phpfifcijc, oon Pro-
ber fianbelsfdwle in Kaln. Rr. 283. feffor Dr. ©erharb Sdjott, Rbiellungs-

SRaierialprufungstDefen. Einfiihrung ;
in b, mob. Cedjni b, Siaferialprifung  OCTTLEPer bei ber Cutfchen Seeroarte

oon S\. 9Remniler, ©iplom-Sngenieur,
ftanb. Oftitarbeiter a. figl. 922aterial-
Rrifungsamfe 3U ©rofs=Richferfelbe.
1: 922aterialeigenfd?aften. — geffig-
heitsoerfuche. — fiilfsmittel fur geffig-
keifsoerfuche. 922t 58 gig. Rr. 311.
— I1: 9Refallpriifung u. Priifung oon
fiilfsmaferialien bes 9ltafchinenbaues.
— Raumateffilprifung. — papier-
Prifung. — Gd%miermittel rifung. —
Einiges Uber 92iefaltographie. 912it
31 giguren. Rr. 312.

SBeeresfUdmungcn.

in fiamburg.  92iit 39 91bbilbungen

im ©ejt unb 8 Safcin. Rr. 112.

Bufl* unb

SReeresflromungen 0. Dr. gran3

Schuhe, ©ir. ber Raoigafionsjdjule 31t

réut)egg.l 932it279Ibbilbungen u. 2afeln.
r. .

UHenfchlirhe fiorper, ©er, fein ©au

unb fctne Safighcilen oonE. Reb-
mann, Oberfcpulrat in Karlsruhe. 9Rit
©efitnbheifslehrc 0. Dr. meci.fi.Seiler.
RIlit 47 91bbilb. unb 1 ©afel. Rr. 18.



2Heiailograpf)ie. Kure, gemeinfafelicoe Snorlel» ©ie Onduflrie der bfinft-
‘Darfteuung ber Rebre oon ben 93e- licfeen Sauffeine und des 2Ror=
fallen unb ihren Begierungen unfer be- fels 0. Dr. ©. Sauter in Ebarlotten-
fonberer Seriichficbtigung ber 923efall« birg.  923it 12 Safeln. 93r. 234.
mihrofhopie oon 'prof. E.Sepn u.'Prof.  oRpyndarfen, ©ie deulfcfeen, o. Prof.
0. Sauer am Kgl. 923aierialprifungs- ~ py. S. Seis in B3ain3. 93r. 605.

amt (©r.«Rid)terfelbe) ber Kgl. Sedjn. . . .
Sccbécbule ml)BerIin.) I: Qlllgem. Sejil. 2Ihtnbarien, piattdeulfdjc, oon Dr.

i i i i f Subert ©rimme, ‘Profeffor an ber
22 45 o1bbilbungen im 2¢if L. S8 Jiioerfitat 23irffer i. @3 93r. 461,
11: 6 pe3ieller Seil. 923it 49 9lbb. 9niin3toefen. 223afj=, 221in3=u. ©e*
imSe|tu. 37 Bidjth. auf 19Saf. 93r.433. toid)fstoefen 0.Dr. 91ug. Slinb, ‘Prof.
SneIaUur?JIe oon Dr. 9luguft ©eih, a. b. Sanbelsfcbule in Koln. 92r. 283.
in firifliansfanb (93ortoegen). 1. 11 SRurner, Stomas. Slartin Quffjcr
92%it 21 glguren. 93r. 313, 314. und Stomas SHlurner. 9lusge-
92letecre. 2tffronomie. O©rofee, Se« lodblt u. m. Einleitungen u. 9lnmerh.
megung unb (Entfernung ber Simmels- oerfeben oon prof. ©. Serlit, Oberl.

horper oon 91. g. 93306bius, neu bear- am 92iholaigpmn. 3U ReipRtg. 93r. 7.
beitet oon Dr. Serin. Kobolb, Prof. 2231fth, ©efcf)ich)te der alten u.ntiffel*

an ber lInioerfitat Siel. 11: Kometen, aiferlicf)eit, oon Dr. 91 923dl)ter in
923efeore unb bas Sternfpftem. 923t Steinbaufeen. 2 Shd). 923 3afelr. 91bb.
15 giguren u. 2 Sternharten. 93r. 529. uub 922ufihbetlagen. 93r. 121 unb 347.
SHetcorotogie oon Dr. 93 Srabert, 9nufihaiifd)e Shuflift oon fprofeffor
rofeffor an ber llnioerfitat 28ien. Dr. Karl B. Schéfer in Serlin. 92it

it 49 91bbilb. u. 7 Safeln. 93r. 54. 35 9lbbilbungen. 93r. 21.
Snilitarf(rafrecl)t oon Dr. 9233 Ernft 2nufihalifcf)e gormenlcijre (S\om=

923aper, 'Profeffor an ber IInioerfitat ofitionslebre) oon Stephan Krefe!.

Strafeburg i. E. 2She. 93r.371,372. 11 93Uoiel. 93otenbeifp. 93r.149.150.
223iueralogie oon ©et). Sergrat Dr. 223UfiftafU)elih oon Dr. Karl ©runshp

9?. Srauns, prof. an ber lInioerfitat in Stuttgart. 92r. 344.

Sonn. 923t 132 91bbilb. 91r. 29. 9nufihgefdbicf)fedes 17.und 18.Jahr-
2Riitnefang und ©pruct)did)lung. hunderts oon Dr. K. ©runshp in

26alil)cr oon derStagehoeide mit Stuttgart.  92r. 239.
Slustoahl aus 223innefang und QRufihgefchichte feit Segln« des 19.
Oprud)6id)iung. 923it 9Inmerhungen Jahrhunderts oon Dr. K. ©runshp

u. einem 9330rterh. 0. 0. ©lntter, Prof. in Stuttgart. |. II. 93r. 164. 165.
an ber Oberrealfdjule unb an b. Sedjn. Sluftftlehre, 2tllgenteine, oonStepban
Sod)fd)ule in Stuttgart. 9lr. 23. Krefel in ReipBig. 93r. 220.

2RiifeH)ocbdeutfd). $id)fungen aus Stadet"ot"er, 2)ie, oon Dr. g. 9B
snitfelf)od)deutfd)er 5riii)3eif. 3n 93eger, “Profeffor an ber Koniglichen
9lustoabl mit Einleitung unb 9236rter- gorftahabemie 3U SEbQ**anbt.  923it 85
buch_b“rausgegeben oon Dr. Sermann 9lbbilb., 52ab. unb 3 Karten. 93r.355.
3antjen, ‘Direktor ber Konigin Buife- 3lahrungsmiffe(. Ernahrung und
Schule in Kdnigsberg i. *pr. 93r. 137. yiabrungsmiftel oon Oberftabsarjt

9RitteU)od)deuifd)e<&rautntafih.$er rofeffor S. Sifchoff in Serlin.  923it
Slibelunge Slot in Slustoabl und 91bbilbungen.  93r. 464.
millcll)od)dcutfci)e (Orammatih m. 9laufih. Kurier 9lbrife bes tiglich an
feurlem 9236rterbud) 0. Dr. 9B. ©6liger, Sorb oon Sanbelsfchiffen angeroanbten
Srof. a. b. lInioerfitat Softoch. 93r. 1. 2eils ber Schiffabrtshunbe. ~ Son Dr.

SKorgcitland. ©efd)icf)le des allen granj Scbulje, Sirehtor b. 93aoigaiions-
SQorgenlandes conDr. gr. Sommel, Sdjule au BibeA. 923.5691bb. 93r.84.
‘profeffor an ber IInicerfitat 923ind)en. 'Reugriecdifchsdeuffd)e5 (Oefpracf)G=
923it 9 Silbern unb 1 Karte. 92r. 43. buch mit befonberer Seriidifid)tigung

SRorphologie u. Organograpljic der ber Umgangsfpracbe oon Dr. 3obannes
?fganSen oon Prof. Dr. 923 93orb- Kalitfunahi5, So”ent am Seminar fir
baufen i. Kiel. 923.1239Ibbilb. 9Ir.141. Orient. Sprache in Serlin. 93r. 585.

5



JUunjeljnfes Oahrbundert. <He»
fd)id)te des 19. Oal)ri)underf5 oon
Oshar3ager, 0. Honorarprof. a.b. Unio.
Sonn. |.Sbdjn.: 1800—1852. Sr. 216.

2. Séanbdjen: 1853 bis Snbe bes
Sabrbunberts. Sr. 217.

9icuteftamentlid)e 3eitgefd>id)te
oon Lic. Dr. 20. Staerh, Prof. a. ber
Unio. in 3ena. |: ©er “lftorifd)e unb
hulturgefcbicbiliche Hinfergrunb bes Ur*
dyriftentums.  Siit 3 harten. Sr. 325.
I1: ©ie Seligton bes 3ubenfums

im 3 MilaUer b. Hellenismus u. b. Sémer«
berrfdjaff. Siit 1pianfhi33e. Sr. 326.

9tibelunge 2tot, ©er, in Susroabl unb
mitfelbod)beutfd)e ©rammatih mit hur«
3em S3orferbud) ooit Dr. €3. ©olfber,
Profeffor an ber Unio. Softoch. Sr. 1
2tordifd)e Ciieraturgefd)id)te |: ©ie
islanbifche u. noriuegifcbe Citerafur bes
Siiffelalters oon Dr.S3olfgang©oltber,
Prof. an ber Unioerf. Sojtodi. Sr. 254.

SluQpflanden oon Profeffor Dr. 3. 23eb=
rens, Sorft. b. ©rofiber3ogl. lanbioiri«
fd)aftlid)en Serfuchsanftalt Suguften«
berg. Siit 53 giguren. Sr. 123

6le. Sie Sette und dle foroie bie
Seifen«u. Hei*enfabrihation u. b.Har"e,
Cache, girniffe m. it>ren toid)tigft. Hilfs«
ftoffen oon Dr.HarlSraun in Serlin. |:
Einfiibr. in b. Ebemie, Sefpred). emlger
Sal”e unb ber gelte unb Ole. Sr. 335.

6le wund 2tied)ftoffe, &tl)erifd)e,
oon Dr. g. Sod)uffen in Siiltitj. Siit
9 Shbilbungen. Sr. 446.

Optift. (Sinfihruitg in die geome»
Irifd)e Optift pon Dr. S3. Hinricbs
in S3Umersborf*23erlin.  Sr. 532."

Orienialtfd)c Citeraturen. Sie Qi*
feraluren des Orients oon Dr Si.
Haberlanbf, Prioafbofent an ber Uni«
oerfitdt S3ien. |: ©ie Citeraturen
Dftafiens unb 3nbiens. Sr. 162.

I1: ©ie Citeraturen ber Perfer,
Semiten unb ®©trhen. Sr. 163.

— Sie djrifilidjen Citeraturen des
Orients oon Dr. Snton Saumftarh.
I : Einleitung. — ©as d)riftlid)=arama«
ifcbe u. b. hoptifcbe Schrifttum. Sr. 527.

11: ©as d%riftlicb*arabifd)e unb bas

6tbiopi[d %e Schrifttum. — ©as cbrift-
liche  Scbrifttum ber Srmenier unb
©eorgter. Sr. 528.

%

Ortsnamen im Seuffd)en, Sic, thre
Enftoicftlung unb itjre Herhunft oon
Dr. Subo?f Hleinpaul in Ceip’ig-
©oblis. Sr. 573.

Ofiafrifta. (©ie beutfcben Kolonien I11)
oon @rof. Dr. H. ©ooe. Siit 16
©afeln u. 1 litbogr. Harte. Sr. 567.

éfierreidj.  ofterreichifche ©e=
fd)ict)fe oon Prof. *>r. gran; oon
firones, neu bearb. oon Dr.HarfUblir3.
Prof. a. b. Unio. ©ra3.1: Son b. Urzeit
b. 3. ©obe Honigs Slbred)ts Il. (1439).
Siit 11 Stammtafeln. Sr. 104.

I1: Som ©obe Honig SlbrecbfslI.
bis 3um S3eftf. grieben (1440—1648).
Siit 3 Stammtafeln. Sr. 105

— Qandoshande tonoffcrreicbo=Mn=
garn oon Dr. Slfreb ©runb, Prof.
an ber Unioerfifat Prag. SiitlOSejt«
illuffrationen unb 1 Harte. Sr. 244.

Ooidius 2tafo, Sie SHefamorpljofen
des. 5n Susroabl mit einer Einleit,
u. Snmerh. berousgegeb. oon Dr. 3ul.
Rieben in granhfuri a. Si. Sr. 442.

~adagogih im ©runbrifj oon Profeffor
Dr. S3. Sein, ©irehtor bes pabagog.

Seminars an ber Unio. 3ena. Sr. 12.

— ®efd)id)te der, oon Oberlehrer Dr.
H. S3eimer in S3iesbaben. Sr. 145.

93aldogeograp!)ie.  ©eologifdie Ce«
fd)id)te ber Sieere unb geftlanber oon
Dr. graiu Hoffmat in S3ieii. Siit 6
Harten. Sr. 406.

33a(4oftlintatologie oon Dr. S3ilb. S.
Echarbt in S3eilburg (Cabn). Sr. 482.

~Paldontologie oon Dr. Sub. Hoernes,
Profeffor an ber Unioerfitit ©ra3.
Siit 87 Sbbilbungen. Sr. 95

— und Mdftammungslebre oon Dr.
Harl ©iener, profeffor an ber Unioerf.
S3ien. Siit 9 Shbilbungen. Sr. 460.

~APaldftina. Candes» u. ©Solhshunde
Paléaftinas o. Lic. Dr. ©uftaoHolfcher
i. Halle. SL8Soubilb.u.lH. Sr.345.

~Parallelperfpehtioe. Secbtroinhlige
unb fd)iefu)fnhlige Sjonometrie oon
Profeffor 3. Sonberiinn in Sliinfter.
Stit 121 giguren. Sr. 260.

~Perfonennamen, Sic deutfd?en, oon
1> Sub. Hlempaul in CeiP3)9- ~r. 422.

APetrographie oon Dr. 28. Srutpis,
Profeffor an ber Sergahabemie ©laus«
tbal.  Siit 15 Sbbilbungen. Sr. 173.

APftanse, Sie, ibr Sau unb ibr Ceben
oon Profeffor Dr. E. ©ennert. Siit
96 Sbhbilbungen. Sr. 44.



Pflansenbaulchre. Sicherbau« uitb
Pflan~cnbaulebre oon Dr. paul
Rippert in Ciffen unb ©rnft Bangen-
bech in ©rofj-Rid)terfelbe.  Sir. 232.

P\lanse:thiologie non Dr. OB. SHigula,
Profeffor an ber gorftahabemie Qife-
rad). |: Sillgemeine 33iologie. Satt
43 Slbbilbungen.  Sir. 127

Pflansenernahning.  Ulgrihullur«
chemie 1: Pflan3enerndbrung non
Dr. Siarl ©rauer. Sir. 329.

Pflansengeograpl)ie non profeffor Dr.
Bubmig Siels m Suarburg (Aeffen).
Sir. 389.

pflansenhranhheifen oon Dr. SBerner
griebr. S3rudi, prioatbo3ent in Ciefoen.
Sat 1farb. ©af. u. 45Slbbilb. Sir.310.

Pfiansenntorphologte. SJlorppo«
logie u. Orgauographle b.pflan-
3en non 'Brof. Dr. Slorbbaufen
in fiiel. vliit 123 Slbbllb Sir. 141,

Pflansenphpfiologie oon Dr. Slbolf
55anfen, profeffor an ber Unioerfifat
©iefeen.  32iit 43 Slbbilb. ~ Sir. 591.

Pflansenreicl>s, ©ic 0!8mme bes,
oon prioatbo3ent Dr. Sioberf ‘pilger,
ftuftos am figl. 23ofanifd)en ©arlen in
S3erlin*Sablem. Silit 22 Slbb. Sir. 485.

Pflanzenmelt, ©ie, ber ©eioaffer
oon Dr. SB. Suligula, ~3rof. a. b. gorftah.
©ifenad). Silit 50 Slbb. Sir. 158.

Pflan3en3ellenlehre»  CcHeitlefyre
unb Sinafoutte ber Pflansen oon
Prof. Dr. 55. Slliebe in Reipjig. Silit
79 Slbbilbungen. Sir. 556.

pparmahognofie. Sion Slpotbeher g.
Schmittbenner, SIffift. a. Solan. Snftif.

b.  ©ed)n. 550d)fd) Aarlsrube. Sir. 251.

<p|E)0rma3euhfd)c (Sl)emie oon ‘Prioat-
Bent Dr. ©. Sliannl)eim in Sonn.
3 Sénbcben.  Sir. 543/44 u. 588.

Philologie, ©efchid)te b*hlaffifd)en,

D. Dr SBilbelm firoll, orb. Prof. a. b.

Unioerfifat Silunfter in SBeftf. Sir. 367.

Philofophie, (Einfihrung in bie,
oon Dr. Siiaj SBentfcher, profeffor an
ber llnioerfilat Sonn. Sir. 281.

Philofophio,@ efch.ber,,V: teuere
Phllofoppleb «anlo. Dr.S.Saudb,
mprofeffor an erUnio. 3ena. Sir. 394.

V: Omntanuel &ant oon Dr.
Sruno Saud), Profeffor an ber Unt-
oerfitat Sena.  Sir. 536.

Pftitofophie, ©efchichic der,
VI: ©ie ppilofoppie im erften
drittel bes 19. Qahrhunberis

pon Slrtpur Srems, Prof. b. plpllo—
fopbie an ber ©eebn. S5od)fd)ule
ftarlsrupe. ~Sir. 571.
— Slaupiprobletne ber, oon Dr. ©eorg
Simmel, Prof.a.b.Unio.Serlin.Sir.500.
— Pfpchologie unb Qogih 3Im ©inf.
in bie ppilofoppie oon profeffor Dr.
©b.©lfenbans. 93iit 13giguren. Sir. 14.
Photographie, ©ije. Son 5b5. ftefoler,
Profeffor an ber h. h. ©rappifeben Repr-
unb Serfud)5anftalt in SOien. Silit 3
©afeln unb 42 Slbbilbungen. Sir. 94.
Phpfih, Sheorefifche, oon Dr. ©ufiao
Sager, profeffor ber Pboflb an ber
Secpnifcpen 55od)fd)ule inSBien. I.7eil :

Silecpanih unb Slhuftih. ~ Silit 24 Slb-
bilbungen. Sr. 76.

1. ©eil: Riept unb SBarme. Silit
47 Slbb.  Sr. 77.

111 ©eil: ©lehtridifat unb Sliagne-
tismus. Sifit 33 Slbbilbungen. Sr. 78.
V. ©eil: ©lehiromagnelifdje Riep!*
fheorieu. ©lehtronih. 321.21gig.Sr.374.
— <a&cfci)ichie ber, oon Prof. SI. ftiftner
in SBertpeim a. Sil. 1: Sie Pbpfih bis
Siemion.  Silit 13 giguren. Sir. 293.
II': Sie PPpfih oon Siemion bis 3ur
©egenmart. Silit 3 giguren. Sir. 294.
P h9fifcaliich-&hemifche tRecpenauf*
gaben oon Profeffor Dr. Si. Slbegg u.
Prioalbo3ent Dr. D. 6 achur, beibe an
ber Unioerfitit Sreslau. Sir. 445,
ppgfihalifcpe Slufgabenfammlung
non ©. Silapler, profeffor ber Sita-
tpematih u. Pppfilt am ©pmnafium in
Ulm. Silit beu Sefultaten. Sir. 243.
ppnfihalifcpe Sormelfammlung oon
©. Siiabler, profeffor am ©pmnafium
in Ulm. Silit 65 giguren. Sir. 136.
ppofiftalifcpe iHteffungsmefhoben u
Dr. SBilp.SBaprbt, Oberl. a. b. Oberreal-
fd)ulei.©r.=Rid)terf. Sil.49g. Sir.301.
Phnfiologifcpe ©hemie oon Dr med,
SI. Begabn in SSerlin. 1: Slffimila-
tion. Silit 2 Safeln. Sir. 240.
11 : Oiffimilation. 3!Utl©af. Sir. 241.
Phpfifchc ©eographie oon Dr.6 iegm.
Oiintber, Prof. a. b. ﬂgl.@edgn. 550d)fd).
in Siitindjen.  Silit 32 Slbbilb.  Sir. 26.
PhnfifcheSHeereshunbe oonProf. Dr.
©erb. Sd)ott, Slbteilungsoorfteber bet
ber ©eutfd). 6 eemarte in Hamburg. (it
39 Slbbilb. im ©e£t unb 8 ©af. Sir. 112.



Pilse, ©ie. Eine Einfihrung in bic
Kenntnis ihrer gormenreiben oon
Prof. Dr. ©. Binbau in Berlin. 231t
10 gigurengruppen im ©eft. Br.574.

pianefenfrjftcm. Bffronomie (©rofee,
Beroegung unb Entfernung b. Bimmels-
horpe?) non 21. g. Blobius, neu bearb.
oon Dr. Berm. fiobolb, Prof. an ber
Unioerfitat fiiel. 1: ©as Planeten»
fpftem.  tffiif 33 21bbiloung. 2ir. 11.

piaftifi, ©ie, des Bbettélandes oon
Dr. Bans Stegmann, ®©irehtor bes
Baperifchen Bationalmufeums in 2Hun-
d)en. 21tit 23 ©afeln. Br. 116.

— ©ie, feil 'Beginn bes 19. 3af)re
fyunderts oon 21 fieUmeper in 22tin-
epen. 22iit 41 Bollbilbern. Br. 321.

'Plaffbeuffdjc 22lunbarten oon Dr.
fiubert ©rimme, Profeffor an ber Uni-

oerfitat 221unffer i. 213 Br. 461.
33oeiift, ©eutfehe, oon Dr.  Borinshi,
Prof. a. ber ifnio. Bliinchen. Br. 40.

33olarlid)f. Erdmagnetlsmus Erb*
ffrom u. 'Polarlid)! o. Dr. 21 Bip-
polbt, Blitglieb bes fl? preuf] |fcben
222efe0rolog|fd en 3nftitufs ;u Pofsbam.
2Kit 15 21bbilb. unb 7 ©afeln. Br. 175.
“polnifche ©efd)td)ic oon Dr. Siemens
Branbenburger in pofen. Br. 338.
Sommern. Qandesluindeuon'Pom=
mern oon Dr. 2B. ©eeche, Prof.
an ber Unioerfitdt greiburg i. B.
Blit 10 21bbilb. unb harten im ©ejf
u. 1 fiarfe in Bifl)ograpt)ie. 21r.575.
mporfugiefifeije  Ciicralurgefd)id)te
oon Dr. ftarl oon Beinbarbftoeffner,
Profeffor an ber ftoniglidjen Sedjnifcben
Rocf)fd)ule Bliindjen. 21r. 213.
pofamenfiererei. ©e£itl=Onduflrie
Il: Weberei, 'ZDirherei, Pofa=
menlicrerei, Spit}en= uné (Bar«
6inenfabriftafion und6 3 ilsfabri*
ftafioit oon Prof. 23lar ©iirtler, ©eb.
Begierungsrat im figl. Ranbesgeioerbe-
amt 3U Berlin. 2Uit 29 gig. Br. 185.
33offred)f oon Dr. 2Ufreb2Bolche, poft-
infpehtor in Bonn. 21r. 425.
"Prefjluffnerb"euge, ©ie, oon ©ipl.«
3ng. p. 3ltis, Oberlehrer an berftaif.
©edjn|fcben Schule in Sfrafjburg. 21iit
2 giguren. 21r. 493.
3*reuf0|fd)e ®efcref>fe.  Branden*
burglfrf) - 'preufeifche ©efcljidjle
oon 'Prof. Dr. 2li. ©bamm, ©irehtor
bes Aaifer 233ilbelms- ©pmnaf|ums in
2Ronfabaur.  Br. 600.

PreuftifAes Sfaatsrcdjt oon Dr. grifc
Sfier=Somlo, Profeffor an ber Unioer-
fitdt Bonn. 2 ©eile. Br. 298, 299.

Pfncfyialrie, gforenfifdje, oonprofeffer
Dr. 213.2Bepganbt, ©irehtor ber Grren-
anftalt griebriebsberg in Hamburg.
2 Banbdjen. 21r. 410 unb 411.

Pfijdjologie uné Oogih jur Einfilbr.
in bie Pbilofopbie oon 'Prof. Dr. ©b.
Elfenbans. 21tit 13 giguren. 21r. 14.

Pfnd)opbpfilt, (Brundrifc éer, oon
‘profeffor Dr. ©. g. Bipps in 3&ridi.

TOil 3 giguren. Br. 98.
Pumpen, ©rudnoaffcr= u. ©ruefc*
lufl=2Inlagen. Ein huner Uberblick

oon ©ipl. «3ng. Bubolf Bogbt, Be-

gierungshaumeifter a. ©. in  2lacben.

223t 87 2lbbilbungen. 21r. 290.
Quellenhunde oOer Geuifeben ©e>

fci)id;te oon Dr. Earl Sacob, Prof. an

b. Unto. ©6bingen. 1.Banb. 21r. 279.
SUthioahlioifaf oon ©ipl.-Gng. 233ilbcim

grommel. 2Tiit 21 2lbbilb.” Br. 317.
iHed|nen? ©as, in der ©ec”nift unb

feineRilfsmittel (Becbenfdjieber.Becben.

tafeln, Becbenmaf”inen ufro.) oon Inge-
nieur Gob. Eugen 2llaper in grei-

burg i. Br. 21M 30 2Ibbilb. Br. 405
— &aufmaénnifd)e5, oon Prof. Bidjarb

Guft, Oberlehrer an ber Offentlichen

RBanbelslebranftalt ber ©resbener ftauf-

mannfdjaff. I. 11. 1li. Br. 139,140.187.
iRed)f 6es Burgcrlid). ©efc buches*
Erftes Buch: 21ligemeiner ©eit. | : Ein-
leitung — Rebre oon ben Perfonen u.
0. b. Sachen oon Dr. Paul Otrlmann,
Prof. a. b. llnio. Erlangen. Br, 447.

I'1: Erruerb unb Berluff, ©eltenb«
maebung unb Sd)u” ber Bedjfe oon
Dr. Paul Oertmann, Profeffor an
ber Unioerfitat Erlangen. Br. 448.

Bild): Sdjulbredjt. 1 21b-
teilung: 2Ulgemeine Rebren oon Dr.
Paul “Oertmann, Profeffor an ber
Unioerfitat Erlangen. 21r. 323.

11. 21bteilung: ©ic einzelnen Sdjulb-
oerbéltniffeo. Dr.paul Oertmann,Prof.
an ber Unioerfitat Erlangen. Br. 324.
— O©rittes Bud): Sad?enred)t oon Dr. g

firetjfcbmar,  Oberlanbesgericbtsrat in

©reshen. 1. 21Hgemeine Bebren. Be-
fitj unb Eigentum. Br. 480.
Begreife Bed)te. Br. 481.

— Blertes Bud): gamitienreebt oon Dr.
Beinrid) ©itje, Profeffor an ber Uni-
oerfitat (Bottingen. Br. 305.



Rechisgefd)ichte, Rémifche, oon Dr.
‘Robert oon ©tapr, ‘prof. an. ter
©eutfihen Unioerfitdt Prag. 1.Sud):
«Die 3eit bes ©olhsrechies. 1. Halfte:
©as offentliche ©ed)t. ©r. 577.

2. Halfte: ©asPrioatrecht. ©r.578.

Rcd)tsfchutj, ©er internationale ge*
werbliche, oon 5. ©euberg, Raiferl.
©egterungsrat, ©lifglieb bes Raiferl.

Romifche 2Ufertumshunbc oon Dr.
Ceo ©lod) in TBien. ©1.8 ©ollb. TIr. 45.

Romifche ©efd>ichle oon ©ealgpm-
nafiaL©irehtor Dr. 3ul. Hod) in ©rune-
roalb.  TIr. 19.

Romifche Rilerafurgefchichfe oon Dr.
Hermann Soadjim inHamburg. Tlr.52.

Romifche unb grie$ijd)e 3Ri)tholo*

Patentamts 3l ©erlin.  ©r, 271. gic oon ©rof. Dr. Hermann Steubing,
Rechistoiffenfchafl, Einfiihrung in Tlelifor bes Opninafiums in Schneeberg.
bie, oon Dr. 2t%eob0r Sternberg inj - TIr. 27.
©erlin. _1: Ctelhoben» unb Quellen- ~ Rufelanb. Ruffifche ©efchichte Don
lehre. ©r. 169. Dr. TBill). Tleeb, Oberlehrer am Ofter*
1I: ©as Snftem. ©r. 170. gpmnafium in Tilain3. TIr. 4.

Rebclehre, ©cuifd)c, oon HansProbft,
©pmnafiatprof. in Samberg. Tir. 61.

Rebefdjrift fiel)e: Stenographie.

Reichsgmanjctt, ©ie gEnhoidtlung
ber, oon préafibent Dr. 91. oan ber
©erght in ©erlin. ©r. 427.

Religion, ©ie Eniwichlung ber
chriftlichen, innerhalb bes Tienen
ieffaments oon profeffor Dr. Lie.
Earl Elenten. Tir. 388.

— ©ie, bes Oubenfums im Reitalfer
bes Hellenismus unb ber ©merherr»
fd)aft oon Lic. | r. TB. Staerh (Tleu-

teftament]. ) emcr
‘pianfUisje. Tlr. 326.

Religionen ber ©aturodlher, ©ie,
oon Dr. ©h- ©<helis, Profeffor in
©remen. Tir. 449.

Reltgionsmiffenfchaft, 2lbrij3 ber

oergleichenben, oon profeffor Dr.
2h- ©cbelis in ©remen. Tlr. 208.
Renaiffance. ©ie ;Sulfur ber Re*
naiffance. ©efiftung, gorfchun%,
©ichtung oon Dr. ©obert g. Tlrnolb,
©rof. an ber Unioerfitat TDien. Tlr. 189.
Reptilien, ©as Sierreid) Il1: ReB*
ilien unb SXmphibien. ©on Dr.
ffran* TBerner, profeffor an ber lIni-
oerfitat TBien. TBit 48Tlbb. TIr. 383.
Rheinprouin3, Ranbeshunbe ber,
oon Dr. ©. Steineche, ©irehtor bes
©ealgpmnafiums in Effen. TJlit 9 Tlbb.,
3 Hartcben unb 1 Harte. TIr. 308.
Rted)floffe. itfhertfche 6le nnb
Riediftoffe oon Dr. $. ©oebuffen in
©liutjj. ©lit 9 Tlbbilbungen. TIr. 446.
Roman, ©efdjichie bes beuifd>en
Romans o.Dr.Hellm.Tllielhe. Tlr.229.
Romanifdjc Gprad)»iffenfchaff oon
Dr. Tibolf 3<*uner, Profeffor an ber
Unio. ©ra3. 2 ©anbe. TIr. 128 250.

— RBanbeshunbe bes <Quropéifd)en
Rufdanbs nebft Finnlands oon
Profeffor Dr. TI. Philippfon in Halle
a. S. Tir. 359.

Ruffifd) *©euffches ©efprachsbud)
oon Dr. (Stich ©erneher, Profeffor an
ber Unioerfitdt ©tiinchen. TIr. 68.

Ruffifche ©rammafih oon Dr. Erich
©erneher, Profeffor an ber Unioerfi-
tat ©tinchen. TIr. 66.

Ruffifche 55anbelshoirefponben3 oon
Dr. Sheodor oon Hatorapshp in Ceip-
3ig. TIr. 315.

Ruffifches Refeouch mit ©loffar oon

Dr. Erid) ©erneher, profeffor an ber
Unioerfitat ©tiinchen, ©r. 67.
Ruffifche Biteralur oon Dr. Erich

©oehme, Cehtor a. berHanbelshocbfchule
©erlin. |. ©eil: Tlustoahl mobernev
Profa unb Poejie m. ausfhrlichen Tin»
merhgn. u.Tlh3entbe3eid)iiung. ©r.403.
— — II. Seil: BeeBo.iOAi» Papimim,,
Pa3CKa3fd. ©Iit ©nmerhungen unb
Tih3enfbe3eid)nung.  Tir. 404.

Ruffifche BHcraturgefchichtc oon Dr.
©eorg polonshij in ©lindjen. ©r. 166.

Ruffifches Rohabclbuch, kleines,
oon Dr. Erid) ©oehme, Cehtor an ber
Hanbelshod)fd)ule ©erlin. ©r. 475.

©adjenrecht. Rechtb. Rirgerl. ®e*
fembuches. ©rlltesRud): ©ad>en*
recht oon Dr. 5. Rrefcfdpitar, Ober-
lanbesgerichtsrat in ©resben. |: €U
gemeine Gehren, Cfit$ unb Eigentum.

11 : ©cgren3te ©echte, ©r. 480,481.

©ad)s, ;Sans, ©usgeioahlt unb erlaut.
oon Prof. Dr. (Julius Sahr. ©r. 24.
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0 ad)fen. 0 &d)fifd)c ©efdjidjfe oon
‘profeffor Otto fiaemmel, Behtor bes
Sliholaigt)mnafiums3.Ceip3ig. Sir. 100.

— Qandcsfiunde des 5iénigreid)s
Oad)fen oon Dr. 3. 3"»nTridg, Ober-
lehrer am Bealgpmnafium in flauen.
Wit 12 Slbb. unb 1 fiarte. Sir. 258.

©4ugetiere. ©as ©ierreicii 1:©4uge»
ficre oon Oberftubienratprofeffor Dr.
fiurt Camper!, Borfteber bes fionig-
litben Slaluralienhabinetts in Stuttgart.
Sllit 15 Sibbilbungen.  Sir. 282.

©cfyaftenftonftruhtioncn non profeffor
3. Bonberlinn in funfter. Sliit 114
giguren.  Sir. 236.

©cfyiffs» und ¢fiifleuarfillerie bis

ur©egenioarl, ©ie ©nimiddung
er, non fioroettenhapitdn fiuning.

Sllit Slbbilb. u. Tabellen, Sir. 606.

Ochlesroig=55o0lftcin. Oandeshitnde
oon Ochlesi»igc550lffci»i,Aclgo=
(and uno der freien und £>anfe>
flab! Hamburg Don Dr. <paul
Bambrud), Slbteilungsoorfteber am
SHufeum fir BoUierhunbe in Ham-
burg. Silit Slbbilb., planen, Brofilen
n. 1fiarte in Citbograpbie.  Str. 563.

©chleufenbau« ¢lanaD u. ©d)lcu»

fenbau oon Begierungshaumeifter

Otto Bappolb in Stuttgart. SHit 78

Sibbilbungen.  Sir. 585.
0d)tna(fpurbafynen (fiiein-, Slrbeifs-

unb gelbbabnen) o. ©ipl.-3ng. Sluguft

Bosbart in Slimberg.  Silit 99 Sib-
bilbungen.  Sir. 524.
©chtnarofjer und ©d)maroverturn

tn der ©ierroell. (Srfte (Einfuhrung in
die tierifebe Sdjmaroberhunbe oon Dr.
gran3 o. SBagner, a. o. JJrof. an ber

Hitio. ©m3. Silit 67 Sibb, Sir. 151.
©cfyreiner « 2Irboilcn. Sifcftler»
Sd)reiner=)2libcifen 1: 3llalc=

rialtcn, Standroeiftsjeitge, 2Ha»
fcfinen, (Einjelocrbindungcii,
guftboden, Scnffer, genflerla=
den, ©reppen, Siborie oon ‘Prof.
S. Biebtoeger, Sirdjileht in fidln.
628 Qig. auf 75 ©afeln. Sir. 502.

O0d)uldred)i. Bcc!)t des Birgerl.
©cfcftbuci)es. Osciles Bud):
0d)ufored)i. 1. Slbteilung: Sllige-

meine Cebren oon Dr. Paul Oertmann,
Prof. a. b. Unio. (Erlangen. Sir 323.

11. Slbteilung: ©ieein3elnenSd)ulb*
oerbéltniffe oon” Dr. Baul Oertmann,
SJrof.an ber linio. (Erlangen. Sir. 324.

0d)ulc, die dcutfdje, im Zustande
oon fians Slmrbein, Seminar-Ober-
lebrer in Bbepbt. Sir. 259.
©d)uH)aus. ©ie Bauliunff des©chal*
aufcs oon ‘Profefior ©r.-3ng.
Gruft Belferlein in ©armftabt. 1: ©as
Sdjulbaus. Silit 38 Sibbilbungen. II:
©ie Scbulrdume — ©ie Siebenanlagen.
SHit 31 Sibbilbungen. Sir. 443 u. 444.

O0d)ulprafis. SHetbobih ber Bolhsfchule
oon Dr. SI. Sepfert, Seminarbirehfor
in 3fd)opau. Str. 50.

©dttoedifd) =dcuffdjes ©efpradjs«
bud) oon Sobannes Sleubaus, ©03en!
ber " neunorbifeben Sprachen an ber
ilnioerfitaf Berlin. Sir. 555.

©d)tucoifd)esQefebud) 3ur (Einfilhrung
in bie Kenntnis bcs blutigen Schtoe-
bens mit SBorteroeeichnis oon 3o-
bannes Sleubaus, ©03ent ber neu-
norbifeben Sprachen an ber Unloer-
fitat 23erlin.  Sir. 554.

©d)toctfs= und ©ctyneiboerfafyrcit,
©as autogene, oon 3ngenieurfians
Stiefe in fiiel. Sllit 30 gig. Sir. 499.

©ebtueta. ©d)tueiscrifd)c ©efcf)td)fe
oon D-. fi. ©anbliher, Brofeifor an
ber IInioerfitat 3dri<h. Sir. 188.

— Candcsfiunde der ©cfyiocU oon
Brof. Dr. fi. SBalfer in Bern. Silit 16
Sibbilbungen unb 1 fiarte.  Sir. 398.

O0d)ioimmanfta(ten. &ffcnfl. Bade»
und 0d)n>itnmanfialien oon Dr.
fiarl SBolff, Stabt-Oberbaurat in fian-
nooer.  Sllit 50 giguren.  Sir. 380.

Oeemad)t, ©ie, in der deuffctycn
©cfd)icf)ie Don SBirhl. Sibmiralitats-
rat Dr. (trnft oon fialle, ‘Profeffor an
ber IInioerfitat Berlin. Sir. 370.

Oeered)f, ©as deuffd)C, oon Dr. Otto
Branbis, Oberlanbesgericbtsrat infiam-
burg. 1. Slllgemeine Cebren: Pperfonen
unb Sachen bes Seerecbts. Sir. 386.
11. ©ie ein3elnen feered)tlichenSchulb-
oerbaltniffe: Bertrdge bes Seeredijts u.
auberoertraglidie fiaftung.  Sir. 387.
Ocifcufabrihation, ©ic, die ©eifen*
analt)fe u. d. ¢icrienfabrihafion
o. Dr. fiarl Braun i. Berlin, (©ie getfe
unb éle 11.) Sllit 25 Slbbilb. Sir. 336.
Oemitifd)e ©pracf)ioiffcnfd)aff oon
Dr. (€. Brochelmann, Profegor an ber
lInioerfitat fionigsbera. Sir. 291.

Silit
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Oilihate. Onduffrie der ©iliftalc,
der hinftlidjen '‘Bauffeinc u. des
SRortcls oon Dr. ©uftao lauter in
©fcarlotfenburg. 1, ©los unb hera-
mifdje Snbuftrie. 921it 12 £af. 91r. 233.

I'1: SieGnbuftrie b. fefinfit. Bauffeine
u. b. 9226rtels.  922it 12 Saf.

0 impHcius 0 itnp(icif}itnus oon Kans
Gahob ©brtftoffel d. ©rimmelsbaufen.
3n 9lustoahl berausgegeben oon pro«
feffor Dr. g. Sobertag, ©ojent an ber
Unioerfitat Breslau. 9lr. 138.

©handinaoien, Randesftunde oon,
(Scbroeben, 92onoegen unb Sanemarh)
oon Keinrid) Kerp, Areisfd)ulinfp. in
Kreu3burg. 921.1191bb. u. 1 K. 92r.202.

©laoifdje Rifcralurgefdjichfc o. Dr.
3ofef Karafeli in933ien I: dltere Bite-
ratur bis 3ur 9Biebergeburf. 92r. 277.
I1: Sas 19. 3abrbunberf. 91r. 278.

Ooiiafe grage. Sie (Snttoiddung
der fontal. groge Don Profeffor
Dr. gerbin. Sonnies. 92r. 353.

Oo¢ialoerfid)crung oon *prof. Dr.

9lifreb 92lanes in Berlin. 91r. 267.

O0o¢iologic oon profeffor Dr. Sfyomas
vidbelis in Bremen. 92r. 101.

©panien. ©panifdje ©efd)id)le don
Dr. ©uftao ©ierd"s. 92r. 266.

— Gandesfutndc der 3dertfd)en
55albtnfel d. Dr. gritj Begel, prof.
an ber linio. 160rjburg. 922it 8 Kcirt-
eben unb 8 9lbbilbungen im £ert unb
1 Karte in garbenbrueb. 92r. 235.

©panifetye SSandelshorrcfponden”
oon Dr. 9llfrebo 92abal be 92iarie3«
currena.  92r. 295.

Opanifche Giteraturgefd)id)te o. Dr.
Bubolf Beer, QBien. 1. 11.92r.167, 168.

©pcictyer. gnduftrielle und gctuerb*
licfje Bauten (Speicher, Ragerbaufer

92r. 234. fcbule in Stuttgart.

Oprud)did)tung. 20al!tl>er oon der
Vogeltoeide mit Slustoa™l aus
SRinnefang und Oprud)did)tung.
922it9Inmerhungen u. einem 9330rterbud)
0. Otto ©duntter, Profeffor an b. Ober-
realfcbule unb an ber 2ed)nifd)en Koch*

92r. 23.

©laatstefyre, Allgemeine, oon Dr.
Kermann Bebnt, profeffor an ber Uni»
oerfitat Strafeburg i. ©. 92r. 358.

Otaafsred)t, Allgemeines, oon Dr.
3ulius natfdjeh, Prof. b. Rechte a. b.
linio, ©ottingen. 3Bbd). 92r.415—417.

Ofaalsrcd)t, Prcufjifchcs, oon Dr.

rife Stier-Somlo, Prof. a. b. UniDer-
itatBonn. 2 Seile Pr. 298, 299.
©tammesliunde, Scutfdje, oon Dr.
Bubolf 922ud), a. o. Prof. a. b. Unio.
9Bien. 92 2 Kart. u. 2 Saf. 92r. 126.

Otatih oon 98 Kauber, ©ipl.-3ng.
1 Seil: Sie ©rundlcferen der
©tatift ftarrer Korper. 92t
82 giguren. 92r. 178.

1. Seil: Angewandte Oiatih.
92it 61 giguren. 92r. 179.

—, ©rapbifdte, oon figl. Oberlehrer
Sipl.-3ng. Otto Benhel in ‘Renbsburg.
9Rif oielen giguren. 91r. 603.

Oleinbauerarbciten. télaurer* und
Ofeinl)auerarbeiten oon profefjor
Dr. phil. unb Sr.-3ng. ©buarb
6 d)mitt in Sarmftabt. 3 Séanbdjcn.
922it oielen 9lbbilbgn.  92r. 419—421.

Otenograpl)ic. ©efd)id)fe der Oie*
nograEbie oon Dr. Slrtbur 9Renb in
Kénigsberg i. Pr. 91r. 501.

Ofenogropbie n. d. 0gftem 0. 3. X.
©abelsbergero.Dr.PlbertSdjramm.
Banbesamtsaff. in Sresben. 92r. 246.

— Sic iRebcfdjrift des ©abels=
bergerfd)en ©ijflems oon Dr. 9l1-

unb gabrihen) oon 9lrd)ifeht Reinrid) bert  Sdiramm,  Ranbesamtsaffefior

Safomann in Siffelborf. 11: 6 peicber in Sreshen. 92r. 368.

u. Cagerbauier. TOif 123gig. 9Ir.52: Cetyrdud) d. Vereinfachten Seut*
Opinnerei. SegtU *Onéuftrie 1: fd)en Otenograpi)ie (©inig.-Spftem

Opinnerei und Otoifnerei oon Stol3e-Sd)rep) nebft Sdjltffel, Refe-

Prof. 922a| ©drtler, ©eb- Be%terungs—
rat im Konigl. Canbesgeioerbeamt 3U
Berlin.  92» 39 giguren. 92r. 184.
©piljenfabrihalion. 3eftit*3ndu*
ftrie I1; Sécderei, Soirhcrei, <Po*
fatnentiererei, Opi$en» u. ©ar»
dinenfabrihat. u. gil*fabrihafion
oon ‘prof. 922a1' ©ilirtler, ©eb- Begier.-
Bat im Kontgl. Ranbesgeroerbeamt 3U
Berlin. 92lit 29 giguren. 92r. 185.

ftichen unb einem 9Inbang oon Dr.
9lmfel, Stubienrat bes Kabettenhorps
in Pensberg. 92r. 86.

Stedefctyrift.  Cebrbud) ber 92ebe-
fdjrift bes Spftems otol3e-6 d)rep nebft
fitr3ungsbeifp., Refeftideen, 6 d)luffel
unb einer 9lnleitung 3ur Steigerung ber
ftenograpbifcben gertighett oon nein-
rid) Srofe, amtl. bab. Canbtagsfteno-
grapb in Karlsruhe (S.). 92r.494.



Stercochemic Don Dr. ©. Nlebehinb,
Srofeffor an ber Unioerfitat Ttibingen.
Nitt 34 Nbbilbungen. Nr. 201.

Stereometrie oon Dr. N. ©lafer in
Stuttgart.  Niit 66 giguren. Nr. 97.
Sternfgffem. Nffronomie. ©ro&e,

Setoegung u. (Entfernung ber Bimmels-
horper oon 3L g. Nidbius, neu bear-
beitet Don Dr. Berm. fiobolb, Pprof.
a. b. Unioerfitat fiiel.
Nleteore unb bas Sfernfpftem. Nitt
15 gig. unb 2 Sternharten. Nr. 529.

Sicuerfijftcme bes 2luslanbcs, ©ie,
oon (Set). Oberfinansrat O. Scbmar3
in Serlin. Nr. 426.

Stithunbc 4. ‘Prof. Rarl Otto Bartmann
in Stuttgart. Niit 7 Sollbilbern unb
195 ©ertilluftralionen. Nr. 80.

©tdd)iomelrifd)e  Slufgabcnfantm-
luitg oon Dr. NMU). Sahrbt, Oberl.
an ber Oberrealfcbule in ©rofo-Biehter*
felbe. Niit ben (Refultaten. Nr. 452.

StraBenbahnen oon ©ipl.-3ng. Nuguft
Soshart in Nurnberg.  Niit 72 Nb=
bilbungen. Nr. 559.

Strategie oon Coffler, Nlajor im figl.
6 &d)|. firiegsmin. in ©resben. Nr. 505.

Stréme unb Spannungen in Sfarh*
flromnetjen o. 3of. AerBog, ©ipl.-
©lehtroingenieur in Subapeft u. £la-
rence gelbmann, Srofeffor ber ©lehtro*
technih in ©elft. Niit 68 Nbb. Nr. 456.

Subfeegebiet. 0 ic beuffdjen &olo«
nien Il: ©as Sibfccgcbicl unb
(iiauifchou oon prof. Dr. s\. ©ooe.
NI. 16 ©af. u. 1 litbogr.fiarfe. Nr. 520.

©almub. ©ieCEnlftebung b.Ualmubs
0.

©almubproben oon Dr. <o. gunh in
Soshotoih.  Nr. 583.

2 e~nifd)»€bemifd)e Sinahjfe o. Dr.
©. Cunge, prof. a. b. ©ibg. Polijtechn.
Schule i. Barid). Niit 16 Nbb. Nr. 195.

©echnifchc Sébelten unb Qiormcin
oon Dr.-Sng. N3. Nitller, ©tpl.-
3ng. am figl. Niaterialprfifungsamf
¢u ©rofc - Bichterfelbe.  Niit 106 gi-
guren. Nr. 579.

fed)nifd>es (Wdorterbuch, entbaltenb
bie roicbfigften Nusbriicne bes Nia-
fchinenbaues, Schiffbaues unb ber ©leh-

Dr. S. gunh in Soshoioih. Nr.

©eehnologie, 21Ugcmeinc clicmifcl)??,
Don Dr. ©uft. waufer in ©harlotten*
burg. Nr. 113.

— 2ned)anifd;c, 0. ©eh.Bofrat'Prof.N.
Rubiaie i. Sraunfchtoeig. Nr. 340, 341.

©ceerfarbftoffe, ©ie, mitbefonb. Seriich-
fichtigung ber fonthetifchen Nielhoben o.
Dr. «ans Wucherer, $rof. a. b. fionigl.
©echn. Rochfchule, ©resben. Nr. 214.

111 Kometegetcgraphenrechf oon ‘PoftinfpehtorDr.

jur. Nlfreb €Boldce in Sonn. | : (Ein-
leitung. ©efchichtliche ©nhoichlung. ©ie
Stellung bes beutfehen ©elegraphen-
toefens im offentlichen Nedjte, allge-
meiner ©eil. Nr. 509.

I1: ©ie Stellung bes beutfd). Ceie*
graphenmefens im offentlichen Ned)te,
befonberer ©eil. ©as ©elegraphen-
Strafrecht. Nethfsoerhéllnis ber Ceie*
graphie ¢uni Sublihum. Nr. 510.

felegrauf)te> ©ie elehtrifdje, o. Dr.
Bub. Nellftab. Niit 19 gig. Nr. 172.
©efiatnenl. ©le ©ntffchung des
Slitcn ©eftaments oon Lic. Dr. N3.
Staerh, Srof. a. b. lInio. 3ena. Nr.272.
— O©ie (Snfffefyung besiUcuenSefia»
ments oon Profeffor Lic. Dr. ©arl
©lernen in Sonn. Nr. 285.
SertUsOnbuftrie. 1: Spinnerei unb
Btoirnerei oon ‘Prof. Niaj ©urtler,
©eh. Negierungsrat im fial. Kanbes%i—
roerbeamt, Serlin. Ni. 39 gig. Nr.184.
Il Weberei, Wirfterei, (£ofa»
menticrerei, ©piBen« unb
(3arbinenfabriftatfon unb Stla*
fabriliationo. prof. Ni. ©rtler,©eh.
Ncgierungsr. i.figl. Banbesgeroerbeamt
.au Serlin. Niit 29 giguren. Nr. 185.
111: Wafchcrei, (Bleicherei, 5ar=
berei unb ihre £>ilfsftoffe Don
Dr. N3ilh- Niafiot, Prof. a. b. Preufj.
hoheren gachfcijule fir ©eltilinbuftrie
in firefelb. Niit 28 giguren. Nr. 186.
©hcfOTUMyuamifc  (Cechnifche  N3arme-
lehre) 0. s\. OBallljer u. Ni. Sottinger,
©iplom-3ngen. Ni.54gig. Nr. 242,
—©ie thermobnnamifchcn ©runb=
lagen bcr ©Barmehraft=  unb
¢trilfentafchinen  oon Ni. Sot-
tinger, ©iplom-3ngenieur in Niann-
heim. Nr. 2

trotechnih_oon @xieh firebs in Serlin. Shiringifche ©cfd)ichle oon Dr ©ruft

1 ©eil: ©eutfch-Snglifch. Nr. 395.

Il. ©eil: ©nglifd)=Ceutfd). Nr. 396.
I11. ©eil: ©eutfeh-gran"6f. Nr. 453.
IV .©eil: gran3of.-©eutfch. Nr. 454.

©eorient in Beimig. Nr. 352.
Sierbiologie. Slbrifj ber (Biologie

bcr ©iere oon Dr. Heinrich Simrotb,

AProf. an ber Unio. Beipjig. Nr. 131.
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Ziere, eni»>irftlung5gcfcf)id)tc 5er,

non Dr. 3obs. Sileifenbeimer, gjrofefjor
ber 3oologie an ber Uninerfitat 3ena.
1: gurebung, primitioantagen, Garnen,
Sormbilbung, Embrponalbiien. Plit
48 Figuren. Pr.

Zruft.

Zropen”ngiene non Plebijinairaf pro-

feffor Dr. Pod)t, ©irehtor bes 3n-
ftituts fur 6 d)iffs- unb Zropenhrank-
betten in fiamburg. Pr. 369.

Aarfeli unb Zrnft non Dr.
6. Sfebierfdihg in ©iffelborf. Pr.522.

Zurnhunft, ©efci)itf)le ber, non Dr.
Pubolf ffiafd), Prof. a. fibitig Seorg-
©tjmnaf. ©reshen. 321.17Pbb. Pr.504.

Ungarn. RBanbeshunbe »on &fter-
rcicf)=Ungarn oon Dr. Mifreb ®rurib,
profeffor an ber Uninerfitat Prag.

78.
— — 11: Drganbilb. 911.46{Jig. Pr.379.
Zicigeographic n. Dr. tlrnolb 3acobi,
Prof. ber 3ootogie a. b. figi. gorftaha.
bemieru Zbaranbt. 911.2 Aart. 31r.218.
Zierht;nflf)e non [t))r. granj cf). Wagner,
profeffor an ber Uninerfitat (Sraj. pi ozcfliliuftr. u. 1fiarle. Pr, 242
Plit 78 Phbilbuugen. Pr. 60. Ungarifcfle  Citeratur, ©cfd)id)le
Zierreicf), Sas, |: Saugefiere non ber, non Prof. Dr. Cubeoig fiatona

— VI

Oberflublenr. Jarof. Dr. fiurt Camper!,
Porft. b. figl. Slaturalienbabinetls in
Gfuttgart 97iif 15 Gibbilb.  3!r. 282.
Ueptilien undé Slinpbthien
non Dr. Rrana Werner, profeffor a.

‘Profefior
3!r. 356.

Sift!)C  non
Sllaj 3iauiber in Sleanel.

— V: Onfcftten non Dr. 3. ®rofj in

3ieapei (Stasione 3ooiogica). Silit
56 Pbbiib. Pr. 594.

Sie toirbeiiofeit Ziere non
Dr. Cubtnig P6bmig, Profefjor ber
3 oologie an ber linioerfiidt ©rag.
i: Urtiere, Gdjroamme, 3le|feltierc,
Sttppenquaiten nnb  Wirmer.  33iii
74 giguren. 3ir. 439.

— — II: firebfe, Bpinnentiere, Zaufenb-

Ungarifche Gpracf)lebre

tl)v linio. Wien. Plit 48 Pbb. HrD383 Unlcrricf)fsn>e[en.
— r

Unierfucbungsmelboben,

unb Dr. grang S™inngei, beibe an
ber Uninerfitat Pubapefl. Pr. 550.
non Dr.
Sofef Sjinnnet, o. 6. Prof. an ber
Uninerfitat Pubapeft. 31r. 595.
©cfd)icf)le bes
beuifeben Untcrrichlsioefens doh
Prof. Dr. griebrieb Getier, ©irehtor
bes fiontgl. ©pmnafiums 3U Gucbau.
. Seil:” Pon SInfang an bis jum
Enbe bes 18. 3abrt)unberts. Pr. 275.

I1. Peil: Pom Peginn b. 19. 3abr-
bunb. bis auf bie ©egenioarf. Pr. 276.
2lgrihul=
lurcbemifrbe, non profeffor Dr.
Emil fiafelboff, Porfieber ber lanb-
roiri|<bafili(ben Perfudjsftation in Sitar-
burg in Seifen. Pr. 470.

ffifter, 3Beid)iiere, SUoostierdjen, Sirm.  Urgefcbichie ber Siicnfcbbeii non Dr.
fifter, 6 iad)elbauter nnb Sltanteliierc. Plorit) fioernes, Prof. an ber Unio.

Plit 97 giguren. Pr. 440. Wien. 311t 53 Slbbilbungen. Pr. 42.

Zierjutbtlefjre, Sillgemeine un5 Urheberrecht, Sas, an SBerben ber
fpejieltc, non Dr.” Paul Slipper! Giieratur unb ber Zonhunft, bas
in Effen. 31r. 228. Pcrlagsredg unb bas llrbeberrechi

Zifchter= (Scl)reiner=) Slrbcifcn I: an Werhen ber bilbenben fitinfle unb
SOaterialien. Sanbrnerhsgcuge, Pbotograpbie oon Slaatsamoalt Dr.
Plafcf>inen, Gingeloerbinbungen, 3. 6<btlnﬁen in Ebemnig. Pr. 361
RufjibBbcn, genfter, genflctla» — Sas bculfche, an iiierarifeben, binfl.
5en, Zreppcn, Siborte non Prof. lerifdjen unb geloerblltben Gd)opjungen
E. 33iebtoeger, flrdjiieM in fidin. Plit mit befonberer Peridefid)tigung  ber
628 5ig. auf 75 lafeln. 31r. 502. intemaHonalen Pertrdge oon  Dr.

Zogo. Sie beuffeijen Antonien I: ®uftan Pnuter, patenlantoall tn
Zogo unb Aamcrun non Prof. Ebarlotfenburg. 263.

Dr. fiarl Sone. Siil 16 zafein unb Urjeit. Aultar ber Urjcif non Dr.
einer iitbograpbifdien fiarte. Pr. 441 Plorit) fioernes, o. ©. prof, an ber

Sofihologiirt)c (Sijcniic non prioat. Unio. Wien. 3 Panbeb. 1: Oleinjelt.

bojenl Dr.” E. 9Uannbclm in Ponn. Plit 40 Pilbergruppen. ~31r. 564.

3utt 6 Slbbilbungen. Pr. 465. 11 PronSeaelt Plit 36 Pilber.
Zrigonomeiric, Gbene u. fpbarifcf)e, gruppen._ Pr. . .

non profelfor Dr. ©ert). fieffenberg 111 Elfenjell Pllt 35 Pilber.

in Presiau. 33lit 70 gig. Pr. 99. gmppen. Pr. 566.
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©ehtoranalnfis oon Dr. Siegfr. Sklen«
ttner, profeffor an ber S3ergaUabemie
In Elausfhal. OKU 11 gig. Sir. 354.
Beranfchlagen, ©as, im Hochbau.
Aurgefafotes Aanbbud) tiber bas SBefen
bes «oftenanfdjlaas oon Slrdjiteht (Emil
33eutinger, Slffifteitt a. b.Sedjn. Aochfd).
In ©armffabf. SBitnietengig. Sir.385.
bereinigte Glaafen. Ranbesltunbe
ber bereinigten Staaten oon
Storbameriha oon *53rofeffor Aeinrid)
gifcher, Oberlehrer am Ruijenftabt.
Slealgpmnafium in Berlin. 1 Seil.
SBit 22 Aarfen unb Siguren im Serf
unb 14 Safeln. Sir. 381.
- — 11 Seil: Silit 3 Aarfen im Sejf,
17 Saf. u. 1lithogr. Aarfe. Sir. 382.
bergit. ©ie ©ebid)te bes ber«
ilius SRaro. 3n Slustoahl mil einer
Einleitung unb Sinmertumgen heraus»
aegeben oon Dr. Sulius
I; Einleitung unb Sleneis. Sir. 497.
bortneffungsftunbe oon ©Iplom-3ng.
p. SBerhmeifter, Oberlehrer an ber
Aotferl. Sedjnifchen Schule in Stras-
burg t. E. 1: gelbmeffen unb Sli-
oeUieren.  SBit 146 Slbb.  Sir. 468.
I1: ©er Sheobolit. Srigononie-
irifctie u. baromefrifche Achenmeffung.
Sachpmefrie. SBit 109 Slbb. Sir. 469.
berficrerungsmatl)emalth oon Dr.
Slifreb Coerop, Profeffor an ber Uni-
oerfifaf greiburg i. 23 Sir. 180.
©erficherunaswcfen, ©as, oon Dr.
iur. Paul SBolbenhauer, Profeffor ber
Slerficherungsroiffenfchafl an ber Aan-
belshochfchule iiéIn.  1: Sligemeine
©erfidjerungslehre.  Sir. 262.
b6therhunbc oon Dr. Michael Aaber-
lanbt, h. unb h. Auftos ber ethnogr.
6 ammlung bes nafurtjiftor. Aofntufeums
unb Prioalbodent an ber lInioerfitaf
SBien. SBit 56 Slbbilbungen. Sir. 73.
bélfternamen. Qanber=n. bélher=
nanten oon Dr. 2lubolf Aleinpaul
in Ceip3ig. Str. 478.
bothsbibliot*ehcn (23id)er- unb Cefe-
hallen), ihre Einrichtung unb 33er-
roaltung oon Emil Saefdjhe, Slabt-
bibliothehar in Elberfelb.  Sir. 332.
bolhstieb, ©as beuffcbe, ausgeroahlt
unb erldutert oon profeffor Dr. 3ul.
Sahr. 2 S3anbd)en. Sir. 25, 132.
boHtstoirtfcf)aftslef)re oon Dr.
3ohs. gud)S, Profeffor an ber Uni-
ocerfifat Stbingen. Str. 133.

Bolftstoirifchaffspolilift o. Préafibent
Dr.2l.0an ber 23orght, Berlin. Sir. 177.
28al)rfd)ein(idjheitsred)ming oon Dr.
gran3 Aacu, Profeffor ‘am Eberbarb*
Oubtuigs-Epmnafium i. Stuttgart. SBit
15 giguren im Sert. Sir. 508.
QRalbccfc. Ranbeshunbe bes ©roR*
berrogtums Neffen, ber Brooinj
$5effen=2taffau unb bes giirffcn*
tums SBaldech oon Profeffor Dr.
©eor% O©reim in ©armftabf.  SSlit
13 Sibbilbungen unb 1 Aarte. Sir. 376.
28alll)arilieb, ©as, im Bersmafoe ber
Urfchrift Uberfetp unb erldutert oon
Prof. Dr. A. Slllhof, Oberlehrer am
Sleaigpmnafium in SBeintar. Sir. 46.
2Balfl)er oon ber Bogcltoeibe, mit
Slusroahl aus SBinnefang u. Sprud)-
bidjtung.  Silit Slnmerhungen unb
einem SBorferbud) oon Otto ©fintier,
Prof. an ber Oberrealfchulo unb an ber
Sed)n. Aodjfd). in Stuttgart. Sir. 23.
SRal~tocrhe, ©ie. (Einrichtung unb
Betrieb. Bon ©ipt.-3ng. 3L Aol-
oerfcheib, Oberlehrer an ber Agi.
3Hafd)inenbau- unb Altfenfcbule in
©uisburg. SBit 151 Slbbilb. Sir. 580.
SBarcnftunbe o. Dr. Aarl Aaffacii, Prof.
unb Ceiter ber h. h. Aanbelsahabemie
in ©ra3. |.Seil: Unorganifdje SBaren.
Silit 40 Slbbilbungen. ~ Sir. 222.

11. Seil: Organifdje SBaren. Silit
36 Slbbilbungen.  Sir. 223.
26aren3elc!)enred)t, ©as. Slach bem

©efetj 3. Sdjutj ber 2Barenbe3etchnungen
oom 12. SBai 1894. Sion Sieg.-Sl.
3. Sleuberg, Sllitglieb bes Aaiferlicheu
Patentamts 311 23erlin. ~ Sir. 360.
SBarme. SOeoretifcl)ernfihll.3:.:
Ricbt u. QBarnte. 33on Dr. ©uitao
3ager, Prof. an ber Sedjn. Aochfcpule
SBien. SBit 47 Slbbilbungen. Sir. 77.
©3armeftrafintafd)incn. ©ietyertno*
bnnamifchen ©runblagen ber
SOé&rmehraff* u. Adltcmafdjinen
oon SB. Sléttinger, ©iplom»3ngenieur
in SBannheim. SBit 73 giguren. Sir. 2.
26armelehre, Sechnifd>c, (Shermo-
bpnamih) o. A. P3alfher u. SB. SIol*
tinger, ©ipl.-3ng. SB.54gig. Slr.242.
2Bafd)crei. Se£fil =Oubuflrte 111:
QRafcfjerei, Bleicherei, Sarberei
unb ihre 55ilfsftoffc oon Dr. SBilh.
SBaffot, Profeffor an ber preufj. hoh-
gachfchule fir Seftil - Snbuftrie in
Arefelb.  SBit 28 giguren. Sir. 186.



SOaffer, ®as, und feine 33eruien= | 28erft3eugmafd)inen flr 9Refall«
oun in Onduftrie und ©e* ; bcarbeitung, ©ie, Il: ©ie ©ohr-
toerbc d. Dr. ©mft Reher, ©ipl.»5ng. unb Sd)lelfmafchlnen ©ie fiobel-,
in Saalfelb. «HW 15 Sbbilb. Sr. 261. 61)ciping- unb Stobmafd)inen.  ©ii

sBaffer und Slbwaffer. 3h« 3u- Sagen unb Scheren.  Sntrieb unb

jammenietjung, ©eurfeilung u. Unter-
fud)ung pon ©rof. Dr. ©mil Aafelljoff,
©orfteher ber lanbu)irifd)aftl. ©erfuchs-
ftation i. Starburg i. Beffen. Sr.473.

SUafferinftaltationen. ©as* und
2Bafferinftallationen mit ©in*

fd)lufc der Slbortanlagen oon
©rofeiior Dr. phil. unb ©r.=5ngen.
(Ibuarb 6 d) in ©armffabt.  Stil

119 Sbbilbungen. Sr. 412.
SBaffcrfurbinen, ©ie, non ©ipl.-3ng.
S. ¢Soll in Berlin. 1: Allgemeines,
©ie greiftrahlturbinen. Stil 113 Sb-
bilbungen. Sr. 541.
I11: ©ie Uberbruchturbinen.  Sie
S3afferhraftanlagen. ~ Stil 102 Abbil-
dungen. Sr. 542.

23afferoerforgung der Ortfcfaften
oon ©r.-3ng. Sobert AJeprauch, ©ro-
feffor an ber figl. ©ed)nifd)en Scod)»
fdjule Sluifgart. Stil 85 gig. Sr. 5.

20eberei. ©ejtit*Onduftrie 11:
Roeberei, Sfirfterei, ~ofamen*
ftcrerei, Spitjen* u. ©ardinen*
fabrihafion und gthfabrlhatlon
oon ©rof. Staj ©drtler, (Sei). Seg.-
Sat im fionigl. Banbesgetoerbenntf
3U Berlin.  Stil 29 gigur. Sr. 185.

23ed)felf(romcr3eugcr oon 3ng. £arl
©ufjelmaper, ©rof. an ber h. h. Sed)-
nifdjen Rodjfdjule in S3ien. Stit 40
giguren. Sr. 547.

2Becf)feln>efen, ©as, d. Secbhtsanm. Dr.
Subolf Stoffes in Reipjig. Sr. 103.

28el)roerfaffung, ©eutfdje, non ©eh.
firiegsrat fiarl ©nbres, portr. Sat im
firiegsminifterium i. ©tinchen. Sr. 401.

2Berh3eugntafd)incn fir Rohbear-
beitung, ©ie, pon 3ng. ©rofeffor
fiemi. S3ilba in ©remen. Stit 125
Sbbilbungen. Sr. 582.

28erh3eugmafcbinen fur 2Hetallbe=
arbeitung, ©ie, pon 3ng. ©rof.
ftennann S3ilba in ©remen. | : ©ie
Stechanismen ber Sierhjeugmafdjinen.
©ie Oret)banhe. ©ie grasmajdjinen.
Stit 319 Shbilbungen. ~Sr. 561

ftraftbebarf. Stil 199 Sbbilbungen.
Sr. 562
SOeftpreuften. Qandcsftunde der

'Prooinj Soeffpreiifien pon grl|
©raun, Oberlehrer am figl. ©pm-
nafium in ©rauben”.  Stit 16 ©afeln,
7 ©ejtharten u. 1litt). Slarte. Sr. 57C.

S3elfbett>erb, ©er unlautere, n
Sechtsanroalf Dr. Startin  S3afler-
mann in fiamburg. I: ©eneralhlaujel,
Sehlameausroiichfe, Ausoerhaufstpefen.
Sngeftetifenbefled)ung. Sr. 339.

I1: £rebitfd)abigung, ginnen- unb
Samenmifjbraud), ©errat pott ©eheiro-
niffen, Auslanberfchutj. Sr. 535.

28irbeltofe ©iere. ©as ©ierreicfjVI:
©ie toirbellofen Sierc pon Dr.
RBubmig ©o6hrnig, ©rof. ber 3 oologie
an ber Unioerfitdit ©ra3. 1: Urtiere,
6 d)toamme, Seffelfiere, Sippenquallen
unb S3urmer. Stit 74 gig.  Sr. 439.

I1: firebfe, Spinnentiere, Caufenb*
Uber, A3eid)tiere, Stoostierchen, Arm-
iifeer, Stachelhduter unb Stanteltiere.
Stit 97 giguren. Sr. 440.

SBirlicrei.  ©ejtil *Ouduflrie 11:
QBeberei, Qotrfterei, 350famcn*
tiererei, (Spifjen* u. ©ardinen*

Fabrikation und Sfifafabriftation
pon ©rof. Staj ©drtler, ©eh- Seg.-
Sat im Rontg!, flanbesgetoerbearat
3u ©erlin.  Stit 29 gigur. Sr. 185.

2Birtfc aftlicl)cn Verbande, ©ie, o.
Dr.ReoStéffelmann i.Soffoch. Sr.586.

28ir!fd)aftspflcge. Romntunale
2Birtfchaftspflege pon Dr. Alfons
Siefe, Stagiftratsafi.i.Serlin. Sr. 534.

300f)nungsfrage, ©ie, p.Dr.R.©ohle,
©rofeffor ber Staatsroiifenfchaften 3U
granhfurt a. St. |: ©as Slotjnungs»
toefen in ber mobernen Stabt. Sr. 495.

11: ©ie ftabtlfche Slohmmgs und
©obenpolitih.  Sr.



Soolfram oon <£fid)enbad). 55arf=
mann o. 2Xuc, Stolfram o. <2fd)cn=
bad) und (dolffrico oon Gfrafo=
burg, QJusroabl aus bein bof. Gpos
mit Slninerlutngen unb @Borferbud) oon
Dr. K. OTarolb, “rofeffor am Konig!,
grieijzrédjsholleg. 31 Konigsberg i. Ar.
tur. 22.

3Borferbuch itad) ber neuen beul*
fd)en 2leci)ffcf)reibu:ig oon Dr.
fieinrid) Klen3. 21ir. 200.

— S)eulfd)es, uon Dr. 2Ud)arb Coerce
in 23erlin.  91r. 64.

— Sed)»ifci)cs, entl)altenb bie rcidjfig-
ften Slusbriiche bes 92iafd)inenbaues,
Schiffbaues unb ber Glehtrotecbnih
non Grid) Krebs in Serlin. 1. Seil:
2)eutfd)=>Gnglijd). 3?r. 395.

1. Seil: Gnglifd)-©eutfd). 5ir.396.
111. Seil: ©eutjd)*5 ran30i. Qir.453.
1V .Seil: 5ran,,0f.-2)eutfd).5ir.454.

SBurffemberg.  SGiritembergifc/e
©efd)id}tc d. Dr. Karl SDeller, ~rof.
a. Karlsgpmnaf. i. 6 tullgarf. 3tr. 462.

— Ccmbeshunbe bes Adnigreidjs
Séuritemberg oon Dr. K. fiaffert,
~rofeffor ber Geographie an ber
Randelst)od)fd)ule in Koln. Qltil 1633oll-
bilbern unb 1 Karte. 9?r. 157.

3eid)enfd)ule Don “rofeffor K. Kim-
mid) in Illlm.  9Uit 18 Safeln in
Son-, garben» unb Golbbruch unb
200 <ooll- unb Sejlbilbern. 2tr. 39.

3eid)iten, ©cometrifd)cs, oon R.
23eifeer, 3lrd)iteht unb Cet)rer an ber
23augercerhfd)ule in Wagbeburg, neu
bearbeitet non ~rof. 3. 93onberlinn,
©irehtor ber honigl. 23augercerhfd)ule
3U funfter. 9Kit 290 figuren unb
23 Safeln im Sejt. 9tr. 58.

3eilungstoefen, S)as beutfdje, 0. Dr.
21ob. 23runf)uber, Kéln a. IRt)- «r. 400.

— $as ntoberne, (Gpft. b. Beitungs-
lefcre) oon Dr. Robert 23runhuber
in Koln a. ttf). 91r. 320.

UBciferc Sattde

Caiiungstoefens, Stilgemeine ®e-
fd)id)te fies, non Dr. Subtoig Salo-
mon in 3ena. Sir. 351

Cellenlcferc nn6 Sinoiomie 6er
gjflanjen Don 'Prof. Dr. fi. 9Hieie
in Ceipjtg. ®if 79 Slbbilb. Sir. 556.

Central ='Pcrfpel-.lioe oon Srcfeifeftf
fans grepberr];er, neu bearbeitet oon
Sprofefior 3. Slonbcrlinn, ©irehtor ber
«gl. ®augeruerljjct>ule in Sliinfteri. SB.
SHif 132 giguren. Sir. 57.

Cimmerarbeifen oon Earl Opife, Ober-
letjrer an ber fiaiferl. ©ed)ni$d). 6 d)ule
in 6 trafiburg i. E. 1: Sillgemeines,
Salhcnlagen, 3 ioijd)enbedien u. ©erben«
bilbungen, febljerne gufebdben, gx%—

ioerbsrocinbe, ddcinge. unb Spreng-
toerbe.  SHil 169 Slbbilb.  Sir. 489.
II:  $ad)er, SBanbbebleibungen,

Simsfdialungen, 23lodi», Sollen- unb
tSretteriocinbe, 3 dune, ©iiren, ©ore,

©riblnen  unb  Sdaugeriifte. SHit
167 Stbbilbungen.  Sir. 490.
CiDilprogeftreci)!, ©eutfefees, non

SProfeffor Dr. SBilfeelm Sifd) in Strafe,
burg i. E. 353&nbe. Sir. 428 -430.

Coologie, Cefefeiefete 6er, oon "Prof.
Dr. Slub. Surdifearbt. Sir. 357.

Cfindtoarcit oon Sireklor Dr. Slifons
JSufarb, Slorflaitb  bes  SlaMifrfeen
Efeemifdjen Caboratoriums in Stutl-
gart.  Sir. 109.

Cmangsoerffeigerung, Sie, unb 6ie
Cn>angsDern>attung oon Dr. g.
Srefefdjmar, Oberlanbesgerid)fsra! in
©resben.  Sir. 523.

Ctoirnerel.  SejHI=Onbuftrie I:
Spinnerei unb Cnirnerei oon
‘prof. SRaj ©lirtler, ©et). Tleglerungs-
rat im fionigl. Canbesgetoerbeamt ju
Serlin.  Silit 39 giguren. Sir. 184.

in QSorbcreifung.
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Soeben erfdjien:

Ser beuffcbe Sfubeni

Q3on

Srof. Dr. 2i)eobalb 3”gler

©lffe unb 3tDOIffe Gluflage
©ebunben 91t. 3.50

(iefe ,Stubenfenprebigten“, wie fic ®Paulfen genannt bot. haben fid) unter ber

ftubierenben 3ugenb Diele fjreunbe erworben. Unb fo war es nicht 3U oer-
wunbern, baft bas Sud) feit feinem orfdjeinen faft alljéhrlich eine neue Auflage er-
lebte. Rerausgewachfen mar es aus ber fln-de-siécle-6 timtnung oor ber 3abr.
bunbertoenbe, bie befonbers in ftubenfifchen Greifen bie fierjen hoher fcblagen unb
bas Slut rafdjer Greifen Heb, eben besmegen aber aueb nach befonnener Ruhrung fid)
febnte. CEire foldje fanben fie hier. ®en Sluflagen im neuen Sabrbunbert fiigte bet
Serfaffer eine Slacbfragsoorlefung b»n3u jur Uberleitung in rubigere Sahnen unb ¢ur
©rganBung bureb manches injjroifcben Qieugeworbene. 3m 3Binter 1905/06 aber b&*
er in Gtrafjburg bie Sorlefung Uber beit beutfeben 6 tubenfen nod) einmal gebalter.
unb hier oor allem bie Sorgénge jener bewegten 3eit. bcs fogenannten | fiod)fd)ul.
ftreites“ unb bes Kampfes gegen bie honfeffionellen Korporationen freimiitig uni»
hritifd) befprodjen. Ser neuen Auflage ift bie Sorlefung in biefer fpateren Saffung.
roenigftens in ber erfferen groberen fidlffe, jugrunbe gelegt worben. Sie fin-de-
siocle-Stintmung ift oerfdjwunben, bafiir finb bie Probleme, bie bas Stubentenleber.
im erften 3abr jebnf bes 20ften 3al)rbunberts bewegt haben unb bewegen, in ben
Sorbergrunb gertickt unb fo bas Sud) burdjaus mobernifiert unb wieber gana aktuell
geworben. Sabei bat es eine nicht unbetréchtliche Srweiterung erfahren. Unb bodj
ift ber ©eift bes Sudjes ber alte geblieben, es ift ber ©eift ber Srcibeit, bie als
akabemifebe 6 tubenten unb Jrofefforen gleichmaBig am fielen liegt, unb ber Ceift
eines kraftigen fittlidjen 3bealismus, ber fid) nid)t firchtet, 3inglinge 3U wagen,
bamit Slanner aus ibnen werben. Unb aud) ber alte gute greunb bes beutfeben
6 tubenten ift ber Serfaffer geblieben, ber ibn oerftebt, weil er ibn liebt. Sas jeigt
gleich oon oornberein bie S3ibmung bes Sudjes an bie StraBburger 6 tubentenfcbaft.
So ift es beim Abgang 3ie9lers Don Strasburg ju einem Serméachtnis an feine
jungen greunbe auf allen beutfeben Kod)[d)ulen geworben, unb foll nun aud) in ber
neuen ©eftalt wieber Dielen eine Kilfe werben unb ein Kalt.

27




®.3. Of|'chet!,fcS)C'Uerlagsl)anslung © .m .b. 55.'Berlin 2B.35 uni Ceipjig

Soeben erfchicn:

2)05 ©efiil)l

(Sitte pfocfyofogtfcfje Httierfucfyung
53on

Prof. Dr. Sfjeobalb 3"gter
ginffe, burcf>gefeijene unb oerbefferte Auflage
Q3rofd)iert 91i. 4.20, gebunben ®t. 5.20

flfte biefes 23ud) oor 19 Sauren 3um erffen Eltal erfd)ien, ba roirhfe bie i*corte bes
n4* jderfaffcrs oon ber 'Prioritdt bes ©efiii)ls unb oon bem (Einfluf besfelben auf
alle ©ebiete bes geiftigen Rebens, cor allem aud) auf Setoufttfein unb Elpperception,
trotj bes Vorgangs oon 55orroic3 toie ein gan3 Eleues, bas als gegen ben Strom ber
oortoiegenb intellehtualiftifcben ober aud) fd)on ooluntariftifdjen tUuffaffung ber Pfgcbo-
logie fdjtoimmenb toenig ©laubige fanb. Mein es bat fi<h trotj biefer anfanglichen
Elblehnung burcbgefetjt unb gehort heute 3U *>en nteift gelefenen Schriften tiber Pfg-
chologie; bie EInfdjauung, bie es oertritt, ftetst langff nicht mehr oerein3elt ba. 3 U
biefem fich i>urd)fetien hat aud) &er ©lil unb bie gan3e Balfung bes 23ud)es beige-
tragen, bie gleidjmeit entfernt finb non unroiffenfchafilicher Popularitat toie oon
trodiener pebantifd)er ©elehrfamheit. 2lud) bie &fthetifchen, ethifchen unb religions-
philofophifdjen Qlbfchnitte haben ihm Diele greunbe erruorben. 2)ie neue, fiinfte Eluf-
lage, bie fdjon nad) oier Satjren roieber notroenbig geroorben ift, halt an bem oom
23erfaffer als rtdjtig ©rhannfen burchaus feft, fie 3ieht fogar bie RBinien ba unb bort
noch febarfer unb beftimmfer; tnshefonbere finb bie Kapitel tiber bas hérperlidje ©e-
fuhl unb Gber bie ©efihlsaufjerungen in biefem Sinn unb unter 33ertdrfid)tigung ber
neueren gorfdjung unb ihrer ©rgebniffe umgearbeitet unb erweitert roorben. Uber-
haupt tragt bie neue Mflage nach, ruas feit bem ©rfebeinen ber oierten Mflage 3ur
Behre oom ©efiihl roerloolles States 3utage geférbert roorben ift, unb fetjt fid) babei
gelegentlich auch polemifd) mit allerlei Eingriffen unb entgegenftehenben Mfchauungen
auseinanber. So ift bas Such durchaus auf ben neueften Stanb ber pfgd)ologifd)en
gorfebung gebrad)t unb ergdn3t, unb ift boch in feinen ©runbanfchauiingen unb In
feiner Einlage nad) toie oor bas alte geblieben.
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Soeben erfdjiett:
©nmaorijj einer
~3i)iiofopi)ie bes Schaffens
als &ulturpf)Uofopf)ie
<finfuf)rung in bie dit)ilofopl)ie als 9Mtanfd)auungslef)re

930n
Dr. Offo Vraun

prioafbojent ber *pbitofopbte in funfter i. 2B.

Q3rofd)iert 921.4.50, gebunben 922.5.—

ATNer Verfaffer ftnbef bas Vlefen ber Phiiofopbie bann, bafe fte ©efarnttoiffenfebaft,
~ b, b- QBeltanfchauungslebre ift: fie erbebt fid) auf bem gunbament aller tbrigen
QBiffenfchaften unb fud)t (inbuhfio) 3U einem ©elfbilbe oor3ubringen, beffen ,,\VJabr-
beit* bureb feine perfonale ©inbeitlicbheit bebingt ift. 9tad)bem ber Verfaffer fich
eine erhenntnistbeoretifebe Vafis geraffen — es mirb ein Veal*3bealismus oer-
treten —, fudjt er an ein ©runberlebnis anBufmipfenf bas er bureb ben begriff
»Schaffen” beReiebnet. ©iefes 6 d)affen fiibrt 3ur ©ntoitfelung einer Kulturpbilofopbie
— bie gormen unb Stoffe bes Schaffens roerben unterfuebt, unb bann bie Aaupt-
gebiete bes Kulturlebens in ben ©runb3iigen bargeftellt: QBiffenfcbaft, Kunft, Religion,
fO3iales Ceben, Staat, Ved)t, Sitte, ©thilt finben ibre SBurbigung. So mirb ber
Verfud) gemacht, aus bem QBefen bes mobernen ©eiftes heraus eine fpftematifebe
~Beltanfdjauung ju geroinnen, roobei ber hulfurimmanente 6 tanbpunht ausfcblag-
gebenb ift, roenn aud) eine hosmifch*metapbt)fijche Vertiefung fich als notoenbig Reigt,
ber Vegriff bes Schaffens mirb bureb einen gefcbichtspbilofopbifcben Uberblick iibet
bas 19. Sabrbunbert als notmenbig unb berechtigt erroiefen.
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5. S- Rerbart

©runi>3ige feiner Ref)re
93on

grtebrid) granhe
33rofd)iert TO. 1.50, gebunden TO 2.—

("Vefe Sarftellung fucfit In Serbarfs Spffem m'églid)jt bireht einjufii*rett, o”ne non

ben fpaieren gortbilbungen ausjugeiien, lafef immer nad) Serbarls eigenen OTei-
fungen bie prindipieUcn Seile juerft eindeln entfielen unb barnad) in ben 3 u(ammen.
f>ang ireten, ben bie 33elrad)tung unferer prahtifeben Slnliegen oerlangf. Sabei ifl
bnnn aud) oielfad) ©elegentjeil, mif bie empirifebe Seiailforfdjung unb ifjre prilofopt>i-
(d)e Bearbeitung, auf bie Srunftbemegung, bie ft*ialen unb politifdjen Slufgaben unb
nnberes, roas bie ©egenroart beroegt, Biidte ¢u inerfen.

griebrid) <nieftfd)e

(Sitte intellektuelle 33iograpf)ie
Q3on

Dr. S. grieblaenber
Q3ro|d)iert TO. 2.80

einen 1Denher, roie Oliet}d)e, ooll unb gan3 3U oerfteben, ift oor allem bie (Er-
kenntnis bes SBerbegangs feiner Sheen notroenbig. ¢ei biefer fdjroierigen ttlrbett
ifl bas 23ud) oon grieblaenber ein 3uocerlaffiger gut>rer unb SBegroeifer. 2)enn ber
Untertitel ,,Snfellehluale 23iograpt)ie” bebeutet eben nid)fs anberes als eine ©arffellung
ber pbilofopbifchen (Eninndtlung griebrid) Otiet}fd)es. 93on bem richtigen ©runbfafj
ausgebenb, bafe ber fpélefte Stiet}fd)e nur aus bem friitjeften oerftanben roerben hann,
bebnnbelt ber 93orfaffcr nad) einer orienlierenben (Einleitung 3uerft beffen geniales
(Erftlingsroerh: ,,®ie ©eburt berSragobie aus bem ©eifte ber QHufih“, um bann bar-
auf bie fpaferen 6 d)riflen unb beren ©runbgefjalt ein3eln 3U erldutern unb ben
gortfcfiritt, ber barin enthalten, feft3uftellen.
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Ranbausgabe mit gemeinDeri'tanblidjen Erlauterungen
in oier 33anben

Dr. Sltanes bn Dr. §Stendel
3Jn>feflor Segierungsraf
Sojent bet Ranbclsi>ocDf<i)ulc Setliti ffiilglleb bes SeichSDerfuberutigsamts
* Dr. Sd)u[3

Segierungsvaf
SKilglieb bes Seict)5Derfid)erungsamls

Sanb 1: Sic fir olle Serfuberungsaroetge gellenben Seftimmungen bet Seicbsoer-
lid)erungsorbming nebft Einleitung unb Btnilil)rungsge(ets.

Sanb 2: Sie Sranhenoerltdierung.

Sanb 3: Sie UnfallDerfidierung.

Sanb 4: Sie 3noaliben- unb 15interbltebeneroer[id)erung.

mpreis: in oier Reinenb&nbe gebunben Pt. 20.—

3eber Sanb iff aud) etnReln 3U ljaben. :: Preis fur Sanb 1 gebunben 91t 7.—;
Sanb 2 gebunben 91t. 4.80; Sanb 3 gebunben 2H.6.—; Sanb 4 gebunben 9H. 4.20.

5)as
Qtefidj3rungsgl3i3fc fur ilingl3fr3UIR

Ranbausgabe mit ausfuhrlichen Erlauterungen
oon

Dr. 2ilfred Planes unb Dr. Paul Aénigsberger

Profeffor Ranbridjter
Preis in Beinroanb gebunben Pt. 9.—.

Arafcithum 5R53tDiipro3R6rRc s

non

Dr. 2Biibelm Rtfd)

Profeffor an ber Unioerfitat Strafjburg t. <S
Sn Reinroanb gebunben Pt. 4.80.
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(EinfGhrung

in bas

©euifebe Aolonialrcd)t

®on
~rofeffor ¢5. (Sbler oon ¢Soffmann

6 tuWeni)ireltfor fcer Mitabemie fiir kommunale Uertralfung in iDiffetborf

3n Reinroanb gebunden $1 6.—

QY M r unb mehr roenbet fid) bic rotffenfcbaftliche Arbeit bem &olonialred)te 51,
N4-i-  bas fich aud) als ©egenftanb bes xr>iffenfchaftid)cn Unterrichtes eingebiirgert
bot. ©5 fehlte aber bisher an einem auf ben Befulfafen ber neueren 8orfd)un§
berubenben Cebrbuche bes ©eutfeben fiolonialrechts. 2)as oorllegenbe B3erh oerfud)t
es, biefe Ruche aus3ufiillen. €5 toill aber nicht nur ber ©rgénjung bes ahabemifeben
Unterrichtes bienen, es roill aud) bem &olonialpraktiker ein B3egroeifer burd) bie
Unjabl oon kolonialen Bed)lsnormen fein. 2)ie gan3e Qlnlage bes Blerkes ifi baburd)
bebingt, bafc es fib um eine ,,(Einfuhrung“ banbelf, b. b- nicht um eine 3 ufammen-
fietiung all unb jeber holonialred)llichen formen, fonbem um eine bogmalifdje Be-
banblung bes roid)ligffen Sfoffes. Sem Gebreche entfpredjenb, ift 3ur befferen
Beleuchtung unb Reroorbebung ber beutfeben Bed)tsnormen bas frembe &olonialredit,
insbefonbere bas englifdje, sum Bergleidje berange3ogen roorben.

2)as Buch roill ein rechtstuiffenfcbaftliches fein, holénlalpolitifcbe ©rorterungen
treten besbalb odiiig 3uriich, jeboeb ift, roo bies noiroenbig ift, ftets auf bie kolonial-
politifeben ©efid)tspunhte oerroiefen roorben, burd) bie bie ©efetjgebung beffimmt roirb.
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