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Die leitenden Gesichtspunkte.
1. Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst für den 

-weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfänger ist 
besser gedient mit einer Behandlung, -welche die 
v e rs c h ie d e n e n  Seiten des Stoffes zxir Geltung 
bringt. Demgemäß ist die „Projektive Geometrie“ 
nicht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage 
aus durchgeführt, sondern es -wird auch der Begriff 
des Doppelverhältnisses benutzt. Viele Beweise lassen 
sich dann auch einfacher durchführen als bei der. 
rein konstruierenden Methode.

2. Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive 
Durchführung der Figuren und Aufgaben ist jedoch 
ein Hauptgewicht gelegt.

3. Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen 
Geometrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geo
metrie soll insbesondere auch das Anschauungsver
mögen ausbilden. Dies ist schon erforderlich für die 
Figuren der ebenen Geometrie, um die Strahlen, 
Punkte usw. bei ihrer Bewegung zu verfolgen.

4. Für gewisse Begriffe und Beweise muß auf die ana
lytische Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei * 
der Ordnung und Klasse einer Kurve. Ebenso er
bringt erst die Rechnung die Beweise, daß die durch 
projektive Grundgebilde erzeugten neuen Gebilde die 
allgemeinen ihrer Art sind.

5. In dem z u ‘Gebote stehenden Raum konnten nur die 
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen
schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungen 
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunkts
eigenschaften usw. finden ihre Behandlung ohnedies 
passender in der analytischen Geometrie.



I. Abschnitt.

Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

§ 1. Die Grundgebilde.
1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie 

wurde nach mancherlei Ansätzen aus früherer Zeit in 
der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts zu einem System 
ausgebaut und zwar in Frankreich durch P o n c e le t  
und C h asle s , in Deutschland durch M öbius, P lü c k e r  
und namentlich durch S te in e r  und v. S tau d t. Yon 
der Geometrie der Alten unterscheidet sich die neuere 
Geometrie vor allem dadurch, daß sie\Von gewissen 
einfachen „Grundgebilden“ ausgeht und aus ihnen in 
einheitlicher, systematischer Weise alle übrigen geo
metrischen Gebilde ableitet.

D ie G ru n d g e b ild e  e r s te r  S tufe .

2. Die „Elemente“ der Geometrie sind der Punkt, 
die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir 
Strahl, wenn sie bloß als Ganzes betrachtet wird. Aus 
diesen drei Elementen werden die Grühdgebilde der 
neueren Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt. 
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g , so enthält 
dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf ihr 
aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf e:ner gerade 
gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefaßt als Inbegriff 
aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade Punktreihe



6 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

oder kurz als Punktreihe. Weil die Punkte auf der Ge
raden angeordnet sind, nennen wir die Gerade den Träger 
der Punktreihe. Das erzeugende Element der Punktreihe 
ist also der Punkt.

Durch eine Gerade kann man upendlich viele 
Ebenen legen, annäherungsweise wie die Blätter eines 
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen, 
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen 
Ebenenbüschel.

Die Gerade heißt der Träger oder- die Achse des 
Ebenenbüschels. Als erzeugendes Element dient in diesem 
Falle die Ebene.

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr einen 
Punkt S, so können wir in dieser Ebene unendlich viele 
Gerade oder Stralilen ziehen, die überdies durch S gehen, 
ähnlich wie die Speichen eines Bades. Den Inbegriff 
aller dieser Strahlen nennt man einen Strahlenbüsohel. 
Der Punkt S heißt der Mittelpunkt des Büschels. Als 
erzeugendes Element ist hier die Gerade, d. h. der Strahl, 
verwendet.

Die Punktreihe, der Ebenenbüschel und der Strahlen- 
büschel heißen die Grundgebilde erster Stufe oder die 
einförmigen Gnmdgebilde.

D ie G ru n d g e b ild e  z w e ite r  S tu fe .

3. Gehen wir aus von einem Punkte S im Raume, 
so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen imd 
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeichnen 
wir als Bündel und zwar als Strahlenbündel oder 
Ebenenbündel, je nachdem wir Strahlen oder Ebenen 
als Elemente wählen. Der Punkt S heißt der Mittel
punkt des Bündels. Eine Ebene des Strahlenbündels S 
wird erzeugt durch die Strahlen des Stralxleulüscliels,



§ 1. Die Grundgebilde.

der in dieser Ebene Hegt und S zum Mittelpunkt hat. 
Im Ebenenbündel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen 
als Achse eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen sämt
lich dem Bündel angehören. Es enthält demnach der 
Bündel unendlich viele Strahlenbüschel und Ebenen- 
büscheL

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte 
Ebene s mit allen in ihr gelegenen Punkten und Ge
raden, so nennt man den Inbegriff aller dieser Elemente 
ein ebenes System oder ein Feld. Wir sprechen von 
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem 
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im 
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als 
Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als 
Strahlenbüschel. Das ebene System enthält unendüch 
viele Punktreihen und Strahlenbüschel.

Der Bündel und das ebene System bilden zusammen 
die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie enthalten 
unendHch viele Grundgebilde erster Stufe.

D as G ru n d g e b ild e  d r i t t e r  S tu fe .

4. Als Grundgebilde dritter Stufe können wir den 
ganzen, unendHchen Baum mit allen in ihm enthaltenen 
Punkten, Ebenen nnd Strahlen bezeichnen. Jeder seiner 
Punkte kann als Mittelpunkt eines Bündels, jede seiner 
Ebenen als Träger eines ebenen Systems, jeder seiner 
Strahlen als Achse eines Ebenenbüschels oder als Träger 
einer Punktreihe genommen werden.

Die Gesamtheit von unendHch vielen, durch irgend 
ein geometrisches oder analytisches Gesetz definierten 
Elementen irgendwelcher Art heißt eine Mannigfaltig
keit. Demnach sind die Grundgebüde Mannigfaltigkeiten 
von Punkten, Ebenen und Strahlen.



Um übrigens schon durch die äußere Form der
Darstellung den Überblick über die zu betrachtenden 
Gebilde zu erleichtern, wollen wir für die geometrischen 
Elemente e in e  b e s tim m te  A rt d e r  B eze ich n u n g  
festhalten. Wir bezeichnen: P u n k te  durchweg mit 
großen lateinischen Buchstaben, z. B. A, B, P, S;
G erad e  oder S tra h le n  .mit Meinen lateinischen Buch
staben, wie a, b, g; E b en en  endlich stets mit Meinen 
griechischen Buchstaben, z. B. a , ß ,  e.

§ 2, Schneiden und Projizieren. Das Gesetz 
der Dualität.

D ie O p e ra tio n  des S ch n e id en s .
5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, oder 

eine Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende 
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement 
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen wir 
zunächst von der Betrachtung ausschließen. In jedem 
der drei obengenannten Fälle suchen wir ein Element, 
das den beiden gegebenen Elementen gemeinsam ist. 
Wir bezeichnen diese Operation als die des Schneidens 
und müssen sie jetzt auch auf die Grundgebilde aus
dehnen.

Betrachten wir einen Strahlenbüschel S (Fig. 1) 
und eine Gerade g , die in der Ebene des Büschels 
liegen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindurch
gehen möge, so können wir die Stralilen des Büschels 
mit g zum Schnitt bringen. Wir erhalten also auf g 
eine Punktreihe, insofern jeder Punkt dieser Geraden 
als Schnittpunkt von g mit einem Strahl des Büschels

8 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 9

aufgefaßt werden kann. Dies drücken wir in der Weise 
aus, daß wir sagen: Die Gerade g schneidet den Büschel 
S in einer Punktreihe.

Im gleichen Sinne sind folgende Sätze zu verstehen: 
Eine Gerade schneidet einen Ebenenbüschel, dessen 
Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. —  Eine Ebene 
schneidet einen Ebenenbüschel, dessen Achse sie nicht 
enthält, in einem Strahlenbüschel. — Eine Ebene schneidet 
einen Strahlenbündel, durch dessen Mittelpunkt sie nicht 
hindurchgeht, in einem Punktfeld. —  Es entstehen dem
nach aus den Grundgebilden durch die Operation des 
Schneidens auch nur wieder Grundgebilde.

D ie O p e ra tio n  des P ro jiz ie re n s .

6. Zwei Punkte können wir durch eine Gerade ver
binden, zwei sich schneidende Gerade durch eine Ebene, 
einen Punkt und eine nicht 
durch ihn hindurchgehende 
Gerade ebenfalls durch eine 
Ebene. Wir bezeichnen diese 
Operation als die des Pro
jizierens. Sie unterscheidet 
sich übrigens von der des 
Schneidens nur durch die 
Art der gegebenen Elemente.
Bei beiden Operationen aber 
handelt es sich darum, daß man die gegebenen Elemente 
als Träger von Grundgebilden betrachtet und ein diesen 
Grundgebilden gemeinsames Element bestimmt.

Wenden wir nun auch die Operation des Projizierens 
auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine Punktreihe g 
gegeben und ein Punkt S außerhalb derselben (Fig. 1). 
Dann können wir jeden Punkt von g mit S yerbindeu



und erhalten durch diese Verbindungsstrahlen denStrahlen- 
büschel S. Von ihm sagen wir: er projiziert aus S die 
Punktreihe.

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm 
nicht angehörenden Punkte durch einen Strahlenbündel 
projiziert.

Die Operation des Projizierens kann auch von einer 
Geraden aus erfolgen. Is t s* irgend eine Gerade und g 
eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht schneiden, so 
kann man durch die Punkte von g und durch s Ebenen 
legen. Es wird also die Punktreihe g aus s durch einen 
Ebenenbüschel projiziert.

Auch durch die Operation des Projizierens entstehen 
somit aus den Grundgebilden wieder nur Grundgebilde. 
Durch Projizieren und Schneiden gehen also die Grund
gebilde ineinander über.

Man kann nun eine Darstellung der Geometrie durch
führen, bei der man bloß die Operationen des Projizierens 
und Schneidens benutzt, jede Abmessung aber, sei es von 
Strecken, sei es von Winkeln, also auch jede Rechnung mit 
solchen Größen durchaus vermeidet. Das in dieser Weise 
durchgeführte System geometrischer Untersuchung be
zeichnet man als die „Geometrie der Lage“ oder auch als 
„Projektive Geometrie“ und die dabei sich ergebenden Eigen
schaften der Gebilde als „projektive“. DiezweckmäßigsteArt 
der Behandlung dieser Geometrie wird die konstruierende 
oder synthetische sein, doch bietet die moderne Mathematik 
auch die Mittel zu einem analytischen Aufbau der pro
jektiven Geometrie. Im Gegensatz zu diesen Unter
suchungsmethoden nennt man diejenige geometrische 
Darstellung, welche von vornherein die Begriffe der Strecke 
und des Winkels einführt und auch die Beziehungen 
zwischen diesen Größen in Betracht zieht, „metrische“

10 I. Die Perspektive Beziehung der GrundgebUde.



oder „messende“ Geometrie oder auch „Geometrie des 
Maßes“.

W ir werden im folgenden nicht streng e in e  Methode 
zur Durchführung bringen, sondern, wie es für den 
Anfänger vorteilhafter erscheint, eine gemischte Methode 
anwenden.

Ist es möglich, aus zwei Elementen durch eine der 
Operationen des Projizierens oder Schneidens ein n eu es  
Element abzuleiten, so wollen wir dies letztere einfach durch 
die in Klammern gesetzten beiden Elemente bezeichnen. Die 
Yerbindungsgerade zweier Punkte A und B nennen wir 
demnach (A B), wofür wir auch häufig bloß A B schreiben, 
wenn eine Verwechslung mit der Strecke AB ausge
schlossen ist. Zwei sich schneidende Gerade a und b 
bestimmen die Ebene (ab), eine Ebene a und eine Ge
rade g den Schnittpunkt (ag) usw.

D as G ese tz  d e r  D u a litä t.

7. Denken wir uns zwei Ebenen % und s2 irgendwie 
im Baume angenommen und in der ersten zwei Punkte 
A und B, in der zweiten zwei Gerade a und b gegeben. Dann 
können wir A und B durch eine Gerade (A B) verbinden 
und andererseits a und b in einem Punkte (a b) zum 
Schnitt bringen. Der Operation des Projizierens, ange
wandt auf zwei Punkte, ordnen wir damit die Operation 
des Schneidens, durchgeführt für zwei Gerade, zu. Liegen 
in der ersten Ebene drei Punkte A, B, C auf einer Ge
raden g, so können wir in der zweiten Ebene drei Gerade 
a, b, c betrachten, die durch einen Punkt G gehen. Wenn 
ferner in rx zwei Gerade c und d einen Schnittpunkt 
bestimmen so steht dem die Tatsache gegenüber, daß 
zwei Punkte C und D in e2 zur Konstruktion einer 
Verbindungslinie benutzt werden können.

§2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 11



Nun wollen wir annehmen, wir hätten in der Ebene e, 
für irgend einen Satz der Geometrie der Lage den Beweis 
erbracht. Es muß also in der Ebene e, eine Eigur ge
geben sein, deren Elemente durch reine Lagenbeziehungen 
bestimmt sind, und aus diesen Bestimmungsstücken wird 
durch irgendwelche wiederholte Anwendung der 
Operationen des Projizierens und Schneidens der Satz 
abgeleitet. Dann muß es aber möglich sein, zunächst in 
der Ebene e2 eine entsprechende Figur anzulegen, indem 
man immer Punkte und Gerade der e, durch Gerade und 
Punkte in £., ersetzt, und auch der Beweis wird sich 
Schritt für Schritt übertragen lassen, sofern man nur, 
wie oben erwähnt, die Operationen des Projizierens und 
Schneidens vertauscht. Yon einer m e tr is c h e n  Größe, 
einem Winkel oder einer Strecke, darf natürlich weder 
in der Figur noch in dem Beweise des ursprünglichen 
Satzes ein Gebrauch gemacht werden, da sich diese 
Begriffe nicht durch die beiden Fundamentaloperationen 
definieren und also auch nicht übertragen lassen. Ein 
Beispiel wird dies sofort klarmachen.

Nehmen wir an, es wäre uns gelungen, folgenden 
Satz zu beweisen: Auf zwei 
Geraden g und g , einer 
Ebene sind beliebig je drei 
Punkte A, B, 0  bzw. A,, B,, 
C, gegeben (Fig. 2). Man 
zieht die Verbindungslinien 
(AB,), (AjB), (BO,), (B,C), 

* (CA,), (C,A). Fernerbringen 
wir (AB,) und (A,B) in 
einem Punkte C2, (BC,) und 

(B,C) in Aj, (CA,) und (C,A) in B2 zum Schnitt. Dann 
liegen die drei Punkte A?, B3, C2 auf einer Geraden g2.

12 I. Die Perspektive Beziehung: <Jer Grundgebilde.



Um die entsprechende Figur in der zweiten Ebene e2 zu 
bilden, geben wir uns zwei beliebige Punkte G und (t, 
(Fig. 3) und durch 
jeden 3 Gerade a, 
b, c bzw. at bx c1.
Wir zeichnen die 
Schnittpunkte(ab1),
(aib ) , , (b q ) , foo),
(ca!), (cja). Es sei 
ferner c  ̂ die Ver- 
bindungslinie von 
(ab!) und (aib), a.2 
die von (bei) und 
(biC), b2 die von 
(caj) und (qa).
Dann gehen die drei Fig. s.
Geraden a.2, b2, c.2
durch einen Punkt G2. Diesen Satzj*das Gegenbild des 
vorigen, kann man ohne weiteres als richtig aufstellen, 
wenn der erste 'bewiesen ist. Man bezeichnet den 
Zusammenhang, der zwischen den beiden Ebenen be
steht, als das Gesetz der D u a l i tä t  oder E e z ip ro z itä t  
(Poncelet 1822, Gergonne 1826).

Statt zweier Ebenen können wir aber auch eine Ebene 
und ein Bündel in Beziehung setzen. Sooft wir einen Punkt 
der Ebene ins Auge f assen, wählen wir imBündel einen Strahl. 
Der Verbindungslinie zweier Punkte entspricht im Bündel 
die Verbindungsebene der zwei zugeordneten Stellen usw. 
Eine dritte Fassung des Dualitätsgesetzes gewinnen wir, 
wenn wir zwei Bündel dual aufeinander beziehen, wobei 
dann den Strahlen und Ebenen des einen die Ebenen und 
Strahlen des anderen zugewiesen werden. Endlich 
brauchen wir uns nicht auf die Geometrie der Ebene

§2. S c h n e id e n  und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 13
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oder des Bündels zu beschränken, sondern können auch 
im Raum eine solche Beziehung herstellen. Den Punkten 
entsprechen in diesem Palle Ebenen imd der Operation 
des Projizierens, welche aus zwei Punkten ihre Ver
bindungslinie ableitet, ordnen wir die Operation des 
Schneidens zu, bei welcher aus zwei Ebenen ihre Schnitt
linie hervorgeht. Bei der Dualität im R aum e geht also 
eine Gerade wieder in eine Gerade über. Wir wollen 
diese sämtlichen Beziehungen in einer Tabelle zur Dar
stellung bringen, indem wir immer zwei sich „dual“ 
entsprechende Begriffe oder Sätze links und rechts auf 
die gleiche Zeile setzen.

a) D u a le  B e z ie h u n g  z w isc h e n  zw ei E benen .
Punkt A 

Zwei Punkte A und B 
bestimmen eine Verbin
dungslinie (AB).

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g

Gerade a 
Zwei Gerade a und b 

bestimmen einen Schnitt
punkt (ab).

Drei Gerade a, b, c, die 
durch einen Punkt G gehen.

Strahlenbündel G
usw.

b) D u a le  B e z ie h u n g  z w isc h e n  d e r E b e n e  u n d  dem  
B ündel.

Punkt A 
Zwei Punkte A und B 

bestimmen eine Verbin
dungsgerade (AB).

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g

Strahl a 
Zwei Strahlen a und b 

bestimmen eine Verbin
dungsebene (ab).

Drei Strahlen a, b, c, die 
in einer Ebene y  Regen.

Strahlenbüsehel y
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c) D uale  B ez ieh u n g  zw isch en  zw ei B ündeln .

Strahl a 
Zwei Strahlen a und b 

bestimmen eine Verbin
dungsebene (ab).

Drei Strahlen a, b, c, die 
in einer Ebene X liegen.

Strahlenbündel X

Ebene a 
Zwei Ebenen a  und ß  

bestimmen eine Schnittge
rade (a  ß).

Drei Ebenen a, ß , y, die 
durch eine Gerade 1 gehen.

Ebenenbüschel 1
usw.

d) D uale  B ez ieh u n g  im  Raum e.

Punkt A
Zwei Punkte A und B 

bestimmen eine Verbin
dungsgerade (AB).

Drei Punkte A, B, C be
stimmen eine Ebene (ABC).

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g 
Strahlenbüschel 

Ebenenbündel A

Ebene a  
Zwei Ebenen a  und ß  

bestimmen eine Schnitt
gerade (a  ß).

Drei Ebenen a, ß , y  be
stimmen einen Schnitt
punkt (a, ß, y).

Drei Ebenen a, ß, y, die
durch eine Gerade 1 
durchgehen.

Ebenenbündel 1 
Strahlenbüschel 

Punktfeld a

hin-

usw.

Die in der letzten Zeile gegebene Zuordnung stimmt 
übei-ein mit der unter b) direkt abgeleiteten. Projiziert 
man zwei nach a) dual aufeinander bezogene ebene Systeme 
aus zwei Punkten, so erhält man die in c) behandelten 
dualen Bündel. In  gleicher Weise kann man natürlich 
auch e in e  Ebene oder e in en  Bündel dual auf sich selbst 
beziehen.
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W e ite re  B e isp ie le .
8. Einige weitere Beispiele mögen zur Erläuterung 

dienen. In der nämlichen Ebene seien zwei Dreiecke 
A1B1C1 und A2 B2 C2 so gezeichnet, daß die Verbindungs
linien (A1A2), (B1B2), (C^Cy durch einen Punkt S laufen 
(Fig. 25). Als bewiesen werde nun vorausgesetzt, daß dann 
die Seiten (AjBj) -und (A2B2), ferner (AjCy und (A2C2), 
endlich (B jC J und (B2C2) sich bzw. in drei Punkten 
schneiden, die auf einer Geraden s liegen. Bilden wir, 
unter Anwendung des Dualitätgesetzes a) der Ebene, zu 
diesem Satze den entsprechenden. Dann haben wir aus
zugehen von zwei Gruppen von je drei Geraden a , , a.2, a3 
und b j, b2, b3, also von zwei Dreiseiten, welche so liegen, 
daß die drei Schnittpunkte (a1a2), (bxb2) und ( c ^ )  einer 
Geraden angehören, und wir können behaupten, daß die 
Schnittpunkte ( a ^ )  und ( a ^ ) ,  ferner ( a ^ )  und ( a ^ ) ,  
endlich ( b ^ )  und ( b ^ )  drei Verbindungslinien liefern, 
die durch einen Punkt laufen. In diesem Falle gibt also 
die duale Übertragung des Satzes gerade dessen Um
kehrung. Unter Anwendung der in b) besprochenen 
Dualität hätten wir aus dem ursprünglichen Satze einen 
neuen über zwei einem Bündel angehörende Dreikante 
ableiten können.

Wir werden im folgenden vielfach Gelegenheit haben, 
namentlich das Dualitätsgesetz der Ebene anzuwenden. 
Ist z. B. eine projektive Betrachtung für zwei in einer 
Ebene befindliche Punktreihen durchgeführt, so können 
wir sie unmittelbar auf zwei Strahlenbüschel der gleichen 
Ebene übertragen.

Eine duale Beziehung zweier Bündel erhalten wir 
z. B., wenn wir jeder Ebene des einen Bündels den 
Strahl im ändern Bündel zuordnen, der auf ihr senk
recht steht. Dann entspricht von selbst auch jeder
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Ebene des zweiten Bündels der zu ihr normale Strahl 
des ersten Bündels (Polare Zuordnung auf der Kugel,
Polardreikant).

Um für die Dualität im Raume ein Beispiel zu 
geben, sei daran erinnert, daß jedem Polyeder (Vielflach), 
das etwa e Ecken, f Flächen, k Kanten besitzt, ein 
,,reziprokes“ entspricht mit e Flächen, f Ecken und 
wiederum k Kanten. So steht z. B. dem von 6 Vierecken 
begrenzten allgemeinen Hexaeder (Fig. 4) das von 8 Drei
ecken gebildete allgemeine Oktaeder (Fig. 5) gegenüber.

In der Geometrie des Maßes gilt das Dualitätsgesetz 
nicht mehr; wohl aber kann man Analogien auf finden.

§ 3. Die uneigentlichen Elemente.

D er u n e n d lic h  fe rn e  P u n k t  e in e r  G eraden .

9. Den in 5. besprochenen Prozeß des Schneidens 
konnten wir nicht mehr zur Durchführung bringen, 
wenn die in Betracht zu ziehenden FUemente parallel 
waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. Wir wollen 
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten 
Prozeß auch auf diesen Fall ausdehnen können.

D o e h le m a n n ,  Projektive Geometrie. 2



Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbüschel S 
mit einer Geraden g , die in der Ebene des Büschels 
liegt, ohne ihm anzugehören. Die einzelnen Strahlen 
a, b, c, d . . . des Büschels mögen von g in A, B, C, 
D . . . getroffen werden. Dann gibt es nach den Vor
aussetzungen der Euklidischen Geometrie durch S e in e  
und n u r  eine Parallele q zur Geraden g . Indem wir 
diese Annahme machen, wollen wir ausdrücklich be
merken, daß wir nicht imstande sind, dieselbe durch 
mathematische Schlüsse zu beweisen, daß wir sie viel
mehr als eines der grundlegenden Axiome vorausschicken 
müssen. Würde man statt desselben ein anders lautendes 
Axiom an die Spitze stellen, so erhielte man ein anderes, 
in sich aber ebenso logisch geschlossenes System einer 
Geometrie.

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strahlen 
des Büschels S die Gerade g je in e inem  Punkte, nur 
der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt mit g. 
Es ist nun namentlich für die einfachere Formulierung 
allgemeiner Sätze ein Vorteil, diese Ausnahmestellung 
des Parallelstrahles wenigstens in dem Ausdruck zu be
seitigen. Wir erreichen dies, indem wir uns so ausdrücken: 
„Der Parallelstrahl q schneidet die Gerade g in einem  
unendlich fernen Punkt Q.“ Zu den im Endlichen ge
legenen, eigentlichen Punkten der Geraden g nehmen wir 
also noch einen „uneigentüchen“, fingierten, hinzu, dem 
wir uns in der Vorstellung nähern, wenn wir die Gerade 
nach der einen o d e r ändern Seite über alle Grenzen 
hinaus verlängern. Man kann sich auch einen Strahl 
denken, der sich um S dreht, und diesen kurz vor und 
nach der Lage betrachten, in der er zu g parallel ist.

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), un
endlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen

18 !• Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.
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und durch Hinzufügung eines Pfeiles andeuten, daß er 
auf der Geraden g im Unendlichen liegt.

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbüschels S 
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g ,  so werden 
wir auch von dieser Parallelen h sagen, daß sie durch 
den nämlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein 
unendlich ferner Punkt ist folglich gleichbedeutend 
mit einer bestimmten „Richtung“. Die Gesamtheit von 
unendlich vielen, zueinander parallelen Geraden, die alle 
in e in e r  Ebene liegen, wird nach dieser Anschauung 
aufzufassen sein als ein Strahlenbüschel, dessen Mittel
punkt der den sämtlichen Parallelen gemeinsame unendlich 
ferne Punkt ist. Ein solcher Strahlenbüschel heißt wohl 
auch ein „Parallelstrahlenbüschel“.

In entsprechender "Weise bilden alle Geraden im 
R aum e, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen, 
also alle die gleiche Richtung haben, einen „Parallel
strahlenbündel“.

Die u n e n d lic h  fe rn e  G erad e  e in e r  E bene.
10. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so 

liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen. 
Alle diese uneigentlichen Punkte werden eine gewisse 
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene 
hat mit derselben einen Punkt gemein, nämlich den un
endlich fernen Punkt dieser Geraden g.

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen Punkte 
der gegebenen Ebene liegen auf einer „unendlich fernen“ 
Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne Punkt einer 
Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt derselben mit 
dieser „unendlich fernen“ Geraden. Natürlich entzieht 
sich das Unendliche jeder "Vorstellung. Wenn wir aber 
diese uneigentliche Gerade einer Ebene hinzunehmen, so

2 *



können wir unter dieser Annahme, vorausgesetzt, daß sich 
im weiteren Verlauf keine Widersprüche ergehen, das Un
endliche formal wie das Endliche behandeln.

Eine Ebene enthält also eine unendlich ferne Gerade. 
Die letztere muß als bestimmt angesehen werden, sobald 
die Ebene gegeben ist. Alle Punkte dieser unendlich fernen 
Geraden liegen im Unendlichen, sind also uneigentliche. 
Eine unendlich ferne Gerade hat keine bestimmte Richtung. 
Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich 
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. Wir können 
jetzt z.B. allgemein sagen: Zwei Gerade in einer Ebene 
bestimmen einen Schnittpunkt.

D ie u n e n d lic h  fe rn e  E b e n e  des R aum es.

11. Um diese Anschauung weiter für den Raum 
auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbündels, 
s  eine ihm nicht angehörende Ebene. Jede Ebene des 
Bündels1 liefert mit e eine Schnittgerade. Ferner gibt es 
nach den Sätzen der Elementargeometrie durch S eine 
und zwar nur eine Parallelebene £ zu s. Diese Ebene £ 
allein liefert mit e k e in e  Schnittgerade. Um nun nicht 
alle Sätze, die sich auf die Schnittlinie zweier Ebenen be
ziehen, für parallele Ebenen besonders formulieren zu 
müssen, drücken wir uns so aus: Die Parallelebene £ hat 
mit s eine uneigentliche, unendlich ferne Gerade gemein. 
Dies stimmt dann auch zusammen mit den Anschauungen 
von 10. Weiter gehen a lle  zu e parallelen Ebenen durch 
die gleiche unendlich ferne Gerade. Sagen wir von parallelen 
Ebenen, sie haben die gleiche „Stellung“, so ist also eine 
unendlich ferne Gerade im Raume durch die Stellung einer 
Ebene bestimmt.

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen 
bilden einen „Parallelebenenbüschel“, dessen Achse die

20  I- Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.
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durch die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich 
ferne Gerade ist.

„Eine Ebene ist parallel einer Geraden“ heißt: die 
Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der Geraden.

Im Raume können wir unendlich viele, unendlich 
ferne Punkte imd Geraden aufsuchen. Jede Gerade ent
hält einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine un
endlich ferne Gerade. Wir bleiben also in Übereinstimmung 
mit den bisherigen Formulierungen, wenn wir uns so 
ausdrücken: Alle unendlich fernen Punkte und unendlich 
fernen Geraden des Raumes erfüllen eine Ebene, die „un
endlich ferne“ Ebene des Raumes.

Sie enthält lauter uneigentliche Elemente und hat keine 
bestimmte Stellung.

So z. B. können wir den Satz: „Zwei Punkte be
stimmen eine Yerbindungsgerade“ jetzt ganz allgemein 
aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, so ist 
die durch sie bestimmte Gerade ihre Yerbindungslinie; 
ist einer der beiden gegebenen Punkte ein unendlich ferner, 
so wird die Yerbindungsgerade die Parallele, welche durch 
den einen Punkt parallel zu der Richtung geht, in welcher 
der andere gegebene unendlich ferne Punkt liegt; sind 
die beiden gegebenen Punkte unendlich fern, d. h. hat 
man zwei Gerade, auf denen im Unendlichen die beiden 
gegebenen Punkte liegen sollen, so ist die Yerbindungs
gerade eine bestimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, 
welche zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, gibt 
die Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich ferne 
Gerade hindurchgehen.



§ 4. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde. 
P u n k tre i l ie  u n d  S tra h le n b ü s c h e l  in  p e r s p e k tiv e r  

Lage.
12. Wenn wir wie in 9. einen Strahlenbüschel S mit 

einer Geraden g zum Schnitt bringen (Fig. 1), so entspricht 
jedem Punkte von g ein Strahl des Büschels, nämlich der 
durch ihn hindurchgehende. Nehmen wir auch den un
endlich fernen Punkt Q von g hinzu und behandeln ihn 
im Ausdruck wie einen eigentlichen Punkt, so entspricht 
ihm der Strahl q des Büschels. Damit ist also auch die 
Zuordnung zwischen den Punkten der Punktreihe und 
den Strahlen des Büschels eine ausnahmslose geworden. 
Weil jedem Element des einen Gebildes e in  und nur e in  
Element des anderen Gebildes entspricht, so sagen wir, 
die beiden Gebilde, Punktreilie und Strahlenbüschel, seien 
„eindeutig“ aufeinander bezogen. Ferner liegen je zwei 
entsprechende Elemente ineinander.

W ir nennen diese Beziehung zwischen der Punktreihe 
und dem Strahlenbüschel ferner eine „Perspektive“. Dies 
ist zunächst nur ein anderer Ausdruck dafür, daß die 
Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbüschels ist. Ebenso 
heißt die Punktreihe, wonach eine Gerade einen Ebenen
büschel schneidet, oder der Strahlenbüschel, in welchem 
eine Ebene einen Ebenenbüschel trifft, p e rs p e k t iv  zu 
dem Ebenenbüschel. Das Zeichen für perspektiv ist A.

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene aus 
einem Strahlenbündel ausschneidet, wird perspektiv zu 
dem Strahlenbündel sein.

P e r s p e k t iv e  P u n k tre ih e n .
13. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig 

aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Strahlenbüschel S 
zum Schnitt mit zwei Geraden g und gx seiner Ebene,

22 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



von denen keine dem Büschel angehört (Fig. 6). Irgend 
ein Strahl a trifft g in A, in Ax , ein Strahl b liefert 
die Schnittpunkte B und Bx usw. Jedem Punkte der einen 
Punktreihe z. B. A entspricht dann e in  und n u r  ein  
Punkt Aj der anderen Punktreihe, und dies bleibt auch 
richtig für die unendlich fernen Punkte Q und Rj von g 
und . Denn diesen entsprechen die Punkte Qx und R, 
in denen die durch S zu g 
und g{ gezogenen Pa
rallelstrahlen q und r  die 
Träger g 1 und g bezüglich 
schneiden.

Dadurch sind die 
Punktreihen g und g, 
eindeutig aufeinander be
zogen. Je zwei entspre
chende Punkte liegen auf 
dem nämlichen Strahl des 
Büschels S oder „enthalten“ diesen Strahl. Es mag noch 
bemerkt werden, daß im Schnittpunkte von g und gl 
entsprechende Punkte E und Ex der beiden Punktreihen 
vereinigt sind. Wir nennen die beiden Punktreihen g 
und gt , die also Schnitte e in e s  Büschels sind, perspektiv.

In der gleichen Weise wird ein Strahlenbündel von 
zwei beüebigen Ebenen in Perspektiven Punktfeldern ge
schnitten.

P e rs p e k tiv e  S tra h le n b ü sc h e L
14. Entwerfen wir nun die Figur, welche der Figur 6 

nach dem Dualitätsgesetz der Ebene (7 a) entspricht. 
Wir haben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten S 
imd Sx zu projizieren, wobei g , S und St e in e r  Ebene 
angehören mögen (Fig. 7). Jedem Strahl z. B. a des

§ 4. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde. 23
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Büschels S ordnen wir denjenigen Strahl ax des Büschels 
Sj zu, der den gleichen Punkt A der Punktreihe g ent
hält. Die Parallelen q und q-, durch S und Sx zu g sind 
dann auch als entsprechende Strahlen aufzufassen, da 
beide den unendlich fernen Punkt Q von g projizieren. 
Die eindeutige Beziehung der beiden Büschel S und S, 
ist demzufolge wieder eine lückenlose. Im Verbindungs

strahl S S j, der beiden 
Büscheln angehört, lie
gen e n ts p re c h e n d e  

-vf Strahlen e und et  der
Strahlenbüschel ver
einigt. Zwei solche 
Büschel, welche die 

~ s  gleiche Punktreihe pro
jizieren, nennen wir 
wiederum „perspektiv“.

Auch die beiden Strahlenbüschel, nach denen ein 
Ebenenbüschel von irgend zwei beliebigen Ebenen ge
schnitten wird, liegen zueinander „perspektiv“.

Projizieren wir ein ebenes System aus zwei Punkten, 
so sind die entstehenden Bündel ebenfalls perspektiv. 
Je zwei entsprechende Strahlen der Bündel enthalten 
d e n s e lb e n  Punkt, je zwei entsprechende Ebenen d ie 
se lb e  Gerade dieses ebenen Systems.

Allgemein können wir jetzt die Definition für P er
sp e k tiv e  Grundgebilde erster und zweiter Stute, sowohl 
gleichartige als ungleichartige, in folgender Weise aus
sprechen:
D e fin itio n : „Zwei Grundgebilde erster oder zweiter 

Stufe heißen perspektiv, wenn eine eindeutige Be
ziehung ihrer Elemente hergestellt ist entweder da
durch, daß jedes Element des eineu Grundgebildes



das entsprechende Element des anderen Grundgebildes 
enthält, oder dadurch, daß je zwei entsprechende 
Elemente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe 
Element eines dritten Grundgebildes enthalten.“

§ 5. Die Maßbestimmung im Strahlenbüschel.

15. Nachdem wir die Definition perspektiver Grund
gebilde durch eine reine Lagenbeziehung gewonnen 
haben, wollen wir untersuchen, welche Zusammenhänge 
zwischen entsprechenden Elementen solcher Gebilde die 
R e c h n u n g  liefert. Zu dem Zweck ist es aber vorher 
nötig, die einzelnen Elemente eines Grundgebildes erster 
Stufe nicht bloß wie bisher in ihrer g e o m e tr isc h e n  
Anordnung, sondern auch rechnerisch, also durch Zahlen
werte festzulegen.

Beginnen wir mit dem Strahlenbüschel, weil dieser 
kein uneigentliches Element enthält und daher die zu 
betrachtenden Verhältnisse unverschleiert zur Erscheinung 
kommen.

W in k e l z w e ie r  S tra h le n . T re n n u n g s s tra h l .

16. Sind a und b zwei Strahlen eines Büschels 
(Fig. 8), so wollen wir unter ab  den Winkel verstehen, 
den der Strahl a mit dem Strahl b bildet, und die Reihen
folge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben, 
in welchem der Winkel durchlaufen wird, also von a 
nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck ab  doppeldeutig; 
denn es kann darunter j ed e r der in der Figur bezeichneten 
Winkel verstanden werden.

Hat man drei Strahlen a, b, c, so können wir mittels 
derselben, wie wir der Anschauung entnehmen wollen, 
eine Drehungsrichtung bestimmen, indem wir unter dem

§ 5. Die Maßbestimmung im Strahlenbüschel. 25
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„Sinn a b c “ diejenige Drehung verstehen, welche a 
direkt nach b überführt, o hne  daß der Strahl c dabei 
überschritten wird (Fig. 9).

Fig. a  F ig. 9.

Um nun im Büschel die Winkel eindeutig zu erhalten, 
wählen wir einen festen Strahl u und verstehen unter a b 
den im Sinne a b u  genommenen Winkel. Dieser ist dann 
e in d e u t ig  (Fig. 9). Der Hilfsstrahl u möge der 
„Trennungsstrahl“ heißen. Da sich die Drehungen ab  
und b a  zerstören, so hat man

a b +  b a =  0 oder a b =  — b a .
Ist c irgend ein'weiterer Strahl, so gilt, ganz unab

hängig von der Lage der Strahlen, die Beziehung
a b  +  b c  — a c

oder
a b  +  b c  +  c a  =  0 

und allgemein für die Strahlen a ,  b , c , . . . m ,  n 
a b  +  b c  +  . . .  +  m n  +  n a  =  0 .

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen, 
daß man durch den Trennungsstrahl den Büschel
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halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Hälfte 
beschränkt*).

P a ra m e te r  e in e s  S tra h le s .

17. Um die einzelnen Strahlen eines Büschels durch 
Zahlenwerte festzulegen, wählen wir zwei Strahlen a 
und b als „Fundamentalstrahlen“ und außerdem den 
Trennnngsstrahl u (Fig. 9). Irgend ein weiterer Strahl 
des Büschels bildet mit den festen Strahlen a und b die 
Winkel a c  und b c  (die beide kleiner als 180°). Ist C 
ein Punkt von c und sind C A und C B die von C auf a 
und b gefällten Senkrechten, so hat der Quotient 

 ̂ A C sin ac 
B C  sinbc

für alle Punkte des Strahles c den gleichen Wert. Wir 
geben diesem aus lauter positiven Zahlen gebildeten 
Bruche das Vorzeichen + >  wenn die Drehungen a c  
und b c gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen — , 
wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind.

Dann entspricht jedem Strahl des Büschels e in  
solcher W ert X . Den Fundamentalstrahlen a und b sind 
die Werte X =  0 bzw. X =  oo zugeordnet; für die 
Halbierungslinien der Winkel, welche die Fundamental
strahlen bilden, ergeben sich die Zahlen i. =  -(-1 und 
X =  — 1 . Durch die Werte 0 und oo hindurch geht X 
von positiven zu negativen Werten über.

> *) Zu den gleichen Formeln gelangt man ohne die 
Annahme eines Trennungsstrahles, wenn man sich nach dem 
Vorgänge von Möbius in der Ebene von vornherein einen 
bestimmten Drehungssinn gibt und alle vorkommenden Winkel 
in diesem Sinne gemessen positiv, im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen negativ rechnet.
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Umgekehrt kann man zu einem auch dem Vorzeichen 
nach gegebenen “Werte X =  X0 nur e in e n  und im m er 
einen zugehörigen Strahl bestimmen. Denn angenommen, 
es sei p dieser Strahl, so muß sein:

sin a p  ,
• r  •sin b p

Führt man b p  =  ba +  a p  ein, so liefert eine leichte 
Kechnung:

Xn • s in b a
t e a P =   7— •1 — X 0 • cos b a

Damit ist der Winkel a p  bestimmt; auf welcher Seite 
von a der Strahl p aber liegen muß, ergibt sich aus dem 
Vorzeichen von X0 , unter Berücksichtigung der ange
führten Verteilung der Zahlenwerte von X in dem 
Büschel.
A ufgabe  1. Man finde durch Zeichnung und Rech

nung die Strahlen, welche den Werten -¡- und 
— |  von X entsprechen.

§ 6. Die Maßbestimmung in der Punktreihe.

S tre c k e  z w is c h e n  zw e i P u n k ten .

18. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Punktreihe 
g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen 
Punktes U derselben zu einer zusammenhängenden, in
dem dann die Gerade gewissermaßen durch das Unendliche 
hindurch sich schließt. Irgend zwei Punkte A und B 
der Geraden bestimmen dementsprechend zunächst zwei 
Strecken, von denen die eine, der Weg von A nach B, 
endlich ist, während die andere, der Weg von A durch 
das Unendliche nach B , unendlich ist.



Drei Punkte A , B , C bestimmen wieder einen 
„Sinn A B C “, nämlich d ie  Bewegungsrichtung, bei der 
wir von A direkt nach B gelangen, ohne C zu passieren.

Da unendlich große Strecken nicht zu verwenden 
sind, so werden wir unter AB die endliche der beiden 
oben erwähnten Strecken verstehen. Dies stimmt aber 
damit überein, daß wir den unendlich fernen Punkt U 
als „Trennungspunkt“ einführen, ganz wie in 16. beim 
Büschel den Trennungsstrahl. Unter A B ist folglich die 
im „Sinne A B U “ genommene Strecke zu verstehen.

Dann gelten offenbar die Beziehungen
AB - f  BA =  0 oder AB =  — B A 

und für drei Punkte erhält man, wie immer sie auch 
liegen,

AB +  BC =  AC
oder

AB +  BC +  CA =  0 , 
ferner allgemein für die Punkte A , B , C . . .  M , N 

AB +  BC +  . . .  - f  MN +  NA =  0 .

P a ra m e te r  e in e s  P u n k te s .

19. Um nun die einzelnen Punkte der Punktreihe 
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen wir von zwei 
festen Punkten A und B aus, den „Pundamentalpunkten“. 
Irgend ein Punkt C der Punktreihe bestimmt dann den 
Strecken quotienten

§ 6. Die Maßbestimmung in der Punktreihe. 29

Diesem Bruche, dessen Zähler und Nenner die Maß
zahlen der Strecken AC und BC enthält, geben wir das 
Vorzeichen -f-, wenn AC und BC in gleicher Richtung
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laufen, C also nicht au f der Strecke A B  gelegen ist, 
dagegen das Vorzeichen — , wenn A C und B C nach 
entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken, demnach 
C au f der Strecke AB liegt. Jedem Punkte der Geraden 
können wir in dieser Weise einen ganz bestimmten 
Parameterwert zuordnen; dem Punkte A entspricht der 
Wert 1 =  0 ,  dem Punkte B der Wert 1 =  oo .

Umgekehrt gibt es stets nur e in en  Punkt derart, 
daß für ihn dieser Quotient einen auch dem Vorzeichen 
nach gegebenen W ert 1 =  10 hat. Denn ist P  der ge
suchte Punkt, so muß sein

oder, wenn B P =  BA -f- A P gesetzt wird,

A P  =  • BA .
1 /Lq

Wählen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte 
Richtung auf der Geraden, etwa die von A nach B , als 
die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es ergibt 
sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke A P  
samt ihrer Richtung.

Dem Werte 1 = 1  entspricht kein e ig e n t l ic h e r  
Punkt auf der Geraden; wir ordnen ihm den unendlich 
fernen Punkt der Geraden zu, womit gezeigt ist, auf 
welchem Wege die Analysis zur Einführung dieses Ele
mentes gelangt.
A ufgabe 2. Man zeichne und berechne die Punkte, 

welche den Werten — 1 , - f  £  > — £  des Para
meters 1 entsprechen.

Für das dritte Grundgebilde erster Stufe, den 
Ebenenbüschel, brauchen wir keine eigene Betrachtung
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durchzuführen: wir schneiden ihn mit einer Ebene, etwa 
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbüschel und er
halten die Ebenen des Büschels dann durch die Para
meterwerte, welche den Strahlen dieses Strahlenbüschels 
zugewiesen sind.

§ 7. Das Doppelverhältnis.

D o p p e lv e rh ä ltn is  von v ie r  P u n k ten .
20. Sind in einer Punktreihe g außer den zwei 

Fundamentalpunkten A und B zwei weitere Punkte C 
und D gegeben und bestimmen wir für diese nach der 
in 19. gegebenen Festsetzung die Streckenverhältnisse

und f so können wir aus diesen beiden das neue 
dO BD
Verhältnis bilden:

AC AD 
B C =B D '

Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch für 
die Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. Wir 
nennen ihn, seiner Bildung gemäß, das „Doppelverhältnis“ 
der vier Punkte und bezeichnen ihn durch (A B C D ). 
Es ergibt sich also folgende
D e fin itio n : „Unter dem Doppelverhältnis von vier

Punkten einer Geraden verstehen wir den Ausdruck
AC AD

(a b c d > =  b c : b d ’
wobei jedes der einzelnen Verhältnisse mit dem ihm 
nach 19. zukommenden Vorzeichen zu versehen ist.“

Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen 
geteilt, welche zunächst n ic h t  gleichartig behandelt 
sind. Denn A und B dienten als Fundamentalpunkte
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und C und B wurden auf diese bezogen. Es ist aber 
sofort zu beweisen, daß diese beiden Punktpaare in dem 
Ausdruck des Doppel Verhältnisses ganz die gleiche Rolle 
spielen. Denn es ist ja

Man darf also die beiden Punktpaare miteinander 
vertauschen.

G e tre n n te  P u n k tp a a re .

21. Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier 
Punktgruppen A, B und C, D sind nun folgende zwei 
Fälle als wesentlich zu unterscheiden:

a) Die beiden Punktpaare A, B und C, D liegen so, 
daß man beim Übergang von A nach B auf dem einen 
oder anderen Wege einen der Punkte C oder D passieren 
muß (Fig. 10 a). Von den Punkten C und D wird dann

J_____________ 3 ________

Fig. 10 a.

 _________ <g jf_______ 53 3>____________

Fig. 10b.

einer a u f der Strecke AB, der andere außerhalb dieser 
Strecke gelegen sein. Wir sagen in diesem Falle: die 
beiden Punktpaare „trennen sich“ gegenseitig. Von den 
beiden Teilverhältnissen in dem Ausdruck des Doppel
verhältnisses (A B C D) ist demnach das eine positiv, das 
andere negativ, das ganze Doppelverhältnis hat mithin 
einen n e g a tiv e n  Wert
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b) Kann man auf einem der beiden' Wege von A 
nach B gelangen, ohne C oder D zu überschreiten, so 
trennen sich die beiden Punktpaare nicht (Fig. 10 b). 
Es liegen dann C und D beide a u f der Strecke AB 
oder beide a u ß e rh a lb  derselben; die Teilverhältnisse 
in dem Ausdruck (AB CD) haben b e id e  negative oder 
beide positive Yorzeichen, das Doppelverhältnis selbst 
nimhit jedenfalls einen positiven Wert an.

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. Wir 
können also sagen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß zwei Punktpaare A, B und C, D 
sich trennen, ist die, daß das Doppel Verhältnis (A B C D) 
einen negativen Wert hat.

D o p p e lv e rh ä ltn is  von v ie r  S tra h le n .

22. Ganz analoge Betrachtungen gelten für den 
Strahlenbüschel. Gehen wir aus von den zwei (festen) 
Strahlen a und b und dem Trennungsstrahl u , so können 
wir für zwei weitere Strahlen c und d die Verhältnisse 
bilden:

sin a c , sin a d 
und . f 

sm bc s in b d
deren Yorzeichen nach 17. zu bestimmen sind.

Dividieren wir den ersten Quotienten durch den 
zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das „Doppel
verhältnis“ der vier Strahlen a , h , c , d und bezeichnen 
ihn durch (a h c d ) , so daß also

. , s in a c  sinad
(ab c d )  =  ———  : ——— .

sm bc 8mbd
Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a , b 

und c , d zunächst gemacht wurde, ist wiederum nur ein 
scheinbarer. Denn es ist ja

D o e h le m a n n ,  Projektive Geometrie. 3
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(cd ab ) =
sin c a sin c b sin a c sin b c

(a b c d ) .
sin d a ’ sin d b sin a d ’ sin b d

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs
strahl nötig.

Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen
paare a, b und c, d sind nun wieder folgende Fälle charakte
ristisch. Man sagt: Die Strahlenpaare a ,  b und c , d 
„trennen einander“, wenn man den Strahl a durch 
Drehung n ic h t  mit dem Strahle b zur Deckung bringen

kann, ohne c oder d zu passieren (Fig. 11 a). Kann man 
dagegen a auf einem der beiden Wege nach b überführen, 
ohne dabei über c oder d zu kommen, so trennen die 
beiden Strahlenpaare sich nicht (Fig. 11 b). Diese Eigen
schaft zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, ist ganz 
unabhängig von der Annahme eines Trennungsstrahles.

Das oben definierte Doppel Verhältnis (a b c d) von 
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a , b 
und c , d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall.

a,
Fig. 11 a. Fig. 11b.
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Dann k5nnen wir aber auch auf Grund dieser Eigen
schaft das Vorzeichen des g an zen  Doppelverhältnisses 
bestimmen und nicht das der Teilquotienten.

Wir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg; 
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. a c , doppeldeutig, 
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie sich 
zu 180° ergänzen; die einzelnen Teilquotienten nehmen 
wir positiv, das Vorzeichen bestimmen wir am ganzen 
Ausdruck. Wir erhalten dann die
D e fin itio n : „Unter demDoppelverhältnis (abcd) von vier 

Strahlen eines Büschels verstehen wir den Ausdruck

der das positive oder negative Vorzeichen erhält, je 
nachdem die Strahlenpaare a , b und c , d sich nicht 
trennen oder trennen.“

Damit sind wir von einem Trennungsstrahl u n 
ab h än g ig  geworden. O hne denselben können aber 
die Winkelrelationen von 16. nicht mehr angesetzt werden.

Ganz im gleichen Sinne sprechen wir von dem 
Doppel Verhältnis ( o t ß y d ) ,  das vier Ebenen oc, ß ,  y ,  <5 
eines Ebenenbüschels bilden, indem wir setzen

Dabei ist z. B. unter a y  einer der Winkel zu ver
stehen, welche die Ebene a  mit der Ebene y  bildet.

U n v e rä n d e r lic h k e it  des D o p p e lv e rh ä ltn is s e s  
g e g e n ü b e r den  O p e ra tio n en  des P ro jiz ie re n s

23. Verbinden wir jetzt die für die Punktreihe und 
für den Strahlenbüschel unabhängig voneinander durch

(a b c d)
sin ac  _ sin a d
sin b c  ' s in b d

und  S ch n e id en s.
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geführten Betrachtungen, indem wir den Büschel S mit 
einer Geraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen 
(Fig. 1). Der Strahl a des Büschels schneide g in A, 
der Strahl b in B usw. Da wir von jedem Strahl des 
Büschels immer den  Halbstrahl auszeichnen, der den 
Schnittpunkt mit g trägt, so kommt die Betrachtung 
eigentlich darauf hinaus, daß wir den Parallelstrahl u 
durch S zu g als Trennungsstrahl einführen. Schneidet 
ferner der durch S senkrecht zu g  gehende Strahl t  in 
T diese Gerade, so ist
(1) 2z lS A C  =  SA • SG • s in a c  =  ST • AC
(2) 2 A  SBC =  SB • SC • s in b c  =  ST • BC
(3) 2 A  SAD =  SA • SD • s in a d  =  ST • AD
(4) 2 A  SBD =  SB • SD • s in b d  =  ST • BD .

Alle von S aus laufenden Strecken SA, SB usw.
wollen wir als p o s i t iv e  Zahlen nehmen. Dann folgt aus 
(1) und (2) durch Division 
/r.x SA • sin a c  AC

S B .s i n b c  =  BCT'
Hier stimmt das nach 19. bestimmte Vorzeichen des 

Streckenquotienten rechts mit dem nach 17. zu bestim
menden Vorzeichen des Sinusquotienten links überein, 
wie sich geometrisch sofort ergibt Ebenso liefern die 
Gleichungen (3) und (4)
/ex SA « s in a d  AD
( '  SB • s in b d  =  BD *

Aus (5) und (6) folgt dann durch Division
(7) (ab cd) =  (AB CD),
also
S a tz  1. „Das Doppelverhältnis von vier Strahlen eines 

Büschels ist gleich dem analog gebildeten der vier
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Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit den vier 
Strahlen liefert.“*)

Schneiden wir den gleichen Büschel noch mit einer 
zweiten Geraden gt (Fig. 6), so folgt, daß auch (A1B1C1D1) 
=  (a b c d ) , also durch Vergleich mit (7)
(8) (AB CD) =  (A1B1C1D1)
oder
Satz 2. „Irgend vier Strahlen eines Büschels werden 

von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem Doppel
verhältnis geschnitten.“

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Projiziert 
man vier Punkte einer Geraden von einem beliebigen 
Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt das Doppel
verhältnis der vier Punkte unverändert. Ebenso zeigt die 
Betrachtung von Figur 7, daß

(ABCD) =  (ab cd) =  (a! bi Ci dx),
also
(9) (a b c d ) =  (a1 b1 c1d1)
oder
S atz  3. „Irgend vier Punkte einer Geraden werden aus 

jedem Punkte durch vier Strahlen von gleichem Doppel
verhältnis projiziert.“

Für den Ebenenbüschel gelangen wir zu ganz ähnlichen 
Sätzen. Sind a , ß , y , <5 vier Ebenen eines solchen, so 
ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhältnis ( t x ß y d )  
derselben identisch mit dem Doppelverhältnis der vier 
Schnittpunkte, die irgend eine Gerade mit den vier Ebenen 
liefert, oder auch mit dem Doppelverhältnis der vier Strahlen,

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.), Mathema- 
ticae collectiones.



wonach irgend eine Ebene die vier Ebenen trifft. Diesen 
Satz und  die drei vorigen Sätze können wir in dem all
gemeineren zusammenfassen:

S atz  4. „In zwei Perspektiven Grundgebilden erster 
Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge- 
bildes und die ihnen entsprechenden des anderen das 
gleiche Doppelverhältnis.“

Damit haben wir für Perspektive Grundgebilde erster 
Stufe außer d e rL a g e n b e z ie h u n g  auch eine m e tr is c h e  
Beziehung gefunden, welche entsprechende Elemente 
solcher Gebilde miteinander verknüpft.

Endlich können wir die Operation des Schneidens oder 
Projizierens nicht bloß einmal, sondern auch ö f te r  vor
nehmen, ohne dadurch den Wert des Doppelverhältnisses 
von vier Elementen zu ändern. Wir erhalten demgemäß 
ganz a llg em e in

S atz  5. „Leitet man aus vier Elementen eines Grund
gebildes erster Stufe durch die beliebig oft angewandten 
Operationen des Projizierens und Schneidens vier neue 
Elemente eines anderen Grundgebildes ab, so ist das 
Doppelverhältnis der ersten vier Elemente gleich dem 
analog gebildeten Doppelverhältnis der letzten vier ent
sprechenden Elemente. Das Doppelverhältnis von vier 
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe erweist sich 
also diesen Operationen gegenüber als eine unveränder
liche (invariante) Zahl.“

38 L Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



II. Abschnitt. 

Harmonische Gebilde.

§ 8. W eitere Eigenschaften des Doppelverhältnisses.

Die W e rte  d e r  D o p p e lv e rh ä ltn is se , d ie  sich  aus 
v ie r  E le m e n te n  b ild en  lassen .

24. Den Begriff des Doppelverhältnisses müssen wir 
noch nach verschiedenen Sichtungen hin weiter unter
suchen.

Sind vier Elemente eines einförmigen Grundgebildes, 
z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben, 
so können wir sie auf 2 4 verschiedene Arten zu einem Doppel
verhältnisse zusammenfassen, da man aus vier Elementen 
24 Ausdrücke ABCD , ABDC usw. bilden kann. Nicht 
a lle  diese Ausdrücke sind aber ihrem Zahlenwert nach 
verschieden. Wir sahen schon in 20., daß

(1) (ABCD) =  (CD A B).

Ferner ist auch

(BADC) =
B P  BO AC AD 
AD ’’ AC ~  BC : BD

also
(2) (BADC) =  (ABCD).
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Vermöge der in (1) und (2) ausgedrückten Sätze 
können wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) noch 
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert besitzen, 
nämlich

(AB CD) =  (CDAB) =  (BADC) =  (DCBA).

Die 24 verschiedenen Ausdrücke liefern also höchstens 
sechs verschiedene Zahlenwerte. Ist etwa (ABCD) =  2 , 
so lassen sich die übrigen Zahlenwerte durch diesen einen 
in folgender Weise ausdrücken. Es ist zunächst, wie sich 
sofort ergibt,

<3> <a b d c > - ( ä Ä dT I -
Ferner wird

A B  AD (AC + C B ) (CA +  AD)
(A C B D )=  —   —

A C • AD +  C B • CA +  A C • CA
1 + CB • AD

, , A C -(B C  + C A  +  AD) , ,
+  CB • AD)

Also
(4) (ACBD) =  1 — ( A B C D ) = I  — 2.

Ganz ähnlich beweist man, daß
(ABCD) 2

(5) (ADCB) =
(AB-CD) -  1 2 - 1

Als Endresultat ergeben sich demnach folgende sechs 
verschiedene Werte, von denen jeder in vierfacher Weise 
geschrieben werden kann:
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1
(ABCD) =  2 

(ACBD) =  1 — 2 

(A D C B )= t - A _

( A B D C ) - y  

( A C D B ) = r - ^  

(ADBC) =  — •

Das D o p p e l v e r h ä l t n i s  als  Ko ord in a t e .

25. Halten wir jetzt von den vier Punkten ABCD 
drei, etwa A, B, C, fest, währendD diePunktreiliedurch
wandert, so wird das Doppelverhältnis (ABCD) für jede 
Lage von D einen bestimmten Wert annehmen. Fällt ins
besondere D in den unendlich fernen Punkt der Punkt
reihe, den wir mit D,*, bezeichnen wollen, so ergibt sich

, AC ADoo AC 
(ABCD«,) -  : ßDoo- B q ’

AD
weil der Quotient =  1 nach 19. Es reduziert sich 

B Dt»
also für diesen Punkt das Doppelverhältnis auf ein ein
faches Streckenverhältnis. Es wird aber ferner auch jeder 
Zahlenwert nur bei e in e r  Lage des Punktes erreicht, wie 
wir aus dem folgenden Satze schließen:
Satz 6. „Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe 

gegeben, sowie ein Zahlen wert 2 von bestimmten Vor
zeichen, so gibt es einen und nur einen Punkt D der 
Punktreihe, welcher mit A, B und C ein Doppelver
hältnis (ABCD) =  2 bildet.“

Denn es ist für diesen gesuchten Punkt D
AC AD , AD 1 AC
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Hier muß — - mit einem bestimmten Vorzeichen ver- 
B C

AD
sehen werden (vgl. 19.), so daß auch der Größe und

dem Vorzeichen nach gegeben ist, also wird der Punkt D 
dadurch eindeutig festgelegt.

Natürlich gilt der eben bewiesene Satz in entsprechender 
Weise auch für den Strahlen- und Ebenenbüschel. Hält 
man drei Elemente eines Grundgebildes erster Stufe fest, 
so kann man die Lage eines vierten beweglichen Elementes 
festlegen durch den Zahlenwert des Doppelverhältnisses, 
welches dieses vierte Element mit den drei festen bildet. 
Das Doppelverhältnis dient also als Koordinate, deren 
Zahlenwerte die einzelnen Elemente liefern.
Aufgabe  3. Gegeben sind die Punkte A, B, C einer 

Punktreihe in der Anordnung der Figur 12. Man 
untersuche den Verlauf des Doppelverhältnisses (ABC D), 
wenn D die Punktreihe durchläuft.

a  ______ $  «_________
. - - 1 * 1 *

Fig. 12.

Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zusammen
stellung:

A C
D im Unendlichen: . . . (ABCD) ‘

B C
D geht vom Unendlichen bis A 
D fallt nach A: . .
D geht von A bis B:
D fällt nach B: . .
D geht von B nach C:
D fällt nach C: . .
D geht von C ins Unendliche

+  •

+
CO

0
+  
+  1
+
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Wir wollen noch, ausdrücklich bemerken, daß (ABCD) 
bloß dann den Wert -f- 1 annimmt, wenn der bewegliche 
Punkt D nach C rückt.
— Man führe die ent
sprechende Betrachtung 
durch für eine andere 
Anordnung der Punkte 
A, B, C .

A u f g a b e  4. Gegeben 
sind drei Punkte A,
B , C einer Geraden 
(Fig. 13); man kon
struiere einen Punkt D 
auf der Geraden, so F ig .13.
daß ( A B C D ) = - £ .

Lösung.  Wir ziehen durch C irgend eine Gerade 
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten Strecken 
C Ax =  2 , CBj =  3 ab unter Zugrundelegung einer ganz 
beliebigen Maßeinheit, konstruieren den Schnittpunkt S 
der Verbindungslinien AAX und BBj und ziehen durch 
S eine Parallele zu A, Bx , dann schneidet diese Parallele 
die gegebene Gerade im gesuchten Punkte D. Denn wenn 
wir C gleichzeitig mit Cx bezeichnen, den unendlich fernen 
Punkt von SD dagegen Di und die Strahlen von S nach 
A, B, C, D der Reihe nach a, b, c, d nennen, so ist nach 
23. bzw. 25.

( a b c d )  =  (ABCD) =  A1B1C1D1 = - ^ = - l .

Man konstruiere auch noch den Punkt E, für welchen
( A B C E ) =  +  * .
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§ 9. Das harmonische Doppelverhältnis.
D e f in i t i o n  h a r m o n i s c h e r  E le m en te .

26. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A , B , C 
einer Punktreihe aus, so können wir nach Satz 6 immer 
e in en  und nur e in e n  Punkt D des Trägers finden, für 
welchen ( A B C D ) =  — 1 .  Yier solche Punkte haben 
besonders wichtige geometrische Eigenschaften. Wir 
stellen die D e f in i t io n  auf:

„Yier Punkte A , B , H , D einer Punktreihe heißen 
harmonisch, wenn das Doppelverhältnis 

(ABGD) =  — 1 .“
Es sind die Punkte A und B einerseits, C und D 

anderseits einander zugeordnet und aus 21. folgern 
wir unmittelbar, daß die Punktpaare A , B und C , D sich 
trennen. Man sagt deswegen wohl auch, daß zwei solche 
Punktpaare sich harmonisch trennen.

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen 
a , b , c , d eines Strahlenbüschels oder vier harmonische 
Ebenen ( a ß y  d) eines Ebenenbüschels dadurch definiert, 
daß bezüglich (a b c d) =  — 1 oder (a ß y  ö ) =  — 1 .

Die 6 Werte von Doppel Verhältnissen, welche sich 
nach 24. aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren 
sich bei vier harmonischen Punkten, also für X =  — 1 ,

ersichtlich auf die folgenden 3 Werte: — 1 , 2 ,  .u
Natürlich trennen sich auch hier wieder die beiden 

Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus 
Satz 5 von 23. noch
S a tz  7. „Yier harmonische Elemente eines Grundge

bildes erster Stufe gehen durch die Operationen des 
Schneidens und Projizierens stets wieder in vier 
harmonische Elemente über.“
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K o n s t r u k t i o n  h a r m o n i s c h e r  Eleme nte .

27. Sind drei Punkte A , B , C einer Punktreihe ge
geben, so gibt es, wie wir bereits wissen, bloß e inen  
Punkt. D , der zu C harmonisch liegt bezüglich A und 
B , d. h. so liegt, daß
(1) (ABCD) 1 .
Daraus folgt sofort

AC AD
BC _  BD ’

Die Punkte C und D teilen also die Strecke AB, 
abgesehen vom Vor
zeichen, im gleichen /
Verhältnis. Diese Be- / V ' »
merkung liefert fol
gende Konstruktion:
Wir ziehen (Fig. 14)

/  \ >■/ V/ \ 7**

durch die gegebenen $
Punkte A und B zwei
beliebige, parallele Ge-
rade AA' und BB' rmd Fig u
durch C eine beliebige
Linie, welche diese Parallelen in X und Y' trifft. Schnei
den wir dann (mittels des Zirkels) die Strecke B Y =  Y'B 
ab, so liefert die Verbindungslinie XY im Schnittpunkt 
mit g den gesuchten Punkt D . Mißt nämlich die Strecke 
AX m Längeneinheiten, die Strecke BY und die ihr 
gleiche Y'B n Längeneinheiten, wobei m rmd n positive 
Zahlen, so ist mit Rücksicht auf die Vorzeichen 

AC m , AD , m 
B C " - 7 " na B D - + T -  

also in der Tat die Bedingung (2) und folglich auch (1) erfüllt.
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Nehmen wir in Figur 15 an, die gegebenen Punkte 
hegen so, daß C die Mitte der Strecke AB, dann wird 
offenbar m =  n  und X Y  parallel zu g ,  der Punkt D 
rückt ins Unendliche, also
Satz  8. „Die Mitte C einer Strecke AB und der un

endlich ferne Punkt D des Trägers der Strecke sind 
vier harmonische Punkte.“

Projizieren wir diese 
vier harmonischen Punkte 
aus einem Punkte S, so 
erhalten wir nach Satz 4 
vier harmonische Strahlen 
a , b ,  c , d .  Man be
nutze diese Betrachtungen 
zur Lösung der 

A u fg ab e  5. Gegeben sind drei Strahlen a ,  b , c eines 
Büschels; man konstruiere den vierten harmonischen 
Strahl d zu c bezüglich a und b .

Ein einfacher Satz über harmonische Strahlen ergibt 
sich ferner durch folgende Betrachtung: Is t ABC ein 
Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie dessen 
Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite BC be
ziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach be
kannten planimetrischen Sätzen die Punkte D und E die 
Seite BC im Verhältnis der anliegenden Dreiecksseiten; 
also liegen B, C, D, E harmonisch, es ist (BCDE) =  — 1 
und es sind auch die aus A nach diesen Punkten zielenden 
Strahlen harmonisch, so daß wir erhalten 
Sa tz  9. „Irgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs

linien der von ihnen gebildeten Winkel bilden ein 
harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu
geordneten Strahlen stehen aufeinander senkrecht.“ 

Aufgabe  6. Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes.
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§. 10. Das vollständige Viereck und Vierseit.
G e o m e tr i s c h e  De f in i t i on  von v i e r  h a r m o n i s c h e n

28. Vier harmonische Punkte lassen sich nun nicht 
bloß durch die analytische Beziehung definieren, daß ihr 
Doppelverhältnis den Zahlenwert — 1 besitzt, sondern 
auch durch eine rein geometrische, durch eine Lagen
beziehung, wie wir jetzt zeigen wollen.

Sind vier Punkte E , F , G , H in einer Ebene ganz 
beliebig gegeben (Fig. 16a oder Fig. 16b), so bestimmen

sie zunächst sechs Linien, welche je zwei dieser vier 
Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser sechs Linien 
nennen wir das „vollständige Viereck“ der Punkte E , 
F , G , H . Die sechs Linien heißen die „Seiten“ , die 
Punkte E , F ,. G , H die „Ecken“ des Viereckes. Zu 
jeder Seite des vollständigen Viereckes, z. B. zur Ver
bindungslinie E F  oder 1 können wir eine zweite, in diesem 
Falle die Verbindungslinie GH oder 1' finden derart, daß 
zwei solche Seiten zusammen alle die vier gegebenen 
Ecken des Viereckes enthalten. Wir nennen zwei solche 
Seiten „Gegenseiten“ des vollständigen Viereckes und

P u nk te n .

V SWtr &
Fig. 10a. Fig. 16 b.
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erhalten augenscheinlich drei Paare von Gegenseiten, 
1, 1', m , m', n , n \  Je zwei zusammengehörige Gegen
seiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt, nämlich 
1 und 1' den Punkt L , m und m ' den Punkt M und n 
und n ' den Punkt N . Diese drei Punkte L , M , N heißen 
„Nebenecken“ des Yiereckes.

Der Zusammenhang dieser Figur mit harmonischen 
Punkten wird nun hergestellt durch folgenden

Satz  10. „Haben vier Punkte L , M , C , D einer Geraden 
die Eigenschaft, daß durch L  ein erstes Paar von 
Gegenseiten eines vollständigen Yiereckes, durch H 
ein zweites Paar von Gegenseiten hindurchgeht, während 
durch C und D die Seiten des letzten Paares von 
Gegenseiten laufen (Fig. 16), so liegen die vier Punkte 
L ,  M , C , D h a r m o n is c h .“

Denn ist N die letzte Nebenecke des vollständigen 
Vierecks, also der Schnittpunkt von E G  und F H , so 
hat man

wie sich ergibt, wenn man die links stehenden Punkte 
aus dem Punkte F  auf n'projiziert (Satz 2 S. 37). Projiziert 
man aber die letzten vier Punkte aus H auf L H , so wird

Anderseits zeigt aber die Rechnung, daß allgemein

(1) (LMCD) =  (EGND)

(E G N D )  =  ( M L C D ) ,

(LMCD ) =  ( M L C D ) .

mithin in (3)
(LMC D) 2 =  1 .



Es kann also das Doppelverhältnis der vier Punkte 
L, M, C, D bloß die Werte -j- 1 oder — 1 haben. Der 
Wert -f- 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 25. 
Aufgabe 3 bloß erreicht wird, wenn von den vier 
Punkten des Doppelverhältnisses zwei zusammenfallen. 
Dies ist in unserer Figur jedoch nicht möglich. Es muß 
folglich sein

(LMCD) =- -  1 ,
d. h. die vier Punkte liegen harmonisch.

Es sind dann auch E , G, N, D vier harmonische 
Punkte und .die Strahlen von F oder H aus nach ihnen 
sind ebenfalls harmonisch.

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks, um eine zweite Lösung zu gewinnen für die 
Aufgabe 7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf 

einer Geraden; zu C den vierten harmonischen bezüg
lich A und B zu konstruieren.

Wir ziehen (Fig. 17) 
durch den gegebenen 
Punkt C eine beliebige 
Gerade, wählen auf ihr 
irgend zwei Punkte E 
und F, ziehen die Ver
bindungslinien E A , E B , 
sowie F  A und F B . Ist 
dann G der Schnittpunkt 
von F A  und B E , ferner 
H der Schnittpunkt von 
FB  und A E , so liefert 
GH auf der gegebenen Geraden den vierten harmonischen 
Punkt D. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Be
trachtung des vollständigen Vierecks E F G H .

D o e l i l e m a n n ,  Projektive Geometrie. 4

§ 10. Das vollständige Viereck und Vierseit. 49
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Natürlich kann man die verschiedensten Vierecke 
zur Konstruktion benutzen. In der Figur ist noch ein 
zweites Viereck Ex Fx G1 H, gezeichnet. Es muß dann 
Gr, Hx durch den gleichen Punkt D gehen.

Diese  Konstruktion erfordert bloß das Ziehen von 
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus
führbar, während bei der in  27. gegebenen Lösung auch 
der Zirkel benutzt werden mußte.

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B, 
C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch
geführten Weise zu A und B den vierten harmonischen 
bezüglich C, so muß dieser mit D zusammenfallen.

Zu bemerken ist noch, daß in bezug auf das voll
ständige Viereck die beiden Punktpaare der harmo
nischen Gruppe eine verschiedene Kolle spielen, indem 
nämlich A und B Nebenecken sind, während durch C 
und D die Gegenseiten laufen. Wir wissen aber schon 
aus dem Früheren (20.), daß von den beiden Punktpaaren 
in einem Doppelverhältnis keines vor dem anderen aus
gezeichnet ist. Für die harmonischen Punkte wäre diese 
Gleichberechtigung der beiden Paare auch geometrisch 
durch Konstruktion eines zweiten Viereckes leicht zu 
erweisen.
Aufgabe  8. Die Strahlen a , b , c eines Büschels sind

gegeben; zu c den vierten 
harmonischen bezüglich a 
und b zu konstruieren.

Wir wählen auf c einen 
Punkt N beliebig (Fig. 18), 
ziehen durch ihn irgend zwei 
Gerade E G und H F, bringen 
E F  und HG in L zum Schnitt,Fig. 18.
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dann ist S L der verlangte Strahl d. Die Konstruktion 
erfordert bloß das Ziehen von geraden Linien, ist „linear“,
wie wir sagen.

•

G eo m etr isch e  D e f in it io n  von  v ie r  h a rm o n isch en  
S trah len .

29. Irgend vier Gerade e , f , g , h einer Ebene be
stimmen ein „vollständiges Vierseit“. Es hat 6 Ecken, 
nämlich die sämtlichen Schnittpunkte, welche je zwei 
der vier Geraden lie
fern. Dieselben grup
pieren sich zu 3 Paa
ren von „Gegenecken“
L, L ', M, M' ,  N, N'
(Fig. 19 a oder b) in 
der Art, daß durch ein 
Paar solcher Gegen
ecken z. B. N, N ' alle 
vier Seiten des Vier- 
seits hindurchgehen.

Je zwei Gegenecken 
können wir durch eine 
Gerade verbinden und 
erhalten so drei „Ne
benseiten 1, m, n “ des 
vollständigen Vierseits.

Das vollständige 
Vierseit, das nach dem 
Gesetz der Dualität 
der Ebene (7 a) dem 
vollständigen Viereck 
entspricht, gibt die 
Möglichkeit, vier liar-

Fig. 19 a.

Fig. 19 b.
i*
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monische Strahlen rein geometrisch zu definieren durch 
folgenden

S atz  11. „Haben vier Strahlen 1, m , c , d , die einem 
Strahlenbüschel X angehören, die Eigenschaft, daß 
auf 1 ein erstes Paar L, L ' von Gegenecken eines voll
ständigen Vierseits e, f, g, h , auf m ein zweites Paar 
M, M' von Gegenecken gelegen ist, während die Strahlen 
c und d das dritte Paar N, N ' von Gegenecken enthalten 
(Fig. 19), so liegen die vier Strahlen 1, m, c, d harmonisch.“

Zum Beweise seien D und D ' die Schnittpunkte von 
d mit f und h ; bringen wir nun die Strahlen 1, m , c , d 
mit f zum Schnitt und projizieren die Schnittpunkte aus 
N ', so ergibt sich

(Im cd) =  (LM'ND) =  (e g n d ) .
Schneiden wir die letzteren 4 Strahlen mit h und 
projizieren die Schnittpunkte aus X , so wird

(e g n d )  =  (ML' N D ') =  (m ie d )  =  1
(1 m c d)

Aus beiden Gleichungen folgt wieder 
(Im cd )2 =  1

und daher unter Anwendung der gleichen Schlußweise 
wie oben

(Im  cd) =  — 1.
Als Übung mag das vollständige Yierseit ermittelt 

werden, zu welchem die in Aufgabe 8 konstruierten 
harmonischen Strahlen die soeben beschriebene Lagen
beziehung haben.

Diese rein geometrische Eigenschaft harmonischer 
Punkte bzw. Strahlen benutzt die Geometrie der Lage, 
um die harmonischen Gebilde zu definieren und ihre 
Beziehungen abzuleiten, wie hier nicht weiter erörtert
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werden soll; das D o p p e lv e rh ä ltn is  von vier Elementen 
dagegen in der hier gegebenen Definition muß sie von 
ihren Betrachtungen ausschließen wegen der darin vor
kommenden Strecken oder Winkel. Den Inbegriff von 
irgend vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe 
bezeichnet man in der Geometrie der Lage nach v. Staudt 
als einen „Wurf“.

Um eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben, 
beweisen wir noch folgenden Satz:

Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien a und b 
und einen Punkt S und 
legen wir durch S be
liebige Gerade, welche 
a und b je in A, B,
A', B', usw. schneiden 
(Fig. 20); ziehen wir 
ferner A B ' und A 'B , 
welche einen Punkt D ~  
liefern, A' B" und A"B', 
welche sich in D ' 
schneiden usw., so liegen alle so konstruierten Punkte D 
auf einer Geraden, welche auch den Schnittpunkt F  der 
gegebenen Geraden a und b enthält.

Denn verbinden wir F  mit S und D und nennen diese 
Strahlen s und d , so sind a , b , s , d vier harmonische 
Strahlen, wie sich aus dem Viereck A A' B ' B er
gibt, also (ab s d) =  — 1 . Zu den drei Strahlen a , b , s 
gibt es aber bloß e in en  vierten harmonischen, also 
müssen alle Punkte D auf einem Strahl durch F liegen.

A ufgabe 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade 
a und b , deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet 
werden kann, und ein Punkt D. Man soll diesen Punkt
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D mit dem unzugänglichen Schnittpunkt durch eine 
Gerade verbinden.

Wir benutzen den eben bewiesenen Satz und ziehen 
durch D (vgl. Fig. 20) irgend zwei Gerade A B ' und 
A' B . Dann liefern A B und A' B ' einen Punkt S . Irgend 
eine durch S weiter gezogene Gerade, welche a und b 
in A" und B" trifft, bestimmt einen Punkt D ', der mit 
D verbunden die gesuchte Gerade gibt.

§ 11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden.

30. Sind A , B , C , D vier harmonische Punkte, so 
ist also (ABCD) =  — 1 oder

A C  AD
B C ~  B D ‘

Ist weiter (Fig. 21) M die Mitte der Strecke A B , 
so können wir die letzte Gleichung auch schreiben:

AM +  MC DM +  MA 
BM +  I C ”  BM +  I D '

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Rücksicht 
auf die Gleichung AM =  MB
(1) MC • MD =  MA2 =  MB3.
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Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden Satz 
über harmonische Punkte. Ist umgekehrt Gleichung (1) 
erfüllt, so liegen die Punkte harmonisch.

Legen wir durch die Punkte C und D irgend einen 
Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so ist 
MO • MD die Potenz des Punktes M in bezug auf diesen 
Kreis und gleich dem Quadrat der Tangente. Wird der 
Berührungspunkt der Tangente mit T bezeichnet, so hat 
man demnach
(2) MT3 =  MC • MD .

Aus (1) und (2) folgt
MT =  MA =  BM, 

d. h. T liegt auf dem Kreise über AB als Durchmesser. 
Die Tangenten an die beiden Kreise in T stehen also 
aufeinander senkrecht oder anders ausgedrückt: die beiden 
Kreise schneiden sich rechtwinkelig oder orthogonal. 
Damit ist bewiesen:
S atz  12. „Sind A , B , C , D vier harmonische Punkte, 

so schneidet' je d e r  Kreis durch die beiden zuge
ordneten Punkte C und D den über AB als Durch
messer beschriebenen Kreis orthogonal.“

A ufgabe 10. Sind a , b , c , d vier harmonische Strahlen, 
so daß also (ab cd ) =  — 1, und ist m einer der 
Strahlen, welche den Winkel von a und b halbieren, 
so beweise man die der Gleichung (1) entsprechende 
Relation

tg (m c) • tg(m d) =  tg2 (ma) =  tg2(m b).



DI. Abschnitt.

Die projektive Beziehung der einförmigen  
Grundgebilde.

§ 12. D ie konstruktive Behandlung der projektiven  
Beziehung.

D e fin itio n  p ro je k t iv e r  G ru n d g eb ild e .
81. An Perspektiven Grundgebilden erster Stufe haben 

wir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als charakte
ristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (14.) und die 
daraus sichergebende m e tr is c h e  Eigenschaft der Gleich
heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
Elementen (23.). Denken wir uns nun in zwei Perspektiven 
Grundgebilden erster Stufe, z. B. zwei Punktreihen g und 
gj (Eig. 6), die sämtlichen entsprechenden Punkte wie 
A und Ax , B und Bx usw. in irgend einer "Weise an den 
(etwa als materiell gedachten) Punktreihen markiert. 
Heben wir nun den geometrischen Zusammenhang zwischen 
den Punktreihen g  und gx und dem Strahlenbüschel S 
auf, indem wir g und g, in irgend eine beliebige Lage 
bringen. Während dadurch die perspektiveLagenbeziehung 
zerstört wird, bleibt die m e tr is c h e  Eigenschaft nach wie 
vor erhalten. Wir nennen die Punktreihen dann noch 
„projektiv“ , wofür aucli das Zeichen a  gebraucht 
wird. Allgemein stellen wir auf als
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D e fin itio n : „Zwei Grundgebilde erster Stufe heißen 
projektiv, wenn sie eindeutig, Element für Element, 
dadurch aufeinander bezogen sind, daß je vier Elemente 
des einen Gebildes und die vier entsprechenden des 
anderen das gleiche Doppelverhältnis bilden.“

Um uns solche projektive Grundgebilde zu verschaffen, 
steht uns z u n ä c h s t kein anderes Mittel zu Gebote, als 
daß wir zwei Grundgebilde perspektiv aufeinander be
ziehen und dann gewissermaßen „auseinandernehmen“. 
Es ist aber leicht, auch d i r e k t  eine projektive Beziehung 
zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe zu vermitteln.

K o n s tru k tio n  p ro je k t iv e r  P u n k tre ih e n .

32. Wir führen dies zunächst durch für zwei Punkt
reihen, deren Träger g und gx sich in e in e r  Ebene be
finden mögen. Irgend drei beliebigen Punkten A , B , C 
auf g ordnen wir drei beliebige Punkte Ax , Bx , Cx auf 
g1 zu. Wir verbinden (Kg. 22) A mit Ax und wählen 
auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige Punkte S und 
Sx . Die Linien SB und S ^ ,  mögen sich in B , SC und 
S1C1 in C schneiden. Weiter legen wir durch B und C 
eine Linie p , welche AAX in A treffen möge. Zu einem 
beliebigen Punkte D von g verschaffen wir uns jetzt 
einen entsprechenden auf gt in folgender Weise: SD 
trifft p in D , und SXD schneidet gt in einem Punkte Dx , 
der dem Punkte D zugewiesen wird. Dann ist offenbar 
für jed e  Lage von D nach den Sätzen von 23.

(AB CD) =  (A1B1C1D1) =  (ABCD).
Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert 

I)1 die andere und es sind immer die Büschel S und Sx 
je perspektiv zur Punktreihe A , B , C . . . auf p und also 
auch zueinander perspektiv. Es bilden folglich auch



irgend vier Punkte auf g und die vieP entsprechenden 
auf gx das gleiche Doppelverhältnis. Damit haben wir 
in der Tat projektive Punktreihen konstruiert und 
gleichzeitig gefunden, daß wir drei Paare entsprechender 
Punkte beliebig annehmen können. Dadurch ist die 
projektive Beziehung gerade bestimmt.

58 III. Die projektive Beziehung- d. einförmig. Grundgebilde.

Fig  22.

A ufgabe 11. Man konstruiere die Punkte, welche den 
unendlich fernen Punkten von g und gx bezüglich ent
sprechen. —  Der Schnittpunkt der beiden Träger g 
und gj kann als Punkt von g mit E und als Punkt 
von gx mit Fj bezeichnet werden. Man konstruiere die 
beiden entsprechenden Punkte Ex und F (siehe Fig. 22).

K o n s tru k tio n  p ro je k tiv e r  S tra h le n b ü sc h e l.

83. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die ent
sprechende duale Betrachtung. Wir greifen im Büschel
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Fig. 23.

S drei beliebige Strahlen a, b, c heraus, denen wir im 
Büschel Sx drei beliebige Strahlen a15 bx, Cj zuordnen 
(Fig. 23). Durch den Schnittpunkt von a und a, ziehen 
wir willkürlich zwei Gerade g und gx und bringen g in 
A, B, C zum Schnitt 
mit den Strahlen a, 
b, c, die Gerade gx 
hingegen mit , 
h i, <h. h i A i> B i> Ci- 
Dann liefern die Ver • 
bindungslinien BB1 
und CCi in ihrem 

Schnitte einen 
Punkt P. Zu einem 
beliebigen Strahl d 
des Büschels S fin
den wir nun, wie folgt, den entsprechenden: d trifft g in 
D, DP schneidet gx in Di und S ^  ist der entsprechende 
Strahl dt  im Büschel Sx .

Leicht erkennt man, daß wieder
(ab cd) =  ( ^ b i C ^ ) .

Die Punktreihen auf g und g l , welche durch entsprechende 
Strahlen der Büschel S und St ausgeschnitten werden, 
sind perspektiv.
A ufgabe 12. Man zeichne in den beiden projektiven 

Büscheln dieStrahlen e1undf, welche demVerbindungs
strahl SSi entsprechen, wenn dieser als e und fx ge
nommen wird.

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel pro
jektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den Büschel 
mit einer Geraden in einer Punktreihe und beziehen diese 
auf die gegebene Punktreihe.



Wären ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel in 
projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die Ebene 
des Strahlenbüschels zum Schnitt mit dem Ebenenbüschel 
und beziehen die beiden Strahlenbüschel projektiv auf
einander.

Z u sa tz . Statt durch eine geometrische Konstruktion 
können wir uns die projektive Beziehung auch von 
Anfang an durch eine Doppelverhältnisrelation festge
legt denken. Sind z. B. g und g1 die Träger zweier 
Punktreihen und A, B, C sowie Als B ,, C, beliebig 
auf ihnen ausgewählt, so bildet ein beliebiger Punkt D 
auf g mit A, B, 0  ein Doppelverhältnis von bestimm
tem Wert (ABCD) =  X . Dann gibt es auf gt e in en  
Punkt Dx, für welchen (A1B1C1D1) =  X . Dies ist der 
D entsprechende Punkt D i . Es gilt also die Beziehung

(ABCD) =  ( A ^ ^ D j ) .

Die angeführten Konstruktionen lehren, Elemente zu 
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be
ziehung genügen.

Es drängt sich aber noch die Frage auf: Ist vielleicht 
die soeben direkt begründete projektive Beziehung all
gemeinerer Art als die Beziehung, in der zwei Perspek
tive Grundgebilde stehen, nachdem ihre gegenseitige Lagen
beziehung aufgehoben ist?

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der 
Tat nicht der Fall. Denn wir wollen im folgenden Para
graphen zeigen, daß sich zwei projektive Grundgebilde 
erster Stufe stets in Perspektive Lage bringen (perspektiv 
.¡orientieren“) lassen.

60 H I. Die projektive Beziehung d. einförmig. Grundgebilde.
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§ 13. Die Perspektive Orientierung projektiver 
Grundgebilde erster Stufe.

P ro je k tiv e  P u n k tre ih e n , in  Perspektive L age 
g e b ra c h t.

34. Liegen zwei in der soeben beschriebenen Weise 
projektiv aufeinander bezogene Punktreihen g und gt vor, 
in denen also vier beliebigen Punkten der einen vier Punkte 
der anderen entsprechen vom gleichen Doppelverhältnis, 
so seien E und Ex irgend zwei einander entsprechende 
Punkte. Dann gilt für drei weitere entsprechende Punkt
paare A ,A X, B jB i, CjCj die Relation •
(1) (ABEC) =  (A1B1E10 1) .

Bringen wir nun g und g1 in eine solche gegenseitige 
Lage, daß Et auf E  zu liegen kommt, während die Träger 
g und gt selbst nicht zusammenfallen. Wir verbinden A 
mit A j, B mit Bi und zeichnen den Schnittpunkt S dieser 
Verbindungsstrahlen*). Dann geht auch die Linie CC, 
durch diesen Punkt S. Denn angenommen, die Ver
bindungslinie S Ci treffe g in C ', so ist nach 23. Satz 2
(2) (ABECO =  ( A ^ E ^ ) ,
also mit Rücksicht auf (1)
(3) (ABEC) =  (ABECO •
Dann muß aber notwendig C' mit C zusammenfallen, also 
C ' =  C sein; denn es gibt nach 25. nur e in en  Punkt C, 
der mit A, B und E ein Doppelverhältnis von gegebenem 
Werte (ABEC) bildet. Ganz in der gleichen Weise zeigt

*) Es wird dem Leser geraten, die Figuren nach den 
Angaben des Textes s te t s  selbst zu entwerfen, auch w enn 
sie beigedruckt sind. Es erleichtert das Verständnis ungemein, 
wenn man die Figur, Schritt für Schritt der Entwicklung 
folgend, erst allmählich e n ts te h e n  sieht.



man, daß je d e  Verbindungslinie irgend zweier anderer 
entsprechender Punkte, wie D und D1'*usw., auch immer 
durch den Punkt S gehen muß. Die beiden Punktreihen 
sind also dargestellt als Schnitte des Büschels S, sie sind 
in Perspektive Lage gebracht.

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene 
Arten möglich, da ja nur nötig war, irgend zwei ent
sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im Schnitt
punkt der beiden Träger zur Deckung zu bringen. Der 
Punkt S heißt auch das „Zentrum der Perspektivität“. 
Wir erhalten also den
S atz  13. „Hat man zwei projektive Punktreihen g und 

g1 und liegen im Schnittpunkte der beiden Träger ent
sprechende Punkte der Punktreihen vereinigt, während 
die Träger g und gj selbst nicht zusammenfallen, so 
sind die beiden Punktreihen perspektiv, d. h. alle 
Verbindungslinien entsprechender Punkte von g und 
g: laufen durch einen Punkt, das Zentrum der Per
spektivität.“

P ro je k tiv e  S tra h le n b ü s c h e l ,  in  P e rs p e k tiv e  
L ag e  g e b ra c h t.

35. Um zwei in einer Ebene befindliche projektive 
Strahlenbüschel S und Sx in Perspektive Lage zu bringen, 
greifen wir irgend zwei entsprechende Strahlen e und eL 
heraus und bringen sie zur Deckung, jedoch so, daß S 
und Sx nicht aufeinander zu liegen kommen. Dann zeigt 
die duale Betrachtung, daß die Büschel perspektiv liegen. 
Dies liefert den
S atz  14. „Liegen zwei in einer Ebene befindliche pro

jektive Strahlenbüschel so, daß in der Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der beiden
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Büschel vereinigt sind, während die Mittelpunkte nicht 
zusammenfallen, so sind die Büschel „perspektiv“, d. h. 
a lle  entsprechenden Strahlen schneiden sich auf einer 
Geraden, der »Achse der Perspektivität«.“

Die Aufgabe, eine Punktreihe und einen zu ihr pro
jektiven Strahlenbüschel perspektiv zu legen, verlangt, 
den Büschel so zu orientieren, daß drei Strahlen a, b, c 
durch die ihnen entsprechenden Punkte A, B, C der 
Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf Grund plam- 
metrischer Sätze leicht durchführbar.

Mehr Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlenbüschel 
und einen zu ihm projektiven Ebenenbüschel in Perspek
tive Lage zu bringen. Wir übergehen die Lösung, da sie 
für das Folgende ohne Belang ist.

36. Fügen wir bei, daß die in § 12 durchgeführten 
Betrachtungen noch manche S p e z ia lis ie ru n g e n  zulassen. 
So kann man z. B. bei der Konstruktion der projektiven 
Punktreihen in 32. die auf dem Yerbindungsstrahl A A t 
noch ganz beliebig angenommenen Punkte S und S tauch 
so wählen, daß S nach A t und Sx nach A fällt. Dann hat 
man zur Durchführung der g le ic h e n  Betrachtung wie 
damals die Linienpaare

zu benutzen, deren erstes einen Punkt B, das zweite einen 
Punkt C liefert (Fig. 24), während die Verbindungslinie 
BC der Perspektive Schnitt der Büschel A und At ist, 
den wir mit p0 bezeichnen wollen. Irgend zwei ent
sprechende Punkte D und Dt der projektiven Punktreihen 
sind daraus zu erhalten, daß das Linienpaar

§ 14. Anwendungen.
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einen auf p0 gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Konstruiert 
man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g und gl ent
sprechenden Punkte, so liefert die Figur unmittelbar das 
Ergebnis, daß dies die Punkte E, und F  sind, in denen 
p0 den Trägern g, und g begegnet.

Ist nun die projektive Beziehung von g und g, ge
geben, so sind damit diese Punkte E, und F und also 
auch p0 bestimmt. Ebensogut wie nach A und A, hätten 
wir die Hilfspunkte S, und S aber auch nach B und B, 
oder nach C und C, usw. verlegen können und müssen 
dadurch die gleiche Achse p0 erhalten. Wir haben also 
bewiesen:
S atz  15. „Hat man zwei projektive Punktreihen A, B, 

C, . . .  und At , Bx, C j, . . .  auf zwei festen Trägem g 
und g, und betrachtet alle möglichen Linienpaare wie

A D ,
A,D

*

Fig. 24.
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die Schnittpunkte, welche jedes dieser Linienpaare liefert, 
auf einer Geraden p0, welche aus den Trägern g und gt 
diejenigen Punkte ausschneidet, die den im Schnitt
punkt von g und g1 vereinigten Punkten entsprechen.“ 

A ufgabe 13. Für zwei in einer Ebene befindliche pro
jektive Strahlenbüschel läßt sich ein entsprechender 
Satz aufstellen. Man beweise ihn.

D er S a tz  von  D esa rg u es.
37. Als ein Beispiel für die Brauchbarkeit dieser Be

trachtungen erweisen wir noch folgenden in 8. schon er
wähnten
S atz  16. „Wenn zwei in einer Ebene gelegene Dreiecke 

A j B ^  und A2B2C2 die Eigenschaft haben, daß 1) die 
Verbindungslinien A 1A 2, B1B2, C1C2 durch einen Punkt 
gehen, so weiß man, daß 2) die Schnittpunkte von A1B1 
und A,B2, A-lCj und A,C2, B ^  und B2C2 auf einer 
Geraden liegen, und aus 2) folgt auch umgekehrt 1).“

Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende 
Strahlen a , b , c (Fig. 25) und auf ihnen bezüglich die 
Punktpaare A 1 , A2 , Bx , B2 und , C2 , so ist damit

D o e h l e m a m ,  Projektive Geometrie. 5



die Bedingung 1) für die beiden Dreiecke Aa Bx C, und 
A2 B2 C2 erfüllt. Betrachten wir nun d$n Büschel S , so 
schneidet derselbe die Geraden A, B, und A2 B2 in zwei 
Perspektiven Punktreihen. Diese Perspektiven Punktreihen 
projizieren w ir aus 0 t und C2 beziehungsweise. Dann 
sind diese Büschel und C2 projektiv und, wie man 
leicht erkennt, überdies perspektiv, da der Verbindungs
strahl Cj C2 sich selbst entspricht. Es schneiden sich 
mithin entsprechende Strahlen auf e in e r  Geraden, der 
Achse der Perspektivität; also müssen auf einer Geraden 
S liegen: der Schnittpunkt von Ax C1 und A2 C2 , der 
Schnittpunkt von Bt Ct und B2C2, und der Schnittpunkt 
von Ax Bj und A2 B2 (da auch nach ihm entsprechende 
Strahlen der Büschel Cl und C2 laufen). Damit ist der 
Satz bewiesen. Ganz ähnlich verfährt man bei der Um
kehrung desselben.
Z u sa tz . Liegen die beiden gegebenen Dreiecke in ver

schiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleichlautenden 
Sätze durch einfache stereometrische Betrachtungen.

A n a ly tis c h e r  A nsatz .

38. Die rechnende Geometrie behandelt die pro
jektive Beziehung in folgender Weise: Werden die
Elemente des einen Grundgebildes erster Stufe durch die 
Werte eines Parameters X , z .B . eines Doppelverhflltnisses 
(vgl. 25.), die eines zweiten Grundgebildes durch einen 
Parameter f i  festgelegt und besteht zwischen X und f i  eine 
in bezug auf jede dieser Größen l in e a re  Relation
(1) tx X fi -j- ßX  -f- y  f i  +  <5 =  0 ,
wo oc, ß ,  y , d  beliebige, aber feste Zahlenwerte sind, 
so ordnet diese Gleichung, nach X oder nach /u aufgelöst, 
jedem Wert des einen Parameters e in en  des ändern zu.

66 m .  Die projektive Beziehung d. einförmig' Grundgebilde.
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Es sind also auch die beiden Grundgebilde erster Stufe 
dadurch eindeutig, Element für Element, aufeinander be
zogen. Weiter zeigt man: Sind die beiden Grundgebilde 
eindeutig aufeinander bezogen und zwar durch eine 
solche „bilineare“ Gleichung wie (1), so folgt daraus 
schon, daß vier Elemente des einen Grundgebildes und 
ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelverhältnis 
bilden, d. h. daß die Grundgebilde projektiv sind. Eine 
solche Delation (1) stellt also den analytischen Ausdruck 
der Projektivität dar.

Wir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier 
projektiver Punktreihen g und gt noch genauer verfolgen. 
Auf g wird ein Punkt 0  willkürlich angenommen und 
ein beliebiger Punkt P  von g durch seine Abszisse 
OP =  x  festgelegt, deren Zahlenwert nach der einen Seite 
positiv, nach der entgegengesetzten Seite negativ zu nehmen 
ist. Ebenso werden die Punkte von gt durch Abszissen xt 
dargestellt. Zwischen diesen Parametern möge jetzt die 
Gleichung bestehen:
(2) <x x  xx +  ß  x +  y  xt +  <5 =  0 .
Dann ist vermöge derselben auch

. y X j- |-(5  , ß  x  ö
(3) x =  — , g und x t     —  .

«Xj - f  ß  ( X X  +  y

Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x oder xx das 
entsprechende Xj oder x zu berechnen. Der Ausdruck 
für das Doppelverhältnis von vier Punkten P , P', P", P " ' 
wird aber, wie man sofort erkennt,

t    x   x/,/
«  (p F P "P ,") =  ? ^ : ^ r ^ ?
wenn diese Punkte durch die Abszissen x , x', x", x!"  
gegeben sind. Den vier Punkten P ,  P ', P", V "  ent-

5*
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sprechen vier andere Punkte P p , P i , P", Pi" auf gi mit 
den Abszissen *

ß x  +  d ß x '  +  <5
xi =  —   -—  , xi =  — r  —  usw.

« x  +  y a x ' + y

Dann zeigt eine leichte Rechnung, daß

(PiPiPi'Pf) =  (P F P "F ").

§ 15. Metrische Relationen. Spezielle Fälle.

D ie F lu c h tp u n k t-R e la t io n .

39 Führen wir in  die Beziehung, welche die Gleich
heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
Punkten in zwei projektiven Punktreihen zum Ausdruck
bringt, die uneigentlichen Punkte der beiden Träger g
und gx ein, so erhalten wir eine m e tr is c h e  Relation im 
speziellen Sinn, indem die Doppelverhältnisse in einfache 
Verhältnisse übergehen. Denken wir uns nämlich die 
beiden Punktreihen irgendwie perspektiv gelegt und sind 
(Fig. 6) R und die den unendlich fernen Punkten von 
gj und g entsprechenden Punkte, die wir als „Flucht
punkte“ bezeichnen, so hat man

(ABRQ) =  ( A ^ R ^ )  

und daraus mit Rücksicht auf 25.
A R  Bj Qt
B R  A 1Q 1

oder
AR ■ At Qx =  BR • B1Q1.

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechenden 
Punkten (A, Ax , B , Bx , C , C, . . .  gebildet, flächen
gleich. Den gemeinsamen Flächeninhalt derselben erhält



man auch, wenn man das im Schnittpunkt der Träger 
vereinigte Punktpaar E , Et herausgreift, für welches

E R  • E ^  =  Qt S • RS =  k .
Es ist also

AR ■ At Qt =  BR • BjQi =  . . .  =  k =  konst.

Ä h n lic h e , k o n g ru e n te  P u n k tre ih e n .
40. Aus der allgemeinen projektiven Beziehung zweier 

Punktreihen ergibt sich eine spezielle, wenn wir die 
uneigentlichen oder unendlich fernen Punkte der beiden 
Träger besonders berücksichtigen, was dadurch möglich 
wird, daß wir dieselben in der projektiven Beziehung 
einander entsprechen lassen. Sind Q und diese un
endlich fernen Punkte, so ist also

(ABCQ) =  (Aj Bj Oj QJ,
folglich

AO Aj Cj 
b c  ~

oder auch
AC BC 

Ä ^ - B 1 C1 _ C -
Es muß daher überhaupt das Verhältnis irgend zweier 
entsprechender Strecken unveränderlich =  c sein. Solche 
Punktreihen heißen „ähnlich“.

Ist c =  1 , so sind je zwei entsprechende Strecken 
gleich lang, die projektiven Punktreihen werden als 
„kongruent“ bezeichnet.
A ufgabe 14. Man zeige, daß man ähnliche (unter Um

ständen kongruente) Punktreihen erhält, wenn man 
zwei parallele Gerade mit einem beliebigen Strahlen
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büschel oder zwei beliebige Gerade mit einem Parallel
strahlenbüschel schneidet.

Ebenso heißen zwei projektive Strahlenbüschel kon
gruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen Winkel 
einschließen wie die ihnen entsprenfrenden. Solche 
Strahlenbüschel erhält man z. B., wenn man eine Punkt
reihe aus zwei Punkten S und Sj projiziert, die gleichweit 
entfernt von derselben und auf einer Senkrechten zu ihr 
liegen, oder auch dadurch, daß man zwei zur unendlich 
fernen Geraden Perspektive Büschel betrachtet, in denen 
folglich entsprechende Strahlen immer parallel laufen.
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IV. A b s c h n i t t

Die projektive Beziehung auf dem gleichen  
Träger.

§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion.

B estim m u n g  e in e r  p ro je k tiv e n  B ez ieh u n g  auf 
dem  g le ic h e n  T räg er.

41. Denken wir uns zwei Punktreihen g und g, 
projektiv aufeinander bezogen. Dann können wir auch 
den Träger der einen Punktreihe mit dem der ändern 
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch e in en  
Träger, der gewissermaßen doppelt zu nehmen und 
„projektiv auf sich selbst bezogen“ ist. Die Möglichkeit 
einer solchen Beziehung läßt sich auch d ire k t  leicht 
erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, B, C eines 
Trägers g drei andere Punkte A1; B1( Cx des gleichen 
Trägers zu, so ist dadurch die projektive Beziehung 
auf der Punktreihe g festgelegt. Um sie nämlich kon
struktiv zu verfolgen, projizieren wir A, B, C aus einem 
beliebigen (nicht auf g gelegenen) Punkt S und Ax, B ,, 
Cj aus einem Punkte je durch einen Strahlenbüschel. 
Dann ist die projektive Beziehung dieser beiden Büschel 
bestimmt und entsprechende Strahlen derselben schneiden 
entsprechende Punkte auf g aus. Is t ein Punkt auf dem 
Träger g gegeben, ohne daß hinzugefügt ist, welcher der 
beiden Punktreihen er angehören soll, so kann man ihn



als Punkt der einen oder ändern Punktreilie nehmen und 
demgemäß mit J  oder bezeichnen. Verbindet man ihn 
dann entweder mit S oder mit S15 so ist es möglich, die 
b e id en  entsprechenden Punkte und K zu finden, 
welche im allgemeinen n ic h t  zusammenfallen werden. 
Ganz ebenso können wir auch einen Strahlenbüschel 
oder einen Ebenenbüschel projektiv »auf sich selbst 
beziehen.

D er S inn  p ro je k t iv e r  G ebilde.

42. Ist ein Grundgebilde erster Stufe, z. B. eine 
Punktreihe g, g1, projektiv auf sich bezogen und durch
laufen wir das eine der beiden Systeme in einem gewissen 
Sinne, z. B. im Sinne A B C , wenn dies drei Punkte von 
g , so wird auch für die Elemente des zweiten Systems 
gt dadurch eine gewisse Anordnung festgelegt, indem 
sich, wie leicht zu erkennen ist, auch für dies Gebilde 
ein einziger Sinn ausbildet, derdurchdiedreientsprechenden 
Punkte Ax , , Cx bereits bestimmt ist. In der Tat denken
wir uns die beiden Punktreihen auf getrennten Trägern 
und in Perspektive Lage gebracht, so daß sie als Schnitte 
des gleichen Strahlenbüschels erscheinen, so wird durch 
den Sinn A B C  auch in diesem Büschel ein gewisser 
Sinn festgelegt, und dieser überträgt sich wiederum auf 
die zweite Punktreihe. Derselbe bleibt der gleiche, un
abhängig davon, welche Tripel A, B, C bzw. Ax, Bx, Cx 
man herausgreift.

Die beiden projektiven Gebilde auf dem gleichen 
Träger, Pimktreihen, Strahlenbüschel oder Ebenenbüschel, 
heißen nun „ g le ic h s in n ig “ oder „ g le ic h la u fe n d “,wenn 
der zweite Sinn mit dem ersten übereinstimmt (Fig. 26 a). 
dagegen „ u n g le ic h s in n ig “ oder „ e n tg e g e n g e s e tz t
la u fe n d “, wenn dies nicht der Fall ist (Fig. 26b). Man
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bemerke, daß zwei projektive Gebilde auf dem gleichen 
Träger also stets entweder durchaus im Sinn überein
stimmen oder durchaus entgegengesetzten Sinn haben. 
Dagegen ist es nicht möglich, daß sie etwa in einem 
Gebiete im gleichen, in einem ändern Gebiete im entgegen
gesetzten Sinne laufen.
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43. Bis hierher unterschied sich die projektive 
Beziehung auf dem g le ic h e n  Träger nicht wesentlich 
von der früher auf verschiedenen Trägern betrachteten. 
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende Frage
stellung gewonnen: Enthält ein projektiv auf sich selbst 
bezogener Träger Elemente, die sich mit den ihnen ent
sprechenden decken? Können wir z. B. bei einer projek
tiven Beziehung auf einer Geraden einen Punkt X finden, 
der mit dem entsprechenden Xx zusammenfällt? Wir 
werden einen solchen Punkt einen „Doppelpunkt“ nennen; 
ihnen entsprechen „Doppelstrahlen“ und „Doppelebenen“ 
beim Strahlen- bzw. Ebenenbüschel.

Fig. 26 a. Fig. 26 b.

D ie D o p p e le lem en te .



Bevor wir nun allgemein diese Doppelelemente kon
struieren lernen, wollen wir sehen, wie sich ihre Existenz 
in gewissen Fällen schon aus der geometrischen An
schauung herleiten läßt.

Betrachten wir eine ungleichsinnige Projektivität in 
einem Strahlenbüschel. Ein beweglich gedachter Strahl 
durchläuft den ersten Büschel im Sinne a b c  (Fig. 26b) 
nach irgend einem Gesetze, e&va mit gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung eines Strahles 
des zweiten Büschels sei dadurch bestimmt, daß er sich 
in ax befinden soll, wenn der erste Strahl mit a zusammen
fällt, in bx, wenn dieser b passiert usw., daß also überhaupt 
die beiden beweglichen Strahlen im  g le ic h e n  Z e i t 
m o m en t sich immer in entsprechenden Strahlen der 
projektiven Beziehung befinden. Hat nun der erste Strahl 
von a ausgehend die Lage a1 erreicht und bezeichnen 
wir ihn in dieser Stellung mit d ,  so befindet sich der 
entsprechende Strahl in dx. Wo nun dx auch gelegen 
sein mag, jedenfalls haben die von a bzw. über- 
strichenen Winkelräume aa t und dd x infolge des entgegen
gesetzten Drehungssinnes einen Teil gemeinsam, —  in 
dem in der Figur gezeichneten Falle z. B. den Winkelraum 
d dx — , und in diesem, der von den beiden beweglichen 
Strahlen im entgegengesetzten Sinne überstrichen wird, 
muß es e in m a l Vorkommen, daß die Strahlen übereinander 
wegeilen. Einer solchen Stellung, wo sich für einen 
Moment die beiden Strahlen decken, entspricht aber offen
bar ein Doppelstrahl m , mx der beiden Büschel.

Lassen wir ferner den ersten Strahl von der Lage 
d aus seine Bewegung fortsetzen, bis er mit a zusammen
gefallen ist, so bewegt sich während dieser Zeit der 
zweite Strahl im entgegengesetzten Sinne von dt nach aL 
und es muß sich also auch im Winkelraum a ax ein
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zweiter Doppelstrahl n , % der Büschel befinden, welcher 
vom ersten Doppelstrahl m sowohl durch das Strahlen
paar a , ai  als auch durch das Paar d , dt getrennt wird. 
Die gleiche Betrachtung ist auch für Punktreihen durch
führbar, so daß damit bewiesen:
S atz  17. „In einer u n g le ic h s in n ig e n  projektiven 

Beziehung auf dem gleichen Träger gibt es stets zwei 
Doppelelemente, welche durch jedesPaar entsprechender 
Elemente getrennt werden. Diese zwei Doppelelemente 
können folglich nie zusammenfallen.“

Auf die nicht einfachen Voraussetzungen und Be
trachtungen, welche nötig sind, um diesen Satz zu be
weisen, ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, gehen 
wir nicht ein.

Während in ungleichsinnigen projektiven Gebilden
1. Stufe demnach stets zwei nicht zusammenfallende 
Doppelelemente auftreten, kann man bei gleichsinnigen 
Projektivitäten dies nicht behaupten. In ihnen können 
Doppelelemente auftreten oder auch nicht.

Dagegen ist es immöglich, daß m e h r als zwei 
Doppelelemente vorhanden sind. Denn angenommen, es 
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punktreihe 
drei Doppelpunkte M, N, P, so wäre für ein Paar ent
sprechender Punkte A und A t

(M N PA ) =  (Mt Ni P t At) ,
wobei Mt mit M, N, mit N, Px mit P  zusammenfällt. 
Es ist aber unmöglich, daß zwei verschiedene Punkte A 
und A1 mit drei Punkten das nämliche Doppelverhältnis 
bilden, also fällt auch A mit A, und überhaupt jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusammen und es er
gibt sich:
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S atz  18. „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 
dem gleichen Träger drei Elemente mit den ihnen 
entsprechenden sich decken, so deckt sich überhaupt 
jedes Element mit dem entsprechenden, dl h. man hat 
eine Identität.“

Demnach kann die Zahl der auftretenden Doppel
elemente 0, 1 oder 2 sein. Ihre Bestimmung läßt 
sich zurückführen auf den Fall ^ler Konstruktion der 
Doppelpunkte zweier ineinanderliegender projektiver 
Punktreihen. Denn aus einem projektiv auf sich be
zogenen Strahlenbüschel schneidet eine Gerade seiner 
Ebene zwei projektive Punktreihen aus, nach deren 
Doppelpunkten die Doppelstrahlen des Büschels laufen, 
und ein projektiv auf sich bezogener Ebenenbüschel 
wird von einer beliebigen Ebene in einem projektiv auf 
sich bezogenen Strahlenbüschel geschnitten, durch dessen 
Doppelstrahlen auch die Doppelebenen des Ebenenbüschels 
gehen. Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier pro
jektiver Punktreihen bedienen wir uns eines Kreises, der 
ein für allemal gezeichnet vorliegen kann, müssen aber 

zu dem Zweck noch vorher eine 
Eigenschaft des Kreises kennen 
lernen.

H ilf s s a tz  ü b e r  den  K re is .
44. Sind P  und P t zwei be

liebige Punkte auf einem Kreis 
(Fig. 27) und projizieren wir aus 
ihnen die übrigen Punkte des 
Kreises, also den Punkt A durch 
die Strahlen a und a1, den 
Punkt B durch die Strahlen b 

Fig.27. nnd bx usw., so erhalten wir
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die Büschel P  und P t , und diese sind projektiv, d. h. 
es gilt der
S atz  19. „Aus irgend zwei beliebigen Punkten eures 

Kreises werden die übrigen Punkte desselben durch pro
jektive Büschel projiziert.“

In  der Tat ist ja
<£ (a b) =  <  (a, bt)

oder
«£ (ad) =  180° — <£ (ax dt) .

In beiden Fällen wird
sin (ab) =  sin (a, b,) 
sin (a d) =  sin (ax d j) .

Es ist folglich auch
(a b c d) =  (a1 bx q  dx) , 

wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P  und 
P, Punkte der Kreisperipherie projizieren; also sind die 
Büschel P  und P t  projektiv; ihre b e so n d e re  Eigentüm
lichkeit besteht darin, daß sie kongruent (vgl. 40.) und 
gleichsinnig sind.

D ie S te in e rs c h e  K o n s tru k tio n  d er 
D o p p e le lem en te .

45. Es liege jetzt ein Kreis gezeichnet vor und in 
seiner Ebene befinde sich der Träger g , auf dem eine 
projektive Beziehung durch die Punktpaare A , A, , B , 
Bd  C, Ci gegeben ist (Fig. 28). Um nun über das 
Vorhandensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf
schluß zu gewinnen, wählen wir zunächst auf dem Kreise 
beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien SA , SB , 
SC, S A i, SBi ;  SC1; welche den Kreis zum zweitenmal 
in A , B , C , A j , B , , schneiden mögen. Wir haben



dann die beiden gegebenen Punktreihen „auf den Kreis 
projiziert“.
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Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs 
Strahlen der Reihe nach mit a , b , c , a*, bt , q , so 
liegen in S projektive Büschel vereinigt, also
(1) Büschel (a , b , c . . . )  Ä  Büschel (% , bA, q  . . . ) .

Projizieren wir nun die Punkte A , B , C usw. aus 
A j, sowie die Punkte Ax , Bt , Cx usw. aus A je durch 
einen Strahlenbüschel, so ergeben sich nach dem soeben 
bewiesenen Hilfssatz folgende Projektivitäten:
(2) Büschel A(At , B ,, Cx . . . )  Ä Büschel S (aj, bx, C j. . .),
(3) Büschel AX(A, B, C . . . )  Ä BüschelS(a, b, c . .  .)*).

*) Die Bezeichnung ist leicht verständlich: Büschel 
A (A ,, B ,, C,, . . . )  bedeutet den Strahlenbüschel mit dem 
Mittelpunkt A, dessen Strahlen nach A ,, B ,. 0 ,,  . . .  laufen.



Da aber nach (1) auch die Büschel rechts projektiv 
sind, so folgt
(4) Büschel A (A ,, B1? C , .. .)  Ä Büschel A,(A, B, C . . . ) .

Diese Büschel sind aber nicht bloß projektiv, sondern 
auch perspektiv nach Satz 14 , da in der Verbindungs
linie AA, der Büschelmittelpunkte entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel sich decken; folglich liegen die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer Ge
raden p .

Schneiden sich mithin AB, imd A,B in ©, ferner 
AG, und A,C in $ ,  so ist die Verbindungslinie iß® die 
Achse p der Perspektivität.

Ist also © ein beliebiger Punkt auf p ,  so liefern 
A@ und A, © die zweiten Schnittpunkte D, und D mit 
dem Kreise, und D und D, geben aus S auf g projiziert 
zwei entsprechende Punkte D und D, der projektiven 
Punktreihen.

Nun möge die Achse p den Kreis in M und N 
schneiden. Führt man dann für diese Punkte von p die 
gleiche Betrachtung durch wie gerade für den beliebigen 
Punkt @, so ergibt sich aus der Figur, daß M und N 
aus S auf g projiziert die Doppelpunkte M und N der 
projektiven Punktreihen liefern.

In den Linien SM und SN haben wir ferner die 
D o p p e ls tra h le n  der in S vereinigten projektiven 
Strahlenbüschel (a , b , c) und (a , , b , , c,) ermittelt. 
Wenn also die Achse p den Hilfskreis schneidet, so treten 
reelle Doppelelemente in den beiden projektiven Gebilden 
auf (hyperbolische Projektivität). Trifft die Linie p da
gegen den Kreis nicht, so gibt es keine (reellen) Doppel
elemente (elliptische Projektivität). Berührt endlich die 
Linie p den Kreis, so haben wir den Übergangsfall der
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„parabolischen“ Projektivität, bei der die beiden Doppel
elemente sich in ein einziges vereinigt haben. Die letztge
nannte projektive Beziehung ist notwendig eine g le ic h 
s in n ig e , da bei einer ungleichsinnigen Projektivität die 
beiden Doppelelemente sich nach Satz 17 n ic h t  ver
einigen können.
Z usatz . Statt der Punkte A und A, hätte man eben

sogut auch B und B, oder C und 0 , usw. als Mittel
punkte der Perspektiven Büschel wählen können. Die 
Punkte M und N , also auch die Gerade p müssen 
sich dadurch ebenso ergeben. Es muß demnach auch 
der Schnittpunkt 91 von B 0 , und B1C , der Schnitt
punkt von B D, und B ,D  usw. auf p hegen. Die 
Achse p enthält mithin alle Schnittpunkte wie

A B ,)
A iB j

A C ,) 
A,C J[SB

A D, 
A, D

B 0,1 
B ,C j► 91 B D,] 

B ,D j[8
0 D, 
G,D

usw.
Diese Konstruktion der Doppelelemente ersann der 

deutsche Geometer Jacob Steiner. [Die geometrischen 
Konstruktionen ausgeführt mittels der geraden Linie und 
eines festen Kreises. Berlin 1833.]

E in  w e i te r e r  S a tz  ü b e r  d ie  D o p p e le lem en te .

46. Sind M , N die Doppelpunkte, A , A , , B , B, 
zwei Paare entsprechender Punkte zweier projektiver 
Punktreihen, so hat man

(MNAB) =  (M ,N ,A ,B ,).
Führt man die Ausdrücke für die Doppelverhältnisse 

ein, so ergibt eine leichte Umformung die andere Relation 
(MNAAj) =  (M N Bß,).



Der W ert dieses Doppelverhältnisses muß also für 
alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, etwa 
— k  — konst. Damit ist für reelle Doppelelemente be
wiesen der allgemein gültige
S atz  20. „Je zwei entsprechende Elemente einer pro

jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger bilden 
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes Doppel
verhältnis.“

Wird also beispielsweise e in  Paar entsprechender 
Elemente einer projektiven Beziehung durch die beiden 
Doppelelemente getrennt oder nicht getrennt, so hat 
je d e s  Paar entsprechender Elemente die gleiche Eigen
schaft.

B es tim m u n g  d e r  D o p p e le le m e n te  d u rc h  d ie  
R echnung .

47. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung die 
Doppelelemente liefert. Wird eine und dieselbe Gerade 
als X- und Xx-Achse genommen, so ist eine projektive 
Beziehung auf derselben nach 38. gegeben durch eine 
Gleichung

« i x ,  + ^ x - ) - j ' x 1 - |- d  =  0 .
Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, daß für ihn 

x =  x1 , vorausgesetzt, daß wir die x  und xt vom 
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung 
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation x =  xx , 
so kommt die quadratische Gleichung

a x 2 +  (ß  +  y )x  +  d =  0 , 
deren beide Wurzeln die Abszissen der Doppelpunkte 
liefern. Sind die Winzeln der Gleichung imaginär, so 
gibt es keine Doppelpunkte; wir sagen: die Doppelpunkte 
sind imaginär.

D o e h le m a n n ,  Projektive Geometrie. 6
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Alle Aufgaben, deren Lösung schließlich auf eine 
Gleichung 2. Grades führt, bezeichnen wir als Aufgaben 
2. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden diese 
immer durch die soeben bewiesene Steinersche Konstruk
tion, bei der ein Kreis und außerdem das Lineal zu be
nutzen ist. Führt eine Aufgabe analytisch zu einer line
aren Gleichung, also zu ei^er Gleichung 1. Grades, so 
wird sie als Aufgabe 1. Grades bezeichnet. Konstruktiv 
muß sie sich dann behandeln lassen le d ig lic h  unter Be
nutzung des Lineals. Bei einer solchen linearen Aufgabe 
kommen also b loß die Operationen vor: den Schnittpunkt 
zweier Geraden zu zeichnen und durch zwei Punkte eine 
Gerade zu legen. Bei der SlSinersehen Konstruktion da
gegen hatte man die Schnittpunkte einer Geraden (p) mit 
einem Kreis zu zeichnen.

A u fg ab e  15. Eine Gerade g soll projektiv so auf sich 
bezogen werden, daß den zwei gegebenen Punkten A 
und B zwei andere At und Bj entsprechen, und daß 
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppelpunkte 
der projektiven Beziehung wird.

1. L ö su n g . Bezeichnet man M auch noch als , so 
hat man drei Paare entsprechender Punkte und kann 
unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 45. den noch 
fehlenden Doppelpunkt finden. Man führe die Kon
struktion wirklich durch.

2. L ö sung . Is t von den beiden Doppelelementen eines 
gegeben, so hängt die Aufgabe, das fehlende zu be
stimmen, nur noch von einer linearen Gleichung ab; 
sie ist also eine Aufgabe 1. Grades nnd muß sich 
folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, lediglich 
mit dem Lineal lösen lassen. In  der Tat ziehen wir 
durch M irgend eine Gerade und wählen auf ihr die
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Punkte S und willkürlich. Aus S projizieren wir 
die Punkte A, B, M, aus S, die Punkte A1; Bx, Mr  
Dann sind diese beiden Büschel projektiv, sofern ent
sprechende Strahlen derselben je entsprechende Pmikte 
der Punktreihen projizieren; die Büschel sind aber über
dies wieder perspektiv, weil im Yerbindungsstrahl SS1 
entsprechende Strahlen vereinigt liegen. Sie liefern 
eine Perspektivitätsachse p, die bestimmt ist durch die 
Punkte A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt 
von SA und S1A1, während in B sich SB und S1B1 be
gegnen. Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber 
der zweite Doppelpunkt N der projektiven Beziehung.

Man beweise ferner: Geht p auch durch M, so er
halten wir eine parabolische Projektivität; sie ist schon 
bestimmt, wenn wir uns das eine Paar A, Ax geben und 
den Punkt M, in welchem sieh die 2 Doppelelemente 
vereinigt haben sollen.

Ist M wieder einfacher Doppelpunkt, aber im Unend
lichen gelegen, so erhalten wir ä h n lic h e  Punktreihen 
(40.), da die unendlich fernen Punkte der beiden Träger 
sich dann entsprechen; dieselben haben im Endlichen 
noch einen Doppelpunkt. •

Wählen wir kongruente Punktreihen (40.), also 
AB =  +  A1B1, so erhalten wir für das untere Yorzeichen 
eine u n g le ic h s in n ig e  Projektivität mit noch einem im 
Endlichen gelegenen Doppelpunkt. Für das obere Yor
zeichen sind die kongruenten Punktreihen g le ic h s in n ig . 
Dann rückt auch der zweite Doppelpunkt ins Unendliche, 
so daß also diese Beziehung als eine parabolische Pro
jektivität mit unendlich fernem Doppelpunkt anzusehen 
ist, eine Eigenschaft, die auch umgekehrt genügt, um 
kongruente gleichsinnige Puhktreilien zu definieren.

6*
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A ufgabe 16. Man beweise, daß zwei kongruente Strahlen- 
büschel in vereinigter Lage imaginäre Doppelstrahlen 
haben, wenn sie g le ic h s in n ig  sind, dagegen immer 
zwei reelle und aufeinander senkrecht stehende Doppel
strahlen , wenn sie nach e n tg e g e n g e s e tz e n  Dichtungen 
laufen.

L ösung . Benutzen w ir den Steinerschen Kreis, so wird 
die Gerade p im ersten Falle die unendlich ferne Ge
rade, welche den Kreis nicht trifft. Im zweiten Falle 
erkennt man unmittelbar, daß die Doppelstrahlen die 
Linien sein müssen, welche die von entsprechenden 
Strahlen wie a und a1, b und h, usf. gebildeten Winkel 
halbieren. *

A ufgabe  17. Yon einer projektiven Beziehung auf einer 
Geraden sind gegeben ein Paar entsprechender Punkte 
A , Ax, sowie die beiden Doppelpunkte M und N. Weitere 
entsprechende Punkte zu konstruieren.

A u fg ab e  18. In  einem Strahlenbüschel sind gegeben 
die Strahlenpaare a, ax, b, b, und der Strahl m. 
Man beziehe den Büschel projektiv so auf sich, daß 
m ein Doppelstrahl und a, a, und b , bx zwei Paare 
entsprechender Strahlen.

L ösung . Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade 
g und gt und bringe sie bezüglich zum Schnitt mit den 
Büscheln.

A ufgabe  19. Yon einer projektiven Beziehung eines 
Strahlenbüschels sind gegeben ein Paar entsprechender 
Strahlen a, a1; sowie die beiden Doppelstrahlen m 
und n. Weitere entsprechende Strahlen zu konstruieren.

A ufgabe 20. Gegeben sind drei Gerade gl5 g2, g3, 
und drei Punkte P 1} P2, P 3; man zeichne ein Dreieck 
Ax, Ag, A8, dessen Ecken in dieser Eeihenfolge be
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züglich auf den drei Geraden liegen und dessen Seiten 
A1A2, A2As , A3 Al bzw. durch die Punkte P l t  P2, P3 
hindurchgehen.

Lösung. Wählen wir auf gt  einen Punkt A1 ganz be
liebig, ziehen wir die Verbindungslinie A1P 1, welche 
g2 in A2 treffen möge. Die Verbindungslinie A2P 2 
schneide g3 in A3 und die Verbindungslinie A3P3 end- 
hch liefere auf gt einen Schnittpunkt A{. Lassen wir 
Ax die Punktreihe gx durchlaufen, so beschreibt der 
Punkt Ai eine dazu projektive Punktreihe. Wir be
stimmen diese projektive Beziehung, indem wir zu drei 
Lagen des einen Punktes die entsprechenden des ändern 
zeichnen. Sind dann die Doppelpunkte dieser projek
tiven Punktreihe reell vorhanden, so liefert jeder der
selben ein Dreieck von der verlangten Eigenschaft. 
Verallgemeinerung für n-Ecke!

§ 17. Die involutorische Beziehung.
H e r le itu n g  d e r  in v o lu to r is c k e n  B eziehung .
48. Betrachten wir noch einen speziellen, aber be

sonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf dem 
gleichen Träger. Eine Punktreihe sei projektiv auf sich 
bezogen und einem beliebigen Punkte A entspreche ein 
Punkt A ,. Bezeichnen wir den gleichen Pimkt A mit B1; 
indem wir ihn als einen Punkt des zweiten Systems auf
fassen, so wird ihm ein Punkt B zngewiesen sein, der 
von A1 verschieden ist. Es fragt sich nun: Kann B mit 
At zusammenfallen und kann dies noch für weitere Punkte 
einer projektiven Beziehung eintreten? Darauf gibt Ant
wort folgender
Satz  21. „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 

einer Punktreihe e in m al die beiden einem Punkte
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entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen sie 
für je d e n  Punkt zusammen.“

Wählen wir, um dies nachzuweisen, A und A, sowde 
C und Ct ganz beliebig (Fig. 29), B, ferner falle mit A

a * 31 3>
f — 3.--------& — A.— v r *

Fig. 29.

und B mit A, zusammen, dann ist durch die drei Paare 
A,B, C, A ,, B1,0 1 sicher eine projektive Beziehung be
stimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt C mit Du  so
entspricht ihm ein Punkt D derart, daß 

(ABCD) =  (A1B1C1D1)
=  (BAC,C) 

oder nach 24. =  (A BCC,).
Daraus folgt aber dann, daß D mit zusammenfällt. 

Ganz in der gleichen Weise zeigt man, daß einem be
liebigen Punkte E , Fj e in  Punkt E1; F entspricht. Es 
ist also nicht nötig, die beiden Punktreihen in der Be
zeichnung zu unterscheiden, jed em  Punkte des Trägers 
ist e in  bestimmter Punkt zugewiesen. Es zerfällt der 
ganze Träger in Punktpaare und wir wollen die Punkte 
eines Paares als entsprechende oder zugeordnete Punkte 
bezeichnen. Die analogen Betrachtungen gelten für den 
Strahlen- und Ebenenbüschel. Wir nennen eine solche 
projektive Beziehung, in der jedem Element ein anderes 
doppelt entsprich!;, eine „involutorische“ oder auch eine 
„Involution“ von Punkten bzw. Strahlen oder Ebenen. 
Bezeichnen wir in Fig. 29 den Punkt A B, mit A, den 
Punkt Aa B mit A', C und Cx mit B und 11', so zeigt 
die eben durchgeführte Betrachtung, daß die Involution 
auf der Geraden durch die beiden Paare von zugeordneten
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Punkten A, A' und B ,B ' gerade bestimmt ist oder all
gemein
S atz  22. „Eine Involution ist durch zwei Paare von 

zugeordneten Elementen bestimmt.“
Drei Paare zugeordneter Elemente einer Involution 

sind demnach nicht voneinander unabhängig; es muß also 
z. B. für eine Punktinvolution zwischen den Strecken, 
welche drei beliebige Punktpaare A, A', B, B ', C, C' 
bestimmen, ein Zusammenhang bestehen. In  der Tat 
ist ja

(A B A ' C') — (A 'B 'A C )
und daraus folgt

A B ' • B C ' • CA ' =  — A 'B  • B 'C  • C 'A
oder auch

A B ' B C  CA'
A'B ‘ B'C ’ C'A

Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt, so kann man 
aus ihr auf die Gleichheit der obigen Doppelverhältnisse 
schließen, und die drei Punktpaare gehören e in e r  In
volution an.

D ie D o p p e le lem en te  e in e r  In v o lu tio n .

49. Die Doppelelemente der projektiven Beziehung 
finden wir natürlich auch wieder bei der Involution. 
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor, 
die einander unendlich nahe gerückt sind. Sind die 
Doppclelemente vorhanden, so heißt die Involution 
eine „hyperbolische“ , bei nicht vorhandenen Doppel
elementen dagegen eine „elliptische“ und endlich eine 
„parabolische“ , wenn die Doppelelemente sich in ein 
Element vereinigt haben.



Sind M, N die Doppelpunkte einer Punktinvolution, 
während A, A', B, B ' usw. Paare von zugeordneten 
Punkten, so folgt aus Satz 20 (S. 81), der hier ja auch gilt, 

(M NA A') =  (MN A'A) =  konst. =  k.
Es ist aber nach 24., Gleichung (3)

( m n a ' a > =  (m e W
also

(M NA A ')2 =  1 .
Als Wert des Doppel Verhältnisses (M N A A ') ergibt 

sich daraus — 1, da der W ert -f-1 nicht zulässig (2 5. Aufg. 3.); 
es ist also k =  — 1 und A un4 A' liegen harmonisch 
zu M und N, ebenso B und B ' usw. Allgemein kann 
man beweisen
S atz  23. „Eine Involution besteht aus all den Paaren 

von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, (die 
reell oder imaginär sein können), harmonisch trennen.“

Gibt man sich also z. B. irgend zwei Gerade m und n, 
die sich in S schneiden, so kann man zu jedem be
liebigen Strahle a des Büschels S einen Strahl a ' kon
struieren, derart, daß a und a' das Strahlenpaar m, n har
monisch trennen. Alle diese Strahlenpaare a , a ' bilden 
eine Strahleninvolution.

Irgend eine nicht durch S gehende Gerade wird von 
derselben in einer Punktinvolution geschnitten, wie über
haupt aus involutorischen Gebilden durch Projizieren und 
Schneiden wiederum solche Gebilde hervorgehen.

Läßt man m und n oder allgemein die Doppelelemente 
einer Involution zusammenfallen, so muß von den beiden 
Elementen eines jeden Paares der Involution e in e s  sich 
stets mit diesem Doppelelement vereinigen. In einer 
solchen parabolischen (uneigentlichen) Involution ent
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spricht daher dem Doppelelement je d e s  Element des 
Trägers. Man beachte diesen Unterschied im Yergleich 
zur parabolischen Projektivität.

§ 18. Die Punktinvolution.

D ie v e rsc h ie d e n e n  T ypen .
50. Hat man eine Punktinvolution auf einer Geraden, 

so kann man auch zum unendlich feinen Punkt 0 ' ihres 
Trägers sich den entsprechenden Punkt 0  verschaffen. 
Dieser Punkt 0  heißt der Mittelpunkt der Involution. 
Weitere Paare entsprechender Punkte seien A, A', B, B ' 
usw. Dann gilt die Relation

(AB 0  0 ')  =  (A 'B 'O 'O ),
da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller Fall 
der projektiven. Rechnet man die Ausdrücke aus und 
beachtet, daß 0 '  im Unendlichen liegt, so ergibt sich 

AO • A 'O =  BO • B 'O .
Demnach muß dies Produkt, gebildet für irgend zwei 

entsprechende Punkte, immer den gleichen Wert haben. 
Bezeiclmen wir denselben mit c , so sind folgende Fälle 
möglich:

1) c p o s it iv , also etwa c =  d2. Dann müssen die 
Strecken AO und A 'O , BO und B 'O  usw. stets gleich
gerichtet sein, da ihr Produkt positiv*). Es liegen also 
entsprechende Punkte A, A' usw.immer auf d e rg le ic h e n  
Seite von 0 , beide rechts oder beide links vom Mittelpunkt 
0  (Fig. 30 a). In der Entfernung d vom Mittelpunkt 
finden wir rechts und links die Doppelpunkte dieser 
hyperbolischen Involution.

*) Wir wählen auf dem Träger der Involution eine 
Richtung als die positive.
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2) c n e g a tiv , so daß c =  — d2. Dann müssen 
entsprechende Punkte wie A, A' usw. stets auf ver
schiedenen Seiten von 0  liegen y der eine rechts, der 
andere links vom Mittelpunkt (&g. 30 b). Die Involution 
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch.

3) c =  0 liefert den Übergangsfall. Soll das Produkt 
A 0  • A' 0  stets Null sein, so muß von den zwei Punkten 
A, A' usw. immer einer nach 0  fallen. Jedem Punkte 
des Trägers entspricht also der Mittelpunkt 0  und in 
diesen rücken gleichzeitig die beiden Doppelpunkte. Dies 
ist eine parabolische Involution.
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Aus 1) und 2) ergibt sich noch die Eegel: Wenn die 
beiden Punktpaare A, A' und B, B' sich trennen, so existieren 
keine Doppelpunkte (Fig. 30 b); wenn aber eine der 
Strecken A A' und B B ' ganz innerhalb oder ganz außerhalb 
der ändern liegt, so sind reelle Doppelpunkte vorhanden 
(Fig. 30 a).

G eo m e trisch e  E rz e u g u n g  e in e r  P u n k tin v o lu tio n .
51. Sind zwei Punktpaare A,A ', B, B ' einer Punkt

involution gegeben (Fig. 30 a oder 30 b), so legen wir 
durch einen beliebigen Punkt P  und durch A und A', 
sowie durch P, B und B ' je einen Kreis. Diese beiden 
Kreise schneiden sich zum zweitenmal in einem Punkte 
Q. Die Verbindungslinie P Q  trifft den Träger der In
volution in einem Punkte 0 . Alle Kreise, die durch P 
und Q gehen, bilden einen „Kreisbüschel“. Schneidet 
irgend einer dieser Kreise den Träger in den Punkten C 
und C', so ergibt sich nach plauimetrischen Sätzen 

O P . O Q  =  O A - O A / =  O B - O B '  =  O C - O C ' .
Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreisbüschel 

den Träger g schneidet, die gegebene Punktinvolution. 
O ist der Mittelpunkt derselben. Trennen sich die Punkt
paare A ,A ', B ,B ' n ic h t  wie in Figur 30a, so gibt es 
in dem Büschel auch zwei Kreise, welche den Träger 
berühren. Die Berührungspunkte sind die Doppelpunkte 
M, N der Involution. In der Figur 30 b, wo die Punkt
paare A ,A ' ,  B ,B ' sich trennen, existieren keine Doppel
punkte. Umgekehrt wird jeder Kreisbüschel von irgend 
einer Geraden seiner Ebene in einer Punktinvolution ge
schnitten, die jedem der drei genannten Typen angehören 
kann. Legt man die Gerade durch P  oder Q, so erhält 
man auf ihr als Schnitt mit dem Kreisbüsche] eine para
bolische Involution.



§ 19. Die Strahleninvolution.

D as re c h tw in k e lig e  S t ra h le n p a a r  e in e r  
S tra h le n in v o lu tio n .

52. War für die metrische Behandlung der Punkt
involution der Mittelpunkt derselben von Bedeutung, so 
können wir bei einer Strahleninvolution immer ein 
Strahlenpaar finden, dessen beide Elemente aufeinander 
senkrecht stehen.

92 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger.

F ig . 31 a.

In der Tat ist im Punkte S eine Involution gegeben 
durch die Strahlenpaare a , a ' und b , b' , so schneiden 
wir mit einer beliebigen Geraden g diese Strahleninvolution 
in einer Punktinvolution A , A', B , B' (Pig. 31a und 31b). 
Durch die Punkte S , A , A' sowie durch S , B , B' 
zeichnen w ir bzw. Kreise, die sich zum zweitenmal in 
P  begegnen. Dann können wir die Punktinvolution auf 
g auch vermittels des Kreisbüschels durch S und P  er
zeugen. In  diesem findet sich aber stets auch ein Kreis, 
der seinen Mittelpunkt auf g hat. Begegnet dieser der 
Geraden g in X und X', so werden diese beiden Punkte
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aus S durch ein Strahlenpaar x , x ' der Strahleninvolution 
projiziert, das einen rechten Winkel einschließt.

In Figur 31a sind die Doppelpunkte M und N der 
Punktinvolution auf g konstruiert, indem nach 51. vom 
Schnittpunkt 0  aus an einen der Kreise des Büschels 
die Tangente gezeichnet -wurde. Nach ihnen laufen die 
Doppelstrahlen m und n der Strahleninvolution; die 
Stralden x , x ' halbieren nach Aufgabe 6 die Winkel von

m und n .  Es gilt ferner auch (vgl. Aufgabe 10) die 
Relation
tg(xa)-tg(xaO =  tg(xb) • tg (x b ') .. .  =■ tg2(xm) =  tg2(xn)

=  konst.

D ie R e c h tw in k e lin v o lu tio n .

53. Errichtet man zu den Strahlen a , b , c eines 
Büschels in dessen Mittelpunkte S die Senkrechten a', 
b', c' . . (Fig. 32), so sind die Büschel a , b , c . . .
und a', V , c' . . . projektiv. Sie stehen aber weiter in 
involutorischer Beziehung. Denn dem Strahle a ',  ge
nommen als Strahl d , entspricht wieder a als Element d'.



Diese Paare rechter Winkel bilden eine Strahleninvolution, 
die man als recht winkelige Strahleninvolution, als „zir
kulare“ oder kurz als „Eechtwinkelinvolution“ bezeichnet. 
Selbstverständlich hat sie keine reellen Doppelstrahlen.

Zwei Paare rechtwinkeliger Strahlen a , a ' und b , b' 
bestimmen jedenfalls eine Involution. Schneiden wir 
sie durch eine Gerade g in der Punktinvolution A, A', B, B' 
(Fig. 32) und legen abermals durch S , A , A' sowie
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F ig . 32.

durch S, B, B' je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt P 
dieser Kreise liegt dann symmetrisch zu S in bezug 
auf g , und a lle  Kreise des dadurch bestimmten Kreis
büschels haben ihre Mittelpunkte auf dieser Geraden. 
Folglich wird irg e n d  ein Strahl c der Involution auf dem 
ihm zugeordneten c' senkrecht stehen. Es folgt daher 
S a tz  24. „Eine Strahleninvolution besitzt stets ein  

Strahlenpaar, dessen Strahlen aufeinander senkrecht 
stehen. Treten aber in einer Involution zw ei Paare 
zueinander rechtwinkeliger Strahlen auf, so steht je d e r  
Strahl auf dem ihm entsprechenden senkrecht, die In
volution ist eine Eechtwinkelinvolution.“



§ 20. Die Involutionen beim volls tänd igen  V iereck 
und V ierse it. T ransversa len  beim Dreieck.

S c h n it t  e in e r  G erad en  m it e inem  v o lls tä n d ig e n  
V ie reck .

54. Ist ein vollständiges Viereck E , F, G , H gegeben 
und irgend eine Gerade g , so schneidet dieselbe die drei 
Gegenseitenpaare 1, F. m, 
m', n , n ' des Vierecks in 
drei Punktpaaren L , L',
I ,  M', N , E ' (Fig. 33), 
von denen wir zeigen 
wollen, daß sie einer In
volution angehören.

Bezeichnen wir den 
Schnittpunkt von EG und 
FH mit X und projizieren 
die Punkte E , X , G , E ' 
zuerst aus F , dann aus H 
auf g, so ergibt sich

(EXGNO =  (L E IT E 7) =  (M E L 'E '),
folglich

(LNM'N') =  (MEL'NO =  (L 'E 'M N ).

Mithin gibt es eine projektive Beziehung, in der den 
Punkten L , E , M', E ' der Reihe nach die Punkte L', E', 
M, E  zugeordnet sind, und diese muß eine in v o lu to r is c h e  
sein, da sich die Punkte E  und E ' in doppelter Weise 
entsprechen (Satz 20 S. 81). Damit ist bewiesen der von 
D esa rg u es  (1639) herrührende
S atz  25. „Die drei Paare von Gegenseiten eines voll

ständigen Vierecks werden von irgend einer Geraden 
in drei Punktpaaren einer Involution geschnitten.“
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Wählen wir die schneidende Gerade speziell so, daß 
sie durch zwei Nebenecken des vollständigen Vierecks 
hindurchgeht, z. B. durch L und M (28. Fig. 16), so ver
einigen sich in L und M je zwei entsprechende Punkte 
der Involution; also werden dies die Doppelpunkte der 
ausgeschnittenen Involution und das letzte Paar von 
Gegenseiten liefert ein Punktpaar, das zu M und N har
monisch liegt (49. Satz 23); damit sind wir auf die Figur 
zurückgekommen, aus welcher wir fr üher die geometrische 
Definition harmonischer Punkte ableiteten.
A u fg ab e  21. Eine Punktinvolution auf einer Geraden 

ist durch die Punktpaare L ,  L', M, M' gegeben; man 
konstruiere zu einem beliebig angenommenen Punkte 
N den entsprechenden N'.

L ösung . Unter Bezugnahme auf Satz 25 verschaffen 
wir uns ein zweckmäßig gelegenes vollständiges Vier
eck, indem wir durch N irgend eine Gerade ziehen, 
auf ihr beliebig die Punkte F und H wählen, ferner 
die Geraden F L ,  FM ', H L ', HM  zeichnen. Dann 
schneiden sich F L  und HM  in E ,  FM ' und I IL ' in 
G und die Verbindungslinie E  G liefert in ihrem Schnitt
punkt mit dem Träger den gesuchten Punkt W .  Diese 
Konstruktion erfordert bloß das Ziehen von geraden 
Linien, ist also der Natur der Aufgabe gemäß eine rein 
„lineare“. ,

Für das vollständige Vierseit läßt sich dann ohne 
weiteres aussprechen
S atz  26. „Die drei Paare von Gegenecken eines voll

ständigen Vierseits werden aus jedem Punkte seiner 
Ebene durch drei Strahlenpaare einer Involution pro
jiziert“

A ufgabe  22. Eine Strahleninvolution ist durch zwei 
Strahlenpaare gegeben; zu einem beliebig ange-

96 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger.



nominellen weiteren Strahle den entsprechenden zu 
konstruieren und zwar lediglich mit Benutzung des 
Lineals.

A ufgabe 23. Schneidet eine beliebige Gerade g die 
Nebenseiten L  L', M M', N N ' eines vollständigen Vier- 
seits in den Punkten X, Y, Z und ermittelt man zu X 
den vierten harmonischen X ' in bezug auf L , L', ebenso 
zu M , M' und N , N ' die vierten harmonischen Y', Z', 
so liegen X', Y', Z ' wieder auf einer Geraden g'.

Zum Beweise bringe man g mit der Verbindungslinie 
X ' Y' in P  zum Schnitte und betrachte die Strahleninvolution, 
durch welche die Gegeneckenpaare aus P projiziert werden. 
Läßt man g ins Unendliche rücken, so folgt daraus der 
Satz von Gauß: Die Mitten der Strecken L L ', MM', NN', 
welche von den Gegeneckenpaaren eines vollständigen 
Vierseits gebildet werden, liegen auf einer Geraden.

S ä tze  ü b e r  das D reieck .
55. Is t ein Dreieck A B C  gegeben und in seiner 

Ebene ein Punkt P  sowie eine Gerade p , so wollen wir 
P  aus den Ecken auf die Dreiecks
seiten projizieren nach At , Bx, CL 
(Eig. 34) und anderseits p mit den 
Dreiecksseiten in A', B', C' zum 
Schnitt bringen. Auf jeder Drei
ecksseite liegen also vier Punkte.
Projizieren wir dieselben aus P  auf 
die Transversale p und treffen 
P A , P B , PC in A, B , C diese 
Gerade, so ist

(ABC1C') =  (ABCC')
(BCAj A') == (BCA A')
(CAB1B/) =  (CABB').

D o e h l e m a n n ,  Projektive Geometrie. (
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Führen wir auf der rechten Seite die Ausdrücke für die 
Doppelverhältnisse ein und bilden das Produkt, so ergibt 
sich

Nun werden aber die drei Gegenseitenpaare des voll
ständigen Vierecks AB CP von p in den Punkten

geschnitten, die folglich einer Involution angehören, und 
es gilt (vgl. 48. S. 87) die Beziehung

(3) (ABC! C') (BCA1A') (CABjB') =  — 1 .
Dieser Zusammenhang besteht zwischen den drei 

Doppelverhältnissen, wobei der Punkt P und die Ge
rade p noch b e id e  ganz willkürlich angenommen werden 
konnten. Haben zwei dieser Doppelverhältnisse den Wert 
— 1 , so ergibt sich folglich für das dritte der gleiche 
Wert, so daß damit bewiesen
S atz  27. „Projiziert man einen Punkt Q aus den Ecken 

eines Dreiecks auf dessen Seiten und konstruiert auf 
jeder Seite den vierten harmonischen dieses Punktes 
in bezug auf die beiden Dreiecksecken, so liegen diese 
auf einer Geraden q.“

Diese Gerade heißt die „Harmonikale“ des Punktes Q 
und umgekehrt gehört zu jeder beliebig angenommenen 
Geraden q ein solcher Punkt Q.

56. Schreiben wir die Gleichung (3) in der Form

(1) (ABC1C/)(BCA 1 A/)(CA B1B/) =
BC'-CA'- AB' 
AC'-BA'-CB'-

AA', BF, CC'

(2) AB'-BC'-CA' 
A'B-B'C-C'A

Demnach wird in (1)



§ 20. Dio Involutionen beim vollständigen Viereck usw. 99

so zeigt sich, daß der erste Klammerausdruck bloß vom
Punk tu P , der zweite lediglich von der Geraden p ab-
1 längt. Wählen wir nun als Gerade p die unendlich
lerne Gerade, so werden für diese die drei Quotienten
13<}' C A ' AB' . , .. . . , , . . ,
r - ,  g-^7 ) le der Einheit gleich, also ist auch

(5) M i . M l . M l  =  _  1
w  BCt CAi ABj
oder
(5a) A C 1 -1!A.1 - C B 1 =  — B C i - A B ^ C A i .

Damit haben wir den Satz des C eva (1678) erhalten: 
S a tz  28. „Schneiden die durch einen Punkt gehenden 

Eck transversalen eines Dreiecks A B C  die Gegenseiten 
in At , Bx , Cx , so gilt die Beziehung 

ACt BAi CB1 = _ 1(l  
BC, CAX ABi 

Es gilt aber auch die Umkehrung:
„Treffen drei Ecktransversalen eines Dreiecks A B C  

in At B j , Cjl die Gegenseiten und ist die Beziehung
(5) ei i üllt, so schneiden sich die drei Linien A A ,, B B1 , 
CC^ in einem Punkte.“
Dcrm projizieren wir den Schnittpunkt von A A, und 

BB1 aus C nach C(, so liefert der obige Satz:
ACi BAi C B , _
BCi CÄ^ABi  — ’

so daß in Verbindung mit (5)
ACt ACf 
BC^ ~~ BCj ’

also muß Ci mit C, zusammenfallen. Die Vorzeichen er
halten wir am sichersten, indem wir in der Gleichung (5) 
die Vorzeichen der drei Teilquotienten bestimmen.

7*
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Verbinden wir endlich noch (5) mit (4), so ergibt
sich

ißt —  — ' - -  =
{ ’ A G '  ' BA ' ‘ C B '
oder der Satz des M enelaos (100 nach Chr.):
S a t z 2 9. „Schneidet eine beliebige Transversale die Seiten

eines Dreiecks A B C in A', B', C', so gilt die Beziehung
B C ' CA/ A B ' _
Ä G ' ' BÄ7 ' CB7 ~

oder
BC' • C A' • AB' =  AC' • B A' • CB' “ 

und umgekehrt:
„Enthalten die Seiten eines Dreiecks drei Punkte A', 

B', C' und gilt die Beziehung (6), so liegen diese drei 
Punkte auf einer Geraden.“

Diese Umkehrung beweist man -ganz ähnlich, wie die 
des Satzes von Ceva.
A ufgabe 24. Man beweise, daß sich in jedem Dreieck

a) die drei Seiten-Halbierenden,
b) die Winkel-Halbierenden,
c) die drei Höhen

je in einem Punkte schneiden.
A ufgabe  25. Einem Dreieck A B C  ist ein Kreis um

schrieben und die Tangenten des Kreises in den Eck
punkten werden mit den Gegenseiten zum Schnitt ge
bracht. Man beweise, daß diese drei Punkte auf einer 
Geraden liegen (Gerade von Lemoine).



V. A bschnitt

Die K egelschnitte als Erzeugnisse projektiver 
Grundgebilde erster Stufe.

§ 21. Das Erzeugnis zw eier projektiver, in der gleichen
Ebene gelegener Strahlenbüschel.

D ie E rz e u g u n g  n e u e r  G ebilde.
57. Im bisherigen haben v i r  uns damit beschäftigt, 

die einförmigen Grundgebilde projektiv aufeinander oder 
auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften solcher 
Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber nicht unser 
Endzweck; vielmehr wollen wir jetzt projektive Grund
gebilde erster Stufe dazu benutzen, um aus ihnen neue 
geometrische Gebilde abzuleiten. In  zwei projektiven 
Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln einander zu
geordnet. Wenn nun zwei solche einander entsprechende 
Elemente vermöge der Operationen des Projizierens oder 
Schneidens ein neues Element festlegen, so bestimmen 
die beiden projektiven Grundgebilde — vorausgesetzt, 
daß man alle die unendlich vielen entsprechenden Ele
mente zusammen nimmt —  eine unendliche Anzahl neuer 
Elemente, also ein neues geometrisches Gebilde, das wir 
als „Erzeugnis“ der projektiven Grundgebilde bezeichnen.

Hat man z. B. zwei projektive Strahlenbüschel, die 
in e in e r  Ebene gelegen sind, so kann man jeden Strahl 
des einen Büschels mit dem ihm entsprechenden des ändern 
Büschels zum Schnitt bringen und man erhält so zunächst 
lauter einzelne Punkte, die aber um so mehr einen un
unterbrochenen Linien zug, also eine „Kurve“ bilden werden, 
je mehr man die Strahlen in den Büscheln verdichtet.



Zwei beliebig im  B aum e gelegene projektive Strahlen- 
büschel dagegen würden znnäcbst kein neues Gebilde „er
zeugen“, weil zwei im Raum befindliche Gerade kein neues 
Element festlegen.

Hat man zwei projektive Punktreihen, so kann 
man jeden Punkt mit seinem entsprechenden durch eine 
Gerade verbinden und erhält so als Erzeugnis ein System 
von unendlich vielen Geraden. Dies ist möglich, gleich
gültig, ob die Punktreihen in einer Ebene liegen oder be
liebig im Raume. Das Erzeugnis ist freilich in beiden 
Fällen ein ganz verschiedenes. Denn bei der ersten An
nahme liegen alle diese Verbindungsgeraden in der gleichen 
Ebene, bei der zweiten sind sie im Raume angeordnet. Auf 
diese Weise kann man neue geometrische Gebilde erzeugen, 
und dies sind gerade die einfachsten und wichtigsten der 
Geometrie und die nämlichen, zu denen mau auch durch 
die anderen mathematischen Untersuchungsmethoden ge
führt wird. Wir betrachten zunächst das Erzeugnis zweier 
projektiver Strahlenbüschel in der gleichen Ebene. Dies 
ist, wie bereits erwähnt, eine Kurve. Daher müssen wir 
einige auf diesen Gegenstand sich beziehende Bemerkungen 
vorausschicken.

O rd n u n g  u n d  K la s se  e in e r  K urve.

58. Unter einer „ebenen Kurve“ oder kurz einer 
„Kurve“ wollen wir einen ununterbrochenen Linienzug 
verstehen, dessen einzelne, alle in e in e r  Ebene befind
liche Punkte sich nach einem mathematischen Gesetze 
bestimmen*). In  der rechnenden (analytischen) Geometrie
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*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen, 
wie sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, können wir 
hier nicht eingehen.
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teilt man die Kurven ein nach der Natur der Gleichung, 
durch welche sie, etwa in rechtwinkeligen Koordinaten 
x , y , dargestellt werden. Diese Gleichung kann durch 
eine „transzendente“ Funktion der Yariabeln gegeben 
werden —  „transzendente Kurven“, oder durch eine „al
gebraische“ Funktion —  „algebraische“ Kurven. Die Auf
gabe, die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit 
einer Kurve zu bestimmen, führt dann auf eine Gleichung, 
deren Wurzeln, sofern sie reell sind, die geometrisch in 
die Erscheinung tretenden Schnittpunkte der Geraden mit 
der Kurve liefern; etwaigen imaginären Wurzeln dagegen 
entsprechen keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte. 
Ist die Kurvengleichung t ra n s z e n d e n t , so erhält man 
auf einer beliebigen Geraden im allgemeinen unendlich 
viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung 
für die Schnittpunkte dann transzendent sein wird. Liegt 
eine a lg e b ra isc h e  Kurvengleichung vor vom Grade n 
(bei der also die Summe der Exponenten von x  und y in 
jedem Term n nicht übersteigt, aber mindestens einmal 
erreicht), so ist auch die Gleichung zur Bestimmung der 
Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden algebraisch 
und vom nten Grad. Diese Zahl n nennen wir die 
„Ordnung“ der Kurve ohne R ü c k s ic h t d a ra u f, ob die 
Wurzeln der letzteren Gleichung reell oder (paarweise) 
komplex sind. Natürlich kann dann auch die Zahl der 
r e e l le n  Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer 
solchen Kurve nter Ordnung nie größer, sondern höchstens 
=  n sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden. 
Es kann vielmehr Vorkommen, daß, n  z. B. als gerade 
vorausgesetzt, eine beliebige Gerade immer nur n — 2 
oder n — 4 usw. r e e l le  Schnittpunkte mit der Kurve 
nter Ordnung liefert.
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Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu ge
langen, sei P  ein Punkt einer Kurve, P, ein anderer Punkt 
derselben. Der Punkt Pj rückt auf der Kurve gegen P  
hin. Dann kann man immer die Verbindungslinie PP , 
zeichnen. Je mehr sich nun P, dem Punkte P  nähert, 
um so mehr nimmt die Verbindungslinie P P 1 eine be
stimmte Grenzlage, die der T a n g e n t e  in P, an, die er
reicht wird, wenn Pj mit P  zusammenfällt. Die Diffe
rentialrechnung lehrt durch die Rechnung diese Tangente 
zu ermitteln, sofern die Punktion, deren geometrisches 
Bild die gegebene Kurve ist, die nötigen Voraussetzungen 
erfüllt. Eine Kurve bestimmt also auch eine unendliche 
Anzahl von geraden Linien, ihre Tangenten. Jede Tangente 
berührt im „Berührungspunkt“ die Kurve.

Ist umgekehrt eine Reihe von unendlich vielen Ge
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander 
folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die von 
diesen Geraden als Tangenten „umhüllt“ wird (Fig. 35). 
Halten wir eine der Geraden, etwa t  fest, und wählen 
eine zweite, etwa t j ,  naher und näher an t , so nähert 
sich der Schnittpunkt von t und tj mehr und mehr einem

bestimmten Punkt auf 
t, den er erreicht, 
wenn tj mit t  zu
sammenfällt. Dieser 
Punkt ist der Berüh
rungspunkt T von t 
mit der umhüllten 
Kurve. Von den durch 
T an die Kurve gehen
den Tangenten haben 
sich also zwei in der 

Fig. 35. Tangente t vereinigt,
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Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen Kurve 
zu bestimmen, die durch einen beliebigen Punkt P  in der 
Ebene der Kurve gehen (Fig. 35), führt rechnerisch auf eine 
gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung bezeichnet 
man als die „Klasse“ der Kurve und zwar in rein analy
tischem Sinne, also ohne Rücksicht auf die Realität dieser 
Tangenten. Diese Zahl ist dann auch wieder eine obere  
Grenze für die Anzahl der re e l le n  Tangenten, die durch 
einen Punkt an eine Kurve gehen können. An eine Kurve 
vieT Klasse können also auch von keinem Pimkte aus mehr 
als v re e lle  Tangenten gezogen werden.

D ie Kurve  2. Ordnung.
59. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro

jektiver Strahlenbüschel S und Sx in der gleichen Ebene.

Die projektive Beziehmag derselben sei festgelegt durch 
die drei Paare entsprechender Strahlen a ,a l5 b ,bx, c ,c 1; 
welche sich bezüglich in A, B, C, schneiden (Fig. 36)*). 
Um weitere Punkte der von den Büscheln erzeugten Kurve 
zu erhalten, konstruieren wir noch andere entsprechende

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an.
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Strahlen der beiden Büschel nach der in 33. (Fig. 23) 
gegebenen Methode. Wir wählen zwei Gerade g und g. 
beliebig durch A, bringen g mit a, b, c in A, B, C, gx 
mit Bj, hu Cü in Ax, B j, Cx zum Schnitt; dann liefern 
BB1 und CC1 in ihrem Schnittpunkt das Zentrum P der 
Perspektivität für die Punktreihen auf g und g 1 .

Zu einem beliebigen Strahl d des Büschels S finden 
wir dann den entsprechenden dx im Büschel Sx gemäii 
der Vorschrift, daß der Schnittpunkt D von d und g mit 
dem Schnittpunkt I), von dt und gx auf einer Geraden 
durch P  liegen muß. Die Strahlen d und dt schneiden 
sich in einem weiteren Punkt D der erzeugten Kurve, 
die wir kurz mit k2 bezeichnen wollen und von der wir 
auf diese Weise beliebig viel Punkte zeichnen können.

Wir behaupten nun, daß auch die Büschelmittelpunkte 
S und St auf der k2 liegen. Denn betrachten wir den 
Verbindungsstrahl S S, als einen Strahl des Büschels S, 
weswegen er mit e bezeichnet werden möge, so entspricht 
ihm der in der Figur gezeichnete Strahl ex und es er
scheint S, als Schnitt der entsprechenden Strahlen e und 
ex, also liegt Sx auf der erzeugten Kurve. Ebenso kann 
SSX aber auch als Strahl des Büschels Sx, also als ein 
Strahl fx betrachtet werden, wonach ihm der in der 
Figur konstruierte Strahl f entspricht. S ist jetzt Schnitt
punkt der entsprechenden Strahlen f und fx, mithin eben
falls ein Punkt von k 2.

Die Kurve k 2 ist ferner von der 2. Ordnung, d. h. 
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im allgemeinen in 
zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren wir 
in einer e ig e n e n , n e u e n  Figur die Schnittpunkte A, 
B, C von 1 mit den Strahlen a ,  b , c und die Schnitt
punkte A ,, Bt , Cj von 1 mit a1, bt , cx. Denken wir uns 
die beiden projektiven Büschel S und Sx mit 1 geschnitten,



so sind die auf 1 entstehenden Punktreihen A, B, C . . .  
und Ax, Bx, Ct . . .  ebenfalls projektiv. Ist M ein Doppel
punkt dieser beiden Punktreihen, so schneiden sich in 
ihm entsprechende Strahlen S M und Sx M der beiden 
Büschel, folglich liegt ein solcher Doppelpunkt auf der k 2. 
Andererseits muß ein Schnittpunkt von 1 mit k 2 notwendig 
einen Doppelpunkt der projektiven Punktreihen liefern. 
Folglich liegen auf der Geraden 1 so viel Schnittpunkte 
mit der Kurve k2, als Doppelpunkte der beiden projektiven 
Punktreihen vorhanden sind, d. h. zwei, die natürlich reell 
oder nicht vorhanden (imaginär) oder in einem Punkte 
vereinigt sein können. Die Kurve k 2 ist also von der
2. Ordnung. Wir nennen sie wohl auch eine „Punkt
reihe 2. Ordnung“. Die wirkliche Durchführung der 
Konstruktion der Schnittpunkte auf 1 folgt später als 
Aufgabe 26 (S. 112).

Kehren wir nun wieder zu der Figur 36 zurück. 
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also mit 
der k 2 a u ß e r  S noch e in e n  Punkt gemein und zwar 
ist dies d e r  Punkt D, wo d von dem entsprechenden 
Strahl dx getroffen wird. Betrachten wir nun aber den 
Strahl f , so wird d ie se r  Strahl von dem entsprechenden 
Strahl fx wieder in S getroffen: es fallen mithin für den 
Strahl f die b e id e n  Schnittpunkte mit der k2 nach S, 
demnach ist f die Tangente in S an die Kurve k2. Ebenso 
folgert man, daß der Strahl ex die Kurve k2 in S, berührt.

Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem 
S atz  30. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 

gleichen Ebene befindlicher Strahlenbüschel ist eine 
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Büschel
mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen 
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs
strahl der Mittelpunkte bezüglich entsprechen.“
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W eite re  S ä tz e  ü b e r  d ie  K u rv e  2. O rdnung.
60. Die Punkte S und St nahmen bis jetzt eine 

ausgezeichnete Stellung ein gegenüber den anderen Punk
ten der k 2. Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve keine 
besondere Rolle, vielmehr können, wie wir jetzt zeigen 
wollen, i rg e n d  zwei beliebige Punkte von k 2 als Mittel
punkte projektiver Büschel genommen werden, welche 
die Kurve k2 erzeugen.

Es seien wieder (Fig. 37) diebeidenprojektiven Strahlen
büschel S und Sj 
gegeben durch die 
Strahlenpaare a, a1, 
b jb j ,  c, ct , welche 
die Punkte A, B, C 
liefern, ferner seien 
durch A die Hilfs- 
geraden g und g, ge
zeichnet und das Zen
trum P der Perspek
tiven Punktreihen auf 

Fig. 37. g und gx konstruiert.
Wenn wir dann S P 

ziehen, so ist der Schnittpunkt T von S P mit gx ein 
Punkt der erzeugten Kurve k* und ebenso der Punkt R. 
in welchem g von S: P  getroffen wird. Die Richtigkeit 
dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die Be
merkung, daß ST und S,T, ebenso SR und S, R. gemäß 
unserer Konstruktion entsprechende Strahlen t, tx bzw. 
r , rx sind. —  Man erhält dann die nämliche projektive 
Beziehung der Büschel S und Sj., also auch die g le ic h e  
Kurve k 2, wenn man statt von den Strahlenpaaren a , a j , 
b ,b 1; c, c, ausgeht von den drei Strahlenpaaren b ,b x.
r , r t , t, tj.



Wir denken uns nun, wir hätten die Kurve k 2, aus
gehend von den projektiven Bitschein S und S ,, konstruiert. 
Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte b e lie b ig  heraus, 
die wir B, T, R nennen, während die nach ihnen laufen
den Strahlen der Büschel S und Sx bzw. b, bt , t ,  t , , r, r, 
heißen mögen, und stellen uns jetzt die Aufgabe, die 
Figur 37 zu rekonstruieren, also zwei Gerade g und gj 
zu finden, welche die Konstruktion der projektiven Be
ziehung vermitteln.

Ziehen wir ST und S1R, so liefert ihr Schnittpunkt 
einen Punkt P. Durch P  wollen wir jetzt irgend eine 
Gerade ziehen, welche die Strahlen b und bj bezüglich 
in B ' und B{ trifft. Wir zeichnen den Schnittpunkt A' 
von R B ' und T B j. Bezeichnen wir die Geraden RA' 
und TA' bzw. mit g ' und g{, so kennen wir unter Be
nutzung von P  als Perspektivitätszentrum die Büschel S 
und St jetzt projektiv aufeinander beziehen, und diese 
projektive Beziehung muß notwendig die gleiche sein, 
wie die ursprünglich gegebene, da sie in drei Paaren 
entsprechender Strahlen b , b , , t ,  tt , r ,  r, mit ihr über
einstimmt. Dann schneiden sich aber in A' entsprechende 
Strahlen der gegebenen projektiven Büschel, d. h. A' liegt 
auch auf der Kurve k 2.

Nun war aber die Gerade durch P, welche B ' und 
B{ auf b und bt ausschnitt, noch ganz beliebig. Lassen 
wir sie den Büschel P  durchlaufen, so beschreiben B ' 
und Bi auf b und bt zueinander Perspektive Punktreihen. 
Die Strahlen R B ' und TBj, welche diese Punktreihen je 
aus R und T projizieren, werden also projektive Strahlen
büschel durchlaufen und entsprechende Strahlen dieser 
Büschel schneiden sich immer in Punkten A' der Kurve 
k2. Folglich werden die Punkte A' aus R und T durch 
projektive Büschel projiziert.
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Die Rechnung zeigt nun ferner, daß die durch pro
jektive Strahlenbiischel erzeugte Kurve die allgemeinste 
Kurve 2. Ordnung ist. Wir haben also den 
S a tz  31. „Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden 

aus zwei beliebigen ihrer Punkte durch projektive 
Strahlenbiischel projiziert.“

Z u sa tz  1. Da wir in den Büschelmittelpunkten S und 
Sx nach 59. die Tangenten an die Kurve 2. Ordnung 
konstruieren konnten, so ist es uns jetzt auch möglich, 
in einem b e lie b ig e n  Punkt der Kurve die Tangente 
zu zeichnen, indem wir den Mittelpunkt des einen er
zeugenden Büschels in diesen Punkt verlegen.

Z u sa tz  2. Der Kreis ist au ch  eine Kurve 2. Ordnung 
und besitzt die in Satz 31 zum Ausdruck gebrachte 
Eigenschaft (44.), die wir übrigens bei der Steinerschen 
Konstruktion bereits benutzten (45.). Da aber diese 
Konstruktion bloß diese Eigenschaft voraussetzte, so 
könnten wir dazu statt des Kreises auch eine beliebige 
Kurve 2. Ordnung benutzen.

B e s tim m u n g  e in e r  K u rv e  2. O rdnung .
61. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durch 

projektive Büschel folgt auch leicht, daß es eine und nur 
e in e  solche Kurve gibt, welche fünf beliebig in einer 
Ebene gelegene Punkte 1, 2, 3 , 4 , 5 enthält Denn 
wählen wir z. B. die Punkte 1 und 2 als Büschelmittel
punkte, so müssen den Strahlen 13, 14, 15 der Reihe 
nach entsprechen die Strahlen 23, 24, 25, wodurch die 
projektive Beziehung der Büschel gerade festgelegt is t  
Die Büschel 1 und 2 erzeugen dann die durch die fünf 
Punkte gehende Kurve 2. Ordnung. Es kann keine zweite 
solche Kurve geben. Denn auch eine solche zweite Kurve 
würde aus 1 und 2 durch projektive Büschel projiziert



und diese projektive Beziehung muß mit der eben be
stimmten notwendig zusammenfallen, da sie drei Paare 
entsprechender Strahlen mit ihr gemein hat. Also folgt 
S atz  32. „Durch fünf b e lie b ig e  Punkte einer Ebene 

geht e in e  und s te ts  eine Kurve 2. Ordnung.“
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Fig. 38.

Würden von den fünf gegebenen Punkten drei, etwa 
die Punkte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, so wären 
die Strahlenbüschel aus 1 und 2 perspektiv und die Ge
rade p wäre die Achse der Perspektivität. Das Erzeugnis 
dieser Perspektiven Strahlenbüschel 1 und 2 bestände 
zunächst in der Geraden p , da sich ja entsprechende
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Strahlen stets auf p begegnen. Weiter gehört aber auch 
die Verbindungslinie 12 der Büschelmittelpunkte diesem 
Erzeugnis an. Denn in ihr fallen zwei entsprechende 
Strahlen derperspektivenBüschel ihrer ganzen Ausdehnung 
nach zusammen, so daß je d e r  Punkt dieser Linie als 
Schnittpunkt dieser beiden entsprechenden Strahlen der 
Perspektiven Büschel betrachtet werden kann. Bei P e r 

spektiven Büscheln besteht also das Erzeugnis in zwei 
geraden Linien, die Kurve 2. Ordnung ist, wie man sich, 
ausdrückt, „zerfallen“ nnd zwar in zwei Gerade, d. h. 
zwei Kurven 1. Ordnung.
A ufgabe  26. Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben durch 

die fünf Punkte 1, 2, 3, 4, 5; die Schnittpunkte mit 
einer Geraden 1 zu konstruieren.

L ösung . W ir führen den in 59. angegebenen Gedanken
gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als Mittel
punkte der die Kurve erzeugenden Büschel genommen 
(Fig. 38); die Punktreihen, welche die gegebene Ge
rade 1 auf diesen Büscheln ausschneidet, projizieren 
wir aus S auf den gezeichnet vorhegenden Hilfskreis. 
Die Steinersche Konstruktion liefert dann die verlangten 
Schnittpunkte M und N.

A u fg ab e  27. In  den Punkten 1 und 4 die Tangenten 
an die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren.

L ösung . Siehe Zusatz 1 von 60.

§ 22. Der Satz von Pascal.
G e g e n se ite n  e in es  S ech seck s.

62. Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene kann 
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Ver
teilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend einer An
ordnung auf die sechs Punkte, so ist dadurch das Sechseck
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1 2 3 4 5 6 festgelegt, dessen Ecken in der Reihenfolge 
der Ziffern durchlaufen werden. In einem solchen Sechs
eck, dessen Seiten sich im übrigen noch ganz beliebig 
schneiden dürfen, kann man dreimal je zwei Seiten ein
ander zuordnen, nämlich die Seiten 12 und 45, dann 23 
und 56, endlich 34 und 61. Wir nennen die zwei Seiten 
eines solchen Paares, zwischen denen immer vier Seiten 
des Sechseckes gelegen sind, „Gegenseiten“. Schneiden sich 
12 und 45 inX , 23 und 56 inY, 34 und 61 in Z, so sind 
also X, Y , Z die Schnittpunkte der Gegenseiten und für 
jed e  Numerierung kann man diese drei Punkte konstruieren.

D as e in e r  K u rv e  2. O rd n u n g  e in g e sc h r ie b e n e
Sechseck .

63. Betrachten wir jetzt in Figur 37 das Sechseck 
der auf der Kurve k2 gelegenen Punkte ATSBStR, das 
wir in dieser Reihenfolge mit 1 2 3 4 5  6 numerieren. Dann 
sind in ihm Gegenseiten AT und BSt , ferner TS und SŁ R , 
endlich S B und R A . Die Schnittpunkte dieser Gegen
seiten sind der Reihe nach B1; P , B und nach der Figur 
liegen diese drei Punkte auf e in e r  Geraden. Yermöge 
dieser Eigenschaft fanden wir ja immer andere Punkte M . . .  
der Kurve k 2. Die sechs Punkte A, T ,. . . , R können 
aber als sechs beliebige Punkte auf der Kurve 2. Ordnung 
betrachtet werden. Würde man sie in irgend einer anderen 
Weise numerieren, so könnte man auch wieder d ie  Punkte, 
auf welche die Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der 
die Kurve erzeugenden Strahlenbüschel nehmen, die Punkte 
mit den Ziffern 2 und 6 liehen wir die Rolle der Punkte 
R und T spielen usw. Wir erhalten dann ein n eu es  
Sechseck, aber auch in diesem müssen wiederum die 
Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen; 
demnach ergibt sich der

D o e h le m a n n , Projektive Geometrie. 8



S atz  33. „Sind sechs beliebige Punkte auf einer Kurve 
2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in irgend 
einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechsecks auf 
einer Geraden.“

Dies ist der wichtigste Lehrsatz von Pascal, den dieser, 
16 Jahre alt, im Jahre 1640 veröffentlichte. Ein Sechs
eck, in dem die Gegenseitenschnittpunkte auf einer Ge
raden liegen, heißt auch ein Pascalsches Sechseck und 
diese Gerade die Pascalsche Linie (P. L.).

Wenn ferner bei der in 60. gegebenen Konstruktion 
die Punkte A', . . . ,  die man für verschiedene durch P  
gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 2. Ordnung 
k2 lagen, so liefert dieses offenbar den 
S a tz  34. „Gehören in einem Sechseck, das irgendwie 

numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten einer 
Geraden an, so liegen die sechs Ecken des Sechsecks 
auf e in e r  Kurve 2. Ordnung.“

Es geht also die durch fünf der Ecken des Sechseckes 
bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst auch durch 
die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pascalsches Sechs
eck ist mithin stets einer Kurve 2. Ordnung eingeschrieben. 
Wenn ferner bei i r g e n d  einer Numerierung in einem 
Sechseck die Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Ge
raden liegen, so hat das Sechseck diese Eigenschaft bei 
je d e r  m ö g lic h e n  Numerierung.

S p e z ia l is ie ru n g e n  des P a s c a ls c h e n  S a tzes.
64. Aus dem Satze von Pascal können wir noch 

andere, speziellere Sätze ableiten. Lassen wir von den 
Ecken des der Kurve eingeschriebenen Sechsecks die 
Ecke 2 der Ecke 1 auf der Kurve näher und näher rücken, 
so fällt schließlich 2 mit 1 zusammen, so daß man bloß

114 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw.
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noch ein Fünfeck hat, als Yerbindungsseite 12 aber müssen 
wir die Tangente in 1 betrachten. Wie sich der PascaJ- 
sche Satz dann modifiziert, dürfte aus Figur 39a zu ent
nehmen sein.

Ebenso können wir zweimal zwei Ecken des Sechs
ecks zusammenrücken lassen und erhalten dadurch zwei 
in den Figuren 39b und 39c dargestellte Sätze.

Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen, 
so ergibt sich der in Figur 39 d zur Anschauung gebrachte 
Satz 35. „Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung einge

schriebenes Dreieck, so liegen die Schnittpunkte jedei 
Dreiecksscitemit der Tangente in der gegenüberliegenden 
Ecke in einer Geraden.“

8*
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A n w en d u n g e n  d es  P a s c a ls c k e n  S atzes.

65. Der Satz von Pascal gab seiner Ableitung nach 
nur einen anderen, bequemeren Ausdruck für die Kon
struktion, vermittels welcher man entsprechende Strahlen 
in den eine Kurve 2. Ordnung erzeugenden projektiven 
Strahlenbüscheln fand. Br kann daher auch benutzt 
werden, um von einer solchen Kurve, sofern sie irgend
wie, z. B. durch fünf Punkte, bestimmt ist, weitere 
Punkte zu konstruieren. W ir lassen die beiden Aufgaben
1. Grades folgen, deren Lösung der Pascalsche Satz 
leistet.
A u fg ab e  28. Fünf Punkte einer Kurve 2. Ordnung 

sind gegeben, sowie durch einen dieser Punkte eine 
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung.

L ö sung . Der Punkt, durch den die gegebene Gerade 1

Punkt 2 mit den gegebenen Punkten bildet, ist ein 
Pascalsches. Die Pascalsche Linie (P. L.) können wir 
konstruieren als Verbindungslinie der Punkte X und Z, 
wobei X Schnittpunkt von 1 2 und 4 5 , Z Schnitt
punkt von 3 4 und 6 1. Auf ihr müssen sich auch 
schneiden 2 3 und 5 6. Die letztere Linie liefert also

S

. j  J
• 1 2 jedenfalls mit der Ge

raden 1 zusammenfällt; die 
übrigen gegebenen Punkte 
mögen mit 3 , 4 , 5, 6 be
zeichnet werden. Das Sechs
eck, welches der gesuchte

geht, sei mit 1 bezeichnet 
(Fig. 40), der zweite ge
suchte Schnittpunkt auf 1 
sei 2, so daß also die Seite

Fig. 40.
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auf der P. L. den Punkt Y und 3 Y  schneidet den 
gesuchten Punkt 2 auf 1 aus.

A ufgabe 29. Von einer Kurve 2. Ordnung sind fünf 
Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente an 
die Kurve zu konstruieren.

L ösung . In der Absicht, uns ein Pascal scher Sechseck 
bzw. Fünfeck zu numerieren,
bezeichnen wir den Punkt, 9/ ^
in dem die Tangente kon- , ' / j

det 4 5 den Punkt X aus,
durch den nach den Erörterungen von 61. die Tangente 
1 2 im Punkte 1 geht.

Eine andere Lösung der vorstehenden Aufgabe ergab 
sich aus 60. Zusatz 1.

Ganz in ähnlicher Weise behandelt man die beiden 
folgenden Aufgaben.
A ufgabe 30. Von einer Kurve 2. Ordnung sind vier 

Punkte gegeben und in einem derselben die Tangente; 
in einem der übrigen Punkte die Tangente an die 
Kurve zu konstruieren.

A ufgabe  31. Von einer Kurve 2. Ordnung sind drei 
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tangenten 
an die Kurve; im dritten Punkte die Tangente zu 
konstruieren.

sehen Linie, also diese selbst /  
konstruieren. Auf ihrschnei-

struiert werden soll, mit 1, 2 
(Fig. 41); die anderen gege
benen Punkte mit 3 ,4 , 5, 6. 
Dann kann man wieder die 
Punkte Y und Z der Pascal-

Fig. 41.
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§ 23. Das Erzeugnis zw eier projektiver, in der 
gleichen Ebene gelegener Punktreiben.

D ie K u rv e  2. K lasse .

66. Zwei in einer Ebene befindliche, projektiv 
aufeinander bezogene Punktreihen g  und g1 liefern ein 
Erzeugnis, sofern wir je zwei entsprechende Punkte der
selben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten zunächst 
ein Polygon, dessen Seiten von solchen Verbindungsge
raden gebildet werden, und schließlich, nach Ausführung 
des Gvenzübergangs, als Umhüiiungsgebilde der unendlich 
vielen Verbindungsstrahien eine Kurve, deren Tangenten 
eben alle diese Strahlen sind.

Um diese Kurve näher zu untersuchen, sei (Fig. 42) 
die projektive Beziehung von g  und gx durch drei Paare 
entsprechender Punkte gegeben, A , Ax , B , Bx , C , C , , 
welche verbunden drei Tangenten a , b , c der erzeugten 
Kurve liefern. Weitere Tangenten derselben finden wir 
unter Benutzung der in 32.{Figur 2 2) angegebenen Methode 
zur Konstruktion entsprechender Punkte der projektiven 
Punktreihen. Es werden also auf a die Punkte S und S, 
beliebig angenommen, sodann aus ihnen g und g, durch 
Perspektive Strahlenbüschel projiziert, welche als Per
spektiven Schnitt die Gerade p liefern.

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden w ir nun 
(len entsprechenden D, auf gt mit Kücksicht darauf, daß 
sich SD und St ü x wieder in einem Punkte D von p 
schneiden müssen. D D1 ist dann eine weitere Tangente 
der erzeugten Kurve.

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion ermitteln 
wir jetzt auch die Punkte E L und E, welche dem Schnitt
punkt von g und g, entsprechen, wenn wir ihn als E 
und bezeichnen. Es treten dabei die Hilfspmikte E
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und F auf. Dann ist aber g die Verbindungslinie der 
entsprechenden Punkte F und F1; während gt die ent
sprechenden Punkte E und E, verbindet. Also sind auch 
g und gx Tangenten der erzeugten Kurve, die wir x'2 
nennen wollen.

Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch einen 
beliebigen Punkt P gehen, algebraisch gesprochen, zwei 
ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an einer e ig en en  
Figur in folgender Weise. Um die durch P  gehenden 
Tangenten der x 2 zu finden, haben wir bloß zuzusehen, 
wie oft es Vorkommen kann, daß eine Verbindungslinie 
entsprechender Punkte von g und gx durch P  läuft.



Projizieren wir nun aber die Punktreihen g und g, aus 
P  je durch einen Strahlenbüschel, so haben die Doppel
strahlen dieser projektiven Büschel die Eigenschaft, 
Tangenten durch P  an die Kurve x 2 zu liefern, und n u r  
für diese Doppelstrahlen tritt dies ein. Die Kurve x 2 ist 
also in der Tat von der 2. Klasse.

Wählen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch 
ihn auch zwei Tangenten an x 2: die eine ist die Tangente 
g, die andere ist die Verbindungslinie d von D mit dem 
entsprechenden Punkt Dt . Diese zwei Tangenten sind 
immer verschieden, nur für den Punkt P fällt diese zweite 
Tangente auch mit g zusammen. Durch F gehen also 
zwei unendlich benachbarte Tangenten der x 2, mithin ist 
nach 58. F der Berührungspunkt von g mit der Kurve x 2. 
Ebenso ist natürlich Et der Berührungspunkt der Tan
gente g , . Wir haben damit erhalten:

S a tz  36. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 
gleichen Ebene gelegener Punktreihen ist eine Kurve 
2. Klasse, welche auch die Träger der Punktreihen 
zu Tangenten hat. Die Berührungspunkte dieser 
beiden Tangenten sind die Punkte, welche den im 
Schnittpunkte der Träger vereinigten bezüglich e n t  
sprechen.“

W e ite re  E ig e n s c h a f te n  d e r  K u rv e  2. K lasse.

67. In den soeben durchgeführten Betrachtungen 
waren die Tangenten g und g1; die Träger der projektiven 
Punktreihen, vor den übrigen Tangenten wie a, b, c , . .  . 
ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, daß irg e n d  zwei 
Tangenten der Kurve x 2 die Rolle von g und g, über
nehmen können, indem die ü b r ig e n  Tangenten auch auf 
ihnen projektive Punktreihen ausschneiden.

120 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw.



Konstruieren wir wieder (Fig. 43), ausgehend von 
drei Paaren A, Ax, B ,B n  G, Cx entsprechender Punkte, 
den Perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und gt in 
zwei Punkten, die als Hilfspunkte Q und R betrachtet
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werden mögen. Dann erkennt man, daß SX<J eine Tan
gente q der erzeugten Kurve (Q fällt mit Q zusammen, 
während Q, der Schnitt von S, Q und gt ist), und ebenso 
ist SR  eine Tangente r  von x 2.

Statt nun von g, g ,, a, b, c als Tangenten der er
zeugten Kurve x 2 auszugehen, können wir auch g, gx, b,
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r, q zur Bestimmung von x 2 benutzen, da ja r  und q in 
gleicherw eise entsprechende Punkte der gegebenen pro
jektiven Punktreihen g  und gx ausschneiden.

Denken wir uns jetzt die Kurve x 2 tangentenweise 
konstruiert, indem wir von g, g1; a, b , c ausgehen. Dann 
seien drei beliebige ihrer Tangenten herausgegriffen, die 
wir mit b, r ,  q bezeichnen. Wir wollen nun die vorige 
Figur rekonstruieren mit diesen Elementen. Die Tan
gente r  trifft gj in R, die Tangente q den Träger g in <|, 
die Tangente b schneidet auf g und gt zwei Punkte B 
und Bt aus, die Verbindungslinie Q R sei p.

Wählen wir nun auf p irgend einen Punkt B ' beliebig, 
so möge B B ' mit r  den Schnittpunkt S', B, B ' mit q den 
Schnittpunkt S{ liefern. Dann können wir mit S ' und S/ 
als Büschelmittelpunkten und p als perspektivem Schnitt 
dieser Büschel eine projektive Beziehung auf g und g, 
hersteilen, die aber mit der gegebenen identisch sein muß, 
da sie mit ihr die drei Punktpaare B ,B 1, R ,R ,, Q,Q, 
gemein hat. Es muß also auch die Verbindungslinie S 'S j 
oder a ' entsprechende Punkte der projektiven Punktreihen 
g und g, ausschneiden, mithin ist diese Linie a ' ebenfalls 
eine Tangente von x 2.

Nun war I i ' noch beliebig auf p anzunehmen. Lassen 
wir B' auf p wandern, so beschreiben die Strahlen aus B 
und Bj nach B' Perspektive Strahlenbüschel, und diese 
Strahlenbüsche] schneiden auf r  und q bezüglich die 
Punkte S ' und S( aus. Es müssen also auch die Punkt
reihen S ' und Sj als Schnitte mit Perspektiven Büscheln 
projektiv sein oder mit anderen Worten: die Geraden a', 
die sämtlich Tangenten der Kurve x 2, schneiden auf den 
Tangenten r  und q projektive Punktreihen aus.

Die Analysis ergänzt diese Betrachtungen, indem sie 
zeigt, daß jed e  Kurve 2. Klasse als Erzeugnis projektiver



Punktreihen dargestellt werden kann. Demnach ist be
wiesen:
S atz  37. „Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve 

2. Klasse schneiden die übrigen Tangenten dieser 
Kurve projektive Punktreihen aus.“

B es tim m u n g  e in e r  K u rv e  2. K lasse.

68. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der 
Kurven 2. Klasse ergibt sich unmittelbar, daß man sich 
fünf Tangenten einer solchen Kurve beliebig geben darf, 
daß es also stets eine und nur eine solche Kurve gibt, 
welche fünf vorgegebene Gerade berührt.

Denn sind I , I I , III , IV, V diese Geraden, so wählen 
wir etwa I  und II  aus und ordnen die Punkte einander 
zu, welche H I, IV  und V je auf ihnen ausschneiden. 
Dadurch ist die projektive Beziehung der Punktreihen 
auf I  und II  gerade festgelegt. Die durch diese Punkt
reihen erzeugte Kurve ist die verlangte. Es gibt nur 
e in e  solche Kurve, wie man ebenso zeigt wie in 61., 
also folgt
S a tz  38. „Es gibt e in e  und n u r  eine Kurve 2. Klasse, 

welche fünf beliebige Gerade berührt.“
Gehen von den fünf gegebenen Geraden drei, etwa 

D I, IV  und V durch einen Punkt S, so werden die Punkt
reihen auf I  und H perspektiv. Die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte bilden also den Strahlenbüschel S. 
Außerdem fallen aber in dem Schnittpunkt von I  und II 
entsprechende Punkte E  und E, der Perspektiven Pimkt
reihen auf I  und I I  zusammen. Je d e  durch E gehende 
Linie kann mithin als eine Gerade gelten, welche ent
sprechende Punkte, nämlich E und E t , verbindet. Es 
gehört also auch der Strahlenbüschel E dem Erzeugnis
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der Perspektiven Punktreihen auf I  und II  an. Das 
Erzeugnis perspektiver Punktreihen besteht folglich in 
zwei Strahlenbüscheln, deren Strahlen je den Büschel
mittelpunkt umhüllen. Die Kurve 2. ¿ a s s e  ist in ein 
Punktpaar, d. h. in zwei „Kurven 1. Klasse“ zerfallen.

A ufgabe 32. Von einer Kurve 2. Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen 
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten.
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L ösung . In  Verfolgung des in 66. bereits erörterten 
Gedankengangs greifen 'wir zwei der gegebenen Tan
genten, etwa I  und II  heraus (Fig. 44), markieren die 
Punktreihen, welche die drei übrigen Tangenten auf 
ihnen ausschneiden, und projizieren diese auf den Hilfs- 
kreis, von dem wir annehmen, daß er durch den ge
gebenen Punkt S gehe. Die Doppelstrahlen der dadurch 
entstehenden Strahlenbüschel, die nach 45. konstruiert 
sind, liefern die gesuchten Tangenten.

§ 24. Der Satz von Brianchon.
G eg en eck en  e in e s  S e c h sse its .

69. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich 
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen
fassen. Verteilen wir auf die sechs Geraden irgendwie 
die Nummern I ,  II , III , TV, V, VI und durchlaufen 
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind als 
Schnittpunkte au f e in an d  e r fo lg e n d e r  Seiten auch sechs 
Ecken bestimmt, nämlich der Schnittpunkt von I  und II, 
den wir als Punkt, (I, II) bezeichnen, der Punkt (II, III) 
usw., endlich der Punkt (VI, I). Es folgt also auf VI 
wieder I .  (Zyklische Vertauschung.) Aus diesen sechs 
Ecken eines numerierten Sechsseits lassen sich drei Paare 
von „Gegenecken“ bilden, die Ecke (I, II) und (VI, V), dann 
(II, III) und (V, VI), endlich (EU, IV) und (VI, I). Je zwei 
solche Gegenecken können wir durch eine Gerade verbinden 
und erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken, 
die wir in der angegebenen Reihenfolge x , y, z nennen.

D as e in e r  K u rv e  2. K la sse  u m sc h rie b e n e  
S ech sse it.

”0. Betrachten wir jetzt in Figur 43 das Sechsseit 
aqgbg t r  und numerieren es in dieser Reihenfolge mit



1, II, III , IV , V, V I, so sind die Verbindungslinien der 
Gegenecken die drei Geraden S, B ,. QR, BS, welche nach 
der Figur durch e in en  Punkt B gehen. Die sechs Seiten 
des Sechsseits dürfen als sechs beliebige Tangenten der 
Kurve 2. Klasse angesehen werden. Würde man sie in 
irgend einer ändern Weise numerieren, so könnte man 
doch wieder d ie  Tangenten, welche dann die Nummern III 
und V tragen, als erzeugende Punktreihen für die Kurve
2. Klasse benutzen, ferner könnte man die Tangente mit 
der Nummer I  die Rolle der Tangente a spielen lassen usw., 
kurz man erhielte für das neue Sechsseit, das der anderen 
Numerierung entspricht, auch wieder einen (anderen) 
Punkt B, durch den die drei Verbindungslinien der 
Gegenecken hindurchgehen müßten. Es ist also bewiesen: 
S a tz  39. „Irgend sechs Tangenten einer Kurve 2. Klasse

liefern, auf irgend eine Weise numeriert, ein der Kurve 
umschriebenes Sechsseit, in dem sich die Verbindungs
linien der Gegenecken in e inem  Punkt schneiden.“ 

Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser fran
zösische Gelehrte 1806 veröffentlichte. Den Punkt B, in 
dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken schneiden, 
aennen wir den Brianehonschen Punkt (B. P.).

Aber auch eine Umkehrung dieses Satzes folgt unmittel
bar aus der Figur 43. Dort fanden wir ja weitere Tangenten 
a ' der Kurve 2. Klasse, indem wir immer Sechssei Le kon
struierten, für welche sich S 'B  und SfBi in Punkten B' 
von begegneten. Wir können also auch behaupten: 
S a tz  40. „Wenn in einem irgendwie numerierten Sechs

seit die Verbindungslinien der Gegenecken sich in 
e inem  Punkte schneiden, so ist das Sechsseit einer 
Kurve 2. Klasse umschrieben, d. h. die Kurve 2. Klasse, 
welche fünf dieser Seiten berührt, berührt von selbst 
auch die sechste Seite des Sechsseits.“
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Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, daß sich 
die Sätze von Pascal und Brianchon nach dem Gesetz der 
Dualität für die Ebene entsprechen.

S p e z ia lis ie ru n g e n  des B ria n c h o n sc h e n  S atzes.
71. Denken wir uns ein einer Kurve 2. Klasse 

umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fünf

seiner Seiten, etwa I ,  H l, IY , Y, VI fest, während 
wir die Seite II  sich so ändern lassen, daß sie, stets 
Tangente der Kurve bleibend, sich der Seite I  mehr 
und mehr nähert. Ist dann im Grenzfall II  mit I 
zusammengefallen, so haben wir statt des Sechsseits ein

Fig. 43 a. Fig. 4"b.

Fig. 45 c. Fig. 45 d.



Fünf seit. Dagegen sind noch sechs Ecken vorhanden. 
Denn als Schnittpunkt von I  und I I  müssen wir den 
Berührungspunkt der Tangente I  mit der Kurve nehmen. 
Der Brianchonsche Satz läßt sich dann in entsprechender 
Weise für dies Fünf seit formulieren: es mag genügen, auf 
Figur 4 5 a  zu verweisen, die den Satz veranschaulicht. 
Ferner können wir in dem Sechsseit zweimal zwei Tan
genten zusammenfallen lassen, wodurch wir aus dem Satze 
von Brianchon Sätze über das Y ie r s e i t  erhalten, das 
einer Kurve 2. Klasse umschrieben ist. Die Figuren 45b 
und 45 c werden hinreichen, um auch den Wortlaut der
selben zu liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten 
zusammen, so erhalten wir (Fig. 45d) den

S a tz  41. „Hatman ein einerKurve 2. Klasse umschriebenes 
Dreieck, so gehen die Verbindungslinien der Ecken 
mit den Berührungspunkten der gegenüberliegenden 
Seiten durch e in en  Punkt.“

A ufgabe  33. Welche Form nimmt der Pascalsche Satz 
an, wenn die Kurve 2. Ordnung in zwei Gerade zer
fällt und die sechs Punkte zu je dreien auf ihnen 
liegen? Wie läßt sich der duale Satz beweisen? Ygl. 7.

A n w en d u n g en  d es  B ria n c h o n sc h e n  S atzes.

72. Nach Satz 40 können ,w ir das Brianchonsche 
Sechsseit benutzen, um von einer Kurve 2. Klasse weitere 
Tangenten zu konstruieren und die beiden folgenden Auf
gaben zu behandeln. .

A ufgabe 34. Von einer Kurve 2. Klasse kennt man 
fünf Tangenten und auf einer derselben einen Punkt P . 
Man soll die zweite, durch diesen Punkt gehende 
Tangente der Kurve zeichnen.
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§ 24. Der Satz von Brianchon. 129

L ö sung . "Wir numerieren uns ein Brianchonsches 
Sechsseit. Die Tangente, auf der P liegt, sei I 
(Fig. 46), die gesuchte Tangente sei I I , die übrigen 
gegebenen Tangenten erhalten die 
Nummern III, IV, V, VI. Dann 
ist P  der Schnittpunkt (I, II).
Die Linien x  und z können wir 
zeichnen und sie liefern den Bri- 
anchonschen Punkt (B. P.). Durch 
ihn und (V, VI) geht y  und diese 
Linie schneidet auf m  einen Punkt 
aus, der mit P  verbunden die ge
suchte Tangente gibt.

A ufgabe  35. Eine Kurve 2. Klasse ist gegeben durch 
fünf Tangenten; den Berührungspunkt einer derselben 
zu bestimmen.

L ösung . Die Tangente, deren Berührungspunkt bestimmt 
werden soll, bezeichnen -wir mit I  
und II  (Fig. 47), die übrigen mit 
I I I . . .  VI. Dann kann man zwei 
der Verbindungslinien der Gegen
ecken, nämlich z und y  zeichnen, 
deren Schnitt der Brianchonsche 
Punkt ist. Durch diesen und (IV, V) 
geht x  und diese Linie schneidet 
auf I  den Berührungspunkt T aus.

Ganz in ähnlicher "Weise sind folgende Aufgaben zu
behandeln:
A ufgabe 36. Von einer Kurve 2. Klasse sind fünf 

Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve zu 
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen is t  Lösung 
wie Aufgabe 34, nur liegt P  in unendlicher Ferna
D o e h le m a n n , Projektive Geometrie 9

Fig. 46.



A ufgabe  37. Von einer Kurve 2. Klasse sind vier 
Tangenten gegeben und auf einer derselben ist ihr Be
rührungspunkt bekannt; man konstruiere die Be
rührungspunkte der anderen Tangenten.

L ösung . Brianchonscher Satz für ein Vierseit. 
A ufgabe 38. Von einer Kurve 2. Klasse sind zwei 

Tangenten gegeben und ihre Berührungspunkte, sowie 
eine dritte Tangente; man zeichne deren Berührungs
punkt.

§ 25. Identität der Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse.

D ie M a c -L a u rin sc h e  K o n fig u ra tio n .

73. Hatten wir eine Kurve 2. Ordnung durch pro
jektive Büschel erzeugt, so konnten wir in jedem ihrer 
Punkte die Tangente bestimmen. Von welcher Klasse 
ist nun die erzeugte Kurve 2. Ordnung?

Lag andererseits eine Kurve 2. Klasse vor als Erzeug
nis projektiver Punktreihen, so war auf jeder Tangente 
ein Punkt, der Berührungspunkt, festgelegt Von welcher 
Ordnung ist die von den Berührungspunkten gebildete 
Kurve?

Um diese naheliegenden Fragen zu beantworten, 
gehen wir aus von einer Kurve 2. Klasse, die durch vier 
Tangenten a, b , c, d und den Berührungspunkt A von a 
bestimmt sein möge (Fig. 48). Die Berührungspunkte 
B, G, D von b, c, d , die damit dann schon gegeben sind, 
wollen w ir nun nicht wie in Aufgabe 37 mittels des 
Brianchonsehen Satzes bestimmen, sondern unter Be
nutzung des Satzes 15 in 36. Für den vorliegenden Fall 
haben wir zu berücksichtigen, daß auf irgend zwei Tan
genten einer Kurve 2. Klasse die übrigen Tangenten pro
jektive-Punktreihen ausschneiden, und ferner, daß die auf

130 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw.
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Grund des angezogenen Satzes zu konstruierende Linie p0 
die Berührungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet 
(66.). Die Tangenten a, b, c, d bilden nun ein vollstän
diges Yierseit. Es sei der Schnittpunkt von a und b mit 
M bezeichnet, also kurz (ab) =  M, ebenso (cd) =  M1,

F ig .  iS .

ferner (ac) =  N, (bd) =  endlich (ad) =  P  und 
(bc) =  P t , so daß IST,iS7!, M,M1; P , P x die drei Paare 
von Gegenecken des Vierseites. "Weiter bezeichnen wir 
die Verbindungslinie NNj mit x, MM: mit y, P P t mit z.

Greifen wir jetzt zunächst die beiden Tangenten a 
und b heraus, so schneiden die übrigen Tangenten c, d usw. 
auf a und b projektive Punktreihen aus und zwar ent
sprechen den Punkten N ,P  bezüglich die Punkte P1,N 1.

9 *



Die Linie p0 des Satzes 15 geht mithin durch den Schnitt
punkt Y der Verbindungslinien P P X und NN, und außer
dem durch A . Es schneidet also die Verbindungslinie 
AY auf b den Berührungspunkt B aus.

Betrachten wir in gleicher "Weise a und c als Träger 
projektiver Punktreihen, so haben wir M und sowie 
P  und Px zu verbinden und deren Schnittpunkt X be
stimmt mit A verbunden die Perspektivitätsachse, welche 
auf c den Berührungspunkt C ausschneidet. Die analogen 
Betrachtungen, durchgeführt für die Paare a und d, b und 
c, b und d, endlich c und d, liefern dann folgendes Re
sultat: "Wird noch der Schnittpunkt von und MM, 
mit  Z bezeichnet, so gehen AC und BD durch X , AB und 
und CD durch Y, AD und BC durch Z . "Wir haben also 
S a tz  42. „Irgend vier Tangenten a, b, c, d einer Kurve 

2. Klasse bestimmen ein vollständiges Vierseit mit den 
drei Verbindungslinien x , y , z der Gegenecken. Die 
Berührungspunkte A, B, C, D der vier Tangenten 
liefern ein vollständiges Viereck, in dem X, Y, Z die 
Schnittpunkte der Gegenseiten. Dann fallen die Drei
ecke X Y Z und x  y  z zusammen.“

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur 
ist bekannt als die Mac-Laurinsche Konfiguration (174Sj.

D ie K u rv e  2. K la sse  i s t  von d e r  2. O rdnung .
74. Diese Figur benutzen wir jetzt, um weitere Tan

genten einer Kurve 2. Klasse und deren Berührungspunkte« 
zu konstruieren, wenn die erstere durch drei Tangenten 
a , b, c und die Berührungspunkte A und C der ersten 
und dritten bestimmt ist. In der Tat vertrauen wir uns 
der Führung der Figur an und wählen auf der Verbindungs
linie AC einen Punkt X beliebig. MX schneide c in M ,, 
PxX  die Tangente a in P ; dann ist, wie wir beweisen
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werden, PM^ eine weitere Tangente d der Kurve 2. Klasse. 
Denn numerieren wir ein Sechsseit derart, daß a mit I  
und II , b mit III, c mit IV und V, PMX oder d mit VI 
bezeichnet wird, so berühren diese 6 Linien e in e  Kurve 
2. Klasse, da AC, MM1, P P j sich in einem Punkte X 
begegnen (71., Figur 45 c). Also ist d eine weitere Tan
gente der Kurve 2. Klasse.

Bringen wir jetzt PM1 mit P4 M in N j, ferner NNt 
in Y mit P P X zum Schnitt, so schneidet AY auf b den 
Berührungspunkt B aus, und es ist leicht zu erkennen, 
daß nun BX auf d den Berührungspunkt D liefert. Das 
folgt ohne weiteres aus einem neuen Brianchonschen Sechs
seit, indem wir b als I  und II , c als H I, d als IV  und V 
und a als Tangente VI wählen.

Die ganze Figur zeigt nun wieder die oben bewiesenen 
Eigenschaften, d. h. CD geht durch Y, oder anders ausge
drückt: man kann D auch erhalten als Schnittpunkt der 
Strahlen BX und CY.

Lassen wir jetzt X auf AC fortrücken, so beschreibt 
derStrahlBX einen zurPunktreiheXperspektivenStrahlen- 
büschel und ebenso MX; der Punkt Z wandert auf der 
Geraden BC weiter, Y auf AB und der Strahl CY be
schreibt einen Büschel um C .

Man hat mithin folgende Reihe von Perspektiven Grund
gebilden :
Strahlenbüschel B X X Punktreihe X X Strahlenbüschel M X 

X „ ZX  „ NZ 
X „ Y X  „ CY.

Also ist auch
Strahlenbüschel BC A Strahlenbüschel CY.

Folglich ist der Ort der Punkte D dargestellt als Er
zeugnis projektiver Strahlenbüschel, also liegen alle Be



rührungspunkte D der Tangenten der Kurve 2. Klasse 
auf einer Kurve 2. Ordnung, welche natürlich auch durch 
die Punkte A, B, C, D geht, da ja die bewegliche Tan
gente d auch mit a, b, c, d zusammenfallen kann.

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch
führung dem Leser angeraten wird, zeigt, daß die Tan
genten einer Kurve 2. Ordnung eine Kurve 2. Klasse 
bilden. Wir haben demnach
S a tz  43. „Die Berührungspunkte der Tangenten einer 

Kurve 2. Eiasse liegen auf einer Kurve 2. Ordnung, 
und die Tangenten einer Kurve 2. Ordnung bilden eine 
Kurve 2. Klasse.“

Ob man also von projektiven Punktreihen oder pro
jektiven Strahlenbüscheln ausgeht, man erhält die gleiche 
Kurve, nur das einemal tangentenweise, das anderemal 
punktweise erzeugt. Die Kurven 2. Klasse sind auch von 
der 2. Ordnung und umgekehrt. Wir wollen diese Kurven 
2. Ordnung und 2. Klasse „ K e g e ls c h n it te “ nennen. 
Die Berechtigung dieser Bezeichnung wird in einem 
späteren Abschnitte dargetan werden.

§ 26. Die verschiedenen A rten der Kegelschnitte.

U n e n d lic h  fe rn e  P u n k te . A sy m p to ten .
75. Wir wollen jetzt sehen, welche verschiedene 

Formen die Kegelschnitte annehmen können. Man teilt 
diese Kurven ein nach ihrem Verhalten gegenüber der 
unendlich fernen Geraden der Ebene, in welcher der Kegel
schnitt liegt. Der Kegelschnitt kann diese unendlich ferne 
Gerade nämlich entweder in zwei reellen Punkten schneiden 
oder sie gar nicht schneiden (d. h. in zwei imaginären 
Punkten) oder er kann sie berühren. Um für diese ab
strakten Möglichkeiten geometrisch brauchbare Unter-
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Scheidungen zu erhalten, sei ein Kegelschnitt durch pro
jektive Büschel S und erzeugt, deren projektive 
Beziehung durch drei Paare entsprechender Strahlen a, 
b, c und a ^  bn  q  festgelegt sein möge. Um nun die 
Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der u n e n d lic h  
fe rn e n  Geraden zu bestimmen, haben wir nur das Ver
fahren, auf Grund dessen wir in 59. und Aufgabe 26 (S. 112) 
die Schnittpunkte einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegel
schnitt bestimmten, entsprechend umzuändem. Da sich 
in jedem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen 
der projektiven Büschel S und St begegnen, so sind 
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes dadurch 
ausgezeichnet, daß nach ihnen e n ts p re c h e n d e  Strahlen 
der Büschel S und St laufen, die überdies noch p a ra l le l  
sind. Um solche Strahlen zu finden, verschieben wir den 
Büschel St parallel zu sich selbst, bis S, nach S fällt. 
Dies führen wir aus, indem wir durch S folgende Strahlen 
ziehen: af-H -ai, b{-fj-bi, cf -H-Ci- Dann ist, wie leicht 
zu sehen, auch der Büschel (a, b, c) projektiv zum Büschel 
(af, bi, c{), wobei dem Strahl a der Strahl a{ entspricht 
usw. Die Doppelstrahlen dieser Büschel aber liefern ent
sprechende Strahlen der Büschel S und S{, die parallel 
laufen. Denn wenn n =  n{ ein solcher Doppelstrahl, so 
ist n j-jf-n i, also auch n-jf- n i .  Die genannten Doppel
strahlen, die sich nach der Steinerschen Konstruktion er
mitteln lassen, geben folglich die R ic h tu n g e n , in denen 
unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes gelegen sind. 
Jede Parallele zu einer solchen Richtung geht auch durch 
diesen unendlich fernen Punkt der Kurve hindurch. Dies 
entspricht dem Umstand, daß durch irgend einen im End
lichen gelegenen Punkt einer Kurve ein Büschel von 
Strahlen hindurchgeht. Wie nun in diesem eben genannten 
Strahlenbüschel die Tangente an die Kurve enthalten ist,
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so ist auch in dem Parallelstrahlenbüschel durch einen 
unendlich fernen Punkt einer Kurve e in  Strahl vorhanden, 
für welchen auch noch der zweite Schnittpunkt mit dem 
Kegelschnitt in den unendlich fernen Punkt fällt und von 
dem wir also sagen können, daß er die Kurve in dem 
unendlich fernem Punkte berührt oder daß er als Tangente 
in diesem Punkte anzusehen ist. W ir nennen allgemein 
die Tangente in einem unendlich fernen Punkt einer 
Kurve eine „Asymptote“ der Kurve. Ihre Konstruktion 
bleibt die gleiche wie die der Tangente, nur tritt an Stelle 
des im Endlichen gelegenen Punktes der durch eine 
Richtung gegebene unendlich ferne P unk t

E l l ip s e ,  H y p e r b e l, P arab el.

76. Zurückkehrend zur Einteilung der Kegelschnitte 
müssen wir mithin folgende Fälle unterscheiden:

a) Die beiden projektiven 
Strahlenbüschel (a , b , c) und 
(af, b{, ci) haben k e i n e  
Doppelstrahlen. Der erzeugte 
Kegelschnitt besitzt keine un
endlich fernen Punkte, liegt 
also ganz im Endlichen. Man 

Fig. 49. nennt ihn „Ellipse“ (eJlm pi.;)
(Fig. 49). Sie kann speziell in den Kreis übergehen*).

*) Es gibt Kurven höherer Ordnung, die infolge ihrer 
ovalen Form sich äußerlich  nur wenig von einer Ellipse 
unterscheiden. Wählt man auf einer solchen Kurve zwei 
Punkte S und S, beliebig, so kann man die Strahlenbüschel 
S und S, durch die Kurve e in d eu tig  aufeinander beziehen, 
indem man solche Strahlen einander zuweist, die sich auf der 
Kurve begegnen. Trotzdem sind diese Büschel dann n ich t 
projektiv, und es ist das Doppelverhältnis von vier Strahlen 
des einen n ich t gleich dem der entsprechenden Strahlen des



b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven Büschel 
sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei reelle, unendlich 
ferne Punkte. Er heißt Hyperbel (vnegßolri) (Fig. 50). 
Die Asymptoten sind a und b. Die Kurve besteht aus 
zwei Teilen, die sich den Asymptoten mehr und mehr 
nähern. Die Kurve hat nur zw ei unendlich ferne Punkte,
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nämlich die unendlich fernen Berührungspunkte A und 
B von a und b. Geht man auf der Kurve von 0 aus 
gegen 1 ins Unendliche, so kehrt man daraus über B zu
rück nach 2 ; geht man in der Sichtung nach 3 ins 
Unendliche, so kehrt man auf der anderen Seite der 
Asymptote über A nach 4 zurück. Die Kurve schließt 
sich also durch das Unendliche hindurch.

anderen. Denn analytisch betrachtet, schneidet irgend ein 
Strahl durch S die Kurve außer in den zwei reellen Punkten 
noch in imaginären Punkten, die für die Rechnung ebenso zu 
berücksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren Punkte. 
(Ygl. die Definition projektiver Grundgebilde in 31.)
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o) Die beiden projektiven Strahlenbüschel haben einen 
Doppelstrahl. Die Kurve besitzt e in e n  unendlich fernen 
(doppelt zählenden) Punkt, berührt also die unendlich 

. ferne Gerade. Sie heißt Parabel 
(naQ aßolr]) (Fig. 51). Die Asymp- 
tote derselben ist die unendlich ferne 

/  Gerade, auf ihr liegt der unendlich
/  ferne Berührungspunkt P.

[_______________  Diese Bezeichnungen der drei
V  Kegelschnitte stammen schon von

den Griechen her. Sie beziehen sich 
' — auf die eigentümliche Art un d Weise,

n . wie diese die Gleichungen dieser
Kurven als Beziehungen zwischen 

Fig. 51. Flächeninhalten deuteten.

T a n g e n te n w e is e  K o n s tru k tio n  d er  P arab el.
77. Erzeugen wir einen Kegelschnitt durch projektive 

Punktreihen, so können wir ebenfalls, wenn auch weniger 
einfach, die drei Arten von Kegelschnitten unterscheiden. 
Wann die P a r  ab el entsteht, ist sofort einzusehen: näjnlieh 
immer und nur dann, wenn die unendlich fernen Punkte der 
erzeugenden Punktreihen g und gi  in der projektiven 
Beziehung einander entsprechen. Denn dann ist die 
Verbindungslinie dieser beiden unendlich fernen Punkte, 
also die u n e n d lic h  fe rn e  Gerade der Ebene, eine 
Tangente der erzeugten Kurve, diese muß demnach eine 
Parabel sein. Projektive Punktreihen, in denen sich die 
unendlich fernen Punkte entsprachen, nannten wir aber 
(40.) ä h n lic h e ; folglich schneiden die Tangenten einer 
Parabel auf irgend zwei.festen Tangenten derselben solche 
ähnliche Punktreihen aus. Daraus ergibt sich eine ein
fache Konstruktion der Tangenten einer Parabel. Sind g



und g 1 die gegebenen Tangenten (Fig. 52) und bezeichnen 
■wir deren Berührungspunkte mit 5 und 0, so teilen wir 
die Strecken von ihnen aus bis zum Schnittpunkt von g 
und je in fünf gleiche Teile. Dann liefern entsprechende 
Teilpunkte verbunden stets eine Tangente der Parabel. 
Durch Fortsetzung der Teilung erhält man, wie aus der 
Figur zu ersehen, weitere Tangenten derselben.
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A u fg ab en  ü b e r  d ie  H y p e rb e l  u n d  P a rab e l.
78. Wir fügen hier noch einige Aufgaben bei, aus 

denen hervorgehen mag, daß unendlich ferne Elemente 
(Asymptoten, unendlich ferne Gerade) ganz ebenso kon
struktiv verwendet werden können, wie im Endlichen 
gelegene Bestimmungsstücke.
A ufgabe 39. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 

Richtungen der Asymptoten und drei Punkte. Weitere 
Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu 
konstruieren.



L ösung . Sind s und s{ die Richtungen der Asymptoten 
(Fig. 53), so sind also die unendlich fernen Punkte S 
und Sj dieser Geraden Punkte der Hyperbel. Wir 
wählen sie als Mitttelpunkte von die Kurve erzeugenden 
Strahlenbüscheln, die in diesem Falle in Parallelstrahlen- 
büschel übergehen. Durch die weiter gegebenen Punkte 
A, B, C sind dann den drei Strahlen a , b , c des 
Büschels S als entsprechende im Büschel die Strahlen
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a , , bx, Cj zugewiesen. W ir konstruieren die projektive 
Beziehung der beiden Büschel nach 33., lassen aber 
zur Vereinfachung g mit a, und gr mit a zusammen
fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das 
Zentrum P  der Perspektivität als (Schnitt von B B, 
und C Gx) und zu irgend einem Strahle d den ent
sprechenden d j , dessen Schnittpunkt D mit d der 
Hyperbel als Punkt angehört.

Um die Asymptoten, also die Tangenten in den 
Punkten S und Sx zu finden, haben wir nach Satz 30 S. 10 7



die Verbindungslinie S St als Strahl des einen und des 
anderen Büschels zu nehmen und immer den entsprechen
den Strahl im anderen Büschel zu suchen. Diese Ver
bindungslinie S S t ist liier die unendlich ferne Gerade 
und sie trifft g und g t  in den unendlich fernen Punkten 
dieser Geraden. Man findet dann durch konsequente 
Durchführung der Konstruktion, daß die Asymptoten die 
Linien s0 und So sind, die durch P  parallel zu s und s ' 
laufen. —  In  der Figur stehen die Richtungen der 
Asymptoten aufeinander senkrecht. Eine solche Hyperbel 
heißt eine „ g le ic h s e i t ig e “.
A ufgabe 40. Zwei kongruente, gleichsinnige Strahlen

büschel in der gleichen Ebene erzeugen einen Kreis, 
zwei kongruente, ungleichsinnige dagegen eine gleich
seitige Hyperbel. (Vgl. Aufgabe 16 S. 84.)

A u fg ab e  41. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein 
unendlich ferner Punkt, sowie zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten. Man zeichne die Asymptote 
in dem gegebenen unendlich fernen Punkte.

L ösung . Sind a und b die Tangenten mit den Be
rührungspunkten A und B, 
während S der gegebene 
unendlich ferne Punkt 
(Fig. 54), so sei die ge
suchte Asymptote die Ver
bindungslinie 1 2 ,  A sei 
3, 4 und 5, 6 falle mit B 
zusammen. Dann erhalten 
wir in dem Pascalschen 
Sechseck 1 2 3 4 5 6 die 
Punkte Y undZ derPascal- 
schenLinie(Satz 34 S .l 14), 
auf der sich auch 12 und F ig . 64.
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45 schneiden müssen. Es geht also durch diesen 
Schnittpunkt X die Asymptote s0.

Man zeichne auch die zweite Asymptote.
A u fg ab e  42. Man löse die Aufgabe 39 unter Anwendung 

des Pascalschen Satzes.
A ufgabe 43. Von einer Hyperbel sind gegeben die 

beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne weitere 
Punkte der Kurve.
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L ösung . Nehmen wir die unendlich fernen Punkte S 
und St der Kurve als Mittelpunkte der die Hyperbel 
erzeugenden projektiven Strahlenbüschel und verfahren 
wir im übrigen durchaus nach der in 59. Figur 36 
bereits besprochenen Methode. Die Parallelen durch 
den gegebenen Punkt A der Hyperbel (Fig. 55) zu den 
Asymptoten liefern entsprechende Strahlen a und a, 
der beiden Strahlenbüschel und die Asymptoten selbst 
sind bzw. mit f und ^  zu bezeichnen, während die 
unendlich ferne Gerade die Bezeichnungen fx und e



trägt. Für die Hilfsgeraden g und gt wollen wir im 
vorliegenden Falle eine speziellere Annahme machen, 
indem wir g mit aj und g, mit a zusammenfallen 
lassen. Dann kommt der Hilfspunkt P  der Figur 36 
in den Schnittpunkt der beiden Asymptoten (also in 
den Mittelpunkt der Hyperbel) zu liegen. Weitere Punkte 
der Kurve ermitteln wir, indem wir durch P  irgend 
eine Gerade ziehen, welche \  und a in D und DL trifft. 
Die Parallelen d und dx geben in ihrem Schnitte 
einen weiteren Punkt D der Hyperbel.

Die Figur 55 läßt weiter erkennen, daß unsere Kon
struktion neuer Hyperbelpunkte geometrisch auch in der 
Weise gedeutet werden kann, daß durch dieselbe das 
Parallelogramm A FPE X der Figur in ein flächengleiches 
mit der Ecke D verwandelt wird. Wir haben mithin 
folgende metrische Eigenschaft der Hyperbel bewiesen: 
Zieht man durch die Punkte einer Hyperbel Parallele zu 
den Asymptoten, so besitzt das von diesen Parallelen und 
von den Asymptoten gebildete Parallelogramm konstanten 
Flächeninhalt.
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A ufgabe 44. Yon einer Parabel sind gegeben der un
endlich ferne Punkt, zwei weitere Punkte und die
Tangente in einem 
derselben; die Kurve 
zu zeichnen.

L ösung . Wird mit Sj 
der unendlich ferne 
Punkt, mit S der Punkt 
bezeichnet, dessen 
Tangente gegeben ist 
(Fig. 56), so wählen 
wir wiederum diese

*



beiden Punkte als Zentren der projektiven Strahlen- 
büschei. Die unendlich ferne Gerade muh dann als 
Tangente et in Sx aufgefaßt werden, während f die 
gegebene Tangente ist. Deren unendlich ferner Punkt 
gibt bei Durchführung ganz der gleichen Betrachtung 
wie vorhin den Hilfspunkt P . Um weitere Punkte 
der Parabel zu zeichnen, haben wir also mit irgend 
einer Parallelen zu f die Geraden a, und a in D und 
Dx zu schneiden. Die Strahlen d und dt begegnen sieb 
in einem neuen Punkte D der Parabel.
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Pur praktische Zwecke läßt sich dieses Verfahren 
noch etwas bequemer gestalten. Bezeichnen wir den 
Schnittpunkt von dt und f mit G, so gilt die Proportion

PD SDj SG



Wenn also z. B. «

FD =  — FA , 
n

so ist auch

SG =  — S F . 
n

Darauf beruht folgende bekannte Konstruktion der 
Parabel: wir teilen (Fig. 57) die Strecke FA sowolil als 
auch SF in gleichviel gleiche Teile, z. B. vier, und ziehen 
die zugehörigen Strahlen der Büschel. Die Teilung darf 
nach beiden Seiten fortgesetzt werden.
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A ufgabe 45. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne dessen 
Tangente.

L ö su n g . Sind a und b die Asymptoten und ist A der 
weiter gegebene Punkt (Fig. 58), so liefert der Satz 
von Pascal ohne weiteres die gesuchte Tangente t und 
es zeigt sich aus der Figur, daß das zwischen den
D o e h l e m a n n ,  Projektive Geometrie. 10



Asymptoten liegende Stück der Tangente durch den 
Berührungspunkt halbiert wird.

A u fg ab e  46. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und eine Tangente; weitere Tan
genten der Kurve zu zeichnen.

L ö su n g . Bezeichnen wir die eine Asymptote a mit I  
und II , die andere b mit IY  und V, die gegebene 
Tangente t  mit I H , während die gesuchte Tangente YI 
durch einen auf a beliebig angenommenen Punkt P  
gehen soll (Pig. 59). Der Brianchonsche Punkt wird 
in diesem Palle ein unendlich ferner und die Haupt
diagonalen y  und z sind parallel.

Man erkennt dann aus der Figur die folgende Eigen
schaft: Die Tangenten einer Hyperbel begrenzen mit 
den Asymptoten Dreiecke von konstantem Flächeninhalte. 
A ufgabe  47. Yon einer Parabel sind vier Tangenten 

gegeben. Den Berührungspunkt einer derselben zu 
konstruieren.

L ösung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, so 
berührt er die unendlich ferne Gerade der Ebene; diese 
unendlich ferne Gerade ist aber mit der Ebene gleich
zeitig gegeben als fünfte Tangente. Um die Aufgabe 

zu lösen, bezeichnen wir d ie 
je n ig e  Tangente, deren Berüh
rungspunkt wir finden wollen, 
mit I  und II , die unendlich ferne 
Gerade mit H I, mit IY, Y, YI die 
drei anderen Tangenten (Fig. 60). 
Dann ist (H, HI) der unendlich 
ferne Punkt der mit H  bezeich- 
neten Tangente, (HI, IY) der 

Fig. 60. unendlich ferne Punkt von IY.
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Durch, den Brianchonschen Satz finden wir nun leicht 
den Berührungspunkt T auf der Tangente I.

A ufgabe 48. Parallel einer gegebenen Richtung an eine 
Parabel die Tangente zu konstruieren.

Lösung. Verlangt man allgemein, die Tangenten eines 
Kegelschnittes zu ermitteln, welche zu einer gegebenen 
Geraden 1 parallel sind, so gibt es deren zwei. Denn 
die Aufgabe kommt darauf hinaus, durch den Schnitt
punkt von 1 mit der unendlich fernen Geraden die 
Tangenten an den Kegelschnitt zu legen. Berührt aber 
der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, wie dies 
bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich ferne 
Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen Punkt, 
es bleibt also bloß noch e in e  im Endlichen gelegene 
Tangente, parallel der Geraden 1, die Aufgabe wird 
eine lineare.

Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei Tan
genten a und b mit ihren Berührungspunkten A und B 
(Fig. 61), so numerieren 
wir uns ein Brianchonsches 
Sechsseit. I, II  fallen auf a,
III und IV auf b, V sei die

des Brianchonschen Punktes, 
wobei noch zu beachten,

gesuchte, zur gegebenen Ge- i
raden 1 parallele Tangente, 
VI sei die unendlich ferne 
Gerade. Dann ergibt sich V
wieder durch Konstruktion
n a c  i ' i n n n l i A n D o h n n  P n n l . 4 n c

natürlich der unendlich ferne 
Punkt von 1 ist. Fig . 61. 

10 *



A ufgabe 49. Eine Parabel ist gegeben durch -vier 
Tangenten. Ihren unendlich fernen Punkt (die Richtung 
der Achse) zu bestimmen.
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F ig . 62.

L ösung. Bezeichnen wir (Fig. 62) die vier gegebenen 
Tangenten mit I, II, III, IV , die unendlich ferne 
Gerade mit V und VI, so gibt die Linie y , welche in 
dem Brianchonschen Sechsseit nach dem Berührungs
punkt (V, VI) läuft, die Richtung, in welcher der 
unendlich ferne Punkt der Parabel liegt.



VI. Abschnitt.

Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

§ 27. Pol und Polare.

K o n ju g ie r te  P u n k te  u n d  k o n ju g ie r te  G erade.

79. Liegt ein Kegelschnitt k2 gegeben vor und ist 
g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und B trifft 
(Fig. 63), so kann man zu irgend einem Punkte X von g

den vierten harmonischen X ' bezüglich A und B kon
struieren, so daß also (XX'AB) =  — 1 . Wir nennen 
zwei solche Punkte X und X ' „konjugiert“ in bezug aul 
den Kegelschnitt.

Berührtdie Gerade g den Kegelschnitt, so vereinigen 
sich A und B in einem Punkt, etwa C . Der vierte



harmonische zu einem Punkt X fällt dann, wo auch 
X auf der Tangente liegen mag, wieder mit C zusammen. 
Zu jedem Punkte einer Tangente ist also der Berührungs
punkt konjugiert.

Gehen andererseits von einem Punkte G aus zwei 
Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man zu 
irgend einer Geraden x  durch G den vierten harmonischen 
Strahl x '  bestimmen in bezug auf a, b . Es ist also dann 
(xx 'ab ) =  — 1 . Wir nennen zwei solche Strahlen x, x ' 
„konjugierte Gerade“ in bezug auf den Kegelschnitt. 
Bückt G auf den Kegelschnitt nach G0, so fallen die 
beiden Tangenten in eine zusammen, nämlich in die Tan
gente c in G0 an den Kegelschnitt. Zu irgend einer Ge
raden durch den Punkt G0 des Kegelschnittes ist dann c 
stets die konjugierte Gerade. —  In der rechnenden Geo
metrie kann man diese Definition konjugierter Punkte 
und Geraden formal übertragen auf den Fall, wo die Ge
rade g den Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von 
dem Punkte G aus keine reellen Tangenten an den Kegel
schnitt möglich sind.

W ir stellen uns jetzt die Fragen: Wo liegen über
haupt a lle  Punkte, die zu einem gegebenen Punkte X 
konjugiert sind in bezug auf einen Kegelschnitt? Ferner: 
Was für eine Kurve umhüllen alle Geraden, die zu einer 
gegebenen Geraden x konjugiert sind in bezug auf einen 
Kegelschnitt?

P o la re  e in e s  P u n k te s .

80. Wir gehen aus von der Mac-Lauiinsehen Kon
figuration, wie sie in Figur 4 8 S. 131 erörtertwurde. Bringen 
wir dort noch AG in X', BD in X" zum Schnitt mit 
N N j, so folgt aus dem Viereck AB CD, daß sowohl 
(XX'AC) =  — 1 als auch (XX"BD) =  -  1 .
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Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der Punkt 
X; durch X ziehen wir eine Sehne AC beliebig. Bringen 
wir die Tangenten a und e in A und C in N zum Schnitt 
und konstruieren ferner X ' als den vierten harmonischen 
zu X bezüglich A und C, so ist durch N und X ' die 
Linie NNj oder x  festgelegt. Wie man also auch eine 
Sehne BD durch X zieht, der vierte harmonische X" zu

X bezüglich B und D muß stets auf dieser Linie x ge
legen sein. Diese Gerade x  ist demnach der Ort a l le r  
zum Punkte X konjugierter Punkte. Wir nennen sie die 
„P o la re“ des Punktes X in bezug auf den Kegelschnitt. 
Auf ihr müssen sich dann auch die Tangenten b und d 
in B und D begegnen. Ebenso ist XZ oder y  die Polare 
von T  und X Y  oder z die Polare von Z .

Es ergeben sich also folgende Eigenschaften der 
Polaren eines Punktes, die wir durch die Eigur 64 zur 
Anschauung bringen:



S atz  44. „Hat man einen Punkt X und einen Kegel
schnitt und zieht durch ihn alle möglichen Linien, 
welche in A, B oder C, D oder E , P usw. den Kegel
schnitt treffen, und konstruiert man
1) zu A, B oder C, D oder E , F usw. den vierten har

monischen in bezug auf X,
2) die zwei anderen Nebenecken der vollständigen Vier

ecke ABCD, A B EF usw.,
3) die Schnittpunkte der Tangenten in A und B, in C 

und D usw.,
4) die Berührungspunkte der allenfalls von X aus an 

den Kegelschnitt gehenden Tangenten,
so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x , der 
Polaren des Punktes X.“ *)

P o l e in e r  G eraden .

81. Ganz in ähnlicher Weise zeigen wir, daß alle 
zu einer Geraden x  konjugierten Geraden durch einen 
Punkt X  gehen, den wir den „Pol“ von x  nennen. In 
der Tat denken wir uns in Figur 48 noch die Linien 
NX und Nt X gezogen, die mit x ' bzw. x" bezeichnet 
werden mögen, so ist sowohl (xx'ac) =  — 1 als auch 
(xx"bd) =  — 1 . .  Haben wir nun x  oder NNX beliebig 
angenommen, ferner von einem Punkte N aus die Tan
genten a und c an den Kegelschnitt gezogen, welche 
in A und C berühren, so können wir X schon bestimmen 
als Schnittpunkt von A C und dem Strahle x', der zu x 
harmonisch ist bezüglich a und c. Wo dann auch auf x
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*) In dieser Figur, sowie in den folgenden ist der B e 
quem lichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewählt. 
Selbstverständlich gelten die Sätze für jeden Kegelschnitt, 
sofern nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist.
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ein Punkt Nx weiter angenommen wird, im m er muß die 
Berülirungsselme B D der durch Nt gehenden Tangenten 
b und d durch den bereits festgelegten Punkt X gehen 
und im m er muß auch der Strahl x", der zu x  harmonisch 
in bezug auf b und d, ebenfalls durch X laufen. Damit 
ergibt sich (Fig. 48)
S atz  45. „Legt man von den Punkten einer Geraden x  aus 

die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt und konstruiert
1) zu x  den vierten harmonischen Strahl bezüglich 

eines solchen Tangentenpaares,
2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren gebildeten 

vollständigen Yierseit die zwei anderen Nebenseiten,
3) die zu einem Tangentenpaar gehörige Berührungs

sehne (Verbindungslinie der Berührungspunkte),
4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x  mit dem 

Kegelschnitt die Tangenten,
so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X, den 
Pol von x .“

Natürlich gehört zu X wieder x  als Polare. Ferner 
folgt aus 3) in den beiden letzten Sätzen noch:
Z usatz . „Liegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt, so 

wird seine Polare die Tangente und ebenso wird der 
Pol einer Tangente der Berührungspunkt derselben.“ 

Auf Grund dieser Sätze können wir jetzt auch eine 
strengere, von der Realität der Schnittpunkte bzw. Tan
genten unabhängige Definition konjugierter Elemente 
aufstellen in folgender Weise:

„Zn einem Punkte sind konjugiert in bezug auf einen 
Kegelschnitt alle Punkte seiner Polaren.“ Ferner:

„Zu einer Geraden sind konjugiert in bezug auf einen 
Kegelschnitt alle Geraden, die durch den Pol der ersteren 
gehen.“



Es folgt daraus dann unmittelbar:
„Sind zwei Punkte konjugiert, so gebt die Polare eines 

jeden durcb den ändern“ und :
„Von zwei konjugierten Geraden enthält jede den Pol 

der ändern.“

A ufgabe  50. Zerfällt der Kegelschnitt (die Kurve 
2. Ordnung) in zwei Gerade, so folgt aus Satz 43 
(S. 134) der früher (S. 53) erwähnte Satz. Welcher 
Satz ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve
2. Klasse) in zwei Punkte zerfällt?

§ 28. Das Polardreieck.
82. Wählen wir einen Punkt X in der Ebene eines 

Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare x; 
auf x  sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann muß 
die Polare y  von Y jedenfalls durch X gehen, da X und Y 
konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt von x  und y sei Z. 
Dieser Punkt Z ist konjugiert zu X und Z ist auch 
konjugiert zu Y , also ist X Y  oder z die Polare des 
Punktes Z. In  X Y Z  haben wir folglich ein Dreieck 
gefunden von der Eigenschaft, daß jede seiner Ecken die 
gegenüberliegende Seite zur Polaren hat. Ein solches 
Dreieck nennen wir ein „Polardreieck“ des Kegelschnittes.

W ir haben schoninFigur 4 8 auf S. 131 in X Y Z ein Polar
dreieck erhalten; aus dieser Figur können vor entnehmen, 
wie man sich in anderer Weise ein Polardreieck eines 
Kegelschnittes verschaffen kann. Sind nämlich A , B , C, D 
irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so konstruieren 
wir in dem vollständigen Viereck derselben die drei 
Nebenecken: diese bilden dann ein Polardreieck. —  Ist 
umgekehrt in Figur 65 ein Polardreieck XYZ eines Kegel
schnitts gegeben, so finden wir infolgenderWeiseeineGruppe
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von Punkten A, B, C, D, die zu ihm in der gleichen Be
ziehung steht. W ir wählen A beliebig irgendwo auf dem 
Kegelschnitt, ziehen A Z, welche Linie zum zweitenmal 
in B den Kegelschnitt trifft; dann verbinden wir X mit A 
und B, wodurch wir die Schnittpunkte C und D auf 
diesen Verbindungslinien erhalten. Der Schnittpunkt 
von CD und AB muß nun auf der Polaren x  von X liegen,

also geht CD durch Z. Ebenso müssen AD und BC 
durch Y laufen. — Lassen wir jetzt den Punkt X auf Z 
fortrücken und konstruieren für jede Lage seine Polare. 
Um z. B. die Polare für X7 zu finden, ziehen wir AX', 
welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C ' trifft. 
Dann liefert B C ' auf z den Punkt Y', so daß Z Y' oder
x ' die Polare von X ' wird. Es ist folglich

P. Reihe (X, X ' . . . )  a  Str. Büschel A (X, X ' . . .)
A Str. Büschel B (C, C ' . . . )
X P. Reihe (Y, Y' . . . )
X Str. Büschel Z (Y, Y '. . . ) .



Also ist auch die Punktreihe X , X ' . . . projektiv zum 
Büschel x , x '  . . .  der Polaren und wir erhalten 
S atz  46. „Rückt ein Punkt X auf einer Geraden z fort, 

so beschreibt seine Polare x  in bezug auf einen Kegel
schnitt einen Strahlenbüschel um den Pol Z von z, und 
dieser Strahlenbüschel ist projektiv zu der von dem 
Punkte beschriebenen Punktreihe.“

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z, so bewegt 
sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der Polaren z 
dieses Punktes.

Wir erhalten also in der Figur 65 ein System von 
Polardreiecken X Y Z , X 'Y 'Z  usw., die alle die Ecke Z 
gemeinsam haben, während die gegenüberliegenden Seiten 
auf der Geraden z liegen.
A ufgabe  51. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken 

zweier Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen auf 
einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten berühren einen 
zweiten Kegelschnitt

D ie  zu  e in e r  G e rad en  u n d  zu e inem  P u n k te  in  b e 
zug  au f e in en  K e g e ls c h n i t t  g e h ö rig e  In v o lu tio n .

83. Die Punktreihe X, X ' . .  . ist nicht bloß pro
jektiv zur Punktreihe Y , Y ' . . .  (Fig. 65), sondern sie hegt 
zu ihr involutorisch, da ja die Polare y  von Y durch X 
geht. Die Paare X, Y, X ', Y ' . . . bilden eine Punkt
involution, eben die Involution konjugierter Punkte auf z. 
Ebenso gehören die Strahlenpaare x ,y ,  x ', y ' . . . einer 
Involution an, der Involutionkonjugierter Geraden durch Z. 
Schneidet z den Kegelschnitt in reellen Punkten, so sind 
dies die Doppelpunkte der Punktinvolution (z. B. X0, Y0). 
Gehen von Z aus reelle Tangenten an den Kegelschnitt, 
so liefern diese die Doppelstrahlen der Strahleninvolution
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(z. B. Xq, y0). Aber auch wenn z den Kegelschnitt n ic h t 
in reellen Punkten trifft, so kann man trotzdem die Punkt
involution nach dem eben Bemerkten festlegen. Sie 'wird 
dann natürlich eine elliptische und kann dazu dienen, 
die imaginären Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegel
schnitt in  geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen. 
Wenn ferner von Z aus k e in e  Tangenten an den Kegel
schnitt gezogen werden können, so wird die Involution 
der konjugierten Geraden durch Z, die immer noch be
stimmt werden kann, eine elliptische. Statt der imaginären 
Tangenten von Z aus führt man dann diese Involution in 
die Betrachtung ein. Berührt z den Kegelschnitt, oder 
fällt Z auf denselben, so wird die zu z oder Z gehörige 
Involution eine parabolische.

D as D u a li tä ts g e s e tz  in  d e r  E bene.

84. Is t in einer Ebene ein Kegelschnitt k 2, speziell 
etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine Figur, so 
kann man zu jedem Punkte die Polare, zu jeder Geraden 
den Pol in bezug auf k2 zeichnen. Den Punkten einer 
Geraden entsprechen dann nach Satz 46(S. 156)Gerade, die 
alle durch den Pol dieser Geraden gehen. Vier Punkten einer 
Geraden sind also vier Strahlen durch einen Punkt zu
geordnet, und es ist überdies das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen gleich dem der vier Punkte. Dem Schnitt
punkt zweier Geraden entspricht die Verbindungslinie 
der Pole der beiden Geraden usw. Aus der ersten Figur 
können wir demnach eine zweite ableiten, die ihr genau 
nach dem Dualitätsgesetz der Ebene 7. a entspricht. 
Jetzt ist aber zwischen den beiden Figuren auch ein 
direkter, geometrischer Zusammenhang hergestellt, sie 
sind „reziprok“ zueinander in bezug auf den Kegelschnitt. 
Irgend einer Kurve als Ort von Punkten entspricht eine



Kurve, eingehüllt von den entsprechenden Geraden. Die 
Klasse dieser letzteren ist gleich der Ordnung der ersten 
Kurve. Die Punkte des Kegelschnittes k 2 sind dadurch 
ausgezeichnet, daß die ihnen entsprechenden Geraden, 
nämlich die Tangenten von k2, durch sie hindurchgehen.

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen eines 
K egelschnittes.

D er M itte lp u n k t.
85. Aus den allgemeinen Sätzen der Polarentheorie 

erhalten wir wieder spezielle, metrische, wenn wir das 
Unendlich-Ferne hereinziehen. W ir haben die Annahme 
als zulässig und notwendig erkannt, daß alle unendlich 
fernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden liegen. 
Auch zu dieser unendlich fernen Geraden können wir 
dann den Pol zeichnen in bezug auf einen Kegelschnitt, 
und wir erhalten ihn, indem wir von den Punkten der 
unendlich fernen Geraden aus Tangentenpaare an den 
Kegelschnitt legen. Die zugehörigen Berührungssehnen 
gehen alle durch diesen Pol. W ir nennen den Pol der 
unendlich fernen Geraden den „Mittelpunkt“ des Kegel
schnittes, jede durch ihn gehende Sehne einen „Durch
messer“. Die beiden Schnittpunkte eines Durchmessers 
mit dem Kegelschnitt müssen harmonisch getrennt werden 
durch den Mittelpunkt und durch den Schnittpunkt des 
Durchmessers mit der unendlich fernen Geraden, also 
muß jeder Durchmesser im Mittelpunkt halbiert werden 
(Satz 44,1 S. 152).

Für die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittelpunkt 
im Endlichen, bei der letzteren ist er (Satz 45,4 S. 153) der 
Schnittpunkt der Asymptoten; für die Parabel, welche 
die unendlich ferne Gerade berührt, fällt der Mittelpunkt
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in den Berührungspunkt der unendlich fernen Geraden, 
also in den unendlich fernen Punkt der Parabel. Alle 
Durchmesser der Parabel sind folglich parallel.

Es hat sich mithin ergeben:
S atz  47. „Die Verbindungslinien der Berührungspunkte 

paralleler Tangenten eines Kegelschnittes (Ellipse oder 
Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt und heißen 
Durchmesser. Jeder Durchmesser wird im Mittelpunkt 
halbiert (Pig. 66a und 66b).“

86. Nehmen wir jetzt in Figur 65 (S. 155) z als die un
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes (Fig. 66 a und 66b). Die Linien x, y, x', y ' 
werden konjugierte Gerade durch den Mittelpunkt: wir 
nennen sie „konjugierte Durchmesser“. Jeder von ihnen 
ist also die Polare des unendlich fernen Punktes des 
anderen. Zieht man zu einem der konjugierten Durch
messer eine parallele Sehne AB, so muß die Mitte dieser

F ig . GGa.

K o n ju g ie r te  D u rch m esse r.



Sehne auf dem konjugierten Durchmesser liegen, da sie 
mit X zusammen A und B harmonisch trennt. In bezug 
auf konjugierte Durchmesser zeigt also der Kegelschnitt 
eine „schiefe Symmetrie“. Dies liefert

160 VT. Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

S atz  48. „Die konjugierten Geraden durch den Mittel
punkt eines Kegelschnitts liefern die Involution der 
konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei konjugierten 
Durchmessern halbiert alle Sehnen, die zum anderen 
parallel laufen. Die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers sind parallel zum konjugierten 
Durchmesser. Je zwei konjugierte Durchmesser bilden 
mit der unendlich fernen Geraden ein Polardreieck 
(Fig. 66 a und 66 b).“
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Hat man (Fig. 66c) eine Parabel und sind AB, A'B' 
parallele Sehnen, M, M '. 
deren Mitten, so liegen diese 
alle auf einem Durchmesser, 
der durch den unendlich 
fernen Punkt S der Parabel 
geht. Der Durchmesser 
schneidet die Parabel noch
mals in T und die Tangente 
in diesem Punkte ist pa
rallel AB.

D ie A chsen  e in es K e g e lsc h n itte s .
87. In der Involution der konjugierten Durchmesser 

eines Mittelpunkt-Kegelschnittes sind nach Satz 24 (S. 94) 
stets auch zwei aufeinander senkrechte (x", y") vorhanden. 
Man bezeichnet dieselben als die „H au p tach sen “ des 
Kegelschnittes.

Bei der Ellipse muß gemäß ihrer Definition (vgl. 76.) 
die Involution der konjugierten Durchmesser eine ellip
tische sein, beide Achsen schneiden die Kurve in reellen 
Punkten (große und kleine Achse) (Fig. 66 a).

Zum Mittelpunkt der Hyperbel dagegen gehört eine 
Involution mit reellen Doppelstrahlen. Diese sind die 
Asymptoten der Kurve. Jede Asymptote ist also zu sich 
selbst konjugiert Irgend zwei konjugierte Durchmesser 
der Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch. Daraus 
folgt unmittelbar, daß der Berührungspunkt T einer Tan
gente (Fig. 66b) in der Mitte des Abschnittes E S  liegt, 
den die Asymptoten auf der Tangente erzeugen. Die 
Achsen halbieren die Winkel der Asymptoten; die eine, 
x", schneidet die Hyperbel in reellen, die andere, y", in 
imaginären Punkten.

D o e h le m a o n , Projektive Geometrie. 11



Treten in der Involution der konjugierten Durchmesser 
eines Kegelschnittes zw ei Paare aufeinander senkrechter 
Strahlen auf, so ist die Involution nach Satz 24 (S. 94) eine 
rechtwinkelige und a l le  konjugierten Durchmesserpaare 
bilden rechte Winkel. Dieser Pall tritt immer und nur 
dann ein, wenn die Ellipse in einen K re is  übergeht. 
Denn wir können behaupten:

Is t die zum Mittelpunkte eines Kegelschnittes gehörige 
Strahleninvolution eine rechtwinkelige, so ist der Kegel
schnitt ein Kreis.

Bezeichnen wir nämlich mit M den Mittelpunkt, mit 
A einen festen, mit B einen veränderlichen Punkt des 
Kegelschnittes, so geht nach Satz 48 (S. 160) der zur 
Kichtuug AB konjugierte Durchmesser durch die Mitte 
von AB und steht auf AB senkrecht, folglich ist MB =  MA 
und alle Punkte des Kegelschnittes haben von M den 
gleichen Abstand.

Dagegen kann man bei jedem Kegelschnitt einzelne 
Punkte finden, welche sich dadurch auszeichnen, daß die 
zu ihnen in bezug auf den Kegelschnitt gehörigen Strahlen
involutionen rechtwinkelige sind. Dies sind die „ B re n n 
p u n k te “ des Kegelschnittes.

Unter den parallelen Durchmessern einer Parabel gibt 
es einen T0S, der senkrecht steht auf der Tangente, die 
in seinem (eigentlichen) Schnittpunkt T0 mit der Parabel 
konstruiert werden kann (Fig. 66 c). Dieser Durchmesser 
heißtdie „A chse“, der PunktT0 der „ S c h e ite l“ derParabel. 
A ufgabe 52. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy

perbel in den Punkten A und B und die Asymptoten 
in C und D, so ist CA =  B D . Beweis durch An
wendung des soeben bewiesenen Satzes über die Tan
gente.
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A ufgabe 53. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte 
oder fünf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt zu 
konstruieren.

L ösung. Man verschaffe sich parallele Tangenten und 
damit einen Durchmesser.

A ufgabe 54. Man betrachte die Mac-Laurinsche Kon
figuration (Mg. 48) für den Fall, daß z die unendlich 
ferne Gerade ist, und leite auf diese Weise den Satz ab: 
In irgend einem, einem Kegelschnitt umschriebenen 
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch
messer.

11*



VII. Abschnitt

Die Kegel- und R egel-F lächen 2. Ordnung als 
Erzeugnisse projektiver Grundgebilde.

§ 30. Über Flächen im allgemeinen.

R eg e lfläch en .
88. Eine Fläche (z. B. eine Ebene, eine Kugel, ein 

Kegel) enthält zweifach unendlich viele (oo2) Punkte, 
welche durch ein mathematisches Gesetz bestimmt werden. 
In  der rechnenden Geometrie wird eine Fläche definiert 
durch e in e  Gleichung, der die Koordinaten (x, y , z) eines 
jeden ihrer Punkte genügen müssen.

Eine Fläche kann insonderheit die Eigenschaft haben, 
daß es möglich ist, sie durch Bewegung einer festen Kurve, 
die wir uns etwa aus Draht hergestellt denken, zu erzeugen. 
Im  einfachsten Falle wird diese Kurve eine Gerade sein. 
Die Flächen, die auf diese Weise durch Bewegung einer 
Geraden entstehen, heißen allgemein „Regelflächen“. Sie 
enthalten, gemäß*ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches 
System von geraden Linien, die wir die „Erzeugenden“ 
der Fläche nennen. Solche „geradlinige“ Flächen treten 
uns entgegen, sobald wir die Erzeugnisse projektiver Grund
gebilde erster Stufe betrachten, die b e lie b ig  im Raume 
liegen, wie ja  z. B. zwei beliebig im Raume gelegene pro- 
jektivePunktreihen nach 5 7. (S. 10 2) alsErzeugnis ein solches 
System von einfach unendlich vielen, im Raume ange
ordneten Geraden lieferten.
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W ir können mm zwei durchaus verschiedene Typen 
von Regelflächen unterscheiden je nach dem Verhalten 
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fläche. Folgende 
Fälle sind nämlich zu trennen:

a) Irgend zwei u n e n d lic h  b e n a c h b a r te  Erzeugende 
der Fläche schneiden sich stets. Dann bestimmen die
selben eine Ebene, und der zwischen 
den Erzeugenden gelegene Teil der 
Ebene ist ein Element der Fläche.
Es sind also die Elemente der Fläche 
sämtlich eben (Fig. 67). Eine solche 
Fläche (die auch durch Bewegung 
einer Ebene erzeugt werden kann) 
heißt eine „ a b w ic k e lb a re “ (deve- 
loppable). Irgend zwei einander n ic h t 
unendlich benachbarte Erzeugende der 
Fläche brauchen sich natürlich nicht Fig. 67.
zu schneiden.

Die einfachste abwickelbare Fläche ist der „K egel1, 
Er entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt, 
während einer ihrer Punkte festgehalten wird. Dieser 
fixierte Punkt heißt die „Spitze“ des Kegels. Liegt die 
Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Gerade nach 
irgend einem Gesetze, aber stets p a ra l le l  zu s ich  s e lb s t , 
so entsteht aus dem Kegel der „ Z y lin d e r“.

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der Flächen 
schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente der Fläche 
sind nicht eben, sondern gekrümmt, da zwei Nachbarge
rade auf der Fläche, so nahe aneinander man sie auch 
wählen mag, sich nicht schneiden, sondern windschief zu
einander verlaufen. Solche Flächen heißen „windschiefe“ 
Regelflächen. Wir werden ein Beispiel einer solchen Fläche 
weiter unten kennen lernen.



T a n g e n tia le b e n e  e in e r  F läche .

89. Ist auf einer Fläche ein Punkt P  gegeben, so 
können wir durch P  au f der Fläche unendlich viele Kurven 
zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen eines 
Büschels, dessen Achse durch P  geht. Jede dieser Kurven 
besitzt in P  eine Tangente, und diese Tangente hat mit 
der betreffenden Kurve, also au c h  m it d e r  F läch e , zwei 
Nachbarpunkte in P  gemein, ist also auch eine Tangente 
der Fläche. Nun zeigt die Analysis, daß alle diese Tan
genten in einem Punkte P  an eine Fläche in einer Ebene 
liegen, der T a n g e n tia le b e n e  in  P  an  d ie  F läche . 
P  heißt der Berührungspunkt der Tangentialebene. Jed e  
(11 irch P  in dieser Ebene gezogene Gerade hat in P  zwei 
benachbarte Punkte mit der Fläche gemein.

Liegt eine Gerade h  ganz auf einer Fläche, so geht 
also die Tangentialebene in jedem Punkte von h jeden
falls durch diese Gerade hindurch.

Liegen auf einer Fläche zw ei gerade Linien, die sich 
schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem Schnitt
punkt bestimmt als die Ebene dieser beiden Geraden, 
gleichgültig, ob die beiden Geraden unendlich benachbart 
sind oder ob sie einen endlichen Winkel einschließen.

Is t P  ein Punkt einer Kegelfläche, so geht die Tan
gentialebene in P  jedenfalls durch die Erzeugende hin
durch, welche durch P  läuft. Dies ist die Verbindungs
linie von P  mit der Spitze S des Kegels. Durch S gibt es 
eine zu dieser Erzeugenden benachbarte Erzeugende und 
die durch beide bestimmte Ebene muß die Tangentialebene 
in P  sein. Es ist also für a lle  Punkte einer Erzeugenden 
einer Kegelfläche (und allgemeiner einer abwickelbaren 
Fläche) die Tangentialebene die gleiche. Folglich berührt 
die Tangentialebene einer Kegelfläche oder abwickelbaren
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Fläche lä n g s  einer Erzeugenden die Fläche (Beispiel: 
der Kreiskegel).

O rd n u n g  u n d  K la sse  e in e r  F läche .
90. Unter der Ordnung einer Fläche versteht man 

die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige Ge
rade mit der Fläche liefert und zwar im algebraischen 
Sinne, also ohne Rücksicht auf die Realität (vgl. 58.). 
Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der 
r e e l le n  Schnittpunkte, welche eine Gerade mit der 
Fläche gemein haben kann.

Hat man eine Kegelfläche, z. B. eine von der 2. Ord
nung, so wird sie von irgend einer Geraden in zwei Punkten 
geschnitten. Nach diesen zwei Punkten laufen nun zwei 
Erzeugende der Kegelfläche, nämlich die Verbindungs
linien derselben mit der Spitze. Die durch die Gerade 
und die Spitze gehende Ebene hat mit der Kegelfläche 
die genannten beiden Erzeugenden und bloß diese gemein. 
Bei einer Kegelfläche gibt also die Ordnung auch die Zahl 
der Erzeugenden, welche eine beliebige, durch die Spitze 
gehende Ebene aus dem Kegel ausschneidet.

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Fläche nter 
Ordnung ist eine Kurve n*61 Ordnung, da jede Gerade 
in dieser Ebene n Punkte mit der Fläche, folglich eben
so viele mit der Schnittkurve gemein h a t

Unter der Klasse einer Fläche verstehen wir die An
zahl der Tangentialebenen, die durch eine beliebige Ge
rade an die Fläche gelegt werden können, auch wieder 
im Sinne der Analysis.

Eine Kegelfläche, überhaupt jede abwickelbare Fläche 
besitzt nur einfach unendlich viele (oo1) Tangentialebenen. 
Bei diesen Flächen definiert man die Klasse als die Zahl 
ihrer Tangentialebenen, die durch einen beliebigen P u n k t  
hindurchgehen.

§ 30. Über Flächen im allgemeinen. 167



B e isp ie l e in e r  w in d s c h ie fe n  R eg e lfläch e .

91. Gegeben sind drei Gerade h , hn h2, von denen 
keine zwei in einer Ebene liegen. Eine Gerade bewegt 
sich so, daß sie beständig jede dieser drei Geraden schneidet 
Man beweise:

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei festen 
Geraden projektive Punktreihen aus.

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Gerade 
in d re i ihrer Lagen, so schneidet sie dieselbe in 
je d e r  Lage.

Zunächst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver
schaffen kann, welche h , hx und h, begegnen. Wählen
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wir auf h einen Punkt A willkürlich (Fig. 68), so können 
wir durch A und hx eine Ebene (Ahx), sowie durch A 
und hg eine Ebene (Ahg) legen. Diese beiden Ebenen 
schneiden sich dann in einer Geraden a, welche h± in At , 
sowie hg in A2 trifft, also die verlangte Eigenschaft hat. 
Auf diese Weise können wir unendlich viele solche Gerade 
b, c ,d  usw. finden, indem wir auf h  Punkte B ,C ,D . . .  
wählen. Es ist klar, daß irgend zwei solche Gerade, z. B. 
a und b, sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden



§ 31. Die Kegelfläche 2. Ordnung. 169

würden, lägen sie in einer Ebene, und in der gleichen 
Ebene müßten auch h, h , , h2 liegen, was gegen unsere 
Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade eine wind
schiefe Kegelfläche. Es ist aber dann nach Satz 4 (S. 38) 

(ABCD) =  [ ( A h ^ h J t C h J t D h J ]  =  (A2B2C2D2) 
und

(ABCD) =  [(Ah2)(Bh2)(Ch2)(D h2)] =  (A1B1C1D1) , 
folglich

(ABCD) =  ( A ^ C ^ )  =  (A2B2C2D2) .
Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.

Es sei ferner eine Gerade hx gefunden, welche a, b 
und c schneidet. Projizieren wir nun die projektiven 
Punktreihen A, B, C . . . auf h und A1} Bx, Cx . . .  auf 
h-L je aus hx durch einen Ebenenbüschel, so sind diese 
Ebenenbüschel projektiv. Dann sind aber folgende Ebenen 
identisch:

(AhI ) =  (A1hx ) =  (hxa)
(Bhx) =  (Bj hx ) =  (hx b)
(Chx) =  (Cj hx) =  (hx c).

Es fallen also in den projektiven Büscheln drei Ebenen 
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muß über
haupt j ede Ebene mit ihrer entsprechenden identisch sein. 
Es ist demnach auch (Dhx) =  (D1hx), d. h. die Gerade d 
imd überhaupt je d e  solche Gerade schneidet hx .

§ 31. Die K egelfläche 2. Ordnung.
92. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen

büschel mit den Achsen s und st , die sich in S schneiden 
mögen (Fig. 69). Dann liefern je zwei entsprechende 
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das 
Erzeugnis der projektiven Ebenenbüschel ist demnach eine 
Kegelfläche mit der Spitze S. Wir fragen zunächst nach



der Ordnung derselben. Zählen wir also ab, in wieviel 
Punkten eine beliebige Gerade g dieser Kegelfläche be
gegnet. Zu dem Zwecke werde durch g irgend eine Ebene 
gelegt. Diese wird die projektiven Ebenenbüschel s und Sj 
in zwei projektiven Strahlenbüschel S und Sj schneiden,
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und die Schnittkurve der Ebene mit der Kegelfläche stellt 
sich dar als das Erzeugnis dieser projektiven Strahlen
büschel. Also ist diese Schnittkurve der Ebene mit dem 
Kegel ganz allgemein ein Kegelschnitt. Die Gerade g 
aber trifft diesen in zwei Punkten und das sind zugleich 
ihre Schnittpunkte mit der Kegelfläche. Es ist mithin 
die Kegelfläche von der 2. Ordnung. Die analytische
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Geometrie zeigt überdies, daß sich je d e  Kegelfläche 
2. Ordnung in dieser Weise durch projektive Ebenen
büschel erzeugen läßt. Es ist also die hier betrachtete 
Kegelfläche die allgemeine 2. Ordnung. Eügen -wir noch 
die Bemerkung hinzu, daß eine Tangentialebene des Kegels 
die gewählte Ebene in einer Linie schneidet, welche Tan
gente des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muß, 
so ergibt sich ganz ebenso wie in 59.

S a tz  49. „Zwei projektive Ebenenbüschel mit sich 
schneidenden Achsen s und st erzeugen durch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen 
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und st als 
Erzeugende enthält. Die Tangentialebenen längs dieser 
beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche der Ver
bindungsebene (ss1) bezüglich entsprechen. Der Schnitt 
des Kegels mit einer beliebigen Ebene ist ein Kegel
schnitt. Der Kegel ist auch von der 2. K lasse .“

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen Aus
dehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen ist, so 
besteht der Kegel aus zw ei in der Spitze zusammenhängen
den Mänteln. Was den Schnitt des Kegels mit einer Ebene e 
betrifft, so ergeben sich die drei möglichen Fälle folgender
maßen: Legen wir durch die Spitze S des Kegels eine 
Ebene e0 - |f  e, so kann e0 zwei reelle Erzeugende mit 
dem Kegel gemeinsam haben. Dann ist der Schnitt von 
e mit dem Kegel eine H y p e rb e l, deren Asymptoten
r ic h tu n g e n  durch diese beiden Erzeugenden gegeben 
sind. Oder «0 hat keine reelle Erzeugende mit dem Kegel 
gemein, in diesem Falle ist der Schnitt von s  mit dem 
Kegel eine E llip se . Wenn endlich e0 den Kegel berührt, 
so wird man in e als Schnitt eine P a ra b e l erhalten. 
Damit ist die Bezeichnung dieser Kurven als „Kegel



schnitte“ gerechtfertigt Sie stammt schon von den 
Griechen her*).

93. Legt man von einem Punkte S im Raume die 
projizierenden Strahlen nach den Punkten eines Kreises, 
so erhält man eine Kegelfläche. Wählt man zwei ihrer 
Erzeugenden aus, so kann man mit diesen als Achsen die 
Kegelfläche durch projektive Ebenenbüschel erzeugen, 
ausgehend von der Erzeugung des Kreises durch projek
tive Strahlenbüschel. Die Kegelfäche ist also von der 
2. Ordnung —  sie ist, wie man zeigen kann, identisch 
mit der allgemeinen Kegelfläche 2. Ordnung —  und wird 
also von einer beliebigen Ebene in einem Kegelschnitt 
geschnitten. Dies liefert den
S atz  50. „Projiziert man einen Kreis aus irgend einem 

Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion ein 
Kegelschnitt.“

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten an
genommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises auf 
der Ebene desselben errichten kann, so erhält man einen 
speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt werden 
kann durch Drehung eines rechtwinkeligen Dreieckes um 
die Kathete SM. Dieser Kegel heißt „ g e ra d e r  K re is 
k e g e l“, „ U m d re h u n g sk e g e l“,„ R o ta tio n sk e g e l“. Der 
Schnitt desselben mit einer beliebigen Ebene ist aber 
auch wieder ein Kegelschnitt.

Nimmt man die Achsen s und 8S der projektiven 
Ebenenbüschel parallel an, so rückt die Spitze S des 
Kegels ins Unendliche und man erhält als Erzeugnis 
einen „ Z y lin d e r  2. O rd n u n g “. Derselbe kann drei ver
schiedene Formen annehmen, je nachdem die unendlich 
ferne Ebene zwei reelle oder zwei zusammenfallende
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*) Apollonius von Pergae : „Conica“ (250 v. Chr.).



oder zwei imaginäre Gerade aus dem Zylinder ausschneidet. 
Es gibt deswegen einen h y p e rb o lis c h e n  (Fig. 70a), 
einen p a ra b o lis c h e n  (Fig. 70b) und einen e ll ip tis c h e n  
(Fig. 70c) Zylinder 2. Ordnung. Man kann zeigen, daß 
der letztere auch erhalten wird, wenn man durch die 
Punkte eines Kreises in beliebiger Richtung unter sich 
parallele Gerade legt.

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung. 173

Steht endlich die Richtung dieser parallelen Geraden 
auf der Ebene des Kreises senkrecht, so geht der elliptische 
Zylinder in den „U m d reh u n g s“ -, „ R o ta tio n s“ - oder 
„K re is“-Z y lin d e r  iiber.

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung.
94. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen

büschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und sx sich 
also n ic h t  schneiden. Je zwei entsprechende Ebenen der 
Büschel, wie etwa a  und « j ,  werden sich in einer Ge
raden h schneiden, die sowohl s in P  als st in Px treffen 
muß (Fig. 71). Wir erhalten auf diese Weise unendlich 
viele Gerade h , hx, hg usw., die offenbar eine windschiefe 
Regelfläche bilden (Beweis dafür wie in 91.). Wir nennen



das System dieser Geraden auch eine „Regelschar“ und 
bezeichnen es kurz mit [h]. Die dadurch gegebene Regel
fläche ist von der 2. Ordnung. Denn schneiden wir sie 
mit irgend einer Ebene, so werden die projektiven Ebenen
büschel s und sx in projektiven Strahlenbüscheln S und 
St getroffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene 
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene die Regel
fläche nach einem Kegelschnitt, mithin ist die Fläche von
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der 2. Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, daß die 
a llg e m e in e  Fläche 2. Ordnung, wie sie durch eine be
liebige Gleichung 2. Grades gegeben wird, in dieser Weise 
erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fläche 2. Ordnung 
heißt auch „einschaliges Hyperboloid“.

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzeugung 
unserer Fläche. Trifft die Erzeugende ht in Q und Qx, 
ferner h^ in R und R, die Achsen s und Sj usw., so ist 
die Reihe der Punkte Px, Q1? Rj . . . perspektiv zu den 
Ebenen o t , ß , y  des Büschels s, durch die sie ausgeschnitten



wird. Ebenso ist die Punk treibe P , Q, R . . .  auf s zum 
Ebenenbüsehel a 1; ß 1} yx . . . perspektiv. Da aber die 
beiden Ebenenbüschel projektiv, so ist auch die Punkt
reihe P , Q, R . . .  projektiv zur Punktreihe P x, Qx, R, . . .  
Die Regelschar [h] kann also auch dadurch erhalten werden, 
daß man in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent
sprechende Punkte durch Gerade verbindet.

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwürdige 
Eigenschaft. Ist nämlich s2 irg e n d  e in e  Gerade, welche 
die drei Geraden h , hx, h2 schneidet, so sind alle Voraus
setzungen erfüllt, um den in 91., 2) ausgesprochenen Satz 
anwenden zu können. Demnach muß s2 je d e  Gerade h 
der Regelschar [h] schneiden und jede Gerade, welche h, 
hx, hs trifft, hat diese Eigenschaft. Alle diese Geraden 
bilden aber wieder eine Regelschar [s], die auch von der 
2. Ordnung, und a l le E rz e u g e n d e  dieser zweiten Regel
schar müssen ebenfalls auf unserer Fläche 2. Ordnung 
gelegen sein, da durch je d e n  Punkt einer Geraden von 
[s] ja  eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und sx 
gehören auch zu dieser Regelschar [s]. Wir haben 
folglich:
S atz  51. „Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen

büschel in allgemeiner Lage ist eine Regelschar [h] 
oder eine geradlinige Fläche 2. Ordnung. Dieselbe 
Fläche kann auch dadurch erzeugt werden, daß man 
in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent
sprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf der 
Fläche liegt noch eine zweite Regelschar [sj. Alle 
Geraden h  sind untereinander windschief, ebenso alle 
Geraden s, aber je d e  Gerade h schneidet jed e  
Gerade s . Irgend zwei Gerade e in e r  Regelschar 
werden von den Geraden der a n d e re n  Schar in 
projektiven Punktreihen geschnitten.“
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Die Fläche ist dieselbe wie die in 91. erwähnte, und 
sie läßt sich in doppelter Weise durch Bewegung einer 
Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei Gerade 
der e in en  Regelschar heraus und läßt eine Gerade sich 
so bewegen, daß sie stets diese drei Geraden schneidet, 
so beschreibt die bewegte Gerade die a n d e re  Regelschar. 
Hat man überhaupt zwei Systeme [h] und [s] von un
endlich vielen Geraden derart, daß alle Geraden e in es  
Systems untereinander windschief sind, während jede 
Gerade des einen Systems jede des anderen schneidet, 
so bilden dieselben die beiden Regelscharen einer solchen 
geradlinigen Fläche 2. Ordnung (Monge 1795).

95. Legt man durch eine Gerade hx der Regelschar 
[h] irgend eine Ebene, so wird diese noch eine Gerade 
aus der Fläche ausschneiden, da die Schnittkurve im 
ganzen von der 2. Ordnung sein muß. Diese Gerade 
kann dann, da sie hx schneidet, nur der Regelschar [s] 
angehören und heiße sx. Für den Schnittpunkt von hx 
und sx ist die Ebene also (89.) die Tangentialebene. Es 
muß folglich jede Ebene, die durch eine Gerade der 
Fläche 2. Ordnung hindurchgeht, eine Tangentialebene 
der Fläche sein. In jedem Punkte der Fläche wird die 
Tangentialebene bestimmt als*die Ebene der beiden durch 
diesen Punkt gehenden Erzeugenden.

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fläche 
2. Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Fläche durch 
projektive Punktreihen s und s, erzeugt denken. Es sind 
dann folgende zwei Fälle möglich:

a) Die unendlich fernen Punkte von s und sx ent
sprechen einander n ic h t  in der projektiven Beziehimg 
dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B. dem 
unendlich fernen Punkt von s ein bestimmter endlicher 
Punkt auf st . Die Parallele durch diesen Punkt zu s ist
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eine Erzeugende li3 der Regelschar [h]. In  gleicher 
Weise gibt es zu jeder Erzeugenden e in e  parallele Er
zeugende der anderen Schar. Die dadurch erzeugte 
Fläche lag unseren bisherigen Betrachtungen zugrunde 
und wir nannten sie bereits das einschalige Hyperboloid 
(Fig. 72). Die unendlich ferne Ebene schneidet die Fläche 
in einem Kegelschnitt
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Fig. 72.

b) Tritt der speziellere Fall ein, daß die unendlich 
fernen Punkte von s und sx e in a n d e r  e n ts p re c h e n ; 
so sind diese Punktreihen ähnlich. Die Verbindungs
linie dieser beiden unendlich fernen Punkte ist eine ganz 
im Unendlichen gelegene Gerade h*,, die bestimmt ist 
durch die Stellung der Ebene, welche parallel zu s und sx 
läuft. Alle Geraden der Regelschar [s] müssen aber hoo 
schneiden, also sind sie alle parallel zu dieser Ebene.

D o e h le m a n n  Projektive G eom etrie . 12



Die unendlich ferne Ebene enthält nun von unserer 
Fläche die Gerade h ^ , sie muß mithin noch eine Ge
rade Soo der a n d e re n  Schar enthalten. Alle Geraden h 
müssen s,*, schneiden, also sind auch alle Geraden der 
Regelschar [h] parallel einer bestimmten Ebene. Die 
dadurch entstehende Fläche heißt „windschiefes“ oder 
„hyperbolisches Paraboloid“ (Fig. 73). Die Geraden einer 
jeden der beiden Regelscharen auf der Fläche sind je 
parallel einer Ebene. Diese beiden Ebenen heißen die 
„ L e ite b e n en “. Die Fläche b e r ü h r t  die unendlich ferne 
Ebene.
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Man erhält die Fläche auch, wenn man eine Gerade 
sich so bewegen läßt, daß sie beständig zwei feste Gerade 
schneidet und dabei parallel bleibt zu einer gegebenen 
festen Ebene.

Eine einfache Erzeugung dieser Fläche besteht darin, 
daß man (Fig. 73) in einem Tetraeder zwei Paare von 
Gegenkanten (AB und CD, BO und AD) in gleichviel 
Teile teilt und entsprechende Teilpunkte verbindet.

Daß diese beiden Systeme von Geraden der gleichen 
Fläche angehören, folgt leicht aus den abgeleiteten Sätzen. 
Wählt man ferner eine Ebene, welche zu AB und CD



parallel ist, so gibt sie die Stellung der einen Leitebene, 
während die andere Leitebene zu den Gegenivanten BC 
imd AD parallel läuft. Schneiden sich zwei Ebenen 
dieser beiden Ebenenbüschel in einer Geraden g .und 
nehmen wir eine Tafel senkrecht zu g, um in diese das 
Tetraeder und die Geraden der Fläche orthogonal zu 
projizieren, so erhalten wir als Bild das Parallelogramm 
A 1 Bt Ci Di (Fig. 74) sowie die Parallelen zu den Seiten.
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Der Schnittpunkt der Diagonalen ist die Projektion 
der Linie m, welche die Mitten des le tz te n  Paares -von 
Gegenkanten AC und BD des Tetraeders verbindet. Die 
beiden Leitebenen sind also auch zu m parallel.

F ig . 74.
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Buroenbishuffion. Olíit 57' giguren im 
Sejt. Oír. 435.

 11: Síjeorie unb ftiitoen britler
unb oierter Orbnung. Olíit 52 giguren 
im 2erf. Oír. 436.

2Upen, 3>ie, oon Dr. Oíob. Sieger, pro
feffor an ber Unioerfitát ©ra*. OHit 
19 OIbbilbungen unb 1 fiarte. Oír. 129.

2lIfI)od)beutid)e Q iicralur mit©ram. 
rnatih, Bbenelumg unb ©rláuferungen 
oon 2b* 6d)auffler, profeffor am 
PealgpmTtafium in Ulm. Oír. 28.

SfHieffamenil. CRcligionsgefdjIcíjle 
oon D. Dr. Olíaj Cobr, profeffor an 
ber Unioerfitát fionigsberg. Oír. 292.

2lntpl)tbien. © as ©icrretcí) 111: 5lcp= 
filien unb 2lmpl)ibien o. Dr. gran¿ 
OSerner, Profeffor an ber Unioerfitát 
OBien. Olíit 48 OIbbilbungen. Oír. 383.

2(na(i)fe, Secí)n.=6í)cnt., oon Dr. ©. 
Cunge, Prof. a. b. ©ibgen. polt)fed)n. 
6d)ule in 3ürid). Olíit 16 Olbb. Oír. 195.

Slnalpfis, 55ül)crct I: ©iffercitliaD 
rcd)nung. Pon Dr. grbr. gunher, 
Olehtor bes Pealgpmnafiums unb ber 
Dberrealfcbule in ©bppingen. Olíit 
68 giguren. Oír. 87.

 Pepetitorium  unb Slufga^
bcnfammlung 3 ur ©tfferenfiaU 
rcdjnung oon Dr. grbr. Gunher, Peh- 
tor b. Pealgpmnaf. u. ber Oberrealfd). 
in ©oppingen. Olíit 46 gig. Oír. 146.

 II: Onfcgraírcrfjnuitg. Pon Dr.
griebr. Gunher, Oíehfor bes Peal- 
gpmnafiums unb ber Dberrealfcbule in 
©oppingen. Olíit 89 giguren. Oír. 88.

1



A n a lirfis , Äöbcre. IKepefitorium 
und Aufgabenfammlung ¿ur 
3ntegralrccbnung ooirDr. griebr. 
3unher, 'Rehtor bes Aealgpmnafiums 
und ber Oberrealfchule in ©öppingen. 
Alit 50 giguren. Ar. 147.

— Aiedere, oon ^Prof. Dr. Aenebiht 
Sporer in ©gingen. AMt 5 giq. Ar. 53.

Arbeiterfrage, $ ie  getocrblicbc, oon 
fe rn e r  Sotnbarf, 'prof. a. b. ßanbels- 
hocbfchule Aerlin. Ar. 209.

Arbeiteroerficberung] fiehe: So3ial- 
oerficherung.

Archäologie oon Dr. grlebricf) ßoepp, 
profesor an ber Unioerfität Atünfter 
i. A3. 3Aänbchen. Al. 28 Abbildungen 
im Seit und 40 Safeln. Ar. 538/40.

A rilbm etih u. Algebra oon Dr. ßerm. 
Schubert, Prof. an ber ©elehrfenfchule 
bes Sobanneuins in Hamburg. Ar 47.

 Aeifpiclfammlung ¿ur A ritbs
metih unb Algebra oon Dr. ßerm. 
Schubert, ‘profefior a. b. ©elehrtenfd)ule 
bes 3ohanneunts in Hamburg. Ar. 48.

Arateepferd, S)as, unb bie Rerforgung 
ber mobernen ßeere mit Aferben Don 
gelij oon ©amnitj, ©eneral ber ßa- 
oalterie 3. 2). unb ehemal. ‘preufj. 
Aemonfeinfpehfeur. Ar. 514.

Aratentoefen und Armenfürforge. 
©infiibrung in bie f03iale ßilfsarbeif o. 
Dr. Abolf A3eber, profeffor an ber 
ßanbelshochfchule in ßöln. Ar. 346.

Aftbctift, Allgemeine, oon Prof. Dr. 
Alan 2)ie3, ßebrer an ber ßgl. Afeabe- 
mie b. bilb. Sänfte in Stuttg. Ar. 300.

Aftronomie. ©röfee, Aeioegung u. ©nf- 
fernung ber ßimmelshörper Don A. g . 
Atöbius, neu bearbeitet oon Dr. ßerm. 
ßobolb, Profeffor an ber Unioerfität 
ßiel. I s Aas ‘planetenfpftem. Atit 33 
Abbildungen. Ar. 11.

— — I I : Kometen, Aleteore u. bas Stern- 
foftem. Sfiit 15 giguren unb 2 Stern
karten. Ar. 529.

Affronomifcbe (Seograpbie oon Dr. 
Siegmunb ©ünther, Profeffor an ber 
5Ted)nifd)en ßochfchule in Alänchen. 
Alit 52 Abbildungen. Ar. 92.

Aflropbtyfih. Sie Aefchaffenheit ber ßim- 
mefshörper o. ‘Prof. A3, g . A3islicenus. 
Aeu bearbeitet oon Dr. ß .  ßubenborff 
tn ‘Potsdam. Atit 15 Abbild. Ar. 91.

Aiberifcbe ö le  und 2lied)ftoffe oon 
Dr. g . Aodjuffen in Aliltifc. Atit 9 Ab
bildungen. Ar. 446.

Auffaftenftoürfe oon Oberffublenrat Dr. 
ß . A3. Straub, Aehtor des ©bertjarb- 
ßubu)igs=©pmnaf.i.Stuttgart. Ar. 17.

Ausgleicbungsrecbnung nací) der 
Aletbobe der hleinfien Quadrate 
oon A3ilh. A3eitbrecht, ‘profeffor ber 
©eobäfie in Stuttgart. Alit 15 g i
guren unb 2 2afein. Ar. 302.

Auftercuropäifcbe ©rdfeile, ßänber* 
hunde der, oon Dr. gran3 ßeiberid), 
‘Profeffor an ber ©iportahabemie in 
A3ien. Atit 11 Sejthärtchen unb 
‘Profilen. Ar. 63.

A uftralicn . ßanbeshunbe u. Söirt* 
febaftsgeograpbie des geftlandes 
A uftralicn oon Dr. ßurt ßajjert, 
‘profeffor ber ©eograpbte an ber ßan* 
bels-’ßod)fchule in Adln. Atif 8 Abb.. 
6 graph. Tabellen u. 1 ßarte. Ar. 319.

Autogenes (Scbtoeifc und ©ebneid* 
oerfabren oon Ingenieur ßans Aiefe 
in ßiel. Atit 30 giguren. Ar. 499.

IBade» u.6cbmimmanf!altcn, öffent* 
liebe, o. Dr. ßarl A3olff, Stabt-Ober- 
baur., ßannooer. At.50gig. Ar. 380.

Aaben. Aaöifebe ©efcbicble oon Dr. 
ßarl Aninner, Prof. am ©pmnafium 
in ‘pforßbeim unb ‘prioatbo3ent der 
©efd)id)te an 5er 2 ed)nifchen ßoeb- 
fchule in Karlsruhe. Ar. 230.

— ßanbeshunbe oon Aaben oon 
‘Prof. Dr. D. ßienitj i. Karlsruhe. Alit 
‘Profil., Abbild, unb 1 ßarte. Ar. 199.

ISabnböfe. 5Sod)dauten der Aabn» 
höfe oon ©ifenbahnbauinfpehtor ©. 
Schroab, Aorftanb b. ßgl. ©.«ßoebbau* 
fehtion Stuttgart II. I :  ©mpfangsge- 
bäube. Aebengebäube. ©üterfcf)uppen. 
ßohomotiofehuppen. Atit 91 Abbil
dungen. Ar. 515.

$alhanftaafen. Oefcbicbtc d. d)rift= 
lieben IBalhanftaatcn (Aulgarien, 
Serbien, Aumänien, Atontenegro, 
©riechenlatib) oon Dr. ß . Aoth in 
ßempten. Ar. 331.

IBanhtoefen. 2ecf)nih des IBanh» 
toefens oon Dr. A3alter ©onrab. 
fteüoerf. Aorfteher ber ftatift. Abteilung 
ber Aeichsbanh in Aerlin. Ar. 484.

IBaufübrung. ßur3gefahfes ßanbbuch 
über bas A3efen ber Aaufiihrung o oji 
Architeht ©mil Aeutinger, Affiftent an 
ber 2 ed)nifchen ßo^fd)ule in 3)arm* 
ftabt. At. 25 gig. u. 11 Sabell. Ar.399.



B auhunfi, S ic , bes 21benblanbcs
d. Dr. fi. Gdjäfer, Qljfifi. a. ©eroerbe« 
tnufeum, Bremen. 91?. 229lbb. 9?r.74.

— bes GdjuU>au?eSDonProf.Sr.-5ng. 
Ĉ rnft Setferlein in Sarmftabt. 1: ©as 
6 d)ull)aus. 921it 38 9lbb. 9?r. 443.

— — II: Sic 6 ct)ulräume — Sie 3?eben* 
anlagen. 92?it 31 2lbbilb. 9?r. 444.

Bauffcinc. S te  Onbuffrie ber h&nff* 
liczeń Baufieine unb bes SRortels 
oon Dr. ©. Saufer in (Etjarlottenburg. 
Wit 12 Safeln. 9?r. 234.

B au ilo fT ftunbe,S te , o. Prof. fi. fiaber- 
frot), Oberl. a. b. fier3ogl.Śaugetoerh« 
d)ulefiot3minben. 93?. 36Qlbb. 9?r.506.

B anern . Batjerifcfyc ©c?d)irf)te non 
Dr. fians Od’.el in 9lugsburg. 9?r. 160.

— Oanbesfcunbe bes £tönigreid)S 
B aijern o. Dr. 9B. ©0I3, Prof. a. b. 
figi. Sedjn. fiod)fd)ule Slałnajcn. 93?il 
Profilen, 21bb. u. 1 fiarfe. 9?r. 176.

BefcfSigungsmefen. S ic  gefcfj?d)!= 
Ilcf>e «Sttftoitftelung bes Be* 
fefligungstoefens ootn 2lufftom= 
men ber ‘Puloergefdjäije bis 

u r Sieujeii oon Beuleaur, 93?ajor 
. 6 labc b. i. 233effpreuf3.~ pionier- 

bofaiII.9lr.17. 92iit3023ilb. 91r.569.
Befdjtoerberedjf. S a s  S i s 3 ipUnar= 

unb Befd?ö>erbcredjl für « c e r  u. 
Sftarine non Dr. 92?aj ©rnft 9I?ai)cr, 
Prof. a.b.Unio. Strafeburg i.<E. 9?r.517.

Befriebsftrafl, S ie  ^tocchmafeigfie, 
oon griebrid) Sarti), Oberingenieur 
in 9?örnbcrg. 1. Seil: (Einleitung. 
Sampfhraftanlagen. Berfcfeieb. firaff- 
mafdjinen. 93?il 27 91bb. 9?r. 224.

 U: ©as-, QBaffer« u. SBtnb-firaff-
Anlagen. 92?it 31 91bbilb. 9?r. 225.

 III: (Elektromotoren. Betriebs«
koftentabellen. ©rapfe. Sarftell. Q33al)l 
b. Betriebshraff. 93?.27 91bb. 9?r. 474.

Bemegungsfpiele o. Dr. (E. fiofelraufd), 
rofeff. am fiönigl. fiaifer 933ilt)elms- 
pmn. ju fiannooer. 93?. 15 9lbb. 9?r.96.

Bleicherei. S erlil = Önbuflrie III: 
Söäfdjerci, Bleicherei, Sarberet 
nnb if)re Äilfsffoffe d. Dr. QBilt>. 
92?affot, profeffor a. b. Preufe. höt>. 
gacfefcfeule für Se£filinöuflric in Krefelb. 
Ö?it 28 giguren. 9?r. 186.

Blüfenpflatt^cn, S a s  Gpffcm ber, 
mii 2iusfd)Iuß ber ©i)tmtofper= 
men oon Dr. 9?. Pilger, fiuftos am 
figl. Bolanifcfeen ©arten in Berlin» 
Safelem. 93?it 31 giguren. 9?r. 393.

B obenhunbe  oon Dr. p .  Bageler in 
Königsberg i. P r .  9?r. 45 5 .

B ranbenburg ifch  = 3*reufeifd)e ©c* 
fd)id)te oon Prof. D r. 92?. St)amm, 
Sir. bes fiaifer 9BiIl)eInis=©pmnafiums 
in 92?onlabanr. 9?r. 600.

B ra filie n . Q anbeshunbe ber Be* 
publik  B ra filie n  oon Bel Bobol- 
pfeo oon 5t)ering. 93?it 12 9lbbi> 
bungen unb einer fiarfe. 9?r. 373.

B rauereitoefen  I : 2Häl3erei oen
Dr. ‘Paul Sreoerboff. Sirehtor ber 
Brauer- u. 92?äl3erfd)ule ju ©rintma. 
93?it 16 Qlbbilbungen. 9?r. 303.

B ritifd i * 2 lo ib am e n h a . Qanbcs» 
hunbe oon B rilifcbs21orbam erihü 
oon Prof. Dr. 91. Oppel in Bremen. 
93?it 13 9lbbilb. u. 1 Karte. 9?r. 284.

B uchführung in einfachen unb bop« 
pellen PD flen oon Prof. Bob. 6 tern, 
Oberl. ber Offentl. f ia n b e ls le b ra n f t. u. 
S 03. b. fian b e lsb o d )fd )u le  3. C eip 3ig . 
93?if Dielen g o rn tu la r e n . 9?r. 115.

B u b b h a  oon Profeffor Dr. (Ebrnunb 
fiarbp. 9?r. 174.

B u rg c n ltu n b e , Ölbrif} b e r ,  oon fiof- 
rat Dr. Otto Piper in 92?ünd)en. 
93?i! 30 91bbilbungen. 9?r. 119.

B ürgerliches  © efeßbud) fie^ e : 9?ecbt 
bes 93©93.

B t?3aniinifdie5 !Heic^. © eW c ^ Ie  
bes bt)3aniinifc^en IHeiches oon 
Dr. fi. Tiotb in Kempten. 9?r. 190.

<El)emie, Slllaem eine unb p ^ f ih a *  
lijtfyc, oonDr. 93?aj 9?ubolpbi, Pro- 
feffor an ber Secl)nijd)en ßoc^fcbule in 
Sarmftabt. 92?it 22 giguren. 9?r. 71.

— 9lnali)fifd)C, oon Dr. 3oi)annes 
Äoppe in $?iind5en. I : St)eorie unb 
©ang ber 9lnalpfe. 9?r. 247.

 II: Reaktion ber 92?etailoibe unb
93?etalle. 9?r. 248.

— 2 lnorgan ifd )e , Don Dr. 5of. filein 
in  92?annbeim. 9?r. 37.

— © efd)id)fe b e r ,  oon Dr. fiugo 
Sauer, 9iififlent am d)emifd)en Cabo
ratorium ber fiöniglidjen Sedjnifdjen 
fiod)|d)uIe Stuttgart. I: 93on ben 
älteften 3 pjicn bis 3ur Serbrennungs- 
ttjeorie oon CaDoifier. 9lr. 264.

— — I !: 93on CaDoifier bis 3ur ©egen- 
rcart. 9lr. 265.
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ebcttiie  S. ilol)tcii[foffocrbitibungcH
t). Dr. fiugo Sauer, 21jfi[tenl am diera. 
Öaboratoruim ber Sgl. Sedjn. Sodj- 
idmle Stutlgart. I. II: 2IItpt)ati)cbe 
Serbinbmigen. 2 Seile. 2!r. 191. 192.

 III: SarbocpWIjdje Serbinbuitgen.
3ir. 193.

 IV: Selcrocpbltidje Serbinbungen.
ülr. 194.

— O rgan i{d)e, non Dr. 3of. Slein in 
ÜKatmijeim. 3!r. 38.

— JSfyarm ajculiidic, non Srioatbojenl
D r. (£. SSannbeim in Sonn. 3 Sarib- 
d)en. 3lr. 543)44 u. 588.

Don Dr. med. 
91. ßegabn in Serlin. I : 9lffUnilation. 
«mit 2 Safeln. 92r. 240.

 I I : ©iffimilation. 921.1 Saf.92r.241.
— © 0£ihoIogifd)C, oon Prioatbo^ent 

Dr. ©. QJiannbeim tu Sonn. 922it 
6 91bbilbungen. 92r. 465.

(SQentiicfye 3 nbuffrie, 2lnorgaitifd)c, 
oon Dr. ©uft. la u te r  i. ©b^rlottenburg. 
I :  ©ie ßeblancfobainbuftrie unb ibre 
92eben3roeige. «Z2?it 12 Saf. 92r. 205.

 I I :  6 alinentoefen, ßalifal3e, ©ßn-
gerinbuftrie unb Serroanbtes. tmit 
6 Safeln. 9lr. 206.

 I I I :  9lnorganifd)e cbemifdje ‘Prä
parate. 921it 6 Safeln. 92r. 207.

Efyentifcfye Secijnologie, 21 ilgem clne, 
oon Dr. ©uft. Sauter in <l^arlotten- 
burg. 92r. 113.

(Sfyetnifd) = £ed )n ifd )e  Stnatyfe oon 
Dr. ©. ßunge, Profeffor an ber ©ib- 
genöffifcben ‘PolptedJnijdjen 6 d)ule in 
3ürid). «mit 16 91bbilb. 91r. 195.

< £I)rifIlid)enQ iiera iurenbesO rienfs, 
© ie , Don Dr. 9lnton Saumftarh. 
I : Einleitung. — ©as d)riftlid)»aramä- 
ifd)e u. b. hoptifdie Schrifttum. 91r. 527.

 I I : ©as d)riftl.-arab. u. bas ätbiop.
Schrifttum. —̂ ßas  djriftl. Schrifttum b. 
9lrmenier uno ©eorgier. 91r. 528.

© am pffteffel, © ie. ftu^gefafotes ßebr- 
bud) mit Seifpielen für bas Selbft« 
ftubium unb ben praütifcben ©ebraud) 
non Oberingenieur griebrid) Sartl) 
in Nürnberg. I :  äeffelfpfteme unb 
geuerungen. OTit 43 giguren. 9?r. 9.

 I I :  Sau unb Setrieb ber ©ampf-
feeffel. amt 57 giguren. Oir. 521.

©ampfmaïd)incn, ©ie. ftursgefafetes 
ßebrbud) mit Seifpielen für bas Selbft« 
ftubium unb ben prahtifcben ©ebraud) 
oon griebrid) Sartb, Oberingenieur 
in Olürnberg. 2 Sbcbn. I : OTärme- 
tbeoretifd)e unb bampffecbnifd)e ©runb- 
Iagen. 92iit 64 giguren. 91r. 8.

— — II : Sau unb Setrieb ber ©arnpf- 
mafcbinen. «mit 109 gig. 21r. 572. 

©ampfturbinen, ©ie, ibre aBirhungs* 
toeife unb ftonftruhtion non 3 ngenieur 
55erm. 2BUba, Prof. a. ftaatl. ©ecbni- 
humi.Sremen. OHit 1049lbb. Oir.274. 

©esinfehlion oon Dr. 92Î. ©briftian, 
Stabsarçt a. ©. in Serlin. 921it 18 9lb* 
bilbungen. 91r. 546.

©eterminanten o .p . S . gifcber, Oberl.a.
b. Oberrealfd). 3. ©rob-ßid)terf. Olr.402. 

©euifcÿe Stitertümer oon D r. gran3 
gubfe, ©irehtor b. ftäbt. ORufeums in 
Sraunfcbroeig. «mit 70 91bb. 91r. 124. 

©euffctye gforlbildungsfdjulttjefen, 
© as, nad) feiner gefd)id)ilicben©nttoufe* 
Iung u. in feiner gegenmärt, ©eftalt ü.55. 
Sierdts, Seoifor geroerbl. gortbilbungs- 
fcbulen in Schleswig. 21r. 392. 

©culfcfyes gfrentbtoöricrbud) oon Dr.
Subolf Sileinpaul in ßeipMg. 91r.273. 

©euifche ©efdjid,*le oon D r . g . fturçe, 
Prof. a. Ägl. ßuifengpmnaf. i. Serlin. 
I :  SRiffelafter (bis 1519). 9k. 33.

 II : Z eita lter &er 2teformation
unb ber Sleligionsftriege (1517 
bis 1648). Oh. 34.

 III: Vom 2öeftfäiifd)en
gfrieben bis ju r  Sluflöfung
bes alten «eicbs (1648—1806). 
Olr. 35.

 fiebe au ^ : Queüenhunbe.
©euifcfye ©rantm afth unb hune ©e- 

fd)id)te ber beutfdjen 6 prad)e oon Scbulr. 
'prof. D r. O. ßpon in ©resben. 92r. 20. 

©eutfche 55anbeÏ5horrefponben3 oon 
Prcfeffor ©b- &e ®eauj, Officier be 
rSnftruction Publique. Olr. 182. 

©euifd)es 55anbelsrec^t oon Dr. £arl 
ßebmann, Prof. an ber Unioerfität 
©öttingen. 2 Sbe. Olr. 457 u. 458. 

©euifd)e Seibcnfage, ©ie, oon Dr. 
Otto ßuitpolb 5 iriC3eh, Profeffor an 
ber Unioerfität 9Bür3burg. 2îr. 32. 

©euifcfycs 5loIonia(rcc^i oon Dr. 55. 
©bler oon 55offmann, Profeffor an 
ber figl. Slhabemie pofen. Olr. 318.



©euifche Kolonien. I: ©ogo unb 
K am eru n  oon Prof. Dr. K. ©ooe. 
«mit 16©af.u. 1 litbogr. Karte. Br. 441.

— II: © as Güdfeegebiei unb Ätau* 
tfetjou oon ‘Prof. Dr. K. ©ooe. OTit 
16©afeln it. 1 litbogr. Karte. Br. 520.

— III: Offafriha oott *prof. D r. K. 
©ooe. Blit 16 ©afelti unb 1 litbogr. 
Karte. Br. 567.

©euifche Äuliurgefchichie oon Dr. 
‘Heini), ©üntber. Br. 56.

Seuifches ßeben im 12. u. 13. Qahr* 
hundert. Bealhommenfar ju ben 
Bolhs- it. Kunftepen it. 311m Bliitnefang. 
Pon Prof. Dr. 3ul. ©ieffenbacber in 
greiburg i. S .  I : Öffentliches Ceben. 
Btif 3ahlreid)en Bbbilbungen. Br. 93.

 II: ‘prioallebett. Btit zahlreichen
Bbbilbungen. Br. 328.

©euifche ß ile ra iu r des 13. Oahr* 
hunderts. ©ie Epigonen des 
höfifd)cn Cipos. Busmabl a. beul- 
fchen Sichtungen bes 13. Gabrbunberts 
oon Dr. Biltfor Gunh, Bhfuarius ber 
Kaiferlicben Bhabemie ber BMffen- 
ichaffen in S3ien. Br. 289.

©eutfehe ß ileraiurbenhm äler des 
14. 11.15 . Gal)rl)underfs. Busge- 
roählt unb erläutert oon Dr. ßermann 
Sanken, ©irehtor ber Königin Cuife« 
Scbule in Königsberg i. P r . Br. 181.

— 16. Oafyrfyunderfs. I: SRarfin 
ß u ther und 3:^om. Bturner. 
Busgeroäblt unb mit Einleitungen unb 
Bnnterhungen oerfehen oon Prof. ©. 
Berlit, Oberlehrer am Biholaigpnt- 
nafiunt 31t Ceipzig. Br. 7.

 I I : ¿ftans Gachs. Busgeroäblt it.
erläutert o. Prof. Dr. 3. 6 al)r. Br. 24.

 III: 23on B rau t dis Bollen»

?tagen: B ran t, S u iten , Sifc^arf, 
owie ©ierepos und «yadel. Bus- 

geroählt unb erläutert oon Profeffoi 
Dr. Gulius Sabr. Br. 36.

— des 17. und 18. Oahrhunberis dis 
¿ílopfioch. I : Cprih oon Dr. Paul 
Cegbanb in Berlin. Br. 364.

 I I : profa Don D r. Kans Cegbanb
in Kaffel. Br. 365.

©euifche ßileraiurgefchichfe oon 
Dr. Blaj Kod), profeffor an ber 
Unioerfifät Breslau. Br. 31.

— — der $Uaffifter3 eif oon Earl B3eif- 
bred)t, burebgefeben unb ergänzt oon 
Karl Berger. P r . 161.

©eutfehe ßiferafurgefcfjictjfe des 
des 19. Oahrhunberis oon Earl 
QBeitbrecht, neu bearbeitet oon Dr. 
Bid). S3eitbred)t in S3itnpfen. I. II. 
Br. 134. 135.

©euifchen SHundarten, ©ie, o. Prof.
D r. K. Beis in Btainz. Br. 605. 

©eutfehe 2Hi)ti)ologie. ©ermanifche 
Blpthologie oon Dr. Eugen Blogh, 
Prof. a. b. Unioerf. Ceip3tg. Br. 15. 

©euifchen •perfonennamen, ©ie, 0.
Dr. Bub. Kleinpaul i. Ceip3ig. Br. 422. 

©euifche 'poeiih oon Dr. K. Borinshi, 
Prof. an b. Unio. Btüncben. Br. 40. 

©eutfehe Bebelehre oon Kans probft, 
©pmnafialprof. in Bamberg. Br. 61. 

©euifche Schule, ©ie, im 2luslande 
oon Katts Bmrbein, Seminar-Ober- 
lehrer in Bhepbt. Br. 259.

©euif d)es Secrechi o. Dr.Otto Branbis, 
Oberlanbesgerichtsral in Kamburg. 
I. BUgemeine Cehrett: Berfonen unb 
Sachen bes Seeredjts. Br. 386.

 I I .  ©ie einzelnen feered)tlid)en
Öcbulboerbältitiffe: Berträge bes See
rechts unb aufjeroertragliche Kaftung. 
B r. 387.

©euifche Gtammeshunde 0. Dr. Bu-
bolf BUtd), a. 0. Prof. an ber Unioerf. 
S3ien. Blif 2 Kart. u. 2 ©af. Br. 126. 

©cuifches Hnierrichistoefen. ©e= 
fd)id>ie des deutfcfyen Unter» 
richtsmefens o. Prof. Dr. griebricb 
Seiler, ©irehtor bes Kgl. ©pmnafiunts 
au Cuchau. I : Bon Bnfang an bis jum 
Enbe bes 18. Oahrhunberis. Br. 275.

 I I :  Bont Beginn b. 19. 3abrbunb.
bis auf bie ©egemoart. Br. 276. 

©euifche Urheberrecht, ©as, an lite- 
rarifcbeit, hünftlerifcben Httb geroerb- 
lieben Schöpfungen, mit befonberer Be- 
rüdtfid)ligung ber internationalen Ber
träge oon Dr. ©uftao Bauter, Patent- 
anroalt in Eharlottenburg. Br. 263. 

©euifche ^Bolhstied, ©as, ausgetoähU 
unb erläutert oon profeffor Dr. Gut. 
Sahr. 2 Bändchen. Br. 25 it. 132. 

©euifche ©ßehroerfaffung oon Kart 
Snbres, ©el)eimer Kriegsrat unb oor- 
trag. Bat im Kriegsminifteriunt in 
Blüncben. Br. 401.

©eutfehes ©Börierduch o. Dr. Bicharb 
Coeme. Br. 64.

©euifche 3eitungsujefen, © as, oon 
Dr. Bobert Brunbuber in Köln a. Bb- 
Br. 400.



©eutfcftes 3it>iipro3efcrecftf oon Pro-
feffor Dr. R3ilftelm Kifcft in Stra&burg 
i. E. 3 23änbe. Rr. 428—430. 

©tdiiungen aus imitelftocftdeutfcfter 
Qirüftzeit. 3n Rusroaftl mit Einlfg. 
u. RJörterb. fterausgegeb. d. Dr. ßerrn. 
Sanften, ©irehtor ber Königin ßuife- 
Scftule in Königsberg i. P r .  Rr. 137. 

©ietricftepen. & udrun und ©iefricft* 
epen. Riit Einleitung unb R3örterbucft 
oon Dr. O. ß. Siric3ch, Profeffor an 
ber UniDerfifät R3ür3burg. Rr. 10. 

©ifferentialrecftnung oon Dr. grbr. 
Sunher, Rektor bes Realgpmnafiums 
unb ber Oberrealfcftule in ©öppingen. 
OTit 68 giguren. Rr. 87.

— Repetitorium u. Rufgabenfamm* 
Iung 3ur ©ifferentialrecftnung 
oon Dr. grbr. 3unher, 'Rehtor bes 
Realggmnafiums u. b. Oberrealfcftule in 
©öppingen. Riit 46 gig. 9lr. 146. 

©rogenkunde oon Rieft. ©orfteroift in 
ßeipjig unb ©eorg Ottersbacft in 
ßamburg. Rr. 413.

©ruckroaffer* und ©rucfcluff = Rn= 
tagen, ‘pumpen, ©ruduoaffer- unb 
©rucftluft-Rnlagen oon ©ipi.-3ngen. 
Rudolf Rogbt, Regierungsbaum. a. ©. 
in Racften. Riit 87 gig. Rr. 290. 

Eddalieder mit ©rammatih, Kber- 
feftung unb Erläuterungen oon Dr. 
QBilftelm Ranifcft, ©t)mnafial-Ober- 
leftrer in Osnabrück. Rr. 171. 

Eifenbaftnbau. ©ie Entwicklung 
des modernen Eifenbaftnbaues 
oon ©ipl.«3ng. Rlfreb Q3irh, o. ö, Prof.
a. b. h. h. ©eutfeft. ©eeftn. ßocftfcftule in 
‘präg. Riit 27 Rbbilb. Rr. 553. 

Eifcnbaftnfaftr3euge oon ß .  ßlnnen- 
tftal, Regierungsbaumeifier u. Ober
ingenieur in ßannooer. I : ©ie ßoho- 
motioen. Riit 89 Rbbilbungen im 
2ejt unb 2 ©afeln. Rr. 107.

 I I :  ©ie Eifenbaftnroagen u. ©rem-
fen. Riit Rnftang: ©ie Eifenbaftn- 
faftr3euge im Relrieb. Riit 56 Rbb. 
im ©ejt unb 3 ©afeln. Rr. 108. 

Eifenbaftnpoliiik. ©efcfticftle der 
deutfeften Eifct& aftnpolifik oon 
Retriebsinfpehtor Dr. Ebroin Kecft in 
Karlsrufte i. R. Rr. 533. 

Eifenbefonbau, ©er, o. Reg.-Raumeift.
Kar! Röftle. Riit 75 Rbbilb. Rr. 349. 

Eifenftüttenkuude oon R. Kraufc, bipl. 
ßütteningenieur. I : ©as Rofteifen. 
Riit 17 giguren u. 4 ©afeln. Rr. 152.

Eifenftültenbunde I I :  ©as Scftmieb- 
eifen. Riit 25 gig. u. 5 ©af Rr. 153.

Eifenkonftruktionen im £>ocftbau
oon Sngenieur Karl 6d)inbler in 
Rieiften. Riit 115 giguren. Rr. 322.

E iszeitalter, © as , o. ü r . Emil RJerfft 
in Rerlin-SBilmersborf. Riit 17 Rb
bilbungen unb 1 Karte. Rr. 431.

Elaftizitätsleftre für Ongenieure 
I : ©rundtagen und Rllgenteines 
über 0pannungs3ufiände, 3*)- 
linder, Ebene glatten , ©orfion, 
©ehrümmteSräger. Ron©r.-3ng. 
R laj Enftlin, profeffor an ber Königl. 
Raugetoerhfcftute Stuttgart unb prioat- 
b03ent an ber Secftn. ßocftfcftule Stutt
gart. Riit 60 Rbbilb. Rr. 519.

Elcktrifcften SRefcinftrumente, ©ie, 
Don 5 . ßerrmann, Profeffor an ber 
©eeftnifeften ßocftfcftule in Stuttgart. 
Riit 195 giguren. Rr. 477.

Elektrifcfte ©elegrapftie, © ie, oon 
Dr. ßub. Rellftab. Ri. 19gig. Rr. 172.

Elektrizität. Sfteoret. Pftftfik I I I :  
Elektrizität u. R iagneiism us oon 
Dr. ©uft. Säger, Prof. a. b.©eeftn.ßoeft- 
feftute in R3ien. Riit 33 Rbb. Rr. 78.

Elektrochemie oon Dr. ßeinr. ©anneel 
in ©enf. I : ©fteorefifefte Etehtrocftemie 
unb iftre pftt)fihalifcft=cftemiicften ©runb- 
lagen. Riit 16 giguren. Rr. 252.

 — II:  Experimentelle Elehtrocftemie,
Rieftmefftoben, ßeitfäftigheit, ßöfungen. 
Riit 26 giguren. Rr. 253.

Elektromagnet. ßieftttkeorie. ©fteo« 
retifefte ‘Pftöfik IV : Elektro« 
magnetifefte ßicfttffteorie u. E le k 
tronik oon Profeffor Dr. ©uft. Säger 
in R3ien. Riit 21 giguren. Rr. 374.

Elektrom etallurgie oon Dr. griebr. 
Regelsberger, Kaiferl. Regierungsrat 
in Steglih=Rerlin. Ri. 16 gig. Rr. 110.

Elektrotechnik. Einführung in die 
0 tarkftromlecftnik o. S. ßerrmann, 
Prof. b. Elehtroted)nih an ber Kgl. 
©ed)n. ßocftfcftule Stuttgart. I : ©ie 
pftpfihälifcften ©runblagen. Riit 95 gig. 
u. 16 ©af. Rr. 196.

 II :  ©ie ©leid)[tromtecftnift. RÜt
118 giguren unb 16 ©afeln. Rr. 197.

 III: ©ie R3ecftfelftromiecftnih. Riit
126 giguren unb 16 ©afeln. Rr. 198.

— ©ie R taferialien des Rlafcftinen» 
baues und der Elektrotechnik o. 
3ngenieur profeffor ßermann R3ilba 
in Rremen. QRit 3 Rbbilb. Rr. 476.



<£lfafe=Ooli)ringen, G anöesftunbe o .,
oon 'prof. Dr. 2f. ßangenbedt in Straft- 
burg i.E. 2If. 11 2lbb.u. 1 Harte. 2fr. 215. 

Engüfcl) * bcutfchcs © efpräcbsbud) 
oon profeffor Dr. S . Haushnecbt in 
ßaufanne. 2fr. 424.

<£ngltfcf)e © cid)id)ic oon Prof. ß. ©er
ber, Oberlehrer in Düffelborf. 2fr. 375. 

E ng lifd je  55ßnbclshorrefponben3 o. 
E. E. 2Bbitfielb, M. A., Oberlehrer an 
Hing Ebroarb VII ©ranunar 6chool 
in Hing’s ßpnn. 2fr. 237.

E nglifd je  O ileralurgefd)icl)fe oon Dr. 
«arl 233eifer in 233ien. 2fr. 69.

 ©ruiti>3 ügc unb 55aupffi)pen
ber englifchcn Qifcraturge?d)icl)le 
oon Dr. 21rnolb 22f. W. 6d)röer, prof. 
an ber Hanbelsbod)fd)ule in Höln. 
2 Seile. 2fr. 286, 287. 

<gnftoichlungsgefd)ichte b e r © icre 
oon D r. Sobannes 23feifenbeimer, Pro- 
feffor ber 3oologie an ber llnioerfität 
3ena. I :  gurebung, Primitio-
anlagen, ßaroen, gormbilbung, Em- 
brponalhüllen. 2Ifit 48 gig. 2lr. 378.

 II: Organbilbung. 23fif 46 gig.
2fr. 379.

E p igonen , © ie, bes fyöfifchen E p o s.
21usu>abl aus beulfdjen Dichtungen bes 
13. Gahrhunberls oonDr.SBihtor 3unh, 
2lhtuarius ber 5\aiferlid)en 2lhabemie 
ber SBiffenfchaffen in SBien. 2fr. 289. 

E rb n tag n efism u s, E rb firo in ,spo lars  
Jirf)l oon Dr. 21. 2fippolbt, 22fit« 
glieb bes Höniglid) Preufjifchen 2Jfe- 
tereologifchen 3nffituts in potsbam. 
2Zfit 17 2lbbilb. unb 5 Safeln. 2fr. 175. 

E rb te ile , G änberhunbe ber aufter« 
curopäi)ci)en, oon Dr. granaHeibe- 
rid), Profeffor an ber Ejportahabemie 
ln QBien. 22fit 11 Sejthärtchen unb 
Profilen. 2fr. 63.

(Ernährung unb SRahrungsm ittel o. 
Oberffabsarßl Profeffor H. 23ifd)off in 
SBerlin. 23fit 4 21bbilbungen. 2fr. 464. 

Elfyift oon Profeffor D r. Shomas 21d)e- 
lis in Sremen. 2fr. 90.

E u ro p a , Q änberhunbc oon, oon Dr. 
ranä Heiberid), profeffor an ber 
jportahabemie in 2öien. 2Ifif 14 Sejt- 

härtchen unb Diagrammen unb einer 
Harte ber 21lpeneinfeilung. 2fr. 62.

E fftu rfio n sflo ra  oon ©eutfcf)(anb
»um 23eftimmcn ber häufigeren in 
Deutfdjlanb milbroachfenbcn pflogen 
oon Dr. 2B. 23figula, Profeffor an 
ber gorftahabemie Eifenad). 2 Seile 
9Ril ie 50 2lbbilbung. 2fr. 268 u. 269. 

©£pIofioftoffe. Einführung in bie Ehe* 
mie ber erplofioen Vorgänge oon Dr. 
Sb. Prunsmig in Steglit}. 2Rit 6 21b- 
blibungen unb 12 Sab. 2fr. 333. 

gam ilienrecM . 2lechl bes «Bürger* 
liefen C6efei}bucl)es. SBierles 
Q3ud): g am tlien red )! oon Dr. fiein- 
rid) Sitje, Profeffor an ber Unioerfilät 
©öltingen. 2fr. 305. 

g ä rb e re i .  SerfiI=O nbuffrie 111 s 2Bä= 
fcherei, «Bleicherei, g ä rb e re i  unb 
ih re  Ä ilfsfto ffe  oon Dr. 3Bilhelm 
2Ifaffot, Profeffor an ber Preufcifchen 
höheren gad)fd)ule für Sejtilinbuftrie in 
Hrefelb. 22fit 28 giguren. 2fr. 186. 

ge lbgefd )ü§ , © as  u toberne , oon 
Oberflleutnant2B.Het)benreich, 2Ifilifär- 
lehrer an b. 2ifilitcirted)n. 21habemie in 
SBerlin. I : Die Entoichlung bes gelb- 
aefdjütjes feil Einführung bes gesogenen 
ÖnfanleriegetDehrs bis einfdjl. ber Er
findung bes raudjl. Puloers, ettoa 1850 
bis 1890. 2R. 1 21 bb. 2ir. 306.

 II: Die Enfvöiddung bes heutigen
gelbgefchüljes auf ©runb ber Erpnöung 
bes raud)lofen puloers, elioa 1890 bis 
3ur ©egenroart. fRfit 11 2lbb. 2fr. 307. 

gernfpred)»oeJen, © as , oon Dr. ßub- 
roig 2fellftab in SBerlin. 23fit 47 gi* 
guren unb 1 Safel. 2fr. 155. 

g e n ig h e if5 leb re  oon 233. Hauber, Dip- 
Iom-3ngenieur. 22fit 56 gig. 2fr. 288. 

— Slufgabenfam m lung 3u r geflig* 
h e ils leb re  m it O öfungen oon 2f. 
Haren, Diplom-3ngenieur in 2!fann- 
hetm. 23fit 42 giguren. 2fr. 491.

g e tfe , © ie, unb ö l e  foroie bie Seifen- 
u. Herßenfabrihai. u. b. Haye, ßache, 
gimiffe m. ihren ioid)tigft. Hilfsfioffen 
oon Dr. HarI23raun in Perlin. I : Ein
führ. in bie Ehemie, Sefpred). einiger 
Salße u. b. gelte unb Oie. 2fr. 335.

 II : Die öeifenfabrihation, bie
Seifenanalpfe unb bie Heraenfabri- 
bation. 22fit 25 21bbilb. 2fr. 336. 

 U l : Harje, ßache, gimiffe. 2fr. 337.



g eu ericaffen . ® efd)td)fe der ge* 
fam fen geu erm affen  b is  1850.
2)ie ©ntotddung ber geuertoaffen oon 
ibrem erflen Sluft reten bis jur ©in- 
fütjrung ber gesogenen ßinterlaber, 
unter befonberer S3ertichfid)tigung ber 
ßeeresberoaffnung c. ßauptmann a. 5). 
SB. ©oblhe, Steglitj-23erlin. Sliit 
105 Slbbilbungen. Sir. 530. 

g i Î 3 fab rihafion . ©e£fil * g n d u fïr ic  
11: Q Beberet, S ß irh e re i , 
n ten tte re re i, Spifjcn* und © ar*  
d inenfabrihafion  und g i l 3 fabri* 
hafion non <profeffor Slïar ©ürtler, 
©et). Siegterungsr. im £gl. ßanbesge- 
roerbeamt 3. S3erlin. 3H.29gig. Sir. 185. 

g in a n 3 fi)ffeme d. © rofem adjfe, © ie, 
(3nternationales Staats- u. ©emeüibe- 
ÎSinanjruefen) non O. Scbtcarjj, ©et). 
Dberfinanjrat in Berlin, ßtoei 23änb- 
d)en. Sîr. 450 unb 451. 

g in a n 3 U)iffenfd)aft non präfibent Dr. 
Si. can ber 23orgI>t in 23erlin. I : SIU- 
gemeiner Seil. îtr . 148.

 U : 23efonberer Seil (Sleuerlebre).
Sir. 391.

g in n ifd ) = ugrifcfye G pradjtm ffen» 
fd)afi con Dr. Sofef S 3inni)ei, prof, 
an ber ilniuerfifât Pubapeft. Sir. 463. 

F in n lan d . Q andeshunde  des ©uro= 
paifctyen tK uftlands nebfi S inn* 
ían d s  con profeffor D r. SI. Pbilipp- 
|on in ßalle a. 6 . Sir. 359. 

g irn iffe . 55ar3C, Gaché, g irn iffe  con 
Dr. ftarl 23raun in 23erlin. (gelte unb 
Öle 111.) Sir. 337. 

g tfd je . © as  S ie rre id ) IV : g ifd )e  
con Profeffor Dr. Sliaj Slaufljer in 
Sieapel. Sliit 37 Slbbilb. # .3 5 6 .  

g ifd je re i und g ifd )3 ud)f con Dr. 
ftarl ©chftein, cprofeffor an ber gorft- 
ahabemie ©bersicalbe, Slbteilungs- 
birigent bei ber âauptftafion bes forft- 
Iid)en S3erfud)srocfens. Sir. 159. 

g lo r a .  © ¿hurfionsflo ra  con ©euffcfy* 
land  3um 23eftimmen ber häufigeren 
in ©eutfd)lanb roilbrcad)fenben Pflogen 
con Dr. SB. Sliigula, ‘Prof. an ber 
gorftahabemie ©ifenad). 2 Seile. Süif 
Je 50 Slbbilbungen. Slr. 268, 269. 

gluftbau con Siegierungsbaumeifter Dito 
Sfappolb in Stuttgart. Slití cielen 
Slbbilbungen. 3ir. 597.

gorenfifche 'Pfijdjtairie con profeffor 
Dr.SB.SBepganbt, ©irehfor ber Srren- 
anftalt griebridjsberg in fiamburg. 
3toei 33ar.bd)en. Sir. 410 unb 4 1 1 . 

gorfftoiffenfcfyaff con Dr. Slb. Sd)toap- 
pad), Prof. a. b. gorftahabemie ©bers- 
rcalbe, Sloteilunasbirig. bei b. ßaupt- 
ftation b. forftl. Perfucbstoef. Sir. 106. 

goríb iídungsfd)uín>efen, © as  deuf* 
fdje, nad) feiner gefd)id)tl. ©ntroichlung 
unb in feiner gegemcärt. ©eftalt con fi. 
Siercfcs, Siecifor geroerbl. gortbilbungs- 
fd)itlen in Sdjlesioig. Sir. 392. 

g ra n h e n . © efd jid jíe  g ra n h e n s  Don 
Dr. ©brift. Sîieper, figl. preufj. Staats- 
ard)ioar a. 5). in SRündjen. Sir. 434. 

g ra n h re id ) .  g r a n 3 öfifche ©efd)icí)íe 
oon Dr. Si. Sternfeld, profefjor an b. 
ilnioerfitât S3erlin. Sir. 85. 

g ra n h re id ) .  Q a n d es h .ü .g ra n h re id )
c. Dr. Siidjarb Sieufe, ©ireht. b. Ober- 
Sieatfd)ute in Spanbau. 1. 23änbd)en. 
Sliit 23 Slbbilb. im Se¿f unb 16 ßanb» 
fdjaffsbilbern auf 16 Sáfeln. Sir. 466.

 2. 23cinbd)en. Sliit 15 Síbbilb. im
Seit, 18 ßanbfcbaffsbilbern auf 16 Sa- 
fein unb einer litbogr. Sparte. Sir. 467. 

g r a n 3 öfifd)*deuifd)es © cfpräd js*  
huch oon ©. grancillon, ßehtor am 
orientalifd). Seminar u. an b. ßanbels- 
bod)fd)ule in S3erlin. Sir. 596. 

g ran jö fifc h c  55andelshorrefponden3 
oon Profeffor St), be S3eaui, Officier 
be l’3nftruction 'publique. Sir. 183. 

g rem d tn o rf, © a s , int © euifdjen oon 
Dr. Siub. iileinpaul in ßeip3ig. Sir. 55. 

g re tn d to ö rfe rb u d ), © culfc^es, con 
Dr. Siub. ftteinpaul in Ceip3ig. Sir.273. 

guge* ©rlciuterung unb Slnleitung 3ur 
^ompofition berfetben o. Prof. Stephan 
Ärebl in- ßeip3ig. Sir. 418. 

gunhfionenffycorte , © inleifnng in 
d ie , (Stjcorie ber hompleien 3 ab í^- 
reiben) con Sîiai Siofe, Oberlehrer 
an ber ©oetl)efd)ule in ©eutfcb-SBil- 
mersborf. SBit 10 giguren. Sir. 581. 

g u fta rÜ U eric , © ie, ibre Organifation, 
Setoaffnung unb Slusbitbung con 
Spielt, Oberleutnant im ßebrbataitlon 
ber gufearlillerie-ScbiefjfcbuIe u. Sier- 
mann, Oberleutnant in ber S3erfud)s- 
batterie ber Slrlillerie - Prüfungskom- 
miffion. Siiit 35 giguren. Str. 560.



©arbinenfabrthafion. 2crlüinöu=

t1c I I :  W eb e re i. S ß irherei, 
ofatnenfiererei, Gpitjcn* und 
arö inen fab rihafion  und S i l 3 * 
fabrihafion  o.Profeffor 932ai ©ürtler, 

©et). 92egierungsrat im ßönigl. ßanbes- 
geroerbeamt 3U Serlin. 922it 29 giguren.

© as*  unb SBafferinffaUafionen tttif 
©infcfjlufc öcr 2 lbortan lagen  oon
Profeffor Dr. phil. unb ©r.-3ngen. 
©buarb 6 d)mitf in ©arniftabf. 921it 
119 91bbilbungen. 91r. 412. 

© ash ra f!m afd )in en , $ i e ,  oon 3 ng. 
91lfreb ßirfchhe in S\tel. 932it 55 gi- 
guren. 31r. 316.

© afffyäufer unb S o le is  Don 9lrd)ifehf 
921aj Sö3öt)ier in ©üffelborf. I :  Sie 
Seftanbteile unb bic ©inriebtung bes 
©afttjaufcs. 921it 70 giguren. 91r 525.

 II: Sie oerfebiebenen 9lrfen oon
©affbäufern. 921it 82 gig. 91r. 526. 

© cb irg sa riiU erie . © te ©nftoichlung 
ber © e b irg sa rf ilie rie  oon SUufj- 
mann, Obcrit unb ßomntanbeur ber 
1. gelbartillerie-Srigabe in Königs
berg i. ‘ß r. 921it 78 Silbern unb 
flberfidjtstafeln. 91 r. 531. 

© enoffenfd)af!srocfcn, ® a s ,  in 
©eulfcfylanb oon Dr. Oilo ßinbeche 
in ©üffelborf. 91r. 384.

© eobäfie. P erm effu n g sh u n b e  oon
©iplom = 3ng. p .  98erhnteifter, Ober
lehrer an ber ßaiferl. Secbnifd). ©cbule 
in ©trafeburg i. ©. I : gelbmefjen unb 
9flioellieren. 921it 146 916bilb. II :  ©er 
Sheobolit. Srigononietrifcbe unb baro- 
metrifebe ßöbenmeffung. Sacbpmefrie. 
92iit 109 3ibbilbungen. 91r. 468 u. 469. 

© eo log ie  in hurjem 91115311g für 6 d)ulen 
unb 3ur ©elbftbelebrung 3ii}anunen- 
geftellf oon ‘profeffor Dr. ©bert). graas 
in Stuttgart. 931it 16 91bbilbungen 
unb 4 Safeln mit 51 giguren. 91r. 13.

© eom etrie , 2inali)tifcl)c, ber © bene
oon Profeffor Dr. 921. ©imon in ©traf), 
bürg, 921it 57 giguren. 91r. 65.

— — Slufgabenfam m luna j u r  2lna= 
lijfifdjen © eom efrie  ber © bene
oon O. 2h- 93ürhlen, 'profeffor am 
ßönigl. Sealgpmnafium in ©ebroäb.- 
©münb. 921if 32 giguren. 92r. 256.

© eo tnelrie , 2lnalt)fifd)e, b. R au m es
d. Prof. Dr. 921. 6 imon in ©trafoburg. 
921it 28 9lbbilbungen. 91r. 89.

 2Iufgabenfam m lnng 3 u r 2lna=
li)fifd)en © eom eirie  bes S lautnes
oon O. Sh- 93ürhlen, ‘Profeffor am 
ßönigl. Sealgtjmnafium in ©djroäb.- 
©mfinb. 921it 8 giguren. 92r. 309.

— S arffeH en b e ,o .D r.22oberfßauf3ner. 
profeffor an ber Unioerfität 3ena. 1. 
921it 110 giguren. 91r. 142.

 II. 921it 40 giguren. 9ir. 143.
— © bene, Don ©. 921at)ler, ‘Profeffor 

am ©gmnafium in Ulm. 922it 111 
3roeifarbigen giguren. 91r. 41.

— P ro jeh f io c , in fpnfbet. Sebanb- 
lung oon Dr. ßarl ©oeblemann, ‘pro
feffor an ber Unioerfität 921üncben. 
921it 91 giguren. 91»* 72.

©contefrifcfye O pfih , ©infüfyrung in 
b ie , oon Dr. 98. ßinriebs in 9Bil* 
mersborf-Serlin. 91r. 532. 

© eom eirifebes 3c id )n en  oon ß.Sedier, 
91rd)iteht unb ßehrer an ber Sau* 
geroerhfd)ule in 921agbeburg, neube
arbeitet oon ‘Profeffor 3 . Sonberlittn 
in 921ünfter. 921it 290 giguren unb 
23 Safeln im Seft. 91r. 58. 

© erm am feije 22?t)fbologie oon Dr. ©.
922ogh, ‘Prof. a. b. Unio. Ceip^ig. 91r.l5. 

© erm anifd )e  0prad)u>iffenfd)aff oon 
Dr. 9!id). ßoeroe. 91r. 238. 

© efan g sh u n fl. 2 ed )n th  ber beui= 
fcl)en © efangshun fl oon Oshar92oe 
unb Dr. ßans *oacbim 921ofer. 91r. 576. 

©efcbicfylstoiffcnfcfyaff, © inleiiung t. 
b ie ,  oon Dr. ©rnft Sernbetm, Prof. 
an ber Unioerf. ©reifsujalö. 91r. 270. 

© cfd)üfte, $ ie  m obernen, ber S « ß s 
a rfiiie r ie  oon 921ummenhoff, 92iafor 
unb ßehrer an ber gufoartillerie-Scbief)- 
fchule in Süterbog. I : Som 91uftreten b. 
ge3ogenen ©efebiitje bis 3urSertDenbung 
besraucbfcbroacbenPuloers 1850—1890. 
921it 50 Se|tbilbern. 91r. 334.

— — II: ©ie ©nfroichlung ber hefigen 
©efd)üt)e ber gubarfillerie feit ©in- 
führung bes rauchfd)ioad)en Suloers 
1890 bis 3ur ©egenroart. 921it 33 
Seftbilbern. 91r. 362.

© efd)U )inbigheitsreg(er ber Ä rafi*  
mafebinen, 3)ic, oon © r.-3ng. ß . 
ßröneringriebberg. 921itoiel. giguren. 
91r. 604.

© efefjbud), S iirg e rlicb es , fiehe: Sed)t 
bes Sürgerlichen ©efehbuches.
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© efu ttöhe iis leh re . © er meitfcf)Hche 
K ö rp e r,fe in  'B au unö feineSäfig*  
heiten oon E. Bebntann, Oberfchul- 
rat in Karlsruhe. Bfit ©efunöheits- 
Iet>re oon Dr. med. ß .  Seiler. BMI 
47 Bbbilöungen u. 1 ©afel. Br. 18. 

© etoerbel)i?giene oon Dr. E. Both in 
Botsbam. Br. 350.

© etnerbetoefen  oon BJerner Sombarf, 
Brofeffor an öer ßanbelshochfchule 
Berlin. I. II. Br. 203. 204. 

©etoerblicfye Slrbeif e rfrag e , © ie, 
Don B3emer Sombarf, <profeffor an 
ber ßanbel5l)od)fd)ule Berlin. Br. 209. 

© etocrblid)e  B au len . CJnöuffriefle 
unö gewerbliche B au fen  (Speicher, 
ßagerhäufer unb gabrihen) oon Brdji- 
feht ßeinricb SalAinann in ©fiffelborf. 
1: Bllgemeines über Anlage unb Kon- 
ftruhtion ber inbuftriellen unb gewerb
lichen Baulen. Br. 511.

 II : Speicher unb ßagerhäufer.
Blit 123 giguren. Br. 512. 

© ew ichisw cfett. SRafj», 9Rün3* unö 
©cm ichtsrocfen oon Dr.Bug.Blinö, 
^rof. a. b. ßanbelsfd). i. Köln. Br. 283. 

© tefjereim afchinen oon ©ipl.«3ng.
Emil ©reiber in ßeiöenheim a. B.
Blit 51 giguren. Br. 548.

<S ia s * unö hcram ifd je  O nöuffrie 
(O nöuffrie  öer S il ih a f  e, öer B au* 
ffeine unö öes hüitffiichen 2Hör* 
fe ls  I) Don Dr. ©uftao Bauter in 
Eharlottenburg. Blit 12 ©af. Br. 233. 

© leichffrom tttafchinc, © ic , oon (In
genieur Dr. 6 . ßin^brunner in Blan» 
djefler. Blit 81 giguren. Br. 257. 

© leifchcrhunöe oon Dr. gritj Blacbaceh 
in B3ien. Blit 5 Bbbilbungen im 
Sejf unb 11 tafeln. Br. 154. 

©ofifefte S p rachöcn ftm äler mit ©ram- 
maliR, Überfettung unb Erläutergn. o. 
D r.ßerm .3 anl3en, ©irehtor b. Königin 
ßuife-Schule i. Königsberg*.Br. Br.79. 

© offfrieö  oon S fra f jb u rg . 5Sart* 
m ann non 2 lue. © öolfram  oon 
Cifd)enbad) unö © oflfrieö  oon 
G fraftbu rg . Busroablausbemhöfifcb. 
Epos mit Bnmerh. u. B3örtcrbud) o. r-r. 
K. Blarolö, B rcf. am Kgl. griebrichs- 
ftollegium 3U Königsberg i. B r. Br. 22. 

©rapfyifctyen f ü n f t e ,  © ie, oon Earl 
Kampmann, h. h. ßehrer an ber h. h. 
©raphifchen ßehr- unb Berfuchsanftalt 
ln ©Bien. Blit 3ahlreichen Bbbil
bungen unb Beilagen. Br. 75.

©riedpifdpe S llferfum shunöe oon
Brofeffor Dr. Bid). Blaifd), neu bear
beitet oon Behtor Dr. gran3 Bo&l« 
hammer. Blit 9 Bollbilbern. Br. 16. 

©riecfyifcfye © efd)id)feoonDr. ßeinrid) 
Srooboba, Brofeffor an ber beutfehen 
Ilnioerfität Brag. Br. 49. 

©riechifcl>e Öiferafurgefchichfe mit 
Berüchfichtigung b. ©efchichte b. ©Biffen- 
fchaften oon Dr. Blfreb ©erche, Brof. 
an ber ünioerf. Breslau. 2 Bänb- 
chen. Br. 70 unb 557.

©riccbifcQen S p rach e , ©cfcf)icf)le ö., 
I : Bis 3um Busgange ber Ulaffifchen 
3eit oon Dr. Otto ßoffmann, <prof. a. 
b. Unioerfitäf Blünfter. Br. 111. 

© rierhifche u . römifche Blpffjologie
o. Brof. Dr.ßerm.Steubing, Behtor b. 
©pmnafiums in Schneeberg. Br. 27. 

© runöbud)red )f, © a s  form elle, oon 
Oberlanbesgerichtsr. D r. g . Kretjfcbmar 
in ©resben. Br. 549. 

¿Sanöclspolifih , A u sw ä rtig e , oon 
Dr. ßeinr. Sieoehing, *̂ Profeffor an 
ber Ilnioerfität 3ürid). Br. 245. 

A an ö els rech f, © euffches, oon Dr. 
Karl ßebmann, Brofeffor an ber llni- 
oerfität ©öttingen. I : Einleitung, ©er 
Kaufmann unb feine ßilfsperfonen. 
Offene ßanöelsgefellfchaft. Komman- 
bit- unb fülle ©efellfchaft. B r 457.

 I I :  Bhtiengefellfd). ©efellfd). m. b.
ß .  Eing. ©en. ßanbelsgefa). Br. 458. 

A a itbe lsfchu lw efen , © as  öcuffchc, 
oon ©irehtor ©beoöorBlum in©effau. 
Br. 558.

¿Sanöelsfianö, © er, oon Bed)tsanroalt 
Dr. jur. Bruno Springer in ßeip3ig. 
(Kaufmann. Bechtsh. Bb. 2.) Br. 545. 

f ta n ö e lsw e fe n , © as , oon ©eh. Ober- 
regierungsrat Dr. ©Bill). ßejis, Bro
feffor an ber Ilnioerfität ©öttingen. 
I : ©as ßanbelsperional unb ber 
©Barenhanöel. Br. 296.

 I I : ©ie Effehtenbörfe unb bie in
nere ßanöelspolitih. Br. 297. 

¿Sanöfeuerm affen, © ie  (Snfroidtlung 
ö e r ,  feit ber Blitte bes 19. 3ahr- 
hunberts unb ihr heutiger Stanb oon 
©. B3r3obeh, ßauptmann unb Korn- 
pagniedjef im 3nfanterie-Begim. grei- 
herr ßiller oon ©ärtringen (4. Bo[cn'  
fdjes) Br. 59 in Solbau. Blit 21 Bb
bilbungen. Br. 366. *



S5armomeIef)rc oon A. ßalm. Alit 
Dielen Aotenbeifpielen. Ar. 120. 

55arttnann oon 2Juc, 2Bolfram oon 
(gfd)enbad) uni) (äottfried oon 
Straftburg» Auswahl aus bem l)öfi- 
|d)en ©pos mit Anmerkungen unb 
A3örferbud) oon Dr. K. Alarolb, «ro- 
feffor am Königlichen griebrichshol« 
iegium zu Königsberg i. 'pr. Ar. 22. 

& a r3 e , Cache, g itn iffe  oon Dr. 
Karl «raun in «erlin. (Sie gelte 
unb Öle IU ) Ar. 337. 

¿Saupttiteraturen, S ie ,  5. Orients 
d . Dr Al. Kaberlanbt, ‘prioatboz. a. 
b. llnioerf. A3ien. I. II. Ar. 162. 163. 

&ebe3eugc, ©ie, itjre Konftruhtion u. 
«erechnung oon 3ng. ‘prof. Kermann 
A3ilba, «remen. Al. 399 Abb. Ar. 414. 

¿Sceresorganifation, © ie (Entwich* 
lung der, {eil (Einführung ber flehen« 
ben Keere oon Otto Aeufchler, Kaupf« 
mann u. «atteriechef in Ulm. 1: ©e« 
fd)td)fl. ©ntroichlung bis ¿um Aus
gange b. 19. 3ahrt). Ar. 552. 

£ei¿utig u. Qiiftung d. 3ng. 3ot)annes 
Körting in Süffelborf. 1: Sas Q33efen 
unb bie «erechnung ber Keizungs« unb 
ßöftungsanlagen. Alit 34 gig. Ar 342.

 I I : Sie Ausführung b.Keizungs« u.
ßüftungsanlage. Alit 191 gig. Ar. 343. 

Neffen. Candcshunde des ($rofj= 
her^ogtums £>effen, der J 3rooin3 
Äcffen=2laffau und des gürften» 
iums löalöech oon ‘prof. Dr. ©eorg 
©reim in Sarmftabt. Alit 13 Ab- 
bilbungen unb 1 Karte. Ar. 376. 

£ierog!t)p()en oon ©eh. Segier.=Sat 
D r. Ab. ©rman, ‘Prof. an ber Uni- 
oerfität «erlin. Ar. 608. 

&od)fpannungstechnih oon Dr.«3ng. 
K. gifdjer in in Kamburg»«ergeborf. 
Alit Dielen giguren. Ar. 609.

¿50(3, ©as. Aufbau, ©igenfchaften u. Ser« 
roenbung d. 3ngen. Srof. Kermann 
A3ilba in «remen. Ai. 33 Abb. Ar. 459. 

A o tcls. © afil)äufer und ¿Sotéis oon 
Ardjitehf Alaj A3öhler in Süffelborf. 
I : Sie «eftanbteile u. b. (Einrichtung b. 
©afthaufes. Alit 70 giguren. Ar. 525.

 I I : Sie oerfd)iebenen Arten d. ©aft«
haufern. Alit 82 giguren. Ar. 526. 

¿Spdrautih oon A3. ¿Sauber, Sipl.«3ng.
in Stuttgart. Alit 44 gig. Ar. 397. 

¿Spgiene des Städtebaus, ©ic, oon 
•profeffor K. ©hr. Aufjbaum in Kan« 
nooer. Alit 30 Abbilbungen. Ar. 348.

¿Sqgiene d. SB ohttungsw efens, © ie,
oon ‘Prof. K. ©hr- Aufjbaum in Kan« 
nooer. Alit 5 Abbilbungen. Ar. 363. 

Gberifche ¿Salbinfet. C audeshundc 
d er öbcrifchen ¿Safbinfel oon Dr.
gritj Segel,'prof. a. b. Unio. A3ürzburg. 
Alit 8 Kärtchen u. 8 Abb. im Sejt unb 
1 Karte in garbenbruch. Ar. 235. 

3 nd ifd )e  2teligionsgefehid)fe d. ‘Prof.
Dr. ©bmunb Karbi). Ar. 83. 

Ondogerm an* 6p rad)w iffenfd)aft d. 
Dr. S .  Aleringer, ‘profeffor an ber 
Unioerf. ©r03. Alit 1 Safel. Ar. 59. 

O nduftrietle  u. gewerbliche P a u le n  
(Speicher, Cagerhäufer unb gabrihen) 
oon Archifeht Keinrid) Salzmann in 
Süffelborf. I :  Allgemeines über An
lage unb Konftruhiion ber inbuftriellen 
unb gewerblichen Sauten. Ar. 511.

 II :  Speicher unb Cagerhäufer.
Alit 123 giguren. Ar. 512. 
eh iio n su ran h b eitcn , © ie , und 
h re  V erh ü tu n g  oon Stabsarzt Dr. 

A3. Koffmann in «erlin. Alit 12 
oom Serfaffer gezeichneten Abbildung, 
unb einer giebertafel. Ar. 327. 

O nfchten. ©as © ierreid j V: On= 
fehlen oon D r. 3 . ©roh in Aeapel 
(Sfazione 3 0°I°9ica)* ®Mt 56 Ab
bildungen. Ar. 594. 

G nftrum entcntehrc  d . Alufihbir. granz 
Alaperhoff i.©hemnit}. I : Sejt. Ar.437. 

 I I : Aotenbeifpiele. Ar. 438.
O nfegralrechnung DOn Dr. griebr.

3unher, Sehtor des Sealgpmnafiums 
unb ber Dberrealfchule in ©öppingen. 
Alit 89 giguren. Ar. 88.

— R epe tito rium  und Aufgaben^ 
fantm tung 3 u r gn tegra lrecbnung  
oon ü r . griebrich 3unher, Sehtor des 
Sealgpmnafiums u. b. Dberrealfdjule 
in ©öppingen. Alit 52 gig. Ar. 147. 

Q frae l. <Sefd)id)le O frae ls  b is  auf 
die gricd)ifd)e g e i t  oon Lic. Dr.
3 . «enzinger. Ar. 231. 

O tatienifd)c ¿Sandetshorrefponben3 
oon ‘profeffor Alberto de Senur, 
Oberlehrer am Königl. 3nftitut S . S . 
Annunziata in glorenz. Ar. 219. 

O tatien ifd)e £ ite ra iu rg e fd )id )ic  oon 
Dr. Karl Sofeler, ‘profeffor an ber 
Untoerfitäf Alündjen. Ar. 125. 

5 ia IhuIa tion , © ie, im 2Rafd)inenbau 
oon 3ngenieur K. «ethmann, Sozent 
am £ed)nihum Altenburg. Alit 63 Ab
bildungen. Ar. 486.



&äliemafcf)inen* © ie Iherm oöpna* 
mtfcijen © ru n ö lag en  5er 28är= 
mcftraff* unö & 6ltem afti)inen
oon Al. Aöttinger, ©iplom-Sngenieur 
in Alannheim. AAt 73 gig. Ar. 2.

K am eru n , © ie öcuifdjen K olon ien  
I : S ogo unö K am eru n  oon Prof. 
Dr. Siarl ©ooe. Alit 16 Safeln unö 
einer lithographifd)en Siarie. Ar. 441.

ß a n o l*  unö  Gcfyleufenbau oon Ae» 
gierongsbaumeifter Dito Aappolö in 
Stuttgart. Atit 78 Abbilö. Ar. 585.

¿ fan t, O m ntanuel. (©efdjicbte ö. Philo- 
fophie Banö 5) oon Dr. Bruno Baud), 
‘Prof. a. b. Unio. 3ena. Ar. 536.

& arfcH  unö S ru ff  o. Dr. 6 . Sfchierfchhp 
in ©üfjelborf. Ar. 522.

¿la rten ftunöe  non D r. Al. ©roll, 
Kartograph in Q3erlin. 2 Bänöchen. 
I : ©ie projehtionen. Alit 53 gU 
guren. Ar. 30.

 U : ©er Karfeninhalt unb bas
Aleffen auf Warfen. Alit 36 gi- 
guren. Ar. 599.

¿taufmännifcfyeBecfyfsfiunöe* I:© as  
A3ed)feltoefen oon Aed)tsanroalt Dr. 
Auöolf Alofhes in ßeipjdg. Ar. 103.

— I I : ©er ßanbelsftanb o. Aed)tsamo.Dr. 
jur. Bruno Springer, ßeip3ig. Ar. 545.

& aufm ännifcl)es Bectynen oon ‘Prof. 
Aidjarö 5uft, Oberlehrer a. b. Öffentl. 
ßanöelslehranftalt b. ©resbener Kauf- 
mannfd). J. II. IH. Ar. 139. 140. 187.

& eram ifd}e O nöuffrie . © ie 3n*  
öu firie  5er G ilif ta ie , 5 e r hünffs 
liefen B au fie in e  unö ö e s  A lövicls
oon Dr. ©uftao lau te r. I : ©las» u. 
heram. Snbuftrie. Al. 12Saf. Str. 233.

& er3 enfaöriftaiion* © ie Geifen* 
fa b rih a fio n , ö ie G eifenattaltjfe 
unö öie S m ^en fab rifta lio it oon
Dr. Karl Braun in Berlin, (©ie gelte 
u. Öle II.) Alit 25 Abbilb. Ar. 336.

&iautfcI)ou. © ie ö*itfcf)- K olon ien  
11: © as  G üöfccgcbiet unö Siiau= 
ifcf)ou oon Prof. Dr. Sr. ©ooe. Alit 
16 Saf. u. 1 lithogr. Karte. Ar. 520.

& inen tafih  oon ©ipl.*3ng. KansPolfter, 
Affiffenf an ber Kgl. Scdjn. Kochfchule 
©resben. Alit 76 Abbilö. Ar. 584.

¿ürcfyenrcc!)! oon Dr. ©. Sehling, orb.
‘Prof. b. Aed)fe in ©rlangen. Ar. 377. 

&itniahu;töe I : Allgemeine Klima- 
lehre oon profeffor Dr. A3. Köppen, 
Alefeorologe ber Seetoarle Hamburg. 
Alit 7 Saf. unb 2 giguren. Ar. 114. 

jioloniolgefcbicbic oon Dr. ©ielrich 
Sdjäfer, 'profeffor ber ©efd)id)te an 
ber llnioerfität Berlin. Ar. 156. 

¿tolonialrecbf, ©euffefjes, oon Dr. 
S5. ©hier Don ßoffmann, profeffor 
an ber Kgl. Ahaöemie Pofen. Ar. 318. 

Homeien. Slffronomie. ©röfje, Be
legung unb ©ntfernung ber Kimmeis» 
hörper oon A. g . Alöbius, neu bear
beitet oon Dr. Kerm. Kobolb, Profeffor 
an ber llnioerfität Kiel. I I :  Kometen, 
Aleteore unb bas Sternfpftem. Alit 
15 giguren u. 2 Sternharten. Ar. 529. 

kom m unale SGirifdjaftspfiege oon 
Dr. Alfons Aiefe, Alagiftratsaffeffor 
in Berlin. Ar. 534. 

&ontpofiiionslebre. Alufihalifd)e gor- 
menleljre oon Stephan Krehl. I- II. 
Alit oiel. Aotenbeifpiel. Ar. 149. 150. 

¿umirapunftt. ©ie ßehre oon ber felb- 
ftänbigen Stimmführung oon Stephan 
Krehl in Ceipßig. Ar. 390. 

¿ionirolhoefen, ©as agriftulfur* 
cf)emifci)c, oon Dr. pau l Krifche in 
ßeopolbshall-Stafofurt. Ar. 304. 

&ooröinaienf pff eme o. Paul B. gifcher, 
Oberlehrer an ber Oberrealfcbule 3u 
©rofc-ßichferfelbe. Alif8 gig. Ar. 507. 

5lö rp c r, ©er menfcfylicbe, fein B a u  
unö feine ©äfigfteiten oon (£. 
•Rebmann, Oberfd)ulrat in Karlsruhe. 
Alit ©efunbheitslehre oon Dr. med. K. 
Seiler. Alit 47 Abb. u. 1 Saf. Ar. 18. 

5rofienanfd)Iag fiehe: Beranfchlagen. 
Äiiegsfci)tffbau. ©ie 6nftuichlung 

öes ¿irteasfd)iffbaues nom 211- 
feritim b is 3ur 5Ieu3eif. Bon 
Sjarb Sd)ioar3, ©eh- Atarinebaur. u. 
Schiffbau»©irehtor. 1. Seil: ©as geil- 
alter ber Auberfchiffe u. ber Seael- 
fd)iffe für bie Suiegsführung ßur See 
oom Altertum b. 1840. Alif 32 Ab« 
bilbungen. Ar. 471.

 II. Se il: ©as 3eifaHer öer ©anipf-
fd)iffe für bie SIriegsführung 3ur See 
oon 1840 bis 31t r Aeu3eit. Alit 81 
Abbilbungen. Ar. 472. 

jlriegstoefens, ©efchicbic ö e s ,  oon 
Dr. ©rnil ©aniels in Berlin. I: ©as 
antihe ftriegswefen. Ar. 488.
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& ricgstoefens, © efd)itf)te tes,  oon
D r. Gmil ©aniels in Berlin. I I :  ©as 
mtttolalt. Wriegstoefen. ©r. 498.

 III: ©as Wriegsmefen ber 3îcujcU.
C r̂fter ©eil. ©r. 518.

 IV : ©as Wriegstoefen ber ©eu3elf.
3œeiter ©eil. ©r. 537.

 V : ©as Wriegstoefen ber Sïeujeit.
©ritter ©eil. ©r. 568. 

& rifianogrctpf)ie oon Dr. ©3. 23rubns, 
23rof. an ber ©ergahabemie Glaustbal. 
©lit 190 ©bbilbuugen. ©r. 210. 

¿ ïu b ru n  unb © icirid)epen. ©lit Gin
leitung unb ©3ôrterbud) oon Dr. O. 
ß. Siriaeh, *profeffor an ber Uni- 
oerfitât ©3ür3burg. ©r. 10.

& itl!u r, © ie, b e r Sfenaiffattce. ©e- 
fittung, gorfehung, ©id)fung oon Dr. 
©oberf g . Qlrnolb, 'profeffor an ber 
llnioerfität ©3ien. ©r. 189. 

& uflurgefd)id)fe, © euifdje, oon Dr.
©eint). ©üntljer. ©r. 56. 

& urt)enbisfw ffion. 2IÎgebrai[c!)e 
& u ru en  oon Gugen Beutel, Oberreal- 
lebrer in Baihingen«Gn3. I ; Wuroen- 
bishufiion. ©I. 57 gig. i. ©ej!. ©r. 435. 

& u r3fd)rifi fielje : Stenographie. 
•T iüftcnarlilkrie . © te G nltniritlung 

ber ©d>iffs= uttb & üftencriU Îerie  
b is  j u r  © egettioarf d . Woroetfen- 
bapifän Wuning. ©lit ©bbilbungen 
unb ©abellen. ©r. 606.

Sache. 55ar3e, S a d îc , ffirn iffe  non 
Dr. ftarl ©raun in ©erlin. (©ie 
gelte unb Öle III ) ©r. 337. 

Sagerfyäufer. Q nbuffrielie  wnb Ses 
u>erfelid)cBau‘en. (6 peid)er, ßnger- 
ÿfiufer u. gabrihen) non ©rd)itehf Wein- 
rid) Sa^monn, ©uffelborf. II : Speicher 
u. ßagerhäufer. ©iif 123 gig. ©r. 512. 

ßänber=  unb $>öihernamcn non Dr.
©ubolf Wleinpaul in ßeip3ig. ©r. 478. 

S an b ftraß en b au  non Wgl. Oberlehrer 
21. ßiebmann, Betriebsbirehtor a. ©. 
in ©îagbeburg. ©lit 44 gig. ©r. 598. 

SanbtD irtfd;afilid)c ^Betriebslehre 
d . G. ßangenbedt in ©rofs-ßicbferfelbe. 
©r. 227.

8anbtm rffchafflid)cn 52lafd)inen,
© ie, oon Warl ©Ballier, ©iplom*3n- 
genieur in ©lannheint. 3 Bänbchen. 
©lit Dielen ©bbilbgn. ©r. 407—409. 

Sctein ifche O ram m ctitu  ©runbrift 
ber lafeinifchen Sprachlehre oon 'prof. 
Dr. ©3. Boifd) in ©îagbeburg. ©r. 82.

Satein ifche S p rache . C5efd)id)fe ber 
lateinifchen S p rach e  oon Dr.
griebrid) Stol3, Brofeffor an ber Uni- 
oerfität Önnsbrucn. ©r. 492.

Sicht, © ijeoreiifd jeq jiw fü i II. © eil: 
S id jf  unb 2 8 ärm c . ©on Dr. ©uff. 
Säger, 'prof. an ber ©ed)nifd)en Wocb- 
fchule in ©3ien. ©iit 47 ©bb. ©r. 77.

Sogarifhm en» BierfteUige ©afeln unb 
©egentafeln für logarifhmifebes unb 
trigonometrifches ©einen in ¿toei gar- 
ben 3ufantmengeflelll oon Dr. Wermann 
Schubert, 'Prof. an ber ©elebrtenfd)ule 
bes 3ohanneumS in Hamburg, ©r. 81.

— g ü n ff te l lig e , oon ©rofeffor ©uguft 
©bler, ©irehtor ber h. h. Staatsober- 
realfd)ule in ©Bien. ©r. 423.

S o g ih . ^Pfijdjologie unb S o g ih  3 u r 
E in fü h ru n g  in b ie ^ h ito fo p h ic  
oon 'Profeffor Dr. ©h. Glfenpans. 
©Hit 13 giguren. ©r. 14.

Sohom ofiuen. G ifenbahnfahr^euge 
Don W. Winnenthal. I: ©ie Cohomotioen. 
©lit 89 ©bb. im ©ejt u. 2©af. ©r. 107.

SofI)ringcn. (SefchiehteSothringens 
oon Dr. Wermann ©erid)5meiler, ©eb. 
©egierungsrat in Strafsburg. ©r. 6.

— S a ttbeshunbe  n. G lfaß=8ofhring .
0.'Prof. Dr. ©. ßangenbech i. Strafeburg
1. G. m it 11 21bb. u. 1 Warte, ©r. 215.

O öfrohrprobierftunbe. Q u a lita fio e
2lnali)fe rot* 55ilfe bcs S ö fro h rs  
oon Dr. ©lartin Wenglein in greiberg
i. Sa. ©îit 10 giguren. 2ir. 483.

Sübech« G anbeshunbe ber © roß» 
h c r3 ogtüm er © lechlenburg u . ber 
w reien  « . SSonfefiabf Sübech oon 
L)r.SebalbSd)tDar3, ©irehtor b. ©eal- 
fd)ule 3um ©oin in ßübech. QKit 17 
©bbilbungen unb Warten im ©ejt unb 
1 lithographifchen Warte, ©r. 467.

ßuff= unb SHeeresfiröm ungcn oon 
Dr. gran3 Schule, ©irehtor ber 
©aoigationsfcbule 311 ßübech. ©îtt 
27 ©bbilbungen u. ©afeln. ©r. 551.

S ü fiu n g . W eisung unb S iiftung  oon 
Sngenieur Sohannes Wörting in ©üffel- 
borf. I :  ©as ÎBefen unb bie Be
rechnung ber Wei^ungs- unb ßüftungs* 
anlagen. ©lit 34 giguren. ©r. 342.

 I I :  ©ie ©usfübrung ber Wei3ungs-
unb ßüfiungsantagen. ©lit 191 g i
guren. 21r. 343.
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ß u fh e r , R iß itin , u . S ljo in . 222 u m  er.
2iusgerDählt unb mif Einleitungen unb 
91nmerhungen oerfehen Don Prof. ©. 
Rerlit, Oberlehrer am Riholaigpmna- 
flum 311 Ceip3ig. Rr. 7.

R la g n e tism u s . Sfjeorefifd/C 131)1)* 
fth 111. S e i l :  (S iehirißiiäi u . 2Rag* 
nefism us« Ron D r .  ©uftao Gägcr, 
Profeffor an ber Sedmifchen fiod)fd)ule 
R3ien. Rlit 33 91bbilbungen. Rr. 78.

SH aljerei. © rau erd ro c fen  I :  322al* 
¡jerei Don Dr. p .  ©reoerhoff, ©irehtor 
ber öffentl. u. 1. Sächf. S3erfuc^5ftaf. für 
Rrauerei u. QJiälßerei, fctu. b. Rrauer« 
unb 9Häl3er[d)ule 311 ©rinima. Rr. 303.

SHafchineitbau, © ie fiaU tu lafion  im,
d. 3ng. fi. Refhmann, ©03. a. Sec&nih. 
Ritenburg. Rlit 63 9lbbilb. Rr. 486.

— © ie R lc fe ria iten  bes Riafri)inen= 
b au es  unb ber © ielitrotccpnih 
oon Sngenieur Prof. fiermann 9BUba. 
W H  3 Rbb. 91 r. 476.

Snafchinenelem enie, © ie. ßur3ge. 
fafotes ßeprbuch mit Reifpielen für bas 
Selbftftubium unb ben prahtifchen ©e- 
braud) oon g r. Rarfh, Ofceringenleur 
tn Nürnberg. 92iit 86 giguren. 92r. 3.

3S afd)inen 3eici)nen, 13raftfifrf>e5 , 
oon 3ng. Rid). Scbiffner in 233arm- 
brunn. I :  ©runbbegriffe, Einfache 
922afd)inenfeile bis 311 ben Kuppelungen. 
® it 60 Safeln. Rr. 589.

 II • ßager, Riemen* u. Seilfcheiben,
3 abnräber, Kolbenpumpe. 9Hit 51 
iafeln. Rr. 590.

SR aftanalpfe oon Dr. Otto 923hm ln 
©armftaot. 22iit 14 giguren. Rr. 221.

222afj=, R lün j*  unb <3en)id)istt)efeu 
oon Dr. Ruauft Rlinb, Profeffor an 
ber fianbelsfdwle in Köln. Rr. 283.

SR aierialprufungstD efen. Einführung 
in b. mob. ©edjnih b. 92iaferialprüfung 
oon S\. 9Remniler, ©iplom-Sngenieur, 
ftänb. 9ftitarbeiter a. figl. 922aterial- 
Rrüfungsamfe 3U ©rofs=ßichferfelbe. 
I :  922aterialeigenfd)aften. — geffig- 
heitsoerfuche. — fiilfsmittel für geffig- 
keifsoerfucbe. 922it 58 gig. Rr. 311.

— — II : 9Refallpriifung u. Prüfung oon 
fiilfsmaferialien bes 9Itafcbinenbaues. 
— Raumateffilprüfung. — papier- 
Prüfung. — 6 d)miermittelprüfung. — 
Einiges über 92iefaltographie. 9!2it 
31 giguren. Rr. 312.

SRatbemafifc, ®efd)icl)te b e r ,  oon
Dr. 91. 6 turm, profeffor am Ober- 
gpmnafium in Seifenifeffen. Rr. 226.

9nafi)eina!ifcl)e gorm clfam tu lung  u.
Repetitorium ber 9Rafhemafih, enth. bie 
roidjtigften gormeln unb ßehrfätje ber 
Rrithmefih, 9llgebra, algebraifcben 
9lnalpfis, ebenen ©eometrie, Stereo- 
mctrie, ebenen unb fphärifdjen ©rigo* 
nomeirie, matt), ©eograpbie, analpt, 
©eometrie ber Ebene u. b. Raumes, ber 
©ifferent.« u. 3ntegralred)n. oon O. ©h- 
Rürülen, Prof. am fial. Realgpmn. ln 
Scb.-©münb. 92lit 18 giguren. Rr. 51.

23aurer=  unb 0 fc in J)auerarbcifen
oon Prof. Dr. phil. unb ©r.-3ngen. 
Ebuarb Schmitt in ©armftabt. 3Ränb. 
eben, «mit Dielen Rbbilb. Rr. 419—421-

3Hechanilt. S& eoref. qßhtjfm I. S e i l :  
Snecfyanih un b Sihuffih. Ron Dr.
©uft. Säger, Profeffor an ber ©ed)- 
nifchen fiodjfcbule in 2Bien. 9Rit 19 91b. 
bilbungen. Rr. 76.

2Red)anifd)e Sechnologlc ooit ©eh- 
fiofraf Profeffor 91. ßübicüe in Rraun- 
fd)toeig. 2 Ränbcpen. Rr. 340, 341.

SR edüenburg. ß a n b esh u n b e  ber 
© rofjheroogfüm er SReddenburg 
u . ber f r e ie n  u. £5anfcf?ab! ßii* 
bcdto. Dr.6eba lbSd )U )a r3, ©irehtor b. 
Realfdjule 3uni ©om in ßiibedc. 9Hit 17 
9lbbilbungen Im 2e{t, 16 Safeln unb 
1 fiarfe in ßithographie. Rr. 487.

2Hecftlenburgifche ©efci)id)!e oon
Oberlehrer Otto Rifenfe inReubranben. 
bürg i. 912. Rr. 610. 

912eereshunbe, P hpfifc ijc , oon Pro- 
feffor Dr. ©erharb Sdjott, Rbiellungs- 
oorfteper bei ber ©eutfchen Seeroarte 
in fiamburg. 92iit 39 91bbilbungen 
im ©ejt unb 8 Safcln. Rr. 112. 

SBeeresfU dm ungcn. ßufl*  unb 
SR eeresflröm ungcn 0. D r. gran3 
Schuhe, ©ir. ber Raoigafionsjdjule 31t 
ßübech. 932it279lbbilbungen u. 2afeln. 
Rr. 551.

ÜHenfchlirhe f io rp e r ,  © er, fein © au  
unb fctne S a fig h c ilen  oon E. Reb
mann, Oberfcpulrat in Karlsruhe. 9Rit 
©efitnbheifslehrc o. Dr. meci.fi.Seiler. 
Rlit 47 91bbilb. unb 1 ©afel. Rr. 18.



2Heiai!ograpf)ie. Kur^e, gemeinfafelicbe 
‘Darfteuung ber ßebre oon ben 933e- 
fallen unb ihren ßegierungen unfer be- 
fonberer Serüchficbtigung ber 923efall« 
mihrofhopie oon 'prof. E.Sepn u. 'Prof.
0 . Sauer am Kgl. 923aierialprüfungs- 
amt (©r.«ßid)terfelbe) ber Kgl. Sedjn. 
Sccbfcbule 311 Berlin. I : 91llgem. Seil. 
922ii 45 91bbilbungen im 2ejf u. 5 ßid)l- 
bilbern auf 3 Safeln. 93r. 432.

 II :  6 pe3ieller Seil. 923it 49 9lbb.
im Se|t u. 37 ßidjtb. auf 19 Saf. 93r. 433.

SneIaUurg|le oon Dr. 9luguft ©eih, 
in firifliansfanb (93ortoegen). I. 11. 
92?it 21 glguren. 93r. 313, 314.

92letecre. 2tffronom ie. ©röfee, Se« 
megung unb (Entfernung ber Simmels- 
hörper oon 91. g. 933öbius, neu bear
beitet oon D r. Serin. Kobolb, ‘Prof. 
an ber llnioerfität Siel. I I : Kometen, 
923efeore unb bas Sternfpftem. 923it 
15 giguren u. 2 Sternharten. 93r. 529.

SHetcorotogie oon D r. 933. Srabert, 
‘profeffor an ber llnioerfität 28ien. 
923it 49 91bbilb. u. 7 Safeln. 93r. 54.

Snilitarf(rafrecl)t oon D r. 923aj Ernft 
923aper, 'Profeffor an ber llnioerfität 
Strafeburg i. E. 2Sbe. 93r.371,372.

223iueralogie oon ©et). Sergrat D r. 
9?. Srauns, ‘prof. an ber llnioerfität 
Sonn. 923it 132 91bbilb. 91r. 29.

2Riitnefang und ©pruct)did)lung. 
2öa lil)c r oon derS tagehoeide  m it 
S lustoahl a u s  223innefang und 
0 p ru d )6 id )iu n g . 923it 9lnmerhungen 
u. einem 933örterb. o. 0 .  ©üntter, ‘Prof. 
an ber Oberrealfdjule unb an b. Sedjn. 
Sod)fd)uIe in Stuttgart. 9lr. 23.

2RiifeH)ocbdeutfd). $ id )fu n g en  a u s  
snitfeIf)od)deutfd)er 5riii)3eif. 3n 
91ustoabl mit Einleitung unb 923örter- 
bucb b^rausgegeben oon Dr. Sermann 
3antjen, ‘Direktor ber Königin ßuife- 
Schule in Königsberg i. *pr. 93r. 137.

9R itteU)od)deuifd)e<& rautntafih.$er 
Slibelunge Slot in S lustoabl und 
miIlcll)od)dcutfci)e (Ö ram m atih m. 
fcurßem 923örterbud) o. D r. 9B. ©öliger, 
Srof. a. b. llnioerfität Softoch. 93r. 1.

SKorgcitland. ©efd)icf)!e des allen  
SQ orgenlandes oon D r. gr. Sommel, 
‘profeffor an ber llnioerfität 923ünd)en. 
923it 9 Silbern unb 1 Karte. 92r. 43.

SRorphoIogie u. O rganograp ljic  der 
<P f (a n 3en oon ‘Prof. D r. 923. 93orb- 
baufen i. Kiel. 923.1239lbbilb. 9lr.l41.

Snörlel» © ie O nduflrie der bfinft- 
licfeen S a u ffe in e  und des 2Ror= 
fe ls  0. D r. ©. Sauter in Ebarlotten- 
bürg. 923it 12 Safeln. 93r. 234.

2R undarfen, © ie deulfcfeen, o. ‘Prof. 
D r. S . Seis in 933ain3. 93r. 605.

2!h tnbarien , ‘p ia ttd eu lfd jc , oon Dr. 
Subert ©rimme, ‘Profeffor an ber 
llnioerfität 923ünffer i. 923. 93r. 461.

9nün3toefen. 223afj=, 22lün3=u. ©e* 
toid)f stoefen o.Dr. 91ug. Slinb, ‘Prof.
a. b. Sanbelsfcbule in Köln. 92r. 283.

SRurner, S to m a s .  S la r t in  Quffjcr 
und S to m a s  SHlurner. 91usge- 
loäblt u. m. Einleitungen u. 91nmerh. 
oerfeben oon ‘prof. ©. Serlit, Oberl. 
am 92iholaigpmn. 3U ßeipßtg. 93r. 7.

22311 fth, © ef cf)icf)te der a lten  u.ntiffel* 
aiferlicf)eit, oon D r. 91. 923öl)ter in 
Steinbaufeen. 2 Sbd). 923. 3afelr. 91bb. 
uub 92?ufihbetlagen. 93r. 121 unb 347.

9nufihaíifd)e S huflift oon ‘profeffor 
D r. Karl ß. Schäfer in Serlin. 922it 
35 9Ibbilbungen. 93r. 21.

2nufihalifcf)e g o rm en lc ijre  (S\om=

rofitionslebre) oon Stephan Krefe!. 
II 923U oiel. 93otenbeifp. 93r.149.150.

223ufiftäfU)elih oon D r. Karl ©runshp 
in Stuttgart. 92r. 344.

9nufihgefdbicf)fe des 17. und 18. J a h r 
hun d erts  oon D r. K. ©runshp in 
Stuttgart. 92r. 239.

QRufihgefchichte feit S e g ln «  des 19. 
J a h rh u n d e r ts  oon D r. K. ©runshp 
in Stuttgart. I. II. 93r. 164. 165.

S luftftlehre , 2tllgenteine, oonStepban 
Krefel in ßeipßig. 93r. 220.

S tade t^ö t^er, 2 )ie , oon D r. g . 9B. 
93eger, ^Profeffor an ber Königlichen 
gorftahabemie 3U S£bQ**an5t. 923it 85 
9lbbilb., 5 2ab. unb 3 Karten. 93r.355.

3 lahrungsm iffe(. E rn äh ru n g  und 
y iab rungsm ifte l oon Oberftabsarjt 

rofeffor S . Sifcboff in Serlin. 923it 
91bbilbungen. 93r. 464.

9 laufih . Kurier 9lbrife bes täglich an 
Sorb oon Sanbelsfcbiffen angeroanbten 
2eils ber Scbiffabrtshunbe. Son Dr. 
granj Scbulje, Sirehtor b. 93aoigaiions- 
Sdjule au ßübeA. 923.5691bb. 93r.84.

!Reugriecdifchsdeuffd)e5 (Öefpräcf)G= 
buch mit befonberer Serüdifid)tigung 
ber Ümgangsfpracbe oon D r. 3obannes 
Kalitfunahi5, So^ent am Seminar für 
Orient. Sprache in Serlin. 93r. 585.
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JU u n je ljn fe s  O a h rb u n d ert. <He» 
fd)id)te des 19. O aI)ri)underf5 oon
Oshar3äger, o. Honorarprof. a.b. Unio. 
Sonn. l.Sbdjn.: 1800—1852. S r. 216.

 2. Sänbdjen: 1853 bis Snbe bes
Sabrbunberts. S r. 217.

9icuteftam entlid)e 3eitgefd>id)te 
oon Lic. Dr. 20. Staerh, Prof. a. ber 
Unio. in 3ena. I : ©er ^iftorifd)e unb 
hulturgefcbicbilicbe Hinfergrunb bes Ur* 
d)riftentums. Siit 3 harten. S r. 325.

 I I :  ©ie Seligton bes 3ubenfums
im 3 ^iIaUer b. Hellenismus u. b. Sömer« 
berrfdjaff. Siit 1 pianfhi33e. S r. 326.

9 tibelunge 2 to t, © er, in Susroabl unb 
mitfelbod)beutfd)e ©rammatih mit hur« 
3em S3örferbud) ooit D r. ©3. ©olfber, 
Profeffor an ber Unio. Softoch. S r. 1.

2tordifd)e C iieratu rgefd)id )te  I :  ©ie 
islänbifcbe u. noriuegifcbe Citerafur bes 
Siiffelalters oon Dr.S3olfgang©oltber, 
‘Prof. an ber Unioerf. Sojtodi. S r. 254.

SluQpflanäen oon Profeffor Dr. 3 . 23eb= 
rens, Sorft. b. ©rofiber3ogl. lanbioiri« 
fd)aftlid)en Serfucbsanftalt Suguften« 
berg. Siit 53 giguren. S r. 123.

ö l e .  S ie  S e tte  und ö l e  foroie bie 
Seifen« u. Hei^enfabrihation u. b.Har^e, 
Cache, girniffe m. it>ren toid)tigft. Hilfs« 
ftoffen oon Dr.HarlSraun in Serlin. I : 
Einfiibr. in b. Ebemie, Sefpred). einiger 
Sal^e unb ber gelte unb Öle. S r . 335.

ö l e  und  2tied)ftoffe, & tl)erifd)e, 
oon Dr. g . Sod)uffen in Siiltitj. Siit 
9 Sbbilbungen. S r . 446.

O ptift. (S inführuitg in d ie geome» 
lrifd)e O ptift Don Dr. S3. Hinricbs 
in S3Umersborf*23erlin. S r. 532.'

O rien ia ltfd )c  C ite ra tu re n . S ie  Qi* 
fe ra lu ren  des O rie n ts  oon Dr Si. 
Haberlanbf, Prioafboßent an ber Uni« 
oerfität S3ien. I :  ©ie Citeraturen 
Dftafiens unb 3nbiens. S r . 162.

 I I :  ©ie Citeraturen ber Perfer,
Semiten unb ©ürhen. S r. 163.

— S ie  d jrifilid jen  C ite ra tu ren  des 
O rie n ts  oon D r. Snton Saumftarh.
I : Einleitung. — ©as d)riftlid)=aramä« 
ifcbe u. b. hoptifcbe Schrifttum. S r. 527.

 I I : ©as d)riftlicb*arabifd)e unb bas
ötbiopi[d)e Schrifttum. — ©as cbrift- 
licbe Scbrifttum ber Srmenier unb 
©eorgter. S r. 528.

%

O rtsn a m en  im Seu ffd )en , S ic ,  tbre 
Enftoicftlung unb itjre Herhunft oon 
D r. Subolf Hleinpaul in Ceip^ig- 
©oblis. S r. 573.

O fiafrifta . (©ie beutfcben Kolonien III) 
oon (prof. D r. H. ©ooe. Siit 16 
©afeln u. 1 litbogr. Harte. S r. 567.

ö f ie r re id j .  öfterreicbifche ©e= 
fd)ict)fe oon Prof. *>r. gran¿ oon 
firones, neu bearb. oon Dr.HarfUblir3. 
Prof. a. b. Unio. ©ra3. 1 : Son b. Urzeit
b. 3. ©obe Honigs Slbred)ts II. (1439). 
Siit 11 Stammtafeln. S r. 104.

 II : Som ©obe Hönig SlbrecbfsII.
bis 3um S3eftf. grieben (1440—1648). 
Siit 3 Stammtafeln. S r. 105.

— Q andoshanöe üonöffcrreicb=Mn= 
ga rn  oon Dr. Slfreb ©runb, Prof. 
an ber Unioerfifät Prag. SiitlOSejt« 
illuffrationen unb 1 Harte. S r. 244.

O o id iu s  2 tafo , S ie  SHefamorpIjofen 
des. 5n Susroabl mit einer Einleit, 
u. Snmerh. berousgegeb. oon Dr. 3ul. 

Rieben in granhfurí a. Si. S r. 442.
^ ä d a g o g ih  im ©runbrifj oon Profeffor 

Dr. S3. Sein, ©irehtor bes päbagog. 
Seminars an ber Unio. 3ena. S r. 12.

— ® efd)id)te de r, oon Oberlehrer Dr.
H. S3eimer in S3iesbaben. S r. 145.

93alöogeograp!)ie. ©eologifdje ©e« 
fd)id)te ber Sieere unb geftlänber oon 
Dr. graiu Hoffmat in S3ieii. Siit 6 
Harten. S r. 406.

33a(äoftlintatologie oon Dr. S3ilb. S .  
Echarbt in S3eilburg (Cabn). S r. 482.

^Paläontologie oon Dr. Sub. Hoernes, 
Profeffor an ber Unioerfität ©ra3. 
Siit 87 Sbbilbungen. S r. 95.

— und M dftam m ungslebre oon Dr. 
Harl ©iener, profeffor an ber Unioerf. 
S3ien. Siit 9 Sbbilbungen. S r. 460.

^Paläftina. C andes» u . ©Solhshunde 
‘P a lä f t in a s  o. Lic. Dr. ©uftaoHölfcber
i. Halle. S L 8 Soübilb.u.lH . S r . 345.

^Paralle lperfpehtioe . Secbtroinhlige 
unb fd)iefu)fnhlige Sjonometrie oon 
Profeffor 3 . Sonberünn in Sliinfter. 
Stit 121 giguren. S r. 260.

^Perfonennam en, S ic  deutfd?en, oon 
1 >• Sub. Hleinpaul in CeiP3)9- ^Ir. 422.

^Petrographie oon Dr. 28. Srutpis, 
Profeffor an ber Sergahabemie ©laus« 
tbal. Siit 15 Sbbilbungen. S r. 173.

^Pftan3 e ,  S i e ,  ibr Sau unb ibr Ceben 
oon Profeffor Dr. E. ©ennert. Siit 
96 Sbbilbungen. S r. 44.



P f la n 3 enbau lchre. Sicherbau« uitb 
P f la n ^ cn b au le b re  oon Dr. pau l 
Rippert in C£ffen unb ©rnft ßangen- 
bech in ©rofj-ßid)terfelbe. Sir. 232.

P \ la n 3 e:tbioIogie non Dr. OB. SHigula, 
Profeffor an ber gorftahabemie ©ife- 
rad). I : Sillgemeine 33iologie. Satt 
43 Slbbilbungen. Sir. 127.

P f la n 3 en ern äh n in g . Ülgrihullur« 
chemie 1 : Pflan3enernäbrung non 
Dr. Siarl ©rauer. Sir. 329.

P f la n 3engeograpl)ie  non profeffor Dr. 
ßubmig Siels m Süarburg (Äeffen). 
Sir. 389.

p f l a n 3 enhranhheifen  oon Dr. SBerner 
griebr. S3rudi, prioatbo3ent in ©iefoen. 
Sût 1 färb. ©af. u. 45SlbbiIb. Sir. 310.

P f ia n 3 enntorphologte. SJlorppo« 
logie u .O rg a iio g rap h ie  b .p f la n -  
3en non 'Brof. D r. 32i. Slorbbaufen 
in fiiel. vliit 123 Slbbilb. Sir. 141.

P f la n 3 enphpfioIogie oon D r. Slbolf 
55anfen, profeffor an ber Unioerfifät 
©iefeen. 32iit 43 Slbbilb. Sir. 591.

P f la n 3 enreicl>s, © ic 0 !8m m e bes, 
oon prioatbo3ent Dr. Sioberf ‘pilger, 
ftuftos am figl. 23ofanifd)en ©arlen in 
S3erlin*Sablem. Silit 22 Slbb. Sir. 485.

P f la n 3 enm elt, © ie , b e r © eioäffer 
oon Dr. SB. Süigula, ̂ 3rof. a. b. gorftah. 
©ifenad). Silit 50 Slbb. Sir. 158.

Pflan3en3ellenlehre»  CcHeitlefyre 
unb Slnafoutte ber P f la n 3 en oon 
‘Prof. D r. 55. Slliebe in ßeipjig. Silit 
79 Slbbilbungen. Sir. 556.

p p a rm ah o g n o fie . Sion Slpotbeher g. 
Scbmittbenner, Slffift. a. Solan. Snftif.
b. ©ed)n. 55od)fd). Äarlsrube. Sir. 251.

<pi)arma3eułifd)c (Sl)emie oon ‘Prioat- 
boßent Dr. ©. SIiannl)eim in Sonn. 
3 Sänbcben. Sir. 543/44 u. 588.

‘P h ilo lo g ie , © efchid)te b* hlaffifd)en,
D. Dr SBilbelm firoll, orb. ‘Prof. a. b. 
Unioerfifät Silünfter in SBeftf. Sir. 367.

P h ilo fo p h ie , (Einführung in bie, 
oon Dr. Siiaj SBentfcber, profeffor an 
ber llnioerfilät Sonn. Sir. 281.

P h ilo fo p h io ,@ efch .b e r,,V : t e u e r e  
P h ilo fo p p ie  b. « a n l  o. Dr.S.Saudb, 
■profeffor an erUnio. 3ena. Sir. 394.

 V : O m ntanuel & an t oon Dr.
Sruno Saud), Profeffor an ber Unt- 
oerfität Sena. Sir. 536.

P fłito fo p h ie , ©efchichic der, 
V I: © ie p p ilo fo p p ie  im erften 

d r i t te l  bes 19. Q ah rh u n b eris
Don Slrtpur Srems, Prof. b. ppilo- 
fopbie an ber ©eebn. 55od)fd)ule in 
ftarlsrupe. Sir. 571.

— S laupiprobletne  b e r, oon Dr. ©eorg 
Simmel, Prof.a.b.Unio.Serlin.Sir.500.

— P fpcho log ie  unb Qogih 31m ©inf. 
in bie ppilofoppie oon profeffor Dr. 
©b.©lfenbans. 93iit 13 giguren. Sir. 14.

P h o to g rap h ie , © ie. Son 55. ftefoler, 
Profeffor an ber h. h. ©rappifeben ßepr- 
unb Serfud)5anftalt in SÔien. Silit 3 
©afeln unb 42 Slbbilbungen. Sir. 94.

P h p f ih , Sheorefifche, oon Dr. ©ufiao 
Säger, profeffor ber Pboflb an ber 
Secpnifcpen 55od)fd)ule inSBien. I . îe i l  : 
Silecpanih unb Slhuftih. Silit 24 Slb
bilbungen. S r. 76.

 II. ©eil: ßiept unb SBärme. Silit
47 Slbb. S r. 77.

 111. ©eil: ©lehtri3ifät unb Sliagne-
tismus. Siîit 33 Slbbilbungen. S r . 78.

 IV. ©eil: ©lehíromagnelifdje ßiep!*
fbeorieu. ©lehtronih. 321.21 gig.Sr.374.

— <ácfcí)ichíe bcr, oon Prof. SI. ftiftner 
in SBertpeim a. Sil. 1: Sie Pbpfih bis 
Siemion. Silit 13 giguren. Sir. 293.

 II : Sie PPpfih oon Siemion bis 3ur
©egenmart. Silit 3 giguren. Sir. 294.

‘P h 9 fifcaliich-&hemifche tRecpenauf* 
gaben oon Profeffor Dr. Si. Slbegg u. 
Prioalbo3ent Dr. D. 6 achur, beibe an 
ber Unioerfität Sreslau. Sir. 445.

ppg fiha lifcpe  Slufgabenfam m lung 
non ©. Silapler, profeffor ber Sita- 
tpematih u. Pppfilt am ©pmnafium in 
Ulm. Silit beu Sefultaten. Sir. 243.

p pn fiha lifcpe  S orm elfam m lung  oon 
©. Siiabler, profeffor am ©pmnafium 
in Ulm. Silit 65 giguren. Sir. 136.

ppofifta lifcpe iHteffungsmef hoben u 
Dr. SBilp.SBaprbt, Oberl. a. b. Oberreal- 
fd)ulei.©r.=ßid)terf. Sil. 49g. Sir. 301.

Phnfio logifcpe ©hem ie oon Dr med, 
Sl. ßegabn in SSerlin. I :  Slffimila- 
tion. Silit 2 Safeln. Sir. 240.

 II : Oiffimilation. 3!Utl©af. Sir. 241.
Phpfifchc © eo g rap h ie  oon Dr.6 iegm. 

©iintber, Prof. a. b. ßgl.©ed)n. 55od)fd). 
in Siiündjen. Silit 32 Slbbilb. Sir. 26.

PhnfifcheSH eereshunbe oon Prof. Dr. 
©erb. Sd)ott, Slbteilungsoorfteber bet 
ber ©eutfd). 6 eemarte in Hamburg. QZiit 
39 Slbbilb. im ©e£t unb 8 ©af. Sir. 112.



P i l 3 e ,  © ie. Eine Einführung in bic 
Kenntnis ihrer gormenreiben oon 
Prof. D r. ©. ßinbau in Berlin. 231t 
10 gigurengruppen im ©eft. Br. 574. 

p ianefen frjftcm . B ffronom ie (©röfee, 
Beroegung unb Entfernung b. ßimmels- 
hörper) non 21. g . Blöbius, neu bearb. 
oon Dr. Berm. fiobolb, Prof. an ber 
Unioerfität fiiel. I :  ©as Planeten» 
fpftem. tffiif 33 21bbilbung. 2ir. 11. 

p ia f t if i ,  © ie, öes B bettö lanöes oon 
Dr. ßans Stegmann, ©irehtor bes 
Baperifcben Bationalmufeums in 2Hün- 
d)en. 21tit 23 ©afeln. Br. 116.

— © ie , feil 'Beginn bes 19. 3af)re 
fyunöerts oon 21. fieUmeper in 221tin- 
epen. 22iit 41 Bollbilbern. B r. 321. 

'P laffbeuffdjc 22lun barten  oon Dr. 
fiubert ©rimme, Profeffor an ber Uni- 
oerfität 221ünffer i. 213. Br. 461. 

33oeiift, ©eutfehe, oon Dr. Borinshi, 
Prof. a. ber ifnio. Blüncben. Br. 40. 

33oIarlid)f. E rd m a g n etism u s , Erb* 
ffrom u . 'P o la rlid )! o. Dr. 21. Bip- 
polbt, Blitglieb bes figl. preufjifcben 
222efeorologifd)en 3nftitufs ¿u Pofsbam. 
2Kit 15 21bbilb. unb 7 ©afeln. Br. 175. 

^polnifc^e © efd)td)ic oon Dr. Siemens 
Branbenburger in pofen. Br. 338. 

S o m m ern . Q anöeslu inöeuon 'P om = 
m ern  oon D r. 2B. ©eeche, Prof. 
an ber Unioerfität greiburg i. B. 
Blit 10 21bbilb. unb harten im ©ejf 
u. 1 fiarfe in ßifl)ograpt)ie. 21r. 575. 

■porfugiefifeije C iicralu rgefd)id )te  
oon Dr. ftarl oon Beinbarbftoeffner, 
Profeffor an ber ftöniglidjen Sedjnifcben 
ßocf)fd)uIe Blündjen. 21r. 213. 

p o fa m e n fie re re i. ©e£itI=Onöuflrie 
I I :  W eb e re i, 'ZDirherei, (Pofa= 
m en lic re re i, Spit}en= unö (Bar« 
ö inenfabriftafion  unö 3 il3 fabri* 
ftafioit oon Prof. 231ar ©iirtler, ©eb. 
Begierungsrat im figl. ßanbesgeioerbe- 
amt 3U Berlin. 2Uit 29 gig. Br. 185. 

33offred)f oon Dr. 2Ufreb2Bolche, poft- 
infpehtor in Bonn. 21r. 425. 

^P refjluffnerb^euge, © ie, oon ©ipl.« 
3ng. p .  3ltis, Oberlehrer an berftaif. 
©edjnifcben Schule in Sfrafjburg. 21iit 
82 giguren. 21r. 493.

3*reufcifd)e ®efc^fcf>fe. B randen*  
burgifrf) - 'prcufeifche ©efcljidjle 
oon 'Prof. D r. 21i. ©bamm, ©irehtor 
bes Äaifer 233ilbelms-©pmnafiums in 
2Ronfabaur. Br. 600.

P reu f tifA e s  S fa a ts rc d jt  oon Dr. grifc 
Sfier=Somlo, Profeffor an ber Unioer- 
fität Bonn. 2 ©eile. Br. 298, 299.

Pfncfyialrie, gforenfifdje, oon profeffer 
Dr. 213.2Bepganbt, ©irehtor ber Grren- 
anftalt griebriebsberg in Hamburg. 
2 Bänbdjen. 21r. 410 unb 411.

P fijd jo log ie  unö Oogih jur Einfübr. 
in bie Pbilofopbie oon 'Prof. Dr. ©b. 
Elfenbans. 21tit 13 giguren. 21r. 14.

P fn d )o p b p filt , (Brunörifc ö e r , oon 
'profeffor D r. ©. g . ßipps in 3&ridi. 
TOil 3 giguren. Br. 98.

P u m p e n ,  © rudnoaffcr= u . ©ruefc* 
lufl=2lnlagen. Ein huner Überblick 
oon ©ipl. «3ng. Bubolf Bogbt, Be- 
gierungsbaumeifter a. ©. in 2lacben. 
22?it 87 2lbbilbungen. 21r. 290.

Q uellenhunöe  öer öeuifeben ©e> 
fci)id;te oon Dr. Earl Sacob, Prof. an
b. Unto. ©öbingen. l.B anb. 21r. 279.

SUtbioahlioifäf oon ©ipl.-Gng. 233ilbclm 
grommel. 2Ttit 21 2lbbilb. Br. 317.

iH ed|nen? © a s ,  in öer ©ec^nift unb 
feineßilfsmittel (Becbenfdjieber.Becben. 
tafeln, Becbenmaf^inen ufro.) oon Inge
nieur Gob. Eugen 211aper in grei- 
burg i. Br. 21M 30 2lbbilb. Br. 405.

— & aufm ännifd)e5 , oon Prof. Bidjarb 
Guft, Oberlehrer an ber Öffentlichen 
ßanbelslebranftalt ber ©resbener ftauf- 
mannfdjaff. I. II. Ili. Br. 139,140.187.

iRed)f öes B ü rg c rlid ) . ©efc^buches* 
Erftes Bucb: 21Ilgemeiner ©eit. I : Ein
leitung — ßebre oon ben Perfonen u.
o. b. Sachen oon Dr. Paul Otrlmann, 
Prof. a. b. llnio. Erlangen. Br, 447.

 I I : Erruerb unb Berluff, ©eltenb«
maebung unb Sd)u^ ber Bedjfe oon 
Dr. Paul Oertmann, Profeffor an 
ber Unioerfität Erlangen. Br. 448.

— Bild): Sdjulbredjt. 1. 21b- 
teilung: 2Ulgemeine ßebren oon Dr. 
Paul Oertmann, Profeffor an ber 
Unioerfität Erlangen. 21r. 323.

 II. 21bteilung: ©ic einzelnen Sdjulb-
oerbältniffeo. D r.paul Oertmann,Prof. 
an ber Unioerfität Erlangen. Br. 324.

— ©rittes Bud): Sad)enred)t oon Dr. g. 
firetjfcbmar, Oberlanbesgericbtsrat in 
©resben. 1: 21 Hg em ei ne ßebren. Be- 
fitj unb Eigentum. Br. 480.

 II: B egreife Bed)te. Br. 481.
— Biertes Bud): gamitienreebt oon Dr. 

ßeinrid) ©itje, Profeffor an ber Uni- 
oerfität (Böttingen. Br. 305.



Rechísgefd)ichte, Röm ifche, oon D r.
'Robert oon ©tapr, 'prof. an. ter 
©eutfihen Unioerfität Prag. l.S u d ): 
«Die 3eit bcs ©olhsrechies. 1. Hälfte: 
©as öffentliche ©ed)t. ©r. 577.

 2. Hälfte: ©asPrioatrecht. ©r.578.
Rcd)tsfchutj, © er in te rn a tio n a le  ge* 

werbliche, oon 5 . ©euberg, ßaiferl. 
©egterungsrat, ©lifglieb bes ßaiferl. 
‘Patentamts 311 ©erlin. ©r. 271.

R echistoiffenfchafl, E in fü h ru n g  in 
b ie , oon D r. 2t)eobor Sternberg in j 
©erlin. I : ©telhoben» unb Quellen
lehre. ©r. 169.

 II : ©as Snftem. ©r. 170.
R eb c leh re , © cuífd)c, oon HansProbft, 

©pmnafiatprof. in Samberg. Tir. 61.
R eb efd jrift fiel)e : Stenographie.
R eich sfm an jc tt, © ie E nhoid tlung  

b e r ,  oon präfibent Dr. 91. oan ber 
©erght in ©erlin. ©r. 427.

R e lig io n , © ie Eniw ichlung ber 
chriftlichen, innerhalb bes Tienen 
ïeffaments oon profeffor Dr. Lie. 
Earl Elenten. Tir. 388.

— © ie, bes O ubenfum s im ßeitalfer 
bes Hellenismus unb ber ©ömerherr» 
fd)aft oon Lic. I r. TB. Staerh (Tleu- 
teftamentl. **•) emcr
‘pianfUisje. Tlr. 326.

R elig io n en  ber © a tu ro ö lh e r, © ie, 
oon Dr. ©h- ©<helis, ‘Profeffor in 
©remen. Tlr. 449.

R eltg ionsm iffenfchaft, 2lbrij3 ber 
oerg leichenben, oon profeffor Dr. 
2h- ©cbelis in ©remen. Tlr. 208.

R enaiffance . © ie ¿Sulfur ber Re* 
naiffance. © efiftung , gorfchung, 
© ichtung oon Dr. ©obert g . Tlrnolb, 
©rof. an ber Unioerfität TDien. Tlr. 189. 

R ep tilien , © as  S ie rre id ) II I : Rep* 
iü ie n  unb SXmphibien. ©on Dr. 
ffran* TBerner, profeffor an ber llni- 
oerfität TBien. TBit 48Tlbb. Tlr. 383.

R h ein p ro u in 3 , ß an b esh u n b e  ber, 
oon Dr. ©. Steineche, ©irehtor bes 
©ealgpmnafiums in Effen. TJlit 9 Tlbb., 
3 Härtcben unb 1 Harte. Tlr. 308.

R ted)f!offe. itfhertfche ö l e  nnb 
R iediftoffe oon Dr. $. ©oebuffen in 
©liUtjj. ©lit 9 Tlbbilbungen. Tlr. 446.

R o m an , © efdjichíe bes beuifd>en 
R o m an s  o. Dr.Hellm.Tllielhe. Tlr.229.

R om anifd jc  G prad)»iffenfchaff oon 
Dr. Tlbolf 3<*uner, Profeffor an ber 
Unio. ©ra3. 2 ©änbe. Tlr. 128 250.

Röm ifche 2U fertum shunbc oon Dr.
Ceo ©lod) in TBien. ©1.8 ©ollb. Tlr. 45.

Röm ifche ©efd>ichle oon ©ealgpm- 
nafiaL©irehtor Dr. 3ul. Hod) in ©rune- 
roalb. Tlr. 19.

R öm ifche ß ilerafurgefchichfe oon Dr. 
Hermann Soadjim inHamburg. Tlr.52.

Römifche unb g rie $ ijd )e  3Ri)tholo* 
gic oon ©rof. Dr. Hermann Steubing, 
Tleliíor bes ÖpninafiumS in Schneeberg.

. Tlr. 27.
R ufelanb. Ruffifche ©efchichte Don

Dr. TBill). Tleeb, Oberlehrer am Öfter* 
gpmnafium in Tîlain3. Tlr. 4.

— ß a n b esh u n b e  bes <2uropäifd)en 
R u fd a n b s  nebft F in n la n d s  oon 
Profeffor Dr. Tl. Philippfon in Halle 
a. S . Tlr. 359.

R uffifd) * ©euffches © efprächsbud) 
oon Dr. (Stich ©erneher, Profeffor an 
ber Unioerfität ©tünchen. Tlr. 68.

Ruffifche © ram m afih  oon Dr. Erich 
©erneher, Profeffor an ber Unioerfi
tät ©tünchen. Tlr. 66.

Ruffifche 55anbelshoirefponben3 oon
Dr. Sheoöor oon Hatorapshp in Ceip- 
3ig. Tlr. 315.

R uffifches ßefeouch mit ©loffar oon 
D r. Erid) ©erneher, profeffor an ber 
Unioerfität ©tünchen, ©r. 67.

Ruffifche ß i te r a lu r  oon Dr. Erich 
©oehme, Cehtor a. berHanbelshocbfchule 
©erlin. I. ©eil: Tlustoahl mobernev 
Profa unb Poejie m. ausführlichen Tin» 
merhgn. u.Tlh3entbe3eid)iiung. © r.403.

— — II. Seil: BeeBo.iOÄi» Papimim,, 
P a3CKa3fci. ©lit ©nmerhungen unb 
Tih3enfbe3eid)nung. Tlr. 404.

Ruffifche ßH craturgefchichtc oon Dr. 
©eorg polonshij in ©lündjen. ©r. 166.

R uffifches R ohabclbuch , k le in e s ,
oon Dr. Erid) ©oehme, Cehtor an ber 
Hanbelshod)fd)uIe ©erlin. ©r. 475. 

© adjenrecht. Recht b. R ü rg e r l.  ®e* 
f embuches. © rllte sR u d ) : ©ad>en* 
recht oon Dr. 5 . ßrefcfdpitar, Ober- 
lanbesgerichtsrat in ©resben. I :  ©U- 
gemeine Gehren, ©efit$ unb Eigentum.

 II : ©cgren3te ©echte, ©r. 480,481.
©ad)S, ¿Sans, ©usgeioählt unb erläut. 

oon Prof. Dr. (Julius Sahr. ©r. 24.
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0 ad)fen. 0 äd)fifd)c © efdjid jfe oon
‘profeffor Otto fiaemmel, Behtor bes 
Sliholaigt)mnafiums3.Ceip3ig. Sir. 100. 

— Q anöcsfiundc des 5 iön ig rcid )s  
0 a d )fe n  oon Dr. 3 . 3^»nTrid), Ober
lehrer am Bealgpmnafium in flauen. 
Wit 12 Slbb. unb 1 fiarte. Sir. 258. 

© äu g e tie re . © as  ©ierreicii 1:©äuge» 
fic re  oon Oberftubienrat‘profeffor Dr. 
fiurt Camper!, Borfteber bes fiönig- 
litben Slaluralienhabinetts in Stuttgart. 
Sllit 15 Sibbilbungen. Sir. 282. 

©cfyaftenftonftruhtioncn non profeffor
з .  Bonberlinn in fünfter. Sliit 114 
giguren. Sir. 236.

©cfyiffs» und  ¿ íiifleu a rfille rie  b is  
u r  © eg en io a rl, © ie © nim iddung 
e r , non fioroettenhapitän fiuning. 

Sllit Slbbilb. u. Tabellen, Sir. 606. 
0chlesroig=55olftcin. O andeshitnde 

oon 0chlesi»igc55olffci»i,Äclgo= 
(and uno d e r freien und £>anfe> 
flab! H am b u rg  Don D r. <paul 
ßambrud), Slbteilungsoorfteber am 
SHufeum für BöUierhunbe in Ham
burg. Silit Slbbilb., planen, Brofilen
и. 1 fiarte in Citbograpbie. Str. 563. 

©chleufenbau« ¿ lanaD  u. ©d)lcu»
fenbau oon Begierungsbaumeifter 
Otto Bappolb in Stuttgart. SHit 78 
Sibbilbungen. Sir. 585. 

0d)tna(fpurbafynen (fiiein-, Slrbeifs- 
unb gelbbabnen) o. ©ipl.-3ng. Sluguft 
Bosbart in Slümberg. Silit 99 Sib
bilbungen. Sir. 524.

© chtnarofjer und ©d) m ar overturn 
tn  d e r © ierroell. (Srfte (Einführung in 
die tierifebe Sdjmaroberhunbe oon Dr. 
gran3 o. SBagner, a. o. ‘JJrof. an ber 
Hitio. ©m3. Silit 67 Sibb, Sir. 151. 

©cfyreiner « 2 lrboilcn . Sifcftler» 
(S d )re iner= )2 libc ifen  I :  311a!c= 
r ia ltc n , Süanöroeiftsjeitge, 2Ha» 
f cf) in e n , (E injelocrbindungcii, 
gu ftböden , S cn ffer , genflerla=  
den, © reppen, Síborie oon ‘Prof.
S. Biebtoeger, Slrdjileht in fiöln. Silit 
628 Qig. auf 75 ©afeln. Sir. 502. 

0 d )u ld red )i. Bcc!)t des B ü rg c rI . 
© cfcftbuci)es. O s c i le s  B u d ) : 
0d )u fö red )i. I. Slbteilung: Slllge- 
meine Cebren oon Dr. ‘Paul Oertmann, 
‘Prof. a. b. Unio. (Erlangen. Sir 323.

 II. Slbteilung: ©ieein3elnenSd)uIb*
oerbältniffe oon Dr. Baul Oertmann, 
SJrof.an ber linio. (Erlangen. Sir. 324.
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0 d )u lc ,  die dcu tfd je , im Z u s ta n d e
oon fians Slmrbein, Seminar-Ober- 
lebrer in Bbepbt. Sir. 259. 

© d)uH )aus. © ie B au liun ff des©chal* 
b au fcs oon ‘Profefior ©r. -3ng. 
Gruft Belferlein in ©armftabt. 1: ©as 
Sdjulbaus. Silit 38 Sibbilbungen. II: 
©ie Scbulräume — ©ie Siebenanlagen. 
SHit 31 Sibbilbungen. Sir. 443 u. 444. 

0 d )u Ip ra £ is . SHetbobih ber Bolhsfcbule 
oon Dr. Sl. Sepfert, Seminarbirehfor 
in 3fd)opau. Str. 50.

© dttoedifd) = dcuffdjes © efprädjs«  
bud) oon Sobannes Sleubaus, ©03en! 
ber neunorbifeben Sprachen an ber 
ilnioerfitäf Berlin. Sir. 555. 

© d)tucöifd)esQ efebud) 3ur (Einführung 
in bie Kenntnis bcs blutigen Schtoe- 
bens mit SBörteroe^eicbnis oon 3o- 
bannes Sleubaus, ©03ent ber neu
norbifeben Sprachen an ber Unloer- 
fität 23erlin. Sir. 554.

©d)toctf3= und ©ctyneiboerfafyrcit, 
© as  au togene, oon 3ngenieurfians 
Stiefe in fiiel. Sllit 30 gig. Sir. 499. 

©ebtueta. © d)tuei3 crifd)c ©efcf)td)fe 
oon D-. fi. ©änbliher, Brofeifor an 
ber llnioerfität 3üri<b. Sir. 188.

— C andcsfíunde der ©cfyiocU oon 
Brof. Dr. fi. SBalfer in Bern. Silit 16 
Sibbilbungen unb 1 fiarte. Sir. 398. 

0d)io im m anfta (ten . ö ffc n f l. ‘Bade» 
und 0d)n>itnm anfia!ien oon Dr. 
fiarl SBolff, Stabt-Oberbaurat in fian- 
nooer. Sllit 50 giguren. Sir. 380. 

0 eem ad )t, © ie, in der deuffctycn 
©cfd)icf)ie Don SBirhl. Slbmiralitats- 
rat Dr. (trnft oon fialle, ‘Profeffor an 
ber llnioerfität Berlin. Sir. 370. 

0 e e red )f, © as  deuffd)C, oon Dr. Otto 
Branbis, Oberlanbesgericbtsrat infiam- 
burg. I. Slllgemeine Cebren: ‘perfonen 
unb Sachen bes Seerecbts. Sir. 386.

 11. ©ie ein3elnen feered)tlicbenScbulb-
oerbältniffe: Berträge bes Seeredjts u. 
auberoertraglidie fiaftung. Sir. 387. 

0 c ifc u fa b rih a tio n , © ic, die ©eifen* 
analt)fe u. d. ¿ icr¿cn fab rihafion  
o. Dr. fiarl Braun i. Berlin, (©ie getfe 
unb öle II.) Sllit 25 Slbbilb. Sir. 336. 

0 em itifd )e  ©pracf)ioiffcnfd)aff oon 
Dr. (£. Brochelmann, ‘Profegor an ber 
llnioerfität fiönigsbera. Sir. 291.



0 il ih a te .  O nduffrie  der © iliftalc, 
d e r hünftlidjen 'B auffeinc u . des 
SRörtcls oon Dr. ©uftao la u te r  in 
©fcarlotfenburg. I ;  ©los unb hera- 
mifdje Snbuftrie. 921it 12 £af. 91r. 233.

 I I : SieGnbuftrie b. fcflnftt. Bauffeine
u. b. 922örtels. 922it 12 Saf. 92r. 234. 

0 impHcius 0 itnp(icif}itnus oon Kans 
Gahob ©brtftoffel d. ©rimmelsbaufen. 
3n 9lustoahl berausgegeben oon pro« 
feffor Dr. g . Sobertag, ©ojent an ber 
Unioerfität Breslau. 9lr. 138. 

© h an d in ao ien , ßand esftu n d e  oon, 
(Scbroeben, 92onoegen unb Sänemarh) 
oon Keinrid) Kerp, Äreisfd)ulinfp. in 
Kreu3burg. 921.119lbb. u. 1 K. 92r.202. 

© laoifd je  ß ifcralu rgefd jichfc  o. Dr. 
3ofef Karáfeli in 933ien I : ältere ßite- 
ratur bis 3ur 9Biebergeburf. 92r. 277.

 I I : Sas 19. 3abrbunberf. 91r. 278.
0 o ¿ ia íe  g ra g e . S ie  (Snttoiddung 

der fontal. g ro g e  Don P ro fe f fo r  
Dr. g e r b in .  S ö n n ie s .  92r. 3 5 3 . 

0 o ¿ ia lo erfid )c ru n g  oo n  *prof. Dr.
9llfreb 921anes in Berlin. 91r. 267. 

0 o ¿ io lo g ic  oon profeffor Dr. Sfyomas 
vldbelis in Bremen. 92r. 101. 

© pan ien . © panifd je © efd)id)le d o h  

Dr. ©uftao ©ierd^s. 92r. 266.
— G andesfutndc der 3dertfd )en  

55albtnfel d. Dr. gritj Begel, prof. 
an ber linio. löürjburg. 922it 8 Kcirt- 
eben unb 8 9lbbilbungen im £ert unb 
1 Karte in garbenbrueb. 92r. 235. 

©panifetye SSandelshorrcfponden^ 
oon Dr. 9llfrebo 92abal be 92iarie3« 
currena. 92r. 295.

0pan ifche  G iteraturgefd)id)te  o. Dr.
Bubolf Beer, QBien. I. ll.92r.167, 168. 

©pcictyer. g n d u ftr ie lle  und gctuerb* 
licfje B au te n  (Speicher, ßagerbäufer 
unb gabrihen) oon 9lrd)ifeht ßeinrid) 
Safomann in Süffelborf. II : 6 peicber
u. Cagerbäuier. TOif 123 gig. 9lr.512. 

0 p in n e re i .  SegtU  * O nöuftrie  I : 
0 p in n e re i  und O to ifnere i oon 
Prof. 922a| ©ürtler, ©eb- Begterungs- 
rat im Königl. Canbesgeioerbeamt 3U 
Berlin. 922» 39 giguren. 92r. 184. 

© p iljenfabrihalion . 3 e£ tit* 3 n d u *  
ftrie  I I : Söcdere i, S ö irh cre i, <Po* 
fa tnen tie rere i, 0 p i$en»  u . © ar»  
d inen fab riha t. u . g il^ fab r ih a fion 
oon ‘prof. 922aj ©ürtler, ©eb- Begier.- 
Bat im Köntgl. ßanbesgeroerbeamt 3U 
Berlin. 92lit 29 giguren. 92r. 185.

0 p ru d )d id )tu n g . 20a!tl>er oon der 
V ogeltoeide m it S lustoa^l au s  
SRinnefang und 0p rud )d id )tung .
922it9lnmerhungen u. einem 933örterbud)
0. Otto ©üntter, Profeffor an b. Ober- 
realfcbule unb an ber 2ed)nifd)en Koch* 
fcbule in Stuttgart. 92r. 23.

© laatste fy re , A llgem eine, oon Dr. 
Kermann Bebnt, profeffor an ber Uni» 
oerfität Strafeburg i. ©. 92r. 358. 

0 ta a f s r e d ) t ,  A llgem eines , oon Dr. 
3ulius natfdjeh, Prof. b. ‘Rechte a. b. 
linio, ©öttingen. 3Bbd). 92r.415—417. 

0 fa a ls r c d ) t , ‘P rcu fjifchcs, oon Dr. 
grife Stier-Somlo, Prof. a. b. UniDer- 
fitätBonn. 2 Seile P r. 298, 299. 

© tam m esliunde , S c u tfd je , oon Dr. 
Bubolf 922ud), a. o. Prof. a. b. Unio. 
9Bien. 922. 2 Kart. u. 2 Saf. 92r. 126. 

0 ta t ih  oon 933. Kauber, ©ipl.-3ng.
1. Seil: S ie  © rundlcferen der 
© tatift f ta r re r  K ö rp e r. 922it 
82 giguren. 92r. 178.

 II. Seil: A ngew andte  0 ia tih .
922it 61 giguren. 92r. 179.

—, © rap b ifd te , oon figl. Oberlehrer 
Sipl.-3ng. Otto ßenhel in ‘Renbsburg. 
9Rif oielen giguren. 91r. 603. 

0 !e in b a u e ra rb c iten . tö laurer* und 
0 fe in l)au e ra rb e iten  oon profefjor 
Dr. phil. unb S r.-3 n g . ©buarb 
6 d)mitt in Sarmftabt. 3 Sänbdjcn. 
922it oielen 9lbbilbgn. 92r. 419—421. 

0 ten o g rap l)ic . © efd)id)fe der 0 ie*  
nograpb ie  oon Dr. Slrtbur 9Renb in 
Königsberg i. P r . 91r. 501. 

0 fen o g ro p b ie  n. d. 0 g fte m  o. 3 .  X.  
© ab e lsb e rg e r o. Dr.PlbertSdjramm. 
ßanbesamtsaff. in Sresben. 92r. 246.

— S ic  iRebcfdjrift des © abels= 
bergerfd)en © ijflem s oon Dr. 911- 
bert Sdiramm, ßanbesamtsaffefior 
in Sresben. 92r. 368.

— Cetyrdud) d. V ereinfachten Seut*  
fd)en 0 te n o g rap í)ie  (©inig.-Spftem 
Stol3e-Sd)rep) nebft Sdjlüffel, ßefe- 
ftüchen unb einem 9lnbang oon Dr. 
9lmfel, Stubienrat bes Kabettenhorps 
in Pensberg. 92r. 86.

— Stedefctyrift. Cebrbud) ber 92ebe- 
fdjrift bes Spftems otol3e-6 d)rep nebft 
fiür3ungsbeifp., ßefeftüdeen, 6 d)lüffel 
unb einer 9lnleitung 3ur Steigerung ber 
ftenograpbifcben gertighett oon nein- 
rid) Sröfe, amtl. bab. Canbtagsfteno- 
grapb in Karlsruhe (S .). 92r. 494.



Stercochemic Don Dr. ©. Nlebehinb, 
Srofeffor an ber Unioerfität Tübingen. 
Nitt 34 Nbbilbungen. Nr. 201. 

Stereometrie oon Dr. N. ©lafer in 
Stuttgart. Niit 66 giguren. Nr. 97. 

Sternfgffem. Nffronomie. ©rö&e, 
Setoegung u. (Entfernung ber ßimmels- 
hörper oon 31. g . Niöbius, neu bear
beitet Don Dr. ßerm. fiobolb, ‘prof.
a. b. Unioerfität fiiel. II : Kometen, 
Nleteore unb bas Sfernfpftem. Nitt 
15 gig. unb 2 Sternharten. Nr. 529. 

Sicuerfijftcm e bes 2Iuslan bcs, ©ie, 
oon (Set). Oberfinansrat O. Scbmar3 
in Serlin. Nr. 426.

Stithunbc d . ‘Prof. ßarl Otto ßartmann 
in Stuttgart. Niit 7 Sollbilbern unb 
195 ©ertilluftralionen. Nr. 80. 

©töd)iomelrifd)e Slufgabcnfantm- 
Iuitg oon Dr. NMU). Sahrbt, Oberl. 
an ber Oberrealfcbule in ©rofo-ßiehter* 
felbe. Niit ben (Refultaten. Nr. 452. 

Straßenbahnen oon ©ipl.-3ng. Nuguft 
Soshart in Nürnberg. Niit 72 Nb= 
bilbungen. Nr. 559.

Strategie D o n  Cöffler, Nlajor im figl.
6 äd)|. firiegsmin. in ©resben. Nr. 505. 

Ströme unb Spannungen in Sfarh* 
flromnetjen o. 3of. Äerßog, ©ipl.- 
©lehtroingenieur in Subapeft u. £la- 
rence gelbmann, Srofeffor ber ©lehtro* 
technih in ©elft. Niit 68 Nbb. Nr. 456. 

Subfeegebiet. 0 ic beuffdjen &olo« 
nien I I :  ©as Sübfccgcbicl unb 
¿iiauifchou oon ‘prof. Dr. S\. ©ooe. 
NI. 16 ©af. u. 1 litbogr.fiarfe. Nr. 520. 

©almub. ©ieCEnlftebung b.Üalm ubs
o. Dr. S . gunh in Soshoioih. Nr. 479. 

©almubproben oon D r. <o. gunh in 
Soshotoih. Nr. 583. 

2 e^nifd)»€bemifd)e Slnahjfe o. Dr. 
©. Cunge, <prof. a. b. ©ibg. ‘Polijtechn. 
Schule i. ßürid). Niit 16 Nbb. Nr. 195. 

©echnifchc Säbelten unb Qiormcln 
oon D r.-Sng. N3. Niüller, ©tpl.- 
3ng. am figl. Niaterialprfifungsamf 
¿u ©rofc - ßichterfelbe. Niit 106 gi- 
guren. Nr. 579.

£ed)nifd>es (Wörterbuch, entbaltenb 
bie roicbfigften Nusbrücne bes Nia- 
fchinenbaues, Schiffbaues unb ber ©leh- 
trotechnih oon ©rieh firebs in Serlin.

1. ©eil: ©eutfch-Snglifch. Nr. 395.
 II. ©eil: ©nglifd)=©eutfd). Nr. 396.
 III. ©eil: ©eutfeh-gran^öf. Nr. 453.
 IV .©eil: gran3öf.-©eutfch. Nr. 454.
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©eehnologie, 2IUgcmeinc clicmifcl)??,
Don Dr. ©uft. waufer in ©harlotten* 
burg. Nr. 113.

— 2ned)anifd ;c, o. ©eh.ßofrat'Prof.N. 
ßübiaie i. Sraunfchtoeig. Nr. 340, 341.

© eerfarbftoffe, © ie, mitbefonb. Serüch- 
fichtigung ber fonthetifchen Nielhoben o. 
Dr. «ans Wucherer, $rof. a. b. fiönigl. 
©echn. ßochfchule, ©resben. Nr. 214.

©etcgraphenrechf oon ‘PoftinfpehtorDr. 
jur. Nlfreb ©Boldce in Sonn. I : (Ein
leitung. ©efchichtliche ©nhoichlung. ©ie 
Stellung bes beutfehen ©elegraphen- 
toefens im öffentlichen Nedjte, allge
meiner ©eil. Nr. 509.

 II: ©ie Stellung bes beutfd). ©eie*
graphenmefens im öffentlichen Ned)te, 
befonberer ©eil. ©as ©elegraphen- 
Strafrecht. Nethfsoerhällnis ber ©eie* 
graphie ¿uni Sublihum. Nr. 510.

£elegrauf)te> © ie e lehtrifd je , o. Dr. 
ßub. Nellftab. Niit 19 gig. Nr. 172.

© efiatnenl. ©Ie © ntffchung des 
Slltcn © eftam ents oon Lic. Dr. N3. 
Staerh, Srof. a. b. llnio. 3ena. Nr.272.

— © ie (Snfffefyung besiU cuenSefia»  
m ents  oon ‘Profeffor Lic. Dr. ©arl 
©lernen in Sonn. Nr. 285.

S ertU sO nbuftrie . 1: S p in n e re i unb 
ß to irn e re i oon ‘Prof. Niaj ©ürtler, 
©eh. Negierungsrat im fial. ßanbesge- 
roerbeamt, Serlin. Ni. 39 gig. Nr. 184.

— I I :  W eb e re i, W irfte re i, (£ofa» 
m e n tic re re i, ©pißen« unb 
(3arb inenfabrifta tfon  unb S tlä*  
fab rilia tiono . ‘prof. Ni. ©ürtler,©eh. 
Ncgierungsr. i.figl. ßanbesgeroerbeamt 
au Serlin. Niit 29 giguren. Nr. 185.

— 111: W äfchcrei, (Bleicherei, 5 är=  
bere i unb ih re  £>ilfsftoffe Don 
Dr. N3ilh- Niafiot, ‘Prof. a. b. ‘Preufj. 
höheren gachfcijule für ©e|tilinbuftrie 
in firefelb. Niit 28 giguren. Nr. 186.

©hcfOTU^tyuamifc (©echnifche N3ärme- 
lehre) o. S\. OBallljer u. Ni. Söttinger, 
©iplom-3ngen. Ni. 54 gig. Nr. 242.

— © ie therm obnnam ifchcn © runb= 
lagen  b c r ©Bärmehraft= unb 
¿trilfentafchinen oon Ni. Söt- 
tinger, ©iplom-3ngenieur in Niann- 
heim. Nr. 2.

Shüring ifche ©cfd)ichle oon Dr ©ruft 
©eorient in ßeimig. Nr. 352.

S ie rb io lo g ie . Slbrifj ber (Biologie 
bcr © iere  oon Dr. Heinrich Simrotb, 
^Prof. an ber Unio. ßeipjig. Nr. 131.



Z ie r e ,  eni»>irftlung5gcfcf)¡d)tc 5er,
non Dr. 3obs. Sileifenbeimer, qjrofefjor 
ber 3oologie an ber Uninerfität 3ena. 
1: gurebung, primitioantagen, Garnen, 
Sormbilbung, Embrponalbüüen. Plit 
48 Figuren. P r. 378.

— — I I : Drganbilb. 911.46{Jig. Pr.379. 
Z ic ig eo g rap h ic  n. Dr. ülrnolb 3acobi,

Prof. ber 3ootogie a. b. figi. gorftaha. 
bemie ru Zbaranbt. 9ÍÍ. 2 Aart. 31r.218. 

Z ierh u n b e  non Dr. granj o. Wagner, 
profeffor an ber Uninerfität (Sraj. 
Plit 78 Pbbilbuugen. P r. 60. 

Z ierreicf), S a s ,  I :  S ä u g e fie re  non 
Oberflublenr. 'Järof. Dr. fiurt Camper!, 
Porft. b. figl. Slaturalienbabinetls in 
6 futtgart. 97iif 15 Gibbilb. 3!r. 282.

— II I : U e p tilien  unö Slinpbtbien 
non Dr. Rranä Werner, profeffor a.
b. linio. Wien. Plit 48 Pbb. Hr. 383.

— IV : Sift!)C non “Profefíor Dr. 
Sllaj 3iauiber in Sleanel. 3!r. 356.

— V : Onfcftten non D r. 3 . ®rofj in 
3ieapei (Stasione 3ooiogica). Silit 
56 Pbbiib. P r. 594.

— VI: S ie  toirbeiiofeit Z ie re  non 
Dr. Cubtnig Pöbmig, Profefjor ber 
3 oologie an ber linioerfiiät ©rag. 
i: Urtiere, Gdjroämme, 3!e|feltierc, 
Sttppenquaiten nnb Würmer. 33iii 
74 giguren. 3ir. 439.

— — II: firebfe, ßpinnentiere, Zaufenb- 
ffifter, 3Beid)iiere, SUoostierdjen, Sirm. 
füfter, 6 iad)elbäuter nnb SItanteliierc. 
Plit 97 giguren. P r. 440.

Z ie r ju tb tle f jre , S illgem eine un5 
fp e jie ltc , non Dr. Paul Slipper! 
in Effen. 31r. 228.

Zifchter= (Scl)reiner=) Slrbcifcn I: 
SO aterialien. Sanb rnerhsgcuge, 
P la f  cf>inen, G ingeloerbinbungen, 
RufjbBbcn, g e n fte r , g en flc tla»  
5en, Z rep p cn , Siborte non Prof.
E. 33iebtoeger, ílrdjiieM in fiöin. Plit 
628 5ig. auf 75 lafeln. 31r. 502. 

Z ogo . S ie  beuffeijen A nton ien  I: 
Zogo  unb A am crun  non Prof. 
Dr. fiarl Sone. Süil 16 Zafein unb 
einer iitbograpbifdien fiarte. P r. 441. 

So£ihologiirt)c (Síjcniic non prioat. 
bojenl Dr. E. 9Úannbclm in Ponn. 
3Utt 6 SIbbilbungen. P r. 465. 

Z rig o n o m eiric , G bene u. fpbärifcf)e, 
non profelfor Dr. ©ert). fieffenberg 
in Presiau. 331it 70 gig. P r. 99.

Zropen^ngiene non Plebijinairaf pro- 
feffor Dr. Pod)t, ©irehtor bes 3n- 
ftituts für 6 d)iffs- unb Zropenhrank- 
betten in fiamburg. P r. 369.

Z ruft. A a rfe li unb Zrnft non Dr.
6 . Sfebierfdihg in ©üffelborf. P r. 522.

Zurnhunft, ©efci)itf)Ie ber, non Dr. 
Pubolf ffiafd), Prof. a. fibitig Seorg- 
©tjmnaf. ©resben. 321.17Pbb. Pr.504.

Ungarn. ßanbeshunbe »on öfter- 
rcicf)=Ungarn oon Dr. Mlfreb ®rurib, 
profeffor an ber Uninerfität Prag. 
Plit lOZcfliliuftr. u. 1 fiarle. P r. 244.

Ungarifcf)e C itera tu r, ©cfd)id)le 
ber, non Prof. D r. Cubeoig fiatona 
unb D r. grang S^inngei, beibe an 
ber Uninerfität Pubapefl. P r. 550.

Ungarifche Gpracf)Iebre non Dr. 
Sofef Sjinnnet, o. ö. Prof. an ber 
Uninerfität Pubapeft. 31r. 595.

Unlcrricf)fsn>e[en. ©cfd)icf)le bes 
beuifeben Untcrrichlsioefens doh 
Prof. Dr. griebrieb Getier, ©irehtor 
bes fiöntgl. ©pmnafiums 3U Gucbau.
1. Seil: Pon Slnfang an bis jum 
Enbe bes 18. 3abrt)unberts. P r. 275.

 II. P eil: Pom Peginn b. 19. 3abr-
bunb. bis auf bie ©egenioarf. P r . 276.

Unierfucbungsmelboben, 2lgrihul= 
lurcbemifrbe, non profeffor Dr. 
Emil fiafelboff, Porfieber ber lanb- 
roiri|<bafili(ben Perfudjsftation in Sitar- 
burg in Seifen. P r. 470.

Urgefcbicbie ber Sücnfcbbeii non Dr. 
Plorit) fioernes, Prof. an ber Unio. 
Wien. 311it 53 SIbbilbungen. P r. 42.

Urheberrecht, S a s ,  an SBerben ber 
Giieratur unb ber Zonhunft, bas 
Pcrlagsredg unb bas llrbeberrecbi 
an Werhen ber bilbenben fiünfle unb 
Pbotograpbie oon Slaatsamoalt Dr. 
3 . 6 <btlttgen in Ebemnig. P r. 361.

— S a s  bculfcbc, an iiierarifeben, bünfl. 
lerifdjen unb geioerblitben 6 d)öpjungen, 
mit befonberer Perüdefid)tigung ber 
intemaHonalen Perträge oon Dr. 
®uftan Pnuter, patenlantoall tn 
Ebarlotfenburg. P r. 263.

U rje it. A u lta r ber U r jc if  non Dr. 
Plorit) fioernes, o. ö. prof. an ber 
Unio. Wien. 3 Pänbeb. I : Öleinjelt. 
Plit 40 Pilbergruppen. 31r. 564.

 11: Pron3eäeit. Plit 36 Pilber.
gruppen. P r. 565.

 111: Eifenjeil. Plit 35 Pilber.
gmppen. P r. 566.
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©ehtoranalnfis oon Dr. Siegfr. Sklen« 
ttner, profeffor an ber S3ergaUabemie 
ln Elausfhal. OKU 11 gig. Sir. 354. 

Beranfchlagen, © a s, im Hochbau.
Au^gefafotes Aanbbud) über bas SBefen 
bes «oftenanfdjlaas oon Slrdjiteht (Emil 
33eutinger, Slffifteitt a. b.Sedjn. Aochfd). 
ln ©armffabf. SBit nieten gig. Sir. 385. 

bereinigte G laafen. ßanbesltunbe 
ber bereinigten Staaten oon 
Storbameriha oon *53rofeffor Äeinrid) 
gifcher, Oberlehrer am ßuijenftäbt. 
Slealgpmnafium in Berlin. 1. Seil. 
SBit 22 Aarfen unb Siguren im Serf 
unb 14 Safeln. Sir. 381.

- — 11. Seil: Silit 3 Aarfen im Sejf, 
17 Saf. u. 1 lithogr. Aarfe. Sir. 382. 

b e rg it. ©ie ©ebid)te bes ber« 
g iliu s SRaro. 3n Slustoahl mil einer 
(Einleitung unb Slnmertumgen heraus» 
aegeben oon Dr. Sulius 
I ;  Einleitung unb Sleneis. Sir. 497. 

bortneffungsftunbe oon ©lplom-3ng. 
p .  SBerhmeifter, Oberlehrer an ber 
Aotferl. Sedjnifchen Schule in S tras
burg t. E. I :  gelbmeffen unb Sli- 
oeUieren. SBit 146 Slbb. Sir. 468.

 II :  ©er Sheobolit. Srigononie-
irifctje u. baromefrifche Aöhenmeffung. 
Sachpmefrie. SBit 109 Slbb. Sir. 469. 

berfic^erungsmatl)emalth oon Dr. 
Sllfreb Coerop, Profeffor an ber Uni- 
oerfifäf greiburg i. 23. Sir. 180. 

©erficherunaswcfen, © as, oon Dr. 
iur. ‘Paul SBolbenhauer, Profeffor ber 
SJerficherungsroiffenfchafl an ber Aan- 
belshochfchule iiöln. I :  Slügemeine 
©erfidjerungslehre. Sir. 262. 

bötherhunbc oon Dr. Michael Aaber- 
lanbt, h. unb h. Auftos ber ethnogr. 
6 ammlung bes nafurtjiftor. Aofntufeums 
unb ‘Prioalboäent an ber llnioerfitäf 
SBien. SBit 56 Slbbilbungen. Sir. 73. 

bölfternamen. Qänber= n. bölher= 
nanten oon Dr. 2lubolf Aleinpaul 
in Ceip3ig. Str. 478. 

bothsbibliot^ehcn (23üd)er- unb Cefe- 
hallen), ihre Einrichtung unb 33er- 
roaltung oon Emil Saefdjhe, Slabt- 
bibliothehar in Elberfelb. Sir. 332. 

b o lh stieb, ©as beuffcbe, ausgeroählt 
unb erläutert oon profeffor Dr. 3ul. 
Sahr. 2 S3änbd)en. Sir. 25, 132. 

boHtstoirtfcf)aftsIef)re oon Dr. Earl 
3ohs. gud)S, Profeffor an ber Uni- 
oerfifät Sübingen. Str. 133.

B olftstoirifchaffspolilift o. Präfibent 
Dr.2l.oan ber 23orght, Berlin. Sir. 177.

2 8 al)rfd)ein(idjheit5red)ming oon Dr.
gran3 Aacü, Profeffor am Eberbarb* 
Öubtuigs-Epmnafium i. Stuttgart. SBit 
15 giguren im Sert. Sir. 508.

Qßalbccfc. ß a n b esh u n b e  bes © roß* 
bcr^og tum s N effen , ber B ro o in j  
$5effen=2taffau unb bes giirffcn* 
tum s SBalöech oon Profeffor Dr. 
©eorg ©reim in ©armftabf. SSlit 
13 Slbbilbungen unb 1 Aarte. Sir. 376.

2 8 a l!l)arilieb , © as , im Bersmafoe ber 
Urfchrift überfetp unb erläutert oon 
Prof. Dr. A. Slllhof, Oberlehrer am 
Sleaigpmnafium in SBeintar. Sir. 46.

2Balfl)er oon b e r B o g clto e ib e , mit 
Slusroahl aus SBinnefang u. Sprud)- 
bidjtung. Silit Slnmerhungen unb 
einem SBörferbud) oon Otto ©fintier, 
Prof. an ber Oberrealfchulo unb an ber 
Sed)n. Aodjfd). in Stuttgart. Sir. 23.

S ßal^tocrhc, © ie . (Einrichtung unb 
B e tr ie b . Bon ©ipt.-3ng. 31. Aol- 
oerfcheib, Oberlehrer an ber Agi. 
3Hafd)inenbau- unb Aütfenfcbule in 
©uisburg. SBit 151 Slbbilb. Sir. 580.

SB arcnftunbe o. Dr. Aarl Aaffacü, Prof. 
unb Ceiter ber h. h. Aanbelsahabemie 
in ©ra3. I .S e il: Unorganifdje SBaren. 
Silit 40 Slbbilbungen. Sir. 222.

 II. Seil: Organifdje SBaren. Silit
36 Slbbilbungen. Sir. 223.

2öaren3elc!)enred)t, © as . Slach bem 
©efetj 3. Sdjutj ber 2Barenbe3etchnungen 
oom 12. SBai 1894. Sion Sieg.-Sl.
3 . Sleuberg, Sllitglieb bes Aaiferlicheu 
Patentamts 311 23erlin. Sir. 360.

SB ärm e. S 0 e o re t i f c I )e ^ n f ih I I .3 : . :  
ß icb t u . QBärnte. 33on Dr. ©uitao 
3äger, Prof. an ber Sedjn. Aochfcpule 
SBien. SBit 47 Slbbilbungen. Sir. 77.

© 3ärm eftraf!ntafd)incn. © ietyertno* 
bnnam ifcben © ru n b lag en  ber 
SÖärmehraff* u . Ä ältcm afd jinen  
oon SB. Slöttinger, ©iplom»3ngenieur 
in SBannheim. SBit 73 giguren. Sir. 2.

2 ö ärm eleh re , Sechnifd>c, (S herm o- 
bpnam ih) o. A. P3alfher u. SB. Slöl* 
tinger, ©ipl.-3ng. SB.54gig. Slr.242.

2B äfd)crei. Se£fil = O ubuflrte  III: 
Qßäfcfjerei, B leicherei, S ä rb e re i 
unb ih re  55ilfsftoffc oon Dr. SBilh. 
SBaffot, Profeffor an ber preufj. höh- 
gachfchule für Seftil - Snbuftrie in 
Arefelb. SBit 28 giguren. Sir. 186.



SOaffer, ® a s , und feine 33eruien= I 
öung in Onduftrie und ©e* ; 
toerbc d. Dr. ©rnft ßeher, ©ipl.»5ng. 
in Saalfelb. «HW 15 Sbbilb. S r. 261.

SBaffer und S lbw äffer. 3 h «  3 u- 
jammenietjung, ©eurfeilung u. Unter- 
fud)ung pon ©rof. Dr. ©mil Äafelljoff, 
©orfteher ber lanbu)irifd)aftl. ©erfucbs- 
ftation i. Starburg i. ßeffen. S r. 473.

SUafferinftaltationen. ©as* und 
2Bafferinftallationen mit ©in* 
fd)lufc der SIbortanlagen oon 
©rofeiior Dr. phil. unb ©r.=5ngen. 
(Ibuarb 6 d)mtff in ©armffabt. Stil 
119 Sbbilbungen. S r. 412.

SB affcrfurbinen, © ie, non ©ipl.-3ng. 
S . ¿Soll in Berlin. I : Allgemeines, 
©ie greiftrahlturbinen. Stil 113 Sb- 
bilbungen. S r. 541.

 II: ©ie Uberbruchturbinen. Sie
S3afferhraftanlagen. Stil 102 Abbil
dungen. S r. 542.

2 3 afferoerforgung der Ortfcf)aften 
oon ©r.-3ng. Sobert AJeprauch, ©ro- 
feffor an ber figl. ©ed)nifd)en 55od)» 
fdjule Sluifgart. Stil 85 gig. S r. 5.

2öeberei. © e jtit*Onduftrie I I : 
ßöeberei, S firfterei, ^ofamen* 
ftcrerei, Spitjen* u. ©ardinen* 
fabrihafion und gthfabrihation 
oon ©rof. S ta j ©ürtler, (Sei). Seg.- 
S a t im fiönigl. ßanbesgetoerbenntf 
3U Berlin. Stil 29 gigur. S r. 185.

23ed)fe!f(rom cr3eugcr oon 3ng. £arl 
©ufjelmaper, ©rof. an ber h. h. Sed)- 
nifdjen ßodjfdjule in S3ien. Stit 40 
giguren. S r. 547.

2Becf)feln>efen, ©as, d. Secbtsanm. Dr. 
Subolf Stoffes in ßeipjig. S r. 103.

28el)roerfaffung, © eutfdje, non ©eh. 
firiegsrat fiarl ©nbres, portr. S a t im 
firiegsminifterium i. ©tünchen. S r. 401.

2B erh 3eugntafd)incn fü r R o h b e a r 
b e itu n g , © ie, pon 3ng. ©rofeffor 
fiemi. S3ilba in ©remen. Stit 125 
Sbbilbungen. S r. 582.

28erh3eugmafcbinen für 2Hetallbe= 
arbeitung, © ie, pon 3ng. ©rof. 
ftennann S3ilba in ©remen. I : ©ie 
Stechanismen ber Sierhjeugmafdjinen. 
©ie ©ret)bänhe. ©ie gräsmajdjinen. 
Stit 319 Sbbilbungen. Sr. 561.

28erft3eugm afd)inen für 9RefaII« 
bcarbeitung , © ie, II : ©ie ©ohr- 
unb Sd)leifmafchinen. ©ie fiobel-, 
61)ciping- unb Stobmafd)inen. ©ii 
Sägen unb Scheren. Sntrieb unb 
ftraftbebarf. Stil 199 Sbbilbungen. 
S r. 562.

SOeftpreuften. Q andcsftunde der 
'P ro o in j  Söeffpreiifjen pon g r l |
©raun, Oberlehrer am figl. ©pm- 
nafium in ©rauben^. Stit 16 ©afeln, 
7 ©ejtharten u. 1 litt). Slarte. S r. 57C.

S3elfbett>erb, © er u n la u te re , pon
Sechtsanroalf Dr. Startin S3af|er- 
mann in fiamburg. I : ©eneralhlaujel, 
Sehlameausroüchfe, Ausoerhaufstpefen. 
Sngefteüfenbefled)ung. S r. 339.

 II : £rebitfd)äbigung, ginnen- unb
Samenmifjbraud), ©errat pott ©eheiro- 
niffen, Auslänberfchutj. S r. 535.

2 8 irbe lto fe  © iere. © as  © ierreicfjVI: 
© ie toirbellofen S ie rc  pon Dr.
ßubmig ©öhrnig, ©rof. ber 3 oologie 
an ber Unioerfität ©ra3. 1: Urtiere, 
6 d)toämme, Seffelfiere, Sippenquallen 
unb S3ürmer. Stit 74 gig. S r. 439.

 I I : firebfe, Spinnentiere, ©aufenb*
über, A3eid)tiere, Stoostierchen, Arm- 
iifeer, Stachelhäuter unb Stanteltiere. 

Stit 97 giguren. S r. 440.

SB irlicrei. © e jtil * O uduflrie  II: 
Q Beberei, Q ötrfterei, 35ofamcn* 
t ie re re i ,  (Spifjen* u . © ardinen* 
Fabrikation und Sfifäfabriftation
pon ©rof. S ta j ©ürtler, ©eh- Seg.- 
S a t im Röntg!, ßanbesgetoerbearat 
3u ©erlin. Stit 29 gigur. S r. 185.

2Birtfc^aftlicl)cn V erb än d e , © ie, o.
Dr.ßeoStöffelmann i.Soffoch. Sr.586.

28ir!fd)aftspflcge. R om ntunale 
2B irtfchaftspflege pon D r. Alfons 
Siefe, Stagiftratsafi.i.Serlin. S r. 534.

30of)nungsfrage, © ie, p.Dr.ß.©ohle, 
©rofeffor ber Staatsroiifenfchaften 3U 
granhfurt a. S t. I : ©as SJotjnungs» 
toefen in ber mobernen Stabt. S r. 495.

 II: ©ie ftäbtifche Siohmmgs- und
©obenpolitih. S r. 496.



Söolfram  oon <£id)enbad). 55arf= 
m ann o . 2Xuc, Süolf ram  o. <2f d)cn= 
bad) und (öolffricö  oon Gfrafo= 
burg . QJusroabl aus bein böf. Gpos 
mit SÍninerlutngen unb <2Börferbud) oon 
Dr. K. OTarolb, ^rofeffor am König!, 
grieöridjsholleg. 311 Königsberg i. ^ r .  
tur. 22.

3Börferbuch itad) b e r neuen beul* 
fd)en 2Íecí)ffcf)reibu:ig oon Dr.
fieinrid) Klen3. 21r. 200.

— S)eulfd)es, uon Dr. 2Ud)arb Coerce 
in 23erlin. 91r. 64.

— Sed)»ifcí)cs, entl)altenb bie rcidjfig- 
ften Slusbrüche bes 92íafd)inenbaues, 
Schiffbaues unb ber Glehtrotecbnih 
non Grid) Krebs in Serlin. I. Seil: 
2)eutfd)=>GngIijd). 3?r. 395.

 II. Se il: Gnglifd)-©eutfd). 5ir.396.
 III. Seil: ©eutjd)*5 ran3öi. Qir.453.
 IV .Seil: 5ran¿0f.-2)eutfd).5ír.454.
SBurffem berg. SG üritem bergifc^e 

©efd)id}tc d. Dr. Karl SDeller, ^rof. 
a. Karlsgpmnaf. i. 6 tullgarf. 3tr. 462.

— C cm beshunbe bes Ä ö n ig re id js  
S öü ritem berg  oon Dr. K. fiaffert, 
^rofeffor ber Geographie an ber 
ßanöelst)od)fd)ule in Köln. Qltil 1633oll- 
bilbern unb 1 Karte. 9?r. 157.

3eid )enfd)u le  Don ^rofeffor K. Kim- 
mid) in lllm. 9Úit 18 Safeln in 
Son-, garben» unb Golbbruch unb 
200 <öoll- unb Sejlbilbern. 2tr. 39.

3 e id )ite n , © co m etr ifd )cs , oon ß . 
23eifeer, 3lrd)iteht unb Cet)rer an ber 
23augercerhfd)ule in Wagbeburg, neu 
bearbeitet non ^rof. 3 . 93onberlinn, 
©irehtor ber hönigl. 23augercerhfd)ule 
3U fünfter. 9Kit 290 figuren unb 
23 Safeln im Sejt. 9tr. 58.

3e i!ungstoe fen , S)as beutfdje, 0 . Dr. 
21ob. 23runf)uber, Köln a. IRt)- « r . 400.

— $ a s  n toberne, (Gpft. b. ßeitungs- 
lefcre) oon Dr. Robert 23runhuber 
in Köln a. ttf). 91r. 320.

ÜBciferc Sättde

Caiiungstoefens, Stilgemeine ® e - 
fd)id)te fies, non Dr. Subtoig Salo
món in 3ena. Sir. 351.

Cellenlcferc nn6 Slnoiomie 6er 
q jflanjen Don 'Prof. D r. fi. 9Hiei)e 
in Ceipjtg. ® if 79 SIbbilb. Sir. 556.

Cen tral = 'Pcrfpel-.Iioe oon Slrcfeifeftf 
ñans grepberger, neu bearbeitet oon 
Sprofefior 3 . Slonbcrlinn, ©irehtor ber 
«gl. ®augeruerl¡¡ct>ule in Slüinfter i. SB. 
SHif 132 giguren. Sir. 57.

Cimmerarbeifen oon Earl Opife, Ober- 
letjrer an ber fiaiferl. ©ed)ni(d). 6 d)ule 
in 6 traf¡burg i. E. I :  Sillgemeines, 
Salhcnlagen, 3 ioijd)enbedien u. ©erben« 
bilbungen, febljerne gufeböben, gad)- 
ioerbsrocinbe, döcinge. unb Spreng- 
toerbe. SHil 169 SIbbilb. Sir. 489.

 I I :  $äd)er, SBanbbebleibungen,
Simsfdialungen, 23lodi», Sollen- unb 
tSretteriocinbe, 3 äune, ©íiren, ©ore, 
©ribünen unb Sdaugeriifte. SHit 
167 Stbbilbungen. Sir. 490.

CiDilprogeftreci)!, ©eutfefees, non 
SProfeffor Dr. SBilfeelm Sifd) in Strafe, 
burg i. E. 3 53änbe. Sir. 428 -430.

Coologie, ©efefeiefete 6er, oon "Prof. 
Dr. Slub. Surdifearbt. Sir. 357.

Cfindtoarcit oon Sireklor Dr. Sllfons 
JSufarb, SJorflaitb bes SläMifrfeen 
Efeemifdjen Caboratoriums in Stutl- 
gart. Sir. 109.

Cmangsoerffeigerung, S ie , unb 6ie 
Cn>angsDern>attung oon Dr. g. 
Srefefdjmar, Oberlanbesgerid)fsra! in 
©resben. Sir. 523.

Ctoirnerel. S e jH I = Onbuftrie I :  
S p in n ere i unb C n irn e re i oon 
'prof. SRaj ©ürtler, ©et). Tleglerungs- 
rat im fiönigl. Canbesgetoerbeamt ju 
Serlin. Silit 39 giguren. Sir. 184.

in QSorbcreifung.



© . 3 .  ®b[cl;cn’[d)c 'üerlagsfjanötung © . m. b. 55. ö e r l ln  2B. 35 nnb Qcipäij

Soeben erfdjien:

Ser beuffcbe Sfubeni
Q3on

Srof. Dr. 2i)eobaIb 3^gler
©Iffe unb 3tDÖIffe üluflage 

©ebunben 91t. 3.50
( ^ ie f e  „Stubenfenprebigten“, wie ftc <Paulfen genannt bot. haben fid) unter ber 

ftubierenben 3ugenb Diele fjreunbe erworben. Unb fo war es nicht 3U oer- 
wunbern, baft bas Sud) feit feinem örfdjeinen faft alljährlich eine neue Auflage er
lebte. ßerausgewachfen mar es aus ber fln-de-siöcle-6 timtnung oor ber 3abr. 
bunbertoenbe, bie befonbers in ftubenfifcben Greifen bie fierjen höher fcblagen unb 
bas Slut rafdjer Greifen Heb, eben besmegen aber aueb nacb befonnener Rührung fid) 
febnte. C£ine foldje fanben fie hier. ®en Sluflagen im neuen Sabrbunbert fügte bet 
Serfaffer eine Slacbfragsoorlefung b»n3u jur Überleitung in rubigere Sahnen unb ¿ur 
©rgänßung bureb manches injjroifcben Qieugeworbene. 3m 3Binter 1905/06 aber bö* 
er in Gtrafjburg bie Sorlefung über beit beutfeben 6 tubenfen nod) einmal gebalter. 
unb hier oor allem bie Sorgänge jener bewegten 3eit. bcs fogenannten „fiod)fd)ul. 
ftreites“ unb bes Kampfes gegen bie honfeffionellen Korporationen freimütig uni» 
hritifd) befprodjen. Ser neuen Auflage ift bie Sorlefung in biefer fpäteren Saffung. 
roenigftens in ber erfferen gröberen fiälffe, jugrunbe gelegt worben. Sie fin-de- 
siöcle-Stintmung ift oerfdjwunben, bafür finb bie Probleme, bie bas Stubentenleber. 
im erften 3abr,jebnf bes 20ften 3al)rbunberts bewegt haben unb bewegen, in ben 
Sorbergrunb gerückt unb fo bas Sud) burdjaus mobernifiert unb wieber ganä aktuell 
geworben. Sabei bat es eine nicht unbeträcbtlicbe Srweiterung erfahren. Unb bodj 
ift ber ©eift bes Sudjes ber alte geblieben, es ift ber ©eift ber Srcibeit, bie als 
akabemifebe 6 tubenten unb ‘JJrofefforen gleichmäßig am fie len  liegt, unb ber ©eift 
eines kräftigen fittlidjen 3bealismus, ber fid) nid)t fürchtet, 3ünglinge 3U wagen, 
bamit Slänner aus ibnen werben. Unb aud) ber alte gute greunb bes beutfeben 
6 tubenten ift ber Serfaffer geblieben, ber ibn oerftebt, weil er ibn liebt. Sas jeigt 
gleich oon oornberein bie S3ibmung bes Sudjes an bie Straßburger 6 tubentenfcbaft. 
So ift es beim Abgang 3 ie9lers Don Strasburg ju einem Sermächtnis an feine 
jungen greunbe auf allen beutfeben Kod)[d)ulen geworben, unb foll nun aud) in ber 
neuen ©eftalt wieber Dielen eine Kilfe werben unb ein Kalt.
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® . 3 .  ©ö|'c!)et!,fcS)C'ÜerIagsI)anöIung © .m .b . 55.'Berlin 2B.35 u n i C eipjig

Soeben erfc^icn:

2)05 ©efiil)l
(Sitte pfocfyofogtfcfje Httierfucfyung

53on

Prof. Dr. Sfjeobalb 3^gter
günffe, burcf>gefei)ene unb oerbefferte A uflage 

Q3rofd)iert 9Ii. 4.20, gebunben ®t. 5.20

f l f t e  biefes 23ud) oor 19 Sauren 3um erffen Eltal erfd)ien, ba roirhfe bie i^corte bes 
■ 4 *  iöerfaffcrs oon ber 'Priorität bes ©efüi)ls unb oon bcm (Einfluß besfelben auf 
alle ©ebiete bes geiftigen ßebens, cor allem aud) auf Setoufttfein unb Elpperception, 
trotj bes Vorgangs oon 55orroic3 toie ein gan3 Eleues, bas als gegen ben Strom ber 
oortoiegenb intellehtualiftifcben ober aud) fd)on ooluntariftifdjen tUuffaffung ber Pfgcbo- 
logie fdjtoimmenb toenig ©laubige fanb. M ein es bat fi<h trotj biefer anfänglichen 
Elblehnung burcbgefetjt unb gehört heute 3U *>en nteift gelefenen Schriften über Pfg- 
chologie; bie Elnfdjauung, bie es oertritt, ftet>t längff nicht mehr oerein3elt ba. 3 U 
biefem fich i>urd)fetjen hat aud) &er ©lil unb bie gan3e ßalfung bes 23ud)es beige
tragen, bie gleidjmeit entfernt finb non unroiffenfchafilicher Popularität toie oon 
trodiener pebantifd)er ©elehrfamheit. 21ud) bie äfthetifchen, ethifchen unb religions- 
philofophifdjen Qlbfchnitte haben ihm Diele greunbe erruorben. 2)ie neue, fünfte Eluf- 
lage, bie fdjon nad) oier Satjren roieber notroenbig geroorben ift, hält an bem oom 
23erfaffer als rtdjtig ©rhannfen burchaus feft, fie 3ieht fogar bie ßinien ba unb bort 
noch febärfer unb beftimmfer; tnsbefonbere finb bie Kapitel über bas hörperlidje ©e- 
fühl unb über bie ©efühlsäufjerungen in biefem Sinn unb unter 33erüdrfid)tigung ber 
neueren gorfdjung unb ihrer ©rgebniffe umgearbeitet unb erweitert roorben. Über
haupt trägt bie neue Mflage nach, ruas feit bem ©rfebeinen ber oierten Mflage 3ur 
ßehre oom ©efühl roerloolles States 3utage geförbert roorben ift, unb fetjt fid) babei 
gelegentlich auch polemifd) mit allerlei Eingriffen unb entgegenftehenben Mfchauungen 
auseinanber. So ift bas Such durchaus auf ben neueften Stanb ber pfgd)ologifd)en 
gorfebung gebrad)t unb ergän3t, unb ift boch in feinen ©runbanfchauiingen unb ln 
feiner Einlage nad) toie oor bas alte geblieben.
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(S . o .  ®3fcfyen’fd)e 33erIags!)anM m tg &. m. b. S5. 'B erlin  2 8 . 35 uitö G eip jig

Soeben erfdjiett:

©nmörijj einer 
^3i)iiofopi)ie bes Schaffens

als &ulturpf)Uofopf)ie
<£infüf)rung in bie <Jit)ilofopI)ie a ls  9M tanfd)auungslef)re  

93on

Dr. Offo Vraun
‘prioafbojent ber *pbitofopbte in fün fter i. 2B.

Q3rofd)iert 921.4.50, gebunben 922.5.—

^TNer Verfaffer ftnbef bas VJefen ber ‘Pbüofopbie bann, bafe fte ©efarnttoiffenfebaft, 
^  b. b- QBeltanfcbauungslebre ift: fie erbebt fid) auf bem gunbament aller übrigen 
QBiffenfcbaften unb fud)t (inbuhfio) 3U einem ©elfbilbe oor3ubringen, beffen „VJabr- 
beit“ bureb feine perfonale ©inbeitlicbheit bebingt ift. 9tad)bem ber Verfaffer ficb 
eine erhenntnistbeoretifebe Vafis geraffen — es mirb ein Veal*3bealismus oer- 
treten — , fudjt er an ein ©runberlebnis anßufmüpfen f bas er bureb ben begriff 
„Schaffen“ beßeiebnet. ©iefes 6 d)affen fübrt 3ur ©ntoitfelung einer Kulturpbilofopbie 
— bie gormen unb Stoffe bes Schaffens roerben unterfuebt, unb bann bie Äaupt- 
gebiete bes Kulturlebens in ben ©runb3ügen bargeftellt: QBiffenfcbaft, Kunft, Religion, 
f03iales Ceben, Staat, Ved)t, Sitte, ©tbilt finben ibre SBürbigung. So mirb ber 
Verfud) gemacht, aus bem QBefen bes mobernen ©eiftes heraus eine fpftematifebe 
^Beltanfdjauung ju geroinnen, roobei ber hulfurimmanente 6 tanbpunht ausfcblag- 
gebenb ift, roenn aud) eine hosmifcb*metapbt)fijcbe Vertiefung ficb als notoenbig ßeigt, 
ber Vegriff bes Schaffens mirb bureb einen gefcbicbtspbilofopbifcben Überblick übet 
bas 19. Sabrbunbert als notmenbig unb berechtigt erroiefen.
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5 .  S - ß e rb a r t
©runi>3üge feiner ßef)re

93on
grtebrid) granhe

33rofd)iert TO. 1.50, gebunöen TO. 2.—
(^V efe Sarftellung fucfjt In Serbarfs Spffem m'öglid)|t b ire h t einjufü^rett, o^ne non 

ben fpäieren gortbilbungen ausjugeiien, läfef immer nad) Serbarls eigenen OTei- 
fungen bie prinäipieUcn Seile juerft einäeln entfielen unb barnad) in ben 3 u(ammen. 
f>ang ireten, ben bie 33e!rad)tung unferer prahtifeben Slnliegen oerlangf. Sabei ifl 
bnnn aud) oielfad) ©elegentjeil, mif bie empirifebe Seiailforfdjung unb if)re p^ilofopt>i- 
(d)e Bearbeitung, auf bie Srunftbemegung, bie ft^ialen unb politifdjen Slufgaben unb 
nnberes, roas bie ©egenroart beroegt, Biidte ¿u inerfen.

<ä. 0 .  © öfdjen’tcfje 23erIagsf)anMung © . m. b. 55. 'Berlin SB. 35 unö Qeipgig

griebrid) <nieftfd)e
(Sitte intellektuelle 33iograpf)ie

Q3on
Dr. S . grieblaenber

Q3ro|d)iert TO. 2.80

Hm einen IDenher, roie 9liet}fd)e, ooll unb gan3 3U oerfteben, ift oor allem bie (Er
kenntnis bes SBerbegangs feiner Sbeen notroenbig. ¿ e i biefer fdjroierigen ttlrbett 

ifl bas 23ud) oon grieblaenber ein 3uoerläffiger güt>rer unb SBegroeifer. 2)enn ber 
Untertitel „Snfellehluale 23iograpt)ie“ bebeutet eben nid)fs anberes als eine ©arffellung 
ber pbilofopbifcben (Eninndtlung griebrid) 9tiet}fd)es. 93on bem richtigen ©runbfafj 
ausgebenb, bafe ber fpälefte 5tiet}fd)e nur aus bem friitjeften oerftanben roerben hann, 
bebnnbelt ber 93orfaffcr nad) einer orienlierenben (Einleitung 3uerft beffen geniales 
(Erftlingsroerh: „®ie ©eburt berSragöbie aus bem ©eifte ber QHufih“, um bann bar- 
auf bie fpäferen 6 d)riflen unb beren ©runbgefjalt ein3eln 3U erläutern unb ben 
gortfcfjritt, ber barin enthalten, feft3uftellen.
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© . 3 .  ©ö(cf)en’[cf,e Scrlagsfpanblung © . m. b .ß .S c r l in  28 .33  und Ccip3ig

$iß OSßidjsDßrfidjßrungöorimung
ßan bau sgabe  mit gemeinDeri'tänblidjen Erläuterungen  

in oier 33änben

Dr. SItanes Don Dr. ‘¡Stendel
3Jn>fe[|or Segierungsraf

Sojent bet ßanbcIsl>oc[)f<i)uIc Setliti ffiilglleb bes SeicbSDerfuberutigsamts

• Dr. Sd)u[3
Segierungsvaf 

SKilglieb bes Seict)5Derfid)erungsamls
Sanb 1: Sic für olle Serfuberungsaroetge gellenben Seftimmungen bet Seicbsoer- 

|id)erungsorbming nebft Einleitung unb ßtnilil)rungsge(ets.
Sanb 2 : Sie Sranhenoerltdierung.
Sanb 3: Sie UnfallDerfidierung.
Sanb 4: Sie 3noaliben- unb 15interbltebeneroer[id)erung.

■preis: in oier ßeinenbänbe gebunben P t. 20 .—
3eber Sanb iff aud) etnßeln 3U Ijaben. :: ‘Preis für Sanb 1 gebunben 91t. 7.— ; 
Sanb 2 gebunben 91t. 4.80; Sanb 3 gebunben 2H. 6 .— ; Sanb 4 gebunben 9H. 4.20.

5)as 
Qtefidjßrungsgßfßfc für ilingßffßUiß

ßanbau sgab e mit ausführlichen Erläuterungen  
oon

Dr. 2ilfreö Planes unb Dr. Paul Äönigsberger
Profeffor ßanbridjter

P r e is  in ßeinroanb gebunben P t. 9 .— .

^rafcithum 5ß53tDiipro3ß6rßc^tßs
non

Dr. 2ßiibelm ßtfd)
Profeffor an ber Unioerfität Strafjburg t. <S.

S n  ßeinroanb gebunben P t. 4.80.
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® . 0 .  © öfd)en’fcfte S c rla g o ija n  Mutig ®  erlitt 3B.35 unit Qeipgig

(Einführung
in bas

©euifebe ÄoloniaIrcd)t
®on

^rofeffor ¿5. (Sbler oon ¿Soffmann
6 tuWeni)ireltfor fcer Mitabemie für kommunale Uertralfung in iDüffetborf

3 n  ßeinroanb gebunöen $ 1  6 .—

Q Y M r unb mehr roenbet fid) bic rotffenfcbaftlicbe Arbeit bem &olonialred)te 511, 
^ 4 - i-  bas fich aud) als ©egenftanb bes xr>iffenfĉ aftüd)cn Unterrichtes eingebürgert 
bot. ©5 fehlte aber bisher an einem auf ben Befulfafen ber neueren 8 orfd)un§ 
berubenben Cebrbucbe bes ©eutfeben fiolonialrecbts. 2)as oorllegenbe B3erh oerfud)t 
es, biefe ßüche aus3ufüllen. ©5 toill aber nicht nur ber ©rgönjung bes ahabemifeben 
Unterrichtes bienen, es roill aud) bem äolonialpraktiker ein B3egroeifer burd) bie 
Unjabl oon kolonialen Bed)lsnormen fein. 2)ie gan3e Qlnlage bes BJerkes ifi baburd) 
bebingt, bafc es ficb um eine „(Einführung“ banbelf, b. b- nicht um eine 3 ufammen- 
fieüung all unb jeber holonialred)llicben formen, fonbem um eine bogmalifdje Be- 
banblung bes roid)ligffen Sfoffes. Sem Gebreche entfpredjenb, ift 3ur befferen 
Beleuchtung unb ßeroorbebung ber beutfeben Bed)tsnormen bas frembe äolonialredjt, 
insbefonbere bas englifdje, sum Bergleidje berange3ogen roorben.

2)as Buch roill ein recbtstuiffenfcbaftlicbes fein, holönlalpolitifcbe ©rörterungen 
treten besbalb oöüig 3urüch, jeboeb ift, roo bies noiroenbig ift, ftets auf bie kolonial- 
politifeben ©efid)tspunhte oerroiefen roorben, burd) bie bie ©efetjgebung beffimmt roirb.
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