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i n  h u r j e n ,  k l a r e n ,  

aU gem ehm rltändlicben
6  i n j e l d a r  H e i l u n g e n .  

Qebe Kummer in  elegantem £cimnanb6ait&

<5. 3 - <Söfd?ett’f<ä?« Derlagsfyart&Inng, Setpjig.
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alle B änbdjen in innerem  gufammenfyange miteinanber, fo ba§ 
bas © anse, tnenn es pollenbet uorliegt, eine einheitliche, f^fte* 
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E r s t e r  A b s c h n i t t .

Kettenbrüche. Diophantische Gleichungen.

I.  K apitel.

K e t t e n b r ü c h e .

§ 1. B egriff des K ettenbruchs. ‘
1. E in fortgesetzter B ruch von der Form

~ 1 1 - oder a. 1 ^bj

’ , K  1 ' 1
a3+ ~ r  ■ * + —

b l
heißt ein K  e 11 e n b r  u c h. D ie Brüche —  und —  führena a
die Bezeichnung T e i l b r ü c h e ,  b heiß t der T e i l -  
Z ä h l e r ,  a der T e i l n e n n e r .

2. Wi r  beschränken uns auf die zweite A rt von 
Kettenhrüchen, in  denen alle Teilzähler gleich der 
E inheit, alle Teilnenner positiv und ganzzahlig sind, und 
lassen außerdem  noch den W ert a0 weg. Den so er­
haltenen K ettenbruch schreiben wir ab g ek ü rz t:

i  i  ,
ai +  a i _ L  i  oder (1 : a„  a2, a3, a j .

a3 +  •„ ■ I

1 Die K etten b rü ch e  finden sich  e rs tm a ls  be i L ord  B rounker 
(1620—1684); d ie  e rs te  eingehende T heo rie  derselben  g ab  Euler 
(1707—1783).
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§ 2. Verwandlung eines Bruches in  einen K ettenbrnch.
157

1. B e i s p i e l .  Es soll der B ruch - in  einen

K ettenbrnch verwandelt werdeD.
157 1 1 1 1
283 ~  283 , , 126 — —

157 157

1

157
126

1 + 31
126

1 + T  +  J -
126
31

~ ^ + T + 1

l
, + t + | + i 1+ t + t + .

31 ^
2

=  ( 1 :1 ,  1, 4, 15, 2).

4  + 1 5  +  4

2. D ie h ier angewandte Bestimmung der Teil­
nenner is t dieselbe wie d ie , die zur Aufsuchung des 
gemeinschaftlichen Teilers der Zahlen 157 und 283 führt, 
und w ir erhalten dieselben rascher durch fortgesetzte

2
1

fo lg t:
1 1 4

283 157 126 31
157 126 124 30
126 31 2 1

§ 3. Verwandlung eines K eltenbruches in einen 
gewöhnlichen Bruch. Näherungsw erte.

1. Berücksichtigt man bei einem K ettenbruch nur 

len ersten Nenner, also nur den B ruch -— -  und läß t
a i

ille folgenden Brüche weg, so erhält man den ersten
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z 1
Näherungswert —  = — • Berücksichtigt man ebenso n, a,

nur den T e il—  , 1 des K ettenbruches, so erhält man

‘■ + V
den zweiten Näherungswert —— = -----*. • Ebenson2 a, a3 + 1
findet man den dritten Näherungswert

za 1 a a + 1
— =   1 = --------- — *----- ;-----  U. 8. f.
n3 a,--1----1 a ,a 2a3 +  a8 +  a1

a » +  —
3

2. Von diesen Näherungswerten ist der erste zu 
groß, da der Nenner a, zu klein ist; der zweite da­

gegen ist zu klein, da -— >  —  . 1 i also der8 8 a2 a, +  —
8 I-  • • •

Nenner des Bruches a. -) , den w ir in Rechnung
ziehen, größer als sein wirklicher W ert ist. D er dritte 
Näherungswert ist wieder zu groß, der vierte zu klein 
u. s. w. D ie  N ä h e r u n g s w e r t e  e i n e s  K e t t e n ­
b r u c h s  s i n d  a l s o  a b w e c h s l u n g s w e i s e  k l e i n e r  
u n d  g r ö ß e r  a l s  d e r  w i r k l i c h e  W e r t  d e s ­
s e l b e n .

„  . z, 1 z, 1 a„
3. Es ist —  - —  , —  =  —  1 = -------- j ——n, a, n a,    a, a2 + 1

a 2

=  _aLv + 0  _ ^  =  i _  1 h  +  ̂ ) Zl +  °
aa n, + 1  n„ a, +  —  1 /  , 1 \

r + ~ d n , + 1
 aa a„ z, +  z, _  a,  z2 +  z,

a 3 K  n> +  1) +  Hj a3 n2 +  n, ’
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+  Z1
a4(a8Z» +  Zl ) + ZI _  a<Z3 + Z,

(aa +  A ) n a + n i a1 (as n2 +  n1) +  n2 a4n ,+  n , '

I s t  allgemein bis zu einem bestimmten W erte k : 

so erhält man den folgenden
a z

I: k -, +  Zk - 2
n, a . n ,  . 4 - n, „k k  k —1 i k —2

N äherungsw ert, indem man a durch * 4- er­

setzt, oder: » k + l

k + i

k+i
+ nk-2

a k - f  i ( a k z k - i  +  z k - ä )  +  V - i  _  V k  z k

a k + i n k + n k _ i 'ak + l(ak nk - i  +  nk-2) +  nk - l '
D ie Regel gilt also auch für den (k +  l) ten  Nähe­

rungsbruch, wenn sie bis zum kten gilt. Sie g ilt aber, 
wie d irek t gezeigt wurde, für den vierten, also g ilt sie 
fü r den fünften , sechsten u. s. f., d. h. allgemein für 
ein beliebiges k  (Schluß von k auf k -f- 1).

F ü h rt man noch die uneigentlichen Näherungswerte 
1 ,  0  .

-Q- und —  e in , so erhält man zur Berechnung eines

K ettenbruchs, etwa des K ettenbruchs ( 1 :2 ,  3, 1, 4, 5, 
3, 2), das folgende Schema:

a — 1 - 2 | S | 1 | 4 | 5 | 3 | 2
z i 0 1 | 3 | 4 | 19 | 99 |316| 731
n 0 1 2 | 7 | 9 43|224|715|1654
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z; 1 =  2 . 0 + 1 ,  3 =  3 . 1 4 0 ,  4 =  1 . 3  +  1, 
19 =  4 . 4 +  3, . . .

n ;  2 =  2 . 1 +  0 ,  7 =  3 . 2  +  1,  9 =  1 . 7 +  2, 
43 =  4 . 9 +  7, . . .

A . , 1 3 4 19 99
D ie Näherungswerte sind: — , - y ,  -g - ,

316 , 731
715 1654'

§ 4. E igenschaften d er N äherungswerte.
1. Es is t z2n ,— n, z , = — 1,  za n2 — z2na =  + l ,  

z4n3— z3na= — 1. Nimmt man a n , die Regel gelte 
bis zu einem bestimmten k, d. h. es sei

Nun gilt aber die Regel fü r k  =  4, d. h. sie g ilt 
für k =  5, 6, 7 und also auch fü r ein beliebiges k.

D e r  U n t e r s c h i e d  z w e i e r  a u f e i n a n d e r f o l g e n ­
d e r  N ä h e r u n g s w e r t e  i s t  e i ns ,  d i v i d i e r t  d u r c h  
da s  P r o d u k t  d e r  N e n n e r  d e r s e l b e n .

3. W ie man in  § 3 fand , liegt der W ert z eines 
K ettenbruchs zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nähe­
rungswerten desselben. Bezeichnet man also den w irk­
lichen W ert des K ettenbruchs m it q ,  so is t entweder

if» J
2. H ieraus folgt d ire k t :-------- -----

nk k—l

1

oder:

n.

z,
4 Ü  0(jer < q  <  - Ü i - . D er Fehler, den 
‘k+l “ k “k+l
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man begeht, wenn anstatt des K ettenbruchs der kte 
Näherungsw ert gesetzt wird, ist also jedenfalls kleiner 
als der Unterschied des k ten  und k  — 1 ten Näherungs-

<  — oder:  
n  k

D e r  F e h l e r ,  d e n  m a n  b e g e h t ,  w e n n  m a n  
a n  S t e l l e  e i n e s  K e t t e n b r u c h s  e i n e n  N ä h e ­
r u n g s w e r t  s e t z t ,  i s t  k l e i n e r  a l s  e i n s ,  d i v i ­
d i e r t  d u r c h  d a s  Q u a d r a t  d e s  N e n n e r s  d e s  
N ä h e r u n g s b r u c h e s .  D i e  N ä h e r u n g s w e r t e  
s c h l i e ß e n  a l s o  d e n  w i r k l i c h e n  "Wer t  d e s  
K e t t e n b r u c h s  i n  i m m e r  e n g e r e  G r e n z e n  e i n .

r
4. L ieg t der W ert eines Bruches zwischen zwei

Näherungswerten eines K ettenbruchs, so müssen die 
Zahlen r  und s größer sein als die Zähler und Nenner 
dieser letzten B rüche, denn w ir haben z. B. für un­
gerade k :

d. h. der Zähler des letzten Bruches ist entweder >  1 

und so m it "> — . Is t dies aber der Fall, so muß

wertes, also kleiner als
1

und som it um so mehr

1
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r  Zk4-1
s >  n. se in , und da —  >  — i s t , so ist auch 

k+i s

r > z k + r  .
Is t k gerade, so erleidet der Beweis unwesentliche

Ä nderungen. D u r c h  d i e  N ä h e r u n g s w e r t e  i s t  
a l s o  d e r  K e t t e n b r u c h  d u r c h  k l e i n s t e  Z a h l e n  
so g e n a u  a l s  m ö g l i c h  a u s g e d r ü c k t  u n d  n a ­
m e n t l i c h  k a n n  e i n  N ä h e r u n g s w e r t  n i c h t  
v e r e i n f a c h t  w e r d e n .

§ 5. Verwandlung eines K ettenbrnchs in eine Reihe. 

Es ist:
z, 1 _________ —  1 Z3  £*_ _  I *

n 7 ’ nT n. n. n. ’ n . n2 n ,n 8’n i n ,  “ j

z k Zk - i . =  +  1

n k  n k - i  “ V n k - 1

I s t  aber —  der letzte N äherungswert des K ettenbruchs, 
nk

d. h. der W ert q desselben, so folgt durch A ddition 
dieser Gleichungen:

= J _  L  +  J  L +  +  i  .
\  q  n , n i D* D« n 3 n 3 n * ” _ n k - l , n k

§ 6. Unendliche K ettenbrüche. Irra tio n a litä t derselben.
1. Setzen sich die Teilbrüche eines Kettenbruchs 

unbegrenzt fort, so heiß t der K ettenhruch ein u n e n d .  
l i e h  e r .  Bilden die Nenner der Teilbrüche von einem 
bestimmten ab Perioden, so ist der K ettenbruch ein 
p e r i o d i s c h e r .  Es heiß t r e i n p e r i o d i s c h ,  wenn
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die erste Periode m it dem ersten Teilnenner, u n r e i n ­
p e r i o d i s c h ,  wenn sie später beginnt. Solche K etten­
brüche sind z. B .:
(1 : 1, 2, 3, 5, 7, 3, 1, 4 ,.  . . . )  unendl. nichtperiodischer

K ettenbruch,
(1 : 4, 5, 2, 3, 2, 3, 2, 3, . . . . )  unendl. unreinperiodischer

K ettenbruch,
(1 : 2, 3, 5, 2, 3, 5, 2, 3, 5 , . . .  .) unendl. reinperiodischer

K ettenbruch.

2. Von jedem  periodischen K ettenbruch können 
w ir stets den W ert berechnen. Um z. B . den W ert 
des K ettenbruchs (1 : 1, 2, 1, 2 . . .) zu finden, setzen 
w ir diesen W ert = x  und erhalten die Gleichung

1 .  •, 2  +  x  '  r -X=T + J- oder 3+T = X’ X =
2 + x

Is t der K ettenbruch unreinperiodisch, so berechnen 
w ir zuerst den W ert des K ettenbruchs von der ersten 
Periode ab und entwickeln dann die Näherungswerte. 

So w ird z. B .:

1  l  1  1
4 + T , i _  .  4 + p - i  3 +  y 3

2 + —  l
1 + —  ,

2  + . . .

= ^ ( 3 - ^ 3 ) .

3. D er W ert eines K ettenbruchs in un ter den in 
§• 1> 2 gegebenen Beschränkungen stets kleiner als eins. 
Setzen wir nun :
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u

v ar

V* a r + 2 “  . .  r+3so haben wir 
u l

u.

+  V‘ ^  a  ... + . . .  r + l  i • • • r+8 ~

1 1

v a d  —
1 v.

f , oder da beide

Brüche nicht vereinfacht werden können, v, — u und 

, also v2 =  u, etc. W ir können alsor. v i - u . - a r+ 1

" i
U U, U, 11,

die Reihe T  —  —  —

ersetzen durch die andere Reihe 
u u, U, u,

Nun müssen aber die Brüche —  nach obigem

echte Brüche sein, d. h. wir haben
v > u > u ,  > u 2> u 3 ------

oder die Zähler und Nenner der obigen Brüche bilden 
eine R eihe von W erten, die abnehmen. W äre nun der 
W ert eines unendlichen K ettenbruchs von einem be­
stimmten Teilbruch abgenommen rational, d. h. also 
u und v endliche rationale Zahlen, so m üßten die fol­
genden W erte u, n, u3 . . .  der Grenze Null sich nähern; 
somit aber wäre der K ettenbruch kein unendlicher mehr, 
oder m it anderen W orten ein unendlicher K ettenbruch 
kann von einem bestimmten Teilbruch ab nicht durch 
einen rationalen Bruch dargestellt werden, und dam it 
ist dies auch für den K ettenbruch selbst nicht möglich.
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J e d e r  u n e n d l i c h e  K e t t e n b r u c h  i s t  a l so  i r r a ­
t io n a l .

4. Aus § 56 folgt ferner, daß ein solcher un­
endlicher K ettenbruch stets einen endlichen W ert hat, 
d. h. konvergent ist.

§ 7. Verwandlung einer Q uadratw urzel in  einen 
K ettenbrucli.

1. D as hierbei in  Anwendung kommende Verfahren 
möge ein Beispiel zeigen. E s sei }/3 l  in  einen K etten­
bruch zu verwandeln.

X =  V 3 T = 5 + - |/- 11~ 5 :

D ie 1^31 liegt zwischen 5 und 6, kann also durch 
5 und einen echten Bruch dargestellt werden. In  diesem 
m ultiplizieren w ir Z ähler und N enner m it y 31 —|- 5 und

erhalten daraus jTrT . _ ■
V 3 1 + 5

x - 1 . 8 1 + 5 - 1 + y » r - i _  _5_______ _1..

(j/31 +  5 liegt zwischen 10 und 11; 6 ist also einmal 
in  dem Zähler enthalten.)

/ 3 l  — 4

=  3 + 7 3 T + l  =  3 + V
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' f t f i  + 4 _ «  , y a i - 1 .  , _ 6 .  , 1
« — 5 +  5 / 3 l  +  1 x, ’

_ y 3 i  +  i  n  i  1 + j _
6 6 / 3 l  +  5 ~* x8 ’

_ m  +  5 _ , „  , V3T — 5 «_ , 6 —  1x8 =  — 3 — 1 ° + — 3— = 1 0 + — p g = i ° + - .

E s ist also ̂  3T =  5 +  (1:1, 1 ,3 ,5 , 3 ,1 ,1 ,1 0 ,1 ,1 ,3 ,5 ,3 ,.. .) .
2. Zerlegt man den Teilnenner 10 in  5 +  5, so 

nimmt der Ausdruck fü r )/31 die Eorm 5 +  1 : 1 ,  1, 3, 5, 
1, 1, 5 +  5, 1, 1, 3, 5, 3 . . .  . an.

D ie so erhaltenen Teilnenner bilden symmetrische 
Perioden, und zwar ist der letzte Teilnenner der Periode 
(10 in obigem Beispiel) stets gleich der doppelten 
ganzen Zahl, die vor dem K ettenbruch steht.

Jede Quadratwurzel in einen K ettenbruch ver­
wandelt liefert einen solchen periodischen Kettenbruch. 
Diese K ettenbrüche sind fü r die A uflösung der sogen. 
Pellschen Gleichung x 2— A y 2 =  l  in  ganzen Zahlen 
von Bedeutung, doch können w ir h ierauf nicht eingehen.

I I .  K apitel.

Diophantische Gleichungen.1
§ 8. Definition der diophantischen Gleichungen.

1. I s t  irgend eine Gleichung, etwa 3 x  +  2 y = 7 ,  
mit zwei U nbekannten gegeben, so genügt diese nicht 
zur Bestimmung der Unbekannten x und y. W ir

> D iophantos von A lexandrien  (ca. 360 n. Chr.), n ach  dem diese 
G leichungen b en an n t s in d , g ab  e in W erk  ü b e r unbest. G leichungen 
zw eiten  und  höheren  G rades he raus.

S p o r e r ,  N iedere A nalysis. j
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können vielmehr für die eine dieser Unbekannten einen 
beliebigen W ert ansetzen und erhalten dann immer für 
die andere U nbekannte einen zweiten W ert. So erfüllen 
z. B . die obigen Gleichungen die W ertepaare

x =  0, ~2~) 1) 2, 3 

1 3  1

y = 3 - ! p  2 x >  2> T ’ ~ 1 u> B- w’
U nter den unendlich vielen W ertepaaren von x 

und y ,  die w ir au f diese A r t  erhalten , können nun 
auch solche se in , für die sowohl x  als auch y ganze 
Zahlen sind, und es ist gerade unsere Aufgabe, au3 den 
obigen W ertepaaren diese ganzzahligen und unter diesen 
insbesondere wieder diejenigen auszuscheiden, die so­
wohl für x als auch fü r y positiv sind. E in  solches 
W ertepaar fü r die obige Gleichung ist z. B. x =  1, y =  2.

2. Sind m ehr als zwei U nbekannte gegeben, so 
können w ir zwei Fälle unterscheiden. E s können näm­
lich zu deren Bestim mung eine oder mehrere Glei­
chungen dienen. Unsere Aufgabe ist aber auch je tzt 
noch wesentlich dieselbe.

§ 9. Die Auflösnngsmethode von Euler.
1. Is t irgend eine Gleichung des ersten Grades 

ax +  by =  c gegeben, so ist klar, daß  w ir zunächst an­
nehmen dürfen, daß a, b  und c ganze Zahlen sind 
und daß a, b und c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
besitzen. W äre letzteres der Fall, so könnten w ir durch 
Division diesen T eiler ausscheiden. Es müssen aber 
auch die Koeffizienten a und b un ter sich relativ prim  
sein, indem sonst auch c m it a und b einen Teiler ge­



meinsam haben müßte, wenn die Gleichung durch ganze 
Zahlen auflösbar sein soll.

2. Um die von Euler angewandte Methode klarer 
zu m achen, wollen wir dieselbe an einem bestimmten 
Beispiel in Anwendung bringen.

Es sei die Gleichung 7 x - f - l l y  =  47 aufzulösen. 

W ir haben : x =  — - =  6 — y +  ^ ^  . W ir

haben also die Division durchgeführt und einen Best 
5 — 4 y
— ̂ —  erhalten. Soll x eine ganze Zahl sein, so muß

aber notwendig auch dieser Rest eine solche sein, d. h. 
setzen w ir denselben =  z, so erhalten wir eine neue 
diophantische Gleichung 5 — 4 y =  7 z oder 4 y +  7 z =  5, 
in der die Koeffizienten von z und y kleinere Zahlen
sind. Aus dieser Gleichung erhalten w ir w ieder: 

5 — 7z _ , l  — 3z
y -  4. — 1 — z n------ ^----- =  1 — z -j- u, wo u eben­

falls eine ganze Zahl sein m uß. D ie neue diophan-
1  3 z

tische Gleichung u = --------- liefert wieder

q  l  a , 1 — 4 u  1 1  — u3 z  +  4 u = l ,  z ==----- —  =  — uH  — .
ö O

Setzen w ir in  letzterem Bruch für u den W ert 1, 
so erhalten wir z =  — 1 und hieraus y =  l  — z -f-u  =  3, 
x =  6 — y -(-z  =  2.

Unsere Methode bezweckte also, a u s  d e r  g e ­
g e b e n e n  G l e i c h u n g  e i n e  a n d e r e  a b z u l e i t e n ,  
d i e  k l e i n e r e  K o e f f i z i e n t e n  h a t t e ,  a u s  d i e s e r  
w i e d e r  e i n e  m i t  n o c h  k l e i n e r n  K o e f f i z i e n t e n ,

b i s  w i r  z u l e t z t  a u f  e i n e n  B r u c h  — k a me n ,
3

Die A uflösungsm ethode von E uler. 19
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d e r  f ü r  u = l  e i n e  g a n z e  Z a h l  w u r d e .  W ir hätten 
hierbei natürlich für u auch z. B. den W ert 4 wählen 
können. W ir wären auch etwas rascher zum Ziele ge-

1 __ 3  z
kommen, wenn wir z. B . i n  ;  fü r z den W ert4

5 — 7 z
—  1 genommen hätten. A uch hätten wir y =  —----

1 4 "  z=  1 — 2 z-j-----—— setzen können. Letzteres wäre eine

ganze Z ahl geworden fü r z =  3 oder z =  7 u. s. f.

H aben w ir in  der abgeleiteten Gleichung eine 
W urzel gefunden, so finden wir rückw ärts die Lösung 
der gegebenen Gleichung, ,

3. Sind auf diese A r t  fü r x und y zwei zusammen­
gehörige W erte a und ß bestim m t w orden, so is t es 
leicht, aus diesen unendlich viele andere solche W erte­
paare abzuleiten, die alle die Gleichung a x - ) -b y  =  c 
befriedigen. Solche W erte  sind allgemein 

x =  <x +  b k , y  =  ß — ak , 
wo k  eine beliebige ganze Z ahl is t ,  wie wir sofort 
durch Einsetzen dieser W erte in  die gegebene Gleichung 
sehen. Geben wir k  alle möglichen W erte von — oo 
bis +  co, so erhalten w ir alle ganzzahligen W urzel­
paare, welche die Gleichung befriedigen.

So erhalten w ir fü r  obige Gleichung 
x =  2 + l l k ,  y =  3 — 7k.

Soll hierbei x und y positiv sein, so m uß k  notwendig 
Null sein, d. h. x  =  2, y =  3 ist das einzige P a a r  po­
sitiver W urzeln der Gleichung. A ndere ganzzahlige 
W urzeln sind z. B . in  folgendem Schema enthalten.
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k = | _ 4 | _ 3 -  2 I -  1 1 ° 1 1 2 3
4 1

5 | 6

X =  j — 4 2 | - 3 1 — 2 0 1 — 9 | +  2 +  13 | +  24 35 46 | 57 | 68

y = | + 3 l |  24 17 | 10 | 3 — 4 | — 11 — 18 — 25 — 32 - 3 9

§ 10. A uflösung durch K ettenbrüche.

1. Um die Gleichung a x — b y  =  l  für a < b  aufzu-
a

lösen, verwandelt man den Bruch in  einen K etten-b
bruch und sucht den vorletzten Näherungswert desselben, 

der —  sein möge. D er letzte Näherungswert ist dann

selbst. D ann ist im m er: a n  — b z  — +  1, und wir 
b  —

haben offenbar für x und y entweder die W urzeln
x =  -)-n, y =  -(-z oder x =  — n, y =  — z.

Sei z. B. 2 3 x — 37 y =  — 1 aufzulösen, so findet 
23

m an g y  =  ( l : 1, 1, 1, 1, 1, 4). D araus die Näherungs-

l  1 2 3 5 23 , 5
werte — , -g-, -g-, - j - ,  -g-, g y . D er vorletzte -g-

gib t das W ertepaar x =  8, y = 5  oder allgemeiner 
x =  8 +  37k, y =  5 +  23k.

2. Is t die Gleichung a x + b y  =  l  gegeben, so er­
halten wir für a < b ,  ebenso x =  -j-n , y =  — z oder 
x =  — n, y =  +  z-

3. W enn endlich die Gleichung a x  +  b y  =  c auf­
zulösen ist, folgt, abgesehen vom Vorzeichen, x =  nc, 
y =  zc.

4. Is t a > b ,  so verwandelt man ----  in  einena
K ettenbruch und verfährt ebenso.
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5. D iese A uflösung läß t sich noch wie folgt ab- 
ändern. Es sei 13x  +  5 y  =  41 aufzulösen. D er vor-

5 . 2
letzte N äherungswert von y y  ist -g - . Setzen wir 

5 x  +  2 y =  k, so liefert die A uflösung der Gleichungen 
nach x und y sofort:

x =  82 — 5 k  
y = - 2 0 5 + 13 k.

§ 11. Zwei Gleichungen m it d re i Unbekannten.

1. Es seien z. B. die Gleichungen
a x  +  b y  +  cz  =  d und a1x +  b ,y  +  c1z =  d1 

gegeben. M an kann aus diesen eine U nbekannte aus- 
scheiden und erhält dadurch eine Gleichung des ersten 
Grades, die nu r noch zwei U nbekannte enthält. Scheidet 
man etwa z  aus, und findet x =  a +  o1k, y =  /? +  /?1k, 
so setzt man diese W erte in  die eine der gegebenen 
Gleichungen ein und erhält dadurch eine neue Gleichung 
zwischen k und z. Diese, nach k  und z aufgelöst, g ibt 
die Lösung.

2. B e i s p i e l .
4 x  +  3 y  +  2 z  =  16, 5 x  +  6 y  +  7 z  =  38. 

y eliminiert, g ib t 3 x  — 3 z =  — 6 oder x — z =  — 2. 
H ieraus durch E rra ten  x =  0 ,  z =  2 oder allgemein 
x =  k, z =  2 +  k. S etzt man diese W erte in die erste 
gegebene Gleichung e in , so findet m an: 6 k  +  3 y = 1 2  
oder 2 k  +  y =  4, k =  l  +  u, y =  2 — 2u,  und hieraus 
x =  l  +  u, z =  3 +  u.

G ib t man u alle möglichen ganzen W erte, so er­
hält man z. B . :
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u  = — 3 —  2 — 1
0

1 2 3 4 5 6

X  = —  2 — 1 0 1 2 3 4 5 6 7

y = 8 6 4 2 0 —  2 — 4 — 6 — 8 — 10

z = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sollen x, y und z positiv sein, so g ib t es nu r die 
W ertegruppen, die zu u =  — 1, u =  0 und u =  1 ge­
hören.

§ 12. Eine Gleichung des ersten  Grades m it d rei Un­
bekannten. a x  +  b y  +  c z  =  d.

1. Soll eine solche aufgelöst werden, so dürfen auch 
in dieser die W erte a, b, c keinen gemeinschaftlichen 
Teiler besitzen, der nicht auch in  d enthalten ist. Die 
Lösung selbst enthält in den A usdrücken für x, y und 
z zwei Unbestimmte. E in  Beispiel w ird auch hier den 
Gang der Lösung am besten zeigen.
5 x  +  9 y — 2 z  =  17,

17 +  2 z  — 9y  
x _  5 
5 p  =  2  +  2 z — 4 y ,

2 z  +  2 — 5 p
y =    =

2 +  2 z — 4 V 
3 — yH k —  = 3 — y +  p

2 +  2 z — p
4
P

- p + q .

4 q  =  2 +  2 z — p, z =  2 q  — 1 +  — , p =  2r ,

z =  2 q + r — 1, y =  q — 2 r , x =  4 r  — q +  3.
H ierbei sind r  und q beliebige ganze Zahlen. Setzt 

man z. B. q = l ,  r  == 2, so erhält man x =  10, y = — 3, 
z =  3.

2. Sollen nur ganze positive W erte für die Un­
bekannten bestim m t w erden, so bedarf dies beinahe
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immer einer besondern Untersuchung. W ählen wir zu­
nächst q negativ, so m üßte, dam it y positiv  ist, auch 
r  negativ sein. F ü r  q =  0 gehen die W urzeln über in 
x =  4 r + 3 ,  y =  — 2r ,  z =  r — 1, d . h .  es m üßte auch 
r  wieder negativ sein, da sonst y negativ würde, q kann 
also n icht negativ und auch nicht =  0 sein. In  beiden 
Fällen wäre sonst z negativ. I s t  dagegen q >  0, so 
g ibt es fü r jeden W ert q immer ganze positive W erte 
für die U nbekannten x, y und z , die die Gleichung 
befriedigen. So haben w ir z. B . für q =  2, fü r x, 
y und z die W erte x =  4 r + l ,  y =  2 — 2r ,  z =  3 +  r, 
es m uß dann also r  =  0 oder =  +  1 sein, dam it die 
drei W erte der U nbekannten positiv sind. F ü r  die 
W urzeln selbst erhalten wir z. B . so die W ertegruppen:

q = 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7

r  = 0 0 1 0 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2

x = 2 1 5 0 4 3 7 2 6 1 5 3 0 4

y = 1 2 0 3 1 2 0 3 1 4 2 0 5 3

z = 1 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 13 11

§ 13. R ationale pythagor. D reiecke. x 2 +  y a =  z".

1. Es ist x ’ =  z s — ys =  (z +  y ) ( z — y). S etzt man
m . n ms-f-n8

z 4- y =  —  .x , z — y =  —  . x, so is t z =  —  x,J n  J m 2 m . n ’
m  2 ^ 2

y =  — ——  x. H ieraus erhält man die ganzzahligen

Lösungen x =  2 m n, y =  m ’ — n*, z =  m s +  n*.
Solche rationale ganzzahlige W urzeln der Glei­

chung x* +  y* =  zs sind z. B. gegeben du rch :
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m = 1 1 1 1 1 2 2 2 3

n = 2 4 6 8 10 3 5 7 4

x = 4 8 12 16 20 12 20 28 24

y = 3 15 35 63 99 5 19 45 7

z = 5 17 37 65 101 13 29 53 25

W ir haben hierbei m und n  nicht beide ungerade 
oder gerade und relativ  prim  angenommen. Aus jeder 
Lösung gehen deren unzählige hervor (durch M ulti­
plikation m it einer beliebigen ganzen Zahl). Irgend 
drei W urzeln x, y, z der obigen Gleichung können als 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefaßt werden.

A n m e r k u n g .  Ein weiteres Eingehen auf die Glei­
chungen des zweiten und höheren Grades müssen wir uns 
hier versagen, da dieselben doch mehr ins Gebiet der Zahlen­
theorie fallen. Im übrigen verweisen wir auf E u l e r s  
A l g e b r a  (und zwar hauptsächlich auf die s p ä t e r e n  
f r a n z ö s i s c h e n  A u s g a b e n ) ,  in der eine Menge von 
Beispielen solcher Gleichungen des zweiten und höheren 
Grades behandelt sind.
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I I .  A b s c h n i t t .

Kombinationslehre. Determinanten
I I I .  K apitel. 

Kombinationslehre.
§ 14. Aufgabe der K om binationslehre. Elemente.

Gruppen. E inteilung.
1. D ie Kom binationslehre behandelt die Gesetze, 

nach denen eine gewisse A nzahl von Einzeldingen oder 
G rößen ohne Rücksicht auf ihre Beschaffenheit sich 
zusammensetzen lassen. Diese Einzeldinge führen die 
Bezeichnung E l e m e n t e  und werden durch Ordnungs­
zahlen (Buchstaben oder Ziffern) bezeichnet.

2. M ehrere zusammengestellte Elemente bilden eine 
G r u p p e  oder eine K o m p l e x i o n .  So is t a b c  eine 
solche aus den Elementen a, b und c; ebenso 4132 von 
1, 2, 3, 4.

3. D ie Kom binationen selbst zerfallen wieder in 
P e r m u t a t i o n e n ,  K o m b i n a t i o n e n  i m  e n g e r n  
S i n n e  und V a r i a t i o n e n .

P e r m u ta t io n e n .
§ 15. Bildung und Anzahl der Perm utationen  aus lau ter 

verschiedenen Elem enten.
1 . 2 . 3 . 4  =  41 1 . 2 . 3 . . .  n =  n 1 P  (n) =  n !

1. E ine A nzahl Elemente p e r m u t i e r e n  oder 
u m s t e l l e n  heiß t, dieselben in  alle möglichen Reihen­
folgen bringen. So sind die P erm utationen von
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a, b, c: a b c  a c b  b a c  b c a  c a b  c b a
1, 2, 3, 4 : 1234 2134 3124 4123

1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321.

Alle Perm utationen , die mit demselben Eie-
ment beginnen, bilden eine O r d n u n g ,  die m it 2 oder 
3 oder mehreren gleichen Elementen beginnen, eine 
U n t e r o r d n u n g .  Folgen in  einer Perm utation die 
Elemente nicht in ihrer natürlichen Reihenfolge, so 
bilden sie eine I n v e r s i o n .  So enthält 2413 die In ­
versionen 21, 41, 43. Die A nzahl aller möglichen P e r­
m utationen aus n Elem enten wird m it P  (n) bezeichnet.

3. Um die P erm utationen der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 
zu erhalten, gehen wir aus von den Perm utationen der 
Elemente 1, 2, 3, 4 und setzen das Elem ent 5 sowohl 
vor als nach den einzelnen Perm utationen, sowie auch 
zwischen je  zwei Elemente jeder Perm utation von 1, 2, 
3, 4. So erhalten wir z. B. aus 3214 die Perm utationen:

53214 35214 32514 32154 32145.
4. A ls Anzahlen der möglichen Perm utationen er­

gibt sich hieraus sofort:
p  (0) =  1 =  1! P  (4) =  4 . P  (3) =  1 . 2 . 3 . 4  =  4!
P  (2) =  1 . 2  =  2! P  (5) =  5 .  P  (4) =  1 . 2 . 3 . 4 . 5  =  5!
P (3) =  1 . 2 . 3  =  3! P (6) =  6 . P (5) = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6  =  6!

P  (n) =  1 .  2 . 3 . 4 . 5 . . .  n =  n !
D a s  a b g e k ü r z t e  P r o d u k t  n!  w i r d  n F a k u l t ä t  

g e l e s e n .
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§ 16. P erm utationen aus teilw eise gleichen Elementen. 

P '(n )  =  - , n j .
w  a \  ß \ y l

Um die A nzahl der Perm utationen aus Elementen 
zu bilden, die n icht alle verschieden sind , z. B. aus 
1. 1, 1, 2, 3, 4, versehen w ir die gleichen. Elemente zu­
nächst m it Indices 1, 2, 3 und denken uns je tz t aus
1,, 12, 18, 2, 3, 4 die Perm utationen gebildet. D eren 
A nzahl ist 61 G reifen w ir un ter diesen Perm utationen 
irgend eine heraus, etwa 12 4 3 1, 5 18, so sind unter den 
übrigen noch fünf andere, 1, 4 3 12 5 18, 1, 4 3 18 5 12, 
12 4 3 1 85 1,, l 84 3 l , 5 1 2 und 184 3 1 25 1 „  die sich von 
der ersten n u r durch die Stellung der Indices un ter­
scheiden, oder sehen w ir von diesen Indices wieder ab, 
so sind u n te r den 6! Perm utationen je  31 unter sich 
gleich. D ie Z ahl 6! ist also durch 3! zu dividieren 
und w ir erhalten, wenn w ir die A nzahl der möglichen 
Perm utationen der obigen Elemente m it P '(6 ) bezeich- 

6 !
nen ,P '(6 ) =  und allgemein, wenn un ter n Elementen

!
a gleiche sind, P '(n ) =  —p. S ind noch ß andere Ele­

mente und ebenso y  weitere Elemente je  un ter sich
.  n !

gleich, so folgt ganz ebenso allgemein P '(n )  =  ^

§ 17. Perm utationen in  lexikographischer Anordnung.
1. Sind die Elemente Buchstaben und sind die P er 

mutationen wie die W örter eines Lexikons (oder wenn 
die Elem ente Zahlen sind ihrem  W erte nach) geordnet, 
so heiß t die A nordnung l e x i k o g r a p h i s c h .

2. Um die Perm utationen in  dieser A nordnung zu 
bilden, können w ir von der P erm uta tion  12345 (z. B .
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•

bei fünf Elementen) ausgehen und dieselbe von rechts 
nach links durchlaufen, bis w ir auf zwei Elemente 
stoßen, die n icht in  Inversion stehen. D ies sind hier 
die Elem ente 4 und 5. 5 setzen w ir an Stelle von 4
und erhalten so 12 3 5 4 . Y erfahren w ir h ier ebenso, 
so erhalten w ir als erstes P aar von Elementen, die nicht 
in Inversion stehen, 34 . A n Stelle von 3 setzen wir 
4  und lassen die übrigen durchlaufenen Elemente in 
ih rer natürlichen Reihe folgen, erhalten also 1 2 4 3 5 .  
H ieraus finden w ir 1 2 4 5 3 ,  dann 1 2 5 3 4  etc. Dieses 
Bildungsgesetz gilt auch für den Eall, daß die Ele­
mente teilweise gleich sind.

§ 18. Bildung einer bestimmten P ennutation  in 
lexikographischer Anordnung.

1. B e i s p i e l .  D ie 329. Perm utation von 1, 2, 3,
4, 5, 6 zu bilden.

329

Elem ente
Z ah l der vorangehenden 

P erm n ta tlo n en  
in  den O rdnungen

V oran­
gehende

O rdnungen
Elem ent R est

1 2 3 4 5 6 3 2 9 :5 ! (120) 2 3 89
1 2 4 5 6 8 9 : 4 ! (24) 3 5 17
1 2 4 6 1 7 : 3 ! (6) 2 4 5
1 2 6 5 : 2 ! (2) 2 6 1
12 1 : 1 ! (1) 0 1 1
2 1 : 0 ! (1) 0 2 1

D ie 329. Perm utation ist 35  4 612 .

W ir finden zunächst, daß die gesuchte Perm utation 
in der d ritten  O rdnung zu suchen ist, indem jede Ord­
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nung 5! oder 120 Perm utationen en thält und 120 zwei­
mal in 329 enthalten ist. D as erste Element ist also 3. 
Unsere A ufgabe ist je tz t die, von den Perm utationen 
der Elemente 1, 2 , 4 , 5, 6 die 89. zu suchen. Yon 
dieser erhalten w ir wieder als erstes Element 5 u. s. w. 
F ü h rt die D ivision auf eine ganze Zahl ohne Rest, so
ist die nächst kleinere Z ahl zu nehmen.

•

2. B e i s p i e l .  D ie 367. Perm utation  von a b b b c c d  
zu bestimmen.

3 6 7

Elem ente Z ah l der P e rm u ta tio n en  
ln  den O rdnungen

H iervon  gehen 
P e rm u ta tio n en  

v o ran I tea00r*

a b b b c c d 6 0 + 1 8 0 + 1 2 0 + 6 0 60+180+120=360 d 7
a b b b c c 1 0 + 3 0  +  20 0 a 7
b b b c c 6 +  4 6 c 1
b b b c 3 + 1 0 b 1
b b c 2 + 1 0 b 1
b c 1 +  1 0 b 1

D ie 367. Perm utation ist d a c b b b c .

Es gilt h ier gleichfalls das bei Beispiel 1 Bemerkte, 
nur enthalten die einzelnen Ordnungen nicht mehr gleich­
viel Perm utationen.

§ 19. Bestim mung d er S tellung einer Perm utation in 
lexikographischer Anordnung.

i .  B e i s p i e l .  Zu bestimmen, die wievielte P er­
mutation d a f b e c  von a b c d e f  ist.
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d a f b e c

Elem ente E lem ent
V oran­

gehende
Elem ente

V orangehende
Ferm ntationen

a b c d e f d 3 3 5! = 360
a b c e f a 0 0 4! = 0
b c e f f 3 3 3! = 18
b c e b 0 0 2! = 0
ce e 1 1 1! = 1
c c 0 0 0! = 0

zusammen 379.

d a f b e c  ist die 380. Perm utation von a b c d e f .  
(Es gehen ih r voran 379.)

2. B e i s p i e l .  D ie Stellung der Perm utation 321421 
von 112234 zu bestimmen.

3 2 1 4 2 1

Elem ente Elem ent Zahl der P erm u tationen  
in  den O rdnungen

H iervon gehen 
vo ran

1 1 2 2 3 4 3 6 0 +  CO +  30 +  30 6 0 + 6 0 = 1 2 0
1 1 2 2 4 2 1 2 + 1 2  +  6 12 =  12
1 1 2 4 1 6 +  3 +  3 0 = 0
1 2 4 4 2 +  2 +  2 2 +  2 =  4
12 2 1 +  1 1 =  1
1 1 1 0  = 0

zusammen 137.

321421 ist also die 138. Perm utation von 112234.
Das angewandte Schema bedarf in beiden Fällen 

kaum einer Erklärung. Bei einiger Ü bung kann das. 
selbe bedeutend verkürzt werden.
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Sollen von irgend einem W ort, z. B. amor, die 
Perm utationen bestimmt werden, so ersetzt man am ein­
fachsten jeden Buchstaben des W ortes durch eine Ziffer, 
also a durch 1, m durch 2, o durch 3, r  durch 4 und löst 
die betreffende Aufgabe an den Ziffern 1, 2, 3, 4 und 
ersetzt diese am Schlüsse wieder durch die entsprechen­
den Buchstaben.

•
K om b in ation en  und V aria tion en .

§ 20. Kombinationen ohne W iederholung.

c P(n) __n • (”  — 1) (n — 2 ) . . .  ( n— p +  1) _  / n\
1 . 2 . 3 . 4 . . .  p \ P /

1. K o m b i n i e r e n  o d e r  Z u s a m m e n s t e i l e n  
heißt, eine bestimmte Anzahl p von gegebenen n E le­
menten, o h n e  R ü c k s i c h t  a u f  d i e  R e i h e n f o l g e ,  
zu verbinden. D ie Kombinationen aus p Elementen 
bilden hierbei die p t e  K l a s s e  und ih re A nzahl be­
zeichnet man durch Cp(n). So sind für die Elemente 
a, b, c, d die Kombinationen der

1. K lasse (Unionen): a, b, c, d,
2. Klasse (Amben) : a b  ac  a d  b c  b d  cd,
3. Klasse (Ternen): a b c  a b d  a c d  bc d ,
4. K lasse (Quaterne): a b  cd.

2. Um die Anzahl der Kombinationen z. B. aus 
sechs Elementen zu bestimmen, geht man von den U ni­
onen, also den Kom binationen der ersten Klasse, etwa 
1, 2, 3, 4, 5, 6 aus. Jed e  dieser Kom binationen ver­
bindet man m it den übrigen fünf Elementen und erhält 
daraus 6 . 5 =  30 Gruppen zu je  zwei Elementen. Ver­
bindet man auch hier jede G ruppe m it jedem der vier 
fehlenden Elemente, so ergeben sich 6 . 5 , 4  Gruppen zu 
drei Elem enten, ebenso 6 . 5 . 4 . 3 Gruppen zu vier 
Elementen u. s. w. Alle diese G ruppen treten aber in
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ihren sämtlichen Perm utationen auf, d. h. man erhält 
die betreffende Kombinationszahl, indem man durch die 
entsprechenden Perm utationszahlen die obigen Zahlen 
dividiert. Man findet also:

c'<6>=T = (i) = 6 0‘<6> = lix H S )=15
= «’• < « > = o x r H ) = *

= © - •
Allgemein i , tC T ( .) = ° - (°  P + 1 ) -=(“)

D er a b g e k ü r z t e  Q u o t i e n t  w i r d  n ü b e r

p g e l e s e n .

§ 21. Kombinationen m it Wiederholung.

wC>»(n)=(n +  J - 1).

D arf bei der B ildung einer Kombination ein E le­
ment mehr als einmal verwandt werden, so entstehen 
die Kombinationen m it W iederholung. D ie aus der 
d ritten  Klasse aus den Elementen 1234 sind so z. B .: 
111 112 113 114 122 123 124 133 134 144
222 223 224 233 234 244 
333 334 344 
444.

A ddiert man zu den Ziffern dieser Kombinationen 
die Ziffern 0, 1, 2, so gehen dieselben über in die Kom­
binationen d ritte r Klasse ohne W iederholung aus 6 Ele­
menten, nämlich in :

c’<6> = T n H 6 

c,<6> = n r l

S p o r e r ,  N iedere A nalysis. B
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123 124 125 126 134 135 136 145 146 156
234 235 236 245 246 256
345 346 356
456.

D ie A nzahl der K om binationen der d ritten  Klasse 
mit W iederholung aus 4 E lem enten is t also

=  20.

Ganz ebenso erhält man aus den K om binationen 
m it W iederholung der pten K lasse durch A ddition  der 
Ziffern 0, 1, 2 . . . ,  p — 1 zu den einzelnen Elementen 
derselben dieKom binationen der pten K lasse ohne W ieder­
holung aus (n +  p — 1) Elementen. D ie A nzahl der 
Kom binationen p ter K lasse m it W iederholung aus n E le­

menten ist also wCp(n) =  ^  p ^

§ 22. T ariationen.

YP( n ) = n . ( n  — 1) (n — 2 ) . . . ( n — p + 1 )  und wVP(n) — nP.
1. B ildet man aus den einzelnen Kombinationen 

sämtliche Perm utationen, so entstehen die Y ariationen. 
U nter diesen unterscheiden w ir w ieder zwischen Y a­
riationen ohne W iederholung und Y ariationen mit 
W iederholung.

2. D ie Anzahl der V ariationen ohne W iederholung 
ergibt sich sofort aus der A nzahl der Kombinationen 
ohne W iederholung, es is t die A nzahl der Y ariationen 
p te r K lasse aus n Elementen

V(n)P =  n . ( n  — l ) ( n  — 2 ) ( n - 3 ) . . . ( n  — p +  l ) = ^ ^ [

3. Um  die A nzahl der V ariationen m it W ieder­
holung zu erhalten, geht man von den Variationen der 
ersten Klasse aus. D eren A nzahl is t n. Jed e  dieser
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Variationen verbindet man m it jedem der n Elem ente 
und erhält dadurch die Variationen der zweiten Klassei, 
deren A nzahl =  n a ist.

Jede dieser V ariationen verbindet man mit jedem 
der n Elemente und erhält dadurch die A nzahl der Va­
riationen der 3. K lasse — n8. Ebenso findet man ganz 
allgemein wVp(n) — np-

§ 23. Eigenschaften des Binomialkoeffizienten.
1. Es ist:

(a +  b)"

=*’+ ( ; )  . - v +  © .  . - v +  f t ) . . - v . „ + » \
(Vergl. Sammlung Göschen, Algebra, § 30.)

D ie Kom binationszahlen sind also nichts anderes 
als Binomial-Koeifizienten.

F ühren wir für a” und b" noch die Koeffizienten 

UI,d (n j  e'ni) so erhalten w ir, da =  =  l  ist:

(a+ b)p =  ( “) . a ' 1 +  ( “)a> '-1b + (“ ) a " - V + . . .  +  ( “).b"

"»b» ö = ( „ d p }
2. Setzen w ir a =  b =  ]

S M ! 0 + (;)+ (;;
3. Setzen wir dagegen

0 : (;)+ © - f t )



4. E s is t

36  K om binationslehre.

( - r ) =
(n +  1) n ■ (n — 1 ) . . .  (a — p +  2) 

1 .  2 . 3 . . .  p
_  n (n — l ) . . . ( n — p + 1 )  n ( n — l) (n  — 2) .  (n — p +  2' 

p! +  ( p - l ) l

H ieraus durch A ddition :

c, i 1H - i ) + c = 3 + ( ; - 5 + - + f c &
5. Aua ( l + * ) “ - l + ( g , +  (“ )*■ +  ■•• +  (“ ) * “ 

und (x +  i f  —  ( f  j J - 1 -f- ((?) J - 2 +  . . . +  ( i

folgt durch M ultip likation:

(1 + ^ = 1 + (“ + '* ) .+ (“ t - (’)*, + - + (ü+®

4 +Q‘+©‘-"')(*'+(?y-i+©
Setzen wir in  diesen beiden A usdrücken die Koeffi­

zienten der Potenzen von x  einander gleich, so erhalten 
wir z. B .:

(ai')-*+0©+0®+ö®+-+öö
(a  < ß ). H ieraus:
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D e t e r m i n a n t e n .
§ 24. Deiinition der D eterm inanten.

1. Sind uns etwa die folgenden 16 Größen

ai a« as a4 b, b. bs b« ci c» Ca °4 d2 d3 d4
gegeben und bilden w ir aus diesen G rößen Produkte, 
welche vier F aktoren enthalten, und kommt in  jedem 
dieser P roduk te  jede der G rößen a, b, c, d und jeder 
der vier Indices 1, 2, 3 , 4 vor, so erhalten wir im 
ganzen 24 solcher Teilprodukte.

Diese Teilprodukte lassen sich alle aus dem P ro ­
dukt a, ba ca d4 dadurch ableiten, daß w ir die P er­
mutationen der Indices 1, 2, 3, 4 bilden. Dies ge­
schieht, indem wir je  einen der Indices m it einem an­
deren vertauschen. Ä ndern wir noch bei jeder dieser 
Vertauschungen das Vorzeichen, so erhalten w ir: 

a. b 2 cs d4 — ai b» c4 d3 - f  a, bs c4 d2
— ai bs C2 d4 +  a, b4 c2 d3 — a, b4 c3 ds
+  ft2 b4 Ca d l —  a 2 b * °1 d3 +  a2 b 8 C1 d4
— a2 ba c4 d, - f  a2 b, c4 da — a2 b, ca d4
+  aa b, c2 d4 — a3 b, c4 d2 +  a3 b, c4 d,
— a3 b2 c, d4 +  a3 b4 c, d2 — a3 b4 c2 d,
+  a* b8 c 2 di — a4 b3 o, d 2 +  a4 ba c, d3
— a4 b„ c3 d, -j- a4 b, ca d2 — a4 b, c2 da .
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2. D i e s e  S u m m e  v o n  24 P r o d u k t e n  n e n n t  
m a n  e i n e  D e t e r m i n a n t e  u n d  b e z e i c h n e t  s i e  
a b g e k ü r z t  d u r c h :

A =

» i
b,

a2
b .

a s

K
C,

d. d.

b 4

d4

(a b c d)

=  2  ±  b 2 °3 d< • • '
3. Jed e  der G rößen a, b, c, d h e iß t G l i e d  oder 

E l e m e n t .  D ie A nzahl der Glieder ist 16 und all­
gemein n 2.

D i e  G l i e d e r  a u n d  e b e n s o  d i e  G l i e d e r  b, 
c u n d  d b i l d e n  j e  e i n e  H o r i z o n t a l r e i h e ,  d i e  
G l i e d e r  m i t  g l e i c h e n  I n d i c e s  e i n e  V e r t i k a l ­
r e i h e  d e r  D e t e r m i n a n t e .  D ie D eterm inante selbst 
heiß t von der 4ten O r d n u n g  oder vom 4ten G r a d e .

§ 25. 1!«'Stimmung des Vorzeichens eines Teilprodukts.
1. A u f das Vorzeichen eines Teilprodukts einer 

D eterm inante is t nu r die A nzahl der Vertauschungen 
bestimmend, die nötig sind, um es aus dem ersten Glied 
abzuleiten. Soll so z. B . von dem Teilprodukt a6 b3 c, d2 e4 
einer D eterm inante 5 ter Ordnung das Vorzeichen be­
stimmt w erden, so bilden w ir aus 5 3 1 2 4 die fol­
genden P erm utationen:

1 3 5 2 4  1 2 5 3 4  1 2 3 5 4
1 2 3 4 5.

TJm d a s  g e g e b e n e  P r o d u k t  z u  b i l d e n ,  
w a r e n  a l s o  e i n e  g e r a d e  A n z a h l  v o n  V e r ­
t a u s c h u n g e n  n ö t i g ,  u n d  d a s  V o r z e i c h e n  des­
s e l b e n  i s t  a l s o  p o s i t i v .



2. Bilden wir aus dem Produkte a, b, c3 einer 
D eterm inante 3 te r O rdnung durch cyklische Ver­
tauschung die neuen P rodukte a, b3 cs, a3 b2 c,, so sind, 
um jedes P roduk t in  das vorangehende überzuführen, 
2 Vertauschungen nötig, also haben alle drei P rodukte 
dasselbe Vorzeichen und zwar das Vorzeichen — .

D u r c h  c y k l i s c h e  V e r t a u s c h u n g  d e r  I n -  
d i c e s  ä n d e r t  s i c h  a l s o  d a s  V o r z e i c h e n  d e r  
T e i l p r o d u k t e  e i n e r  D e t e r m i n a n t e  d e s  3 t e n  
G r a d e s ,  o d e r  a l l g e m e i n e r :  u n g e r a d e n  Gr a d e s »  
n i c h t .

3. Ganz ebenso findet man, daß d u r c h  c y k l i s c h e  
V e r t a u s c h u n g  d e r  I n d i c e s  b e i  d e n  T e i l p r o ­
d u k t e n  e i n e r  D e t e r m i n a n t e  g e r a d e r  O r d ­
n u n g  d a s  V o r z e i c h e n  s i c h  b e i  j e d e r  V e r ­
t a u s c h u n g  ä n d e r t .  So entstehen also z. B. aus 
-f- a, b2 c3 d4 die T eilp rodukte:

— as b3 c4 d, +  a3 b4 c, d2 — a4 b, c, d, 
auf diese A rt.

§ 26. B erechnung der Determ inante d r itte r  Ordnung.

1. A us dem Obigen ergib t sich für die Berechnung 
der D eterm inante 3 ter O rdnung die folgende Regel:

B erechnung der D eterm inan te  d r itte r  O rdnung. 39

al a2 a3 8. a3 a3
b. b2 b, b, b» b,
Cl C2 C3 ci C2 cs

W i r  s c h r e i b e n  d i e  D e t e r m i n a n t e  z w e i ­
m a l  n e b e n e i n a n d e r ,  b e g i n n e n  m i t  d e n  W e r ­
t e n  a d e r  e r s t e n  D e t e r m i n a n t e  u n d  l e s e n  i n  
d e r  R i c h t u n g  d e r  D i a g o n a l e  n a c h  r e c h t s
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a b w ä r t s .  D i e s e  P r o d u k t e  h a b e n  d a s  V o r ­
z e i c h e n  + ,  a l s o :

a, b2 ca +  aa ba c, +  as b,  ca.
H i e r a u f  g e h e n  w i r  a n s  v o n  d e n  "W erten  a 

d e r  2 t e n  D e t e r m i n a n t e  u n d  l e s e n  w i e d e r  i n  
d e r  R i c h t u n g  d e r  D i a g o n a l e ,  d i e s m a l  a b e r  
n a c h  l i n k s  a b w ä r t s  u n d  e r h a l t e n :

—  a, ba ca — aa b, ca — aaba c,.
2. B e i s p i e l :

1 4 9 1 4 9
4 9 16 4 9 16
9 16 25 9 16 25

4 =  +  1 . 9 . 25 +  4 . 16. 9 +  9 . 4 . 16 — 1 . 16.16 — 
4 . 4.25 — 9 . 9.9  =  — 8.

§ 27. Vertauschung von Horizontal- und V ertikalreihen.

1. Aus der Definition der D eterm inante folgt un­
m ittelbar:

D e r  W e r t  e i n e r  D e t e r m i n a n t e  ä n d e r t  
s i c h  n i c h t ,  w e n n  m a n  a l l e  H o r i z o n t a l r e i h e n  
m i t  a l l e n  V e r t i k a l r e i h e n  v e r t a u s c h t ,  d. h. 
d i e  D e t e r m i n a n t e  u m  e i n e  D i a g o n a l e  d r e h t .  
E s is t also z. B . :

ai &2 a3 a. b, Cl
b, b, b, = r ba c2

ci C2 C» a3 ba C3

2. Ebenso erhalten w ir:
E i n e  D e t e r m i n a n t e  ä n d e r t  i h r  V o r ­

z e i c h e n ,  w e n n  e i n e  H o r i z o n t a l r e i h e  ( o d e r
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V e r t i k a l r e i h e )  m i t  e i n e r  a n d e r e n  H o r i z o n t a l ­
r e i h e  ( V e r t i k a l r e i h e )  v e r t a u s c h t  w i r d .  

B e i s p i e l :

1 2 3 7 4 12
7 4 12 =  — 1 2  3
5 3 1 5 3 1

3. S i n d  i n  e i n e r  D e t e r m i n a n t e  a l s o  z w e i  
g l e i c h e  H o r i z o n t a l r e i h e n  o d e r  V e r t i k a l ­
r e i h e n  e n t h a l t e n ,  so  i s t  i h r  W e r t  s t e t s  N u l l ,  
d a  d u r c h  e i n e  V e r t a u s c h u n g  k e i n e  Ä n d e r u n g  
i n  i h r e m  W e r t e  e i n t r i t t .

B e i s p i e l :
1 2  3 2
4 3 7 3
5 6 11 6
7 3 0 3

4. U n t e r s c h e i d e n  s i c h  z w e i  H o r i z o n t a l ­
r e i h e n  ( ode r  V e r t i k a l r e i h e n )  n u r  d u r c h  e i n e n  
b e s o n d e r e n  F a k t o r ,  so  v e r s c h w i n d e t  d i e  
D e t e r m i n a n t e  g l e i c h f a l l s .  D ieser F ak to r  ist 
offenbar auch ein F ak to r der ganzen Determ inante und 
kann als solcher ausgeschieden w erden, wodurch die 
Determ inante zwei gleiche Reihen erhält.

§ 28. Addition besonderer D eterm inanten.
1. H a b e n  z w e i  D e t e r m i n a n t e n  d e r s e l b e n  

O r d n u n g  a l l e  H o r i z o n t a l r e i h e n  o d e r  V e r t i k a l ­
r e i h e n  b i s  a u f  e i n e  g l e i c h ,  so w i r d  i h r e  
S u m m e  e r h a l t e n ,  i n d e m  m a n  d i e  E l e m e n t e  
d e r  u n g l e i c h e n  H o r i z o n t a l r e i h e n  ( r e s p .  V e r -
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t i k a l r e i h e n )  a d d i e r t  u n d  d i e  ü b r i g e n  R e i b e n  
u n v e r ä n d e r t  l ä ß t .

a, b, c, ßt r. ai + “i bi + ^ ,  ° i+ y ,
a2 bs c2 + a2 b* = a8 b8 c2

b3 C3 a3 b3 C3 a3 b3 C3
Analoges g ilt bezüglich der Subtraktion.

2. In  V erbindung m it dem in  Nummer 3 und 4 
des vorigen Paragraphen  Gefundenen folgt daraus 
w ieder:

E ine D e t e r m i n a n t e  w i r d  n i c h t  g e ä n d e r t ,  
w e n n  m a n  z u  j e d e m  E l e m e n t  e i n e r  R e i h e  d i e  
m i t  k o n s t a n t e n  F a k t o r e n  m u l t i p l i z i e r t e n  
E l e m e n t e  e i n e r  a n d e r e n  o d e r  a u c h  m e h r e r e r  
s o l c h e r  a n d e r e r  R e i h e n  h i n z u f ü g t .

B e i s p i e l :

1 2 3 1 2 3
1 4 9 == 2 6 12
1 8 27 1 8 27

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 4 9 + 1 2 3 = 1 4 9
1 8 27 1 8 27 1 8 27

3. Ebenso finden w ir:
W e n n  d i e  E l e m e n t e  e i n e r  R e i h e  g l e i c h  

s i n d  d e n  S u m m e n  d e r  m i t  k o n s t a n t e n  F a k ­
t o r e n  m u l t i p l i z i e r t e n  e n t s p r e c h e n d e n  E l e ­
m e n t e  a n d e r e r  R e i h e n ,  so  i s t  d e r  W e r t  d e r  
D e t e r m i n a n t e  N u l l .
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B e i s p i e l :  

yla2 +  f t a3 
A b 2 +  i t b 3

A  ° 2  “ f "  I 1  C 3

I

4. D am it is t die M ö g l i c h k e i t  g e g e b e n ,  a l l e  
G l i e d e r  e i n e r  R e i h e  b i s  a u f  e i n e s  z u m  V e r ­
s c h w i n d e n  z u  b r i n g e n .  Alsdann geht die D eter­
minante in  eine andere ü ber, die um einen Grad 
niedriger ist.

B e i s p i e l ;

a -2 a 3
¿ a 2 a 2 » 3

b , b 3
= ¿ b 2 b 2 b 8

C 2 C 3
/ l c 2 C 2 c 3

a2 a 3

I

b . b 3
=  0.

(“ C 3 c s C 3

1 4 8 12 1 0 0 0
2 0 1 3 2 — 8 1 2
5 2 1 2 5 — 18 — 3 —  1
3 1 4 3 3 — 11 2 — 2

D ie 2te V ertikalreihe entsteht durch Subtraktion 
der Glieder der m it 4 m ultiplizierten ersten, die dritte 
ebenso durch Subtraktion der m it 2 multiplizierten 
Glieder der 2ten V ertikalreihe und die vierte endlich 
durch Subtraktion der Glieder der 2ten und 3ten V er. 
tikalreihe. Setzen wir noch den F ak to r 1 vor die 
Determinante, so folgt daraus:

8 1 2
ü =  — 18 — 3 — 1

11 2 — 2
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§ 29. Subdeterm inanten.
1. U n t e r d r ü c k t  m a n  i n  e i n e r  D e t e r m i n a n t e  

e i n e  A n z a h l  v o n  H o r i z o n t a l -  u n d  d i e  g l e i c h e  
A n z a h l  v o n  Y e r t i  k a l r  e i h e n  , so  e r g i b t  s i c h  
e i n e  S u b  d e t e r  m i n  a n t e .  So sind von der D eter­
m inante

a4

b,
b3
b4

Cl
%
C 3

d,
d,
ds
d4

z. B. die folgenden D eterm inanten Sübdeterm inanten

a, c, d, c3 d2 b2 a3 C2
a2 c2 d2 ) c.  d8 b8 und a* c4
a4 C4 d4 c4 d4 b4

2. Bezeichnen w ir die zum W erte a, gehörige 
Subdeterm inante m it ait  die etwa zu c3 gehörige m it y3, 
so erhalten w ir fü r die B erechnung einer Determ inante

d =  ai “ i +  a 2 “a +  as “s +  • • • »der 
d = a i “i + b j  ßi + c ,  yl - f  . . .

So ist z. B.

ai bj c,
a2 ba c2 = a l b^ ; + b ,
as b8 c,

3. W eite r folgt unm ittelbar aus § 27, daß z. B.
ai ßi +  ßt  +  ß3 +  . • • = 0  ist.

So ist in Bezug au f die letztere D eterm inante

° 2 » 2

c. a_ +  c.
a 3  b 3

bs c2
b 3 C3

+  b, + c» =  0 und
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b,
b„ +  b3 + C3

b, = 0.

Bei diesen U nterdeterm inanten ist zu beachten, 
daß die Reihenfolge der Buchstaben und Indices genau 
eingehalten wird. Diese Reihenfolge ist abc febc, so 
daß auf b also c und dann erst a folgt. Ebenso folgt 
auf 2 die Zahl 3 und auf diese die Zahl 1 bei der 
dreireihigen Determ inante.

§ 30. M ultiplikation zw eier D eterm inanten.
1. Jed e  D eterm inante kann auf einfache A rt in 

eine solche höherer Ordnung verwandelt werden; wie, 
zeigt am einfachsten ein Beispiel:

b
d

b
d
0
0

2. W erden zwei D eterm inanten der dritten Ord­

al b , ci “ i ßi n
b 2 C8 u n d «3 ß3 7,

a3 b 3 C3 «8 ß3 7s

nung

neue D eterm inante dargestellt werden und zwar ist 
dasselbe:

a, <x,+ b, /? ,+ c, y ,, a, «2+ b ,  ßt +  c, y2, a, a3+ b ,  /? ,+  c, y3 
a2“ i-t- b2 /3, + c 2 7 1, a2 a2+ b 2 02+ c 2 j<2, a2 o8+ b 2 /?8+ c 2 y3 

a3 “i + b 3 /91+ c 3 y1, a3 a2+ b 8 /J2+ c 3 y„ a3a3+ b 3 ß3+ o a y.s 
Zerlegen wir nämlich diese D eterm inante nach 

§ 28 in  27 andere D eterm inanten, so verschwinden von
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diesen 21, und es bleiben nur noch secbs Determ inanten 
übrig, die alle die eine D eterm inante zum F ak to r haben. 
Setzen wir diesen F ak to r vor eine K lam m er, so ist 
dann der Klam m erausdruck die zweite D eterm inante. 
W ir wollen, um den Gang des Beweises zu zeigen, uns 
auf ein P ro d u k t zweier D eterm inanten 2 ter Ordnung 
beschränken.

+

a b 
c d

a a, 
ay,

a a 
a y

h ß  
b <5

a  ß
y i

C a  +  d/9 
c y — d 5

c a 
cy

d/9
d i

+

+

a a 
a y

a a b /?, ca-f- d ß  
& y - \ - b  ö, c y d  <5

j h ß ,  Ca +  d/?
| b i ,  c y - | - d i  

bd ß
d y

+
b i

C a

cy

— b c
a  ß

a ß a b a ß

V i c d 7 i-f- 0  =  (a d — b c)

3. Sind die D eterm inanten n icht von derselben 
O rdnung, so werden sie zuerst in solche derselben 
Ordnung verwandelt. Sind die D eterm inanten höherer 
O rdnung als der d ritten , so ist das P roduk t von ana­
loger Form.

§ 31. Auflösung der linearen  Gleichungen m it m ehreren 
U nbekannten.

1. Lösen wir die Gleichungen 
a, x +  b, y -f- c, =  0 
a ,x  +  b2y + c 8= 0  

nach x und y auf, so erhalten w ir:
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. K  C2 b‘¿ °1 _
a, b 2 — a2 b,

b, c, a, b, c, b, a, b,
b2 c2 a2 b2 °2 b2 a2 b2

c, a, ä, b, a, c, a, b,
c2 a2 a2 b2 a2 c2 a2 b2a, b2 — a2 b,

2. Soll die W erte x und y noch eine d ritte  Glei­
chung a3x + b 3y +  c3 =  0 erfü llen , so folgt, wenn w ir 
die für x und y gefundenen W erte in diese Gleichung 
einsetzen, unm ittelbar:

b« c. c, a. a, b.
ft3

i i
b2 c2 +  b3

i i
c2 a2 +  C3

1 1
a2 b2 = 0

o d er:

b2
b.

c.
c2
C„

0.

D i e s e  D e t e r m i n a n t e  s t e l l t  a l so d i e  B e ­
d i n g u n g  d a r ,  d a ß  o b i g e  d r e i  G l e i c h u n g e n  
g l e i c h z e i t i g  g ü l t i g  s i n d .

3. Haben wir ebenso die Gleichungen 
ai x +  b, y +  c, z +  d, = 0  
a2x +  b2y +  c2z +  d2= 0

a3x +  b3y +  c3z +  d3 =  °.
so folgt aus diesen sofort, wenn wir dieselben als Glei­
chungen für x und y allein ansehen:

b ,

b2
b.

c, z +  d, 
c2 z +  d2
ca z +  d3

: 0 oder

a i b . C! a . b , d i
z . a2 b2 c2 + a2 b2 d2

a 3 b 3 C3 a s bs d,
=  0
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und ebenso:

a l b , d , a , b , c ,

b a d a : a a b a C a

a 3 b 3 d 3 a s b , C 3

d , b , ° i a t b , C X

d 2 b 2 C  2
a 2 b a c a

d 3 b 3 C 3 a 3 b 3 C 3

a , d , C 1 a i b k C !

& 2 d 3 c 2 : 8 .2 b 2 C 2

a 3 d 3 C 3 a 3 b 3 C 3

y =  —

S o l l  a l s o  d e r  W e r t  e i n e r  U n b e k a n n t e n  
a u s  d e n  o b i g e n  d r e i  G l e i c h u n g e n  g e b i l d e t  
w e r d e n ,  so g e h t  m a n  a u s  v o n  d e r  D e t e r ­
m i n a n t e  d e r  K o e f f i z i e n t e n  d e r  U n b e k a n n t e n .  
D i e  U n b e k a n n t e  i s t  d a n n  i m m e r  g l e i c h  d e m  
n e g a t i v e n  W e r t e  e i n e s  B r u c h e s ,  d e s s e n  N e n ­
n e r  d i e s e  D e t e r m i n a n t e  u n d  d e s s e n  Z ä h l e r  
e i n e  D e t e r m i n a n t e  i s t ,  d i e  a u s  d e m  N e n n e r  
d a d u r c h  h e r v o r g e h t ,  d a ß  d i e  K o e f f i z i e n t e n  
d e r  U n b e k a n n t e n  d u r c h  d i e  A b s o l u t g l i e d e r  
d e r  G l e i c h u n g  e r s e t z t  w e r d e n .

4. Is t außer den obigen drei Gleichungen noch 
eine vierte gegeben: a4x -)-b 4y +  c4z - |-d 4 =  0, so finden 
w ir für das gleichzeitige Bestehen dieser Gleichung 
wieder wie oben:

b,
bs
b 3

b.

ci

C 3

Ci

<1.
d2
d. =  0 .



A uflösung de r linearen  G leichungen. 49

H ieraus folgt, daß die für drei U nbekannte an­
gegebene Hegel auch für vier U nbekannte und über­
haupt allgemein gilt.

5. B e i s p i e l .
3 x  +  5 y — 13 =  0 
2 x  +  3 z  — 18 =  0 
2 y — z — 1 =  0

: _ 8 : —  8 =  1
— 13 5 0 3 5 0

X  = ------ — 11 0 3 2  0 3
— 1 2 — 1 0 2 — 1

3 — 13 0 3 5 0
y =  — 2 — 11 3 2  0 3

0 —  1 —  1 0 2 —  1

3 5 — 13 3 5 0
z = --- 2 0 — 11 : 2  0 3

0 2 — 1 0 2 — 1

= — 16: — 8 = 2

= — 24: — 8 = 3 '

1 Ü ber eingehendere  U ntersuchungen  verg l. e tw a  Hesse, 
D eterm inan ten , oder Salm on-Fledler, A lgeb ra  der lin ea ren  T ran s­
form ation , oder B altzer, D eterm inan ten .

S p o r e r ,  N iedere A nalysis . t



5 0  A rithm etische R eihen h ö h e re r O rdnung.

I I I .  Abschnitt.

Arithmetische Reihen höherer Ordnung. 
Figurierte Zahlen. Interpolation.

Y. K apitel.

Arithmetische Reihen höherer Ordnung.'

§ 32. Entstellung der arithm etischen Reihen.
D ifferenzenreihen.

1. Setzt man in dem Ausdruck
yx =  a0x -f~ a ,x  -J- an_ 1 x -f- an

für x nacheinander die W erte 0 , 1, 2, 3, . . . oder all­
gemeiner die -Glieder einer arithm etischen Reihe der 
ersten Ordnung, so erhält man W erte

Yo> Tii y2> ^3» y4 • • • 
welche eine a r i t h m e t i s c h e  R e i h e  d e r  n t e n  O r d ­
n u n g  bilden.

2-< Bezeichnet man m it Ayp die Differenz y ^ j  — yp> 
so Kat man
A y p =  a 0 ( ( p  +  l ) » _ p « )  +  a , ( ( p  +  l ) " ' 1-  p - 1)  +  . . .

=  a 'o P" 1 +  a'i P" 2 +  P" 3 +  • • ■ + a 'n_ 1.
E ntw ickelt man nämlich die Potenzen von (p -f- 1), 

so verschwindet das G lied m it p n. Setzt man anstatt 
p wieder x, so folgt aus der Definition der arithm eti­
schen Reihen unm ittelbar, daß die Reihe der Diffe­
renzen

1 D ie eraten aritlim. Reihen finden sich bereits in  Stifels Arith-
m etlca Integra.



¿ y 0> ^ y ..  ¿y*. 4 y3. •••
eine arithmetische R eihe der Ordnung (n — 1) bildet.

3. Bezeichnet man ebenso die Differenzen der auf­
einanderfolgenden G lieder dieser Reihe m it 4*y, so er­
hält man eine Reihe der Ordnung fn — 2)

d 2yc) A’yt , A2y2, 4 2y3, . . .
F äh rt man so fort, so kommt man zuletzt auf eine 

Reihe der ersten Ordnung, deren sämtliche Differenzen 
gleich sind.

4. I s t  die Reihe z. B. gegeben durch y = 2 x 3-J-x2—x + l ,  
so erhält man daraus die
Reihe der 3. O rdn.: 1 3 19 61 141 271 . . . und die
I. D ifferenzenreihe: 2 16 42 80 1 3 0 . . .
I I .  D ifferenzenreihe: 14 26 38 50 62 . . .
I I I .  Differenzenreihe: 12 12 12 12 . . .

5. Allgemein erhält man
y„ y, ys y3 y4 ...................(arithmetische Reihe),
Ay0 Ay, Äy2 Ay3 ............. (I. Differenzenreihe),
A2y0 A2yt A2ya A zy3 . . . .  ( II . Differenzenreihe), 
A3y0 A8y. ¿ 3y2 ........... . . . ( III . Differenzenreihe),

§33. Bi ldung (los allgem einen Gliedes aus einer Reihe.
1. Soll umgekehrt aus der Reihe der A usdruck für 

das allgemeine Glied yx der Reihe bestimmt werden, so hat 
man zunächst die Ordnung der Reihe durch Bildung der 
Differenzenreihen festzustellen und erhält daraus für yx 

yx =  a„ xn +  a, X“- 1 +  a2 x“- 2 - f  . . .  +  a„.
S etzt man hierin  für x  die W erte 0, 1, 2, 3 . . ., 

so erhält man dann zur Bestimmung der Koeffizienten 
a0, a,, a2, a3, . . .  an, (n +  1) Gleichungen, indem man 
die erhaltenen W erte für yx den W erten der Glieder 
der gegebenen Reihe gleichsetzt.

Bildung des allgem einen Gliedes aus einer Beihe. 51
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2. Is t z. B . die Reihe
1 3 11 31 69 131 2 2 3 . . .

gegeben, so erhält man die O rdnung der R eihe durch 
B ildung der D ifferenzenreihen

2 8 20 38 62 9 2 .  . .
6 12 18 24 30 . . .

6 6 6 6 . . .
D a die Differenzenreihe 6, 12, 18, 24 . .  . von der 

ersten Ordnung ist, ist die gegebene Reihe von der 
dritten  Ordnung und das allgemeine Glied heiß t dem­
nach yx =  a0 x3 -f- a, x 2 -f- a2 x -\- a3. Setzt man hier 
x =  0, 1, 2, 3, so erhält man die Gleichungen 
y0— 1 =  a3 S ub trah iert man jede
j 1== 3 =  a„ a, -j- a2- |-a 3 dieser Gleichungen von 
ya= l l = :  8 a 0 +  4 a 1- f  2 a a +  a3 der nächstfolgenden, so 
y3=  31 =  2 7 a0 - |-9 a , - f  3aa -f- a3 erhält man:

2 =  a„4- a, -4-a„. H ieraus ebenso:
8 — 7a0 +  3a1 +  a2 

20 =  19 a0 +  5 a, +  a2 
6 =  6 a0 -(- 2 a,

12 =  12a0 + 2 a , ,  6 =  6 a 0, also:
a0 =  1, a, =  0, aa — 1, a3 =  1 und y =  x3 +  x +  1.

3. Z u r Bestimmung der allgemeinen Glieder yx 
dienen (n 1) Glieder der Reihe. E s müssen dies nicht 
notwendig die ersten (n -j- 1) G lieder der R eihe sein, 
doch ist dann die Bestim mung von y n icht immer so 
einfach.

§ 34. Ableitung der allgem einen Glieder aus den 
Differenzenreihen.

y * = y o  +  ( i )  J y» +  ( 2 ) ^ « +  (3) 4 , y° +  '- *
1. E s ist

y,=jfy« +  £ y » . ^ = ^ 0  +  A3y0, A! y1= A 8y0 +  A3yl>, . . .
1 D iese Formel für d a s  allg . Glied g a b  Newton.



y2= y i + ' 1y1> ^ , = ^ 1 + ^ 1» 4 , y1= 4 , y » + 4 *yi.-*- 
y3= y2+ 4 y2» 4 y s = 4 y J+ 4 2y„  42y3= 4 2y2 +  4 3y2, . . .

H ieraus erhalten w ir:
y0=y<)
y . = y o + 4 yo
y , = y 1 +  i y i = y 0+ 2 i y o + 42y» 
y 3= y»+ A y2= y« +  3 A y»+ 3 A2 y« +  A5 y<>
y4 = y 8 +  4 y3 =  y„ +  4 Ay0 +  6 d 2y0 +  4 4 3y0 +  d 4y0 
........................................................................................Allgemein

j x =  y0 +  ( 1)  4 y„ +  ( 2 )  4 2y„ +  (3)  43y,> +  • • •

2. Um die R ichtigkeit dieser Formeln zu zeigen, 
wollen w ir annehmen, sie gelte bis zu einem bestimmten x. 
Es ist dann:

y * + i= y x +  ¿y*

= y «  +  ( 1) 4 y„ +  ( 2 )  4 V« +  ( 3 )  4 3y„ +  . . .

+  A Jo +  ( 1)  4 ’ y0 + ( 2 ) ^ 0  4—

=  y» +  ( * 1 *) 4 y«+  (* t  *) 4 2y„+  (x 1 1 ) 4 3y0 + . .
(Vergl. § 23.4).

G ilt die Gleichung also für x, so g ilt sie auch für 
(x - f  1). D a sie aber für x =  1, 2, 3, 4 gilt, so gilt 
sie auch fü r x =  5, 6 u. s. w., d. h. allgemein.

3. F ü r  das allgemeine Glied erhalten w ir in  dem 
Beispiel in  § 33 auf diese A rt

y ,  =  1 +  ( l j  2 +  (2)  • 6 +  (3 ) • 6 =  xs +  x  +  1.

Ableitung der G lieder aus den Differenzenreiben. 53
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s 35. Summierung der arithm etischen Reihe.

s - = ( x t 1) y » + ( x t 1) * 4 ^ + ( x t 1)-  4Sy . + -  ™ a

SI =  A 0xn+ 1 +  A 1x" +  A 2x"-1+...

1. A us der Definition der arithmetischen Reihe 
und ihrer Differenzenreihen folgt unm ittelbar, daß, wenn 
man die Summe der Glieder von y0 bis yx mit Sx be­
zeichnet, die "Werte der Sx eine Reihe der ( n - ( - l ) te n  
Ordnung bilden, deren Anfangsglied man gleich 0 wählen 
kann und deren erste Differenzenreihe die gegebene Reihe 
ist. D araus fo lg t unm ittelbar

2. M an kann aber auch au f analoge W eise wie in 
§ 33 die Summe der Reihe bis zum xten  Gliede m it

. Sx =  A 0x”+ 1 +  A 1xn +  A 2xn- 1+ • • •
bezeichnen. Soll z. B. die Summenformel fü r die Reihe 
der d ritten  Ordnung

0 1 8 27 64 125 . .  . 
gefunden werden, so setzt man

Sx= A 0 x4 +  A , x 3 +  A 2 x2 +  A s x +  A 4 
und erhält fü r  x =  0, 1, 2, 3, 4 die Gleichungen

5 0 =  0 =  A 4, a 4= o
51 =  1 =  A 0 +  A , +  A 2 + A 3 +  A 4
52 =  9 =  1 6 A 0 +  8 A , + 4 A 2 +  2 A 3 +  A 4
53 =  36 =  81 A 0 +  27 A i +  9 A 2 +  3 A 3 +  A 4
54 =  100 =  256A 0 +  6 4 A i +  16A 2 +  4 A 3 + A 4.

H ieraus wie in § 33
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1 — A 0 +  A, +  A a +  A 3 
8 =  15A 0 +  7 A 1 +  3 A 2 +  A s 

27 =  65 A 0 +  19A 1 +  5 A 2 +  A ,
6 4 = 1 7 5 A 0 +  3 7 A , + 7 A 2 +  A ,

7 =  14A 0 +  6 A 1 +  2 A 2
19 =  5 0 A 0 +  12A 1 + 2 A 2 12 =  36A„ +  6 A 1
37 =  110A0 +  18A 1 +  2 A 2, 18 =  60A 0 +  6 A 1, also:

6 =  24 A0

~2~! -^2 =  -J"» A 3 =  0, =  0, und

ßx =  l 3 +  23 +  33 + . . .  +  x8 =  x4 4- x3 - f  - -  x2
4 1 2 4

§ 36. Schlußdifferenz. M ultiplikation der Glieder 
zw eier Reihen.

1. W ie w ir sahen, ist eine arithmetische Reihe ge­
geben durch yx= a0 xn +  a, xn—1 +  . . .  +  an. W ir fanden 
für die erste Differenzenreihe

A yx = a o ((x + i)” — xn) + ai ((x + i ) “_1— x"-1 ) + •  • •
§ 32. od er:

=  n . a0xn_1 +  a1/xn~ 2 +  a2/xn_a-(- . . 
wo a / ,  a2', as' irgend welche Ausdrücke in den Koeffi­
zienten a0, a , , a2 . . . sind. Gleicherart finden wir: 
d 2yx =  a0 . n . (n — 1)x"“ 2 +  a / 'x " “ 3 +  . . .

^ 8yx =  ao — l ) ( n  — 2)xn_8- f  a ,11̂ “- 4 -)- . . .
d 4yx =  a0 . n (n  — l) (n  — 2)(n — 3)xn—4-f- a ^ x " ' 5-)- . . .
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A1*—1 yx =  n ! a0 x -|- a 
Anyx =  n !a 0.

Bezeichnen w ir A» yx als Schlußdifferenz, so finden 
w ir also, daß  d ie  S c h l u ß  d i f f e r e n z  n u r  a b ­
h ä n g i g  i s t  v o n  d e m  K o e f f i z i e n t e n  d e r  h ö c h ­
s t e n  P o t e n z  v o n  x ,  w e l c h e  i n  d e m  a l l g e ­
m e i n e n  G l i e d  yx e n t h a l t e n  i s t .  A l l e  R e i h e n  
d e r s e l b e n  O r d n u n g ,  f ü r  w e l c h e  d i e s e r  K o e f f i ­
z i e n t  d e r s e l b e  i s t ,  h a b e n  a l s o  a u c h  d i e  g l e i c h e  
S c h l u ß d i f f e r e n z .

2. F o l g e r u n g .  D i e  n t e n  P o t e n z e n  d e r  
n a t ü r l i c h e n  Z a h l e n  b i l d e n  e i n e  a r i t h .  R e i h e  
n t e r  O r d n u n g  m i t  d e r  S c h l u ß d i f f e r e n z  n!,  
a l s o  d i e  Q u a d r a t z a h l e n  e i n e  a r i t h .  R e i h e  
d e r  z w e i t e n  O r d n u n g  m i t  d e r  S c h u ß d i f f e ­
r e n z  2!, d i e K u b e n  e i n e  d e r  d r i t t e n  O r d n u n g  
m i t  d e r  S c h l u ß d i f f e r e n z  3! u. s. w.

3. Setzen w ir für x die Glieder einer zweiten Reihe 
y 'x  =  b0 xP-f-b, x P —1 . m it der Schlußdifferenz d, 
=  p ! b0 ein, so erhalten w ir eine neue Reihe, deren all­
gemeines Glied gegeben ist durch
y x '= a0 (b0 xP-fb, xP- ! + . . )  n- f  a, (b<JxP + b1x P -I+ . ..

=  a0 b0nxnP +  c, xnP~1 + . . .
D ie Schlußdifferenz dieser neuen Reihe ist, wenn 

w ir die Schlußdifferenz der gegebenen Reihe m it d 
bezeichnen,

D  =  (n p )!a ,b .»  =  i^ d d 1-.

(Es ist a.=4rr. bo=^t)-

H ieraus folgt noch, daß ^ ^ ' D eine ganze Zahl ist.



Is t  p =  1, so erhalten w ir eine R eihe derselben 
Ordnung (vergl. § 33).

4. M ultiplizieren w ir dagegen jedes Glied mit 
dem entsprechenden Glied y ', so erhalten w ir eine weitere 
Reihe, die gegeben ist durch

zx= yx • y'x =  ao bo x“+ p + e. xn+p_1+ e2 xn+ p- 2 + . . .  
D ie Schlußdifferenz dieser Reihe ist

(n +  p) 1 _ _
D , =  (n ■+ p)l a0 . b0 =  py - d

M u l t i p l i z i e r e n  w i r  a l s o  d i e  e n t s p r e c h e n ­
d e n  G l i e d e r  z w e i e r R e i h e n  d e r  n t e n u n d d e r  
p t e n  O r d n u n g ,  so e r h a l t e n  w i r  e i n e  R e i h e  
d e r  O r d n u n g  (n +  p).

5. P o t e n z i e r e n  w i r  e b e n s o  d i e  G l i e d e r  
e i n e r  a r i t h .  R e i h e  n t e r  O r d n u n g  m i t  d e r  
Z a h l  p,  s o  e r h a l t e n  w i r  e i n e  R e i h e  v o n  d e r  
O r d n u n g  n . p.

6. Ebenso erhalten w ir unm ittelbar: z. B .: D a s  
e r s t e ,  d r i t t e ,  f ü n f t e ,  s i e b e n t e  G l i e d  e i n e r  
a r i t h .  R e i h e  b i l d e n  w i e d e r  e i n e  a r i t h .  R e i h e  
d e r s e l b e n  O r d n u n g .  Und:

A d d i e r e n  w i r  z u  d e n G l i e d e r n  e i n e r a r i t h .  
R e i h e  d e r  n t e n  O r d n u n g  d i e  G l i e d e r  e tc . e i n e r  
a r i t h .  R e i h e  v o n  n i e d r i g e r e r  O r d n u n g ,  so 
e r h a l t e n  w i r  e i n e R e i h e  d e r s e l b e n O r d u u n g .
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§ 37. Summen der Potenzen der natürlichen Zahlen. 
Die Bernoullischen Zahlen.

1. 0 1 4 9 IG . . . Quadrate der nat. Zahlen. 
1 3 5 7 . . .

2 2 2 2 . . .



_  x ( x + l ) ( 2 x + l )
3!

2. 0 1 8 27 64 125 . .  . K uben der nat.
1 7 19 37 61 . . . [Zahlen.

6 12 18 24 . . .

_  x3( x + l ) >
4

3. Ü berhaupt erhalten w ir auf diese A rt:

S (x) = _ 2~x (x + l ) ==~2~ +  ~2~>

8 ( x * ) = £ ( e  +  1 ) P * + 1 )  =  £  +  £  +  ±  *  +  * !

i'2\

5 8  A rithm etische Keihen h ö h erer O rdnung,
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3 . . .

B M = * + * +  W  J _ x . +  w  l x3
° (' j 9 2 2 ’ 6 4 '3 0  +  6 ‘ 42

/8 \
W  1
8 ‘ 3 0 x u> 8‘ w*

4. Setzen w ir allgemein die Brüche

1 T3 1  _ T I  1  n  1
6 *’ 30 ~  2 ’ 42 s> 3q — Bi u- S- Wl>

so finden w ir:
h \ /n\ in

g  (x n) — x  _i 2 L  i L-lJ ]{ x «—i _  W  j .  r. - s  i \5 /
tHx -| - n _ | _ l +  2 +  2 ’ Ki X  4 " 2 + 6

. B3 xn—5 — . . . 1 
D ie Zahlen B ,, B 2, Bs, B 4 . . .  heißen die B e r n o u l -  

l i s c h e n  Z a h l e n .  Um dieselben zu bestimmen, können 
w ir um gekehrt von der letzten Reihe ausgehen. Setzen 
wir in  dieser nämlich x =  1, so w ird S (x") =  1 und 
wir haben

1 1 i 1 i (") B ®  B + ® B  S )  B
1==i + I  +  ¥ +  T b ‘ ~ T Bs +  c B l "  8 • » « • • • •

W ird  hierin  fü r n nacheinander 2, 4, 6, 8 . . ., so 
können w ir aus der letzteren Gleichung die W erte 
dieser Bernoullischen Zahlen bestimmen. E s ist so

R  f  R  _  5  R  _  6 9 1  R  _  7  R  - 3 6 1 ?z. B. weiter B 6 — gg, B„ 273Q, B, g , Bs 51Q , 

43867 D 174611
  rrno i h t.• 798 * 10 330

1 Betreffs des B ew eises dieses Satzes m üssen w ir auf um­
fassendere W erke verw eisen oder z. B. auf K lügels math. W örterbuch
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Diese Bernoullisclien Zahlen selbst sind von großer 
Bedeutung fü r die höhere A lgebra.

5. D ie oben entwickelten Summen lassen sich ih rer­
seits wieder zur Summierung arithm . Beihen benutzen. 
Soll z. B . die Summenformel fü r eine R eibe aufgestellt 
werden, deren allgemeines Glied yx =  3 x s- t-2 x 1!- | - x —  1 
ist, so erhalten w ir fü r die Summe derselben 
Sx =  3 . S ( x 3) +  2 S (x 8) +  S (x ,) - S ( x ° )

- | x * ( x + l / + | . x ( x + l ) ( 2 x + l ) + i ^ t l i - ( x + l )  
3 . 13 9 1

= TX +TX +TX —6'x~ 1-
§ 38. Limes S (x„): x n+1 =  1 :  (1 +  n) (für n =  oo).

D ie obigen Summen fü r die Potenzen der natür­
lichen Zahlen finden verschiedene Verw endung, so 
nam entlich in  der Mechanik. H ierbei ist es oft nicht 
nötig, den W ert der Summe selbst zu kennen, sondern 
man m uß vielmehr wissen, welchem W ert der B ruch 

l n +  2n+ 3 n +  . . .  +  xn

xn+1
sich nähert, wenn x über alle Grenzen wächst.

W ir erhalten aus

s ( . - W ‘ + 1).o + ( * t I) . ^ + ( T K + . . .

aber daß der Koeffizient der höchsten Potenz von x in 
dem letzten G lied enthalten ist, und zw ar ist derselbe

1 Formeln für Stimmen dieser P otenzen ga b  zuerst Faulhaber  
in seiner Academ ia Algebra. 1831.



7—-r W i e  w ir aber sahen, ist die Schlußdifferenz
( n + l j l
n !, d. h. es is t dn y„ =  n ! und wir erhalten somit als

x“+ i
das Glied, das die höchste Potenz von x bildet, •

Unsere Summe nimm t also (wie wir auch direkt 
aus der allgemeinen Form el fü r S (xn) in § 37 hätten 
anführen können) die F orm : 

xn + 1
S (xn) =  - ^ y  +  A xn +  B x n + i- f  . . .

an. D ividieren w ir durch x’H-1, so erhalten w ir aber: 
S (x") 1 . A B
x”+t" n  +  1  x  x**1" - - -  

S x “ 1
und hieraus für x =  sc, hm

§ 39. M ultiplikation der Glieder einer arithm etischen 
Reihe m it Binomial-Koefflzienten. E igenschaften der 

le tz teren .

(o) yp -  («) yp+1+ ( 2 )  y p+*_  (3) yp+ 3 +  • • • + (Jyp+ s^ 0

(für q > n % l*1— ( j j . 2 q- f  • S*1 — • • • + ( < l+ l ) ,= =+<l!

1. Es ist offenbar für Reihen erster Ordnung 
7 p — 2 yp+i +  yp+2 = 0 .

Setzt man hierin anstatt yp d y p, so ist auch 
A yp — 2 A yp+ i +  A yp+ 2  =  0.

I s t  die Reihe der A yp aber vom ersten G rad , so 
folgt, wenn w ir an Stelle vom A y  den W ert yp- f i— yp 
einsetzen, fü r die Reihe der zweiten Ordnung: 

yP — 3 yp+! +  3 yP+ 2  — yP+s =  0.
Schreibt man an Stelle der y wieder A y, und führt an­

M ultiplikation de r Glieder. 61



sta tt des A y die Glieder einer Reihe d ritte r  Ordnung ein, 
so w ird yP — 4 y p+i  +  6 yp+ 2  — 4 yp+ 3  +  yp+4 = 0 .

W ird  auf diese A rt fortgefahren, so erhält man 
aus der Gleichung für die R eihe (q— l) te r  Ordnung

yp “  ( l )  yp+l +  (o) yP+ 2  ~  (3)  y<P+3>+  ’ ' • —(q) yp+q =  0  

unm ittelbar die Gleichung fü r die Reihe qter O rdnung

yp “  ̂  ̂  yP+l +  ^  yp+2 +  • • ' ± ( fl q ) yP+ q + l=  °»
d. h. die Gleichung ist allgemein gültig.

2. Is t aber z. B . fü r die Reihe d ritte r  Ordnung 
yp - 4 y p + 1  +  6 y p+2 - 4 y p + 3  +  yp + 4  =  0 

und also auch
—  yp+i +  4 yp + 2  - 6 yp f 3  +  4 yp + 4  -  yp + 5  =  0, 

so folgt durch A ddition :

yv— 5 yP+ i + 10 yP+2 - 10 yP+3+ 5 yP+4 -  yP+5= °-
Aus dieser R eihe fo lg t wieder
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yp- 6 y p+1+ l5 y p+2- 2 0 y p+s+ 1 5 y p+4- 6 y p+5- y p+3= 0 .
Ebenso erhält man für eine Reihe der n te n  Ordnung 
für q > n :

3. Sind die Glieder der arithmetischen Reihe ins­
besondere Potenzen der natürlichen Zahlen, so erhält 
man hieraus:

und allgemeiner:

J )a B -  g) (• +  l)‘  +  g ) (a +  2) " - g )  (a +  3)" +  - •.

± ( j ) . ( a  +  q)* =  ®.
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4. Ebenso ist

¿ y p = y p + i — yp 
+ y P =  yp+ 2  — 2 y p + i+ yP 
d 3yp =  yp+s — 3yP4-2 + 3 y P+i — yp

und allgemein:

A*yP= y P+ q — ( i)  y p + q -i +  (j>) y p + 1 -3-------- ± y p *

Sind die Glieder einer arithmetischen Reihe die 
Potenzen 1?, 21, 31 etc., so w ird aber A lyq — q! und 
wir haben, wenn wir den A usdruck rechts umgekehrt 
schreiben, die m erkwürdige Beziehung

+  q! =  19 _  Q  . 2 1 + •  3 1 - .  4 1 + . . .  ± (q + 1 )< J ;

wobei links das Zeichen +  für gerade, das Zeichen — 
für ungerade q zu nehmen ist.

Y I. K apitel.

Figurierte Zahlen.
§ 40. Entstellung der figurierten  Zahlen.*

1. B ildet man von der Reihe
1 d d d d . . . 

die Summenreihen, so erhält man 
(I.) 1 1 +  d l  +  2 d  1 +  3 d 1 +  4 d 1 +  5 d

(II.) 1 2 +  d 3 +  3 d  4 +  6 d 5 + 1 0 d  6 +  15d
1 Mit den fig u rie rten  Z ah len  b e sch ä ftig te  m an sich  nam entlich  

v iel in  d e r e rs ten  H älfte  des 17. J ah rh u n d e r ts , so z. B. F a u lh a b e r  in  
ülm , d e r in  den  P y ram idalzah len  a lle rle i W inke ü b e r d ie gö ttlich e  
W eitordnung z u  finden hoffte, a b e r  auch  z u r  K enntn is  der L eh re  
derselben  b e itru g . S p ä te r  w a ren  es Jak o b  und Joh. B ernoulli und 
W allis, d ie sich  besonders m it ihnen  abgaben .
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(III .)  1 3 +  d 6 +  4 d  10 +  10d  15 +  2 0 d  21 +  3 5 d  
(IV .) 1 4 + d  10 +  5 d  2 0 + 1 5 d  35 +  35d  56 +  70d

u. s. w.
2. Setzt man in  die Reihe I I .  für d nacheinander 

die W erte  0 , 1, 2, 3 . . so entstehen die R eihen:

1 2 3 4 5 6 . . . (natürl. Zahlen),
1 3 6 10 15 21 . . . (Dreieckszahlen),
1 4 9 16 25 36 . . . (Quadratzahlen),
1 5 12 22 35 51 . . . (Fünfeckszahlen),
1 6 15 28 45 66 . . . (Sechseckszahlen)

u. s. w.

Diese Zahlen führen den Namen P o l y g o n a l ­
o d e r  V i e l e  c k  s z a h l  en .

3. N im m t man ebenso in  der Reihe I I I .  für d 
nacheinander die W erte 1, 2, 3 . . . ,  so erhält man die 
P y r a m i d a l z a h l e n :

1 4 10 20 35 . . . (dreiseitige Pyramidalzahlen),
1 5 14 30 55 . . . (vierseitige Pyramidalzahlen),
1 6 18 40 75 . .  . (fünfseitige Pyramidalzahlen)

u. s. w.

4. W ird  w eiter in  den Reihen I., HL, I I I  . . . für 
d der W ert 0  gesetzt, so ergeben sich aus der Reihe 
die e i g e n t l i c h e n  f i g u r i e r t e n  Z a h l e n :

1 1 1 1 1  1 (% . Zahl. d. 1. Ord.)
1 2 3 4 5  6 ( „ „ „ 2 .  „ )
1 3 6 10 15 21 ( „ „ „ 3.  „ )
1 4 10 20 35 56 ( „ „ „ 4 .  „ )
1 5 15 35 70 126 ( „ „ „ 5 .  „ )

u.  s. w.



§41. Polygonalzahlen. Bildung von F iguren ans Kugeln.
1. B ildet man aus einer Anzahl von P unkten oder 

Kugeln F iguren in  der Gestalt von Dreiecken, so geben 
uns die Dreieckszahlen an, wie viele Kugeln oder 
Punkte w ir hierzu brauchen. Es ist dies aus der fol­
genden A nordnung ersichtlich:
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2. Gleiches gilt für die Q uadratzahlen:

Ebenso für die Fünfeckszahlen:

Von den Fünfeckszahlen an is t die B ildung dieser 
F iguren keine so übersichtliche mehr.

3. In  der obigen Reihe I I .  (§ 40) ist das n te

Glied yn =  n-)--— —— d.

Bezeichnet man die Polygonalzahl durch F pn, wo 
p die Zahl der Seiten des zugehörigen Polygons an­
gibt, so ha t m an:

F 3n =  n +  - ^ = i l . l = >  +  ^
3 ^  1 . 2  \  2 ) '

S p o r e r ,  Niedere A nalysis. 5
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. n . ( n  — 1) n ( 3 n  — 1)
F- , = , * + — T 7 2 ~ ' 3 = ------ 2-------'

F„n =  n -|——  — ,4  =  n . ( 2 n — 1) u. s . w.
6 1 . 2

4. F ühren  wir für die Dreieckszahlen die besondere 
Bezeichnung An e in , so gelten für diese un ter ändern 
folgende Beziehungen:

a) D i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  z w e i e r  a u f ­
e i n a n d e r f o l g e n d e r  D r e i e c k s z a h l e n  i s t  w i e d e r  
e i n e  D r e i e c k s z a h l .

(4 n)’ +  (4n+1)’ =  4 tn+1)..
E s ist nämlich 

n 2 ( n + l ) 2 , ( n + l ) J( n + 2 )s (n2+ 2 n + l ) ( n 2+ 2 n + 2 ) 
4 +  4 1 . 2
h) D i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  v o n  2 p  a u f ­

e i n a n d e r f o l g e n d e n  D r e i e c k s z a h l e n  l ä ß t  s i c h  
s t e t s  a l s  d i e  S u m m e  v o n  p  ä n d e r n  D r e i e c k s ­
z a h l e n  d a r s t e l l e n .

(dn) 2 +  (dn-|-l) 2 + (^ 114.2) !+  . . .  +  (dn+ 2p—l) 2 

=  d(n-l-l)* +  ^(n+2)’ +  A(n+3j’ +  • • • +  A (n+2p - l)2-
c) D e r  U n t e r s c h i e d  d e r  Q u a d r a t e  z w e i e r  

a u f e i n a n d e r f o l g e n d e r  D r e i e c k s z a h l e n  i s t  e i n  
W ü r f e l .

(4 n+ 1) 2 - ( 4 „ ) 2 =  (n +  l ) 3.
d) D ie  S u m m e  d e r  d r i t t e n  P o t e n z e n  d e r  

n a t ü r l i c h e n  Z a h l e n  i s t  s t e t s  d a s  Q u a d r a t  
e i n e r  D r e i e c k s z a h l .

q 2 fn —f— l ) 2
l 3 +  23 +  33 + . . .  +  q3 =  — =  (d q)2. (Vergl. § 37.)
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§ 42. Pyram idalzahlen.
B ildet man ebenso aus Kugeln regelmäßige P y ra­

miden, so erhält man aus der Anzahl der K ugeln die 
Pyramidalzahlen. Bezeichnet man die n-seitige P y ­
ramidalzahl mit P(n), so folgt aus Gleichung (II I .)  in 
§ 40 , wenn x die Zahl der K ugeln in einer Seite der 
Grundfläche der Pyram ide ist:

H ieraus folgt wieder fü r die 

3seitigen Pyramidalzahlen

folgt wieder fü r die

4

x ( x + l ) ( 2 x +  l) 
3!

5

x * ( x - f  1 )

2

n

x ( x + l ) ( 4 x  — 1 ) 
3!

n. s. w.

§ 43. Die eigentlichen figurierten  Zahlen.
W ir erhalten fü r die Summen derselben:

s* =  (o)+(o)+ (o)+ (o) +  • • • +  (o)= (l) <L O r d n u n o ) :



S s = (i)+ (l)+ (l)+ ( i)+ - + (i)= (I1i 1) (2- 0rdnmi£)>

S3= ( 2 ) + ( 2 ) + ( 2 ) + ( 2 ) + '" + ( 2 ) = (ni 1) (3- Ordnung),

S* = ( I K ( 3 ) + ( 3 M 3 H - - * + (S)= C i ^  (4* Ordnung), 

und allgemein:

8~-®+(prMT)+-+(K::)
(vgl. § 23).
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§ 44. Berechnung von Kugelliaufen.

1. A ußer in dreieckigen und  quadratischen HaufeD 
lassen sich K ugelhaufen noch auf rechteckiger Basis 
aufbauen. D ie Berechnung der A nzahl von K ugeln 
in  einer drei- oder vierseitigen Pyram ide ist gegeben 
durch die drei- und vierseitigen Pyram idalzahlen.

2. I s t  die Grundlage ein Rechteck und sind in 
der langem  G rundkante a ,  in  der kurzem  b Kugeln, 
so ist die Anzahl der K ugeln in  der un tern  Schicht 
=  a . b. In  der über dieser gelegenen Schicht sind in der 
längern K ante nu r noch (a — 1), und in der kürzem  noch 
b — 1, d. h. in  der Schicht selbst sind (a — 1) (b —  1 ) 
K ugeln. Ebenso ist die Zahl der K ugeln in der 
nächsten Schicht = ( a  — 2 ). (b — 2) u. s. w. D ie Zahl 
der Schichten ist fü r den vollständigen H aufen gleich b, 
und w ir erhalten also fü r die Berechnung der Anzahl 
K ugeln im Kugelhaufen die Summe der Glieder der 
arithm etischen Reihe
a b  (a— l) ( b  — 1 ) (a — 2 ) ( b - 2 ) . . . .  ( a— b +  1 ) .  1 .
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D ie zu dieser Reihe gehörigen Differenzenreihen 
sind aber

— (a-j-b  — 1) — (a-(-b  — 3) — (a - j-b — 5) .
2 2 2

Es is t also

^ k ( 3 a b _ b . + 3 , + , ) =  b . (b + i ) , ( 3 , - b + i )  _
D 6

Schreibt man diese Form el S =  >
so gibt der erste F ak to r die Zahl der K ugeln an, die 
in einer dreiseitigen Seitenfläche sich befinden, während 
der zweite F ak to r das arithmetische M ittel aus den 
Zahlen der K ugel im Rücken des Haufens und aus den 
zu ihm parallelen G rundkanten desselben ist.

V II . K apitel.

Interpolation.
§ 45. Von den Funktionen im allgem einen.

1. Is t irgend eine Gleichung
y =  f(x) =  a x 3 +  b x î +  c x  +  d oder y =  tan g x  

gegeben, so h e iß t in dieser y  eine F u n k t i o n  von x. 
Setzt man fü r x verschiedene W erte, so erhält man 
auch für y solche verschiedene W erte. So findet man 
im ersten Beispiel fü r x = l ,  y =  f  ( 1 ) =  a +  b +  o-J-d, 
im zweiten für x =  0 , y  =  0 .

2. x und y heißen die V a r i a b e i n  oder V e r ­
ä n d e r l i c h e n  oder auch A r g u m e n t e ,  D as Zeichen
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der Funktion  w ird durch Buchstaben ausgedrückt, denen 
— jedoch nicht im m er — eine oder mehrere V er­
änderliche in  Klammern beigefügt sind, wie durch 

f(x), g(x), h (x , y), F  (x), F  (z).
3. f (1) bedeutet eine F u n k tio n , in  der für die 

Variable, etwa x, der AVert 1 gesetzt worden ist. Ebenso 
bedeutet f  (1, 2) eine F u n k tio n , etwa von (x, y ), in 
der fü r x der AVert 1 , fü r y der AVert 2 gesetzt 
worden ist.

4. E ine Funktion heiß t r a t i o n a l ,  wenn in  ihr 
n u r e i n e  e n d l i c h e  A n z a h l  v o n  A d d i t i o n e n ,  
S u b t r a k t i o n e n ,  M u l t i p l i k a t i o n e n  o d e r  D i ­
v i s i o n e n  auftreten. Kommen die Veränderlichen 
überdies in  keinem D ivisor vor, so h e iß t die Funktion 
g a n z ,  andernfalls g e b r o c h e n .  So sind z. B.

y  =  ( a x + b )  (cz -j-d ) und y =  a x 2 +  2 b x + c  
ganze rationale Funktionen,

a a x  +  b
^ x ’ ^  c x - j-d  

gebrochene rationale Funktionen.
5. E ine F u n k t i o n  h e i ß t  v o m  n t e n  G r a d ,  

wenn sie ganz ist und die Form
.y =  ax "  +  b x n- 1- f c x I|- - - t -  . . . -f-p oder 
y =  a x n -f-b x u _ 1 . z j - c x " - 8 . zs -(- . . . .  - \ - g z n 

-j- h xn _ 1 +  i . xn—2 . z - ) - . . . .  
hat, d. h. wenn die V eränderlichen in  den beiden Summen 
Glieder der Form  x“ resp. . t?  bilden und a resp.
ß - \ -y  höchstens == n ist. Funktionen der vier ersten 
G rade heißen auch l i n e a r ,  q u a d r a t i s c h ,  k u b i s c h  
und b i q u a d r a t i s c h .

6. Kommen in einer Funktion  AVurzeln vor, wie
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in y =  )/x, so nennt man die Funktion i r r a t i o n a l .  F unk­
tionen, in  denen andere Operationen als die genannten 
auftreten, wie log x, sin x, exetc., heißen t r a n s c e n d e n t .

§ 46. Begriff der In terpolation .
1. I n t e r p o l i e r e n  o d e r e i n s c h a l t e n  heiß t a u s  

g e g e b e n e n W e r t e n  d e r  F u n k t i o n  a n d e r e W e r t e  
d e r s e l b e n  b e r e c h n e n .  Es ist hierbei n icht not­
wendig, daß von der F unktion ein allgemeiner Ausdruck 
bekannt ist. Selbst wenn dem so ist, so kann er doch so 
kompliziert sein, daß er sich zur direkten Ausrechnung 
nicht eignet. So sind auch von unseren meisten Tabellen, 
trotzdem die entwickelten Funktionen bekannt waren, 
nur die wenigsten W erte d irekt bestimmt worden; die 
weitaus größte Z ahl derselben ist vielmehr aus jenen 
wenigen W erten  durch Interpolation gefunden worden. 
D ie L ehre von der Interpolation ist deshalb wichtig.

2. W ir setzen voraus, daß sich d ie  F u n k t i o n ,  
um die es sich handelt, entweder v o l l s t ä n d i g ,  oder 
doch m i t  j e d e r  b e l i e b i g e n  A n n ä h e r u n g  n a c h  
s t e i g e n d e n  P o t e n z e n  e i n e r  V e r ä n d e r l i c h e n  
e n t w i c k e l n  la s se . Es ist hierbei unsere Aufgabe, aus 
einer gegebenen Anzahl von W erten, die die Funktion 
für gewisse A rgum ente annimmt, eine neue Funktion 
zu finden, welche der unbekannten oder doch zu sehr 
verwickelten Funktion  so nahe kommt, daß, für gewisse 
W erte der A rgum ente wenigstens, die gefundene F unk­
tion o h n e ' m e r k l i c h  e n  F e h l e r  gesetzt werden darf.

3. Um dies auch geometrisch zur Anschauung zu 
bringen, wollen wir auf einer Geraden von einem P unk t 
A  aus die A rgum ente A X , = x  , A X ,=  x ,, A X ,= x ,  etc-
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abtragen und auf der Geraden in  den P unk ten  X ^ X ,,  
X , . . . Lote X , P ,,  X a P s, X 3 P 8, . . .  gleich den zu­
gehörigen Punktionsw erten errichten. V erbinden wir

die Endpunkte die­
ser Lote je tz t durch 
einen Kurvenzug, 
so werden wir an­
nehmen dürfen, daß 
z. B. für W erte x, 
die nahe bei x3 
liegen, die zuge­

hörigen W erte y gefunden w erden, indem w ir von A  
aus A X  =  x abtragen und in  X  auf A X  ein L ot er­
rich ten ; das Stück dieses Lotes zwischen A X  und dem 
K urvenzug is t dann der zu x gehörige Punktionsw ert y.

§ 47. In terpo la tion  bei arithm etischen Reihen.

v =  y -1___ —  A y  | z . (z n 1) A ' y„
7 n  -j-1 y° +  ( n - f l ) “ * 1 . 2

z(z —n — l) (z  —2 n  —2) A ‘ y 
_ (n +  l ) ‘ • 3!

1. I s t  irgend eine arithmetische .Reihe gegeben, 
deren allgemeines Glied durch die Gleichung

y*= y„+ ( i ) A y«+ ( 2 )  • 48  y»+ ( 3 ) y»+ •  • •
bestim m t ist, und sollen zwischen die Glieder dieser 
Reihe je  n weitere Glieder eingeschaltet werden, so 
haben wir n u r an Stelle von x nacheinander die W erte 

1 2  3 , n -f-2
° ’ i + I ’ i + T ' i + I » - - - i + T - - - zuset zen- Dle

Bezeichnung bleibt hierbei dieselbe, nu r ist je tz t x
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keine ganze Z ah l mehr, d. h. es ist z. B.
/ x \ _  M * " 1)
\2 /  1 .2

z
Setzen wir aber allgemein x =  n 4  so geht das 

allgemeine Glied der neuen Reihe über in

yz =  y0 +  ( n + l J . d y 0+ ^ n + l j  J 2y0+ | n + l  ] 4 3y0 +

_  | z ¿y» | z ( z — n — 1 ) A 2y„
n-f - 1  1 ! ( n + l ) a ' 2 1

z ( z — n — l) (z  — 2  n — 2 ) d 3 y„
(n +  1) 3 _ • 3!

und die interpolierte Reihe wird erhalten, indem wir 
hier fü r z nacheinander die W erte 0, 1, 2, 3 . . . setzen.

2. I s t  z. B. die Reihe zweiter Ordnung 4, 7, 12 . . . 
gegeben und sollen zwischen je  zwei Glieder dieser Reihe 
zwei neue Glieder eingeschaltet werden, so haben wir 
aus dem allgemeinen Glied

yx =  4 + ( i )  • 3 +  ^2) 2

für die interpolierte Reihe das neue allgemeine Glied 

yz =  4 + - | - . 3 +  Z ' ^ 9  3 ^ . j ^  =  4 - f  z +  -^ -z (z — 3).

Setzen w ir hierin z = 0 ,  1, 2, 3 . . so erhalten 
wir die Reihe

4  4  4  7 4  l o i  1 2 .

3. W ir haben in  obigem Beispiel die W erte der 
interpolierten Glieder direkt aus dem allgemeinen Glied 
der neuen Reihe entwickelt. Es ist dies aber praktisch 
oft zu um ständlich, namentlich dann , wenn der Aus-
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druck für das allgemeine G lied yz ein zur Berechnung 
von yz etwas unbequemer wird. H aben w ir nämlich 
die ersten Glieder der interpolierten Reihe so weit ge­
funden, daß w ir die Schlußdifferenz der neuen Reihe 
durch die Differenzenreihen ableiten können, so können 
wir von der Schlußdifferenz aus rückw ärts die Differenzen­
reihen und die interpolierte R eihe aufbauen. Das obige 
Beispiel würde uns die folgende Entwickelung geben, 
wobei die Zahlen rechts der Geraden rückw ärts von 
der Reihe der Schlußdifferenzen aus aufgebaut sind, 
während n u r die 2 ersten interpolierten Zahlen der 
Reihe d irekt bestim m t worden sind.

7 7 /  4 1 1
4 49 59- 7 /  89 109 12 149

7_ 9 U / 13 15 17 19 21
9 9 9 / 9  “9~ ~9~ I T  T

2 2 / 2  2 2 2 2 
9 9 /  9 9 9 9" 9

§ 48. In terpolationsform el fü r  A rgum ente, die eine 
arithm etische Reihe e rs te r  Ordnung bilden.
y  —- y I x ~ ~ Ay„ (x — x„) (x — x, l  A ' y ,  
s Jo_r  1 ‘ i s 1-  1 . 2  (A x)8

. (x — x 0) (x— x , ) ( x — X sl A 3y„
_ 1 . 2 . 3  ’ (A x ) 3 +  ‘ ' •

1. Bilden die gegebenen A rgum ente eine arithm etische 
Reihe der ersten O rdnung x0, x ,, x2, x3 . . .  xn, so können wir 
annehmen, daß die Funktionsw erte ya, y,, y2 . . .  yn eine 
arithm etische Reihe vonhöchstens der n ten Ordnung bilden. 
D as allgemeine Glied dieser Reihe w ird aber die Form

yz =  yo+ ( i j d y 0 +  ^ ) 1D y o+ Q  A’ y0+  . . . 

haben,
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2. Setzen wir x, =  x0 +  4 x, x2 =  x0+ 2 A x ,  x3 =  
x, +  3 i x . . . ,  xp =  x0- f p .  Ax, so finden w ir für z =  p 
xp =  x0 +  p / l x  =  x1 +  (p — l ) Ax  =  xa +  (p — 2 ) A x  =  . . .  

und hieraus wieder

P - l  = P — 2 =
*— u.s. w.,also:

P(P — 1) 

P(P — 1)(P — 2)

Ax ’ r  "  A x
( X P — x o )  ( * p  — * , )

(A x)a
(xp — xc)(x p— x,) (xp x2)

(Ax)3 U' S' w‘
Diese W erte  in  die obige Gleichung eingesetzt, 

gibt aber, wenn zugleich xp =  x gesetzt wird, die In ter­
polationsformel :

5 ?  x i 218y .  | x ~  *o
2 •(A *)* '1'  1

X  X ,

y = y 0- 1 ' A l 1 -  l

 , x — xü A»x.
' 2 ‘ 3 • (Ax) , ~t‘ ‘ ”

3. B e i s p i e l .  Es soll aus den bekannten W erten 
der Logarithm en von 103, 104, 105 und 106 der Loga­
rithmus von 104,5 gefunden werden.

W ir verlassen hierbei, wie bei der eigentlichen 
Interpolationsrechnung überhaupt, die Anordnung, die 
wir bei den arithmetischen Reihen getroffen hatten, in­
dem wir die Eunktionswerte nicht mehr horizontal, 
sondern vertikal schreiben. Sonst bleibt sich die A n­
ordnung wesentlich gleich.
Arg. y.
103 log 103 =  2 . 0 1 2  837 225
104 log 104 =  2 .  017 033 339
105 log 105 =  2 .  021 189 299
106 log 106 =  2 . 0 2 5  305 865

¿ y a ! a A3y
4 196114
4 155 960 
4 116 566

— 40 151
— 39 394 760.
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Es ist hier x — x0= l , 5 ;  x — x ,= 0 ,5 ;  x — xa= — 0,5; 
x — x3 =  — 1,5, also

, _______  3 3 1 d*y 3 . 1 . 1  4 8y
y 4—  y y o ~r ^ ■ y<> •” 2 * 2 * 1  2 2 2 2 * 1 2 3
=  2 .0 1 2  837 225 +  0 .0 0 6  29 4 171 — 0 .0 0 0  015 058

— 0 . 000 0  000 48 =  2 . 019 116 290
L etzterer W ert is t auf 9 Stellen genau. Im  Schema 

haben w ir der Einfachheit halber bei den Differenzen 
die Nullen im A nfang weggelassen.

§ 49. Die In terpola tionsform el von Lagrange.
( X — X . )  (x —  x , )  (x  — x 3 )  ... (x  — x „ )  

y ~  (X. — X.) (x„ -  Xj) (y0 —Xa) . . .  (X„—Xn) * Jo 
(X -  X0) (X — Xa) (x — Xg) . . .  (x -  x n)
(x, X q )  ( x ,  x 2 )  (x, x 3 )  . . .  ( X ,  x n)

I (X -  X0) (x -  X , )  (x — x3) . . .  (x -  x n) _
(X2 Xq) (X̂  X 3 )  (X2 x3) . . .  (x3 Xn)
W ird

y x = A o y o + A . y i + A 2y2 +  - - - + A nyn
gesetzt, so müssen für x0 sämtliche Glieder außer A 0 y0 
verschwinden. Dies ist nur dann möglich, wenn alle 
Koeffizienten A  außer A 0 den F ak to r (x — x0) ent- 
halten. Setzt man ebenso x =  x , , so müssen wieder alle 
Koeffizienten außer A , verschwinden, d. h. den F ak to r 
x — x, enthalten. E s folgt dies daraus, daß die Gleichung 
gelten muß, gleichgültig, welche W erte wir den einzelnen 
Funktionsgrößen y beilegen, d. h. fü r alle beliebigen 
W erte y ,, ya, y3 . . . F äh rt man so fort, so findet man, 
daß die obige Gleichung in folgende übergeht: 

y* =  ao(x — x,)(x  — X2) (x—x3) . .  (x — xn)y0 
+  ai(x — x0)(x  — xa)(x  —  x3) . . .  (x — x j y ,

+  a2(x — x0)(x  — Xj)(x —  x3) . . .  (x — x j y a 
+  a4(x — x0(x — Xj)(x — xa)(x  — xa) . . . ( x — xu) y3+ . . .



S etzt man hier aber x =  x0, x =  x, u. s. w ., so er­
hält man:
y«= ao (xo— x,) (xo— *2) (xo— *3) ■ ■ ■ (*o— x„) y»>
y. =  ai (xi — x o) (x , — x2) (x. — xs) ■ ■ ■ (x, — \ )  y, >
y, =  a 2 ( * .  —  x o) (x a —  X i) ( x 2 —  x a) • • • (x a —  X « )y. 8- w .
und also

1
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0 x0 — x i )  (x o —  xa) (x o — xa) • 
1

• • ( x 0 — x n ,)’

0,1 ~  (X1 —  x o) (x x — x s) (X1 — x a) • 
1

• • (x ,— x„)’

“* (x a — x o) (X2 “  xiK X2 — xa) ■ •' ( x 2 — xn) ”  
Diese W erte in  die letzte Gleichung fü r yx eingesetzt,
gibt die Interpolationsformel.

§ 50. In terpolationsform el von Newton.1

y* =  y„ +  A0 (X -  x„) +  A, (x -  x0) (x — x,)
+  A, (x — x 0) (x — X,) (x — Xj) -t- . . .

1. D ie Interpolationsform el von Lagrange zeichnet 
sich durch ihre G leichartigkeit in Bezug auf die A rgu­
mente aus, aber sie is t in  dieser Form  doch wenig ge­
eignet zur Interpolation  selbst, da sie auf umständliche 
Rechnungen führt. Es bedarf deshalb einer Umformung 
derselben. E s ist :

x —  x„ x - x 0 +  i >

xo - x2
— xi L  , x — x<A_ x ~ x!
0 X1 \ X0 X2/ X0 X1

  X, X —  x„ ^

X0 - XJ X0—X2 X0_  X1 X0 X1 Xo“
Ebenso is t „  _ _ _

x ~ x3_ t  i x ~ xo und
x„ X0 X„ X. x „ — X, X„ Xo Xn X«

P rin c ip ia  Phllos. n a tu r .
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x „ - X l

1 j X ~ X° 1 X ~  X° x ~ x ' | x ~ x o x ~ x * x ~ X3 ( J J \  
X 0 - X l  1 X 0 - X l  X 0 - X 2 ‘ X 0 — X l ‘ X 0 - X 2 X 0 - X 3

(D urch E insetzen von I.)
W eite r ist

X 1 -  X 2 X .  “  X 3 X ,  “  X 2 X ,  -  X ,  - X 3 ‘
X  X  X  —  x „

(IV>2 Ä 3 2 3

2. S etzt man diese W erte in  die Lagrange-Porm el 
ein, so erhält m a n :

y = ( l + ^ 3  +  —  5 a . —
X \  X0 - Xi X0 X1 xo - X j  X „ X j X 0 X 2

y«
X 0 X 3

X -----

X 
X

- x . ^ x - x ,  x - x  
x — X„ X . — X - I

^ s ( i + i = ;
i - x o \  X 1— :

x o x  x i A  I x  x a \

X 0 X 2 X 1 \  X 2 X 3 /  2

y3, oder:
X 3 X 0 X 3 X 1 X 3 X ;

J

y2
2 - Xi)}(X 2 x o) (x :

■ f t x - ^ t x - . X x - , ) } -  x l ) ( x 0- ° x 2)(x0- x a)

+  y> - , y a
(x, -  X 0 )  (x, -  xa) (x 1 -  X3)  ^  (x2 -  X0) ( X ,  -  X,) (X2 -  X.)

j . ______________y?_______________\
( X 3 —  X o )  ( X 3 —  X 1 )  ( X 3 —  X 2 ) J
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Diese Form el ist deshalb für die Berechnung ge­
eigneter, weil die Ausdrücke in den Klam mern ein 
für allemal berechnet werden können. A ußerdem  is t in 
dieser Form el die K orrektion ersichtlich, welche eintritt, 
wenn zur Berechnung ein weiteres Element h inzutritt.

3. D ie Ausdrücke in den Klam m em  lassen sich 
aber noch auf einfache A r t  rasch ausrechnen. Be­
zeichnet man dieselben durch A 0> A t , A 2 . . ., so geht 
die Form el über in

y x =  y »  +  A o ( x  —  x o )  +  A i ( x  —  x o ) ( x  — x i )

+  A 2 ( x  —  x o ) ( x  —  x i ) ( x ~ x 2 )  •  •  •

Sei w eiter x = jx ,, so folgt

y,=y°+A° 'X> ~  x°)’ A°= = {x; - x; +
I s t  ferner:

B  C0= ^ , D = ^ e t c . ;  so is t:
0 x 2 —  X ,’ ® x a x a ° X4 X3

  y» I________ y.______.

'  ( x o — x i )  ( x o ~ x a )  ( X 1— x o )  (X1 —  X J

Yg y i  yt y<>
^0y?________  X2 Xi x ,—xo. — A„

( X2 " Xo) (X2 ” Xl )  XS — X0
I s t  ebenso w eiter:

B1 =  C° ~ P ° , C, D  = —  D
1 v   - y  '  1 Y   Y  '  1 Y

0_

so erhält man ebenso:

a 2=3 ~ A ,  b 2 =  0 i ~ b » o , =  D i " Cl- ,
«  "v" ____  v  '  *  v   v  "  v  _ _  y

In  dieser letzteren Form  ist die Interpolations­
formel bereits von Newton gegeben worden. Betreffs 
der A nordnung erhalten w ir das folgende Schema:
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A
r

g
.

| y
A - 0 )  B # , 

0 . ,  D 0 A n  B „  0 , A j »  B 3 a 3

x o y»
A _y> - y .

X y +  —  x o A - B o - A o

^  X 2 —  X 0
A

A  ___A jX y2 B  — C °  B ° ’  X 3  X 0

p  .  y» ys 1 X 8  X J
B  ° > - B ‘

*  x *  — x o

X y3 0 x * — x * 0  r - D 0 ~  C 0 s  x 4  — x i

D  — y -* y3 1  X t — ^

x , y4
0 X  — X4 a3

4. B e i s p i e l .  A us den gegebenen W erten von 
Bin 42° 0 ', sin 42° 2', sin 42° 3 /  sin 42° 5 ' und sin 42“ 6' 
soll sin 42° 4 ' berechnet werden.

A rgum ent x y

x0 =  42° 0 ' sin xo =  0 612 907 053 653
x, = 4 2 °  2' sin x <=  0 . 613 155 257 923
x2 -  42° 3' sin

X 2 =  0 . 613 279 337 366
xa =  42° 5' sin

X 3 =  0. 613 527 450 853
x4 =  42° 6' sin X„ =  0. 613 651 484 891

A 0> B0, ®o> A„, B, , C, A 2, b 2 A3

124 102 135
—  7564
—  7566s
—  7568,

124 079 443 
124 056 744 
124 034 038

— °5  
- 0 «

0

sin 4204' =  0,612 907 053 653 +  4 .0 ,0 0 0  124 102 135 
— 4.2 .0 ,0 0 0  000 007 564 -  4 .2 .1 .0 ,0 0 0  000 000 000. 

=  0,613 403 401 677 (auf 12 Stellen genau).
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IV . A b s c h n i t t .

Unendliche Reihen.

V III .  K apitel.

Summierbare Reihen. Konvergenz und Divergenz 
unendlicher Reihen.

§ 52. Bildung sum m ierbarer Reihen.
1. W ir haben bereits summierbare Reihen kennen 

gelernt, nämlich die arithmetischen Reihen. So ist z. B. 
die Summe der Reihe

1 . 3  +  3 . 5  +  5 . 7  +  7 . 9 - ) ---- +  (2x — 1) ( 2x +  1)

=  *2~ +  -g -(2x  l ) ( 2 x  +  l ) ( 2 x  +  3).

A ndere Beispiele sum m ierbarer Reihen bilden die geo­
metrischen Reiben (vergl. Sammlung Göschen, Algebra, 
§ 27). W ir haben z. B.

1 l 1 I 1 I 1 I 1 -  2n+1 — 1
+  2 ^  4 +  « + ■ • ■ +  2 " ~  2"

2. A ußer den arithmetischen und geometrischen 
Reihen lassen sich noch eine Menge anderer Reihen auf­
stellen, deren Summen gefunden werden können. Es 
sei irgend eine Reihe

a + b  +  c +  d +  e . . .  +  p 
gegeben. Aus dieser Reihe lä ß t sich die neue Reihe

(a — b) +  (b — c) +  (c — d) -|-------- +  (0 — p)
bilden, deren Summe =  a — p ist.

S p o r e r ,  N iedere A nalysis. 6
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8. B e i s p i e l e ,  a) A us_L. _i_
* 1 1 * 2 ’ 3 ’ ’ n

erhält man:

(* ~ 4 )  +  ( t “ t )  +  ( l ~ l ) +  • • •+  ( ¿ 1  -  i )
1 ,

=  1 —  —, oder n
1

1 . 2  ' 2 . 3  1 3 . 4  1 4 . 5  1 " * ^ ( n — l ) . u  

H ieraus folgt durch M ultiplikation m it 2:

/ 2\ o \ /4 \ /n \ n
2 2 2 2

, oder:

1 +  3 +  6 + + ;  • • +  (u - 1 )  .u  -  “ V  "  W -  
(Reihe der reziproken Dreieckszahlen.) 

Dividieren w ir dagegen die Reihe (I.) durch 4, so 
erhalten w ir

1 f  1 , 1 . . 1 n — 1
2 . 4  1 4 . 6  1 6 . 8  1 2 n ( 2n —  2) 4 n

oder:

1  ■ 1  ■ 1  ■ . + •  13 — 1 ' 5 — 1 1 72 —  1 ............  ( 2 n  — 1)*— 1

= i r  (m >
b) A us

u  u + u  U +
U - 2  2 .  3 /  \  2 .  3 3 . 4 /

. 1  1 1 1  
n (n + 1) (n +  l ) ( n + 2 )  “  2 (n +  l ) ( n  +  2) 

folgt ebenso nach D ivision durch 2:
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1 . 2 . 3 T 2 . 3 . 4 T 3 . 4 . 5 r  n ( n +  l ) ( n + 2)
n( n  +  3)

' 4 ( n - f  l ) (n  +  2)
.............................Ri

(IV).
H ieraus erhalten wir die Reihe der reziproken 

Pyramidalzahlen durch M ultiplikation m it 6:
1 , 1 , 1 ,  1 _  3 n ( n  +  3)

® © © (”i 2) 2(“ +1)(°+2)' "

i + i - i - L + J - *  , _ i _ _  * ■ < " + » >
] a r  1 n  ~  o a  " r1 1 4 1 10 ^  20 T  • • '  ' r  ^ n + 2 j ( n + l ) ( n + 2 ) *

Ebenso w ird :

—  1 L  ______

1 . 2 . 3 . 4 ^ 2 . 3 . 4 . 5  ' 3 . 4 . 5 . 6
n(n* +  6 n  +  11)

1 n (n  +  l ) (n  +  2 ) ( n + 3 )  18 (n +  l ) (n  +  2)(n +  3)*
4. W ir können aus der Reihe a +  b +  c - f - . - .  +  t  

aber auch noch die Reihe
(a — c) +  (b — d) +  (c — e) -| (r  — t) =  a +  b — s — t
bilden. So erhalten w ir aus der Reihe

1 + 2"+ ~ S + " '
die neue Reihe 

(X ~  1 ) +  +  ( 1 ~ { )  +  • • • +  n +  2
=  1 2 n + 1 n -j-2

oder nach Division durch 2:
J _  . J _  , , _ J __
1 .3  2 .4  3 .5  4 .6  n . ( n  +  2)

  n ( 3 n  +  5) /TT N
~ 4(n +  l) (n  +  2) (V ^ ° der:



1 , , ,  1_____
2*ZTi +  3 * _ i  +  •••  +  („ +  i ) » _  j

n (3 n 5)
4 (n +  1) (n +  2)"

5. E in  anderes V erfahren geht von Reihen aus, 
die nach Potenzen einer Veränderlichen x geordnet sind. 
E s sei etwa die Reihe

gegeben, deren Summe w ir m it S bezeichnen wollen. 
D urch M ultiplikation mit (x — 1) erhalten w ir:

Setzen w ir h ie r x =  1, so finden w ir:

1 =  —1---1 i [ 1 1- -|--------1--------L -L
1 . 2  2 . 3  3 . 4  n (n  —  1) n ’

d. h. die Reihe I.
M ultiplizieren w ir dagegen m it x 2— 1 und setzen 

das eine Mal x =  +  1, das zweite Mal x =  — 1, so er­
halten w ir aus der obigen Reihe 
J -  +  J _  +  J _  jl  , 1 (3 n — 1) (n 2)
1 . 3  2 . 4  3 . 5  n (n  — 2) 4 n ( n  — 1)
(vergl. Reihe V.) und

1 1 , 1  !  , +  1

8 4  S um m ierbare  Reihen.

1 . 3  2 . 4  ‘ 3 . 5  4 . 6  1 -  n (n  — 2)

- T ± ( 2 ( i n - 2 T ) < VI>-
Desgleichen finden w ir durch M ultiplikation mit 

( 2 x — 1) für  x =



—  ■ -  +  —  -  +  —  -  +1 . 2  2 2 . 3 '  4 3 . 4
.________ n 1 1

(n _  2) (n —  1) • 2==*“ 1 _ (n _ i ) 2 “- 2 (VII)-

Ebenso können wir auch etwa m it x 2—  3 x  +  2 
multiplizieren und x gleich einer der W urzeln der Glei­
chung x 2— 3x +  2 =  0 setzen, und würden dadurch eine 
neue Reihe erhalten.

§ 52. Summierbare unendliche Reihen.

S etzt man in  den Reihen des § 51 fü r n den W ert 
co, so gehen dieselben über in 

1 , 1 , 1
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1 . 2  ' 2 . 3  ‘ 3 . 4
• . . .  in inf. =  1,

für n =  co, = l ) ,

A + A + A + J _ + — 2
1 3 6 1 0  ’ -

i  i i  i  i— +  — A_
32 — 1 5a —  1 7* — 1 ^  ’ 4 1

1 . 1 , 1 .  1 4
. . .  =  - ¡ - » n e n n :1 . 2 . 3  ' 2 . 3 . 4  ' 3 . 4 . 5  1 4 1

3
1 + Vn( n +  3) i _ r  n (c„    1\

4( n  +  l ) ( n + 2 )  ^  +  ^  +  |  '  (  "  “  i )

1 . 1 . 1 .  3
1 . 3 ^ 2 . 4 ^ 3 . 5 ^ “ - 4 ’

I  -I 1  I *_____1_____ 1_____ L  =  —

2 2— 1 32 — 1 4 2 — 1 5* — 1 4 ’
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_ J __________ 1 _ + _ 1 _____ I _L _ i
1 .3  2 . 4  3 .5  4 . 6  ---------  4 ’

3------ 1 . 4 1 -- 5—
r  9  A Q ‘1 . 2 ’ 2 2 . 3 ' 4  3 . 4 8

§ 53. W eitere sum m ierbare Reihen. 
Bezeichnet man die n te  figurierte Zahl k te r  Ord­

nung m it 1* und m ultipliziert die Glieder der Reihe 
der figurierten Zahlen k ter Ordnung m it den Gliedern 
der Reihe

l  +  x +  x ^ + . - .  +  x1- 1, 
so erhält man die Reihe:

1 +  f3k . x +  f3k . x* +  f4k . x» + . . .  +  . x " - 1= s;;,

wo Sk die Summe der Reihe bezeichnen möge.
D urch M ultiplikation m it (1 — x) folgt aber: 

Sk ( l - x ) = l  +  (f2k- l ) x  +  (f8k - f 2k)x ’+ . . . - ^ x "  

=  l  +  f2k- 1.x  +  f3k- 1.x 2 +  f1k- 1.x s +  . . .
+  fk- ‘ . x " - 1 — fk . x" =  S“- 1 — fk . X •. n n n n

Es ist nämlich

c - > ; - 1= ( ,‘t i . T 1) - ( kt e 2)=(kt e 2) = ^ ;
(vergl. § 28 und § 43).

K ennt man also den W ert von Sk— so kann man
n  '

daraus den W ert von Sk berechnen. Nun ist aber der 
W ert der Reihe

l  +  x +  x2+ . . .  +  xn- 1 =  ^ = i

bekannt und man findet also z. B . :

Ssn =  l  +  2 x  +  3 x 2 +  . . .  +  n . x ,,- 1= . 1 — X’ n , X"(1 —x)2 1 — x ’
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S3n =  l  +  3 x + 6 x ’ + . . .  +  (n + 1) . x n - i  

/ I  — xn \ n . x11 /n  + 1  \ xn

S4U =  1 -(- 4 x -(- 10 x a - j- . . .  -f-1 g j  . xn—1 

_  1 — x° /n \ x11 /n  +  l \  xa / n~l-2\ x“
2  3  j r = i

§ 54. E inteilung der unendlichen Reihen in  konvergente 
und divergente Reihen.

1. U nter Reihen versteht man,  wie bereits durch 
das Bisherige bekannt ist, eine Anzahl von algebraischen 
Größen, die durch A ddition oder Subtraktion m it­
einander verbunden sind. I s t  die Anzahl der Glieder 
eine endliche, so heiß t die Reihe e n d l i c h ,  is t die 
Anzahl der Glieder dagegen unendlich groß, so heiß t 
die Reihe selbst u n e n d l i c h .

2. I s t  es möglich, fü r eine Reihe einen e n d l i c h e n  
W e r t  a n z u g e b e n ,  d e m  d e r  W e r t  d e r  R e i h e  
i m m e r  n ä h e r  u n d  n ä h e r  k o m m t ,  j e  m e h r  
G l i e d e r  d e r  R e i h e  i n  R e c h n u n g  g e n o m m e n  
w e r d e n ,  so s a g t  m a n ,  d i e R e i h e  k o n v e r g i e r e  
g e g e n  d i e s e n  e n d l i c h e n  W e r t ,  u n d  d i e  R e i h e  
s e l b s t  h e i ß t  k o n v e r g e n t .  Den W ert, dem die 
Reihe sich nähert, bezeichnet man als ihren G renzwert: * 
derselbe w ird durch limes, abgekürzt lim, bezeichnet. 
So ist z. B.

llm ( i T ä  +  2 7 3  +  ¥ 7 4  +  • • •) =

• V ergl. h iezu  § 60. .
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3. Is t es dagegen nicht möglich, einen solchen 
endlichen G renzw ert anzugeben, sondern wird der W ert 
der Reihe m it der Zahl der Glieder selbst unendlich 
groß, so sagt man, die Reihe d i v e r g i e r e ,  oder sie 
sei d i v e r g e n t .  E ine solche divergente Reihe ist z. B.

1 +  2 +  4 +  8 + 1 6 . . .
4. A ußer konvergenten und divergenten unter­

scheidet man manchmal noch eine dritte A rt von Reihen, 
nämlich o s z i l l i e r e n d e  Reihen. Bei diesen kann 
man keinen bestimmten W ert für die Reihe angeben; 
man w ird vielmehr, je  nach der Zahl der Glieder, die 
man nimmt, zwei verschiedene W erte erhalten, denen die 
Reihe sich nähert. So erhalten w ir in  der Reihe

2 ~ 1 _ T + l T _ 1 T  +  1 T 6 _ ---’
je  nachdem wir eine gerade oder ungerade Zahl von 
Gliedern nehmen, für eine große Anzahl von Gliedern 

2 2
nahezu den W ert —  oder 1 — , d. h. der W ert der Reihe 

¿5 o
2 2

s c h  w a n k t  zw ischen - g - und 1 — . Man spricht bei diesen 

Reihen manchmal auch von einem m i t t l e r e n  W ert 
derselben.

§ 55. Beispiele konvergenter und d ivergenter Keilien.
1. Das einfachste Beispiel einer konvergenten Reihe 

ist die geometrische Reihe, deren E xponent (Quotient) 
kleiner als E ins ist. So haben wir als W ert S der Reihe

S = l + x  +  x8+ . . .  fü r x <  1, S — ^  —.

W ird  aber x =  1, so wird S unendlich groß und 
ist x >  1, so ist dem noch mehr so.



2. Andere Beispiele von konvergenten Reihen haben 
w ir bereits oben angegeben (vergl. § 52).

3. Bilden wir die reziproken W erte der natürlichen 
Zahlen, so erhalten wir die harmonische Reihe

1+T + T + T + ---
Diese Reihe is t divergent. Um dies zu zeigen,

fassen w ir die Glieder der Reihe wie folgt zusammen:

1 + t + ( t + t ) + (t + t + t + t )

+  (t  +  - - -  +  T g) +  - -*
Die Ausdrücke in den Klammern sind aber einzeln 

größer als
1 1 o 1 1

2 .  4 , 4 . g , 8 . 16 , 16 >32 , . . .
1 ,

d. h. der W ert jedes Klammernausdrucks ist > — , und 

der W ert der Reihe selbst ist also größer als der 
der Reihe

» + T + T + T + T + -
d. h. unendlich groß.

4. Setzen w ir ebenso anstatt der natürlichen Zahlen 
in obiger Reihe die Glieder einer arithmetischen Reihe 
der ersten Ordnung, so finden wir, daß auch die Reibe

_ L . _ J _ + _ J _ + _ J _ + _ J _  + . . .
a a - j-d  a + 2 d  a -j-3 d  a-(“4d  

divergiert. Denn ist etwa a > d ,  und setzen wir anstatt 
d den W ert a, so erhalten wir die Reihe

T  +  Ä  +  ̂  +  --- =  t (t  +  T  +  1  +  ---)’

Beispiele konvergen ter u n d  divergen ter Reihen. 89
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d. h. eine divergente Reihe. In  letzterer ist aber jedes 
Glied kleiner als das entsprechende Glied der ersten, 
also ist die ursprüngliche R eihe um so m ehr divergent. 
1 st a <  d, so ersetzen wir a durch d und verfahren 
ebenso.

§ 56. Konvergenz der Reihen, deren G lieder ab ­
wechselnd positiv und negativ sind.

1. Soll eine R eihe überhaupt einen endlichen W ert 
haben oder konvergieren, so müssen deren Glieder, 
wenigstens von einem bestimm ten an, kleiner und kleiner 
werden und zwar müssen sie zuletzt Null zu r Grenze 
haben. E ine Abnahm e der Glieder allein genügt nicht, 
wie z. B  die Reihe

0, 11 +  0, 1 0 1 + 0 ,  ICO 1 +  0, 100 01 +  . . .  
zeigt, deren W ert unendlich groß ist.

W ir haben also als e r s t e  B e d i n g u n g  d e r  
K o n v e r g e n z  e i n e r  R e i h e

ui +  ua +  us +  u4 +  • • • +  un +  u„_|_i +  . . ., 
d a ß  l i m e s  ufl =  0 f ü r n = c o  ist.

2. N e h m e n  a b e r  d i e  G l i e d e r  e i n e r  R e i h e ,  
v o n  e i n e m  b e s t i m m t e n  a n ,  i m m e r  m e h r  a b  
u n d  h a b e n  d i e s e l b e n  N u l l  z u r  G r e n z e ,  so 
k o n v e r g i e r t  d i e  R e i h e  s t e t s ,  w e n n  d i e  G l i e d e r  
a b w e c h s e l n d  p o s i t i v  u n d  n e g a t i v  s i n d .

Um  dies zu zeigen, wollen w ir annehmen, daß 
diese E igenschaft der Glieder m it dem ersten beginne. 
W äre dem n icht so , so würden w ir einfach den Teil 
der Reihe, der diese Eigenschaft nicht zeigt, besonders 
berechnen.
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W ir erhalten aus S =  u, — ua +  u3 — u4 +  u5 — . . .
S =  (Ul — u,) +  (us—  u4) +  (u5 — u6) +  . . 

d. h. die Reihe hat jedenfalls einen positiven W ert, 
da alle Ausdrücke in den K lam m em  positiv sind, oder 
es is t S >  0.

Schreiben w ir dagegen 

S =  u, — { (u, — u3) +  (u4 — u6) +  (u, — u,) +  • . .  }’ 
so linden wir ebenso, daß der W ert der Reihe auch 
< u ,  ist, oder daß

uj >  S >  0, 
d. h. die Reihe konvergiert.

3. Bezeichnen wir weiter den W ert der ersten 
n Glieder der Reihe m it Sn, so haben wir für den 
W ert der übrigen Glieder

R  — +  (un+l — Un-j-2 +  nn_j_3 — uu+4 + • ■ . ) .
F ü r  diesen Rest erhalten w ir ebenfalls, daß sein 

W ert zwischen 0 und un+ i liegt. Y e r n a c h  1 ä s s i g e n  
w i r  a l s o  a l l e  G l i e d e r  d e r  R e i h e  v o m  n t e n  ab ,  
so i s t  d e r  F e h l e r ,  d e n  w i r  b e g e h e n ,  j e d e n ­
f a l l s  k l e i n e r  a l s  d a s  G l i e d  un_ î d e r  R e i h e ,  
o d e r  e s  i s t ,  a b s o l u t  g e n o m m e n ,  S — Sn< u n+i.

4. So erhalten wir z. B. in der Reihe

_ J  4  I  —  +  —  . . .
1 . 2  2 . 3 3 . 4  4 . 5 5 . 6

S5 =  0 ,4. D ieser W ert ist zu groß, aber der Fehler, 
der begangen wird, wenn wir ansta tt der Reihe S6

setzen, ist <  , d. h. <  0,023 . . . ,  und der wirkliche

W ert der Reihe liegt also zwischen 0 ,3 7 7 .. .  und 0,4.
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§ 57. Kennzeichen der Konvergenz.
1. E s g ibt keine allgemeine Regel, nach der bei 

jeder Reihe sofort entschieden werden kann, ob sie 
konvergiert oder divergiert. Man ist vielmehr genötigt, 
in jedem besondern F all eine besondere Untersuchung 
darüber anzustellen, ob die Reihe konvergiert oder 
nicht. E in wichtiges M ittel hierfür ist aber die V er­
gleichung der Reihe m it einer ändern Reihe, von der 
man weiß, ob sie konvergent oder divergent ist. S i n d  
v o n  z w e i  R e i h e n

U =  u, +  ui - f u 3+  . . .
V  =  v, +  v4 +  v3-|- . . .,

d e r e n  G l i e d e r  a l l e  p o s i t i v  s i n d ,  v o n  e i n e m  
b e s t i m m t e n  a b  w e n i g s t e n s ,  d i e  G l i e d e r  d e r  
e i n e n  R e i h e  a l l e  k l e i n e r  a l s  d i e  e n t s p r e c h e n ­
d e n  d e r  ä n d e r n ,  d. h. i s t  z. B . vp< u p, so  w i r d  
d i e  R e i h e  V  k o n v e r g i e r e n ,  w e n n  d i e  R e i h e  
U  k o n v e r g i e r t .  I s t  d a g e g e n  vp > u p, so w i r d  
a u c h  d i e  R e i h e V  g l e i c h z e i t i g  m i t  d e r R e i h e  
U  d i v e r g i e r e n .

2. U n ter den Reihen, über deren Konvergenz oder 
Divergenz sofort entschieden werden kann , ist aber 
insbesondere die geometrische Reihe 

l  +  v +  x 8 +  x 3+ .  . .

D eren Summe erhalten w ir = — . D ie Reihe
1 — x

konvergiert für x <  1, d ivergiert dagegen fü r x  j>  1.
E s sei nun für die gegebene Reihe 

U  =  u, +  ' i , +  us +  u, +  . . ,

R eib en  m it nur p o sitiv en  G liedern .
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wenigstens von einem bestimmten Gliede ab, - —1 < e ,  

wo e  einen bestimmten W ert <  1 hat. W ir haben 
dann: u n-|-i<C * . un, Un-f2<C«un-j-i<  . Un, Un-|_3<  «3. un
u. s. w. und somit:
lim (un+i +  Un+2 -f- . ■ .) < e u n  +  i ! un +  ei un4 - . . .  oder 
lim (un+t +  un+ 2 i -  . • . ) < u n (e +  c2 +  e3 +  e‘) + . . .)  d .h .

e
=  a ° * l _ l e  > 

oder die R eihe konvergiert.
3. Is t dagegen « > 1 ,  so erhält man ebenso:

1 —  eu
lim (un+ i +  Un+a +  U n+3+ . . •) =  ui>£ J Z T 7 ’ d- b. =  » ;
die Reibe divergiert. W ir  haben also:

I s t  v o n  e i n e m  b e s t i m m t e n  G l i e d  a b  l i m

<  e u n d  i s t  s u m  e i n e  a n g e b b a r e  G r ö ß e  
u“ ~v o n  E i n s  v e r s c h i e d e n ,  so k o n v e r g i e r t  d i e  

R e i h e  U.  I s t  d a g e g e n  l i m e s  - 5 Ü - >  e und ist eUq
um  e i n e n  a n g e b b a r e n  W e r t  g r ö ß e r  a l s  E i n s ,  
so d i v e r g i e r t  d i e  R e i h e .

4. W ir wollen ausdrücklich noch hinzufügen, daß 
dieser Satz meistens fü r die Untersuchung der K on­
vergenz oder Divergenz einer Reihe genügt, daß aber 
aus j e d e r  R e i h e ,  v o n  d e r  w i r  w i s s e n ,  w a n n  
s i e  k o n v e r g i e r t  o d e r  d i v e r g i e r t ,  e i n  M i t t e l  
z u r  U n t e r s u c h u n g  d e r  K o n v e r g e n z  o d e r  
D i v e r g e n z  a n d e r  e r  R e i h e n  a b g e l e i t e t  w e r d e n  
k a n n .

5. B e i s p i e l .  F ü r  die Reihe
X  X * x ^I _J_   I____L

1 . 2 2 . 3 3 . 4 4 . 5



94 S um m ierbare  Reiben.

haben wir

1 + 1
un+ i x .(n  +  l ) ( n  +  2) T  n

h m 1 7 " K 2 ) ( n +  3) = x .  - - ^ . = x ( f ü r n  =  oo).
n

D ie Reihe konvergiert also fü r x < l ,  divergiert 
dagegen fü r x > l .

§ 58. Konvergenz fü r  den G renzfall l i m l 5 ± ! _ i  1
Dn

1. D as obige M ittel zur Untersuchung der K on­
vergenz oder D ivergenz einer Reihe versagt fü r den

Pall, daß  lim ■ n ~̂1 =  1 ist. So z. B . fü r die Reihe 
Un
. 1 , 1  , J _ ,
°  "T" 2 * "P 3 1  “r  • ■ • i

Es ist hier
un_)_i _  n 2 1

lim
un (n +  1)2 2 1 ’

n  +  n*

d. h. fü r n  =  0 0 , lim — ■- =  1.un

Um zu untersuchen, ob die Reihe konvergiert oder 
divergiert, vergleichen w ir dieselbe mit der Reihe

S‘ =  1 + 1 7 2  +  2 7 3  +  3 7 1 +  '
deren W ert w ir aus § 52 als = 2  fanden und von der 
w ir wissen, daß sie konvergent ist. Jedes Glied der 
R eihe S ist aber je tz t gleich oder kleiner als das ent­
sprechende Glied der Reihe S ,, d. h. der W ert der ge­

1 Vergl. h ie rü b e r  z  B. S te rn , A lgebr. Analysis.
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gebenen Reihe is t kleiner als der W ert der Reihe S,.
E r  liegt som it, da er jedenfalls positiv is t .  zwischen

n20 und 2. In  der T a t ist der W ert der R eihe - ¡ r -o
2. Um auch für diesen Grenzfall ein M ittel zur 

Untersuchung zu erhalten, das in  vielen Fällen genügt, 
gehen w ir von der Reihe

S m =  ^  +  2 ^  +  ^  +  • • • 

aus. D iese Reihe ist, wie wir bereits sahen, f ü r m  =  l  
divergent. Sie ist dies also noch viel mehr fü r m <  1. 
So ist z. B. die Reihe

q  = X  ■ l ± l i  1 _L_
y i  "h y 2  +  V3 +  f 4 + " '

ebenfalls eine divergente Reihe, indem alle Glieder dieser 
Reihe größer sind als die entsprechenden Glieder der

Reihe 1 +  +  -g- +  . . .  (das erste ausgenommen).

3. W ir hahen fü r ein beliebiges k > l :

1 1 . 1 , 1
(k +  1)“  ' (k +  2)m 1 (k +  3)m ' "  1 (k +  k)m

^  k • jjui j d. h. <  ^m—l •

D araus finden wir aber:

_  , I  , / i  , M  , ( 1  , 1  , i  , J _ \ ,
1 —  1 2 m 1 3 m 4 m J 15>n ßm Jm  "I-  gm  I '

1 1 1  1 
^   ̂ 9m öm—12 m 1 2 m—l 1 4,m—l 1 gm-

f ü r
gm-Letztere Reihe konvergiert aber nur für —  ̂r i < l ,
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oder 2m—1 > 1 ,  d. h. m >  1, also konvergiert auch die 
gegebene Reihe Sm fü r m >  1, andernfalls divergiert sie.

4. N un ist aber:
un+ i nm nm

lim — — =  = ----------------------------------------------
Un (n +  l ) m , , .v nm+ m . n m- 1 +

1 +  V  +  (2)‘^ + ---
(W irsetzen  hier voraus, daß der binomische Satz für 

jedes m gelte, wie erst in  §§ 64— 67 gezeigt werden wird.)

Yernachlässigen wir alle Glieder im Nenner m it

Ausnahm e der beiden ersten 1 +  , was wir dürfen,n
da fü r unendlich große n die folgenden Glieder gegen

—  unendlich klein sind, und setzen w ir — =  a, m =  nn, n n

so erhalten wir fü r den Grenzfall lim -Un =  1 die fol-
ua+ i

gende Regel:

I s t  1 im  n~*~1 =  —\— u n d  i s t «  p o s i t i v ,  n ä h e r t  
U n  I  a r

s i c h  a b e r  m i t  u n b e g r e n z t  w a c h s e n d e m  n  d e r
N u l l ,  so w i r d  d i e  R e i h e  k o n v e r g i e r e n ,  w e n n
n . a  u m  e i n e  a n g e b b a r e  G r ö ß e  g r ö ß e r  a l s
E i n s  i s t ;  s i e  w i r d  d a g e g e n  d i v e r g i e r e n ,
w e a n D . B n m  e i n e n  s o l c h e n  W e r t  k l e i n e r  a l s
E i n s  i s t .

W ir h a b e n  h i e r b e i  a  a l s  positiv v o r a u s z u s e t z e D ,  

d a  für n e g a t i v e  a a u c h  m n e g a t i v  sein w ü r d e  u n d  d i e



Reihe dann in  die andere, stets divergente Reihe 
l m- f 2 m +  3m+ . . .

übergehen würde.

5. B e i s p i e l ,  a) Soll die Reihe

3 ^  7 ^  13 21

untersucht w erden, deren allgemeines Glied

K onvergenz de r Potenzreihen. 97

n '+ n - f l
ist, so erhalten w ir:

U n+i  n 2- |- n - | - l  n 2- j-n - f - l
lim -

nn (n —J— l ) 2 —)— (n —(— 1) —}— 1 n 2- j-3 n - j-3
1 1

1 + 1  +  ~ 2 1 + 1 ’
n (na+ n + l ) n  n

2
n u  =  2, d. h. die Reihe konvergiert.

b) I s t  auch hier n a  =  l ,  so versagt auch dieses 
M ittel zur Untersuchung der Konvergenz oder D iver­
genz einer R eihe, und es ist dann in  jedem einzelnen
F all eine besondere Untersuchung zu veranstalten.

§ 59. Konvergenz der Potenzreihen m it komplexem 
Argum ent.

Ersetzen wir in  der Reihe (Potenzreihe)

ao +  ai x +  a2x2+ a3x3+  ■ • •
das A rgum ent x durch die komplexe G röße y +  iz , 

wo y* +  za =  X 2 u n d - l  =  ta n g 9,, also

y +  i z =  X  (cos (p -f- i sin <p), 
so geht die Reihe in die folgende über:

ao +  ai x  (cos V +  i  sin <p) +  a 2 A 2 (cos 2 <p +  i sin 2 <p) 
S p o r e r ,  N iedere A nalysis. 7



-f- a, X  (cos 3 q> +  i sin 3 <p) +  . .
=  a0 -|- a, X  cos <p~\~ X 2 cos 2 tp -f- • •
-j- i . (a, X  sin <p -j- aa X 3 sin 2 tp “I-  ..) , 

und wir h ab en :
E i n e  P o t e n z r e i h e  i s t  f ü r  e i n  k o m p l e x e s  

A r g u m e n t  s t e t s  k o n v e r g e n t ,  w e n n  s i e  e s  f ü r  
d e n  M o d u l  d e s  A r g u m e n t s  i s t .  X  heiß t der 
Modul von y 4- i  z.

§ 60. Allgemeine Konvergenzbedingung. Unbedingte 
und bedingte Konvergenz.

1. W ir haben oben unsere Untersuchungen über 
Konvergenz wesentlich auf ßeihenvergleichung gestützt. 
E s bleibt uns noch übrig, das allgemeine K riterium  der 
Konvergenz einer Reihe anzuführen. E s sei

S p  =  « o + u i  +  u s + - -  - + U P ;  

es ist alsdann die n o t w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  
B e d i n g u n g  f ü r  d i e  K o n v e r g e n z  d e r  R e i h e ,
d  a ß  s P + 4  —  Sq =  S p -fl +  Sp-f-2 +  . .  . - f -  Sp-|-q

n u r  d u r c h  W a h l  v o n  p f ü r  j e d e s  q b e l i e b i g  
k l e i n  g e m a c h t  w e r d e n  k a n n .

W ir müssen jedoch dieserhalb au f eingehendere 
W erke verweisen.1

2. W ie wir weiter oben fanden, ist eine R eihe von 
Gliedern m it abwechselnd positiven und negativen V or­
zeichen konvergent, wenn die Glieder der Reihe gegen 
N ull konvergieren.

E i n e  s o l c h e  R e i h e  w i r d  d a n n  i m m e r  
k o n v e r g i e r e n ,  w e n n  d i e  R e i h e  d e r  G l i e d e r

1 Vergl. e tw a : Encykl. der math. W issenschaften, Bd. 1, A . 3, 
p. 78 oder L ipschitz, Grundlehre der A nalysis, Bd. 1, p. 502 u. f.

98  Sum m ierbare  Reihen.
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s ä m t l i c h  m i t  p o s i t i v e n  V o r z e i c h e n  g e n o m ­
m e n k o n v e r g i e r t .  H i e r b e i  i s t  es  d a n n  g l e i c h ­
g ü l t i g ,  i n  w e l c h e r  R e i h e n f o l g e  d i e  G l i e d e r  
e i n e r  s o l c h e n  R e i h e  z u s a m m e n g e f a ß t  w e r ­
d e n .  I n  d i e s e m  F a l l e  s a g t  m a n ,  d i e  R e i h e  
k o n v e r g i e r e  ( a b s o l u t )  u n b e d i n g t .  I s t  j e d o c h  
d i e  R e i h e  d e r  G l i e d e r  m i t  l a u t e r  p o s i t i v e n  
V o r z e i c h e n  n i c h t  k o n v e r g e n t ,  so k a n n  d u r c h  
T J m o r d n u n g  d e r G l i e d e r  d i e  K o n v e r g e n z  d e r  
R e i h e  v e r l o r e n  g e h e n  o d e r  a b e r  d i e  R e i h e  
z w a r  n o c h  k o n v e r g i e r e n ,  a b e r  g e g e n  e i n e n  
a n d e r e n  W e r t .  D a ß  d i e s  b e i  j e d e r  s o l c h e n  
R e i h e  a u c h  w i r k l i c h  e i n t r e t e n  k a n n ,  i s t  von  
R i e m a n n  g e z e i g t  w o r d e n .  E i n e  s o l c h e R e i h e  
h e i ß t  b e d i n g t  k o n v e r g e n t . 1 Doch müssen w ir 
auch hier auf umfassendere W erke verweisen; wie etwa 
auf die angeführte Encyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften.

IX . Kapitel.

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Umkehrung von Reihen.

§ 61. D arstellung einer Funktion durch eine 
unendliche Reihe.

1. Sei irgend eine Funktion y durch die beiden 
Reihen

y = a 0 +  a1 x +  a2 x 2 +  a3 x s+  • . • und 
y = b 0 +  b1x +  bi x 2 +  b3 x3 +  . . .  

dargestellt und seien diese Reihen fü r bestimmte W erte

1 D ie U n tersche idung  zw ischen b ed in g te r und u n bed ing te r
K onvergenz rü h r t  von D irich le t her.



von x =  0, einschließlich bis zu eiDem bestimmten an. 
deren W erte, konvergent, so folgt für x =  0  unm ittelbar 
a0 =  b0 und hieraus

y ,= a i  +  a2x +  a3x2- f . . .  
ya =  b, +  bax +  b3 x2+ . . . ;  

woraus wieder a, =  b, und sofort a2 =  b2 etc. folgt. Es 
ist hierbei aber notwendig, daß  die Reihen auch für 
x =  0 konvergent sind , andernfalls sind diese Schlüsse 
nicht zulässig. Entsprechendes g ilt für die folgenden 
Untersuchungen.

E i n e  F u n k t i o n  k a n n  a l s o  n u r  a u f  e i n e  
e i n z i g e  A r t ,  w e n n  ü b e r h a u p t ,  d u r c h  e i n e  
e n d l i c h e  o d e r  u n e n d l i c h e  R e i h e  v o n  G l i e ­
d e r n ,  d i e  s t e i g e n d e  P o t e n z e n  e i n e r  V e r ­
ä n d e r l i c h e n  s i n d ,  d a r g e s t e l l t  w e r d e n .

2. E ine unm ittelbare Folge hiervon i s t : V e r ­
s c h w i n d e t  d e r  W e r t  e i n e r  P o t e n z r e i h e  f ü r  
j e d e n  W e r t  d e r  V e r ä n d e r l i c h e n ,  so s i n d  
s ä m t l i c h e  K o e f f i z i e n t e n  d e r  G l i e d e r  d e r  
R e i h e  g l e i c h  N u l l .

§ 62. Die Methode der unbestim m ten Koeffizienten.
1. A uf dem in § 61 Entw ickelten beruht die 

M ethode der unbestimm ten Koeffizienten. D as dabei 
angewandte Verfahren nimmt an , eine Funktion  lasse 
sich in eine Potenzreihe entwickeln, also in  eine Reihe 

y =  a0- f a , x  +  aax2- f  . . ., 
deren Koeffizienten aber vorerst noch unbestim m t sind 
und zu deren Bestimmung aus den Eigenschaften der 
Funktion Gleichungen abgeleitet werden. B e i  d e r  
g e f u n d e n e n  R e i h e  i s t  a b e r  s t e t s  e i n e  U n t e r -

1 0 0  Die M ethode d e r u n bestim m ten  Koeffizienten.



B u c h u n g  ü b e r  i h r e  K o n v e r g e n z  o d e r  D i v e r ­
g e n z  z u  v e r a n s t a l t e n ,  d e n n  n u r  u n t e r  d e r  
B e d i n g u n g  i h r e r  K o n v e r g e n z  d ü r f e n  w i r d i e  
P u n k t i o n  g l e i c h  d e r  R e i h e  s e t z e n .  Einige 
Beispiele werden das V erfahren am besten zeigen.

2. B e i s p i e l .  y =  ^  2  x  x 1 so^  e*ne ®,e^ e
entwickelt werden.

1 Z -2X  +  X1 = ( ao + ai x +  aj x’ +  a3x3+  • • •)

H ieraus durch M ultiplikation

( ao +  ai x +  a2x , +  a1x3 +  a4x ‘ + . . .
— 2 a 0x — 2a,  xs— 2 a ax3— 2 a s x 4— . . .

+  a„x* +  a, x3 +  a„ x 4 +  . . .
Setzen wir die Koeffizienten der Potenzen von x rechts 

und links einander gleich, so erhalten wir (nach § 61): 
1 =  a0 oder a0 =  1
0 =  a, — 2 a0 a, =  2
0  =  aa — 2 a, +  a, a, =  3
0  .=  a , — 2 aa +  a, a , =  4
0 =  a4 — 2 aa -f- a2 u. s. w. a4 =  5 u. s. w., also

y = r _ l 2 x +  x i = l  +  2 x + 3 x 3+ 4 x 3- |-5 x <- f 6 x !i-i-----

limes —2Ü - =  — ^ . x =  ( l  +  — ) x =  x; d. h. die 
un U V . n /

letzte Gleichung für y is t gültig für x < 1 (absolut ge­
nommen).

3. D er Nachweis der Bedingungen, unter denen 
die erhaltene Reihe konvergiert, ist nicht immer so 
einfach wie bei obigem B eispiel; so erhalten w ir z. B.

j —  Y z r ~ q r ^ r = = i + x —x3—x* + x '+ x 7-  x*—x 10+ ..

Die M ethode de r unbestim m ten  Koeffizienten. 101
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H ier können w ir am einfachsten je  zwei Glieder 
der Reihe zusammenfassen und erhalten

y (1 +  x) — x8 (1 +  x ) - f  x ‘ (1 -f-x) — . .  
d. h. eine geometrische Reihe, die fü r  x  < 1 (absolut 
genommen) konvergiert.

§ 63. Um kehrung von Reihen.
I s t  e i n e  R e i h  e y =  a#-j- a, x a 2 x 2 +  a3 x3 + . . .  

g e g e b e n ,  so h e i ß t  d i e  R e i h e  u m k e h r e n ,  a u s  
d e r s e l b e n  e i n e  R e i h e  f ü r  x,  a l s o  e i n e  R e i h e  
x =  A 0 -f-A, y-|-A -2 y 2-f- A 3y3. . .  a b l e i t e n .  Auch diese 
A ufgabe lä ß t sich am einfachsten durch die Methode 
der unbestim m ten Koeffizienten lösen. Soll z. B . aus

y =  x +  - | - x 2 +  - | - x 34 - - ^ x 4- l- . . .  (I)

(konvergent fü r  x 2 < 1) 
um gekehrt für x eine R eihe in  y  entwickelt werden, 
so haben w ir:

X =  A 0+ A 1y +  A 2y2+ A 3y3+ . . .  (H).
H ieraus erhalten w ir fü r x =  0, y =  0, d. h. A 0 =  0, 

oder x = A 1y +  A 2y 2 +  A 3y3+  . . . Setzen w ir für x 
in R eihe I .  diesen W ert ein, so erhalten w ir:

y = K  y + A a y4+ A s y3+  • •■ ■+j  (■Ai y + A a y 3+  A 3 y3+ • 0 ’ 

+  3(Aiy+A2y2+ A3y3+-)3+ 4(Aiy+A2 y3+A3 y3+ • •)*+• •

=  A 1y + ( A a + | A 12) y 2 +  (As +  - |2 A 1 .A a + - i A 13)y ‘ 

+  (A4 + _2(2A1 ■ A3 +  A 2 2) +  - 3A! 8 A-a Al3)y4+**-
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Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten der 
Potenzen von y rechts und links;

1 = A , A 1 =  l

o = a , + A V  a , = - 4

0 = A ,  +  A 1 A ,  +  | v  A 3 =  + i r

0 = A^-J-Aj A3+ ^ A ä2+ A 18A 2 + -^A j u .s.w . A t = — - j

u. s. w., also

y 2! 3! 4! 5!
Letztere L eihe ist konvergent für jeden W ert von y.

X. Kapitel.

Die binomische Keihe.

§ 64. Der binomische Satz fü r ganze negative 
Exponenten.

(für x a < 1.)
1. D er binomische Satz ist für ganze positive Ex­

ponenten bereits in der A lgebra erledigt worden (vergl. 
Sammlung Göschen, A lgebra, § 30). Es erübrig t uns 
also noch, den Fall der ganzen negativen Exponenten 
und den der gebrochenen Exponenten zu erledigen.

2. Um  die G ültigkeit der Formel für diesen Fall
zu zeigen, wollen wir zunächst eine Gleichung von der
Form  A x s- j-B x s-j-B x-)-D ==0 betrachten, derenW urzeln
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x,, xa, x3 sein mögen. Subtrahieren w ir von derselben 
etwa A x i8- j-B x ,i - |-C x 1- | - D = 0 ,  so erhalten w ir eine 
neue Gleichung A  (x3— X, 8) + B (x *— x ,2) +  C (x — x ,) = 0 ,  
die durch x — x, teilbar ist. W ir schließen daraus, 
daß die gegebene Gleichung den F ak to r x — x, enthält, 
und daß sie au f die Form  A  (x  — x,) (x — x a) (x — x3) =  0 
gebracht werden kann. E ine unm ittelbare Folge hiervon 
ist aber der S atz :

I s t  i r g e n d  e in e  G l e i c h u n g  de s  n t e n  G r a d e s  
m i t  e i n e r  U n b e k a n n t e n  g e g e b e n ,  so  k a n n  
d i e s e l b e  n i c h t  m e h r  a l s  n W u r z e l n  h a b e n .  
H a t  s i e  n ä m l i c h  m e h r  a l s  n W u r z e l n ,  so 
m ü s s e n  n o t w e n d i g  a l l e  K o e f f i z i e n t e n  A,  B,  C . . . 
v e r s c h w i n d e n  u n d  d a n n  b e f r i e d i g t  j e d e r  b e ­
l i e b i g e  W e r t  f ü r  d i e  U n b e k a n n t e  d i e  G le ic h u n g .

3. E s is t aber fü r ganze p  und  q :

H ieraus folgt aber:



Der binom ische S a tz  fü r  ganze negative  E xponen ten . 105

Entwickeln wir aber die letzte Gleichung und 
ordnen nach Potenzen von cp so werden wir eine Gleichung 
von der Form

A  . q ^ B q — 1 +  C q“- 2 +  • . • =  0
erhalten. D a diese Gleichung für alle möglichen ganzen 
W erte p und q g ilt, so werden w ir aber für ein und 
dasselbe p jedenfalls mehr als a W erte q erhalten, 
welche diese Gleichung befriedigen, oder m it anderen 
W orten, e s  w i r d  ü b e r h a u p t  j e d e r  b e l i e b i g e  
W e r t  f ü r  q d e r  G l e i c h u n g  g e n ü g e n ,  o d e r  d i e  
G l e i c h u n g  (I.) g i l t  n i c h t  n u r  f ü r  g a n z e p u n d  
q, s o n d e r n  ü b e r h a u p t  f ü r  b e l i e b i g e  p u n d  
e b e n s o  f ü r  s o l c h e  q.

4. Es  sei nun

y =  ( Qn) +  ( i n)x + ( 2 ) x’+ (  3 ) x3 +  --'
M ultiplizieren w ir die Gleichung mit



=  1 +  ( J )  x  +  Q  x 2 +  (0 )  x 3 +  . . .  =  i ,
also

y . ( l  +  x)n =  l  oder y  =  ̂ -1 ^ x)a =  ( l  +  x ) - n,

oder

( l  +  xr "  =  l  +  (  i n) x + (  2 D) x2+ (  3 D) x3+ - - -
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§ 65. D er binomische Satz fü r gebrochene positive 
Exponenten.

und allgem ein:



Setzen wir hierin a =  q, so folgt aber
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1

y < l = l + x ,  d. h. y =  ( l  +  x ) 1 ,  oder 

1 \  / 1 \
l

( i + x ) < i = n - \ 1 / x + y 2 / x 2+ . . . ,  

und hieraus

x  . ( $
yP =  ( l  +  x)4= l  +  \ l / x + \ 2 / x2+ ‘ **

§66. Der binomische Satz fü r gebrochene negative 
Exponenten.

-  fS) M )  ,
(l +  x ) « = l  +  \  l / x +  \  2 / x * +  \  3 / x " +  • • • 

Nehmen wir auch hier wieder an, es sei:

^ (D + flU d U -.
so erhalten wir durch M ultiplikation m it

/ p \  / P \  / p \

n )
‘* + \  s h

( l + x ) 4 - \ o /  +  \ i / x +  \ 2 / x2+ - - -  wie in § 64’ 4‘
p. = i

y . ( l + x ) 4 = 1 ,  o d e ry  =  ( l + x )  4 , also

( l + x ) T = l  +  (  j ) x + (
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1. W ir haben es bis je tz t unterlassen, zu unter­
suchen, un ter welchen Bedingungen die Binomialreihe 
konvergiert oder divergiert. E rinnern  w ir uns, daß

UxH?)-S!
ist, so erhalten w ir aus der Beihe für (1 -f-x)'!

1 - A,. tln-fi q — n n
r x = ~ x’ oder:
n

D i e  B i n o m i a l r e i h e  k o n v e r g i e r t  s t e t s  f ü r  
p o s i t i v e  o d e r  n e g a t i v e  x  k l e i n e r  a l s  E i n s .

2. I s t  x =  1,  so bedarf es einer w eitern U nter­
suchung, ob die Beihe konvergiert oder nicht. W ir 
haben wieder

En n -f- 1
W ir finden hieraus, daß  fü r jedes beliebige q und hin­

reichend großes n der Quotient lim - Un+1 negativ wird,
Un

oder, daß die Glieder der Binom ialreihe fü r diesen Eall ab­
wechselndpositiv und negativ sind. Es genügt also, wenn die

Glieder überhaupt abnehmen oder der Q uotient lim — n-̂ ‘
u„

kleiner als E ins bleibt. Dem  ist aber so für n — q <  n - j-1, 
das h e iß t:

I s t  x =  - f  1 , so  k o n v e r g i e r t  d i e  B e i h e  f ü r  
a l l e  E x p o n e n t e n ,  d i e  > — 1 s i n d ,  u n d  es  i s t  
f ü r  e i n e n  s o l c h e n  E x p o n e n t e n  a l s o

( i+ D 9= 29= i + ? ) + 0  +  ß + -

§ 67. Konvergenz und Divergenz der Binomialreihc.



3. Nehmen wir dagegen x = — 1 , so haben alle 
Glieder der Keihe, von einem bestimm ten ab wenigstens, 
dasselbe Vorzeichen. W ir haben aber je tz t:

Un+ 1  n — q 1 _  1
m un _ n + 1  . q + 1  1 +  “ ’

n — q

also n . o =  — —-  . ( q + l )  =  q +  l- Also:

F ü r  x =  —  1 d a g e g e n  k o n v e r g i e r t  d i e  R e i h e  
n u r  n o c h  f ü r  p o s i t i v e  E x p o n e n t e n  q.

§ 68. B inom ialreihe fü r (a +  b)"

(a +  b)n =  an ±  (“)  a”- 1 b +  ( j ) . a - 2 b *+  g )  a““ 8 . b !■+. -

Setzen w ir in  der Formel fü r ( l + x ) n für x den 

W ert — , und m ultiplizieren w ir m it an, so erhalten wir 

die Binomialreihe für (a +  b)n :

(a ±  b)“ =  a* +  Q  . a » - i  b +  a»-*  b» . . .

Ü ber deren Konvergenz g ilt das in  § 67 Ge­
fundene in  entsprechender Umformung der Bedingungen.

§ 69. Umwandlung von W urzeln in  unendliche Reihen.
1. Soll z. B . die Quadratwurzel aus 50 in eine 

unendliche Reihe verwandelt w erden, so wählt man 
das Quadrat, das 50 am nächsten liegt, also 49. Man 
hat dann

/w-yi9Tl=Hi+44H(i+i)i

Um w andlung von W urzeln  in unendliche Reihen. 109
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=  7  f i —J L  —___________^ i___L  _____________1  i ..
2 ’ 49 8 ' 492 1 6 ' 493 1 2 8 ' 4 9 i 'i _ - - ^

= 7 /i i I  _L_J.  _L* , 1  1 a 5 1 7  1
2'49 4 '49  1 2 '49  a _ Ü ’49 3~ ^ G '49^*  ' ’)

=  7,071067 81187.
In  letzterer Gleichung bedeutet A p immer den W ert 

des vorangehenden Gliedes der Iteihe.
Ebenso ist

/ ä B = V S 6 = I _ j / i 6 ( 1_ ^ g ) _ 6 ( t - 4 ) l .

2. Is t kein Q uadrat vorhanden, das nahezu gleich 
dem R adikanten  ist, so w ürde diese A r t  der Auflösung 
auf wenig rasch konvergierende Reihen führen. Man 
sucht dann aber durch passende Umformungen zu ändern, 
zur Berechnung besser geeigneten Reihen zu kommen. 
So h a t man z. B.

n_ |  / e s  - 1 * 3 = 1 = 1  | / C 4 ( i - 1 )

3. W ie die Q uadratwurzel kann jede beliebige W urzel 
auf diese A rt in eine Reihe verwandelt werden, so z. B.

u. s. w.
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X I. Kapitel.

Die Exponentialreihe. Die logarithmische Keihe. 
Logarithmen.

§ 70. Die Zahl e.

* i 1 1 _L 1 _l_ 1 _L
e =  I I  21 3 i  IT

1. Es ist nach dem binomischen Satz

(1+ tt) = 1 + ( i ) - ^ + ( 2 ) ^ + ( 3 ) - ^ + ---
m 1 m . ( m  — 1) 1 m(m—l)(m -2 )  1 

=  1 +  T ' m  172 ‘m* 1 . 2 . 3  m ^ "

H ieraus erhält man fü r m =  x  
/  1 \ m 1 1 1 1

lim(1 +  lS7 =e=1 +  l ! + 2l+ 3T+  4l+  * * *
=  2 ,718281828459 . . .

2. D ie Reihe fü r e selbst ist konvergent, indem

lim —B±i =  -A- h t .
un n
3. D ie Zahl e selbst ist, wie w ir sehen werden, die 

Basis des natürlichen Logarithmensystems und nimmt 
überhaupt in der niederen Analysis wie die Zahl n  eine 
ungemein wichtige Stelle ein. Sie ist wie die Zahl n  
transcendent und kann also durch keinen Bruch dar-

r
gestellt werden. "Wäre e nämlich =  —  , so erhielten



w ir durch M ultiplikation der Reihe m it s! aus der 
R eihe eine ganze Z ahl und die Reihe

 1-----]-----------*---------- 1---------- ------ 1________ _ _L
8 + 1  (s—f-1) (s—f-2) ( s + l ) ( s + 2 ) ( s  +  3) + - - - ’

und es m üßte der W ert dieser Reihe ebenfalls eine 
ganze Zahl sein. D er W ert der letzten R eihe ist aber 
kleiner als der W ert der Reihe

—  ■+— 1—  +  — —  +  s + l ^ ( s  +  l ) > ^ ( s + l ) ’, +  - - - ’

also kleiner als , also unmöglich eine ganze Zahl,

und somit kann auch e nicht gleich dem B ruch —  sein. 1
s

4. A us dieser B etrachtung folgt auch, daß der 
Fehler, den man begeht, wenn man die Reihe nur bis

1
s!   ’ ̂  s . s!

1 +  1 + 2 r + 3 r + 4 f + 5 i + 6 i  =  2 ,718 053 ’ * *
D er Fehler, den w ir begehen, beträgt weniger als 

6 7 6 1  “  4320 =  0,0(X)23-

§ 71. Die Exponentialreihe.

eX=1+ K + f r + S + S + - ‘
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zum Gliede —y nimmt, <  -——, ist. So finden w ir z. B.

1 E in  a n d e re r  Bew eis g e h t von d e r E n tw ick lu n g  von e ln  einen 
K etten b ru eh  a u s . E s  is t

e =  2 +  —
2 - | -  3

S+ *
4 + .  ■ und  es lä s s t  s ich  a u f  äh n lich e  A rt w ie  in  

§ 6 zeigen , dass  d ie se r B ruch  s te ts  i r r a t io n a l is t. VgL Schlöm ilch  a. a . 0.



1. W ir  haben ebenso

lim(1+ v ) m= 1 +  ' f fx+ x2 +  !̂ x3 +  • • '
Setzen wir aber für m den W ert /* . x, so erhalten 

wir auch:

(■+^r=KAr—
' , - 1+ i + S + l T + i r + - - -

2. D iese Reihe konvergiert für jeden W ert fü r x, 

indem lim ~  beliebig klein gemacht werden

kann. D ie R eihe seihst heiß t die E x p o n e n t i a l r e i h e .
3. W ir können diese R eihe auch durch die Methode 

der unbestimmten Koeffizienten ahleiten.
D a ax für x =  0  den W ert 1 annim m t, können 

w ir setzen:
ax =  l + A x + B x *  +  C x 3+  . . .  und 
a y = l  +  A y  +  B y 2+ C y 8+  . . .

D urch M ultiplikation erhalten wir aber daraus: 
a*+y =  l  +  A x ( l  +  A y  +  B y 2+ C y 3+ . . . )

+  M x 3+ N x 3- j - . . .  und auch 
ax+ y = l  +  A (x  +  y) +  B (x  +  y)2+ . . .

=  l + ( A + 2 B y + 3 C y 3+ 4 D y 3+ . . . ) x + P x 3+ Q x 3+ . .
H ieraus erhalten w ir aber durch Gleichsetzung 

der Koeffizienten
A  =  A , A  =  A

A a =  2B , B  =  £

A  B =  3 C, C =  AS

Die E xponentialreihe . 113
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A*
11 =

A x

A C = 4 D ,  D  =  u. s. w., oder

aI =  ' T  11 "f 21 r  • • •» 
worin A und a voneinander abhängig sind.

Setzen wir hierin A = l ,  so erhalten wir, wenn wieder

e = 1 + T r + ¥T +  i f - ist:

e^ =  1 + ^ -  +  | r  +  | r + . . .

§ 72. Die Reihe fü r  ax. 
l a . x  (1 a)* x» (la)» .x*

— 1_r  i i  +  2 !  3 !  +  • • •

"Wählen w ir die Zahl e zur Basis eines Logarithm en­
systems und bezeichnen die zu dieser Basis gehörigen 
Logarithm en zum U nterschied der Logarithm en der 
Basis 10 m it 1 oder m it log. nat., so erhalten w ir für 
ey =  a, y =  l a  und ax =  exy = e x la . Setzen w ir diesen 
"Wert in  die Exponentialreihe ein , so erhalten w ir aus 
derselben

. l a . x  ( la )2. x a (1 a)s x3 
a * = - l  +  - T r  +  — 2\---- +  — 3 J -  +  - ••

Diese Reihe konvergiert fü r  jeden W ert a und x.

§ 73. Das natürliche und das künstliche 
Logarithm ensystem , 

lo g a  x ac =  l  +  x
i 1 ( log a \ 2 , x 8 / l o g a \ s  f 
11 '  \ l o g e /  +  3! \ l o g e )  +  'log e 1 2!

log e =  0,434294481903 . .
1. U n ter den Logarithm ensystemen sind es zwei, 

die durch ihre Eigenschaften sich vor allen ändern



auszeichnen. E s sind dies das künstliche und das 
natürliche Logarithm ensystem. D as künstliche h a t den 
Vorzug, daß es sich am besten fü r unser dekadisches 
Zahlensystem eignet, indem die Potenzen der Z ahl 10 
unm ittelbar gegeben sind. D as natürliche Logarithm en­
system dagegen ha t den Vorzug, daß alle Formeln 
und Reihen, die in  ihm auftreten, die einfachste Gestalt 
annehmen. D ie Basis dieses Systems ist die Zahl e. 
D ie natürlichen Logarithm en sind zudem diejenigen, 
die in  der höheren M athem atik beinahe ausschließlich 
Vorkommen. A ußerdem  können die künstlichen Loga­
rithm en auf eine einfache A rt aus den natürlichen be­
rechnet werden. E s sei nämlich 10 =  ex, "Wir haben 
dann l  =  x loge. I s t  ebenso a =  1 0 y = e xy, also lo g a = y , 
1 a =  x y, so haben w ir

log a =  1 a . log e (I.)
=  l a .  0,434294481903 . . .

D a w eiter aus 10 =  ex auch 1 10 =  x  sich ergibt, 
so folgt noch

la  =  lo g a .l  10 =  lo g a .2,302585092994 . . .  (II).
D ie künstlichen Logarithm en werden also aus den 

natürlichen durch M ultiplikation m it 0,43429448 er­
halten, und ebenso finden w ir die natürlichen durch 
M ultiplikation m it 2,30258509 aus den künstlichen.

D ie Zahl 0 ,4 3 4 2 9 4 4 8 ..= log e =  heisst der Mo d u l

des künstlichen Logarithmensystems.

2. Setzen wir in  die Gleichung fü r ax für l a  den 
log a

W ert 80 geht die Gleichung über in

D as na tü rlich e  und  das künstliche Logarithm ensystem . 115



aX =  1 _i_ / lQg a\  x  _i / log a \2 x ’ , ß ° S a\ 3 x»
\lo g e j ' 1 (log e/ ' 21 (log e j *31
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§ 74. Die logarithm isclie Reihe.
. . . . .  x a , X 8 X * . x s
I < l  +  x )  — x — Y  +  -3------ T +  5 --------------

1. Es ist ( l+ x ) = e K i + x 3 = |i  +  m it be­

liebiger A nnäherung fü r sehr große m. D araus folgt 
a h e r :

Setzen w ir hierin m =  -y- , so erhalten wir hieraus 

w ieder:

- +y
i a + 1 ) _ f i ± Ä = * _ ( i ) . i + ( ^ + < j )

. i-(y—i)(y—2)(y—3)
^  1 . 2 . 3 . 4  X

Is t  m unendlich groß und  y also =  0 ,  so folgt
X* X * X 4

daraus: l ( l  +  x) =  x - y  +  - ------J -  +  *--

2. W ir hätten  auch diese Reihe durch die M ethode 
der unbestimm ten Koeffizienten ableiten können. Nehmen 
w ir an, daß

l ( l + x )  =  A  +  B x  +  Cx* +  D x 1,- f . . .  
so finden w ir zunächst fü r  x = 0 ,  11 =  0, A  =  0  oder: 

l ( l  +  x) =  +  B x  +  C x , +  D x 3+ . . .
■ D urch  E n tw ick lu n g  von  1 (1 +  x) ln  e inen  K e tten b ro ch  k an n  

g eze ig t w erden, das» d ie  n a tü rlic h e n  L o g arith m en  d e r ra tio n a le n  
Z a -len  ir r a t io n a l  sind . Vgl. Schiöm lleh  a  a  0 .



Ebenso ist:
( l + x  +  y) =  + B ( x  +  y) +  C (x  +  y)’ + D ( x + y ) 3 +  . . .  

=  +  B x + C x ’, +  D x 3 +  . . .  +  y ( B + 2 C x  +  3 D x 3+ . . .  
-f-M y J- f  N y 3+ . . ,

Ferner ist

l ( l + x + y )  =  l ( l  +  x )(l +  i ^ )  =  l ( l + x )  +  l ( l + i ^ x)

=  A x  +  B x 3 +  C x 3+ . . .  +  B i ^ i + ( r ^ i j 2 . C x + . . .  

=  A x + B x a+ C x 3+ . . .  +  B y ( l — x + x * — x3-|-x 4- |- . ..)

(1 +  x)3 B + - * -  
W erden die Koeffizienten von y  in  diesen beiden 

Gleichungen fü r l ( l  +  x +  y) einander gleich gesetzt, so 
erhalten wir aber
B ( l — x +  x ‘— x3 +  x ‘ — . . . )  =  B 4 - 2 C x + 3 D xs+ . . .  

B  =  B, B  =  B ,
„  B

— B  =  2C , C = -----— ,

+  B  =  3 D , » = + • § - ,
Jg

— B =  4 E , E  = -----— u. s. w., also4

l ( l + * ) = B ( x — y  +

W ählen wir zur Basis unseres Logarithmensystems 
aber die Zahl e, so erhalten w ir:

Die logarithm ische Reihe. 117
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3. Es erübrigt uns noch, die Konvergenz der Reihe 
für 1(1 -f- x) zu untersuchen. Es ist klar, daß die Reihe 
konvergiert für positive und negative x kleiner als Eins. 
Is t x =  + 1 ,  so konvergiert die Reihe gerade noch, da 
die Glieder abnehmen und  abwechselnd positiv und 
negativ sind. I s t  dagegen x  =  —  1, so divergiert die 
Reihe. D aß  für diesen Fall die Reihe divergieren 
m uß, geht auch daraus schon hervor, daß 10 =  — oo ist.

4. Insbesondere erhalten w ir also:

12- 1- t + t - t + t - | + -  
1 . 1 . 1 . 1

I • • •1 .2  1 3 .4  1 5 .6  1 7 .8

§ 75. W eitere Reihen zur Berechnung der Logarithm en.

1. T ' S l = I + ¥ + x + -  

3- =  +  12 q 2 q + 1  3 (2 q-)-l)" 5 (2 q + l)°
4 l T - l ( * + l ) + I ( * ~ l )  | * , 1 , 1 ,

2 2 . x*  4 7 x* 67x*

1. W ird  anstatt x in der logarithmischen R e ih e— x 
gesetzt, so erhält man

1(1— x) =  — (x  +  y  +  ^ -  +  ^j--f-. . . ) .

H ieraus fo lg t durch Subtraktion dieses W ertes 
von dem W ert fü r 1 ( 1 + x )  die erste Gleichung.

2. E ü r r— =  z erhalten w ir x =  -1 — x z - h l



W eitere Reihen zu r B erechnung der L ogarithm en . 119 

Diese IVo rte  in  die erste Gleichung eingesetzt, 

g ib t die zweite Gleichung für 1 z.

3. W ird  ebenso =  ~ ~q~"  Seselzl) 80 erhält 

man x =  2 q ^ f l  unc  ̂ hieraus ^ie Glleichung 3.

4. Aus 1 (1 +  y) folgt weiter 

Ebenso is t :

—  L J _ .
2 x 2 T 3 x 3 

1 1
2 x 2 3 x 8 4x*

D araus folgt durch A ddition:

1(1+ t )(1- t ) = 1<, + 1 >+I(i- 1> - 21(i>

=  - 2 ( i ? + 4 ? + 6 ?  +  - " )
oder:

I ( x + l )  +  l ( x — 1) , 1 , 1 , 1  
l x ~  2 ^  2 x 2 ~t~ 4 x i ~r  6 x 6

So ist  z. B.
14  +  12 1 , 1 , 1 ,

13: 2 T 2 . 3 a T 4 . 3 4 1 6 .3 “
14 +  16 , 1 . 1 . 1

15— 2 2 . 5 S 4 . 5 4 6.5* ‘ ‘
5. Die hier entwickelten Reihen sind zur Be- 

rechnung der Logarithm en deshalb geeigneter, weil sie 
rascher konvergieren als die Reihen für l ( l  +  x) und 
1(1 x).
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X II . K apitel.

Die trigonometrischen Funktionen. Imaginäre 
Logarithmen.

§ 76. Die Eeihen fü r  sin x  und cos x.

1. Setzen wir in  der Exponentialreihe anstatt x 
den W ert ix ,  so erhalten wir

2. Um die R ichtigkeit dieser Form el zu zeigen, 
benützen w ir zur A bleitung der Reihen für sin x und 
cos x die M ethode der unbestim m ten Koeffizienten. 
Es ist:

cos (x -f- y) cos (x — y) =  2 cos x cos y.
Setzen wir, da cos0 = 1  ist,

cosx =  l  +  A x s +  B x 4 +  C x * +  • • 
was w ir tun  dürfen, da cos ( — x) =  -(-co sx  is t; so er­
halten w ir:

cos (x +  y) - f  cos (x— y) =  2 +  A  ((x +  y)1 - f  (x— y)*) 

+  B ((x  +  y)‘ + ( x - y ) ‘) + . .  =  2 + 2 (A x *  +  B x ‘ + O x 8..)

X S . X 6 X 7

X 2 X 4 X 8

=  co sx -t- i. sinx.

+ 2 (A +  ( 2 ) B x ’ + ( ® ) c x ‘ +  . . . ) y s +  M y 8 +  N y 8 +  .



2cosx  . cosy =  2 ( l  + A x 2+ B x 4+  C x 3+  . • . ) ( !  + A y 2 
+  B y ‘ +  C y 8+ . . . )  =  2(1 +  A x 2 +  B x 4 +  C x 6+ . . . )  

+  2 ( l  +  A x 2 +  B x 4+ . . ) A y 2 +  R y 4 +  S y 8+ . . .  
H ieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten von y 2: 

A  =  A  also A  =  A
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( ! ) -

!)°-

A 2 B  =
4 . 3  41

A B  C =
22.A S 23 A 3

. 4 . 3  _ _ 6 T  
23A 4 24A 4

\2 / 6 . 5 . 4 . 3  6!

= A O  D  =( . V - 8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3  “  8! u- s-w-
 ̂ i a ,  , 4 A 2 t , 8 A 3 ,  , 16A 4 . ,

cosx =  l  +  A x 2+ — x4 +  — x*-l----- —

3. Ebenso sei

s in x  =  A 1x +  B 1x3+ C , x i +  D 1x , +  . .  ., 
was w ir immer tun  dürfen, da ein 0  =  0 und sin x =  sin 

(— x). Setzen w ir diesen und den gefundenen W ert 
fü r cosx etwa in  die Öleichung sin'1x-)-cos2x =  l  ein, 
so erhalten w ir:

(A , x +  B, x3 +  C, x 8 +  ...)■ +  ( l +  A  x 2+ ^ ’x4+ . . ) = l  

und hieraus
A ,2-f-2 A  =  0, A , = ) / = 2 A

8 A* 1
2 A , B 1 +  A 2 +  - ^ - = 0 ,  B, =  —  A ) / — 2 A

8 A 3 I f i A8 1
2A 1CI+ B 12+ T r  +  - | r  =  0, CI =  ^ A 2|/= 2 Ä u .s .w .

4. Z u r Bestimmung von A  dient der Umstand, 
daß für sehr kleine W erte von x man s in x  =  x setzen 
darf. D araus folgt aber:



sin x =  x =  A, x -f- Bj x s -f- • • .

A , =  l ,  A  =  — , Bj =  g j , C, =  -f- — , etc.,

d. h. w ir erhalten
x® x* x 8

c o 8 x = 1 _ _ + _ _ _ + . . .

x 8 x8 x^8inx =  x _ _ T  +  _ _ _ + . . .

1 2 2  Die trigonom etrischen  Funktionen.

§ 77. Relationen zwischen den Funktionen sin x, 

cos x und e,x
( ph  | a  ix p h __a  ix
I cos x =  e   sin x — e

2 2 i
( (cos o +  i s in  a)n —- cos n x + i  sin n x .

1. W ie w ir sahen, is t
eix =  eos x -f- i sin x.

Setzen wir anstatt x, — x, so erhalten wir ebenso.' 
0—ix =  cosx — is in x . H ieraus folgt:

e ix  _]_ e —ix  e ix  —  e - i x
c o s x = -----g - — , s i n x =  -• i1»)

2. A us eix . o'y =  e’(x+y> folgt w e ite r:

(cos x +  i sin x) (cos y +  i sin y) =  cos (x +  y) +  i sin (x +  y), 
ebenso: (II.)

(cos x +  i sin x) (cos y +  i sin y) (cos z +  i sin z)
=  cos (x +  y +  z) +  i s i n ( x + y  +  z). 

Insbesondere folgt daraus:
(cos x +  sin x)n =  cos n x +  i sin n x. ( II I .)  (Yergl. Samm­
lung Göschen N r. 47, Algebra, § 31 ; Satz von Moivre.)

3. W erden in der Gleichung (H ) die reellen und
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imaginären W erte einander gleich gesetzt, so erhalten 
wir daraus:

cos (x +  y) =  cos x cos y — sin x sin y 
sin (x +  y) =  sin x cos y -f- cos x sin y.

Ü berhaupt lassen sich auf diese A rt beinahe alle 
trigonometrischen Relationen zwischen W inkeln leicht 
ableiten, und w ir wollen uns beschränken, darauf hin­
zuweisen. Betreffs der Verwendung des Satzes von 
M oivre zur Lösung der Gleichung xn +  l = 0  müssen 
w ir auf Sammlung Göschen, A lgebra, § 31 verweisen.

§ 78. Die Reihen fü r ta n g x  und c o tx . 

x* , 2x ‘ , 1 7 x 1 .tang  x =  x  +
3 15 315

• •

=  2* (28- 1) Ä  x +  2‘ (2*-l) | s  . x»

+  2 » ( 2 » - l ) - ^ x ‘+ . . .

1 .. x* x* 2 x “ x*
c o t x _  —  (1 — -g- — 4 g - 9 4 5 - 4 7 2 5  — •••)

  J _ / 1  p l A - T 1  0 ‘ ® L T < O «  J ?3  t I

-  x (1 * 2! x J 4 ! x  • 6 T x “ *
1 . Es ist

X 3  X* X7

sinx  X— 3 i +  5 i ~  • 1 ‘
tang x = ------ = -------------5—-7 j-----------cosx x x x 8

1 — 2T + '
=  x +  A x 3 +  B x 5 +  C x 7 +  . . .

D ie Glieder x 7, x*, x 8 . . . fallen weg, indem 
tang(— x) = —  tan g x  ist.



D araus folgt aber:

— L = A _ - L  a - 1  1  _  1  _ 2 *(2 - - l )
3! 2! ’ 21 31 3 2! 1

=  . A - A
51 21 4! ’ 5! 4! 2! 15

2 4 (2 ‘- l )
 H  *

 L  p  Ä ,  A _ i  1 7  2*(2* 1 )
7 ! “ °  2! 7^ 4! 6 ! ’ 3 1 5 ~  6 !

u. s. w. H ierbei sind B j, B 2, B s die B e r n o u l l i s c h e n  
Z a h l e n .

2. Ebenso erhält man die Reihe für cot x, indem 
man setzt:

x* x*
cosx ^ 2! 4!

cot x  =  - t—— = ------- - 5 ------=-----------
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sm x  _  _
3 l + 5T — " •

=  - i - ( l  +  A x * + B x * - f . . . )

§ 79. Reihen fü r  cos m x und sin m x. 

cos in x =  cos“  x — (™jcosm _ 2  x . sin* x +  ^ c o s m~ 4  x sin* x

— |™ jcosm_8 x s i n x * +  ■ • •

sin ni x =  . cos“  _ 1  x sin x — j cosm~ 8 x . sin ” x

-f- 1  g1 j . cos x " 1^ 6 x . s in 6 x  — . . .

1 . Es ist nach dem Satz von M oivre: 
cos m x +  i sin m x =  (cos x -|- i sin x)m =
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D urch Gleichsetzung der reellen und der imaginären 
Teile rechts und links gehen hieraus unm ittelbar die 
Form eln fü r cosm x und s i n mx  hervor.

2. So erhält man z. B . : 
cos 2 x =  cos2 x — sin2 x =  1 —  2 sin2 x =  ■— 1 +  2 cos2 x, 
cos 3 x  =  cos8 x — 3 cos x sin2 x = 4  cos3 x — 3 cos x, 
co s4 x  =  cos*x— 6cos2x . sin2x +  sin*x 

=  1 — 8 cos2 x +  8 cos* x, 
cos 5 x =  cos5x  — 10 cos8 x sin2 x +  5 cos x sin* x 

=  16cos6x  — 20cos8x +  5cosx  u. s. w.
Ganz ebenso findet man: 

sin 2 x =  2 cos x sin x, 
sin 3 x =  3 cos2 x sin x — sin8 x, 
sin 4 x  =  4 cos8 x sin x — 4 cos x sin8 x, 
sin 5 x =  5 cos* x sin x — 10cos2x s in 8x +  s in 'x  u. s. w.

§ 80. Reihen fttr cosnx  und sinnx.

2" , cosBx = c o s n x  +  (" jc o s(n — 2)x +  cos(n—4)x + . .

2“ 'cos" x = cos n x  +  eos (n—2) x  +  cos (n— 4) x + . .
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n —I

(—1) 2 . 2n— . s i n  x =  sin n x — sin (n — 2) x 

+  )  sin (n —4) x — . . .  +  / n — sin x (für ungerade n).
V 2 /

1. Setzen w ir
cos x +  i sin x =  r, cosx — i s i n x = s ,  

so erhalten w ir r s  =  l  und
2 cos x  =  r  -f- s, also:

2" cosnx  =  ( r +  s)“ =  r ” +  Q  r““ 1 s +  Q  rn~ V + . . .

=  (r”+ s») +  Q ( r " - l s + r  s“- I) + Q ( r “- 2s+ r 2s“- a+ ) + . . 

H ierbei ist das letzte Glied dieser Iteihe fü r gerade n

und fü r ungerade n dagegen

Berücksichtigen w ir aber, daß r s  =  l  ist, so folgt 
daraus w eiter:

2" c o s " x = (r '+ s " )  +  (“) ( r " - 2+ s ’' - 2) + ( “ j c r ^ + s ”- ^ . .  

Nach dem Satz von M oivre haben w ir aber ferner: 
rp +  sp = ( c o s x + i  sin x)p -f- (cos x —  is in  x)p 

=  cos p x -j- i  sin p x - f  cos p x —  i sin p x =  2 cos p x, 
also w ird:

2p_1cosnx =  c o s n x + ^ jc o s ( n — 2 ) x - f ^ 2 j oos(n — 4 ) x + . . ,

l / n \  /  n \  • •wobei das letzte G lied — [ n ) oder [ n — 1 cos x ist, je

nachdem n gerade oder ungerade ist.
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Ganz ebenso ergeben sich aus (r — s) die Form eln 
für 2n—1 sin x.

2. Insbesondere erhalten w ir:
2 cos2 x =  cos 2 x +  1 
4 cos3 x =  cos 3 x 3 cos x 
8 cos4 x =  cos 4 x +  4 cos 2 x +  3 

16 cos5 x =  cos 5 x +  5 cos 3 x + 1 0  cos a.
32 cos“ x =  cos 6 x +  6 cos 4 x +  15 cos 2 x +  10

2 sin2x =  — cos 2 x +  1 
4 sin3 x =  — sin 3 x +  3 sin «.

§ 81. Die Reihen.
S 1  =  l  +  X C 0 S a  +  X a C 0 S 2 a - f  X a C 0 S 3 a  +  .  .  .

1 — x  COS a 
1 —2 x c o s a  +  x*

Ss =  l - f x s i n  a - ( -x as in 2 a  +  x ss in 3 a 4 -  . . .
  x  sin a

" ^ l  — 2 x c o s a - f x a*

].  W ir haben Sj +  i . S2 =  1 +  i - f  x (cos a +  i sin a) 
-f x ! (cos 2 a +  i sin 2 a) +  . . . oder:

S1 +  iS s =  l  +  i +  x . e “ i +  x 2. 2 « i + x 3e 3 a i +  . . .

=  i +  { l  +  (x.eai) +  (x.eai)2 +  (x.eai)3+  . . .}

  1 y
(1 — x cos a)2 +  x2 sin2 a
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H ieraus folgen durch Gleichsetzung der reellen 
und im aginären Teile die obigen Reihen.

2. Gleicherweise lä ß t sich jede Reihe 
S ' =  a +  b x cos a +  c x 2 cos 2 a +  d x3 cos 3 a +  . . .  oder 

S ', =  a 4 - b x s i n a - f c x 2s i n 2 a  +  <ix88in3a +  . . .
sum m ieren, wenn die Summenformel fü r a  +  b x - j - c x 2 
+  d x 3 +  . . .  bekannt ist.

§ 82. Im aginäre Logarithm en. 

l a  =  a +  2 k j j i ,  1(— a) =  q -(~ (2 k ^ -|-  l j i .

1 (a +  bi) = - i - 1 (as +  b a) +  «p i +  2 k  w i,

1 _ U  

2 71 i

1. F ü r  irgend eine ganze Z ah l k  is t
cos 2kw +  i s i n 2 k ^  =  l ,  also

+  2k n ie -  = 1 .

H ieraus finden wir aber, wenn a =  e“ ,
ct « + 2 k ^ i  ia =  e =  e — und also : 

l a  =  o +  2k7t i .
Z u  j e d e r  p o s i t i v e n  Z a h l  a g e h ö r e n  a l s o  

u n e n d l i c h  v i e l e  L o g a r i t h m e n ,  es  i s t  v o n  
d e n s e l b e n  a b e r  n u r  e i n e r  r e e l l .

2. Ebenso ist fü r ganze k
c o s (2 k +  1) ar +  i sin (2 k  +  l ) n  =  — 1,

oder e+  (2 k n ^ 1 =  — also

_ a = e “ ( - l )  =  e0 ± (2k +  1)' ' 1 oder 
1(— a) =  a +  (2 k  +  l ) ^ i .



cos

also

D ie  u n e n d l i c h  v i e l e n  L o g a r i t h m e n  e i n e r  
n e g a t i v e n  Z a h l  s i n d  a l s o  a l l e  k o m p l e x  i ma -  
g i n  ä r .

3. W eiter ist

^ + 2 k +  -^-j7t +  i s i n i + 2 k  +  - |- jw  =  iI

,  . + 2 k n r i + i w ioder 1 =  6— a j

Ct • U "t* 2 k 71 i  "t- “7' 7 1 i ja i  =  e . i = e  — ' s "  und

l(ai) =  <x +  2k:rri  +  —  n i  und

1(— ai) =  a +  2 k ^ i -----

Insb eson dere folgt aus i  =  e—2 k 21 * +  2 1 für k = 0
J_ i 1

n o c h i = e 2 oder: l i  =  -^-n:i, oder endlich:
1 11 
2 n i

4. Is t endlich eine komplexe Zahl a + b i  gegeben, 
so haben w ir:

a +  b i  =  r(c o s 9p +  i s in ?)) =  r  ((cos(qp;f 2kzr) 
i sin (y +  2 k  ji)) =  r . e ^ >1—2 k ,tl.

H ierbei is t:
b b

r 2 =  a2 -f- b 2, •—- =  tang <p, also q> =  arc tang — .a &
D araus folgt aber:

l ( a  +  b i) =  lr-f-i<p +  2 k ; t i

=  ~2 ~ 1 (a2 -f- b 2) +  2 k n  i -f- i arc tang . —  .

D ie Zahl r  h e iß t der M o d u l  der komplexen Zahl. 
S p o r e r ,  N iedere A nalysis. 9

Im ag inäre  L ogarithm en. 129
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X I I I .  K apitel.

Die cyklometrischen Funktionen.
§ 83. Die Reihen fü r arc sin x  und arc  cos x.

1 s in ’ x . 1 . 3  s in 'x  , 1 .3 .5  s in ’x  . 
x =  sin x + ¥ . - g -  +  2 ^ •  - ß -  +  ¿ ^ 6 ' +  * * *

1. Setzen wir sin x =  y, so folgt aus der Reihe 
x^

y =  x —  3 |- +  5 7 - 7 7 +  • • • und aus 

x =  A . y 4 ' B y 2 +  C y 3 +  D y 4+  . * . (Um kehrung der 
Reihe in § 76) 

zunächst, daß die geraden Potenzen von y verschwinden, 
indem in der ersten Reihe x m it y das Vorzeichen 
wechselt.

W ird  für y in  der zweiten Reihe der W ert aus 
der ersten Reihe eingesetzt, so erhalten w ir daraus:

3!
3

D urch Gleichsetzung der Koeffizienten der Potenzen 
von x finden wir hieraus:
1 =  A, also: A  =  1



A  3 „  . 3 C  5 E  5 = 1 . 3 . 5  l
7! 5! 313! 3! » 5  2 . 4 . 6  7

u. s. w. Es is t also:

, JL  i l + h M  i I _ l .  a
x y ^ 2 ' 3 ^ 2 . 4 ' 5 ^ 2 . 4 . 6 ' 7 + ' "

1 sin3x 1 . 3  siu5x 
x =  sin x +  T  — g -  +  - j -

, 1 . 3 . 5  sin’ x

D ie Reihen fü r a rc  sin x und  arc cos x. 131

2 . 4 . 6  7

»n W  p r f .  ^
TP

2. Setzen w ir hierin  fü r x den "W ert-x-— x, so folgt

aus der Reihe
n  1 cos8x 1 . 3  cos6x

x = 2 2 • 3 2 . 4  5 .
1 . 3 . 5  cos7 x 

— 2 . 4 . 6  7 •••

3. D ie beiden für x gefundenen Reihen sind stets kon­

vergent für sin7x, reap. cos2x <  1, da l i m— sin7x

resp. =  cos7x. Sie sind aber auch noch konvergent für

sinx  oder c o s x = l ,  denn w ir finden fü r diesen F all:

3 3
a =  t t— und also n a =  -zr- , d. h. n « > l .2 n  2

.. nn-f-i _  (2 n  — l ) 7 _  4 n 7— 4 n  +  l  
im un 2 n ( 2 n  +  l ) ~  4 n 7 +  2 n

1 1

= ' 6 n - 1 _ " l  +  - 3 ‘4 n 7- |-2 n  2 n
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§ 84. Die Reihen fü r  arc tang  x  und arc cot x . 
x  =  ta n g x  — ¿ - ta n g ’x  +  y t a n g 'x  — y  ta n g ’x-)- . . .

1. Ganz ebenso finden w ir aus der R eihe für 
ta n g x  durch U m kehrung die Reihe für a rc tan g x . W ir 
können aber auch noch einen ändern W eg ein schlagen.

1  — ita n g x
Entw ickeln w ir diesen W ert nach § 75 in eine 

Reihe, und dividieren w ir m it 2 i, so erhalten wir

x =  ta n g x  tang’ x -f- -g - ta n g “x ---- ^ -ta n g ’ x - f .  . .

2. Setzen w ir auch hier wieder für x den W ert 

— x, so folgt daraus:

x =  -^  c o tx + - ^ - c o t” x  cot“X — . . .

3. D iese beiden fü r x  erhaltenen Reihen kon­
vergieren fü r jeden W ert von tang* x resp. c o t * x < l .  
Sie sind gerade noch konvergent fü r einen W ert =  + 1  
(§ 53), sie divergieren aber fü r W erte >  1.

X IV . K apitel.

Die Berechnung der Zahl n.
§ 85. B erechnung von n  ans der Reihe fü r  a rc  sin x .

1. Setzen w ir in  der R eihe fü r arc . s in x  für x  z. B .

den W ert ~ r , so erhalten w ir die Reiheo
Tt 1 . 1 . 3 .  5

(T  ~2 48 1280 14330



2. Ebenso erhalten w ir fü r x =  sin x  — — V W
4 2 '

n  1   1 1 _  1 , 1 . 3  1 ^ - 1
4 2 ^ 2 +  2 ' 4 ^ ’ 3 + 2 . 4 ’ • " oder

— ~ ( ± - 1  i _  f - i y  i , i - 3 i  / i \ *
4 \2 +  2 ’U i  *3 +  2 ^ ’T ( T y

, 1 . 3 . 5  1 / I  \* , \ _
+  2 . 4 . 6 ’ 7 ( 2  /  + ’ ” J>A2

3. A uf die gleiche A r t  können w ir noch beliebig 
viele Reihen fü r n  ableiten.

§ 86. Berechnung von n  aus der Belhe fü r  arc tang  x.
Die Leibnizsche Reihe.

j l _ i _ I + i _ i + 1 ,
4 3 5 7 9

1. W ird ebenso in der Reihe für arc tang  x für x

der W ert -jj- gesetzt, so erhält man die Leibnizsche 

Reihe

—  =  1  —  +  —  L j - 1 ___

4 1 3 5 7 9 ” *
n  1Ebenso findet man z. B . für x= -g-, tangx

^  1 1 1 1 1  1 l . 1 1 ,
6 V3 3 ‘ 3 * / 3  5 * 3* ‘ ^ 3  7 ’ 3* / 5

oder:

2. A lle die so erhaltenen Reihen sind aber für die 
Berechnung der Zahl 71 wenig geeignet, da sie zu 
langsam konvergieren. So m üßte man z. B. jedenfalls 
mehr als 200 Glieder der Leibnizschen Reihe in

B erechnung von n  aus de r Reihe fü r  a rc  tan g  x. 133



Rechnung ziehen, um auch nur bis zur fünften Deci-

malstelle genau zu erhalten. Um eine rascher konvergie­
rende Reihe zu erhalten, se tz t man

TC
tang (a -f. ß) =  tang —  =  1, also:

1 3 4  Die B erechnung der Z ahl it.

4
tang a -f- tang ß

1.1 — tang a tang ß 

Diese Gleichung ist befriedigt durch tang a —  + ,

tang ß —  -g- und man erhält darau s:

_  =  a +  /9=(]r+ir)- 3(2* +  3*) +  +  y) ~

§ 87. W eitere Form eln fü r n . 1
1. Setzen w ir

• — Z1 +  G i\ 2̂ = l  +  2 q i - q i 
1 \1 — qi /  1 — 2 q i  — q 2’

so erhalten w ir zur Bestimmung von q die Gleichung 
l  +  2 q i  — q2= i - f - 2 q —  q2i oder 

(1 — i ) ( l  — 2 q  — q2) =  0, oder q =  l/2 — 1.
Es ist a lso :

, i = , ( ! ± B = L W od„  +
U - ( V 2  — 1 ) 1/  l - ( f 2 — 1 ) 1

W ie wir aber sahen, ist — =  7 - ^ l i ,  § 82: also ist auch7 4 2 i

” = i , i ± p ^ oa . r
8 1 1 — (j/2 — l ) i

1 Vergl. h ie rz u : S te rn , Alg. A nalysis.
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2. Is t ebenso i =  so erhalten w ir — 1

— und hieraus wie oben q  — j r  und hieraus
V l IV  

wieder, da
=  ist:

4 2 i  \ 1 — q i/  I i  1 — q i

y = * [ n ~ ^ + ^ h ‘ ~ w w + ' ' ' oder:

X = y s ( 1 _  3 7 3 + y - i _ T ’ r  

+  ¥ ' 1 F  }

3. W eiter haben wir

(vergl. § 86)
4. Ebenso ist

. i +  i (1 +  ~H  l  +  qi
1 1 - i  /  l . y i - q i

( - 5 1)

und wir erhalten q =  — und hieraus
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.  , 1 . i _ _ L *
*  1 . 1  + i  4 . 5 1 1 1 2391
4 2 i  1 — i 2 i  V  1 . +  2 i  , 1 .

5 1 1 2391
oder

n
'(§4 ~  15 3 .  5* 5 . 56 7 . 5 ’ )

_ / J _ _  JL 4 . 1  J  1  i \
\239 3 *239“ 5 ’ 2395 7 ' 2 3 9 , ~r " 7

D ie letzteren Reihen lassen sich auch direk t aus
der Reihe fü r arc tang ableiten.

5. W ie w ir w eiter sahen (§ 84), ist
1 1 +  iv

arc tang v = -7 ^ 1  .   —. ebenso
0  2 i 1  — i v ’

1 1 l  +  iu  ,arc tang u = - 7-7-1 .   —, also:
0  2 i  1  — i u ’

, 1  1  +  v i  1  1 -f-u iarc tang u -4- arc tang v =  r- 1 -—---- 7 -+- —-7-1 -—1-----;
0  2 i  1 — v i  2 i  1 — u i

- J _ ] A  + v i\  A  +  u i \
2i  \1 —v i / \ l  —ui/

„ , v +  u  •
- 1 +  \ • 11 1 — vu

~  2i 1 v +  a  •'
1 — U V  " 1

H ieraus erhalten w ir aber um gekehrt
u -f- v

arc tang u  -(- arc tang v =  arc tang -— —  •

Setzen w ir hier z. B. u =  v =  - i-, so is t:

— +  —
1 1 1 + 1 * 5 8 1arc tang — arc tang =  arc ta n g   — =  arc tang

O O 1 1  ö
1 _  5 '  8
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Ebenso w ird für u =  v =  -4 
A o

* 1 , 1 .  2 3arc tang — +  arc tang — =  arc ta n g   —
4 ö 1 1

2 ' 3

=  arc tang 1 —

H ieraus folgt durch A ddition

arc tang 1  -)- arc tang — -j- arc tang 1  =  -y-, oder 
A 0  o  4

JL — _ L _ J L  JL a--L  JL 1 1 J
4 ~  2 3 * 2* +  5 * 2» 7 * 2 ’ + • • •

. JL____ 1_ 1 , J _  1 ____ 1 J _
+  5 3 " 5* 5 ' 55 7 * 5 ’ +

 JL i_ + L  ,L_JL JL +
T  8 3 * 8S ^  5 * 85 7 • gi t  • • •

A n m e r k u n g .  Es ist
at =  3,141592 653589 793238 462643 . . .

—  =  0,318309 886183 . . .
71

log n  =  0,497149 872694 . . .
Näherungsweise ist n-,

3 22 333 355 103993
1 ’ 7 ’ 106 ’ 113 ’ 33102 ’

22Hiervon fand Archimedes den Wert — und der holl.
355

Landmesser Metius den Wert ■ • Ludolf van Ceulen
(f 1610) berechnete die ersten 35 Stellen von später 
wurde n  auf mehrere hundert Stellen genau bestimmt, so 
von Vega auf 140, Dahse 200 und Richter in Elbing auf 
500 Stellen.

Eine wichtige Errungenschaft der neuern Mathematik 
ist jedoch der strenge Nachweis davon, daß n  durch keine
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geometrische Konstruktion mittels Lineal und Zirkel dar­
gestellt werden kann , eine Quadratur des Kreises mit diesen 
Mitteln also unmöglich ist. Dass n  kein rationaler Bruch 
ist, geht z. B. aus dem Kettenbruch hervor, den Lord 
Brounker gefunden hat, nämlich aus

+  2 + . . .
Ebenso kann n  keine Quadratwurzel sein, denn es 

kann z. B. gezeigt werden, daß

2 —  —  n ‘ ,
6 J ü  —

14 — . . .
ist. Wäre hier n l rational, so müßte der Bruch irrational 
sein, könnte also nicht den Wert 2 haben. Weiter können 
wir uns jedoch hier mit diesem nicht beschäftigen.

X V . KapiteL 

Unendliche Produkte.
§ 88. Konvergenz und Divergenz derselben.
1. W ie eine Reihe aus unendlich vielen Summanden 

besteht und dennoch einen endlichen W ert haben kann, 
so kann auch der W ert eines P roduktes von unendlich 
vielen F aktoren endlich sein. D er W ert dieses P ro ­
duktes selbst is t wesentlich abhängig von der Beschaffen­
heit dieser Faktoren.

2. Sind die F aktoren  von einem bestimm ten ab 
alle um einen angebbaren W e rt a  größer als Eins, so 
is t das P ro d u k t notwendig divergent, in dem w ir dann 
für den R est der Faktoren (1 -j- c)n setzen können, der
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fü r n =  00 ebenfalls unendlich w ird ; also is t der W ert 
des P rodukts um so m ehr unendlich.

3. Is t um gekehrt von einem bestimmten ab jeder 
F ak to r <  1 — a , wo a eine angebbare von Null ver­
schiedene G röße ist, so ist (1 — a)n =  0 , also auch der 
W ert des Produktes gleich Null.

4. S o l l  d e m n a c h  e i n  P r o d u k t  v o n  u n e n d ­
l i c h  v i e l e n  F a k t o r e n  o d e r  e i n  u n e n d l i c h e s  
P r o d u k t  e i n e n  e n d l i c h e n  W o r t  h a b e n ,  so 
m ü s s e n  d i e  F a k t o r e n  d e s  P r o d u k t s  s i c h  n o t ­
w e n d i g  d e r  E i n h e i t  u n b e g r e n z t  n ä h e r n .  W ir 
können also jeden F ak to r des Bruches durch 1 —|- k 
ausdrücken und erhalten also fü r das unendliche P ro ­
dukt selbst die F orm :

P  =  ( l  +  k1) ( l  +  k2) ( l - f k 3) ( l  +  k4) .  . . ,  
wobei notw endig lim k  =  0 ist.

5. Entwickeln w ir, so erhalten w ir, wenn alle k 
positiv s in d :

( l +  k1) ( l  +  ki ) =  l  +  k1 + k j  +  k jk ,, oder 
( 1 + k , )  ( 1 + k j )  >  l  +  kj +  kj.

Ebenso
(1 +  k .) (1 +  k2) (1 +  k3) >  (1 +  k, +  k2) (1 +  k3)

>  1 +  k, -f- k2 +  k3,
( l + k 1) ( l + k 2) ( l  +  k 3) ( l  +  k 4) > ( l + k ,  +  k 2+ k 3) ( l + k 4)

> 1  - f k ,  k2 +  k3 +  k4
und allgemein

P > l  +  k, +  k2-l-k3-l-k4-)- . . .
D i v e r g i e r t  a l s o  d i e  B e i h e  d e r  k ,  k,  +  k2 

+  kg +  . . . ,  so  d i v e r g i e r t  a l s o  a u c h  n o t w e n d i g  
d a s  P r o d u k t  s e l b s t .

E in  solches divergentes P roduk t ist z. B.
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G. "Weiter haben wir fü r eine bestimmte Anzahl 
von Gliedern
C 1 (kr, k r_|_j. .  ,ks) =  k r -f- kr^ i  -|- k r_|_2 H- . • .ks,
C (kr, kr_pj, k r_L2 . . .  k a) < (kr, -)-kr + l  +  k r+2 +  • • k 8)*, 

(kr, kr.j i . . .  k s) < (kr —f—kP_|_i -}- kr -{.a . kg)s u. s. w.
K onvergiert aber die obige Reihe der k, so können 

w ir fü r  r  einen endlichen W ert immer so wählen, daß 
lim (kr+ k r_|_i-f- . . . . ) <  1 ist. D ann haben w ir aber 
fü r  den R est der F aktoren des Produktes 
P , = ( l + k r) ( l + k r+1) ( l + k r+2).. < l + ( k ,+ k r+1+ k , +2 ..)> 
+  (kr +  kr -j_i+ k r-|_2 +  . .)s -f-(kr +  kr_j_i — kr_(_2 + . -)3+ ..

L etzere  R eihe ist aber eine geometrische Reihe, 
deren Q uotient kleiner als E ins ist, d. h. dieselbe hat 
stets einen endlichen W ert. D ann h a t auch P r einen 
endlichen W ert und somit das P roduk t selbst.

S i n d  a l s o  a l l e  k  p o s i t i v ,  so k o n v e r g i e r t  d a s  
P r o d u k t ,  w e n n  d i e R e i h e  d e r k ,  k j+ k ^+ k j-)- . . . , 
k o n v e r g i e r t .  D as gleiche gilt, wenn die k  erst von 
einem bestimm ten endlichen ab alle positiv sind.

7. Sind alle k  negativ, so kann das P roduk t nur 
einen W ert haben, der zwischen E ins und Null liegt. 
E s ist aber dann wie oben

lim (kr + k r+1+ k r+2 +  . . . )= w , w < 1.
W eite r finden w ir wie oben 

(1 =  l  (^l + k 2) +  k, k2 > 1— (k, + k 2)
und allgemein

( l - k 1) ( l - k 2) ( l - k 3) . . . > l - ( k , + k 2 +  k3 +  . . .), 
also auch
(1 k r) ( l  kr_pi)(l k r_f_2)..> 1 — (Rr—{—kP _j_i-f-kr _j_2 —f-..) 

oder > 1 — w.
D er R est der F aktoren g ib t also ein Produkt, 

das größer als 1 — w ist, und das P roduk t ha t also einen 
endlichen W ert.



K o n v e r g i e r t  a l s o  d i e  R e i h e  d e r  k ,  so 
k o n v e r g i e r t  a u c h  d a s  P r o d u k t ^  d i v e r g i e r t  
d a g e g e n  d i e  R e i h e  d e r  k, so  h a t d a s P r o d u k t  
n o t w e n d i g  d e n  W e r t  N u l l .

Sind die k erst von einem bestimmten ab alle 
negativ , so scheiden w ir die Faktoren bis zu diesem 
bestim m ten aus dem P ro d u k t aus.

E ine konvergentes P ro d u k t ist z. B.
_ i  \  /  ± \ (  U  __8_ 24 48 80

3*/ \ 5*/ \  7*/”  ' 9 ' 2 5 ' 4 9 ' 8 1  " •
8. Sind die F aktoren teils positiv, teils negativ, 

so ist eine besondere Untersuchung in  jedem einzelnen 
F alle  nö tig .1

Unendliches P ro d u k t fü r  c o sx . 141

§ 89. Unendliches P roduk t fü r cosx .

1. In  § 79 fanden w ir fü r ganze n für cos n  x 
die Reihe:

cos n x = cos11 x —  ̂gjcos11—2x .s in 2 x + |^  j  cosn -  4x . sin4 x— ..

Sei zunächst n gerade, so können wir in dieser Reihe 
für cos2x  den W ert 1 — sin2x setzen und erhalten da­
durch eine Reihe

cos n x = A 0 +  A , sin2 x +  A 2 sin4 x + . . .  +  A„ . sin» x
_______  V

* N otw endige und h in re ichende  B edingung fü r d ie K onvergenz 
eines P ro d u k tes  is t, daß

( 1 +  k n ) O  +  b n  +  l )  • • • ( 1 +  kn +  r )  
be i passen d er W ahl von n  fü r  jedes be lieb ige  r  dem W erte  E ins be­
lieb ig  n a h e  kom m en muß, also  den W e r t des P roduk ts  d e r v o ran ­
gehenden F a k to re n  n ic h t m ehr w esen tlich  än d ern  kann. Vergl. 
Encykl. d e r m ath . W issensch., B. 1, S. 113.
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=  A 0- f A I y +  A >y 2 +  . . . +  A n y 2 ,
2

wo sin2x =  y ist. N un w ird aber die linke Seite dieses
Ausdrucks für x gleich einem der W erte

n  3 n  2n  —  1
2 n ’ 2 n  ’ 2 n  ’ 2 n  n

zu Null, es sind also die W erte
. ,  n  . „ 5 71 . 2 n — 1

sin T r- , sm - — , sin s , . . .  a m '  ------2 n  2 n ’ 2 n ’ 2 n
W urzeln der Gleichung

n
A 0 +  A i y +  . . .  A n j 2 =  0 .

2
W ie wir aber un ten  (§ 94) sehen w erden, können 

w ir dann die letztere Gleichung in  das folgende P roduk t

A  ( j  -  sin2 ¿ )  (y  -  sin* § j j . . .  (y  -  sin2 ^ = ±  *) 

oder auch in  das P roduk t

’

1 -------
. , 2 n — 1s m ------------ 7in

zerlegen. D a c os nx  für x =  0 den W ert 1 annimmt, 
erhalten w ir hieraus aber, wenn w ir y =  sin*x setzen:



2. Setzen wir in  der letzteren Gleichung für x den
x

W ert — , so geht dieser W ert über in : n
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cosx =  | 1

Lassen wir je tz t n unendlich groß werden, so
x   x

dürfen w ir für s i n—  den W ert —  und ebenso fürn n
a »  , _  a?r - i i i .

S 1D 2 ~ n  n  2 n "  s e t z e n  u  e r l i a l t e n :

co°x =  ( l  — ¿ ^ ) " .

d. h. ein P ro d u k t, das für jeden W ert von x kon­
vergent ist.

3. I s t  n nicht gerade, so erhalten wir dasselbe 
P roduk t, wenn wir ausgehen von der Gleichung 

cosnx  =  cosx(A 0+ A ,s i n sx-j- A 2sin4-j- . . .).
X

In  dieser wird, wenn anstatt x der W e r t— gesetzt 

w ird , cosx== cos0 =  1. Im  übrigen bleibt der Gang 
der A bleitung derselbe.

§ 90. Unendliches P roduk t fü r  s in x . 

sin x  =  x ( l — £ )  ( l — ¿ r )  ( l -  £ t) i1 “  i f ^ )  * * * 

W ir fanden in  § 79 ebenso fü r s in n x  den W ert:



I s t  h ier n  ungerade, so erhalten w ir fü r sin x, 
dadurch daß w ir fü r cos* x wieder 1 — sin2 x setzen: 
sin x  n = A , sin x +  A asin8 x +  A 3sin6 x + . .  +  A n+ i sin“ x,

2
o d er: =  sinx (A ,+ A jS in 2 x + A 3sin4x + .. A n-|-i sin“—1 x).

1 4 4  U nendliche P ro d u k te .

H ier wird die linke Seite der Gleichung wieder

l fü r  die W erte 0, 

wir erhalten wie oben

■VT „ *.. V  TTT V TV n  3)t (n---  1)71Null fü r  die W erte 0 , — , -----, — --------------, undn n n n

. sin x . . 
s in n x  =  A s i n x / 1 -------------\ / 1

n  I . 2*r
s in '— 1\ sin -n  /  \  n  i

1 —
■ » n — 1sin  nn

_  . , sin n x
F ü r  x =  0 w ird — 1------ =  A  =  n.sinx

x
Setzen w ir auch h ier fü r x  den W ert — , so er-n

halten w ir das obige P roduk t für sin x.

§ 91. Unendliche P roduk te fü r  n, ylF und j/3.
1. Setzen w ir in dem P roduk t fü r sin x für x den

-Jt
W ert -g -, so erhalten wir

= i ( > - i ) ( l + T ) ( l - { ) ( ‘ + T )
^  1 3 3 5 5 7

— 2 ’ 2 ‘ 2 ' 4 ' 4 ' 6 ' 6 ‘ “ ’ r!

■ ^ -= i  '-Q-' o ‘ t ' K * o * * * (W allissclies P rodukt).£ l i O s O t ü s U t O « * •
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2. Setzen w ir ebenso x = — , so erhalten wir:
4

1 __  i
- T 11'

und hieraus:
n  1  4 . 4 . 8 . 8 . 1 2 . 1 2 . . .

4 \2  * 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 . 1 3 . . .

3 .  Gleicherweise finden wir für x =  — . sin — =  —,
6 6 2

oder:

^  =  2 1 7 3 2 )  — oder:

n  3  6 . 6 . 1 2 . 1 2 . 1 8 . 1 8 . . .

2 ~  2 ’  5 . 7 . 1 1 . 1 3 . 1 7 . 1 9 . . .

4. Aus den Form eln in 1 und 2 erhalten w ir noch
^  _  2 • 2 • ö • 0 • 10 • 10 . .  • 

1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 . . .

5. Ebenso können wir auch aus dem P roduk t für 
cos x solche unendliche P rodukte aufstellen • so erhalten

wir z. B. fü r x  =  ~ :
6

cos

oder
_  2 • 2 .  4 . 8 .10  .1 4 .1 6  . . . 

M  1 . 3 . 3  . 9 .  9 . 15  . 1 5  . . .

§ 92. Verwandlung einer unendlichen Reihe in  ein 
unendliches P roduk t.

1. Es ist:
« 0 + U i  +  U 2 +  U s + -----------

_  _^0 U 0 +  lli p o + P i  +  n 2 °o +  n , +  n > +  u 3

1 uo U0+U1 ' U0 +  U1 +  U,
S p o r e r ,  Niedere Analysis. 10
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“ t ('i + ^ ) ( 1 + ^ ) ( 1 + • • •
2. B e i s p i e l .  E s is t (vergl. § 59)

1 .  2"1" 2 . 3 ^  3 . 4 “1" 4 .  5 -1-

1 4 9 16 25
“ * 2 • 3 • 8 - 15 • 24

§ 93. Verwandlung eines unendlichen P roduk ts in eine 
unendliche Reihe.

1. "Wir haben ebenso:
• v , . vs . v , . v4 . . .

=  v0 +  v„ (▼, — 1) +  V0v ,(v 2— 1) +  V0v1v2(vs— 1) +  . . .
2. B e i s p i e l .  A us § 91, 2 finden w ir

H ieraus folgt so z. B.„ 8  8  8 . 2 4  1 8 . 2 4 . 4 8  1
4 9 9 . 2 5  9 . 2 5 4 9  9 . 2 5 . 4 9 8 1

3. Notwendig ist jedoch auch h ier wie in  § 92, 
daß  die Operationen innerhalb des Konvergenzbereichs 
sich vollziehen.
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Y. A b s c h n i t t .

G l e i c h u n g e n .
X V I. K apitel

Allgemeine Eigenschaften der algebraischen 
Gleichungen mit einer Unbekannten.

§ 94. Die ganze algebraische Funktion als Gleichung.
1. I s t  irgend eine ganze algebraische Funktion 
y =  f  (x) =  a0 x" +  a, x " - i  +  a„ x " - 2 +  . . .  +  a„

gegeben und setzen w ir dieselbe gleich N ull, so stellt 
dieselbe eine Gleichung des n t e n  Grades dar: 

a°xn - f a ,  x « -1 +  a2 x”- 2 - f  . . .  +  an = 0 .
2. In  einer solchen Gleichung dürfen wir a0 stets 

gleich E ins setzen; denn wäre a0 nicht gleich Eins, so 
hätten w ir nur die Gleichungen m it a0 dnrchzudividieren, 
um dies zu erhalten.

3. Jede Größe x, die, für x in die Gleichung einge­
setzt, dieselbe befriedigt, heiß t eine W urzel der Gleichung.

4. M ultiplizieren w ir die Binome (x — x,), (x — x2) . . 
(x— xn) miteinander und bezeichnen w ir die Summe 
der p te n  Kom binationen der W erte x,, x2 . . xn durch 
ap, so erhalten wir als W ert des Produktes
(x—x ,)(x —x2) . . ( x —xn) =  xn— a1x n -i +  a2xI>-2— ,. +  a„.

Setzen w ir in dieser Gleichung irgend einen W ert 
Xj, x2 . . . oder xn für x, so verschwindet die linke 
Seite der Gleichung und also auch die rechte Seite der­



selben. D ie W erte  x ,, xa, x3 . .  xD sind also die W urzeln 
der Gleichung

nn — a, xn—1 -)- aa xn—2 — . . .  +  aa =  0.

5. I s t  um gekehrt x, eine W urzel einer beliebigen 
Gleichung xn -f-a1xn- 1-j-aaxn—:2 + . . .  =  0, so ist x — x, 
stets ein F ak to r der linken Seite dieser Gleichung.

Ziehen w ir nämlich von der ursprünglichen Glei­
chung den W ert

x1n +  a1x1“- l - j - a 2x ,n - 2+  . . . = 0  
ab, so erhalten w ir die neue Gleichung 

(xn — x ,n) -j- a, (xn~ 1— x,11- 1) +  a, (xn_2 — x ,n—2) + . .  =  0.

In  dieser Gleichung ist aber x — x, in  jedem  ein­
zelnen Gliede enthalten.

6. I s t  irgend eine W urzel x, bekannt, so kann die 
Gleichung des n te n  Grades durch Division m it x — x, 
auf eine des (n — l) te n  Grades reduziert werden.

7. D ie A ufgabe, eine algebraische Gleichung zu 
lösen, is t also d ie , solche F aktoren x — x,,  x — xa . . . 
zu finden, welche ohne B est in der linken Seite der­
selben enthalten sind.

§ 95. Die Gleichung durch Potenzen von (x — a) aus- 
gedrückt.

1. Soll irgend eine ganze F unk tion  des n te n  Grades, 
etwa die F unk tion  x1— 2 x s+ 3 x i — 4 x  +  5 durch einen 
F ak to r  (x — «), h ier etwa (x — 3) dividiert w erden , so 
erhält m an durch A usführung der D ivision das folgende 
B esu lta t (vergl. hierzu Sammlung Göschen, A lgebra, § 10).

148 Allgem . E igenschaften  der a lgebraischen G leichungen.
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x4 — 2 x 3- |-3 x ii — 4 x -f-5  x — 3
x 4- 3 x 3 x 3 +  * s +  6 x  +  14

+  x3 +  3 x 8 
+  x3- 3 x 8

• +  6 x 8 -  4 x  
+  6 x 8- 1 8 x

+  14x +  5 
+  1 4 x - 4 2

+  4 7 . '
Dieses V erfahren kann bedeutend vereinfacht werden 

wie folgt:
x 4 — 2 xs +  3 x s — 4 x +  5 : x — 3,

J _  + 3  + 3  + 1 8  + 4 2
1 + 1  + 6  + 1 4  +  47

W ir schreiben zuerst — , alsdann multiplizieren w ir

den Nenner 1 m it +  3 und erhalten den Z ähler 3 des 
zweiten Bruchs. D ieser zu dem darüber geschriebenen 
Koeffizienten addiert g ib t den Nenner des zweiten 
Bruchs, der wieder 1 ist. D ieser w ieder m it 3 multi­
p liziert liefert den Zähler des dritten  Bruches, der um 
den über ihm stehenden Koeffizienten +  3 vergrößert 
den N enner des Bruches g ibt u. s. w.

D ie Nenner der Brüche sind dann die Koeffizienten 
des Quotienten, der letzte der Rest, den die Division 
ergibt. E s ist hierbei nichts anderes geschehen, als in 
obiger A bleitung alles Entbehrliche weggelassen worden.

W ir haben daraus erhalten : 
y =  x4— 2 x3+  3 x8— 4 x + 5 = (x —3) (x3+ x 2+  6 x + 1 4 )+ 4 7 .

2. Den A usdruck x3 +  x 8+ 6 x + 1 4  können wir 
wieder durch x — 3 dividieren und erhalten dann für 
die Funktion y einen A usdruck

y — (x2+ a x  +  b)(x — 3)8 +  R 2 (x — 3 )+ 4 7 .
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H ierauf folgt ebenso w ieder: 
y = (x + a ,) (x—3)3+  R , (x ■— 3)2 - f  ß 2 (x — 3 ) + R , (R, = 4 7 )
und endlich:

y = ( x - 3 ) 4+ ß 4( x - 3 ) 3+ R 3( x - 3 ) s+ E 2( x - 3 ) + I l I._
3. W enden w ir das obige V erfahren auf diese D i­

visionen an, so erhalten w ir das Schema:
y =  x 4 — 2 x3 +  3 x2 — 4 x +  5, x — 3,

42
47 R ‘ =  47'

R 2 - 68,

3 3 18
1 6 14
3 12 54
4 18 68
3 21

r 3=
7 39
3
10 B , = 10,

ß 5 = 1.

Es ist also: 
y =  (x — 3)4 +  10(x- - 3)3 +  39 (x — 3)2+  68 (x -  3) +  47.

§ 96. Die Gleichung als ste tige Funktion.

Setzen w ir in  der Gleichung y — a0x’, +  a1x11 1 
+ a 2x"~2 +  . . . +  a„ anstatt x einen W ert x + d ,  wobei d 
sehr klein ist, so w ird auch der W ert von y sich nur 
um eine kleine G röße A y  verändern. Lassen wir 
namentlich x  stetig wachsen bis zum W erte x-f-d, so 
w ird auch y stetig wachsen bis zum W erte y-(-Ay. 
D ieses W achstum  w ird also nie sprungweise stattfinden, 
sondern es w ird  ein allmähliches sein. Stellen w ir die 
Funktion  aber auf die in  § 46 angegebene A rt durch 
eine K urve dar, so w ird zu jedem W ert von x n u r  
e i n  W e r t  v o n  y g e h ö r e n  und die F unk tion  selbst
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wird durch einen f o r t l a u f e n d e n  Kurvenzug zum 
Ausdruck kommen. Nimmt nun die Punktion fü r die 
Argum ente x, und x2 verschiedene Vorzeichen an, so kann 
dies nur dadurch möglich werden, d a ß  d e r  K u r v e n ­
z ug  z w i s c h e n  d e n  S t r e c k e n  x, u n d  x2 d i e  
x A x e  s c h n e i d e t .  Diesem Schnittpunkt entspricht 
aber ein A rgum ent x0, das die Punktion  zu Null macht, 
also eine W urzel der Gleichung y =  0 ist. N i m m t  
a l s o  f ü r  z w e i  W e r t e  xt u n d  x2 d i e  P u n k t i o n  
v e r s c h i e d e n e  V o r z e i c h e n  a n ,  so h a t  d i e  g l e i c h  
N u l l  g e s e t z t e  P u n k t i o n  e i n e  W u r z e l  x0, d i e  
z w i s c h e n  x, u n d  x2 l i e g t .

So wird z . B.  die Punktion x3 +  2 x2 +  5 x — 8 fü r 
x , = 0  gleich — 8 und für x2= 2  gleich 18, also liegt 
eine W urzel der Gleichung x 3+ 2 x 2-j-5x—8 = 0  zwischen 
0  und 2. Es ist dies die W urzel x =  l .

§ 97. Funktionsw erte m it positivem Vorzeichen.
1. I s t  unter allen Koeffizienten der größte absolut 

genommen gleich p, so ist:

(p +  l)n> p  ((p +  l)n _1 +  (P +  l)n~2 +  b l), d. h- =
>(p +  l)n_ l .

H ieraus folgt aber, daß, selbst wenn alle übrigen 
Koeffizienten negativ und gleich p wären, für x =  (p + 1 ) 
der W ert der Punktion

_ / P  +  l)u +  a, (P +  l)®-1 +  a2 (P +  l ) “- 2 +  . . . 
positiv wird, x kann also in jeder Gleichung so groß 
gewählt werden, daß die Gleichung als Funktion an­
gesehen einen positiven W ert der letzteren ergibt.



W ird  x noch größer als (p +  1) gewählt, so ist 
der W ert der Funktion um so m ehr positiv. E s  k a n n  
a l s o  k e i n e  p o s i t i v e  W u r z e l  e i n e r  a l g e b r a ­
i s c h e n  G l e i c h u n g  g r ö ß e r  a l s  d e r  g r ö ß t e  u m  
E i n s  v e r m e h r t e  K o e f f i z i e n t  d e r s e l b e n ,  d i e s e r  
a b s o l u t  g e n o m m e n ,  s e i n .

2. H a t man ferner auf irgend welche A rt die 
Gleichung auf die Form

(x — “)n +  Rn (x +  a)n~ 1 +  R n_ , (x — a)n—2 +  • • •
+  -^2 (x — a) +  R , = 0

gebracht und sind sämtliche W erte R  positive Größen; 
so w ird für x =  a oder x > a  der W ert der Funktion 
ebenfalls positiv, und wir finden, daß a g l e i c h f a l l s  
e i n e  o b e r e  G r e n z e  f ü r  d i e  p o s i t i v e n  W u r z e l n  
d e r  G l e i c h u n g  i s t .

3. I s t  insbesondere die Funktion  von geradem Grade, 
so wird auch für ein negatives x =  (p + 1 )  oder x >  p + 1  
der Funktionsw ert positiv, und es is t also fü r G l e i ­
c h u n g e n  v o n  g e r a d e m  G r a d e  d e r  g r ö ß t e ,  a b ­
s o l u t  g e n o m m e n e ,  u m  E i n s  v e r m e h r t e  K o e f ­
f i z i e n t  d e r s e l b e n  a u c h  e i n e  u n t e r e  G r e n z e  
f ü r  d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g .

§ 98. F unktionsw erte m it negativem  Vorzeichen.
1. I s t  eine Gleichung von ungerader Ordnung, so 

können w ir das eine Mal x =  +  (p +  l) , das andere Mal 
x =  — (p +  1) setzen und erhalten das erste M al einen 
positiven, das zweite Mal einen negativen W ert der 
Funktion. J e d e  G l e i c h u n g  v o n  u n g e r a d e r  O r d -  
n u n g  h a t  a l s o  m i n d e s t e n s  e i n e  r e e l l e  W u r z e l  
z w i s c h e n  — (p +  1) und + ( p  +  l).

1 5 2  Allgem. E igenschaften  de r a lgebraischen  G leichungen.



2. I s t  ebenso eine Gleichung von gerader Ordnung 
mit negativem Absolutglied gegeben, so erhalten w ir für 
x =  0 einen negativen und für x =  +  (p +  l)  positive 
W erte der F unktion. J e d e  G l e i c h u n g  v o n  g e ­
r a d e m  G r a d e  m i t  n e g a t i v e m  A b s o l u t g l i e d  
h a t  a l s o  w e n i g s t e n s  z w e i  r e e l l e  W u r z e l n ,  
v o n  d e n e n  d i e  e i n e  z w i s c h e n  — (p +  1) u n d  0, 
d i e  a n d e r e  z w i s c h e n  0 u n d  + ( p  +  l )  l i e g t .

§ 99. Komplexe W urzeln einer Gleichung.

1. I s t  irgend eine Gleichung in  x von ungerader 
Ordnung gegeben und dividieren wir diese Gleichung 
durch x — a ,  wo a die in § 97, 1 erwähnte W urzel 
ist, so ergibt sich (§ 94) eine Gleichung vom Grade 
(n—1), also von gerader Ordnung. H at eine Gleichung 
von gerader Ordnung ferner ein negatives Absolutglied, 
so folgt aus § 98, 2 ebenso, daß durch Division aus 
derselben eine Gleichung vom Grade n —2 gebildet 
werden kann. In  beiden Fällen werden wir also den 
G rad der Gleichung verkleinern können, bis w ir auf 
eine Gleichung gerader Ordnung mit positivem A b­
solutglied kommen.

2. I s t  eine solche Gleichung gegeben, so m uß keine 
W urzel dieser Gleichung reell sein, es können vielmehr 
einzelne oder alle W urzeln dieser Gleichung im aginär 
sein. D urch Einführung von x =  a +  ß  i geht dann die 
Gleichung in  die Form  A  +  B i  =  0 über. Setzen wir 
h ier A  =  0  und B  =  0, so kann gezeigt werden, daß 
diese Gleichungen immer durch reelle W erte a  und ß 
befriedigt werden können. Es g ibt aber keinen ein­

Kom plexe W urzeln einer G leichung. 153



fachen Beweis hierfür, und w ir müssen deshalb uns 
begnügen, darauf hinzuweisen.,

3. D ie R ichtigkeit dieses Satzes vorausgesetzt, 
können wir aber behaupten, daß j e d e  G l e i c h u n g  
d e s  n t e n  G r a d e s  a u c h  n W u r z e l n  h a b e n  m u ß .  
I s t  a nämlich eine W urzel der Gleichung, und eine 
solche muß, wie w ir sahen, jede Gleichung haben, so 
können w ir durch D ivision m it x — a die Gleichung 
auf eine vom G rade (n — 1) zurückführen. A us dieser 
folgt eine vom Grade n — 2, hieraus eine solche vom 
Grade n — 3 u. s. f .; d . h .  w ir finden, daß die Anzahl 
der W urzeln gleich n ist. D ie Anzahl dieser W urzeln 
kann aber auch nicht grösser als n sein. I s t  sie grösser 
als n, so müssen alle Koeffizienten gleich Null sein.

4. Entw ickeln wir nach dem binomischen Satz 
(a +  /?i), so erhalten w ir die Gleichungen

(a +  /?i)P =  A  +  B i  und 
(a — ß i)P =  A  — B i.

W enden wir dies au f alle Glieder einer Gleichung 
an, so haben wir für das Einsetzen von x =  a-(-/?i und 
x =  a — ß i  die Eunktionswerte

P  +  Q i und P — Qi.
I s t  aber a-j- ß i eine W urzel der Gleichung, so muß 

sowohl der reelle als auch der imaginäre Teil von 
P  +  Q i  gleich Null sein, d. b., es ist P  =  0 und Q =  0. 
D ann ist aber auch P  — Q i =  0, und es ist somit auch 
a — ß i eine W urzel.

1 5 4  Allgem. E igenschaften de r algebraischen  G leichungen.

1 Vgl. h ie rü b e r  z. B. L ip s c h i tz , G rund lagen  d e r A nalysis,
S. 248—283.
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A l l e  k o m p l e x e n  W u r z e l n  e i n e r  G l e i c h u n g  
tre ten  also paarweise un ter der Form  « +  /?i und a — ß i 
auf. E in solches W urzelpaar heisst konjugiert.

X V II. K apitel.

Eigenschaften der Koeffizienten einer Gleichung. 
§ 100. Die Koeffizienten als Kombinationen der W urzeln.

1. Sind «„ o2, a3, . . .  an die W urzeln einer Glei­
chung, so erhalten w ir die Gleichung als P roduk t der 
Binome (x— «,), (x— a2) . . . (x — an) oder:

xn — C 1 (ß) xu— 1 +  C* (u ). xn—2 — O3 (a) x^-3  +  . . .  =  0, 
wo C 1 (a), C 2(a), G3( a ) . . .  die Kom binationen der ersten, 
zweiten, d ritten  u. s. w. Klasse der W urzeln sind.

2. Is t also
xn +  a, xn - 1 +  a2 xn~ 2 +  . . .  +  a“ =  0 

die gegebene G leichung, so gelten die folgenden Be­
ziehungen:

C '(« ) =  — a,, C 2(o) =  +  aa,
C3(“) =  — a3> C 4(a) =  +  a4,
C5 (<*) =  — a6, C s(o) =  +  a6 u. s. w.

3. So ist z. B . für die Gleichung des zweiten Grades
x 2 +  ;i, x +  a2 =  0,

<*, +  0, =  — a,, a ,a 2 =  aa.
Ebenso ist für die Gleichung dritten  Grades 

x * + a 1x , +  a2x +  a, =  0,

“, +  “j +  “3 =  —  an
a, Oj +  a, c3 +  a1ß3 =  ai ,



4. Insbesondere haben w ir: D a s  A b s o l u t g l i e d  
i s t  g l e i c h  d e m  p o s i t i v e n  P r o d u k t  d e r  W u r ­
z e l n  f ü r  G l e i c h u n g e n  v o n  g e r a d e r  O r d n u n g  
u n d  g l e i c h  d i e s e m  n e g a t i v e n  P r o d u k t  f ü r  
G l e i c h u n g e n  u n g e r a d e r  O r d n u n g .  W e i t e r  
i s t  d e r  K o e f f i z i e n t  d e s  z w e i t e n  G l i e d e s  d e r  
G l e i c h u n g  g l e i c h  d e r  n e g a t i v e n  S u m m e  d e r  
W u r z  e i n.

§ 101. Summen von Potenzen der W urzeln.

1. Bezeichnen wir die gleichen Potenzen der 
W urzeln m it S ,, S2 . . . ,  also ist z. B.

S1 =  a1 +  a2+ o 3+  . .  . an,
S j  =  “ i a +  “ 22+ “ 3i +  . . .  a n “,

S3 =  «18 +  «s8 +  a33+  . .  . an3 u. s. w., so ist 
S, =  —  a, oder S ,- j - a i= 0 .

W eiter finden w ir unm ittelbar:

ai 2 = ( ° i+ 02 + “3 + " aa i!) = “1i+ “j !+ - “ni+ 2 (a la2+ a 1a3+ ..)
oder

a ,! =  Sa +  2 a 2 oder 
Sa — a1! +  2 a a =  0, d. h.
Sa +  a, S, +  2 a2 =  0.

Ganz ebenso finden w ir w eiter:

5 , +  a, S2 +  a2 S, +  3 a3 =  0,
S4+  a , S3 +  a2S2 +  a3S1 +  4 a 4 =  0,
Ss + a,S 4+ a2Ss +  a3S2 +  a6Si +  5 a 6 =  0  u. s. w.

2. U m gekehrt erhalten w ir aus diesen Gleichungen 
w ieder, wenn w ir für S ,, S2, Ss die W erte, die wir 
nacheinander in  den Koeffizienten finden, einsetzen:

156 E igenschaften  de r Koeffizienten einer Gleichung.
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S, =  ot, +  a2 +  a3 +  . .  . +  an =  — a,,
Sa =  a, *-(-aa, +  a3! +  . .  . +  ani =  a, ’ — 2 aa,
S3 =  a , 3 +  aa8+  a3s +  • • • ßn> =  — a iS +  3 a, aa -{- 3 a3,
S, =  a ,4 +  aa4-f-a34 +  . . .  an4 — a ,4— 4a,*aa-t-4a ,a3+ 2 a a’ 
— 4 a, u. s. w.

3. Umgekehrt erhalten wir aus den letzteren Glei­
chungen wieder:

a, = — s „  

a2 = - ^ S4’ - s »:>>

a3 =  g -(S 1 * + 2 S a* — 3 S , Sa) u. s. w.

4 . Diese, die N e w t o n s c h e n  Formeln genannten 
Beziehungen lassen sich m it Benützung von D eter­
minanten auch wie folgt schreiben:

S. =  +  

S . = -

S4=  +

1
2 a *

a, 1

und aa = 2 !

2  a2 a, 1

3 a3 a2 a,

a, 1 0 0 
2  a, a, 1  0  

3 a 3 a, a, 1

4 a, a3 a, a,

a„ =  —

> a« =  +

3!

4!

s, 1
sa s,

S, 1 0
S, S, 2
s3 sa S,

S, 1 3 0
S, s, 2 0
S3 S, S3 3
S4 S3 sa s

u. s. w.

§ 102. W eitere symmetrische Form eln zwischen den 
W urzeln.

1 . Aus 801 =  0 ,™ +  a ,m +  . . . +  anm und 
Sp =  a, P +  aaP +  . .  . +  anp



folgt durch M ultiplikation unm ittelbar:
Sm . Sp — Sm_[_p =  2  a, m a2P.

Ganz ebenso findet man
Sm .  S p  •  Sq —  Sq .  Sm-]-p —  8p .  Sm-pq —  8 m  .  Sp-j. q  

+  2 Sm4-p-i-q =  ^ a 1m a2Pa3cl u. s. f.
2. E s ist weiter, wie wir saben:

— a, =  2 a , ,
+  a„ =  2 a ,  a2, somit 

a ,2 =  2 a , 2 +  2 2 a ,  a2,
a3 ^  a i a2 a3 j

— a, a2 =  2 a , 2 a2 +  3 2 a ,  a2 a3,
— a, 3 =  2 a , 3 +  3 2 a , 2. a2 +  6 2 a ,  a., a? n. s. w. 

Ans diesen Beziehungen erhalten w ir jedoch durch
Auflösung nach den symmetrischen Summen der W urzeln 
außer den Formeln 8 ,, S2, S3 . . . n o c h :
'2 a , ’ „ =  — a , a 2 +  3 a 3,
2  a 
2 a
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2  a  

2 a  

2 a  

2  a  

2 a

r, =  a , ! a , - 2 a ! ! - a 1as +  4 a ( , 
s a 2 2 =  a 22 —  2 a, a3 +  2 a 4, 

a2 a 3 a4 a 3 4 a,,
4 «2 =  — ai3 a2 +  3 a, a22 +  a ,2 a3 — 5 a2 a3 — a, a4 +  5 a, 
3a22 =  — a , a22 +  2 a , 2a3+ a 2a3 — 5a, a, +  5 a E,

a i a 3 a i  a 3 2  a ’2 a 3 " ' a i  a 4 ** a s  >

2a22a3 =  — a2a3 +  3 a , a , — 5 a,,
2“2 a3 “4= — ai a4 +  5 a 6 u. s. w .1

§ 103. Symmetrische Funktionen der W urzeldifferenzen.
1. Es ist

0

1 E ine T ab e lle  so lcher R elationen  findet sich  z. B. im Meyer- 
H irsch , A ufgabensam m lung  I. Teil, und in  Salm on-Fiedier, A lgebra  
de r l in e a re n  T ran sfo rm atio n , S. 445.



Setzen wir hierin für a nacheinander die W erte 
a ,, «2, a3 . .  . und addieren, so folgt daraus aber:

—  o1)m =  S0xm— (” ) . S ,x m - l+ ^ ” j S2x™-«— . . .

U nd wenn in  diesen Form eln wieder für x die 
W erte a ,, a2, a3 gesetzt w erden, durch A ddition  für 
gerade m, da (ap — aq)m =  (aq — «p)m ist:

2 2(a1 — a2)m =  S0 Sm — ( 1 )®i Sm_i jS sSm_2— •••>

oder da die Binomialkoeffizienten paarweise gleich und 
dam it die G lieder dieser Summe rechts ebenfalls paar­
weise gleich werden:

2 ( 0j _  «,)m =  S0 Sm -  8 ,8 n _ i +  (” ) S2Sra_ 2- . . .
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So is t z. B . :

-^(“ i — “j)*=  S, — 4 S, S3 +  3 S42,
2 („ , _  „2)‘ =  S0 86 — 6 S, S5 +  15 S2 S4 — 10 S3S etc.

2. I s t  m dagegen ungerade, so erhalten wir aui 
beiden Seiten den W ert Null, da die Glieder sieb paar­
weise aufheben.
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X V III . K apitel.

Auflösung der Gleichungen höhern Grades.
§ 104. Umformungen von Gleichungen.

1. W ird  anstatt x in  einer Gleichung y +  h ge­
setzt, so geht dieselbe in  die folgende über;

(y +  h)” + a 1(y +  h )« -i +  a2(y +  h ) n -2 +  . . .  = 0 ,  oder:

yn +  ( n h + a I) y n - i + ( ( “)h» +  ( ^ ) . h a 1 +  a2)-

yn - 2 +  . . .  = 0 .

Setzen wir in  dieser letzteren  Gleichung h =  — ,

so w ird  der Koeffizient der zweithöchsten P otenz von 
y gleich N ull, und unsere Gleichung nim m t also die 
Form

yn +  b2y n - 2 + b 3y n - 3 +  . . . + b n =  0
an. Gleicherweise kann durch passende W ahl eines 
W ertes für h irgend ein anderer Koeffizient zum V er­
schwinden gebracht werden. D ie so erhaltene Gleichung 
ist deshalb wichtig, weil von dieser Form  ausgehend 
die Lösungen für die Gleichungen des d ritten  und 
vierten Grades sich am einfachsten ergeben.

2. E rsetzen w ir ebenso x  durch p y , so erhalten 
w ir eine Gleichung, deren W urzeln pmal kleiner sind 
als die der ursprünglichen; nämlich

pnya +  a, p i - i y n - i - f . a 2p n - 2 yn - 2 _|_ . . .  = 0  oder



■y
3. Ganz ebenso finden w ir fü r x =  —  eine Glei-

P
chung, deren "Wurzeln p mal größer sind als die der 
gegebenen:

yn +  % p .y ”- 1 +  a , . p s . yn—2 _|_ a3p 8 . yn~ 3 +  . . .  = 0 .

4. B e i s p i e l .  Soll etwa in  der Gleichung

x4 +  8 x + 3 x ä+ 8 x  +  l2  =  0 

der Koeffizient des zweiten Gliedes zu Null gemacht 
werden, so haben wir fü r x den W ert y — 2 zu setzen 
und erhalten die neue Gleichung

y‘— 21y*+ G 0y— 40 =  0.
D ie W urzeln dieser Gleichung sind um 2 größer 

als die der alten.

§ 105. A uflösung der Gleichung vierten  G rades.' Die 
Methode von E nler.

1, D ie A uflösung der Gleichungen des vierten 
Grades kann auf die verschiedenste W eise dadurch er­
halten werden, daß w ir eine bestimmte Gleichung des 
dritten  Grades ableiten, die von der ersteren abhängig 
ist, und deren W urzeln m it denen der gegebenen 
Gleichung in gewissen Beziehungen stehen. A uf

1 Die Auflösung der G leichungen des d r i t te n  G rades i s t  b e re its
in Sam m lung Göschen Nr. 47, A lgeb ra , behandelt und w ir m üssen
a u f d ieses B ändchen verw eisen . D esgleichen findet sich  d o rt auch
die Auflösung der re in en  G leichungen h öhern  G rades xn  =  1 durch
die M oivresche Form el. W ir hab en  es deshalb  auch  u n te rla ssen , au f
die le tz te re  Fo rm el w eite r, a ls  w ir  m ußten, be i der T heorie  der
Keihen einzugehen, und m üssen a lso  auch  be tre ffs  d ieser a u f  das 
B ändchen A lgeb ra  der Sam m lung verw eisen .
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S p o r e r ,  N iedere A nalysis. 11
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diesem V erfahren beruhen auch die Auflösungen von 
Am pere und Euler. Beide gehen von der Gleichung 
x ‘ + a x 2- |-b x - j - c := 0  aus, in  der also das Glied m it 
x s fehlt.

2. M e t h o d e  v o n  E u l e r .  Es seien x ,, x2, x3, x4 
die W urzeln der Gleichung.

W ir haben dann allemal die Relation

xi +  x2 +  xä +  x4 =  0-

Setzen w ir je tz t

x, +  x2 =  a =  — 2 / y l

xi +  x3 =  'J== —
x1 +  x4 =  y =  —  2 j/y3J

so erhalten w ir:

« 2 +  ß* +  y 2 =  («  +  ß  +  /)*  —  2 (a  ß +  a 7  +  ß y) 

=  (3 x, +  xa +  x3 +  XJ* — 2 (xi +  xa) (x, +  xa)
_  2 (Xj +  x2) (Xj +  x4) — 2 (x, +  xs) (x4 +  x4)
=  ( 2 x 1+ x 1+ x s + x 3+ x 4) 2 — 2 ( x 1 2+ x , x 3+ x 1x 3+ x 1x 4)  

—  2 ( x 1 x 2 +  x 1 x 3 +  x 1 x 4 +  x 2 x 3 +  x 2 x 4 +  x 3 x 4)  — 4 x , 2.

N un ist aber nach § 100

XlX2 +  Xl X3 + Xl X4 +  X2X3 +  X2X4 +  X3X* =  a’

und da
Xj ”j“ X2 *4" x3 4~ 0

(2 x1 +  x1+ x 2 +  x3 +  x4)2 =  4 x 12

x ,'2 +  X, x2 +  X, X3 +  x, x4=  x, (x, +  x2 +  x3 +  x4) =  0, also 
a2 +  /32 +  /  =  — 2 a .

W eiter is t:
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“ ß V =  (x i +  x2) (x, +  x8) (xi +  XJ
=  X 1 2 ( X 1 +  X a +  X 3 +  X  J  +  X 1 X 2 X 3 +  X 1 X 2 X 1 

• + X I X 3 X 4 +  X 2 X 8 X *
oder da

X 1 X 2 X 3 + X 1 X 3 X 4 +  X 1 X 2 X 4 + X 2 X 3 X 4 =  — b
a ß y  = — b.

Ebenso ist
“ ßS= X, '  +  X 1 X 3 +  X 1 X 2 +  X2 X 3 

=  X, (xt +  X2 +  X3 +  x j  +  x 2 X3 — X 1 X4

=  X 2 X 3 _  X ! X 4> U I l d
a 2 ß*+  a V  +  ß* y2 =  (xs x3 — x, x4) 2 - f  (x2 x4 — x, x3) 2 

- |-(x 3 x4 — Xj x2) 2 oder nach einigen Umformungen
=  ( X 1 X 2 +  X 1 X 3  +  X 1 X 4 +  X 2 X 3 +  X 2 X 4  +  X 3 X 4 ) 2  —  4  X 1 X 2 X 3 * * !

oder da
XjX2x3x4 =  cist,

ct2 /32 +  a 2 y2 +  ß1 y2 =  a2 — 4 c, 
k2,/?2 und 7 2 sind aber die W urzeln der Gleichung 
z3- ( a s+ ^ + y2)z 2 +  (a2 ^2+ a 2y2 +  /S2 j/2) z - „ 2/32/ = 0, 
oder der Gleichung

z3 +  2 a z 2+ ( a ‘ — 4c)z — b 2 =  0, 
oder a, ß, y  selbst sind die W urzeln der Gleichung

u ' + 2 a u * + ( a 2— 4 c ) u 2 — b2 =  0.
Um an Stelle der W erte a, ß, y  die W erte 2 / y i; 

2 /yjn 2 Y y7 zu erhalten, haben w ir nur noch z = 4 y  zu 
setzen und erhalten nach Division m it 64 die Resolvente:

y3 +  ̂ a y 2+¿-(a2- 4 c ) y - ¿ b 2 =  0.
3. D ie W urzeln der gegebenen Gleichung sind dann 

gegeben durch die obigen Gleichungen (I.), und es wird 
xi = — \ j 1  —  Vy¡ 
x 2 =  — l/y ^ + } /yL+ V y , 
x 3 =  +  yy, -  y'y* +  Vys 
x4 = +  Vyi +  j/y , ~  Vy,\

für positive b
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und

für negative b.

X, =  +  Y7i +  Vy^ +  Y 73 
^2 =  +  ^  — ^  
x3 =  —  V y +  Vy* — Vy? 
x4 =  — l'y , — Vy, +  Vys

D ie  Vorzeichen von j/y,, }'y2, | y^ sind dadurch be-
—  1 1* 

stimmt, d a ß } ^  •l/y3= g - “ .3) '= — g~b se' n muß.
4. B e i s p i e l ,  x 4 — 2 5 x 2-}-60x— 36 = 0 .

^  ,  25 ,  , 769 225
D ie Resolvente w ird y4--------y +  y r -  y — "~4 _=U-

D ie W urzeln  dieser le tz tem  Gleichung sind aber
9  25 3____________ __ 5

~ f ,  4, -J-, also ist yÿ7 =  -g-» VyT =  2 , Vy3 =  y  und die

W urzeln der ursprünglichen Gleichung sind demnach 
1, 2, 3 und — 6.

g 106. Fortsetzung. Methode von Ampère.

1. D ie A uflösung von A m père ist der von Euler 
nahe verwandt.

E s sei
z z

=  2  ~  2 a'

Setzen w ir diese W erte in  die Gleichung ein, so 
erhalten w ir

+  +  a (~|" +  a)  + b ^2"  +  a] +  c =  0 oder:

z2
z2-(- 2 a3z a4 +  a . y  +  a a z  +  a a*

16

-}- b "g- b oc -f- c — 0.



Ebenso ist fü r x = - ^  a
2 2

z4 zs . a 3 a 2z2 z*
~ö 1 ö 2 a 3z + a 4 +  a —  — a a z - f a a 2

F ortse tzung . M ethode von Am père. 165

16

+  b y  — b a + c  =  0.

D urch Subtraktion der letzten Gleichung von der 
vorletzten und Division m it 2 a  folgt aber:

z3
y  +  2 a 2z - f a z - f - b  =  0, also: 

a 2 =  - y - y ( a + y ) ,  oder

x ' J  =  T Z± T ) / - z i - 2 ( a + ^ ) -

2. H ierbei ist weiter x1-(-x2 =  z, also wenn z = 2 f /y^j
z2

so ist yl ==y .  Setzen w ir diesen W ert in  die Eulersche

Resolvente ein, so erhalten w ir zur Bestim mung von z 
die Gleichung

z64 -2 a z 4-j-(a*— 4c) z*— b ’= 0 .
3. D ie übrigen W urzeln der Gleichung sind dann:

: ; } = - h ± i y - ^ + v }
4. B e i s p i e l ,  x 4 — 9 = 0  gibt 

z6- |-3 6 z 2 =  0,

somit z2 =  0 oder z4 =  — 36, z =  ̂ — 36,

D er Ausdruck in der K lam m er ist aber, wie durch



Quadrieren sich sofort ergibt, }/+ 2 ,  und w ir erhalten 
also:

* 1 =  — f s ,  x2 =  — i x 3 =  +  j/3, X4 =  — i f 3 .

§ 107. F ortsetzung. Methode des Cartesius.

1. A uch diese M ethode is t den obigen nahestehend. 
Gehen w ir wieder von den Gleichungen x 4 -|- ax2 bx -|- c—0 
aus und setzen

x ‘ 4 - a x ’-l-b x  +  c = ( x s4 -x y  +  t) (x , - x y + z ) ,  
so erhalten w ir durch Gleichsetzung der Koeffizienten 

a =  t - | - z — y 2, oder t- f-z  =  a -)-y 2,

b = y ( z  — t), z _ t  =  y ,

c =  tz ,  t z  =  c und h ieraus;

2 z  =  a +  y 2+ y ,

2 t  =  a - |- y 2-----  —, also:

(» +  r ' + y ) ( .  +  r , - f ) = 4 .
oder wieder wie oben:

y 6- f - 2 a y 4 +  (a2- 4 c ) y 2_ b 2 =  0.
A us dem W erte fü r y finden w ir weiter die W erte 

für t  und  z, und w ir haben dann nur noch x aus den 
beiden quadratischen Gleichungen 

x 2+ x y + t = o  
x 2— x y  +  z =  0

zu bestimmen.
2. B e i s p i e l ,  x4— 7 x 2 — 1 2 x -)-1 8 = 0 .

y 6 — 14y4— 23y2— 1 4 4 = 0 , y = 4 .
12

2 z — 7 16 — - j - ,  z =  3,
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2 t  =  — 7 +  16 +
12

t  =  6,

x 2 +  4 x + 6  =  0 , x , u n d  x 2 =  2  +  V— 2,
x 2—  4 x  +  3  =  0 , x 3 u n d  x4 =  2 +  1, a lso  = 3  u n d  =  1.

A n m e r k u n g .  A ußer den angeführten  drei Methoden, 
die red u zierte  G leichung des v ierten  G rades aufzulösen, 
g ib t es noch eine ziem lich g roße Z ahl an d ere r so lcher 
M ethoden. W ir m üssen ab er un s begnügen, dies erw ähnt 
zu  haben.

§ 108. Auflösung zw eier quadratischer Gleichungen 
m it zwei U nbekannten.1

1. Seien
a x 2 +  (b y  +  c ) x + ( d y 2 +  y + f 1) =  0, 
a, x2 +  (b1y + c l)x  + ( d ,  y2 +  e, y +  f,) =  0 

zwei Gleichungen des zweiten Grades und denken wir 
uns dieselben abgekürzt geschrieben

A x 2 +  B x  +  C =  0 A 1x 2 +  B ,x  +  C1= 0 ,  
so erhalten wir daraus die vier Gleichungen:

A x 3 +  B x 2 +  C x  = 0 ,
A x 2 +  B x  +  C =  0,

A , x 3 +  B 1x 2 +  C ,x  = 0 ,
A 1x2+ B , x + C l =  0.

Sehen wir in  diesen x3, x2 und x als Unbekannte 
an, so ist die Bedingung fü r das gleichzeitige Bestehen 
dieser Gleichungen (vergl. § 31)

A  B  0  0
0 A  B C
A , B , C, 0
0  A , B, Gi

A = = 0,

1 V erg l. h ie rz u  z. I) S a lm o n -F 'ie d le r, A lg e b ra  d. l in  T ra n e io rm



womit zugleich die E lim ination von x aus obigen Glei­
chungen vollzogen ist.

2. B e i s p i e l .
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3 y ‘ — 2 y 3 — 1 2 y 2 — 2 3 y — 12  =  0.

§ 109. Aufsuchen von ganzzahligen W urzeln algebraischer

1. Sind die Koeffizienten einer Gleichung lauter 
ganze Z ahlen, so kann die Gleichung keine W urzel 
haben, die ein rationaler B ruch ist. H ierbei ist aber 
der Koeffizient von x11 gleich E ins vorausgesetzt.

D urch  M ultiplikation m it sn-> würde sich hieraus 
aber die Summe 

rn
—  +  a , . s . r n—1 aa. s2. r“—2 - f - . . .  =  0

ergeben, und es wäre also ein B ruch und eine ganze 
Zahl zusammen gleich Null, was unmöglich ist.

2. H ieraus ergibt sich aber: H a t  e i n e  a l g e ­
b r a i s c h e  G l e i c h u n g  e i n e  g a n z z a h l i g e  W u r -

x 2 — 2 x y  +  3 x -)-2  =  0,
2 x y  — y 2 +  x — y — 2 =  0

g ib t:

1 — 2 y  +  3 
0 1

2
—  2 y  +  3

0
2

=  0J  0 2 y  +  l
0 0

— (y2 +  y +  2) o 
2 y  +  i  - - ( y 2+ y + 2 )

oder:

Gleichungen.

H ätte  nämlich eine W urzel die F orm  — , so wäre
s
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z o l ,  so  m u ß  d i e s e l b e  n o t w e n d i g  e i n  F a k t o r  
d e s  A b s o l u t g l i e d e s  s e i n .

3. W ie wir sahen, können w ir für irgend einen 
W ert « jede Gleichung in  die Form

(x — a)n +  Rn (x — a)n—1 +  R n - 1  (x — a)n—2 +  . • +  Ri =  0 
bringen (§ 95). Um den W ert von R, zu erhalten, 
haben w ir also nu r in der Gleichung für x den W ert 
a zu setzen und werden alsdann als Funktionsw ert 
der Gleichung

R, =  an -f- a, an—1 -f- . .  . -f- an
erhalten.

Ziehen w ir diesen W ert von einem zweiten solchen 
W ert R /  ab, fü r den wir erhalten

R , ' =  /3n +  a, /J“- 1 +  as +  . . .  +  an, 
so folgt aber, daß R ,— R , ' stets durch «— ß teilbar ist, 
indem jedes Glied der Funktion

(« n  _  pn) a i (a n - l  _  ¿jn-1) - f  ^  ( „ n - 2  _

durch diese Differenz teilbar ist. F ü r  i r g e n d  z w e i  
g a n z z a h l i g e  W e r t e  a u n d  ß i s t  a l s o  s t e t s

, Ri  — R i '  17 Ula u c h  ---------2—  e i n e  g a n z e  Z a h l .a — ß
I s t  i n s b e s o n d e r e  ß e i n e  W u r z e l  d e r  G l e i ­

c h u n g  u n d  i s t  a l s o  R , < =  0 ,  so i s t  n o t w e n d i g  
a u c h R ,  d u r c h  a — ß o d e r  a u c h  ß — a o h n e R e s t  
t e i l b a r .

4. Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, wollen 
wir zur Bestim mung der ganzzahligen W urzeln einer 
Gleichung gehen und hierfür das Beispiel

x1— 1 4 x 3 +  7 1 x a — 154x +  120 =  0 
wählen. Nach Absatz 2 kann nur eine der Zahlen
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+  1, + 2 ,  + 3 ,  + 4 ,  + 5 ,  + 6 ,  + 8 ,  + 1 0 ,  + 1 2 ,  + 1 5 ,  
+  20, + .30 , + 4 0 ,  + 6 0 ,  + 1 2 0  

eine W urzel der Gleichung sein. Setzen w ir in  der Glei­
chung für x =  1, so ergib t sich uns der W e rt R , =  +  24.

Soll eine der obigen Zahlen also W urzel der 
Gleichung sein, so m uß nach A bsatz 3 die um Eins 
verm inderte Zahl ohne R est in  24 enthalten sein. 
H ieraus folgt aber, daß un ter den obigen Zahlen 
— 4, + 6 ,  + 8 ,  + 1 0 ,  + 1 2 ,  + 1 5 ,  + 2 0 ,  + 3 0 ,  + 4 0 ,  

+  60, + 1 2 0
keine W urzeln der gegebenen Gleichung sein können. 
Ganzzahlige W urzeln können als höchsten einzelne 
der Zahlen — 1, + 2 ,  + 3 ,  + 4  oder + 5  sein; wobei 
aber die eine oder andere ( + 4 )  noch als Doppelwurzel 
in F rage kommen könnte. Z u r w eitern Aufsuchung 
dient das in  § 95 gegebene V erfahren. W ir haben:

x =  — 1

x =  +  2 

x =  +  2

— 1 4 x 3+  71 xa— 154 x +  1 2 0 = 0  
1 — 1 +  15— 86 +  240 
1 — 15 +  86 — 2 4 0 + 3 6 0  ß - 360 
1 +  2 — 2 4 +  94 — 120 
1 — 12 +  4 7 — 6 0 +  o  » Xl— 2
1 +  2 — 2 0 +  54
1 — 10 +  2 7 — 6 
1— 2 +  28 — 150
1 — 14 +  75 — 210 
1 +  3 — 2 7 +  60
1 — 9 +  20 +  
1 +  4 +  20

0

R  =  -

R  =  — 210

R  =  0, x = 3

1 — 5 +  0 
1 +  5

R  =  0, x 3 =  4

1 +  0 R  =  0 ,  x 4 =  4.
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H aben wir hierbei einmal die W urzel x, =  2 ge­
funden, so benützen w ir zur weitern Entwicklung nicht 
m ehr die ursprüngliche Gleichung, sondern die Glei­
chung x3 — 1 2 x 2-|-47  x — 60 =  0 ,  deren Koeffizienten 
die vierte Reihe des Schemas bilden. H ierauf un ter­
suchen wir zuerst, ob nicht die W urzel + 2  nochmals 
eine solche ist.

H aben wir die 2te W urzel xa =  3 gefunden, so 
brauchen wir — 3 nicht mehr in Betracht zu ziehen, 
da das Absolutglied den F ak to r  9 nicht enthält.

Nachdem die 2te W urzel x2 =  3 gefunden, hätten 
wir, anstatt zur weitern Rechnung x3— 9 x -J- 20 =  0 zu 
benützen, auch letztere Gleichung direkt auflösen können.

D ie Gleichung ha t also die W urzeln 2, 3, 4, 5.
5. Manchmal is t es von V orteil, wenn wir auch 

für x  =  — 1 den zugehörigen W ert von R  zur A us­
scheidung ganzzahliger Faktoren des Absolutgliedes 
hinzunehmen. In  obigem Beispiel hätte dies keiner 
Nutzen gebracht, da der R est 360 uns nicht gestattet, 
weitere F aktoren von der Untersuchung auszuscheiden.

I s t  der erste Koeffizient nicht gleich Eins, so kann 
die Gleichung in eine andere transform iert w erden, in 
der dies der F all ist. W ill man das n ich t, dann er­
leidet das Schema entsprechende Änderungen.

§ 110. Mehrfache W urzeln einer Gleichung.

1. Es sei irgend welche ganze Funktion
y =  f ( x )  =  Xn +  a iX a - 1  +  aJX,1- 2+  . ... + a a

gegeben. W ie wir in § 94 sahen, ist dann immer 
f ( x) _ f ( z )  durch x — z teilbar. Setzen wir in  dem sc
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erhaltenen Quotienten —  —  nach der ausgeführten

Division z =  x, so werden w ir einen Quotienten erhalten, 
der im allgemeinen nicht gleich N ull ist. Diesen W ert 
heißen w i r  d i e  e r s t e  A b t e i l u n g  v o n  f(x) n a c h  
(x) u n d  b e z e i c h n e n  d i e s e l b e  d u r c h  y' ,  f'  (x) 
o d e r  D  f(x). So is t z. B. 

xn —  zn
D x n = ------------ =  xn—1 +  xn_1 z -f- • • • +  zn

X —  z

und für
z =  x, D x n =  n . x n- 1| D a x n — n . a . xn—

D  (xn-f- a, x11 ~ 1 -j- a2 xu~2 -f-. . . )  =  n . xn~ 1 -j- (n — 1) a, xn_2 
+  (n — 2) . a2 xn~3 +  . . . +  an—l ,

D  (x — a)n =  D  ^xn — ( j)  . xn_1 . a -j- (g) . xn—2 a — . . J

n . n  — 1 „ . n . ( n — l ) ( n  — 2) „
=  n . xn --------- j-  xn_2 .a - |----------- j—g---------xn_3a — .

=  n . (x — a)n—1.
2. D ie Ableitung der A bleitung  bezeichnen wir 

ebenso als die zweite A bleitung und bezeichnen die­
selbe m it y ", f"  (x) oder D 2f(x ). Desgleichen erhalten 
wir die d ritte  A bleitung y '" ,  f '" (x )  oder D 3f(x).

3. I s t  insbesondere a eine Doppelwurzel der Glei­
chung, so werden w ir die Gleichung stets auf die Form  
bringen können

(x — a)n +  R n (x — a)n—1 -f~ • . . + R 3 (x — a)2 =  0, 
da ja  (x — a)2 ein F ak to r  der Gleichung ist. F ü r  die 
Ableitung dieser Gleichung, die linke Seite als Funktion 
angesehen, nach x müssen wir, wie aus der Definition 
unm ittelbar folgt, denselben Ausdruck erhalten, ob wir 
die letztere Form  der Gleichung benützen oder die
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ursprüngliche, d. h. wir finden, daß die beiden Aus­
drücke
n . (x —  a )n—1 - j- ( n — 1) R n (x  —  o)n—2+ R n —l (x—  a )n~ 3 + . .

+  2 R ,(x  — a) und 
n . x n +  ( n— l j .a jX " “ 1- ^ - ^ — 2) a2 xn~ 2 + . . .  +  an- i  

identisch sind. D er erstere A usdruck verschwindet 
ab e r, wenn w ir für x den "Wert a setzen, und wir 
finden: H a t  e i n e  G l e i c h u n g  e i n e  D o p p e l -
w u r z e l « ,  so  i s t  a a u c h  e i  n e W u r z  el  d e r g l e i c h  
N u l l  g e s e t z t e n  e r s t e n  A b l e i t u n g  d e r  G l e i ­
c h u n g .

Is t a von der ursprünglichen Gleichung eine drei­
fache W urzel, so ist a von der ersten A bleitung eine 
zweifache und von der zweiten Ableitung eine einfache 
W urzel. W ie der Satz allgemein lau tet, ist leicht er­
sichtlich.

4. W issen w ir so z. B ., daß die Gleichung 
x3 — 4 x 2 -f- 5 x — 2 =  0 

eine zweifache W urzel hat, so m uß diese auch eine 
W urzel der Abteilung 3 x 2 — 8 x - |-5  =  0 sein. Um diese 
W urzel zu bestimmen, haben wir nu r noch den gemein­
samen Teiler dieser beiden algebraischen Gleichungen 
aufzusuchen (vergl. Sammlung Göschen Nr. 47, Algebra, 
§ 11). Dieser F ak to r is t x — 1. In  der T a t sind 1, 
1, 2 die W urzeln der gegebenen Gleichung.



174 N äherungsw eise A uflösung de r G leichungen.

X IX . K apitel.

Näherangsweise Auflösung der Gleichungen.

§ 111. Allgemeine Bem erkung.
W ie wir im vorigen K apitel sahen, können w ir die 

Gleichungen des vierten Grades noch auflösen. D as­
selbe ist fü r besonders gestaltete Gleichungen des höhern 
G rades möglich, so z. B. fü r die Gleichungen xn -¡- 1 = 0 .  
Im  allgemeinen aber is t es unmöglich, fü r Gleichungen 
höher als vom vierten Grade eine algebraische Lösung 
zu finden.1 M an ist dann genötigt, wenn die in  § 109 
und 110 angegebene A rten  zur A uffindung einzelner 
W urzeln versagen, die W urzeln näherungsweise zu be­
stimmen zu suchen. Auch bei Gleichungen des dritten 
und  vierten Grades w ird diese näherungsweise Be­
stimmung manchmal vorzuziehen sein, da die ändern 
M ethoden oft auf sehr verwickelte Rechnungen führen. 
D ie näherungsweise Bestimmung eignet sich zudem auch 
zur A uflösung anderer als algebraischer Gleichungen.

§ 112. Die Methode von Lagrange.
1. Es sei die Gleichung x s — 4 x — 5 =  0 aufzulösen. 

Bezeichnen w ir die linke Seite dieser Gleichung durch 
f(x), so haben w ir fü r x zwei solche W erte zu suchen, 
fü r die f(x) entgegengesetzte Vorzeichen hat. Zwischen 
diesen W erten  x m uß dann nach § 100 eine W urzel 
der Gleichung liegen. So finden w ir z. B . f(0 ) =  — 5

> D iese U nm öglichkeit w urde  z u e r s t  von  A bel (C relles Jo u rn a l 
Bd. 1) bew iesen.



und f  (3) =  — 10, d. h. eine W urzel der Gleichung liegt 
zwischen 0 und 3. Diese W urzel suchen w ir durch 
Probieren in noch engere Grenzen einzuschließen, und 
zwar liegt dieselbe zwischen 2 und 3, da f  (2) =  — 5 ist.

2. D ie zu suchende W urzel setzen wir nun =  2H-----
y

und setzen diesen W ert m  die gegebene Gleichung ein 
und erhalten

^2 +  — j  — 4 ^ 2 + —  j  — 5 =  0 und hieraus:

5 y 3 — 8y*— 6 y — 1 = 0 .
In  dieser Gleichung finden w ir wie oben, daß für 

y ein W ert zwischen 2 und 3 liegt, und setzen hier

wieder y =  2 +  —  und erhalten so die neue Gleichung

5 z s — 2 2 z 51 — 22z  — 1 = 0 ,  z =  5 + - ^ .

3. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir:

— » + T + * .  i

5 + ^ + t + ±  ,  
2 + t -

Hieraus ergeben sich uns aber für x die Näherungs­
werte (§ 3):

„ „  1 „ 5  „ !6  „ 21 58 253
’ 2 ’ 11 ’ 35 ’ 46 ’ 127 ’ 554 '

L etzter W ert ist =2 ,4566786. W ürde als letzter 
Teilnenner die Z ahl drei gewählt worden sein, so würde

195
sich als le tzter N äherungsw ert =  2,456675 ergeben. 

D ie W urzel der letzten Gleichung liegt zwischen 3 und 4.

Die M ethode von L agrange. 175



§ 113. Die Newtonsche Methode.
1. Auch diese Methode wollen w ir an einem Bei­

spiel zunächst klarzumachen suchen. Es sei etwa die 
Gleichung x3+ 2 x 2 +  3 x — 7 =  0 aufzulösen. H aben wir 
auch hier gefunden f ( l )  =  — 1 u n d f ( 2 )  =  l l ,  so setzen 
w ir hier x =  1 +  h  und erhalten durch Einsetzen in die 
gegebene Gleichung

(1 +  h)3 +  2 (1 -1- h )2 -)- 3 (1 +  h ) — 7 =  0 oder:
(1 +  2 +  3 — 7) +  h (3  +  4 +  3) +  e h 2 +  <7h3 =  0, d. h.

— l  +  10h  +  (, h 2 +  a h 3 =  0
Um aus dieser Gleichung näherungsweise h zu er­

halten, können wir h 2 und hs vernachlässigen und er­
halten zur Bestim m ung von h die Gleichung

— l  +  10h  =  0 oder h =  0 ,l.
2. H ierau f setzen w ir ebenso x =  l ,  1 +  h, und er­

halten ganz gleicher weise für h, wieder eine Gleichung
(1)1 + h , ) “ + 2(1,1 +  h ,)2 + 3(1,1 + h ) — 7 =  0, 

oder wenn die G lieder m it h ,2 und h ,3 weggelassen 
werden,

0,051 + 1 1 ,0 3 ht =  0, b, =  — 0,0046 . . ., 
also x =  1,0954 . . .

Pahren  wir so w eiter, so erhalten wir m it jeder 
beliebigen Genauigkeit den W ert von x.

3. Sei allgemein z. B . eine Gleichung des vierten 
Grades gegeben, etwa

x4 +  ax3 +  bx2 +  cx +  d =  0, 
und sei a ein näherungsweise richtiger W urzelw ert der 
G leichung; so setzen wir x =  a +  h und erhalten durch 
Einsetzen von a +  h in  die Gleichung 
a 4 +  aa3 +  b a 2 +  ca +  d +  h (4a3 +  3aa2+  2ba +  c) +  p h 2 

+  oh3 +  c h 4 =  0

176  N äherungsw eise A uflösung d e r G leichungen.



Die R egula falsi. 177

und hieraus wie oben:
a* +  a a3 4" b “2 +  c a +  d f  (ct)

h =  - 4 u s +  3 a a ! +  2 b a  +  o f ' («)
Ganz ebenso ist die K orrektion , die wir bei einer 

beliebigen Gleichung des n te n  Grades dem W erte « an­
zufügen haben:

on +  a, on—1 +  a2an- 2+ . . . + a n   f(a)
** n . « “- 1- } - ^ — l)a ,  an_a +  . .  +  an—l f' («)

§ 114. Die Regula falsi.
1. D ie Methode der Regula falsi ist die bequemste 

und die gebräuchlichste. Sie läß t sich aus der New- 
tonschen herleiten und ist überhaupt m it dieser nahe 
verwandt. Sind a und ß zwei W erte, die der gesuchten 
W urzel nahezu gleich sind, so haben wir wie oben

f(«)

x  =  /S-

f '(“)
m

' m '

und

Hieraus ergibt sich
x - o _  f(o) f(ft)
* —  ß f ( /S) ' f ' («) '

In  dieser letzteren Gleichung sind die W erte f(a ) 
und i (ß)  nahezu gleich N ull, während f '(a )  und f ' (ß)  
im allgemeinen von Null sehr verschieden sind. Sind 
aber a und ß nahezu gleich, so werden w ir die A b­
leitungen f '(a ) und f ' (ß) ebenfalls als nahezu gleich 
ansehen dürfen, d. h. w ir werden

f> ) _ ,
i ‘ ( ß )

setzen können.
S p o r e r ,  N iedere  A nalysis. 12
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D ann erhalten wir aber: 
x — a f  (a)-------  =     U
* - < »  m

ß . i ( a )  —  a . f ( ß )
f (« )— £0») •

und hieraus

2. Diese letztere Form el ist nam entlich aucn ge­
eignet zur Auflösung transcendenter Gleichungen, d. h. 
solcher Gleichungen, die durch transcendente Funktionen, 
die gleich Null gesetzt werden, gebildet sind. Um dies 
zu zeigen, wollen wir von obiger Form el noch eine

und errichten in  A  und B auf 0  A  L ote A  P  und B Q 
gleich f  (a) und  f(/S). D ie Funktion  selbst können wir 
uns dann durch eine K urve dargestellt denken, die 
durch P  und Q geht. Sind nun f(a ) und f(,S) nahezu 
gleich N ull und liegen A  und B  nahe beieinander, so 
werden w ir den V erlauf der K urve von A  nach B  als 
nahezu gerade ansehen und annehmen dürfen, daß der 
P Q  benachbarte Schnitt X  der K urve m it O A  nahezu 
m it dem Schnittpunkt C von P  Q m it 0  A  zusammen­
fallen wird. D ann können w ir aber ohne großen 
Fehler se tzen :

f(a) C A  O A  — O C  a — x x — a 
J (ß )  =  O B  =  O B  — 0 0  =  ß —  x  =  u> 8' w>

Es ist natürlich hierbei womöglich a und ß so zu 
wählen, daß f(a ) und i {ß)  entgegengesetzte Vorzeichen

geometrische A bleitung 
geben. "Wir tragen auf

■ftfi) einer Geraden von einem 
beliebigen P u n k t 0  aus

o zwei Strecken OA und 
O B  gleich a und ß ab
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haben. Notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Anwendung der Eegula falsi is t dann, daß die 
Funktion f(x) zwischen den W erten  a und ß stetig  ist, 
also sich nicht etwa sprungweise ändert; die K urve, 
welche die Funktion darstellt, also zwischen den 
W erten P  und C A  eine fortlaufende L inie darstellt. 
S ind f(a ) und f (/?) beide positiv oder beide negativ, 
so ist nicht immer notwendig, daß die Methode zum 
Ziele führt, namentlich dann nicht, wenn f ' (a) und i'(ß) 
nahezu Null sind; oder gar entgegengesetzte Vorzeichen

( a )
besitzen, wodurch die Annahme der A nnäherung =  1

hinfällig werden kann. Sind jedoch die nötigen Vor­
aussetzungen fü r die A nw endbarkeit vorhanden, so gilt 
die Methode fü r algebraische wie fü r transcendente 
Funktionen.

3. B e i s p i e l .  xx— 100x =  0 

a =  4, ß =  5 gieht f(«) =  — 144, f(/J) =  2625 
5 .1 4 4  +  4 .2625

1 4 4 + 2 6 2 5  _ 4 >4 • • •
o, =  4, ßt = 4 ,4 ,  f («,) =  — 144, f(/?,) =  +  237,9 
xa =  4,2
«2 =  4, ^  =  4,2, f(os) =  — 144, f(/3s) =  — 5,4 
x8 =  4,207 u. s. w.

D er genaue W ert ist 4,2058696.
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onftait in SBien. W it 3 SJeilagen 
unb 40 Sibbiibungen.

76 C heoretifĄ e P h u f lt. I. Z e i t : 
Wetbauit u. Stfuftit. Son Dr. Sufi. 
Sager, Sgrofedor a. b. UniB. SBien. 
W it 19 Sibbiibungen.

77 C heoretifĄ e phBfil* ir. Zeit: 
£id)t unb SBótme. Son Dr. Sufi. 
Sdger, S)5rofe[fot an ber UniBerfitiit 
SBien. W it 47 Sibbiibungen.

78 tUjeeretifche p h s f it-  III. SCeil: 
S te itr ijito t unb WagnettSmu?. Son 
Dr. ©uflao iifiger, Sroíefíot o. ber 
Unioerfltit SBien. W it 33 Slbbitbgn.

79 ®otifche S p .raĄ bentm SIer mit 
Sraram atif, iłberfegung unb ®r> 
lóuterungen Bon Dr. $etm . Saneen 
in iBre?lau.

80 S tU iu n b e  Bon R atl Otto £art= 
mann, ®en>erbe|d)u!BorBanb in 
Sabr. W it 12 SoUbilbern unb 
179 Zejtiiiuftrationen.

81 P ierfteU ige C afelu  unb  ® egett. 
ta fe in  fiir logaritbmticbe? unb tri- 
gonometriidje? SRedjnen in jloei

garbeti jufammengeftent oon Dr. 
Perm. ©djubert, UŚrofeffor an bet 
®elet)rten(d)ule be? Sobanneum? in 
íiamburg

82 ® rm tb iig b . Ia te in ifd jen  S p raĄ - 
leijre non Srofeflor Dr. SB. SBot(d) 
tu Wagbeburg.

63 Jnb ifd ie  Jteligionsgefdiiciite Bon 
Dr. Gbmunb éarbt), '.firoieflot a. b 
UniBevfttát SBiitjburg.

84 t ia u t i t .  fturjer SlbriS be? tSgtidj 
an Borb Bou ©anbesidiiffen auge- 
inanbteii Zeit? ber ©dńffalirtsfunbe. 
Son Dr. g ran j ©dmtse, Z ircttor b. 
9iaOigation?=©cbule ju  Sńbed. Wit 
56 Sibbiibungen

85 ira n so iifd )e  ®efdjiiSjte Bon Dr. 
W. ©ternfelb, Sgrojeflor an bet Unb 
oerfitat Seriin.

86 8 » r 3fchrift. Sebrbudi ber S5er> 
einfa(t)ten Eeutidjen StenograBbie 
(Ginigung§>©bftem ©tolje* ©diret)) 
nebft Sd)Iiiffei, fieieftiiden u. eiuem 
SInbang Bon Dr. Slmiei, Oberiebret 
be? Sabetteiibouie? in Dranieuftein.

87 tjohere  i ln a l^ f is  I :  Eifferential- 
retbnuug. Son Dr. ftrbr. Sunter, 
SSrofedor am SRealgomnafium u. an 
bet 8iealanftaitin Uitn. Wit 68 gig.

88 tjohere  S in a lu f is I I :  Sntegrab 
recbnittig. Son Dr. grbr. 3unter, 
SProfefior ant Siealgbmnafiiim u. au 
b. SKealauftait in Utm. W it 89 gig.

89 HnuT\’tiid-e ® eom etrie bes 
í ta u m e s  Bon Srofeflor D r. W. 
©imon in ©trafeburg. Wit 28 gig.

90®tl>il Bon Dr. Zborna? Sidjeli? In 
SBremen.

91 Slftrophufi!. ble SBefcbaffenbeit ber 
pimmeiSISiper Bon Dr. SBaiter g. 
SBiSItcenu?, SBrofedot on ber Uni« 
Berfttat ©trabbuig. Wit U  316» 
bilbungen.

92 UftroHomifdic ® eograpi)ie Bon 
Dr. ©iegmunb ®iintber, 'Brofeffor 
a. b. Zecbnifd). iiocbicbule Wüitdien. 
W it Bieleń Slbbiliungen.

93 P e u tfd jes  Eeben im  12. J a b r . 
h u n b ert. Rulturbiflor. Grlaute- 
rungen jum Siibelungenlieb unb ju r 
Rubrun. Son SBroieffot Dr. 3u(. 
Zieffenbacbet in greiburg i. 99. Wit 
1 Zafel unb 30 Sibbiibungen.

IP e tib e tt!
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94 Pho tog raph ie- ¡¡Sou 'prf. p. fieBter, 
ffacfilebrer au bet I. f ®rapf|ilcben 
£ef)t» linö ¡BerfudjSanftatt in ¡¡Bien. 
SRit 4 Sa fein unb 52 SUbbilbmtgen.

95 P a läo n to lo g ie . SBon Dr. SRub. 
ipoerneä, sfjrofeffot an bet Uniuetfi» 
ta t ®ras. SRit 97 215bilbungen.

96 P c tuegungsfp ie le  bon Dr. ®. Stobt» 
rauirti, SProfeffot am Kgl. Kaifer» 
SSilbeImä=®bmn. su$annooer. StRit 
14 Stbbilbungen.

97 S te reo m etrie  bon Dr. ÍR. ©Tafer 
in S tu ttgart. SBlit 44 ffiguren.

9 8 ® ru n 6 rt¡j 6er p fuchophsfit bon 
Dr. ®. ff. 2ipp8 in Seipjig. SRit 
3 ffiguren.

99 ebene  un 6  fphärlfche ¡Trígono» 
m e trie  bon Dr. ®erf). ®effetiberg 
in Eparlottenburg. SRit 69 ein* u. 
¡tneirarbigen iiiguren.

100 Sachfifche «BcfcTiidjte bon ißrof. 
Dr. Otto Knemmel, SRettor be§ 
9itcotaigt)mnafiuin3 jU Seipsig.

101 Sociotogte bon 'Prof. Dr. Sporn. 
SldjetiS in ¡Bremen.

102®eo6äfie bon Dr. E. SReinberg, 
SProfeffot an ber Xettinifdien pod)» 
ifbule üannobet. SOtit 66 Slbbito

103 IPechfetiunbe bon Dr. ®. ffunl 
in SRamifjeim. SRit bieten fformul.

104 Oefterreichifche ®efchi<htel:SBou 
ber Urjeit bis 1526 bon $ofrat Dr. 
ffrj. 0. Sroneä, qärofeffor au bet 
Uniberfität ® raj.

105 fflefterrcict;. ®efch¡chte I I : SBon 
1526 bis sur ®egentnart bon §of» 
ra t Dr. ffrj. b. Srone3, SProfeffot 
an bet Uniberfität ®raj.

106 io rf ttm ifen feh aft non Dr. 2lb. 
©dnoappaef), SProfeffot an b. fforft» 
atabemie EbetSroalbe, Stbteilungs* 
birigent bei bet ©auptftation be3 
forftl. SBetfmhätnefenJ.

107 ®efct¡iá}te 6er ÍTZalerei I bon 
Dr. SRid). SWuttjer, SProfeffot an b. 
Uniberfität SBreälau.

108 ®ef<ht¿hte 6er i f la le re i  I I  bon 
Dr. Siidj. SRutger, SProfeffot an b. 
Unibetfttät SreSIau.

109 ®efchichte 6er JTtaterei III bon 
Dr. SRicp. SRuttjer, iprofeffor an b. 
Uniberfität SSteälau.

HO ®cfdjieljte 6er S luuerei IV bon 
Dr. SRid). Siutljer, 'Profefjot an b. 
Uniberfität SBreSIau.

U l  ®efá¡icfyte 6er í t la le re i  T bon 
D r. SRicp. StRutffer, SProfeffot an b. 
Uniberfität S8r:8Iau.

112 phpftfehe ÍM eerestunbe bon Dr. 
Serparb ©djott an ber BeutfcSen 
©eewarte in ©amßurg. SDüt bieten 
TObilbungen unb Bafeln.

113 Ttttgem. epemifehe ¡Technologie 
non Dr. ©uft. äiauter in Spar* 
lottenburg.

114 ß lirn a le h re  bon SProfeffot Dr. 
SB. Koppen, SReteoroIoge b. ©ee< 
warte Hamburg. ÜRit 7 Bafeln u. 
2 ffiguren.

115 S a c h fü h ru n g . Sebrgang ber ein* 
fadien unb hoppelten SBucppattung 
ton  ÍRobert ©tern, C6erlepret ber 
Deffentl. §anbelätepranftalt unb 
Eojent ber fjanbeläbodifdiute su 
Seipjig. SRit nielen fformularen.

116 P ie  p ta f t i f  6es U 6en6Ian6es bon 
Dr. Panä ©tegmaun, Kouferbator 
aut Setntan. SRationalmufeunt su 
'Jiiirnberg. SRit 23 Bafeln.

117 ®riechifU|e ® ra m m a tif  I s ffor» 
mentepre bon Dr. $an3 SRetger, 
SProf.a b.fttofterfcpulf j.SRautbronn.

118 ®riechifche ® ra m m a tit I I : SBe» 
beutungälepre unb ©pntaj bon Dr. 
fjanä SRelger, 'Broieffor a. b. 
filofterfepute ju  SliRauIbronn.

119 U brift 6er S u rg e n lu n b e  b. fiof< 
ra t Dr. ß tto  SPipet in SRündjen. 
SRit 29 Slbbilbungen.

120 ija rtn o n ie le h re  bon St. palm , 
SRufitbireftor in © tuttgart. SRit 
nielen Siotenbeilagen-

121 ®efchicl¡te 6er a lte n  un 6  mittel» 
a lterlicheit t t íu f i t  bott D r. 2t. 
SRöpter. SRit japlretcpen Slbbil» 
bungen unb StRufttbeilagen.

122 P a s  p ftan jen re ich . Einteilung b. 
gefamten spftanjenreicpä mit ben 
tbieptigften unb befannteften Sllrten 
bon Dr. ff. SReinede in Sreätau u. 
Dr. 2B. SRiguta, iprofeffor an ber 
Becpnifcpen Cwtpfdjule Äarlirupe. 
SRit 50 ffiguren.
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123 i iu ß p f la n 3en bon fEtofeffot Dr.
з . Seprenä, Sorftanb ber Stopp, 
ianbroirtfcpaftlicpen Berfucpäanfiatt 
Sluguttenberg. SRit 53 Kbbit» 
billigen.

124Die beutfchen A lte r tü m e r »on 
Dr. fftanj ffupfe, B irettor b. ftabt. 
SRufeumi itt SBraunftproeig. SRit 
70 Slbbiibungen.

125 ^ ta lte n lfĄ e  £ ite ra tu rg e fd )id )te  
eon Dr. Karl Bopier, Sirioatbojent 
a. b. Uniberfität Jjeibrlberg.

126 D eutfdje S tam m estu n S e  eon Dr. 
¡Rubolf SRuip, Sirloatbojent an ber 
Uniberfität ifflien. SRit 2 Starten 
unb 2 Bafeln.

127 pflangenbio iogle bon Dr. SB. SRi* 
gula, Sirofeffor an ber Bftpnifcpen 
¿oitfcßule KarlStupe. SRit 50 Slbb.

128 Ä omanifche Sprad)t» iffenfd)aft 
bon Dr. ilbolf ßauner, t. t  fReal» 
ftbulprofeffor in S ien .

129 Die A lpen  oon Dr. Stob. Sieger, 
Skioatbojent an ber Unioerfität
и. Sirofeffor an ber Ejportafabemie 
beb 1.1. panbelSmufeumä in SBien. 
SRit 19 Slbbiibungen unb 1 Barte.

130 D a s  öffentl. A nterrtch tsroefen  
D etttfchlanbs in  ber ® egenu>art 
eon Dr. Siaul Stögnet, ©pmilafial» 
oberleprer in gtoitfau.

131 A b riß  6e r S iologie ber E iere  I : 
Entftebung unb SBeiterbilbung ber 
Biertoelt, öejiepungen sur orga» 
niicpen SRatur uon Dr. £>einr. ©im« 
rotb, Sirofeffor an bet Uniberfität 
ßeipjig. SRit 33 Slbbiibungen.

132 A b riß  6e r S io log te  6e r E iere  I I : 
Begiepungen ber Biere ju r orga» 
nifcfteu Siatur bon Dr. fjeinr. ©im» 
rotp, Sirofeffor an ber Unibetfitat 
Seibjig. SRit 35 Slbbiibungen.

133 DoIfstx>irtfcpaftsleI)re bon Dr. 
Kart 3op8. ffucp«, Sirofeffor an b. 
Uniberfität ffreiburg i. SS.

134Deutiche E ttera tu rgefd )id )te  6. 
19. 3 a i)r i |u n 6e r t s  I. bon Dr. Earl 
Sffleitbrecßt, Sirofeffor an ber Becp» 
niftben hocpfcßiile S tu ttgart.

135 Deutfcpe £ ite ra tu rgefd} id ¡te  6. 
19. ja i i r l iu n b e r ts  11 o. Dr. Earl 
SBeitbrecpt, Sirofeffor an bet Becp» 
nifcpen poißfcßule S tu ttgart.

136 p ß p ftta lifd ie  F o rm elfam m lung  
bon ®. SRapier, Sitof. am ®pm« 
nafium in Ulm. SRit 67 ffig.

137 D ichtungen a u s  mittclhochbeut« 
fdjer ,frü i)3eit. 3 n Sluinmpl mit 
Einleitungen u. Söötterbucb beraub« 
gegeben bon Dr. ©ermann Santen  
in Breslau.

138 S im p iic tu s  S im p lie iffim u s  bon 
©. Saiob Ebnftuffel o. Stimme«» 
Saufen. 3 n Sluäroabl präg. o. Säro» 
feffor Dr. ff. SBobertag, Sojent an 
ber Uniberfität BreSlau.

139 A au fm än n ifd jes  A eepuen I bon 
Sticparb 3uft, Cberiepter an ber 
(öffentlichen ©aubelblebranftalt ber 
Brebbener Baufmannfipaft.

140 K aufm ännifcpes A edjnen n bon 
ÍRicparb 3nft, Cberlebret an ber 
(öffentlichen ©anbelMebranftait ber 
Bretbener ffaufmannfcpaft.

141 ilto rpho log te , A natom ie u tt6 
phpfio iogie 6e r p f la n je n . Bon 
Dr. SB. SRiguta, Särofeffor an bet 
Beipnifcpeti ©ohfcpule ftariirupe. 
SRit bielen Slbbiibungen.

142 D arfteüenbe ® eom etrie I. Bon 
Dr. ÍRob. ©aufiner, Sirofeffor a. b. 
Bedmifcpen ©ocpfcpule RarlSrupe. 
SRit ion ffig.

145 ®efchid¡te 5er p d b ag o g tt bon 
(Dbetl. Dr. ©. SBeimer i. feiebbaben.

146 A ep ettto riu m  unb  Aufgaben» 
fam m lung  ä u r  D ifferentialrech­
n u n g  non Dr. ffriebt. Snnler, 
Sirofeffor am ÍRealgpmnafiutn u. a.b. 
ÍReaianftait in Ulm. SRit 42 ffig.

147 A ep e tito rtu m  un b  Aufgaben» 
fam m lung  3. In te g ra lrec h n u n g  
bor Dr. ffriebticp Sunter, Sirofeffor 
am Siealgpmnafium unb an ber 
SRealanftalt in Ulm. SRit 50 ffig.

148 ff'inanjrbiffenfdicift 0. «ep. ¡Reg.» 
¡Hat Dr. 81. ban bet Borgtp in 
ffriebenau-Berltn.

149 SUufifal. F o rm en leh re  (K om - 
p o fitionsieh re) n. Steppan firepl 
I. Beit. Sie reine fformenlepre. 
SRit nielen Slotenbeifpielen.

150 A iu fifa l. F o rm en leh re  (iiom po- 
fitio n sieh re ) non Steppan fttepL 
i l .  Beil: Die angeloanbte fformen­
lepre. SRit bielen SRotenbeifpieien.
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151 Scpm aroßer u . S cp m aro ß ertu m  

i. 6. E icrroe tt. Erfte Etnruptung 
in bie tieriicpe Sdimarogertunbe 0. 
Dr. ffranj 0 . SBagner, a. o. SSrof. 
an ber Uniberfität ®iepen. SRit 
67 Slbbiibungen.

152 « ife n  -  Sfütten  - K urtbe bon St. 
ftraup, bibl- ©ütteningenieur. I. 
S e it : Ba8 SRopeifen. SRit 17 ffig. 
unb 4 Bafeln.

153 (Zifen -  i j i i t te n  - K unbe  bon 9L 
»raup, biot. ©ütteningenieur. II. 
S e it:  ®a8 ©hmiebeifen. SRit 25 
ffiguren unb 5 Bafeln.

154 ® Ietfcpertunbe Bon Dr. ffrip 
SRaebaßet in SBien. SRit 5 21b* 
bilbungen im B ejt unb 11 Bafeln.

155 V a s  F ernfpre ip tP efen  bon Dr. 
ßubioig IReEftab in ¡Berlin. SRit 
47 ffiguren unb 1 BafeL

156 ftolonialgefdjicpte non Dr. Siet* 
ridp ©djäfet, Sirofeffor ber ®ef (piepte 
an ber Uniberfität ©eibelberg.

158 D ie p fta n jc n ro e tt 6. ®eu>äffer 
bon Dr. SB. SRigula, SSrof. an ber 
Xedpn. ©ocpfdfule »a rlirupe. SRit 
50 Slbbiibungen.

169 Ftfeperei un 6  F tfcpjucpt b. Dr. 
fta rl Edftein, Sirof. an ber fforft* 
atabemie EberSroalbe, SIbtetlungS* 
birigent bei ber i>auptftation be8 
forftlicpen BerfucpsniefenS.

160 53aperif<pe ®efcpicpte bon Dr. 
©ans Edel in Slugäburg.

161 D eutfdje E iteraturgefcpicpte ber 
Ä la ffife r je it non Dr. Earl SBeit* 
brecpt, Sßrofeifor an ber Becpuifepen 
©oepfdpule S tu t tg a r t

162 D ie i ja u p t t i tc r a tu r c n  b. O r ie n ts
I .  S e i t : B it ßitetaturen CtlafienS 
unb 3nbien8 bon Dr. SR. ©aber* 
lanbt, Siribatbojent an bet Uni* 
berfität SBien.

163 D ie if a u p t l i t e r a tu r e n  b. O r ie n ts
I I . E e i l : Bie ßiteraturen ber 
Sierfet, ©emiten unb Biirten bon 
Dr. SR. ©aberlanbt, Siribatbojent 
a. b. Unioetfität SBien.

164 itlu filgefd iicp te  bes 19. 3 a p r -  
p m tb e rts  I .  E e il bon Dr. ß .
@run8tp in S tu ttgart.

165 iUufifgefcpiepte bes 19. f ja p r-  
p u n b e rts  II . ¡Teil bon Dr. ß . 
®run8U) in © tuttgart.

166 Aufftfcpe ffiteraturgefepicpte bon 
D r. ®eorg Siolonstif in ilRüncpen.

167 Spanifcpe E itera tu rae fd )id )te
I .  E e il oon Dr. üiubolf Sieer in 
SBien.

168 Spauifepe £iter<tturgef<pid)te
I I .  H eil oon Dr. Siubolf ¡Beer in 
SBien.

DU S am m lu n g  w ird  In rascher fo lg e  fortgesetjt.



J ^ a t n m f u n g  J § c | w ß e r f ,

S a m m l u n g  m a t t j e m a t i f d j e r  S c ^ r b ü ^ e r ,

die, auf wissenschaftlicher G rundlage beruhend, den Bedürfnissen 
des P rak tik e rs  Rechnung tragen u n d  jugleich durch ein* leicht 
fassliche D arstellung des S to ffs  auch für den IJichtfaihm ann ver­

ständlich s in d .

<5. 3 . (Sofdjen’fá?« Derlagsfjcmöluttg, £eip5ig.

35er3ei<^itts bet Bis jetjt erf^iertenen 23ättbe:
1 elementare  a r i t f jm e t l t  unb  

2ltgeí>ra non tßrof. Dr. ©ermann 
Schubert tn ©amburg. TO. 2.80.

2 (E lem entare P la n im e tr ie  0. gStof. 
SB. >8flieget in «íünfter i. E. SH. 4.80.

5 (Ebene unb  fphärifche T rigono­
m e trie  bon Dr. ff. Bohnert in 
©ambutg. TO. 2.—.

4 (E lem entare S te reo m etrie  bon 
Dr. 3  Bohnert i ©amburg. TO. 2.40.

6 H tebere a n a t j f i s  I. T e i l : B om - 
b in a to r il ,  U >ai)rid |einlidf)leits- 
tedinnng, B ettenb rilih*  unb 
biopbantifebe (S leidjungen bon 
Kltofefíot Dr. ©ermann Schubert 
in ©amburg. TO. 3.60.

8 a lg e b ra  m it (Einfdjluft ber 
e lem en ta ren  g a h le n th eo r ie  oon 
Dr. Otto Bunb in '111:011a. TO. 4.40.

7 (Ebene © eom etrie ber t a g e  bon 
tßrofeffoc Dr. Ruh. Stöger in ©am* 
bürg. TO. 5.—.

8 anal^ tifd ie ©eometrie ber 
(Ebene bon ffSrof. Dr. TOaj Simon 
in StraSburg. TO. 6.—.

9 a n a l s t ,  © eom etrie b. B au m es  
I .  T e il * © erabe, © beite, K u g e l 
bon Sßrofefior Dr. TOaj Sim on in 
S tra jb u ra . TO. 4.—.

10 D ifferen tialrechnung  bon Srof. 
Dr. g t  j. »leger in Königsberg. TO. 9.

1» « le m e n te  ber barftetlenben 
© eom etrie bon D r. 3obn Schrotet 
in ©ambutg. TO. 5.—.

1» D ifferentialg le ichungen b. Btof. 
Dr.Si.Schleíingeri.ftlau[enbrg. TO.8.

14 p r a j t s  ber © teichungen non
SStofelfor ffi. Runge in ©annoner.
TO. 5 20.

19 IX’alirfcfjeinlirfifeits- ttnb  H u s-  
g lc id )u n g s -a e d )n u n g  bon Dr. 
SHorbert ©erj tn SBien. TO. 8.—.

20 O erfich e ru n g sm ath em attt bon 
Dr. SB. (btojjmann i. SBien. TO. 5.—.

25 a n a l f t i fd ie  © eom etrie  bes 
B au m es  I I . T e i l :  D ie Jläcfien  
jm e iten  © rab es  bon Brof. Dr. 
TOaj Sim on in S trasburg . TO. 4.40. 

27 © eom etrifthe T ra n s fo rm a tio ­
nen  1 . T e i l : D ie p ro fe ltin en  
T ra n s fo rm a tio n e n  neb ft ih ren  
an tn e n b u n g en  bon Sßrofeflor 
Dr. ffarl ffioebtemann in  TOfincben. 
TO. 10.—.

81 T heorie  b. a lgebraifchen M uni­
tionen  un b  ih re r  in te g r a le  bon 
Oberlehrer S. Sanbfriebt in ®tra&- 
bürg. TO. 8.50.

84 E iniengeom etrie  m it  a n tb e n -  
bungen I. T e il bon Brofeffor Dr. 
»onrab ginbler i. 3nn ib ru4 . TO. 12.

85 B leh rb im enfiona le  © eom etrie 
I .  T e i l : O ie l in e a re n  B äum e 
bon SJtoffflor D r. fg. ©. Schoute 
in Oroningen. TO. 10.—.

40 B lathem atifehe (D ptil bon Dr.
3 .  61 affen in ©amburg. TO. 8.—. 

46 T h e ta fu n ltio n en  u n b  h ip e re l-  
lip tifthe  M unitionen  bon Obeti. 
ö  ©anbfriebt i. Stta&bnrg. TO 4.50.
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