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Erster Abschnitt.

Kettenbriiche. Diophantische Gleichungen.

I. Kapitel.
Kettenbriche.

§ 1. Begriff des Kettenbruchs.*
1. Ein fortgesetzter Bruch von der Form

~ 1 1 pj -odera. 1 n

. K 1 1
a3+ ~r e

b |
heilt ein Kellenbruch. Die Br[]che—a und Y fihren

die Bezeichnung Teilbriche, b heilt der Teil-
Zahler, a der Teilnenner.

2. Wir beschranken uns auf die zweite Art v
Kettenhriichen, in denen alle Teilzahler gleich der
Einheit, alle Teilnenner positiv und ganzzahlig sind, und
lassen auBerdem noch den Wert a0 weg. Den so er-
haltenen Kettenbruch schreiben wir abgekirzt:

i i ,

ai + a i _L i oder (1: a, a2 a3 aj.

a3 + o, LI
1 Die Kettenbriiche finden sich erstmals bei Lord Brounker

(1620—1684); die erste eingehende Theorie derselben gab Euler
(1707—1783).



8 Kettenbriiche.

§ 2. Verwandlung eines Bruches in einen Kettenbrnch.

. 157 . .
1. Beispiel. Es soll der Bruch - in einen
Kettenbrnch verwandelt werdeD.
157 1 1 1 1
283 ~ 283 ., 126 — —
157 157 157 1* 31
126 126

1

|
1+T +)- 4+t +| +i 1+t +t+
126
31 A
31 5
= (1:1, 1, 4, 15, 2).
~ A+ T+ 1
4 +15 + 4

2. Die hier angewandte Bestimmung der Teil
nenner ist dieselbe wie die, die zur Aufsuchung des
gemeinschaftlichen Teilers der Zahlen 157 und 283 fiihrt,
und wir erhalten dieselben rascher durch fortgesetzte

folgt:
1 1 4 2

283 157 126 31 1
157 126 124 30

126 31 2 1

§ 3. Verwandlung eines Keltenbruches in einen
gewodhnlichen Bruch. Né&herungswerte.

1. Berticksichtigt man bei einem Kettenbruch nur
len ersten Nenner, also nur den Bruch —- und laRt

al
ille folgenden Briiche weg, so erhalt man den ersten
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z 1
NaherungswertF =5 Berticksichtigt man ebenso
nur den Teil— , 1 des Kettenbruches, so erhdlt man
‘a+V

—_— = —— * .
n2 a,a3+ 1 Ebenso

findet man den dritten Né&herungswert
za 1 1 B aat+l.
n3  a<-l---la,a2a3+ a8+ al

a» + —

den zweiten Naherungswert

2. Von diesen Néaherungswerten ist der erste zu
grof, da der Nenner a, zu Kklein ist; der zweite da-

T+ 1 i also der

8 | soe

gegen ist zu klein,da >

Nenner des Bruches a. -) , den wir in Rechnung
ziehen, groBer als sein wirklicher Wert ist. Der dritte
Néherungswert ist wieder zu grof}, der vierte zu klein
u.s.w. Die Naherungswerte eines Ketten-
bruchs sind also abwechslungsweise kleiner
und groBer als der wirkliche Wert des-
selben.

4 1 z, 1 a,
3. Bsist - o= pE g 1= gl
a2
= alv+0 Nzl 1 h +~)24+°
aan,+1 n, a, + — 1 /o, 1\
r + ~dn,+1
aaa,z, + z, _a, 22+ z,

asK n>+ 1)+ H a3n2+ n,’
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ad(a8+ Zl)+ 24 _ a<Z3+Z
n. (aa+ A )na+ni al(asn2+ nl)+ n2 adn,+n,’

Ist allgemein bis zu einem bestimmten Werte k:

8.2 -+ Z-2

so erhédlt man den folgenden
4Ny

Mo My —
Naherungswert, indem man a durch * 4- er-
k+1
setzt, oder: 7
k+i
k+i
+ nk-2
ak-fi (ak zk-i + zk-&)+ V -i _ V k zk
ak+I(ak nk-i+ nk-2)+ nk-1'" ak+ink + nk _i

Die Regel gilt also auch fiir den (k+ I)ten Nahe-
rungsbruch, wenn sie bis zum kten gilt. Sie gilt aber,
wie direkt gezeigt wurde, fir den vierten, also gilt sie
fur den funften, sechsten u. s. f., d. h. allgemein fir
ein beliebiges k (Schluf von k auf k -f- 1).

Fihrt man noch die uneigentlichen Naherungswerte

1 .0 .
-Q- und — ein, so erhédlt man zur Berechnung eines
Kettenbruchs, etwa des Kettenbruchs (1:2, 3, 1, 4, 5,
3, 2), das folgende Schema:

a — 1. 2|S|1]4]5]|3] 2

Z j 0 11311411999 |316| 731
n 0 1 2|7]9 43]224/715/1654
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z; 1=2.0+1, 3=3.140, 4=1.3 + 1,
19=4 .4+ 3, ...

n, 2=2.1+0, 7=3.2+ 1, 9= 1.7+ 2,
43=4 .9+ 7, ...

. . A ., 1 3 4 19 99
Die Naherungswerte sind: — , -y, -g-,
316 , 731
715 1654
§ 4. Eigenschaften der Naherungswerte.
1. Es ist z2n,—n,z,=—1, zan2—z2na= + |
z4n3—z3na= — 1. Nimmt man an, die Regel gelte

bis zu einem bestimmten k, d. h. es sei

Nun gilt aber die Regel fir k= 4, d. h. sie gilt
fur k=5, 6, 7 und also auch fir ein beliebiges k.

. . iHJ 1
2. Hieraus folgt direkt:------— ---—-

nk k—
oder:

Der Unterschied zweier aufeinanderfolgen-
der Ndherungswerte ist eins, dividiert durch
das Produkt der Nenner derselben.

3. Wie man in § 3 fand, liegt der Wert z eir
Kettenbruchs zwischen zwei aufeinanderfolgenden Néhe-
rungswerten desselben. Bezeichnet man also den wirk-
lichen Wert des Kettenbruchs mit g, so ist entweder

z .
4U Oer <qg < -Ui-. Der Fehler, den
el “k “k+l
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man begeht, wenn anstatt des Kettenbruchs der kte

Néaherungswert gesetzt wird, ist also jedenfalls kleiner
als der Unterschied des kten und k— 1ten Naherungs-

. 1 .
wertes, also kleiner als und somit um so mehr

1
< — oder:
n k

Der Fehler, den man begeht, wenn man
an Stelle eines Kettenbruchs einen Néahe-
rungswert setzt, ist kleiner als eins, divi-
diert durch das Quadrat des Nenners des
Naherungsbruches. Die Naherungswerte
schlieBen also den wirklichen "Wert des
Kettenbruchs in immer engere Grenzen ein.

r
4. Liegt der Wert eines Bruches zwischen zwei

Naherungswerten eines Kettenbruchs, so missen die
Zahlen r und s groRer sein als die Zahler und Nenner
dieser letzten Briiche, denn wir haben z. B. fir un-

gerade k:

d. h. der Zahler des letzten Bruches ist entweder > 1

und somiit ">— . Ist dies aber der Fall, so muB
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. r Zka-1 .
s> n, . sein, und da — > — ist, so ist auch
k+i s

r> zk+r .
Ist k gerade, so erleidet der Beweis unwesentliche

Anderungen. Durch die N&dherungswerte ist
also der Kettenbruch durch kleinste Zahlen
so genau als moglich ausgedrickt und na-
mentlich kann ein N&herungswert nicht
vereinfacht werden.

§ 5. Verwandlung eines Kettenbrnchs in eine Reihe.

Es ist:
z, 1 173 [
ni p]’ m;J' n. nn.’ n. n2 n,ng’
zk Zk -i.= + 1
nk nk-i “ V. nk-1
Ist aber — der letzte Naherungswert des Kettenbruchs,

nk
d. h. der Wert q desselben, so folgt durch Addition
dieser Gleichungen:

=1 L +1J L + + i

\ q n, niD* D«n3 n3n* " _nk-l,nk

§ 6. Unendliche Kettenbriiche. Irrationalitat derselben.

1. Setzen sich die Teilbriiche eines Kettenbruc
unbegrenzt fort, so heilt der Kettenhruch ein unend.
lieh er. Bilden die Nenner der Teilbriiche von einem
bestimmten ab Perioden, so ist der Kettenbruch ein
periodischer. Es heillit reinperiodisch, wenn
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die erste Periode mit dem ersten Teilnenner, unrein-
periodisch, wenn sie spater beginnt. Solche Ketten-

briiche sind z. B.:
(1:1,2,3 5,7 3,1, 4,. ...) unendl. nichtperiodischer

Kettenbruch,
1:4,5,2,3,2,3,2,3,....) unendl. unreinperiodischer
Kettenbruch,
(1:2,3,5,2,3,5,2,3,5,... .) unendl. reinperiodischer
Kettenbruch.
2. Von jedem periodischen Kettenbruch kénne

wir stets den Wert berechnen. Um z. B. den Wert

des Kettenbruchs (1:1,2,1,2...) zu finden, setzen
wir diesen Wert = x und erhalten die Gleichung

X=T+J, ahr 3+T=XX"

Ist der Kettenbruch unreinperiodisch, so berechnen
wir zuerst den Wert des Kettenbruchs von der ersten
Periode ab und entwickeln dann die N&herungswerte.

So wird z. B.:
1 | 1 1
4 + T ,i_ . 4 + p -i 3+y3
2 + — |
1+ —
2 4+
=/"(3-73).
3. Der Wert eines Kettenbruchs in unter den i

8 1> 2 gegebenen Beschrankungen stets kleiner als eins.
Setzen wir nun:
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\Y ar
r+l Fioeee  V " arsg * ...
1 1
V* +2 “
o r+3

so haben wir

u : u. f , oder da beide
\ ad —
1 Vv

Briiche nicht.vereinfacht werden koénnen, v, — u und

. i - u.-ar+1 L

' Vi demar , also v2= u, etc. Wir konnen also
"

. . u u U 1

die Reihe T — — —

ersetzen durch die andere Reihe
u u U u

Nun missen aber die Briiche — nach obigem

echte Briiche sein, d. h. wir haben
v>u>u, >u2>u3-—--

oder die Z&hler und Nenner der obigen Briiche bilden
eine Reihe von Werten, die abnehmen. Waére nun der
Wert eines unendlichen Kettenbruchs von einem be-
stimmten Teilbruch abgenommen rational, d. h. also
u und v endliche rationale Zahlen, so muRten die fol-
genden Werte u, n, u3... der Grenze Null sich ndhern;
somit aber ware der Kettenbruch kein unendlicher mehr,
oder mit anderen Worten ein unendlicher Kettenbruch
kann von einem bestimmten Teilbruch ab nicht durch
einen rationalen Bruch dargestellt werden, und damit
ist dies auch fir den Kettenbruch selbst nicht mdoglich.



16 Kettenbriche.

Jeder unendliche Kettenbruch ist also irra-
tional.

4. Aus 8§ 56 folgt ferner, daR ein solcher ur

endlicher Kettenbruch stets einen endlichen Wert hat,
d. h. konvergent ist.

§ 7. Verwandlung einer Quadratwurzel in einen
Kettenbrucli.

1. Das hierbei in Anwendung kommende Verfahre

mdoge ein Beispiel zeigen. Es sei Y31 in einen Ketten-
bruch zu verwandeln.

x= V3T=5+-| 1+ 5 :
Die 1731 liegt zwischen 5 und 6, kann also durch

5 und einen echten Bruch dargestellt werden. In diesem
multiplizieren wir Z&hler und Nenner mit y31—+45 und

erhalten daraus \}15‘54._5_ [ |
X-1.81+5- 1+y»r-i_ 5 1.

(j/31 + 5 liegt zwischen 10 und 11; 6 ist also einmal
in dem Zéahler enthalten.)

/131 —4
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ftfi +4 _« ,yai-1. ,_ 6 01
«— 5 + 5 /131 + 1 X,’
_y3i+ i n i 1+j_

6 /31 + 5~* x8’
_m +5 ., V3T—5_ « , 6 — ..
X8§= — 3— 4 = 53—"=10+¥ — pg=i°+ -

Esistalsor3T=5+ (1:1,1,3,5,3,1,1,10,1,1,3,5,3,...).

2. Zerlegt man den Teilnenner 10 in 5+ 5, s
nimmt der Ausdruck fir )/31 die Eorm 5+ 1:1, 1, 3,5,
1, 1,5+ 5,1, 1, 3,5 3 ... .an.

Die so erhaltenen Teilnenner bilden symmetrische
Perioden, und zwar ist der letzte Teilnenner der Periode
(10 in obigem Beispiel) stets gleich der doppelten
ganzen Zahl, die vor dem Kettenbruch steht.

Jede Quadratwurzel in einen Kettenbruch ver-
wandelt liefert einen solchen periodischen Kettenbruch.
Diese Kettenbriiche sind fir die Auflésung der sogen.
Pellschen Gleichung x2—Avy2= 1 in ganzen Zahlen
von Bedeutung, doch kénnen wir hierauf nicht eingehen.

1. Kapitel.
Diophantische Gleichungen.1

§ 8. Definition der diophantischen Gleichungen.
1. Ist irgend eine Gleichung, etwa 3x+ 2y=7,
mit zwei Unbekannten gegeben, so genilgt diese nicht
zur Bestimmung der Unbekannten x und y. Wir
>Diophantos von Alexandrien (ca. 360 n. Chr.), nach dem diese

Gleichungen benannt sind, gab ein Werk tber unbest. Gleichungen
zweiten und hoheren Grades heraus.

Sporer, Niedere Analysis. j
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kénnen vielmehr fir die eine dieser Unbekannten einen
beliebigen Wert ansetzen und erhalten dann immer fir
die andere Unbekannte einen zweiten Wert. So erfillen
z. B. die obigen Gleichungen die Wertepaare

x=0, 2)1) 2 3
13 1
y=3-Ip 2x> 22T "~ 1w Bw

Unter den unendlich vielen Wertepaaren von X
und y, die wir auf diese Art erhalten, kénnen nun
auch solche sein, fir die sowohl x als auch y ganze
Zahlen sind, und es ist gerade unsere Aufgabe, au3 den
obigen Wertepaaren diese ganzzahligen und unter diesen
insbhesondere wieder diejenigen auszuscheiden, die so-
wohl fiir x als auch fir y positiv sind. Ein solches
W ertepaar fir die obige Gleichung ist z. B. x= 1, y= 2.

2. Sind mehr als zwei Unbekannte gegeben, s
konnen wir zwei Félle unterscheiden. Es kdnnen n&m-
lich zu deren Bestimmung eine oder mehrere Glei-
chungen dienen. Unsere Aufgabe ist aber auch jetzt
noch wesentlich dieselbe.

8 9. Die Auflésnngsmethode von Euler.

1. Ist irgend eine Gleichung des ersten Grade:
ax + by = c gegeben, so ist klar, dal wir zunédchst an-
nehmen dirfen, daR a, b und c ganze Zahlen sind
und daB a, b und c keinen gemeinschaftlichen Teiler
besitzen. Waére letzteres der Fall, so konnten wir durch
Division diesen Teiler ausscheiden. Es missen aber
auch die Koeffizienten a und b unter sich relativ prim
sein, indem sonst auch ¢ mit a und b einen Teiler ge-
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meinsam haben miRte, wenn die Gleichung durch ganze
Zahlen aufldsbar sein soll.

2. Um die von Euler angewandte Methode klare
zu machen, wollen wir dieselbe an einem bestimmten
Beispiel in Anwendung bringen.

Es sei die Gleichung 7x-f-lIly = 47 aufzuldsen.
Wir haben: x= —- =6—y+ N A . Wir

haben also die Division durchgefiuhrt und einen Best
5—4

—"—y erhalten. Soll x eine ganze Zahl sein, so muf
aber notwendig auch dieser Rest eine solche sein, d. h.
setzen wir denselben = z, so erhalten wir eine neue
diophantische Gleichung 5—4y= 7z oder4y+ 7z= 5,
in der die Koeffizienten von z und y kleinere Zahlen
sind. Aus dieser Gleichung erhalten wir wieder:

5—7z _ , 1 —3z
y - 4, —1—zn—-- Aew—-= 1—7-j-u, wo U eben-
falls eine ganze Zahl sein muB. Die neue diophan-
1 3z
tische Gleichung u= --—----—liefert wieder
8z4 2u=1, z==1=44 = _yH 1—u
0 0}

Setzen wir in letzterem Bruch fir u den Wert 1,
so erhalten wir z= — 1 und hierausy= | —z-f-u= 3,
Xx= 6—y-(-z= 2.

Unsere Methode bezweckte also, aus der ge-
gebenen Gleichung eine andere abzuleiten,
die kleinere Koeffizienten hatte, aus dieser
wieder eine mit noch kleinern Koeffizienten,

bis wir zuletzt auf einen Bruch —3 kamen,
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der fir u=1 eine ganze Zahl wurde. Wir hétten
hierbei natirlich fir u auch z. B. den Wert 4 wéhlen
kénnen. Wir waren auch etwas rascher zum Ziele ge-
1_3z

A fir z den Wert

5—7z
— 1 genommen hatten. Auch hatten wir y= —_

kommen, wenn wir z. B. in

= 1—22-j---1--4"—Z setzen konnen. Letzteres waére eine
ganze Zahl geworden fiir z= 3 oder z= 7 u. s. f.

Haben wir in der abgeleiteten Gleichung eine
Wurzel gefunden, so finden wir rickwarts die Ldésung
der gegebenen Gleichung, ,

3. Sind auf diese Art flr x und y zwei zusammer
gehdrige Werte a und B bestimmt worden, so ist es
leicht, aus diesen unendlich viele andere solche Werte-
paare abzuleiten, die alle die Gleichung ax-)-by = ¢
befriedigen. Solche Werte sind allgemein

x= «+ bk, y=B8—ak,
wo k eine beliebige ganze Zahl ist, wie wir sofort
durch Einsetzen dieser Werte in die gegebene Gleichung
sehen. Geben wir k alle méglichen Werte von — o0
bis + co, so erhalten wir alle ganzzahligen Wurzel-
paare, welche die Gleichung befriedigen.

So erhalten wir fir obige Gleichung

x=2+Ilk, y= 3—7k.
Soll hierbei x und y positiv sein, so muB k notwendig
Null sein, d. h. x= 2, y= 3 ist das einzige Paar po-
sitiver Wurzeln der Gleichung. Andere ganzzahlige
Wurzeln sind z. B. in folgendem Schema enthalten.
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kK=1_41-38 5. 11 o 112 % 4,516
X = j—42(-31 —201—9|+ 2 + 13|+ 24 35 46 | 57 | 68
y=]+31] 24 17 | 10 | 3 —4|—11 —18 —25 —32 -39

§ 10. Auflésung durch Kettenbriiche.
1. Um die Gleichung ax—by = | fir a<b aufzu-
l6sen, verwandelt man den Bruch Z in einen Ketten-
bruch und sucht den vorletzten Ndherungswert desselben,

der — sein moge. Der letzte Naherungswert ist dann

selbst. Dann ist immer: an —bz —+ 1, und wir
haben offenbar fiir x und y entweder die Wurzeln
X= -)-n, y= -(-z oder x= —n, y= —z
Sei z. B. 23x—37y= — 1 aufzuldsen, so findet
23
mangy = (I1:1,1, 1,1, 1, 4). Daraus die N&herungs-

| 1 2 3 5 23 5
werte — , -g-, -0-, -J-, -g-, gy. Der vorletzte -g-

gibt das Wertepaar x= 8, y=5 oder allgemeiner
x= 8+ 37k, y= 5+ 23k.

2. Ist die Gleichung ax+by = | gegeben, so er-
halten wir fur a<b, ebenso x= -j-n, y= —z oder
X= —n, y= + z-

3. Wenn endlich die Gleichung ax + by = ¢ auf-
zuldsen ist, folgt, abgesehen vom Vorzeichen, x= nc,
y = zcC.

4, Ist a>b, so verwandelt man vy in einen

Kettenbruch und verfahrt ebenso.
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5. Diese Auflésung laBt sich noch wie folgt
dndern. Es sei 13x+ 5y = 41 aufzulésen. Der vor-

5 ,2
letzte Ndaherungswert von yy ist -g-. Setzen wir

5x+ 2y = k, so liefert die Auflésung der Gleichungen
nach x und y sofort:

x= 82—5k

y=-205+ 13k.

§ 11. Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten.

1. Es seien z. B. die Gleichungen
ax+ by+ cz=d und alx+ b,y + clz= dil

gegeben. Man kann aus diesen eine Unbekannte aus-
scheiden und erhdlt dadurch eine Gleichung des ersten
Grades, die nur noch zwei Unbekannte enthalt. Scheidet
man etwa z aus, und findet x= a+ olk, y= P+ [1Kk,
so setzt man diese Werte in die eine der gegebenen
Gleichungen ein und erh&lt dadurch eine neue Gleichung
zwischen k und z. Diese, nach k und z aufgeldst, gibt
die Ldosung.

2. Beispiel.
4x + 3y + 2z = 16,5x + 6y + 7z = 38.
y eliminiert, gibt 3x —3z= — 6 oder x —z= — 2.

Hieraus durch Erraten x= 0, z= 2 oder allgemein
x=k, z= 2+ k. Setzt man diese Werte in die erste
gegebene Gleichung ein, so findet man: 6k + 3y=12
oder 2k+ y= 4, k= 1+ u, y=2—2u, und hieraus
Xx=1+4+u, z= 3+ u

Gibt man u alle méglichen ganzen Werte, so er-
halt man z. B.:

ab
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c
1
|
w
|
~
|
-
~
w
~
(¢, ]
(2]

y= 8 6 4 . 0 - —4 —6 —8 —10
zZ= 0 1 . 34 5 6 7 8 9

Sollen x, y und z positiv sein, so gibt es nur die
Wertegruppen, die zu u= —1, u=0 und u= 1 ge-
horen.

§ 12. Eine Gleichung des ersten Grades mit drei Un-
bekannten. ax + by+ cz= d.

1. Soll eine solche aufgeldst werden, so dirfen
in dieser die Werte a, b, ¢ keinen gemeinschaftlichen
Teiler besitzen, der nicht auch in d enthalten ist. Die
Ldsung selbst enthélt in den Ausdricken fir x, y und
z zwei Unbestimmte. Ein Beispiel wird auch hier den
Gang der Ldsung am besten zeigen.
5x+ 9y—2z= 17,

17+ 2z —9y 2+ 2z—4V
X 5 3—yH k —=3—y+p
5p= 2+ 2z— 4y,
2z+ 2—5p _ 2+ 2z—p
h h 4 -p+q.
P

4q= 2+ 2z—p, z= 29q—1+ — , p= 2r,
z=2q+r—1, y=q9—2r, x=4r—q+ 3.

Hierbei sind r und q beliebige ganze Zahlen. Setzt

man z. B. g=1, r==2, so erhdlt man x= 10, y = —3,
z= 3.
2. Sollen nur ganze positive Werte fir die

bekannten bestimmt werden, so bedarf dies beinahe

auc

ur
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immer einer besondern Untersuchung. Wahlen wir zu-
néchst g negativ, so miBte, damit y positiv ist, auch
r negativ sein. Fir q= 0 gehen die Wurzeln Gber in
Xx=4r+3, y= —2r, z= r— 1, d.h. es miRte auch
r wieder negativ sein, da sonst y negativ wiirde, q kann
also nicht negativ und auch nicht= 0 sein. In beiden
Fallen ware sonst z negativ. Ist dagegen g > 0, so
gibt es fur jeden Wert q immer ganze positive Werte
fur die Unbekannten x, y und z, die die Gleichung
befriedigen. So haben wir z. B. fur q= 2, fur x,
y und z die Werte x= 4r+1, y=2—2r, z= 3+,
es mufl dann also r= 0 oder = + 1 sein, damit die
drei Werte der Unbekannten positiv sind. Fir die
Wurzeln selbst erhalten wir z. B. so die Wertegruppen:

g= 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7
r=0 0 1 0 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2
x= 2 15 0 4 3 7 2 6 1 5 3 0 4
y= 12031203 14 20 5 3
z= 1 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 13 11

§ 13. Rationale pythagor. Dreiecke. x2+ ya= z".

1. Es ist x’= zs—ys= (z+ y)(z—y). Setzt man
m .n . ms-f-n8

o Xe ZTYE 4% S0 ist z= —

n m 2m.n

y= — X. Hieraus erhdlt man die ganzzahligen
Ldésungen x= 2mn, y= m’—n*, z= ms+ n*
Solche rationale ganzzahlige Wurzeln der Glei-

chung x*+ y*= zs sind z. B. gegeben durch:
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m= 11 11 1 2 2 2 3
n= 2 4 6 8 10 3 5 7 4
X= 4 8 12 16 20 12 20 28 24
y= 3 15 3563 99 5 19 45 7

z= 5 17 37 65 101 13 29 53 25

W ir haben hierbei m und n nicht beide ungerade
oder gerade und relativ prim angenommen. Aus jeder
Losung gehen deren unzédhlige hervor (durch Multi-
plikation mit einer beliebigen ganzen Zahl). Irgend

drei Wurzeln x, y, z der obigen Gleichung kdénnen als
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefalt werden.

Anmerkung. Ein weiteres Eingehen auf die Glei-
chungen des zweiten und hdheren Grades missen wir uns
hier versagen, da dieselben doch mehr ins Gebiet der Zahlen-
theorie fallen. Im ({brigen verweisen wir auf Eulers
Algebra (und zwar hauptsachlich auf die spéteren
franzoésischen Ausgaben), in der eine Menge von
Beispielen solcher Gleichungen des zweiten und hdheren
Grades behandelt sind.
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Il. Abschnitt.
Kombinationslehre. Determinanten

1. Kapitel.

Kombinationslehre.

§ 14. Aufgabe der Kombinationslehre. Elemente.
Gruppen. Einteilung.

1. Die Kombinationslehre behandelt die Gesetze,
nach denen eine gewisse Anzahl von Einzeldingen oder
GroRen ohne Ricksicht auf ihre Beschaffenheit sich
zusammensetzen lassen. Diese Einzeldinge fiihren die
Bezeichnung Elemente und werden durch Ordnungs-
zahlen (Buchstaben oder Ziffern) bezeichnet.

2. Mehrere zusammengestellte Elemente bilden eine
Gruppe oder eine Komplexion. So ist abc eine
solche aus den Elementen a, b und c; ebenso 4132 von
1, 2, 3, 4.

3. Die Kombinationen selbst zerfallen wieder in
Permutationen, Kombinationen im engern
Sinne und Variationen.

Permutationen.
§ 15. Bildung und Anzahl der Permutationen aus lauter
verschiedenen Elementen.
1.2.3.4=41 1.2.3...n=nl1 P(()=n!

1 Eine Anzahl Elemente permutieren
umstellen heilt, dieselben in alle modglichen Reihen-

folgen bringen. So sind die Permutationen von

od¢
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a, b, c: abc acb bac bca cab cbha

1, 2, 3, 4: 1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421  4321.

Alle Permutationen, die mit demselben Eie-
ment beginnen, bilden eine Ordnung, die mit 2 oder
3 oder mehreren gleichen Elementen beginnen, eine
Unterordnung. Folgen in einer Permutation die
Elemente nicht in ihrer natirlichen Reihenfolge, so
bilden sie eine Inversion. So enthdlt 2413 die In-
versionen 21, 41, 43. Die Anzahl aller moglichen Per-
mutationen aus n Elementen wird mit P (n) bezeichnet.

3. Um die Permutationen der Elemente 1, 2, 3, 4, 5
zu erhalten, gehen wir aus von den Permutationen der
Elemente 1, 2, 3, 4 und setzen das Element 5 sowohl
vor als nach den einzelnen Permutationen, sowie auch
zwischen je zwei Elemente jeder Permutation von 1, 2,
3, 4. So erhalten wir z. B. aus 3214 die Permutationen:

53214 35214 32514 32154 32145.

4. Als Anzahlen der mdglichen Permutationen er-
gibt sich hieraus sofort:

p )= 1= 1! P(4)= 4.P (3)= 1.2.3.4= 4!
P(@2=1.2=2! P(5=5.P (@)= 1.2.3.4.5= 5!
P@3)=1.2.3=3! P(6)= 6.P(5)=1.2.3.4.5.6 = 6!

P(m=1.2.3.4.5...n=n!
Das abgekirzte Produkt n! wird nFakultét
gelesen.
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§ 16. Permutationen aus teilweise gleichen Elementen.

P = by

Um die Anzahl der Permutationen aus Elementen
zu bilden, die nicht alle verschieden sind, z. B. aus
1.1, 1, 2, 3, 4, versehen wir die gleichen. Elemente zu-
nachst mit Indices 1, 2, 3 und denken uns jetzt aus
1, 12, 18, 2, 3, 4 die Permutationen gebildet. Deren
Anzahl ist 61 Greifen wir unter diesen Permutationen
irgend eine heraus, etwa 124 31,5 18 so sind unter den
Gbrigen noch finf andere, 1,43 12518, 1, 4 3 185 12,
12431851, 18431,512 und 18431251, die sich von
der ersten nur durch die Stellung der Indices unter-
scheiden, oder sehen wir von diesen Indices wieder ab,
so sind unter den 6! Permutationen je 31 unter sich
gleich. Die Zahl 6! ist also durch 3! zu dividieren
und wir erhalten, wenn wir die Anzahl der mdglichen
Permutationen der obigen Elemente mit P'(6) bezeich-

6!
nen,P'(6) = und allgemein, wenn unter n Elementen

a gleiche sind, P'(n) = —b Sind noch B andere Ele-

mente und ebenso y weitere Elemente je unter sich
n!

gleich, so folgt ganz ebenso allgemein P'(n) =

§ 17. Permutationen in lexikographischer Anordnung.
1. Sind die Elemente Buchstaben und sind die Per
mutationen wie die Worter eines Lexikons (oder wenn

die Elemente Zahlen sind ihrem Werte nach) geordnet,
so heillt die Anordnung lexikographisch.

2. Um die Permutationen in dieser Anordnung zu
bilden, kénnen wir von der Permutation 12345 (z. B.
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bei funf Elementen) ausgehen und dieselbe von rechts
nach links durchlaufen, bis wir auf zwei Elemente
stoBen, die nicht in Inversion stehen. Dies sind hier
die Elemente 4 und 5. 5 setzen wir an Stelle von 4
und erhalten so 12 354. Yerfahren wir hier ebenso,
so erhalten wir als erstes Paar von Elementen, die nicht
in Inversion stehen, 34. An Stelle von 3 setzen wir
4 und lassen die Ubrigen durchlaufenen Elemente in
ihrer natirlichen Reihe folgen, erhalten also 12435.
Hieraus finden wir 12453, dann 12534 etc. Dieses
Bildungsgesetz gilt auch fir den Eall, daR die Ele-

mente teilweise gleich sind.

§ 18. Bildung einer bestimmten Pennutation in
lexikographischer Anordnung.

1. Beispiel. Die 329. Permutation von 1, 2, 3,
4, 5, 6 zu bilden.

329
Zahl der vorangehenden Voran-
Elemente Permntatlonen gehende Element Rest
in den Ordnungen Ordnungen
123456 329:51  (120) 2 3 89
12456 89:4! (24) 3 5 17
1246 17:31 (6) 2 4 5
126 5:21 (2 2 6 1
12 1:1! (1) 0 1 1
2 1:0! L 0 2 1

Die 329. Permutation ist 354612.

W ir finden zunédchst, daB die gesuchte Permutation
in der dritten Ordnung zu suchen ist, indem jede Ord-
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nung 5! oder 120 Permutationen enthalt und 120 zwei-
mal in 329 enthalten ist. Das erste Element ist also 3.
Unsere Aufgabe ist jetzt die, von den Permutationen
der Elemente 1, 2, 4, 5, 6 die 89. zu suchen. Yon
dieser erhalten wir wieder als erstes Element 5 u. s. w.
Fihrt die Division auf eine ganze Zahl ohne Rest, so
ist die nachst kleinere Zahl zu nehmen,

2. Beispiel. Die 367. Permutation von abbbcc

Zu bestimmen.

367
. Hiervon gehen

Zahl der Permutationen : e
Elemente In den Ordnungen Permvuotra;;onen I &
abbbccd 60+180+120+60 60+180+120=360 d 7
abbbcc  10+30+ 20 0 a7
bbbcc 6+ 4 6 c 1
bbbc 3+1 0 b 1
bbc 2+1 0 b 1
be 1+ 1 0 b 1

Die 367. Permutation ist dacbbbc.

Es gilt hier gleichfalls das bei Beispiel 1 Bemerkte,
nur enthalten die einzelnen Ordnungen nicht mehr gleich-
viel Permutationen.

§ 19. Bestimmung der Stellung einer Permutation in
lexikographischer Anordnung.

i. Beispiel. Zu bestimmen, die wievielte Pe
mutation dafbec von abcdef ist.
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dafbec

Voran-
Elemente Element gehende FVOFange_hende

Elemente ermntationen
abcdef d 3 3 5= 360
abcef a 0 0 4= o0
bcef f 3 3 3= 18
bce b 0 0 2= 0
ce e 1 1 = 1
¢ ¢ O O O' = 0

zusammen 379.

dafbec ist die 380. Permutation von abcdef.
(Es gehen ihr voran 379.)

2. Beispiel. Die Stellung der Permutation 321421
von 112234 zu bestimmen.

321421
Zahl der Permutationen Hiervon gehen
Elemente  Element in den Ordnungen voran

112234 3 60+ CO+ 30+ 30 60+60=120
11224 2 12+12+ 6 12 = 12
1124 1 6+ 3+ 3 0 =0
124 4 2+ 2+ 2 2+ 2 = 4
12 2 1+ 1 1 = 1
1 1 1 0 =0

zusammen 137.

321421 ist also die 138. Permutation von 112234,
Das angewandte Schema bedarf in beiden Féllen
kaum einer Erklarung. Bei einiger Ubung kann das.
selbe bedeutend verkirzt werden.
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Sollen von irgend einem Wort, z. B. amor, die
Permutationen bestimmt werden, so ersetzt man am ein-
fachsten jeden Buchstaben des Wortes durch eine Ziffer,
also a durch 1, m durch 2, o durch 3, r durch 4 und lost
die betreffende Aufgabe an den Ziffern 1, 2, 3, 4 und
ersetzt diese am Schliisse wieder durch die entsprechen-
den Buchstaben.

Kombinationen und Variationen.
§ 20. Kombinationen ohne Wiederholung.

cPin) _Ne(—1)(n—2)... (n—p+ 1) _ /n\
1.2.3.4...p \P/

1 Kombinieren oder Zusammensteilen
heilt, eine bestimmte Anzahl p von gegebenen n Ele-
menten, ohne Ricksicht auf die Reihenfolge,
zu verbinden. Die Kombinationen aus p Elementen
bilden hierbei die pte Klasse und ihre Anzahl be-
zeichnet man durch Cp(n). So sind fir die Elemente
a, b, ¢, d die Kombinationen der

1. Klasse (Unionen): a, b, c, d,

2. Klasse (Amben):ab ac ad bc bd cd,
3. Klasse (Ternen): abc abd acd bcd,

4. Klasse (Quaterne): ab cd.

2. Um die Anzahl der Kombinationen z. B. aus
sechs Elementen zu bestimmen, geht man von den Uni-
onen, also den Kombinationen der ersten Klasse, etwa
1, 2, 3, 4, 5, 6 aus. Jede dieser Kombinationen ver-
bindet man mit den Ubrigen finf Elementen und erhalt
daraus 6 .5 = 30 Gruppen zu je zwei Elementen. Ver-
bindet man auch hier jede Gruppe mit jedem der vier
fehlenden Elemente, so ergeben sich 6.5,4 Gruppen zu
drei Elementen, ebenso 6.5 .4 .3 Gruppen zu vier
Elementen u. s. w. Alle diese Gruppen treten aber in
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ihren samtlichen Permutationen auf, d. h. man erhalt
die betreffende Kombinationszahl, indem man durch die
entsprechenden Permutationszahlen die obigen Zahlen
dividiert. Man findet also:

Ce=T=())=6 0€=lixHS)=5

c’'$>=TnHG6 = ((o<«>:0)(rH):*
c,=nrl
=© -e¢
Allgemein i,tC T (.)=°-(° P+1)-=(")
Der abgekirzte Quotient wird n tUber
p gelesen.

§ 21. Kombinationen mit Wiederholung.
wC»(n)=(n+ J - 1).

Darf bei der Bildung einer Kombination ein Ele-
ment mehr als einmal verwandt werden, so entstehen
die Kombinationen mit Wiederholung. Die aus der
dritten Klasse aus den Elementen 1234 sind so z. B.:
111 112 113 114 122 123 124 133 134 144
222 223 224 233 234 244
333 334 344
444,

Addiert man zu den Ziffern dieser Kombinationen
die Ziffern 0, 1, 2, so gehen dieselben Uber in die Kom-
binationen dritter Klasse ohne Wiederholung aus 6 Ele-
menten, nadmlich in:

Sporer, Niedere Analysis. B
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123 124 125 126 134 135 136 145 146 156
234 235 236 245 246 256
345 346 356
456.

Die Anzahl der Kombinationen der dritten Klasse
mit Wiederholung aus 4 Elementen ist also

= 20

Ganz ebenso erh&lt man aus den Kombinationen
mit Wiederholung der pten Klasse durch Addition der
Ziffern 0, 1, 2..., p— 1 zu den einzelnen Elementen
derselben dieKombinationen der pten Klasse ohneW ieder-
holung aus (n+ p — 1) Elementen. Die Anzahl der
Kombinationen pter Klasse mit Wiederholung aus nEle-

menten ist also wCp(n)= ~ p *

§ 22. Tariationen.
YP(n)=n.(n —1)(n—2)...(n—p +1) und WWP(n) —nP.

1. Bildet man aus den einzelnen Kombinationen
samtliche Permutationen, so entstehen die Yariationen.
Unter diesen unterscheiden wir wieder zwischen Ya-
riationen ohne Wiederholung wund Yariationen mit
Wiederholung.

2. Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung
ergibt sich sofort aus der Anzahl der Kombinationen
ohne Wiederholung, es ist die Anzahl der Yariationen
pter Klasse aus n Elementen

V(n)P=n.(n—I1)(n—2)(n-3)...(n—p+ 1) =" [

3. Um die Anzahl der Variationen mit Wieder-
holung zu erhalten, geht man von den Variationen der
ersten Klasse aus. Deren Anzahl ist n. Jede dieser
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Variationen verbindet man mit jedem der n Elemente
und erhalt dadurch die Variationen der zweiten Klassei,
deren Anzahl = na ist.

Jede dieser Variationen verbindet man mit jedem
der n Elemente und erh&lt dadurch die Anzahl der Va-
riationen der 3. Klasse — n8 Ebenso findet man ganz

allgemein wWp(n) — np-

§ 23. Eigenschaften des Binomialkoeffizienten.

1. Es ist:
(a+ b)"
=+ ().-vt O -vt ft) v, b
(Vergl. Sammlung Gdschen, Algebra, § 30.)

Die Kombinationszahlen sind also nichts anderes
als Binomial-Koeifizienten.

Fihren wir fiir a” und b" noch die Koeffizienten

ULd (nj e'ni) so erhalten wir, da = =1 ist:

(at b)p= (“).a'l+ (“)a>"-1b+ (“)a"-V +...+ (“).b"
" 0o=(,dp}
2. Setzen wir a= b =]

SM 10+ (;)+(;;

3. Setzen wir dagegen

o )+ © -ft)
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4. Es ist
(n+ HYnmn—1)... (a—p+ 2
-r)= 1.2.3...p
_n(n—=n)...(n—p+1) n(n—NH(n—2). (h—p+ 2
p! + (p-HI

Hieraus durch Addition:
c,iH-i)+c=3+(;-5+-+fc&

5, Aua (1+*)"- 1+ (g ,+ (“)m+ met+ (“)*
und (x + i f — (FjJ -16(J -2+ ...+ (i
folgt durch Multiplikation:

@+ N = 1+ (“+")+(“t-0O*,+ - +(U+®

4 HQHOT YA

Setzen wir in diesen beiden Ausdriicken die Koeffi-
zienten der Potenzen von x einander gleich, so erhalten
wir z. B.:

G")-*+0 OH) BH®+-+0 6

(a <RB). Hieraus:
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Determinanten.
§ 24. Deiinition der Determinanten.

1. Sind uns etwa die folgenden 16 GrofRen
aiacasad b, b.bsh« cicr@°4 d2d3d4
gegeben und bilden wir aus diesen GréBen Produkte,
welche vier Faktoren enthalten, und kommt in jedem
dieser Produkte jede der GroRen a, b, ¢, d und jeder
der vier Indices 1, 2, 3, 4 vor, so erhalten wir im

ganzen 24 solcher Teilprodukte.

Diese Teilprodukte lassen sich alle aus dem Pro-
dukt a, bacad4 dadurch ableiten, daR wir die Per-
mutationen der Indices 1, 2, 3, 4 bilden. Dies ge-
schieht, indem wir je einen der Indices mit einem an-
deren vertauschen. Andern wir noch bei jeder dieser
Vertauschungen das Vorzeichen, so erhalten wir:

a.b2csd4d— ai b»c4d3-f a, bsc4d2
— aibsc2d4+ a, b4c2d3— a, b4c3ds
+ ft2b4Gdl — a2b*°1d3+ a2b8Cld4
— a2bac4d, -f a2b, c4da— a2b, cad4
+ aab, c2d4— a3b, c4d2+ a3b, c4d,
— a3b2c, d4+ a3b4c, d2— a3b4c2d,

+ a*b8c2di — a4b30, d2+ adbac, d3
— adb,, c3d, -j- adb, cad2— a4db, c2da.
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2. Diese Summe von 24 Produkten nenn
man eine Determinante und bezeichnet sie
abgekirzt durch:

»i A2 as
b .
A- 2P 's b4 (abcd)
d d. d4
= 2+ b2°3d<es’
3. Jede der GroBen a, b, c, d heillt Glied ode
Element. Die Anzahl der Glieder ist 16 und all-

gemein n2

Die Glieder a und ebenso die Glieder b,
cund d bilden je eine Horizontalreihe, die
Glieder mit gleichen Indices eine Vertikal-
reihe der Determinante. Die Determinante selbst
heilt von der 4ten Ordnung oder vom 4ten Grade.

§ 25. 1l«'Stimmung des Vorzeichens eines Teilprodukts.

1. Auf das Vorzeichen eines Teilprodukts einel
Determinante ist nur die Anzahl der Vertauschungen
bestimmend, die nétig sind, um es aus dem ersten Glied
abzuleiten. Soll so z. B. von dem Teilprodukt a6b3c, d2e4
einer Determinante 5ter Ordnung das Vorzeichen be-
stimmt werden, so bilden wir aus 5 3 1 2 4 die fol-

genden Permutationen:
13524 12534 12354

123465
TJm das gegebene Produkt zu bilden,
waren also eine gerade Anzahl von Ver-
tauschungen notig, und das Vorzeichen des-
selben ist also positiv.
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2. Bilden wir aus dem Produkte a, b, ¢c3 einer
Determinante 3ter Ordnung durch cyklische Ver-
tauschung die neuen Produkte a, b3cs, a3b2c,, so sind,
um jedes Produkt in das vorangehende {berzufihren,
2 Vertauschungen notig, also haben alle drei Produkte
dasselbe Vorzeichen und zwar das Vorzeichen —.

Durch cyklische Vertauschung der In-
dices &ndert sich also das Vorzeichen der
Teilprodukte einer Determinante des 3ten
Grades, oder allgemeiner: ungeraden Grades»
nicht.

3. Ganz ebenso findet man, daf durch cyklische
Vertauschung der Indices bei den Teilpro-
dukten einer Determinante gerader Ord-
nung das Vorzeichen sich bei jeder Ver-
tauschung dndert. So entstehen also z. B. aus
-f-a, b2c3d4 die Teilprodukte:

— ash3cdd, + a3bdc, d2— adb, c, d,
auf diese Art.

§ 26. Berechnung der Determinante dritter Ordnung.

1 Aus dem Obigen ergibt sich fir die Berechnun
der Determinante 3ter Ordnung die folgende Regel:

al a2 a3 8. a3 a3

b. b2 b, b, b b,

a o a ci @ cs
Wir schreiben die Determinante zwei-
mal nebeneinander, beginnen mit den Wer-
ten a der ersten Determinante und lesen in
der Richtung der Diagonale nach rechts
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abwarts. Diese Produkte haben das Vor-
zeichen +, also:
a, b2ca+ aabac, + asb, ca
Hierauf gehen wir ans von den "Werten a
der 2ten Determinante und lesen wieder in
der Richtung der Diagonale, diesmal aber
nach links abwdrts und erhalten:
— a, baca— aab, ca— aabac,.

2. Beispiel:
1 4 9 1 4 9
4 9 16 4 9 16
9 16 25 9 16 25

4=+ 1.9.25+ 4.16.9+ 9.4.16—1.16.16 —
4.4.25—9.9.9= —8.

§ 27. Vertauschung von Horizontal- und Vertikalreihen.

1. Aus der Definition der Determinante folgt ul
mittelbar:

Der Wert einer Determinante é&ndert
sich nicht, wenn man alle Horizontalreihen
mit allen Vertikalreihen vertauscht, d. h.
die Determinante um eine Diagonale dreht.

Es ist also z. B .:

ai & a3 a. b, d
b, b, b, =r ba «c¢2
a Q O a3 ba &

2. Ebenso erhalten wir:
Eine Determinante dndert ihr Vor-
zeichen, wenn eine Horizontalreihe (oder
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Vertikalreihe) mit einer anderen Horizontal-
reihe (Vertikalreihe) vertauscht wird.

Beispiel:
1 2 3 7 4 12
7 4 12 = — 12 3
5 3 1 5 3 1

3. Sind in einer Determinante also zwei
gleiche Horizontalreihen oder Vertikal-
reihen enthalten, so ist ihr Wert stets Null,
da durch eine Vertauschung keine Anderung
in ihrem Werte eintritt.

Beispiel:
12 3 2
4 3 73
5 6 11 6
7 3 03

4. Unterscheiden sich zwei Horizontal-
reihen (oder Vertikalreihen) nur durch einen
besonderen Faktor, so verschwindet die
Determinante gleichfalls. Dieser Faktor ist
offenbar auch ein Faktor der ganzen Determinante und
kann als solcher ausgeschieden werden, wodurch die
Determinante zwei gleiche Reihen erhalt.

§ 28. Addition besonderer Determinanten.

1. Haben zwei Determinanten derselbel
Ordnung alle Horizontalreihen oder Vertikal-
reihen bis auf eine gleich, so wird ihre
Summe erhalten, indem man die Elemente
der ungleichen Horizontalreihen (resp. Ver-



42 Determinanten.

tikalreihen) addiert und die GUbrigen Reiben
unverdndert laBt.

a b c Bt T ai+ “i bi+ ", °ity,
a2 bs c2 + a2 b* = a8 bs c2
b3 &3 a3 b3 &3 a3 b3 a

Analoges gilt beziiglich der Subtraktion.

2. In Verbindung mit dem in Nummer 3 und 4

des vorigen Paragraphen Gefundenen folgt daraus
wieder:

Eine Determinante wird nicht geédndert,
wenn man zu jedem Element einer Reihe die
mit konstanten Faktoren multiplizierten
Elemente einer anderen oder auch mehrerer
solcher anderer Reihen hinzuflgt.

Beispiel:

1 2 3 1 2 3

1 4 9 = 2 6 12

1 8 27 8 27

1 2 3 1 2 3 12 3
1 9 + 12 3 = 14 9
1 8 27 1 8 27 18 27

3. Ebenso finden wir:

Wenn die Elemente einer Reihe gleich
sind den Summen der mit konstanten Fak-
toren multiplizierten entsprechenden Ele-
mente anderer Reihen, so ist der Wert der
Determinante Null.
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Beispiel:
yla2+ fta3 as ca2 L,
Ab2+ ith3 [ . = ¢b 2 py  hg
A 2 “f"11cC3 c2 c3 ez c2 c3
I
a2 .,
b b 3 :0'
] ¢ cs3 cs c3
4, Damit ist die Moglichkeit gegeben, alle

Glieder einer Reihe bis auf eines zum Ver-
schwinden zu bringen. Alsdann geht die Deter-
minante in eine andere Uber, die um einen Grad
niedriger ist.

Beispiel;
1 4 8 12 1 0 0 0
2 0 1 3 2 —8 1 2
5 2 1 2 5 —18 —3 - 1
3 1 4 3 3 —11 2 —2

Die 2te Vertikalreihe entsteht durch Subtraktion
der Glieder der mit 4 multiplizierten ersten, die dritte
ebenso durch Subtraktion der mit 2 multiplizierten
Glieder der 2ten Vertikalreihe und die vierte endlich
durch Subtraktion der Glieder der 2ten und 3ten Ver.
tikalreihe. Setzen wir noch den Faktor 1 vor die
Determinante, so folgt daraus:

8 1 2
i=— 18 —3 —1
11 2 —2
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§ 29. Subdeterminanten.

1. Unterdrickt man in einer Determinante
eine Anzahl von Horizontal- und die gleiche
Anzahl von Yertikalreihen, so ergibt sich
eine Sub deter minante. So sind von der Deter-
minante

a g,

b, % d,

b3 s ds

a4 b4 d4

z. B. die folgenden Determinanten Siibdeterminanten

a, ¢ d, c3 d2 b2 a3 @
a2 c2 d2 c. d8 b8 und ax 4

ad G d4 c4 d4 b4

2. Bezeichnen wir die zum Werte a, gehorige
Subdeterminante mit ait die etwa zu c3 gehdrige mit y3,
so erhalten wir fiir die Berechnung einer Determinante

d= ai“i+ a2“a+ as“s+ e »der
d=ai“i+bjBi+c, yl-f ...

So ist z. B.
ai bjec,
—_ . °2 »2
a2 bac2 = alb™ ; +b, c a4 *c
as b8, - as b3

3. Weiter folgt unmittelbar aus § 27, dall z. B.
aifi+ Bt+ R3+ .ee=0 ist.
So ist in Bezug auf die letztere Determinante
bs c2
+ b, +o = 0 und

b3 C3
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b, -
b. + b3 ta =0.

Bei diesen Unterdeterminanten ist zu beachten,
daB die Reihenfolge der Buchstaben und Indices genau
eingehalten wird. Diese Reihenfolge ist abc febc, so
daB auf b also ¢ und dann erst a folgt. Ebenso folgt
auf 2 die Zahl 3 und auf diese die Zahl 1 bei der
dreireihigen Determinante.

§ 30. Multiplikation zweier Determinanten.

1. Jede Determinante kann auf einfache Art in
eine solche hdéherer Ordnung verwandelt werden; wie,
zeigt am einfachsten ein Beispiel:

b b
d d
0
0

2. Werden zwei Determinanten der dritten Ord-
nung

al b, ci “i Bi n
b2 g und 3 B3 7,
a3 b3 & «8 R3 7s

neue Determinante dargestellt werden und zwar ist
dasselbe:

a, <x+ b,/?,+c,y,, a,«2+b,Rt+ c,y2, a,a3b, /?,+cy3

a2“i-t b2k, + c271, azaz+ b 202+ c2jR2, a20s+ b 2/B+ c2y3

as“i+ b3+ cayl, asaz+ b s/k+ c3y, a3as+ ba3B3+oays

Zerlegen wir namlich diese Determinante nach

§ 28 in 27 andere Determinanten, so verschwinden von
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diesen 21, und es bleiben nur noch secbs Determinanten
librig, die alle die eine Determinante zum Faktor haben.
Setzen wir diesen Faktor vor eine Klammer, so ist
dann der Klammerausdruck die zweite Determinante.
W ir wollen, um den Gang des Beweises zu zeigen, uns
auf ein Produkt zweier Determinanten 2ter Ordnung
beschréanken.

a b a B aab /2 caf-dB
c d y i &y-\-b 6, cy d&
aa, ceo+ d/9 j hR, cCa+ d?
ay, cy—d5 T | bi, cy-|-di
aa ca aa gp b ca
+ +
ay cy ay «ay b cy
hR d/9 bc a B
Y b di -
a b a p
£0= (ad—bc) 8
i c d 7
3. Sind die Determinanten nicht von derselber

Ordnung, so werden sie zuerst in solche derselben
Ordnung verwandelt. Sind die Determinanten hdherer
Ordnung als der dritten, so ist das Produkt von ana-
loger Form.

§ 31. Auflésung der linearen Gleichungen mit mehreren
Unbekannten.
1. Losen wir die Gleichungen
a,x+ b,y-f-c,=0
a,x+ b2y +c8=0
nach x und y auf, so erhalten wir:
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KQ bl b, ¢, a b ¢, b, a b
a,b2—a2b,  b2c2 a2h2 oy p2 a2 b2
c, a, a, b, a, ¢ a, b,
a, h2— a2b, c2 a2 a2bh2 a2 2 a2h2
2. Soll die Werte x und y noch eine dritte Glei-

chung a3x +b3y+ c3= 0 erfillen, so folgt, wenn wir
die fir x und y gefundenen Werte in diese Gleichung
einsetzen, unmittelbar:

bs ¢ Ci i ag bq 0
B ppcy + b3 2a2 * B azb2 °

oder:

c.
b2 c2 0.
b. «c,

Diese Determinante stellt also die Be-
dingung dar, daB obige drei Gleichungen
gleichzeitig gultig sind.

3. Haben wir ebenso die Gleichungen

aix+ b,y+ c,z+ d, =0

a2x+ b2y + c2z+ d2=0

a3x+ b3y + c3z+ d3=
so folgt aus diesen sofort, wenn wir dieselben als Glei-
chungen fir x und y allein ansehen:

b, Cz+ d,
b2 c2z+ d2 :0 oder
b. caz+ d3

ai b. C! b, di

Z. a2 b2 2 + a2b2d2 =0
a3 b3 C3 as bs d,
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a3 b3 43 as b c3
und ebenso:
d b i at b cx
42, C2 22 ba  ca
d3 b3 cs3 a3 b3 c3
& da. c1 ai bk C!
y= — &2 d3  c2 : 82 b2,

a3 d3 c3 a3 b3 c3
Soll also der Wert einer Unbekannten
aus den obigen drei Gleichungen gebildet

werden, so geht man aus von der Deter-
minante der Koeffizienten der Unbekannten.

Die Unbekannte ist dann immer gleich dem
negativen Werte eines Bruches, dessen Nen-
ner diese Determinante und dessen Zdéahler
eine Determinante ist, die aus dem Nenner
dadurch hervorgeht, daB die Koeffizienten
der Unbekannten durch die Absolutglieder
der Gleichung ersetzt werden.

4. Ist auer den obigen drei Gleichungen noch
eine vierte gegeben: adx-)-b4dy+ c4z-|-d4= 0, so finden
wir fir das gleichzeitige Bestehen dieser Gleichung
wieder wie oben:

b, ¢i «
bs d2 0
b 3 c3 d - ’
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Hieraus folgt, daR die fiir drei Unbekannte an-
gegebene Hegel auch fir vier Unbekannte und dber-

haupt allgemein gilt.

5. Beispiel.
3x+ 5y—13=0
2x+ 3z—18=0
2y— z— 1=0
—13 5 0 35 0
X = —1 0 3 20 3 8:- 8:-1
— 1 > — 1 0. —1
3 —13 0 35 0
y= — 2 — 11 3 .0 3 =—16:—8=2
o — 1 — 1 0.-1
3 5 —13 35 0
z= - 2 0 —11: .0 3 = —24:.—8=3"
0 2 — 1 0. —1

1 Uber eingehendere Untersuchungen vergl. etwa Hesse,
Determinanten, oder Salmon-Fledler, Algebra der linearen Trans-
formation, oder Baltzer, Determinanten.

Sporer, Niedere Analysis.



50 Arithmetische Reihen hdherer Ordnung.

I1l. Abschnitt.

Arithmetische Reihen hoherer Ordnung.
Figurierte Zahlen. Interpolation.

Y. Kapitel.
Arithmetische Reihen héherer Ordnung.'

§ 32. Entstellung der arithmetischen Reihen.
Differenzenreihen.
1. Setzt man in dem Ausdruck
yx= a0x -f~a,x -J- an_1x -f- an
fur x nacheinander die Werte 0, 1, 2, 3, ... oder all-
gemeiner die -Glieder einer arithmetischen Reihe der
ersten Ordnung, so erhdlt man Werte
Yo> Tii y2> "3» yheoo
welche eine arithmetische Reihe der nten Ord-
nung bilden.
2<Bezeichnet man mit Ayp die Differenz y *j —yp>
so Kat man
Ayp= a0((p+ D»_p«) + a ((p+ NH"'1- p -1+
= aoP" 1+ a'iP" 2+ P* 3+ eemta'n 1
Entwickelt man namlich die Potenzen von (p -f- 1),
so verschwindet das Glied mit pn. Setzt man anstatt

p wieder x, so folgt aus der Definition der arithmeti-
schen Reihen unmittelbar, daR die Reihe der Diffe-

renzen

1 Die eraten aritlim. Reihen finden sich bereits in Stifels Arith-
metlca Integra.



Bildung des allgemeinen Gliedes aus einer Beihe. 51

(YO>Ny.. (y*. 4y3 eee
eine arlthmetlsche Reihe der Ordnung (n— 1) bildet.

3. Bezeichnet man ebenso die Differenzen der auf-
einanderfolgenden Glieder dieser Reihe mit 4*y, so er-
halt man eine Reihe der Ordnung fn— 2)

d2yc) Ayt, A%y2 42%3, . ..

Fahrt man so fort, so kommt man zuletzt auf eine
Reihe der ersten Ordnung, deren samtliche Differenzen
gleich sind.

4. Ist die Reihe z. B. gegeben durchy=2x3J-x2—x + |,
so erhélt man daraus die
Reihe der 3. Ordn.: 1 3 19 61 141 271 ... und die
I. Differenzenreihe: 2 16 42 80 130...

I1. Differenzenreihe: 14 26 38 50 62 . ..

I11. Differenzenreihe: 12 12 12 12 ...
5. Allgemein erhalt man
Vo V. VS y3 vh.... (arithmetische Reihe),
Ay0 Ay, Ay2 Ay3 (I. Differenzenreihe),
AY0 ANt Ala Azy3 .... (Il. Differenzenreihe),
Ay0 A8y. (3Y2 . .. . (111, Differenzenreihe),

§33. Bildung (los allgemeinen Gliedes aus einer Reihe.

1 Soll umgekehrt aus der Reihe der Ausdruck fur
das allgemeine Glied yx der Reihe bestimmt werden, sohat
man zundchst die Ordnung der Reihe durch Bildung der
Differenzenreihen festzustellen und erhalt daraus fir yx

yX= a,Xn+ a, X‘- 1+ a2x“- 2-f ... + a,.

Setzt man hierin fur x die Werte 0, 1, 2, 3. .,
so erhdlt man dann zur Bestimmung der Koeffizienten
a0, a,, a2 a3, ... an, (n+ 1) Gleichungen, indem man
die erhaltenen Werte fiur yx den Werten der Glieder
der gegebenen Reihe gleichsetzt.
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2. Ist z. B. die Reihe
1 3 11 31 69 131 223...
gegeben, so erhdlt man die Ordnung der Reihe durch
Bildung der Differenzenreihen
2 8 20 38 62 92...
6 12 18 24 30...
6 6 6 6...

Da die Differenzenreihe 6, 12, 18, 24 .. . von der
ersten Ordnung ist, ist die gegebene Reihe von der
dritten Ordnung und das allgemeine Glied heiBt dem-
nach yx = a0x3-f-a, x2-f- a2x -\- a3. Setzt man hier
x= 0, 1, 2, 3, so erhdlt man die Gleichungen

yo— 1= a3 Subtrahiert man jede
jl= 3= a, a, -j- a2-|-a3 dieser Gleichungen von
ya=11=: 8a0+ 4al-f2aa+ a3 der nachstfolgenden, so
y3 31= 27a0-|-9a, -f 3aa-f-a3 erhalt man:

2= a,4- a, -4-a, Hieraus ebenso:

8 — 7a0+ 3al+ a2

20= 19a0+ 5a,+ a2

6= 6a0-(-24a,

12= 12a0+2a,, 6= 6a0, also:

a0d= 1, a,= 0, aa—1, a3= 1 und y= x3+ x+ 1.

3. Zur Bestimmung der allgemeinen Glieder yx

dienen (n 1) Glieder der Reihe. Es missen dies nicht

notwendig die ersten (n-j- 1) Glieder der Reihe sein,

doch ist dann die Bestimmung von y nicht immer so

einfach.

§ 34. Ableitung der allgemeinen Glieder aus den
Differenzenreihen.

y*=yo + (i) Jy+ (2)"N«+ (3)4,y°+ '-*
1. Es ist
ySjfyc+ £y». ~ = ~ o + A3y0, Alyl= A 8y0+ A3yh...

1Diese Formel fir das allg. Glied gab Newton.
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y2=y i+ 'lyl> A = AN+ N w4 yl=s 4 y»+4*ryi-*-
y3= y2+ 4y 4ys=4yJ+ 42y, 42y3=4 22+ 43y2,...

Hieraus erhalten wir:
yo=y<)
y.=yo+4yo
y,=yl+ iyi=y0+ 2iyo+42y»
Y3= Y»+ AY2= Yt 3AY»+ 3 A%+
y4=y 8+ 4y3=y,+ 4 Ay0+ 6d2y0+ 4 43y0+ d4y0
........................................................................................ Allgemein

Jx= yo+ (1) 4y, + (2) 42y, + (3) 43y>+ oo

2. Um die Richtigkeit dieser Formeln zu zeigen,
wollen wir annehmen, sie gelte bis zu einem bestimmten x.
Es ist dann:
y*Hizyx+ ¢y

=y« + (1) 4y, + (2) 4V« + (3) 43y, + ...
+ AJo+ (1) 4’y0+(2)~0 4—

= yw+ (*1*)dy«+ (*t *)42y,,+ (x1 1)43y0+ ..
(Vergl. § 23.4).
Gilt die Gleichung also fiir x, so gilt sie auch fur
(x-f 1). Da sie aber fir x= 1, 2, 3, 4 gilt, so gilt
sie auch fur x= 5, 6 u.s. w.,, d. h. allgemein.

3. Fir das allgemeine Glied erhalten wir in dem
Beispiel in § 33 auf diese Art

y,= 1+ (1j 2+ (2) 6+ (3)*6= xs+ x + 1.
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s 35. Summierung der arithmetischen Reihe.

s-=(xt Dy»+(xt 1)*4~+ (xt 1)- 4Sy .+ - ™a
SI= AOxn+ 1+ AIX"+ A2X"-1+.

1. Aus der Definition der arithmetischen Reil
und ihrer Differenzenreihen folgt unmittelbar, dal3, wenn
man die Summe der Glieder von y0 bis yx mit Sx be-

zeichnet, die "Werte der Sx eine Reihe der (n-(-1)ten
Ordnung bilden, deren Anfangsglied man gleich 0 wahlen
kann und deren erste Differenzenreihe die gegebene Reihe
ist. Daraus folgt unmittelbar

2. Man kann aber auch auf analoge Weise wie
§ 33 die Summe der Reihe bis zum xten Gliede mit

Sx= AOX"+1+ Alxn+ A2Xn- 1+ eee
bezeichnen. Soll z. B. die Summenformel fir die Reihe
der dritten Ordnung

0 1 8 27 64 125...
gefunden werden, so setzt man

Sx= AO0x4+ A, x3+ A2x2+ Asx+ A4
und erhalt fur x= 0, 1, 2, 3, 4 die Gleichungen
50= 0= A4, ad4=o
51= 1= A0+ A, + A2+ A 3+ A4
52= 9= 16A0+ 8A ,+4 A2+ 2A3+ A4
53= 36= 81 A0+ 27Ai+ 9A2+ 3A3+ A4
54= 100= 256A0+ 64Ai+ 16A2+ 4A3+A 4

Hieraus wie in § 33
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1—A0+ A, + Aa+ A3

8= 15A0+ 7TA1l+ 3A2+ As

27= 65A0+ 19A1+ 5A2+ A,

64=175A0+ 37A,+7TA2+ A,

7= 14A0+ 6A 1+ 2A2

19= 50A0+ 12A1+2A2 12= 36A,+ 6A1

37= 110A0+ 18A1+ 2A2 18 = 60A0+ 6A1, also:

6= 24 A0
24 Ap= )" A3= 0, = 0, und

Bx= 13+ 23+ 33+... + x8= x44- _ x3-f-- x2
4 12 4

§ 36. SchluRdifferenz. Multiplikation der Glieder
zweier Reihen.
1 Wie wir sahen, ist eine arithmetische Reihe ge-
geben durch yx= aOxn+ a, xn—+ ... + an. Wir fanden
fur die erste Differenzenreihe
Ayx=ao((x+ i)"—xn)+ ai (x+ i)“_ 1—Xx"-1)+ o oo
§ 32. oder:
= n.a0xn_1+ al/xn~2+ aZxn_a-(- ..
wo a/, a2, as' irgend welche Ausdriicke in den Koeffi-

zienten a0, a,, a2... sind. Gleicherart finden wir:
d2yx= a0.n.(n— 1)x"“2+ a/'x"“3+
AByx= ao —1)(n—2)xn_8-fa,r “4-) ...

ddyx= a0.n(n —1)(n —2)(n —3)xn4-f-a* x " '5-)-...
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At—yx= nla0x -|- a
Anyx= nla0.

Bezeichnen wir A»yx als SchluBdifferenz, so finden
wir also, daR die SchluB differenz nur ab-
hangig ist von dem Koeffizienten der hdch-
sten Potenz von x, welche in dem allge-
meinen Glied yx enthalten ist. Alle Reihen
derselben Ordnung, fiir welche dieser Koeffi-
zient derselbe ist, haben also auch die gleiche
SchluRdifferenz.

2. Folgerung. Die nten Potenzen der
natirlichen Zahlen bilden eine arith. Reihe
nter Ordnung mit der SchluBdifferenz n!,
also die Quadratzahlen eine arith. Reihe
der zweiten Ordnung mit der SchuBdiffe-
renz 2!, dieKuben eine der dritten Ordnung
mit der SchluRdifferenz 3! u. s. w.

3. Setzen wir fur x die Glieder einer zweiten Reihe
y'x = bOxP-f-b, xp—1 . mit der SchluBdifferenz d,
= p !b0 ein, so erhalten wir eine neue Reihe, deren all-
gemeines Glied gegeben ist durch
yx'=a0(b0xP-fb, xP-1+..) n-fa, (bkP+bIxP-I+ .

= a0bOnxnP+ c, xnP~1+ ...

Die SchluBRdifferenz dieser neuen Reihe ist, wenn
wir die SchluRdifferenz der gegebenen Reihe mit d
bezeichnen,

D= (np)la,b»= i d d 1-.
(Bs ist a=4rr. bo="t)-

Hieraus folgt noch, dal ~ ~ 'Deine ganze Zahl ist.
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Ist p = 1, so erhalten wir eine Reihe derselben
Ordnung (vergl. § 33).
4. Multiplizieren wir dagegen jedes Glied mit

dem entsprechenden Glied y ', so erhalten wir eine weitere
Reihe, die gegeben ist durch

ZX= yxey'x = aobox“+p+ e.xn+p_1l+ e2xn+p- 2+ ...
Die SchluBdifferenz dieser Reihe ist
(n+ p1__
D, = (nmp)la0.b0= py-d

Multiplizieren wir also die entsprechen-
den Glieder zweierReihen der ntenundder
pten Ordnung, so erhalten wir eine Reihe
der Ordnung (n+ p).

5. Potenzieren wir ebenso die Glieder
einer arith. Reihe nter Ordnung mit der
Zahl p, so erhalten wir eine Reihe von der
Ordnung n.p.

6. Ebenso erhalten wir unmittelbar: z. B.: Das
erste, dritte, funfte, siebente Glied einer
arith. Reihe bilden wieder eine arith. Reihe
derselben Ordnung. Und:

Addieren wir zu denGliedern einerarith.
Reihe der nten Ordnung die Glieder etc. einer
arith. Reihe von niedrigerer Ordnung, so
erhalten wir eineReihe derselbenOrduung.

§ 37. Summen der Potenzen der natirlichen Zahlen.
Die Bernoullischen Zahlen.

1. 0 1 4 9 IG...Quadrate der nat. Zahlen.
1 3 5 7...
2 2 2 2...
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X(x+1)(2x+1)

3!
2.0 1 8 27 64 125.. . Kuben der nat.
1 7 19 37 61... [Zahlen.
6 12 18 24 ...
_ X3(x+1)>
4

3. Uberhaupt erhalten wir auf diese Art:
S(X) =_2~x(x+ 1) ==-2~+ 2>

8(x*)=£(e+ 1)P*+1)= £ + £ + # * o+ *l
[\
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BM = * + * + W J X.+ w x3
°Cj] 9 2 2’6 4 '30 + 6 ‘4
/8\
w 1

8 “‘30x uv>8 w*
4. Setzen wir allgemein die Briiche
1 T3 1 _TI 1 n 1
6 * 30~ 2 42 $ 3qg—Bi u-SW>
so finden wir:

h\ /n\ in

Xn) — X i 2L i LD X «—i W j. r-s i \5/

g(xi-n_|_|’+2+ 2 ’]lgx - 4"12 + 6
.B3xn—-5—...1

Die Zahlen B,, B2, Bs,B4... heilen die Bernoul-
lischen Zahlen. Um dieselben zu bestimmen, kénnen
wir umgekehrt von der letzten Reihe ausgehen. Setzen
wir in dieser namlich x= 1, so wird S(x")= 1 und
wir haben

% I+ I+ ¥1 (F)b QP Es+ C B|" 88) 'E«Oﬂ-

W ird hierin fir n nacheinander 2, 4, 6, 8 ..., SO
kdnnen wir aus der letzteren Gleichung die Werte
dieser Bernoullischen Zahlen bestimmen. Es ist so
z. B. weiter B6 —gg, B, - 273Q,B,- g, Bs 3510

43867 D 174611
. wog khig 330

1 Betreffs des Beweises dieses Satzes missen wir auf um-
fassendere Werke verweisen oder z. B. auf Kligels math. Wérterbuch
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Diese Bernoullisclien Zahlen selbst sind von grofler

Bedeutung fir die hohere Algebra.
5. Die oben entwickelten Summen lassen sich ihre

seits wieder zur Summierung arithm. Beihen benutzen.
Soll z. B. die Summenformel fiir eine Reibe aufgestellt
werden, deren allgemeines Glied yx= 3xs-t-2x1+|-x—1
ist, so erhalten wir fir die Summe derselben

Sx= 3.S(x3+ 2S(xQ+ S(x,)-S(x°)

SIX (XX (XF D (2x+ D) +irtli-(x+1)
3 . 13 9 1
=TXHT X+ T X—6%~1-
§ 38. Limes S(x,):xn+l= 1: (1+ n) (firn= o0).

Die obigen Summen flr die Potenzen der natir-

lichen Zahlen finden verschiedene Verwendung, so
namentlich in der Mechanik. Hierbei ist es oft nicht

nétig, den Wert der Summe selbst zu kennen, sondern
man muB vielmehr wissen, welchem Wert der Bruch
In+ 2n+3n+ ...+ Xn
xn+1
sich nahert, wenn x Uber alle Grenzen wachst.
Wir erhalten aus

s(.-W “+ D.o+ (*tl) .~ + (T K +

aber daB der Koeffizient der héchsten Potenz von X in
dem letzten Glied enthalten ist, und zwar ist derselbe

1 Formeln fur Stimmen dieser Potenzen gab zuerst Faulhaber
in seiner Academia Algebra. 1831



Multiplikation der Glieder. 61

z—rl.\/}I i e wir aber sahen, ist die SchluBdifferenz

n+

nl, d.Jh. es ist dny, = n! und wir erhalten somit als
X“+i

das Glied, das die hochste Potenz von x bildet, .

Unsere Summe nimmt also (wie wir auch direkt
aus der allgemeinen Formel fir S (xn) in § 37 hatten
anfihren kdénnen) die Form:

Xn+ 1 .
S(xn)= -y + Axn+ Bxn+i-f ...

an. Dividieren wir durch x’H-1, so erhalten wir aber:
S(x") 1 .A B
X"+t"  n+ 1 X X**1 ---

. ) Sx* 1
und hieraus fur x = sc, hm

§ 39. Multiplikation der Glieder einer arithmetischen
Reihe mit Binomial-Koefflzienten. Eigenschaften der
letzteren.

(O yp- (Qyp+l+(2) yp+*_ (3)ypt3+ eee+ (Jyp+s™0
(fir g>n% I*1—(jj.2q-f eS—eeet (<|+]),==+<I!
1. Es ist offenbar fir Reihen erster Ordnung
7p—2 yp+i+ yp+2= o.

Setzt man hierin anstatt yp dyp, so ist auch
Ayp—2 Ayp+i+ Ayp+2= 0.

Ist die Reihe der Ayp aber vom ersten Grad, so
folgt, wenn wir an Stelle vom Ay den Wert yp-fi—yp
einsetzen, fir die Reihe der zweiten Ordnung:

yP— 3ypt!+ 3yp+2 —yP+s= 0.
Schreibt man an Stelle dery wieder Ay, und fihrt an-



62 Arithmetische Reihen héherer Ordnung.

statt des Ay die Glieder einer Reihe dritter Ordnung ein,

so wird yP—A4yp+i+ 6yp+2 —ayp+3+ yp+a= 0.
Wird auf diese Art fortgefahren, so erh&lt man

aus der Gleichung fir die Reihe (g—I)ter Ordnung

yp* (1) yp+l+ (0)yPr2 ~ (3) yP3>+ "' e—(q) yp+q= o
unmittelbar die Gleichung fiir die Reihe qter Ordnung

yp* N N yP+l+ Nypt2 + oo’k (flg )yPrg+I= °»
d. h. die Gleichung ist allgemein giltig.
2. Ist aber z. B. fir die Reihe dritter Ordnung
yp-4 Yy p+1+ 6yp+2-4y p+3+ yp+4= 0
und also auch
—yp+i+ 4yp+2- 6Yypt3 + 4dyp+a- yp+5= 0,
so folgt durch Addition:
yv— 5YP+i+ 10yP+2- 10yP+3+ 5yP+4- yP+h= °-
Aus dieser Reihe folgt wieder
yp-6y p+tl+ 15y p+2-20yp+s+15yp+4-6y p+5-y p+3=0.
Ebenso erhdlt man fir eine Reihe der nten Ordnung
fir g >n:

3. Sind die Glieder der arithmetischen Reihe ins-
besondere Potenzen der natlrlichen Zahlen, so erhalt
man hieraus:

und allgemeiner:
NaB- g) (¢+ )+ g) @+ 2"-g) (@a+ 3)"+ -».
£(j).(a+ g*= @
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4. Ebenso ist
cyp=yp+i—yp
+yP= yp+2 —2yp+i+ yP
d3yp= yp+s—3yP42+3yP+i—yp
und allgemein:

AryP=y P+q— (i) yp+q-i + (>)yp+1-3----- typ*
Sind die Glieder einer arithmetischen Reihe die
Potenzen 1?, 21, 31 etc., so wird aber Alyg—q! und
wir haben, wenn wir den Ausdruck rechts umgekehrt
schreiben, die merkwiirdige Beziehung

+ql=19 Q .21+ 31 -. 41+... 2(q+1)<;

wobei links das Zeichen + fiir gerade, das Zeichen —
fur ungerade q zu nehmen ist.

Y1. Kapitel.
Figurierte Zahlen.

§ 40. Entstellung der figurierten Zahlen.*

1. Bildet man von der Reihe
1 d d d d...

die Summenreihen, so erhélt man
) 1 1+d I+2d 1+ 3d 1+ 4d 1+ 5d
() 1 2+d 3+ 3d 4+ 6d 5+10d 6+ 15d
1 Mit den figurierten Zahlen beschéaftigte man sich namentlich
viel in der ersten Halfte des 17. Jahrhunderts, so z. B. Faulhaber in
tlm, der in den Pyramidalzahlen allerlei Winke Uber die gottliche
Weitordnung zu finden hoffte, aber auch zur Kenntnis der Lehre

derselben beitrug. Spater waren es Jakob und Joh. Bernoulli und
Wallis, die sich besonders mit ihnen abgaben.
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(rr)y 1 3+ d 6+ 4d 10+ 10d 15+ 20d 21+ 35d
(Iv.) 1 4+d 10+ 5d 20+15d 35+ 35d 56+ 70d

u. s w.
2. Setzt man in die Reihe Il. fir d nacheinander

die Werte 0, 1, 2, 3.. so entstehen die Reihen:

1 2 3 4 5 6.. .(natlrl. Zahlen),

1 3 6 10 15 21.. .(Dreieckszahlen),

1 4 9 16 25 36.. .(Quadratzahlen),

1 5 12 22 35 51.. .(Finfeckszahlen),

1 6 15 28 45 66.. .(Sechseckszahlen)

u. s w.

Diese Zahlen fuihren den Namen Polygonal-
oder Vieleckszahlen.

3. Nimmt man ebenso in der Reihe Ill. fur d
nacheinander die Werte 1, 2, 3..., so erhdlt man die
Pyramidalzahlen:

1 4 10 20 35 .. .(dreiseitige Pyramidalzahlen),

1 5 14 30 55 .. .(vierseitige Pyramidalzahlen),

1 6 18 40 75 .. .(funfseitige Pyramidalzahlen)
u. s w.

4. Wird weiter in den Reihen 1., HL, Il ... fur
d der Wert 0 gesetzt, so ergeben sich aus der Reihe
die eigentlichen figurierten Zahlen:

11 1 1 1 1 (%. Zahl. d. 1. Ord.)
1 2 3 4 5 6 (. o w2 )
13 6 10 15 21 (, . w3 )
14 10 20 35 56 (, ., 4. )
15 15 35 70 126 (, .  .5. )

u. S W
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§41. Polygonalzahlen. Bildung von Figuren ans Kugeln.

1. Bildet man aus einer Anzahl von Punkten ode
Kugeln Figuren in der Gestalt von Dreiecken, so geben
uns die Dreieckszahlen an, wie viele Kugeln oder
Punkte wir hierzu brauchen. Es ist dies aus der fol-
genden Anordnung ersichtlich:

2. Gleiches gilt fir die Quadratzahlen:

Ebenso fir die Finfeckszahlen:

Von den Funfeckszahlen an ist die Bildung dieser
Figuren keine so ubersichtliche mehr.
3. In der obigen Reihe Il. (8 40) ist das nte

Glied yn= n-)--— ——d.

Bezeichnet man die Polygonalzahl durch Fpn, wo
p die Zahl der Seiten des zugehorigen Polygons an-
gibt, so hat man:
Fah=n+ -~ =i + A
3 n 1.2 2 )
Sporer, Niedere Analysis. 5

l.1=>
\
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.n.(n—1 n(3n—1)
F-,= ,*+—T72~"3= ——- 2--mmmem '
F,Gn: n-|——1.2 —,4=n.(2n—1) u s.w.
4. Fihren wir fur die Dreieckszahlen die besonde

Bezeichnung An ein, so gelten fir diese unter andern
folgende Beziehungen:

a) Die Summe der Quadrate zweier
einanderfolgender Dreieckszahlen ist wieder
eine Dreieckszahl.

(4n)’+ (4n+1)’= 4tn+l).

Es ist namlich
nz(n+ly2 , (n+1)J(n+2)s (n2+ 2n+1)(n2+ 2n+2)

4 + 4 1.2

h) Die Summe der Quadrate von 2p auf-
einanderfolgenden Dreieckszahlen 148t sich
stets als die Summe von p dandern Dreiecks-
zahlen darstellen.

(dny2+ (dn-|-h2+ (Ma2)!+ ...+ (dn+2p—h2

= din-l-*+ A(n+2)+ A(N+3)°+ eee+ A(n+2p-1)2

c) Der Unterschied der Quadrate zweier
aufeinanderfolgender Dreieckszahlen ist ein
Wirfel.

(4n+1)2-(4 ,)2= (n+ 13

d) Die Summe der dritten Potenzen der

natirlichen Zahlen ist stets das Quadrat

einer Dreieckszahl.
q2fn $4)2
I3+ 23+ 33+...+ Q3= — = (dg)2 (Vergl. §37))
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§ 42. Pyramidalzahlen.

Bildet man ebenso aus Kugeln regelméaRige Pyra-
miden, so erhalt man aus der Anzahl der Kugeln die
Pyramidalzahlen. Bezeichnet man die n-seitige Py-
ramidalzahl mit P(n), so folgt aus Gleichung (IIl.) in
§ 40, wenn x die Zahl der Kugeln in einer Seite der
Grundflache der Pyramide ist:

Hieraus folgt wieder fir die

3seitigen Pyramidalzahlen

4
Xx(x+1)(2x+ 1)
3!
5
x*(x-f 1)

X(x+1)(4x —1)
3!
n. s. W
§ 43. Die eigentlichen figurierten Zahlen.
W ir erhalten fir die Summen derselben:

s*= (0)+(0)+ (0)+ (0) + eo=+ (0)=() <L oranuno:
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Ss=(i)+ (1)+ (1)+ (i)+ - + (i)= (15 1) (2-Ordnmig>

S3= (2)+(2)+(2)+(2)+™+(2)= (ni 1) (3- Ordnung),

S*=(IK (3)+(3M 3H--*+ (S)=C i~ (4*Ordnung),
und allgemein:

&-®+HrMT)+-+(K::)

(vgl.

§ 44. Berechnung von Kugelliaufen.

1. AuBer in dreieckigen und quadratischen HaufeD
lassen sich Kugelhaufen noch auf rechteckiger Basis
aufbauen. Die Berechnung der Anzahl von Kugeln
in einer drei- oder vierseitigen Pyramide ist gegeben
durch die drei- und vierseitigen Pyramidalzahlen.

2. Ist die Grundlage ein Rechteck und sind in
der langem Grundkante a, in der kurzem b Kugeln,
so ist die Anzahl der Kugeln in der untern Schicht
= a.b. In der Uber dieser gelegenen Schicht sind in der
langern Kante nur noch (a— 1), und in der kiirzem noch
b—1, d. h. in der Schicht selbst sind (a—1) (b—1)
Kugeln. Ebenso ist die Zahl der Kugeln in der
néchsten Schicht =(a—2). (b—2) u. s. w. Die Zahl
der Schichten ist fir den vollstindigen Haufen gleich b,
und wir erhalten also fiir die Berechnung der Anzahl
Kugeln im Kugelhaufen die Summe der Glieder der
arithmetischen Reihe

ab (a—1)(b—1) (a—2)(b- 2).... (a—b+ 1). 1.
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Die zu dieser Reihe gehodrigen Differenzenreihen

sind aber
—(a-j-b—1) —(a-(-b—3) —(a-j-b—0>5)
2 2 2

Es ist also

Nk (3ab_ b.+3,+ )= b.(b+i),(3,-b+i) _
D 6
Schreibt man diese Formel S = >

so gibt der erste Faktor die Zahl der Kugeln an, die

in einer dreiseitigen Seitenflache sich befinden, wéahrend
der zweite Faktor das arithmetische Mittel aus den

Zahlen der Kugel im Ricken des Haufens und aus den

zu ihm parallelen Grundkanten desselben ist.

VIl. Kapitel.
Interpolation.

§ 45. Von den Funktionen im allgemeinen.

1. Ist irgend eine Gleichung

y= f(x) = ax3+ bxi+ cx+ d oder y= tangx
gegeben, so heillt in dieser y eine Funktion von x.
Setzt man fir x verschiedene Werte, so erhdlt man
auch fir y solche verschiedene Werte. So findet man
im ersten Beispiel fir x=1, y= f(1)= a+ b+ o0-J-d,
im zweiten fir x= o, y= o.

2. x und y heilen die Variabein oder Ver-
&nderlichen oder auch Argumente, Das Zeichen
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der Funktion wird durch Buchstaben ausgedriickt, denen

— jedoch nicht immer — eine oder mehrere Ver-

anderliche in Klammern beigefiigt sind, wie durch
f(x), 9(x), h(x, y), F (), F(@).

3. f(l) bedeutet eine Funktion, in der fur die
Variable, etwa x, der AVert 1 gesetzt worden ist. Ebenso
bedeutet f (1, 2) eine Funktion, etwa von (X, y), in
der fir x der AVert 1, fir y der AVert 2 gesetzt
worden ist.

4. Eine Funktion heillt rational, wenn in ihr
nur eine endliche Anzahl von Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen oder Di-
visionen auftreten. Kommen die Verédnderlichen
Uberdies in keinem Divisor vor, so heit die Funktion
ganz, andernfalls gebrochen. So sind z. B.

y = (ax+b) (cz-j-d) und y= ax2+ 2bx+c
ganze rationale Funktionen,

a ax+ b
N X A cx-j-d
gebrochene rationale Funktionen.

5. Eine Funktion heiBt vom nten Grad,
wenn sie ganz ist und die Form

y= ax"+ bxn-1-fcxI---t- ... -f-p oder

y= axn-f-bxu_1.zj-cx"-8.zs-(-.... -\-gzn

-j-hxn_1+ i.xn—=2.z-)-....
hat, d. h. wenn die Verdnderlichen in den beiden Summen
Glieder der Form x“ resp. .12 bilden und a resp.
B-\-y hochstens ==n ist. Funktionen der vier ersten
Grade heiBen auch linear, quadratisch, kubisch
und biquadratisch.

6. Kommen in einer Funktion AVurzeln vor, wie
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in y = )/, so nennt man die Funktion irrational. Funk-
tionen, in denen andere Operationen als die genannten
auftreten, wie log x, sin x, exetc., heiBen transcendent.

§ 46. Begriff der Interpolation.

1. Interpolieren odereinschalten heilt aus
gegebenenWerten der Funktion andereWerte
derselben berechnen. Es ist hierbei nicht not-
wendig, daB von der Funktion ein allgemeiner Ausdruck
bekannt ist. Selbst wenn dem so ist, so kann er doch so
kompliziert sein, daB er sich zur direkten Ausrechnung
nicht eignet. So sind auch von unseren meisten Tabellen,
trotzdem die entwickelten Funktionen bekannt waren,
nur die wenigsten Werte direkt bestimmt worden; die
weitaus grofte Zahl derselben ist vielmehr aus jenen
wenigen Werten durch Interpolation gefunden worden.
Die Lehre von der Interpolation ist deshalb wichtig.

2. Wir setzen voraus, daB sich die Funktion,
um die es sich handelt, entweder vollstandig, oder
doch mit jeder beliebigen Annaherung nach
steigenden Potenzen einer Verdnderlichen
entwickeln lasse. Es ist hierbei unsere Aufgabe, aus
einer gegebenen Anzahl von Werten, die die Funktion
fir gewisse Argumente annimmt, eine neue Funktion
zu finden, welche der unbekannten oder doch zu sehr
verwickelten Funktion so nahe kommt, daR, fiir gewisse
Werte der Argumente wenigstens, die gefundene Funk-
tion ohne'merklich en Fehler gesetzt werden darf.

3. Um dies auch geometrisch zur Anschauung zu
bringen, wollen wir auf einer Geraden von einem Punkt
A aus die Argumente AX,=x , AX,=x,, AX,=x, etc-
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abtragen und auf der Geraden in den Punkten X"X,,
X, ... Lote X, P,, XaPs, X3P8, ... gleich den zu-
gehdrigen Punktionswerten errichten. Verbinden wir
die Endpunkte die-
ser Lote jetzt durch
einen Kurvenzug,
so werden wir an-
nehmendirfen, daR
z. B. fir Werte x,
die nahe bei x3
liegen, die zuge-
horigen Werte y gefunden werden, indem wir von A
aus A X = x abtragen und in X auf AX ein Lot er-
richten; das Stick dieses Lotes zwischen A X und dem
Kurvenzug ist dann der zu x gehdrige Punktionswert y.

§ 47. Interpolation bei arithmetischen Reihen.

v=y-d — Ay | z.(z n 1) Ay,

7 n-j-1  y°+ (n-fl)* *1.2
z(z—n—1)(z —2n —2) A‘y
_ (n+ * . 3!

1. Ist irgend eine arithmetische .Reihe gegeben

deren allgemeines Glied durch die Gleichung

y*=y,+ (i) Ay«t (2) ca8y»+ (38) y»te oo
bestimmt ist, und sollen zwischen die Glieder dieser
Reihe je n weitere Glieder eingeschaltet werden, so
haben wir nur an Stelle von x nacheinander die Werte

1 2 3 , n-f-2
i+ 1 7i+ T'"i+I»---i+T---zusetzen- Dle

Bezeichnung  bleibt hierbei dieselbe, nur ist jetzt x
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keine ganze Zahl mehr, d. h. es ist z. B.
IxX\' = M *"1)
\2/ 1.2

z
Setzen wir aber allgemein x=n 4 so geht das

allgemeine Glied der neuen Reihe {ber in
yz= y0+ (n+1J.dy0+~n+1jJ2y0+ |n+ 1 ]43y0+

_ |z ¢y» | z(z—n—1) A2y,

n-f-1 1! (n+l)a "21
zZ(z—n—1)(z—2n—2) day,
(n+ Lys _ e 3!
und die interpolierte Reihe wird erhalten, indem wir
hier fir z nacheinander die Werte 0, 1, 2, 3. .. setzen.

2. Ist z. B. die Reihe zweiter Ordnung 4, 7, 12 . ..
gegeben und sollen zwischen je zwei Glieder dieser Reihe
zwei neue Glieder eingeschaltet werden, so haben wir
aus dem allgemeinen Glied

yx= 4+ (i) *3+ "2)2
fir die interpolierte Reihe das neue allgemeine Glied
yz= 4+ -|-.3+ z'~r9 3N jAN = 4-fz+ -N-z(2—3).

Setzen wir hierin z=0, 1, 2, 3 .. so erhalten
wir die Reihe

44 4 74 loi 12.

3. Wir haben in obigem Beispiel die Werte der
interpolierten Glieder direkt aus dem allgemeinen Glied
der neuen Reihe entwickelt. Es ist dies aber praktisch
oft zu umstandlich, namentlich dann, wenn der Aus-
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druck fir das allgemeine Glied yz ein zur Berechnung

von yz etwas unbequemer wird. Haben wir namlich
die ersten Glieder der interpolierten Reihe so weit ge-

funden, daB wir die SchluBdifferenz der neuen Reihe
durch die Differenzenreihen ableiten kdnnen, so kénnen
wirvon der SchluRdifferenz aus riickwaérts die Differenzen-
reihen und die interpolierte Reihe aufbauen. Das obige
Beispiel wirde uns die folgende Entwickelung geben,
wobei die Zahlen rechts der Geraden riickwarts von
der Reihe der SchluRdifferenzen aus aufgebaut sind,
wéhrend nur die 2 ersten interpolierten Zahlen der
Reihe direkt bestimmt worden sind.

77 I 4 1 1

4 49 59- 7/ 89 109 12 149
9 U / 13 15 17 19 21
9 .9 9,/ 9 “O- . o~ IT T
2 2 12 2 2 2 2

9 9/ 9 9 9 o 9

§ 48. Interpolationsformel fir Argumente, die eine
arithmetische Reihe erster Ordnung bilden.

y—y | x~ ~ Ay, (xX—X,)(x—x,1 A'y,
s Jor 1 “is1- 1.2 (Ax)8
(x—x0) (x—x,) (x—xXsl A3y,
. 1.2.3 T (AxX)3+ e
1. Bilden die gegebenen Argumente eine arithmetisch

Reihe der ersten Ordnung x0, x,,x2, Xx3... xn, sokdénnen wir

annehmen, daB die Funktionswerte ya, y,, y2... yn eine

arithmetische Reihe vonhdchstensdernten Ordnung bilden.

Das allgemeine Glied dieser Reihe wird aber die Form
yz= yo+ (ijdy O+ ~) Dyo+ Q A’y0+

haben,
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2. Setzen wir Xx,= x0+ 4 x, x2= x0+2AXx, x3=
X,+ 3ix..., xp= x0-fp. Ax, so finden wir fir z=p
xp= x0+ p/lx = x1+ (p—I)Ax = xa+ (p—z2)a x =
und hieraus wieder

P-l= Ay »P—2= AX—*u.s.W.,aIso:
(XP— x0) (*p—
P(P—1) (Ax)a
(Xp—xc)(xp—X,) (xp X2

P(P—1)(P—2) (AX)3 Us w

Diese Werte in die obige Gleichung eingesetzt,
gibt aber, wenn zugleich xp= x gesetzt wird, die Inter-
polationsformel :

- 5? xi 218y. | x~ *o
y=y0- 1 a1 2 Afr1 1
x o x, X—XU A»X.
2 ¢ 3 (Ax), """
3. Beispiel. Es soll aus den bekannten Werte|

der Logarithmen von 103, 104, 105 und 106 der Loga-
rithmus von 104,5 gefunden werden.

W ir verlassen hierbei, wie bei der eigentlichen
Interpolationsrechnung Gberhaupt, die Anordnung, die
wir bei den arithmetischen Reihen getroffen hatten, in-
dem wir die Eunktionswerte nicht mehr horizontal,
sondern vertikal schreiben. Sonst bleibt sich die An-
ordnung wesentlich gleich.
Arg. .

103 log 103 = 2.012 837 225
104 |03 104 = 2. 017 033 339 4 196114 ..

105 log 105 = 2. 021 189 299 4 155960 — 020 760.
106 log 106 = 2.025 305 865 # 116 566

¢y ala Ay
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Es ist hier x—x0=1,5; x—x,=0,5; x—xa= —0,5;
Xx—x3= — 1,5, also
, 3 3 1 d*y 3.

Y4 y yo-r A my s 2 2% 2 222*123
= 2.012837 225+ 0.006 29 4 171—0.000 015 058
— 0.000 0 000 48 = 2.019 116 290

Letzterer Wert ist auf 9 Stellen genau. Im Schema
haben wir der Einfachheit halber bei den Differenzen
die Nullen im Anfang weggelassen.

§ 49. Die Interpolationsformel von Lagrange.
(X — X.) (X, x.) (X, x3) nmn (X —x.)
y- (X_X) (Xn- XJ) (yo_)<a) (X,., Xn) *Jo
X- X0 X— Xa(x— Xg)...(x- xn

(X, Xa) (x. x 2) (X, x3) ... (X, Xn)
I X- X0) (x- xH(x—x3) ... (X- xn)
(X2 Xq)(XA X 3) (X2X3) (X3 Xn)
Wird

yXx=Aoyo+A.yi+A2y2+ ---+Anyn

gesetzt, so missen fur x0samtliche Glieder aufRer A0y0
verschwinden. Dies ist nur dann madglich, wenn alle
Koeffizienten A aufler A0 den Faktor (x—x0) ent-
halten. Setzt man ebenso x = x,, so missen wieder alle
Koeffizienten auBer A, verschwinden, d. h. den Faktor
X —X, enthalten. Es folgt dies daraus, dall die Gleichung
gelten muB, gleichgiltig, welche Werte wir den einzelnen
FunktionsgréBen y beilegen, d. h. fir alle beliebigen
Werte y,, ya y3... Fé&hrt man so fort, so findet man,
dal die obige Gleichung in folgende lbergeht:

y* = ao(x — Xx,)(x — X2) (x—x3) .. (x — xn)y0

+ ail(x —x0)(x —xa)(x —x3) ... x—x]jy,

+ a2(Xx—X0(Xx — Xj)(x—x3) ... (x—xjya
+ ad(Xx— X0(x — Xj)(x — xa)(x —xa) ... (X — xu)y3+ ...
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Setzt man hier aber x= x0, X= X, U. S. W., SO er-
halt man:
y«= 0(X0—X,) xo—*J (x0—*3 mm W*0—X,) y»>
Y. = al (Xi —xo) (x, —X2) (X. — xs) mm m(x, —\) y,>
Y,= a2(*. — xo0) (xa— Xi)(x2 — xa)eese(xa— X«)Yy. 8- w.
und also 1

0 X0—xi) (xo— Xa)(xo— Xa) «**(x0— xn)
1

01~ (X1— x0) (xx— xs) (XL—xa) «**(X,—X,,)’
1
“* (xa—xo0) (Xx2“ XiKx2— xa) ®' (x2—xn) ”
Diese Werte in die letzte Gleichung fiir yx eingesetzt,

gibt die Interpolationsformel.

§ 50. Interpolationsformel von Newton.1

y*=vy,+ AO(X- x,)+ A (x- x0 (x—x,)
+ A (Xx—x0 (x—X,) (x—X]j) -t- . ..

1. Die Interpolationsformel von Lagrange zeichne
sich durch ihre Gleichartigkeit in Bezug auf die Argu-
mente aus, aber sie ist in dieser Form doch wenig ge-
eignet zur Interpolation selbst, da sie auf umstandliche
Rechnungen fihrt. Es bedarf deshalb einer Umformung
derselben. Es ist:

X — X, X -x 0+ i>

X0 - X2
—xiL , Xx—x<A x~ x!
0 X\ X0 XZ X0 Xt

X — X, n
X0 -XI X0—X2 X XI X0 X1 Xo
Ebenso ist ” L
X~ x3_t ix~ xo und
X, X0 X, X X,— X X, X0 Xn X

Principia Phllos. natur.
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X . - X1

1 j X~ X°1X~ X° x~ x"|x~ x0x~ xX*x~ X3 (JJ\
X0 - XI 1X0 - XI X0 :><2 ¢ X0— XI ‘X0 - X2 X0 - X3
(Durch Einsetzen von 1.)

W eiter ist
X1 X2 X X3 X,* X2 X X X 3
X X — x
2 A3 2 3 (IV>
2. Setzt man diese Werte in die Lagrange-Porm

ein, so erhélt man:

y=(l+723 + — 5a.—
X V' X0-Xi X0 X1 x0-Xj X, Xj X0 X2
K
X0 X3 y
S . - N _ _
XN S (|+ i= ?( LAX =X, X-X
X| - xo\ X 1— X —X, X.—X-1
X X0 X xi A | x x a\
X0 X2 X1\ X2 X3/ 2
y3, oder:
X3 X0 X3 X1 X3 X
J
y2

(X2 xo0)(x2 - Xi)}
mftx -~ tx -.X x -,)7} - xI)(x0-°x2)(x0- x a)

+ y> - , ya
(X, - xo (X, - xa)(xl- x3) " (x2- X0)(x,- X,)(X2- X.)

j. y?
(X3— Xo) (X3 — X1) (X3— X2)J
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Diese Formel ist deshalb fur die Berechnung ge-
eigneter, weil die Ausdriicke in den Klammern ein
fur allemal berechnet werden kdnnen. Auferdem ist in
dieser Formel die Korrektion ersichtlich, welche eintritt,
wenn zur Berechnung ein weiteres Element hinzutritt.

3. Die Ausdricke in den Klammem lassen
aber noch auf einfache Art rasch ausrechnen. Be-
zeichnet man dieselben durch A0> At, A2... so geht

die Formel Uber in
yx = y» + A o(x — xo0)+ A i(x — xo0)(x — xi)

+ A 2(x — xo)(x — xi)(x - x2) + o+

Sei weiter x=jx,, so folgt

y,=y°+A° ')@~. Xo)1 Ao: = {X - X +
Ist ferner:
B Co= ~,D = "etc .; soist:
0 x2—X,” ® xa xa ° X4 X3
y» 1 y.
(xo — xi) (xo ~ xa) (xlf X 0) ()(]_,
Yo yi yt y
y? X2 Xi X,—X0. "0 —A,,
(X2"  Xo) (X2 "XI) XS — X0
Ist ebenso weiter:
B}: E:O.‘E/)o" Cl Y Y ' D1: _v D07

so erhalt man ebenso:

az2z=3 ~ A ., b2= (VJi~ Vb» o, = |V3i" Cl-,

In dieser letzteren Form ist die Interpolations-
formel bereits von Newton gegeben worden. Betreffs
der Anordnung erhalten wir das folgende Schema:

sich
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z A-0) B #,
™
Yy 0 D o An B 0 Aj» B 3 a3
xo Y»

A_y> -y
Xy v~ xo A B o- A o

X2 - X0,
X y2 B —c¢ B X3 xo A A
» S 1 X8 X3 X* — xo
8 > -8

X y3 0 x*— x*O0 r-DO0=-CO0 s x4 — xi

D — y* y31 Xt — A

° x4- a3

x. Y4

4. Beispiel. Aus den gegebenen Werten von
Bin 42°0', sin 42°2', sin 42°3/ sin 42°5' und sin 42“6'
soll sin 42°4' berechnet werden.

Argument X y

x0= 42°0' sin o= 0 612 907 053 653

X, =42°2  siny.= 0. 613 155 257 923
X2- 42°3'  sin = 0.613 279 337 366
xa= 42°5'  sin .= 0.613 527 450 853

x4= 42°6"  siny = 0.613 651 484 891
AOBO, @> A, B, C, A2b2 ps3

124 102 135

124 079 443~ 2%

124 056 744 — [966s - 0
— 7568, "0«

124 034 038 :

sin 4204'= 0,612 907 053 653+ 4.0,000 124 102 135
—4.2.0,000 000 007 564- 4.2.1.0,000 000 000 000.
= 0,613 403 401 677 (auf 12 Stellen genau).
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IV. Abschnitt.
Unendliche Reihen.

VIIl. Kapitel.

Summierbare Reihen. Konvergenz und Divergenz
unendlicher Reihen.

§ 52. Bildung summierbarer Reihen.

1. Wir haben bereits summierbare Reihen kennen
gelernt, ndmlich die arithmetischen Reihen. So ist z. B.
die Summe der Reihe

1.3 +35+ 5.7+ 7.9-)—+ (2x—1)(2x+ 1)
= *2~+ -g-(2x  I)(2x+ 1)(2x+ 3).

Andere Beispiele summierbarer Reihen bilden die geo-
metrischen Reiben (vergl. Sammlung Gdschen, Algebra,
§ 27). Wir haben z. B.

1111111 I 1 - 2nt1—1
+ 2N 4+ «+mem+ 2"~ 2"

2. AulBer den arithmetischen und geometrischen
Reihen lassen sich noch eine Menge anderer Reihen auf-
stellen, deren Summen gefunden werden koénnen. Es
sei irgend eine Reihe

a+b + c+ d+ e...+p
gegeben. Aus dieser Reihe laBRt sich die neue Reihe
(@a—b)+ (b—o)+ (c—d) -} +(0—p)
bilden, deren Summe = a—p ist.

Sporer, Niedere Analysis. 6
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8. Beispiele, a) Aus_L. i
* 1 1* 2 37 n
erhalt man:
(=) + (t* ) + (1= 1)+ oot (41 - )
= 1—— oder

1
1.2 ' 2.3 13.4 145 1"*~"(n—1I).u

Hieraus folgt durch Multiplikation mit 2:

2\ o\ /4\ /n\ n o oder
2 2 2 2
1+ 3+ 6+ + ; sed (U-1)u- “V " W-

(Reihe der reziproken Dreieckszahlen.)
Dividieren wir dagegen die Reihe (l.) durch 4, so
erhalten wir

1 f 1, 1 . . 1 n—1
2.4 146 16.8 1 2n(2n—2) 4n
oder:
3115 11 T7221 Tl (2n—="1)—1
=ir (m>
b) Aus

u u-+ u U+
U-2 2.3/ \2.3 3.7/

1 1 1 1

n(n+ 1) (n+ 1I)(n+2) “ 2 (n+ H(n+ 2)
folgt ebenso nach Division durch 2:
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1.2.3T 2.3.4T 3.4.5r n(n+ 1)(n+2)
n(n+ 3)
a(n-f yn+ 2) V)
Hieraus erhalten...w.ir...die...Rieihe der reziproken
Pyramidalzahlen durch Multiplikation mit 6:

1,1 ,1, 1 _ 3n(n+ 3)
® © © (i3 A+ -
i+i-i-L+J-%* i *E<"+»>

7_'_
104 5307 207 e’ 'r An+2j (n+1)(n+2)*

Ebenso wird:
— 1 L
1.2.3.4722.3.4.5 '3.4.5.6

n(n*+ 6n + 11)
1 n(n+ 1)(n+ 2)(n+3) 18(n+ (n+ 2)(n+ 3J*

4. W ir kdonnen aus der Reihe a+ b+ c-f-.-. + t
aber auch noch die Reihe
(@a—c)+ (b—d)+ (c—e) (r—t)= a+ b—s—t

bilden. So erhalten wir aus der Reihe

1+ 2 ~5+"
die neue Reihe

(¢ 1)+ H(L={)+ oot nt2
=l o ns1 onee2
oder nach Division durch 2:
J .J_ , _J
1.3 2.4 3.5 4.6 n.(n+ 2)

n(3n + 5) /TTN
~ 4(n+ 1)(n+ 2) (V~ °der:
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2*£Ti + 3% _j +oeee (4 i}—]'»_ j
n@3n 5)
4(n+ L(n+ 2"
5. Ein anderes Verfahren geht von Reihen

die nach Potenzen einer Veranderlichen x geordnet sind.
Es sei etwa die Reihe

gegeben, deren Summe wir mit S bezeichnen wollen.
Durch Multiplikation mit (x — 1) erhalten wir:

Setzen wir hier x = 1, so finden wir:
1= —4-1 i [ 1 & j— L-L
1.2 2.3 3.4 n(n—1) n’
d. h. die Reihe I.
Multiplizieren wir dagegen mit x2— 1 und setzen

das eine Mal x = + 1, das zweite Mal x= — 1, so er-
halten wir aus der obigen Reihe
J- +J_ +J_ ji , 1 Bn—1Mn 2
1.3 2.4 3.5 n(n —2) 4n(n—1)
(vergl. Reihe V.) und

1 1,1 ! , + 1

1.3 2.4 35 46 1 - n(h—2

-T+x(2(in-2T)<VI>

Desgleichen finden wir durch Multiplikation mit

(2x— 1) fir x =



Summierbare unendliche Reihen. 85

T2%"2t 73 4 34
1 1
(n_ 2)(n—1) e2==**1_ (n_i)2“ 2 (VI)-
Ebenso koénnen wir auch etwa mit x2—3x + 2
multiplizieren und x gleich einer der Wurzeln der Glei-

chung x2— 3x + 2= 0 setzen, und wiirden dadurch eine
neue Reihe erhalten.

§ 52. Summierbare unendliche Reihen.
Setzt man in den Reihen des § 51 fiir n den Wert
co, so gehen dieselben Uber in
1, 1,1

12 *23 <34 °° in inf. = 1,

fir n= co, =1),

I -+ —=A
32—1 5a—1 T7*—1~ * f1
1 1, 1 14
1.2.3 ' 2.3.4 ' 3.4.5 1 4
3
n(n+ 3) % Va (., 1\
4n+ 1)(n+2) ~ +~ + | (" " i)
1.1 .1 . 3
1.3782.47r3 .57 4
ol 1 I *_1_1_|_ - -
22—1 32— 1 42— 5% — 4°
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§ 53. Weitere summierbare Reihen.
Bezeichnet man die nte figurierte Zahl kter Ord-
nung mit 1* und multipliziert die Glieder der Reihe

der figurierten Zahlen kter Ordnung mit den Gliedern
der Reihe

| + x+ x"+.-. + x1 1]
so erhdlt man die Reihe:

1+ fXk.x+ fk.x*+ fdk.x» + ... + X"-1=s;;,
wo Sk die Summe der Reihe bezeichnen mdge.
Durch Multiplikation mit (1—x) folgt aber:
Sk(l-x)=1+ (fXk-1)x + (f&- f K)x’+ ...-~Ax "
= |+ f&k 1.x+ 3 1.x2+ flk- 1.xs+ ...
+ fk- *x"-1—fk.x"= Si- 1— fk.xe
Es ist ndmlich

c->;-E(ti.T)-(k e 2=(kt e 2=";
( (vergl:.D§ 28 und § )43)(. )

Kennt man also den Wert von Sk—, so kann man

daraus den Wert von Sk berechnen. Nun ist aber der
Wert der Reihe

| + X+ X2+ ... + xn-1= " = |
bekannt und man findet also z. B.:

Ssn= | + 2x+ 3x2+ ...+ n.x,- 1=.%1—_X>3’2 f—xx
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Sh= 1+ 3x+6x’+...+ (n+ 1).xn-i

/1 —xn\ n.xi In+1\ Xxn

S4U= 1-(-4x-(-10xa-j-...-f-1 g j .xn—

1—x° /n\ x1L In+ I\ xa /n4-2\ x“
2 3 jr=i

§54. Einteilung der unendlichen Reihen in konvergente
und divergente Reihen.

1. Unter Reihen versteht man, wie bereits durch
das Bisherige bekannt ist, eine Anzahl von algebraischen
GroRen, die durch Addition oder Subtraktion mit-
einander verbunden sind. Ist die Anzahl der Glieder
eine endliche, so heiflt die Reihe endlich, ist die
Anzahl der Glieder dagegen unendlich groB, so heift
die Reihe selbst unendlich.

2. Ist es moglich, fir eine Reihe einen endlichen
Wert anzugeben, dem der Wert der Reihe
immer ndher und n&her kommt, je mehr

Glieder der Reihe in Rechnung genommen
werden, so sagt man, dieReihe konvergiere

gegen diesen endlichen Wert, und die Reihe
selbst heiRt konvergent. Den Wert, dem die
Reihe sich nahert, bezeichnet man als ihren Grenzwert: *
derselbe wird durch limes, abgekirzt lim, bezeichnet.
So ist z. B.

Hm (iTa+ 273+ ¥74 + eee)=

* Vergl. hiezu § 60.
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3. Ist es dagegen nicht mdoglich, einen solchen
endlichen Grenzwert anzugeben, sondern wird der Wert
der Reihe mit der Zahl der Glieder selbst unendlich
grofl, so sagt man, die Reihe divergiere, oder sie
sei divergent. Eine solche divergente Reihe ist z. B.

1+ 2+ 4+ 8+16...

4. AulBer konvergenten und divergenten unter-
scheidet man manchmal noch eine dritte Art von Reihen,
namlich oszillierende Reihen. Bei diesen kann
man keinen bestimmten Wert fiur die Reihe angeben;
man wird vielmehr, je nach der Zahl der Glieder, die
man nimmt, zwei verschiedene Werte erhalten, denen die
Reihe sich nahert. So erhalten wir in der Reihe

2~ 1 T+1T _1T + 1T6_ ---"
je nachdem wir eine gerade oder ungerade Zahl von

Gliedern nehmen, fir eine grofe Anzahl von Gliedern

nahezu den Wert 725 oder 1%, d. h. der Wert der Reihe

. 2 2 . -
sen wankt zwischen.y-und 1— . Man sprichtbei diesen

Reihen manchmal auch von einem mittleren Wert
derselben.

§ 55. Beispiele konvergenter und divergenter Keilien.

1. Das einfachste Beispiel einer konvergenten Reil
ist die geometrische Reihe, deren Exponent (Quotient)
kleiner als Eins ist. So haben wir als Wert S der Reihe

S=1l+x+ x8+ ... fir x< 1, S—~ —

Wird aber x = 1, so wird S unendlich grof und
ist x> 1, so ist dem noch mehr so.
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2. Andere Beispiele von konvergenten Reihen haben
wir bereits oben angegeben (vergl. § 52).

3. Bilden wir die reziproken Werte der natirlichen
Zahlen, so erhalten wir die harmonische Reihe

L+T+T+T+—

Diese Reihe ist divergent. Um dies zu zeigen,
fassen wir die Glieder der Reihe wie folgt zusammen:

1+t +(t +t)+(t +t +t +t)

+ (¢ + ---+ Tg+ --*
Die Ausdricke in den Klammern sind aber einzeln
groBer als

1 1 o 1 1
2.4 ,4.9,8.16,16 >32, ..

1
d. h. derWert jedes Klammernausdrucks ist > — ,und

der Wert der Reihe selbst ist also groBer als der
der Reihe

»+T+T+T+T+-

d. h. unendlich groR.

4. Setzen wir ebenso anstatt der natiirlichen Zahlen
in obiger Reihe die Glieder einer arithmetischen Reihe
der ersten Ordnung, so finden wir, dal auch die Reibe

L. _J +_J_ +_J +_J] +..

a a-j-d a+2d @a-j-3d a(“4d
divergiert. Denn ist etwa a>d, und setzen wir anstatt
d den Wert a, so erhalten wir die Reihe

T+A+ M+ =t (£t +T+1 +---)
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d. h. eine divergente Reihe. In letzterer ist aber jedes
Glied kleiner als das entsprechende Glied der ersten,
also ist die urspriingliche Reihe um so mehr divergent.
1st a< d, so ersetzen wir a durch d und verfahren

ebenso.

§ 56. Konvergenz der Reihen, deren Glieder ab-
wechselnd positiv und negativ sind.

1. Soll eine Reihe Uberhaupt einen endlichen Wert
haben oder konvergieren, so missen deren Glieder,
wenigstens von einem bestimmten an, kleiner und kleiner
werden und zwar missen sie zuletzt Null zur Grenze
haben. Eine Abnahme der Glieder allein geniligt nicht,
wie z. B die Reihe

0,11+ 0,101+0, ICO 1+ 0, 10001 +
zeigt, deren Wert unendlich grof ist.

Wir haben also als erste Bedingung der
Konvergenz einer Reihe

Ui+ ua+ us+ ud+ eeet+ un+ u, | i+ ...
daB limes ufil= 0 firn=co ist.

2. Nehmen aber die Glieder einer Reihe,
von einem bestimmten an, immer mehr ab
und haben dieselben Null zur Grenze, so
konvergiert die Reihe stets, wenn die Glieder
abwechselnd positiv und negativ sind.

Um dies zu zeigen, wollen wir annehmen, daR
diese Eigenschaft der Glieder mit dem ersten beginne.
Ware dem nicht so, so wirden wir einfach den Teil
der Reihe, der diese Eigenschaft nicht zeigt, besonders
berechnen.
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Wir erhalten aus S= u, —ua+ u3—u4+ ub— ...
S= (U—u,)+ (us—ud)+ (uUs—ub)+
d. h. die Reihe hat jedenfalls einen positiven Wert,
da alle Ausdriicke in den Klammem positiv sind, oder
es ist S> 0.

Schreiben wir dagegen

S=u, — {(u,—uld)+ (Ub—ub)+ (u,—u,)+ .. ¥
so linden wir ebenso, daB der Wert der Reihe auch
<u, ist, oder daR

uj> S> 0,

d. h. die Reihe konvergiert.

3. Bezeichnen wir weiter den Wert der ersten
n Glieder der Reihe mit Sn, so haben wir fir den
Wert der uUbrigen Glieder

R —+ (un+l — Unj-2+ nnj3—uu+d+em.).

Fir diesen Rest erhalten wir ebenfalls, daB sein
W ert zwischen 0 und un+i liegt. Yernach ldssigen
wir also alle Glieder der Reihe vom nten ab,
so ist der Fehler, den wir begehen, jeden-
falls kleiner als das Glied un” der Reihe,
oder es ist, absolut genommen, S—Sn<un+i.

4. So erhalten wir z. B. in der Reihe
J 4 | — + —
1.2 2.33.14 4.55.6
S5= 0,4. Dieser Wert ist zu grof3, aber der Fehler,
der begangen wird, wenn wir anstatt der Reihe S6
setzen, ist < , d. h. < 0,023 ..., und der wirkliche

Wert der Reihe liegt also zwischen 0,377... und 0,4.
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Reiben mit nur positiven Gliedern.

§ 57. Kennzeichen der Konvergenz.

1. Es gibt keine allgemeine Regel, nach der b
jeder Reihe sofort entschieden werden kann, ob sie
konvergiert oder divergiert. Man ist vielmehr gendtigt,
in jedem besondern Fall eine besondere Untersuchung
dariiber anzustellen, ob die Reihe konvergiert oder
nicht. Ein wichtiges Mittel hierfir ist aber die Ver-
gleichung der Reihe mit einer dndern Reihe, von der
man weifl, ob sie konvergent oder divergent ist. Sind
von zwei Reihen

U= u,+ ui-fu3+

V= v, + vd+ v3-|- .. .,
deren Glieder alle positiv sind, von einem
bestimmten ab wenigstens, die Glieder der
einen Reihe alle kleiner als die entsprechen-
den der &ndern, d. h. ist z. B. vp<up, so wird
die Reihe V konvergieren, wenn die Reihe
U konvergiert. |Ist dagegen vp>up, so wird
auch die ReiheV gleichzeitig mit derReihe
U divergieren.

2. Unter den Reihen, tber deren Konvergenz ode
Divergenz sofort entschieden werden kann, ist aber
insbesondere die geometrische Reihe

I+ v+ x8+ x3+.

Deren Summe erhalten wir = Ty Die Reihe

konvergiert fir x< 1, divergiert dagegen fur xj> 1.
Es sei nun fir die gegebene Reihe
U= u, + 'i,+ us+ u,+ . .,
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wenigstens von einem bestimmten Gliede ab, - —1<e,

wo e einen bestimmten Wert < 1 hat. Wir haben
dann: un--i<C *. un, Un-f2<C«un-j-i< .Un, U 3< «3.un
u. s. w. und somit:

lim (un+i+ Un+2-f- . m)<eun+ ilun+ eiun4d-... oder

lim (un+t+ un+2i- ..)<un(e+ c2+ e3+ e) + ...) d.h.
e

= a’*l_le >
oder die Reihe konvergiert.
3. Ist dagegen «>1, so erhdlt man ebenso:

l1—eu
lim (un+i+ Un+a+ Un+3+ ..¢)= uiEJZT7’d-b.= »;
die Reibe divergiert. W ir haben also:
Ist von einem bestimmten Glied ab lim

< eund ist s um eine angebbare GroRe

I

von Eins verschieden, so konvergiert die

Reihe U. Ist dagegen limes FLH> e und ist e

um einen angebbaren Wert grofRer als Eins,
so divergiert die Reihe.

4. Wir wollen ausdriicklich noch hinzufiigen, daf
dieser Satz meistens fir die Untersuchung der Kon-
vergenz oder Divergenz einer Reihe geniigt, daB aber
aus jeder Reihe, von der wir wissen, wann
sie konvergiert oder divergiert, ein Mittel
zur Untersuchung der Konvergenz oder
Divergenz anderer Reihen abgeleitet werden
kann.

5. Beispiel. Fir die Reihe

X g L

1.22.33.44.5




94 Summierbare Reiben.

haben wir
. 1+1
un+i x.(n+ (n+ 2) Tn
hml1 7 " K 2 )(n+3) =x. --~.=x(fdrn = 00).
n
Die Reihe konvergiert also fir x <1, divergiert
dagegen fir x> 1.
§ 58. Konvergenz fir den Grenzfall imI5+! i 1
Dn
1. Das obige Mittel zur Untersuchung der Kor

vergenz oder Divergenz einer Reihe versagt fir den
Pall, daB lim l[]?]*l = 1 ist. So z.B. flr die Reihe

» 1 "T'lz* "p J31' roemej
Es ist hier
un)i n2 1
lim P
un (n+ 1)2 2 1’

n + n*

d. h. fir n = o0, lim — m= 1.
un

Um zu untersuchen, ob die Reihe konvergiert oder
divergiert, vergleichen wir dieselbe mit der Reihe

S‘= 1+ 172+ 273+ 371+ '
deren Wert wir aus § 52 als =2 fanden und von der
wir wissen, daB sie konvergent ist. Jedes Glied der

Reihe S ist aber jetzt gleich oder kleiner als das ent-
sprechende Glied der Reihe S,, d. h. der Wert der ge-

1 Vergl. hierliber z B. Stern, Algebr. Analysis.
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gebenen Reihe ist kleiner als der Wert der Reihe S,.
Er liegt somit, da er jedenfalls positiv ist. zwischen
0 und 2. In der Tat ist der Wert der Reihe-ri]orz-

2. Um auch fur diesen Grenzfall ein Mittel zur
Untersuchung zu erhalten, das in vielen Féllen genigt,
gehen wir von der Reihe

Sm=~" + 2N+ A + eee

aus. Diese Reihe ist, wie wir bereits sahen, firm = |
divergent. Sie ist dies also noch viel mehr fir m< 1.
So ist z. B. die Reihe

q =X ml £ | i 1 L
yi "hy2 + V3+ f4+ "

ebenfalls eine divergente Reihe, indem alle Glieder dieser
Reihe groRer sind als die entsprechenden Glieder der

Reihe 1+ + -g-+ ... (das erste ausgenommen).

3. Wir hahen fir ein beliebiges k> 1:

1 1 . 1 , 1
(k+ D " (k+ 2)m 1 (k+ 3)m " " 1 (k+ km
N okejjui jdoho < Am— e

Daraus finden wir aber:

_ i, Mo (i,
1— 1 2m 13m 4mJ 15>n Bm Jm "I
1 1 1 1
AN 9m 1l dm—L 1 amd 1 gm-

Letztere Reihe konvergiert aber nur fér g—m’_Yi<I,
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oder 2m—>1, d. h. m> 1, also konvergiert auch die
gegebene Reihe Smfir m> 1, andernfalls divergiert sie.

4. Nun ist aber:

.ooun+i nm nm

"M== e ym
v

nm+m .nm- 1+

1+ V + (2)A + -

(Wirsetzen hier voraus, dall der binomische Satz fiir
jedes m gelte, wie erst in 88 64—67 gezeigt werden wird.)

Yernachlassigen wir alle Glieder imNenner mit
Ausnahme der beiden ersten 1+ N was wirdirfen,

da fdr unendlich groRe n die folgenden Glieder gegen
o unendlich klein sind, und setzen WiI’W: a, m= nn,

so erhalten wir fir den Grenzfall lim dggi = 1 die fol-

gende Regel:

Ist lim n*i= —\—aund ist« Positiv, ndhert
Un 1
sich aber mit unbegrenzt wachsendem n der

Null, so wird die Reihe konvergieren, wenn
n.a um eine angebbare GroBe gréRer als

Eins ist; sie wird dagegen divergieren,
weanD.Bnm einen solchen Wert kleiner als
Eins ist.

Wir naben nierbei a ais pOSitiV vorauszusetzeD ,
aa fOr negative @ auch M negativ SEIN warde und die
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Reihe dann in die andere, stets divergente Reihe
Im-f2m+ 3m+ ...
libergehen wiirde.
5. Beispiel, a) Soll die Reihe

3~ 7HM 1321

untersucht werden, deren allgemeines Glied

. . n'+n-fl
ist, so erhalten wir:
lim Un+i n2-]-n-|-1 n2-j-n-f-1
nn (n34) 29 4)F2 n2-j-3n-j-3
1 1
1+1 + ~ 2 1+1 °
n (na+n+1)n n
nu= 2, d. h. die Reihe konvergiert.
b) Ist auch hier na= 1, so versagt auch dieses

Mittel zur Untersuchung der Konvergenzoder Diver-
genz einer Reihe, und es ist dann in jedemeinzelnen
Fall eine besondere Untersuchung zu veranstalten.

§ 59. Konvergenz der Potenzreihen mit komplexem
Argument.

Ersetzen wir in der Reihe (Potenzreihe)
ao+ aix+ a2x2+ a3x3+ mee
das Argument x durch die komplexe GréBe y+ iz,
wo y*+ za= X2und-I= tang9, also
y+ iz= X (cos (p-f-isin <),
so geht die Reihe in die folgende uber:
ao+ aix (cosV+ isin<P+ a2A2(cos2 p+ isin2<

Sporer, Niedere Analysis. 7
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-f-a,X (cos 3+ isin3 P+

= a0-|-a, X cos pX X 20s2 tp-f-eo

-j-i.(a, X sin -j-aaX Jin 2tp“F ..),
und wir haben:

Eine Potenzreihe ist fir ein komplexes
Argument stets konvergent, wenn sie es fiur
den Modul des Arguments ist. X heit der
Modul von y4-iz.

8§ 60. Allgemeine Konvergenzbedingung. Unbedingte
und bedingte Konvergenz.

1. Wir haben oben unsere Untersuchungen uber
Konvergenz wesentlich auf Beihenvergleichung gestiitzt.
Es bleibt uns noch ibrig, das allgemeine Kriterium der
Konvergenz einer Reihe anzufiihren. Es sei

Sp= «o0+ ui+ us+ -- -+ UP;
es ist alsdann die notwendige und hinreichende
Bedingung fir die Konvergenz der Reihe,
d aB sp+4 — Sq= Sp-fl+ Sp-f2+ .. .-i- Sp-|-q
nur durch Wahl von p fiur jedes q beliebig
klein gemacht werden kann.

Wir missen jedoch dieserhalb auf eingehendere
Werke verweisen.l

2. Wie wir weiter oben fanden, ist eine Reihe von
Gliedern mit abwechselnd positiven und negativen Vor-
zeichen konvergent, wenn die Glieder der Reihe gegen
Null konvergieren.

Eine solche Reihe wird dann immer
konvergieren, wenn die Reihe der Glieder

1 Vergl. etwa: Encykl. der math. Wissenschaften, Bd. 1, A. 3,
p. 78 oder Lipschitz, Grundlehre der Analysis, Bd. 1, p. 502 u. f.
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samtlich mit positiven Vorzeichen genom-
menkonvergiert. Hierbei ist es dann gleich-
gultig, in welcher Reihenfolge die Glieder
einer solchen Reihe zusammengefallt wer-
den. In diesem Falle sagt man, die Reihe
konvergiere (absolut) unbedingt. Ist jedoch
die Reihe der Glieder mit lauter positiven
Vorzeichen nicht konvergent, so kann durch
TIJmordnung derGlieder die Konvergenz der
Reihe verloren gehen oder aber die Reihe
zwar noch konvergieren, aber gegen einen
anderen Wert. DaR dies bei jeder solchen
Reihe auch wirklich eintreten kann, ist von
Riemann gezeigt worden. Eine solcheReihe
heilRt bedingt konvergent.1l Doch missen wir
auch hier auf umfassendere Werke verweisen; wie etwa
auf die angeflihrte Encyklopadie der mathematischen
Wissenschaften.

IX. Kapitel.
Die Methode der unbestimmten Koeffizienten.
Umkehrung von Reihen.
§ 61. Darstellung einer Funktion durch eine
unendliche Reihe.
1. Sei irgend eine Funktion y durch die beiden
Reihen
y=a0+ alx + a2x2+ a3xs+ e¢.e und
y=b 0+ blx+ bix2+ b3x3+ ...
dargestellt und seien diese Reihen fiir bestimmte Werte

1 Die Unterscheidung zwischen bedingter und unbedingter
Konvergenz rihrt von Dirichlet her.
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von x = 0, einschlieRlich bis zu eiDem bestimmten an.
deren Werte, konvergent, so folgt fiir x = 0 unmittelbar
a0= b0 und hieraus

y,=ai+ a2x+ a3x2-f...

ya= b, + bax+ b3x2+...;
woraus wieder a, = b, und sofort a2= b2 etc. folgt. Es
ist hierbei aber notwendig, daB die Reihen auch fir
x = 0 konvergent sind, andernfalls sind diese Schlisse
nicht zuldssig. Entsprechendes gilt fiir die folgenden
Untersuchungen.

Eine Funktion kann also nur auf eine
einzige Art, wenn Uberhaupt, durch eine
endliche oder unendliche Reihe von Glie-
dern, die steigende Potenzen einer Ver-
dnderlichen sind, dargestellt werden.

2. Eine unmittelbare Folge hiervon ist: Vel

schwindet der Wert einer Potenzreihe fir
jeden Wert der Verdnderlichen, so sind
samtliche Koeffizienten der Glieder der
Reihe gleich Null.

§ 62. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten.
1 Auf dem in 8§ 61 Entwickelten beruht
Methode der unbestimmten Koeffizienten. Das dabei
angewandte Verfahren nimmt an, eine Funktion lasse
sich in eine Potenzreihe entwickeln, also in eine Reihe
y = a0-fa,x + aax2-f ..,
deren Koeffizienten aber vorerst noch unbestimmt sind
und zu deren Bestimmung aus den Eigenschaften der
Funktion Gleichungen abgeleitet werden. Bei der
gefundenen Reihe ist aber stets eine Unter-

d
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Buchung Uber ihre Konvergenz oder Diver-
genz zu veranstalten, denn nur unter der
Bedingung ihrer Konvergenz dirfen wirdie
Punktion gleich der Reihe setzen. Einige
Beispiele werden das Verfahren am besten zeigen.

2. Beispiel. y= ~ 2x x1so® e'ne ®e" e
entwickelt werden.

1Z-2X+ Xl=(ao+aix+ ajx’+ a3x3+ ee9)

Hieraus durch Multiplikation
ao+ aix+ a2x,+ alx3+ adx‘+ ...
— 2a0x—2a, Xs—2aax3—2asx4— ...

+ a,Xx*+ a, X3+ a, x4+
Setzenwir die Koeffizienten der Potenzen von x rechts
und links einander gleich, so erhalten wir (nach § 61):

1= a0 oder a0= 1
0= a, —2a0 a, = 2
0= aa—2a, + a, a, = 3
0.=a, —2aa+ a, a, =4

0= a4—2aa-f-a2u.s.w. ad4= 5u.s. w., also

y=r_lex+ xi=|+ 2x+3x3+4x3|-5x<-f6 X liri-——--

limes 2U-= — A .x= (I+ —) x= x; d. h. die
un, u V. n/

letzte Gleichung flr y ist gultig fur x < 1 (absolut ge-

nommen).

3. Der Nachweis der Bedingungen, unter denen
die erhaltene Reihe konvergiert, ist nicht immer so
einfach wie bei obigem Beispiel; so erhalten wir z. B.

j— Yzr~qrir==i+ X—X3—x*+ X'+ X 7- x*—x10+ ..



102 Die Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Hier kdénnen wir am einfachsten je zwei Glieder
der Reihe zusammenfassen und erhalten

y @+ x)—x81 + x)-fx(1-f-x) — ..
d. h. eine geometrische Reihe, die fir x < 1 (absolut
genommen) konvergiert.

§ 63. Umkehrung von Reihen.

Ist eine Reihey= a#-j-a, x a 2x2+ a3x3+...
gegeben, so heiRt die Reihe umkehren, aus
derselben eine Reihe fir x, also eine Reihe
x= A0-f-A, y-|-A-2y2-f-A3y3... ableiten. Auch diese
Aufgabe l4Rt sich am einfachsten durch die Methode
der unbestimmten Koeffizienten l6sen. Soll z. B. aus

y= X+ -|-x2+ -|-x34--"x4-1-... ()

(konvergent fir x2< 1)
umgekehrt fir x eine Reihe in y entwickelt werden,
so haben wir:

X= A0+ A 1y + A2y2+ A 3y3+ ... (H).
Hieraus erhalten wir fir x= 0, y= 0, d. h. A0= 0,
oder x = A ly+ A2y2+ A3y3+ ... Setzen wir fir x

in Reihe I. diesen Wert ein, so erhalten wir:

y=K Yyt Aayd Asydt s Aiy+ Aayd A3yt <0’
+ JAIy+AY 2 A3/3t-) 3 4(AIYy+A2y3- A3yt ee)*tee
= Aly+(Aa+ |A 12y2+ (As+ -|2A1.Aa+-iA 13y"

+ (Ad+ 2(2A1WA3+ A+ -3Al8Aa  AlJyd+**-
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Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten der
Potenzen von y rechts und links;

1=A, Al= 1

0=a,tAYV a,= -4
0=A ,+ A1A ,+ | v A3= + ir
0= AN-J-AjA3+ NA &2+ A 18A2+-"Aj u.s.w. At= —-j

u. s w., also

y 21 31 41 5l
Letztere Leihe ist konvergent fiir jeden Wert von y.

X. Kapitel.
Die binomische Keihe.

§ 64. Der binomische Satz fiir ganze negative
Exponenten.

(fur xa<1.)

1. Der binomische Satz ist fiir ganze positive Ex-
ponenten bereits in der Algebra erledigt worden (vergl.
Sammlung Goschen, Algebra, § 30). Es ertbrigt uns
also noch, den Fall der ganzen negativen Exponenten

und den der gebrochenen Exponenten zu erledigen.
2. Um die Giltigkeit der Formel fiir diesen Fall

zu zeigen, wollen wir zundchst eine Gleichung von der
Form A xs-j-B xs-j-Bx-)-D==0 betrachten, derenWurzeln
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X,, Xa, X3 sein mdgen. Subtrahieren wir von derselben
etwa AXxi8-j-Bx,i-|-Cx1-|-D =0, so erhalten wir eine
neue Gleichung A (x3—x,8+ B (x*—x,3+ C(x—x,)=0,
die durch x—x, teilbar ist. Wir schlieBen daraus,
dall die gegebene Gleichung den Faktor x — x, enthalt,
und dafB sie auf die Form A (x —x,) (x —xa) (x—x3)= 0
gebracht werden kann. Eine unmittelbare Folge hiervon
ist aber der Satz:

Ist irgend eine Gleichung des nten Grades
mit einer Unbekannten gegeben, so kann
dieselbe nicht mehr als n Wurzeln haben.
Hat sie n&mlich mehr als n Wurzeln, so
missen notwendig alle Koeffizienten A, B, C...
verschwinden und dann befriedigt jeder be-
liebige Wert fir die Unbekannte die Gleichung.

3. Es ist aber fir ganze p und q:

Hieraus folgt aber:
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Entwickeln wir aber die letzte Gleichung und
ordnen nach Potenzen von cp so werden wir eine Gleichung
von der Form

A.g"B g—1+ Cg* 2+ .= 0
erhalten. Da diese Gleichung fir alle méglichen ganzen
Werte p und q gilt, so werden wir aber fiir ein und
dasselbe p jedenfalls mehr als a Werte q erhalten,
welche diese Gleichung befriedigen, oder mit anderen
Worten, es wird Uberhaupt jeder beliebige
Wert fiar q der Gleichung genligen, oder die
Gleichung (I.) gilt nicht nur fir ganzepund
g, sondern uUberhaupt fir beliebige p und
ebenso fur solche q.
4. Es sei nun

y=( Q)+ (inx+(2)x+( 3)3+ -

Multiplizieren wir die Gleichung mit
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= 1+ (J)x+ Q x2+ (0)x3+ ... =1,

also
y.(lI+ x)n=1 oder y= M~" x)a= (I + x)-n,

oder
(I+xr" =1+ (inx+( 2D x2+( 3D x3+---

§ 65. Der binomische Satz fir gebrochene positive
Exponenten.

und allgemein:
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Setzen wir hierin a= ¢, so folgt aber
1
y<Il=Il+x, d. h. y= (I+ x)1, oder

| 1\ [ 1\

(i+x)<i=n-\1/x+y2/x2+...,

und hieraus

($

X .
yP= (I+ x)4=1+ \ I/ x+ \'2/x2+ **

866. Der binomische Satz fiir gebrochene negative
Exponenten.

- n )
(I+x)«=1+ ;fS)x+ M 3/)(**\ SUX"+ oo

Nehmen wir auch hier wieder an, es sei:

~(D+flUdU-.

so erhalten wir durch Multiplikation mit
/Ip\ [P\ /p\
(l+x)4-\o/ + Vil x+ \2/x2+--- wie in § 64’ 4°

P
y.(l+x)4=1, odery= (I+x) 4, also

()T =1+ ( J)x+(
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§ 67. Konvergenz und Divergenz der Binomialreihc.
1. Wir haben es bis jetzt unterlassen, zu unter-

suchen, unter welchen Bedingungen die Binomialreihe
konvergiert oder divergiert Erinnern wir uns, daB

ist, so erhalten wir aus der Qalhe fur (1 -f-x)"!
. tin-fi  g—n L-
r x =~ X’ oder:
n
Die Binomialreihe konvergiert stets far
positive oder negative x kleiner als Eins.
2. Ist x= 1, so bedarf es einer weitern Unter-
suchung, ob die Beihe konvergiert oder nicht. Wir
haben wieder

En n-f-1
W ir finden hieraus, daB fiir jedes beliebige q und hin-
reichend grofRes n der Quotient lim -ULr]rTl negativ wird,

oder, dalR die Glieder der Binomialreihe fur diesen Eall ab-
wechselndpositivund negativsind. Es geniligtalso, wenn die

Glieder iberhaupt abnehmen oder der Quotient lim —n#

u,,
kleiner als Eins bleibt. Dem ist aber so flirn—q< n-j-1,

das heiBt:
Ist x=-f1, so konvergiert die Beihe fir

alle Exponenten, die > —1 sind, und es ist
fir einen solchen Exponenten also

(i+D9=29=i+?)+0 +B + -
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3. Nehmen wir dagegen x= — 1, so haben al
Glieder der Keihe, von einem bestimmten ab wenigstens,
dasselbe Vorzeichen. Wir haben aber jetzt:

U1 n—q 1 _ 1
m un _ n+1 .gq+1 1+ “”
n—q
alson.o= —— .(g+1)= q+ I- Also:
Fir x= —1dagegen konvergiert die Reihe

nur noch fir positive Exponenten q.

§ 68. Binomialreihe fiur (a+ b)"
(a+ b)n=anx (“)a”-1b+ (j).a - 2b*+g)a““8.bm+.-
Setzen wir in der Formel fir (I+x)n fir x den

Wert —, und multiplizieren wir mit an, so erhalten wir

die Binomialreihe fir (a+ b)n:
(@t b)“= a*+ Q .a»-ib+ an-*b» ...

Uber deren Konvergenz gilt das in § 67 Ge-
fundene in entsprechender Umformung der Bedingungen.

§ 69. Umwandlung von Wurzeln in unendliche Reihen.

1. Soll z. B. die Quadratwurzel aus 50 in eil
unendliche Reihe verwandelt werden, so waéahlt man
das Quadrat, das 50 am nachsten liegt, also 49. Man
hat dann

IW-yI9TI=HiI+IH(i+1)i
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=7fid L — N L 1o .
2’49 8'492 16'493 128'49i'i_--7
=7/iil _LJ. L* ;1 1a 51 7 1

2'49 4'49 1 2'49 a_U’49 3F"G'49r* )
= 7,071067 81187.
In letzterer Gleichung bedeutet Ap immer den Wert
des vorangehenden Gliedes der Iteihe.
Ebenso ist

/JaB =V S6=1_jli6(1_~g)_ 6(t-4)1.

2. Ist kein Quadrat vorhanden, das nahezu gleich
dem Radikanten ist, so wirde diese Art der Auflésung
auf wenig rasch konvergierende Reihen fiihren. Man
sucht dann aber durch passende Umformungen zu andern,
zur Berechnung besser geeigneten Reihen zu kommen.
So hat man z. B.

n| les-1*3=1=1]/C4(i-1)

3. Wie die Quadratwurzel kann jede beliebige Wurzel
auf diese Art in eine Reihe verwandelt werden, so z. B.



Die Zahl e. 111

X1. Kapitel.

Die Exponentialreihe. Die logarithmische Keihe.
Logarithmen.
§ 70. Die Zahl e.
* i1 iL11 1L
e= 1l 21 3T T
1. Es ist nach dem binomischen Satz

(I+tr) =1+(i)-"+(2)"+ (3)-"+ -
m 1 m(m—1) 1 mm-)(m-2) 1
=1+ T'm 172 ‘e 1.2.3 mA-

Hieraus erhdlt man fir m= x
/ 1\m 1 1 1 1
lim(1+ I1S7 =e=1+ 11+ 2I+ 3T+ 4l+ ***
= 2,718281828459 . ..
2. Die Reihe fir e selbst ist konvergent, indem
lim —B+i= -A- ht.
un n
3. Die Zahl e selbst ist, wie wir sehen werden, die
Basis des natilrlichen Logarithmensystems und nimmt
Giberhaupt in der niederen Analysis wie die Zahl n eine
ungemein wichtige Stelle ein. Sie ist wie die Zahl n
transcendent und kann also durch keinen Bruch dar-

. r .
gestellt werden. "Waére e ndmlich = — , so erhielten
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wir durch Multiplikation der Reihe mit s! aus der
Reihe eine ganze Zahl und die Reihe
----- 1 *, ! —1 L
8+1 (s+1)(s+%2) (s+D(s+2)(s+ 3) + ---~
und es mufte der Wert dieser Reihe ebenfalls eine
ganze Zahl sein. Der Wert der letzten Reihe ist aber
kleiner als der Wert der Reihe

s+ 1M+ syt -

also kleiner als , also unmdoglich eine ganze Zahl,

und somit kann auch e nicht gleich dem Bruch e sein. 1

4. Aus dieser Betrachtung folgt auch, daf
Fehler, den man begeht, wenn man die Reihe nur bis

. . 1 . . .
zum Gliede ?ynlmmt, Sa . ist. So finden wir z. B.

1+ 1 +2r+ 3r+ 4f+ 5i+ 6i= 2,718 053 " **

Der Fehler, den wir begehen, betrdagt weniger als
6761 “ 4320 = 0,0(X)23-

§ 71. Die Exponentialreihe.

eX=1+ K + fr+S+S+-*

1Ein anderer Beweis geht von der Entwicklung von e In einen

Kettenbrueh aus. Es ist
e= 2+ —
2.- 3
S+ *
4+ . mund es lasst sich auf &hnliche Art wie in
§6zeigen, dass dieser Bruch stets irrational ist. VgL Schlémilch a. a. 0.

de
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1. Wir haben ebenso

lim(l+ v)m=1+ "ffx+ X2+ N X3+ oo’
Setzen wir aber fir m den Wert /*. x, so erhalten

(m+Mr=KAr—

Y- 1+ i +SH+HITHIT A+ ---

2. Diese Reihe konvergiert fur jeden Wert fir x,
indem lim ~ beliebig klein gemacht werden
kann. Die Reihe seihst heilt die Exponentialreihe.

3. Wir konnen diese Reihe auch durch die Methode
der unbestimmten Koeffizienten ahleiten.

Da ax fir x= 0 den Wert 1 annimmt, konnen
wir setzen:

ax= [+ Ax+Bx*+ Cx3+ ... und
ay=l+ Ay+ By2+Cy 8+

Durch Multiplikation erhalten wir aber daraus:

a*y= I+ Ax(1+ Ay + By2+Cy3+...)
+ Mx3+ N x 3-j-... und auch
axty=1+ A(x+ y)+ B(x+ y)2+ . ..
= I+(A+2By+3Cy3+4Dy3+...)x+Px3+Qx3+ ..

Hieraus erhalten wir aber durch Gleichsetzung

der Koeffizienten
A=A, A=A

Aa= 2B, B=¢£

AB= 3C, CZ@f

Sporer, Niedere Analysis.
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*

AC=4D, o= u. s. w., oder
A X
al="'"T 11 "f 21 r eee»
worin A und a voneinander abhédngig sind.
Setzen wir hierin A =1, so erhalten wir, wenn wieder

e=1+Tr+ ¥T+ i f - st

er= 1+ M-+ | r+ T+

§ 72. Die Reihe fir ax.
la.x (la)*x»  (la)».x*
—1r i+ 21 3! + e e
"Waéhlen wir die Zahl e zur Basis eines Logarithmen-
systems und bezeichnen die zu dieser Basis gehdrigen
Logarithmen zum Unterschied der Logarithmen der
Basis 10 mit 1 oder mit log. nat.,, so erhalten wir fir
ey= a, y= la und ax= exy=exla. Setzen wir diesen
"Wert in die Exponentialreihe ein, so erhalten wir aus

derselben
. la.x (la)2.xa (1a)sx3
a*=-1+ -Tr + — A—+ —3J- + - oo

Diese Reihe konvergiert fir jeden Wert a und x.

§ 73. Das natirliche und das kinstliche
Logarithmensystem,
loga %4 (loga\2, x8/loga\s f
loge 1 2 '\loge/ + 3! \loge) +
log e = 0,434294481903 ..
1. Unter den Logarithmensystemen sind es zw
die durch ihre Eigenschaften sich vor allen &ndern

c= 1+ x
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auszeichnen. Es sind dies das kinstliche und das
natirliche Logarithmensystem. Das kinstliche hat den
Vorzug, daB es sich am besten fir unser dekadisches
Zahlensystem eignet, indem die Potenzen der Zahl 10
unmittelbar gegeben sind. Das natirliche Logarithmen-
system dagegen hat den Vorzug, daf alle Formeln
und Reihen, die in ihm auftreten, die einfachste Gestalt
annehmen. Die Basis dieses Systems ist die Zahl e.
Die natidrlichen Logarithmen sind zudem diejenigen,
die in der hoheren Mathematik beinahe ausschlielich

Vorkommen. AufBerdem konnen die kiinstlichen Loga-
rithmen auf eine einfache Art aus den natiirlichen be-

rechnet werden. Es sei namlich 10= ex, "Wir haben

dann | = xloge. Ist ebenso a= 10y=exy, also loga=y,
la= xy, so haben wir
loga= la.loge (1)

= la.0,434294481903 ...

Da weiter aus 10= ex auch 110= x sich ergibt,
so folgt noch

la= loga.l 10= loga.2,302585092994 . .. (Il).

Die kinstlichen Logarithmen werden also aus den
natiirlichen durch Multiplikation mit 0,43429448 er-
halten, und ebenso finden wir die natlrlichen durch
Multiplikation mit 2,30258509 aus den kiinstlichen.

DieZah10,43429448..=loge= heisst der Modul

des kiinstlichen Logarithmensystems.

2. Setzen wir in die Gleichung fir ax fir la den

loga . . . -
Wert 80 geht die Gleichung uber in
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aX= 1_._/IQga\ x _i /loga\2 x* , R°Sa\3 x»
\logej' 1 (loge/ "21 (logej *31

§ 74. Die logarithmisclie Reihe.

..... Xa , x8 Xx* . XS
I<l+ x)—x — Y + -3-—- T + 5

1. Esist (I+x)=eKi+x3=]i+ mit be-

liebiger Annadherung fir sehr grofe m. Daraus folgt
aher:

Setzen wir hierin m = -y-, so erhalten wir hieraus
wieder:

fa+1)_fixA=>*_(i).i+ ("~ +<j)_4

i-(y—)(y—2)(y—3

A 1.2.3.4 X
Ist m unendlich groR undy also = 0, so folgt
X* X* X4
daraus: I(l + X)= x -y + - -—-J-+ *--
2. W ir hatten auch diese Reihe durch die Methot

der unbestimmten Koeffizienten ableiten kénnen. Nehmen
wir an, dal
I(l+x) = A+ Bx+ Cx*+ Dx1-f...
so finden wir zundchst fir x=0, 11= 0, A= 0 oder:
I(l+ x)= + Bx+ Cx,+ Dx3+ ...

mDurch Entwicklung von 1(1+ x) In einen Kettenbroch kann
gezeigt werden, das» die natlrlichen Logarithmen der rationalen

Za-len irrational sind. Vgl. Schiomlleh a a 0.
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Ebenso ist:

(I+x+ y)=+B(x+ y)+ C(x+ y)'+D (x+y)3+ ...
=+ Bx+Cx7+ Dx3+ ...+ y(B+2Cx+ 3Dx3+...
-f-MyJ-f Ny3+ ..,

Ferner ist

L(l+x+y) = 1(1+x)(1+ i7" ) = 1(1+x)+ [(1+ i* x)

= AX+ Bx3+ Cx3+... + Bi*i+ (r"ij2.Cx+...

= Ax+Bxa+Cx3+... + By (l—x+x*—x3-|-x4-]-...)

1+ x)3 B+-*-
Werden die Koeffizienten von y in diesen beiden
Gleichungen fir I(l + x+ y) einander gleich gesetzt, so
erhalten wir aber

B(l—x+ x‘“—x3+ x*— ...)= B4-2Cx+ 3D x5+ ...
B = B, B = B,
B
—B=2C, C= ——

+ B= 3D, »=+ 8§ -,
X

—B=4E, E-= --—-- Iu. s. w., also
I(I+*)=B (x—y +
Wihlen wir zur Basis unseres Logarithmensystems
aber die Zahl e, so erhalten wir:
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3. Es erlibrigt uns noch, die Konvergenz der Reil
fur 1(1-f- x) zu untersuchen. Es ist klar, daB die Reihe
konvergiert fur positive und negative x kleiner als Eins.

Ist x= +1, so konvergiert die Reihe gerade noch, da
die Glieder abnehmen und abwechselnd positiv und

negativ sind. Ist dagegen x = — 1, so divergiert die
Reihe. Dal fir diesen Fall die Reihe divergieren
mufB, geht auch daraus schon hervor, da 10 = — ooist.

4. Insbesondere erhalten wir also:

12-1- t+t -t +t - |+ -
1.1 .1 .1
1.2 134 156 17.8

§ 75. Weitere Reihen zur Berechnung der Logarithmen.

LT 'S 1= 1+¥+x+ -

3- 2 q = 2q+17*3@2qg)D)" 5(2q%n°

4 1T- I(*+D+1(*~1) | * 1 1
2 2.X* 47x* 67x*

1. Wird anstatt x in der logarithmischen Reihe— x
gesetzt, so erhalt man

11—x)= —(x+y + "+ "j--f-..0).

Hieraus folgt durch Subtraktion dieses Wertes
von dem Wert fiir 1(1+x) die erste Gleichung.

2. Elr rl—_Xz z erhalten wir x= S-hl



Weitere Reihen zur Berechnung der Logarithmen. 119
Diese IVorte in die erste Gleichung eingesetzt,

gibt die zweite Gleichung fir 1z

3. W ird ebenso = ~~q* Seselzl) 80 erhél

man x= 2qg”~fl unc” hieraus “ie Glleichung 3.

4. Aus 1(1+ y) folgt weiter

— LJ_.
2x2T 3x3
Ebenso ist:

1 1

2x2 3x8 4x*
Daraus folgt durch Addition:

U1+ € )(1- € )=1s+1>+I(i- 1> -21(i>

= - 2(i?+ 42+67?2 +-")

oder:
I(x+1)+ I(x—1y , 1 , 1 , 1
I x~ 2 N2X24~4xi+ 6X6
So ist z. B.
14 + 12 1,1 , 1 ,
2 T 2.3aT4.3416.3¢
14+ 16, 1 . 1 . 1
15— 2 2.5S 4.54 6.5* ‘ot
5. Die hier entwickelten Reihen sind zur Be-

rechnung der Logarithmen deshalb geeigneter, weil sie
rascher konvergieren als die Reihen fir I(l1 + x) und
11 x).
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XI11. Kapitel.

Die trigonometrischen Funktionen. Imaginare
Logarithmen.

§ 76. Die Eeihen fiir sin x und cos x.
XS . X6 X7

1. Setzen wir in der Exponentialreihe anstatt x
den Wert ix, so erhalten wir

= cosx-t-i. sinx.
2. Um die Richtigkeit dieser Formel zu zeige
benitzen wir zur Ableitung der Reihen fir sin x und
cos x die Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Es ist:
cos(x-f-y) cos(x—y)= 2cC0SXCOSY.
Setzen wir, da cosO=1 ist,
cosx= |+ Axs+ Bx4+ Cx*+ oo
was wir tun dirfen, da cos (— x) = -(-cosx ist; so er-
halten wir:
cos(x+ y)-fcos(x—y)= 2+ A ((x+ y)l-f (x—y)*)

+ B((x+ y)'+(x-y))+..= 2+2(Ax*+ Bx‘+0 x8.)
+o(A+ (2)Bx'+(®)cx‘+ ...)ys+ My8+ Ny8+
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2cosx .cosy= 2(Il + Ax2+ B x4+ Cx3+ .«)(!+ Ay2
+ By‘+ Cy8+...) = 2(1+ Ax2+ Bx4+ Cx6+...)
+ 2(1+ Ax2+ Bx4+..)Ay2+ Ry4+ Sy8+ ...
Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten vony 2
A=A also A=A

A2 B =

(1) - T 4.3 4
AB c. 22AS  23A3
\2!/)°- T 6.5.4.3 _ 6T
A0 . 23A4 24A 4

8.7.6.5.4.3 “ 8! u-s-w-

(.V
A | 4 A2t A 16A4 .
cosx= |+ A%2% "= x4+’8— 3x* 6 '

3. Ebenso sei
sinx= Alx+ B1x3+C ,xi+ D1x,+ ..
was wir immer tun dirfen, daein0= 0 und sin x= sin
(—x). Setzen wir diesen und den gefundenen Wert
fur cosx etwa in die Oleichung sin'ix-)-cos2x= 1 ein,
so erhalten wir:

(A, x+ B,x3+ C,x8+ ..)m+ (I+ Ax2+ " x4+ ..)=1

und hieraus
A, 2-f-2A =0, A, =)/=2A
8 A* 1
2A,Bl1+ A2+ -~-=0, B,= — A)/l—2A

8A3 IfiA8 1 i
2AICI+B 12 T r + -|r =0, Cl= A 2/=2Au.s.w.

4. Zur Bestimmung von A dient der Umstand,
dall fir sehr kleine Werte von x man sinx = Xx setzen

darf. Daraus folgt aber:
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sinx= x= A, Xx-f-Bj xs-f- ¢ ¢,
A=1 A=—, Bj= gj, C,= A —, etc,
d. h. wir erhalten
Ceeeea @0 X X8
x8_ i("+

8inx = x__)ﬁ'8+ _

§ 77. Relationen zwischen den Funktionen sin X,
cos X und e,x
f ph | . ix . ph__. ix
cosX= e sin X — e
2i
((coso+ isina)n—cosnx+i sinnx.

1. Wie wir sahen, ist
eix = eos x -f- i sin x.

Setzen wir anstatt x, —x, so erhalten wir ebenso!

Hieraus folgt:

Q-ix= cosx —isinx.
eix _]_e—ix eix — e-ix
COSX= - g-— , sinx= —e il

2. Aus eix.o'y= e’(x+y> folgt weiter:
(cosx + isinx) (cosy + isiny)= cos(x+ y)+ isin(x+ y),
ebenso: (I1.)

(cosx + isinx) (cosy+ isiny) (cosz+ isinz)
cos(X+ y+ z)+ isin(x+y + z).

Insbesondere folgt daraus:
(cosx + sinx)n= cosnx+ isinnx. (lIl.) (Yergl. Samm-
lung Gdschen Nr. 47, Algebra, § 31; Satz von Moivre.)

3. Werden in der Gleichung (H) die reellen und



Die Reihen fir tang x und cot x. 123

imagindren Werte einander gleich gesetzt, so erhalten
wir daraus:

CoS (X+ y)= cosxcosy—sinxsiny
sin (x + y)= sinxcosy -f- cosx siny.

Uberhaupt lassen sich auf diese Art beinahe alle
trigonometrischen Relationen zwischen Winkeln leicht
ableiten, und wir wollen uns beschrédnken, darauf hin-
zuweisen. Betreffs der Verwendung des Satzes von
Moivre zur Losung der Gleichung xn+ I=0 missen
wir auf Sammlung Géschen, Algebra, § 31 verweisen.

§ 78. Die Reihen fur tangx und cotx.

x* , X, 17x1 .
3 15 315

= 2¢(28 DA x+ 2¢(2*-) |s . x»

tangx = x +

+ 2»(2»-1)-~x+ L.

1. X*ox* 2x“ x*
cotx_ — (1—-g-— 49 - 945-4725 —ees)

J _/1 plA -T1 0" ® L T < O« J 2?23 t | .o
- x (1 *2'x J4rx ¢« 6TXx “ *
1. Es ist
x 3 X* X7
sinx X—3i+ 5i~ o1t
tang x = -—----= 5—-7 N
COSX X X 8
1— 2T+
= x+ Ax3+ Bx5+ Cx7+
Die Glieder x7 x* xs . .. fallen weg, indem

tang(—x)= —tangx ist.
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Daraus folgt aber:

—L=A_-L a- 1 11 _ 2%2--1)
3 21

31 T2 21 31 1
B, LA - A
51 21 41 51 41 2! 15
24(2-1)
H *
L p A, A _ i 17  2*@2* 1)
71 ° 21 7™ 41 6!’ 315~ 6!
u. s.w. Hierbeisind Bj, B2, Bs die Bernoullischen
Zahlen.
2. Ebenso erhdlt man die Reihe fir cotx, inder
man setzt:
X* X*
cosx N 21 41
COtX = -f—= mmmomen R— RS
X -— —
31+ 5T —"-

= -i-(l+ Ax*+Bx*-f...)

§ 79. Reihen fir cosmx und sin mx.
cosinx = cos*“ x —(™jcosm_2 X . Sin* X+ €0 Sm~4XSin*x
—|™jcosm_gXxsinx*+ mee
sinnix = .COs“ _1XsinX— jcosm~8X.sin"x
-f-1gj.cosx"1nex.sinex —. ..

1. Es ist nach dem Satz von Moivre:
cosmx+ isinmx= (Cosx-|-isinx)m=
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Durch Gleichsetzung der reellen und der imaginaren
Teile rechts und links gehen hieraus unmittelbar die
Formeln fir cosmx und sinmx hervor.

2. So erhélt man z. B.:

COS2X = C0S2X —sSin2x = 1— 2sin2x= m—1+ 2c0s2X,
€c0s3X = €0s8X — 3cos X sin2x = 4 cos3x — 3 cos X,
C0S4X = COS*X— 6C0S2X . SiN2x + sin*x
= 1—8c0s2x + 8 cos*X,
cos5x = cosbx — 10 cos8x sin2x + 5 cos x sin* x
= 16c0s6x —20c0s8x + 5c0sSx U. S. W.
Ganz ebenso findet man:
sin2x = 2cosxsinx,
sin 3x = 3 c0s2x sin X — sin8x,
sin4 x = 4 cos8x sin X — 4 cos X sin8x,
sin5x = 5cos*xsinx— 10cos2xsin8x + sin'x u.s. w.

§ 80. Reihen fttr cosnx und sinnx.

2" ,cosBx=cosnx + ("jcos(n—2)x + cos(n—4)x + ..

2* 'cos" x= cosnx+ eos (n—2) x + cos (n—4) x+ ..
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n—I

(—1) 2 .2n— .sin x = sinnx — sin (n—2) x
+ )sin(n—4)x —... + /n— sinx (firungerade n).
V2]

1. Setzen wir
COSX+ isinx=r, cosx—isinx=s,
so erhalten wir rs = | und
2cosx = r-f-s, also:

2"cosnx = (r+ s)“=r"+ Q r*“1s+ Q rn~V + ...

= (r'+s»)+ Q (r"-Is+rs* )+ Q (r*“- 2s+ rX“- at+ )+ ..

Hierbei ist das letzte Glied dieser Iteihe fiir gerade n

und fir ungerade n dagegen

Berlicksichtigen wir aber, daB rs = | ist, so folgt
daraus weiter:

2"cos"x=(r'+s")+ (“)(r"-2+s"-2+ (“jerr+s”- N
Nach dem Satz von Moivre haben wir aber ferner:
rp+ sp=(cosx+isinx)p-f-(cosx —isin x)p
= cospXx-j-isinpx-fcospx—isinpx= 2cosp X,
also wird:

2p_lcosnx= cosnx+”"jcos(n—2)x-f~2j oos(n—4)x+..,

wobei das letzte Glied L/[ H\) oder fn n 1\ cos X Ist, j’e

nachdem n gerade oder ungerade ist.
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Ganz ebenso ergeben sich aus (r—s) die Formeln
fir 2n— sin x.
2. Insbesondere erhalten wir:
2cos2x= cos2x+ 1
4 cos3x = cos3x  3cosx
8 cosdx = cosdx + 4cos2x+ 3
16 cosbx = cos5x+ 5cos3x+ 10 cosa.
32cos“x= cos6x+ 6cosdx+ 15cos2x+ 10

2sin2x= —cos2x+ 1
4sin3x= —sin3x+ 3sin«.

§ 81. Die Reihen.

S1= I+ X CO0sa + X aCO0Os2a-f XaC0S3a +
1—x CO0Sa
1—2xcosa+ x*
Ss= I-fxsin a-(-xasin2a + xssin3a4- ...
X sin a

"N —2xcosa-fxa*

1. Wir haben Sj+ i.S2= 1+ i-fx(cosa+ isina)
-fx!(cos2a+ isin2a)+ ... oder:
S1+ iSs= | + i+ x.e“i+ x2.2«i+x3e3ai+ ...

=i+ {l + (x.eai)+ (x.eai)2+ (x.eai)3+ ...}

(1 —xcos a)2§- x25in2¥1
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Hieraus folgen durch Gleichsetzung der reellen
und imagindren Teile die obigen Reihen.
2. Gleicherweise laRt sich jede Reihe
S'= a+ bxcosa+ cx2cos2a+ dx3cos3a+ ... oder
S''= a4-bxsina-fcx2sin2a+ <ix88in3a +
summieren, wenn die Summenformel fir a+ bx-j-cx2
+ dx3+ ... bekannt ist.

§ 82. Imagindre Logarithmen.

la= a+ 2Kjji, 1(—a)= gq-(~(2k"-|- lji.

1(a+ bi)= -i-1(as+ ba+ @i+ 2kwi,
1_
2 Ui
1. Far irgend eine ganze Zahl k ist
cos2kw + isin2k” =1, also
+ Ani
e- =1.
Hieraus finden wir aber, wenn a= e*,
o_ «+ 2k i
a= e = e — und also:
la= o+ 2k7ti.

Zu jeder positiven Zahl a gehdren also
unendlich viele Logarithmen, es ist von
denselben aber nur einer reell.

2. Ebenso ist fiir ganze k

cos(2k+ yar+ isin(2k+ I)n = — 1,
oder e+ 2kn " 1= — also

_a=e“(-1) = e0x (2k+ 1)''1 oder
1(—a)= a+ (2k+ D7i.
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Die unendlich vielen Logarithmen einer
negativen Zahl sind also alle komplex ima-
gin ar.

3. Weiter ist

Cosh+2k+ AjTt+ isini+2k + -|-jw = il

oder i= 6+—2kn”+éWij
also
ai = e®j U2k i T g o
I(ai) = <+ 2k:rri+ — ni und
1(—ai)= a+ 2k"i-—-
Insbesondere folgt aus i= e—2k2*+2 1flirk=0
J i 1
nochi=e?2 oder: li = -"-n:i, oder endlich:
1 11
2n i

4. Ist endlich eine komplexe Zahl a+bi gegeben,
so haben wir:
a+ bi= r(cosgp+ isin?) = r ((cos(qp;f 2kzr)
isin(y+ 2kji)) = r.e”>1—2Kk,tl.
Hierbei ist:
b b
r2= a2-f-b2 e tang <p also = arc tang <
Daraus folgt aber:
I(a+ bi)= Ir-f-i<p+ 2k;ti
= ~»~1(a2-f-b2+ 2kni-f-iarctang .— .
Die Zahl r heiRt der Modul der komplexen Zahl.
Sporer, Niedere Analysis. 9
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X111, Kapitel.
Die cyklometrischen Funktionen.

§ 83. Die Reihen fir arc sinx und arc cos X.

1 sin’x .1.3 sin'x ,1.3.5 sin’x .
+

X=sinx+ ¥ .-g-+2"e - -+ N 6 ' faladad

1. Setzen wir sinx =y, so folgt aus der Reihe
XA
y= X— 3|-+ 57- 77+ eeeund aus
x= A.y4'By2+ Cy3+ Dy4+ .*. (Umkehrung der
Reihe in § 76)

zunéchst, dal die geraden Potenzen von y verschwinden,
indem in der ersten Reihe x mit y das Vorzeichen
wechselt.

Wird fir y in der zweiten Reihe der Wert aus
der ersten Reihe eingesetzt, so erhalten wir daraus:

3!

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten der Potenzen

von x finden wir hieraus:
1= A, also: A=1
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A 3, .3C b5E

7! 5! 313! 3!
u. s. w. Es ist also:

131

5=1.3.5 |
» 5 2.4.6 7

, JL il+ h M il 1. a
X yNn2'3702.4'57M2.4.6"'7T+ """
. 1 sin3x 1.3 siubx
X=sinx+ T —g - + - -
, 1.3.5 sin’x
2.4.6 7
2.

P
Setzen wir hierin fur x denV'Mfert-x-— x, so folgt
aus der Reihe

_n 1 cos8x 1.3 cosbx
X= 2 23 2.4 5.
1.3.5 COS7X
— 2.4.6 7 oo

3. Die beiden fir x gefundenen Reihen sind stets ko

vergent flr sin7x, reap. cos2x< 1, da lim—

resp.= cos7x. Sie sind aber auch noch konvergent fir
sinx oder cosx=1,

sin7x

denn wir finden fir diesen Fall:

3 3
a= tén—und also na= g d. h. n«>1.

nnfi _ 2n—17 _

4n7—4n + |
im un 2n(2n+ 1)~ 4n7+ 2n
1 1

e
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§ 84. Die Reihen fir arctang x und arc cotx.
X = tangx —¢-tang’x+ ytang'x —y tang’x-)- ...
1. Ganz ebenso finden wir aus der Reihe f

tangx durch Umkehrung die Reihe fur arctangx. Wir
kénnen aber auch noch einen &ndern Weg einschlagen.

1 —itangx
Entwickeln wir diesen Wert nach § 75 in eine
Reihe, und dividieren wir mit 2i, so erhalten wir

X = tangx tang’x-f--g-tang“x -—~"-tang’x -f. ..
2. Setzen wir auch hier wieder fir x den Wert

— X, so folgt daraus:

x= -N cotx+-"-cot”x cot“X— . ..

3. Diese beiden fir x erhaltenen Reihen kon-
vergieren fir jeden Wert von tang* x resp. cot*x<lI.
Sie sind gerade noch konvergent fiir einen Wert= +1
(8 53), sie divergieren aber fiir Werte > 1.

X1V. Kapitel.
Die Berechnung der Zahl n.
§ 85. Berechnung von n ans der Reihe fir arcsin x.
1. Setzen wir in der Reihe fir arc.sinx fiur x z. B.
denWert~Or, so erhalten wir die Reihe

Tt 1 .1. 3. 5
(T -2 48 1280 14330
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2. Ebenso erhalten wir fur x= 4 sinx — _2VW

n 1 1 1 _ 1,1.3 1~-1
4 2702+ 24 N3 +2.4° « " oder
— ~(x-1 i_ f-iy i,i-3i
4 \2+ 2 Ui *3 +2~°T(Ty
,1.3.5 1/1 0\, o\
+2.4.6"7@2/+ """ bR

3. Auf die gleiche Art kdnnen wir noch beliebig
viele Reihen fir n ableiten.

§ 86. Berechnung von n aus der Belhe fir arc tang x.
Die Leibnizsche Reihe.

jr_ i 1L+ i i+ 1
4 3 5 7 9
1. Wirdebenso in  der Reihefiir arc tang x fir x
der Wert -jj- gesetzt, so erhdlt man die Leibnizsche

Reihe

- = 1 — o+ — Loj -1 _
4 13 5 T 9 r*
Ebenso findet man z. B. fir x=-gn-,tangx
n 1 1 1 11 1 1 .1 1,
6 V3 3°3*/3 5 *3* ‘"3 7 °3%/5
oder:

2. Alle die so erhaltenen Reihen sind aber fir die
Berechnung der Zahl 7L wenig geeignet, da sie zu
langsam konvergieren. So miifte man z. B. jedenfalls
mehr als 200 Glieder der Leibnizschen Reihe in
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Rechnung ziehen, um auch nur bis zur fiunften Deci-

malstelle genau zu erhalten. Um eine rascher konvergie-
rende Reihe zu erhalten, setzt man

T

tang (a-f.R) = tang il 1, also:
tang a -f-tang R
l—tangatangB

Diese Gleichung ist befriedigt durch tang a — +,

tang 8 — -g-und man erhdlt daraus:
_ = a+ /9=Qr+ir)- 3@* 3+ +y)~

§ 87. Weitere Formeln fir n. 1
1. Setzen wir
—Zl+ Gi\2 =1+ 2qi-qi
1 \1—qi/ 1—2qi—q?
so erhalten wir zur Bestimmung von q die Gleichung
I+ 2qi—q2=i-f-2q— q2i oder
1—i)( —29g—qd= 0, oder q= /12— 1.
Es ist also:
= ,('+B =L W od, +
U-(vV2 —1)d l-(f2 —1n
Wie wir aber sahen7 'StT= 72-i"I|, § 82: also ist auch

=i, i+ p "N oar
8 11— (jl2—1)i

1 Vergl. hierzu: Stern, Alg. Analysis.
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2. Ist ebenso i= so erhalten wir — 1

— und hieraus wie oben g —jr und hieraus

M 1V
wieder, da
= ist:
4 2i \1—qil/ li 1—qi
y =*[n ~ ~ + 7~ h'~ww+ """ oder:
X =ys(l_373+y -i_T"'r

+ ¥ ' 1F }

3. Weiter haben wir

(vergl. § 86)
4. Ebenso ist
i+i (1+~H I+qi
1 1-i / l.yi-qi
(-51

und wir erhalten q= — und hieraus
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o, 1. i L*
* 1.1 +i 4 . 51 1 1 2391
4 2i 1—i 2iV 1.+ 2i , 1.
51 1 2391
oder
n
4~ '(8 3.5 5.56 7.5’ )

13 L 4.1 1 1 i\
\2397 3 %239 5 °2395 7'239,4 "7

Die letzteren Reihen lassen sich auch direkt aus

der Reihe flr arc tang ableiten.
5. Wie wir weiter sahen (8 84), ist

1 1+
arctangv= 7.1 . —, ebenso
20 "1 —iv
arc tang u=-741 1 MU also:
21 '1—iu
1 1+ Vi 1, 1-f-ui
arc tang u-4-arctangv=_r1 7+—-1 fi
0 21 1—vi 2i 1—ui

SJ_JA+ vIVA + uid
2i \1—vi/\l —ui/
» oVt u
1 Yy
~ 21 v+a
Hieraus erhalten wir aber umgekehrt
u-f-v
arc tang u -(- arc tang v = arc tang -— — ¢

1

Setzen wir hier z. B. u = V= -i-, so ist:

—
arc {angél arc tang (1)= arctang ° il = arc tang 61

1
1_5"8
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Ebenso wird fir u= v=-4
A 0

arc fang 4l+ arc tang % arctang 2 3—

11
2'3

= arctang 1—

Hieraus folgt durch Addition

arc tang 1 -)- arc tang —-j- arc tang % = X oder

JL— L JL JLa--L J 1 1,
4 3 *2* + 5 *2» T *2°+eee
.JL_l_ 1,3 11 3.
+ 5 3 "5* 5 '65 7 *5°+
+
RN NI AT

Anmerkung. Es ist
at= 3,141592 653589 793238 462643 . . .

—; = 0,318309 886183 . . .

logn = 0,497149 872694 . . .
Né&herungsweise ist n-,
3 22 333 355 103993
1’ 7’ 106 113° 33102°

Hiervon fand Archimedes den Wertz—2 und der holl.

. 355
Landmesser Metius den Wert m ¢ Ludolf van Ceulen

(f 1610) berechnete die ersten 35 Stellen von spater
wurde n auf mehrere hundert Stellen genau bestimmt, so
von Vega auf 140, Dahse 200 und Richter in Elbing auf
500 Stellen.

Eine wichtige Errungenschaft der neuern Mathematik
ist jedoch der strenge Nachweis davon, daB n durch keine
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geometrische Konstruktion mittels Lineal und Zirkel dar-
gestellt werden kann, eine Quadratur des Kreises mit diesen
Mitteln also unmdéglich ist. Dass n kein rationaler Bruch
ist, geht z. B. aus dem Kettenbruch hervor, den Lord
Brounker gefunden hat, ndmlich aus

+ 2+ ...
Ebenso kann n keine Quadratwurzel sein, denn es
kann z. B. gezeigt werden, dafl
2—— n* ,

N1
14— . ..
ist. Ware hier n| rational, so muBte der Bruch irrational
sein, kénnte also nicht den Wert 2 haben. Weiter kdnnen
wir uns jedoch hier mit diesem nicht beschéftigen.

XV. KapiteL
Unendliche Produkte.

§ 88. Konvergenz und Divergenz derselben.

1. Wie eine Reihe aus unendlich vielen Summanden
besteht und dennoch einen endlichen Wert haben kann,
so kann auch der Wert eines Produktes von unendlich
vielen Faktoren endlich sein. Der Wert dieses Pro-
duktes selbst ist wesentlich abhdngig von der Beschaffen-
heit dieser Faktoren.

2. Sind die Faktoren von einem bestimmten ab
alle um einen angebbaren Wert a grofRer als Eins, so
ist das Produkt notwendig divergent, in dem wir dann
fir den Rest der Faktoren (1-j-c)n setzen kdnnen, der
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flir n= oo ebenfalls unendlich wird; also ist der Wert
des Produkts um so mehr unendlich.

3. Ist umgekehrt von einem bestimmten ab jeder
Faktor< 1—a, wo a eine angebbare von Null ver-
schiedene GréBe ist, so ist (1 —a)n= 0, also auch der
Wert des Produktes gleich Null.

4. Soll demnach ein Produkt von unend-
lich vielen Faktoren oder ein unendliches
Produkt einen endlichen Wort haben, so
mussen die Faktoren des Produkts sich not-
wendig der Einheit unbegrenzt ndahern. Wir
kénnen also jeden Faktor des Bruches durch 14k
ausdriicken und erhalten also fiir das unendliche Pro-
dukt selbst die Form:

P=(1+ Kky(l+ k2 (I-fk3 (I + k4. ..,
wobei notwendig lim k= 0 ist.

5. Entwickeln wir, so erhalten wir, wenn alle k
positiv sind:

(I+ k) (1l + ki)= 1 + ki+ kj+ kjk,, oder
(1+k,) (1+kj) > I+ kj+ Kj.
Ebenso
1+ k) 1+ k9 (1+ k3> 1+ k,+ k2 (1+ k3
> 1+ k, -f-k2+ k3,
(+kD+k20+ k) + kd>(1+k, + K Kk (1+ka
>1 -fk, k2+ k3+ k4

und allgemein

P>+ k,+ k2-1-k3-1-k4-)- . ..

Divergiert also die Beihe der k, k, + k2
+ kg+ ..., so divergiert also auch notwendig
das Produkt selbst.

Ein solches divergentes Produkt ist z. B.



140 Unendliche Produkte.

G. "Weiter haben wir fir eine bestimmte Anzahl
von Gliedern
C1(kr, kr_|j.. k9= kr-f-kr*i -|- kr]2H- . « ks,

C (kr, kr_pj, kr_12... ka) < (kr,-)-kr+1+ kr+2+ «<k8%*
(kr, krji... kg < (kr—=kP|i-}kr-{a .kgsu.s. w.

Konvergiert aber die obige Reihe der k, so kdnnen
wir fir r einen endlichen Wert immer so wahlen, dal
lim (kr+ kr|if-....)< 1 ist. Dann haben wir aber
fir den Rest der Faktoren des Produktes
P,=(l+knr(I+kr+l)(I+ kr+2).. <l+(k,+kr+l+ k,+2.)>
+ (kr+ kr-j_i+ kr{2+ ..)s -f-(kr+ kr_ji—kr (2+ .-)3+ ..

Letzere Reihe ist aber eine geometrische Reihe,
deren Quotient kleiner als Eins ist, d. h. dieselbe hat
stets einen endlichen Wert. Dann hat auch Pr einen
endlichen Wert und somit das Produkt selbst.

Sind also alle k positiv, so konvergiert das
Produkt, wenn dieReihe derk, kj+k*+kj-)-. ..,
konvergiert. Das gleiche gilt, wenn die k erst von
einem bestimmten endlichen ab alle positiv sind.

7. Sind alle k negativ, so kann das Produkt nu
einen Wert haben, der zwischen Eins und Null liegt.
Es ist aber dann wie oben

lim (kr+ kr+l+ kr+2+ .. )=w, w < 1.
Weiter finden wir wie oben
(1 =1 ®*™I+k2+ k, k2> 1—(k,+k2

und allgemein
(I-kD(1-k(1-kJ...>1-(k,+k2+ k3+ ..),
also auch

@ kn(  kr_pi)(I kr_f2).>1— (Rr—kP_j_i-f-kr j2-f-..)

oder > 1—w.

Der Rest der Faktoren gibt also ein Produkt,
das groRer als 1— w ist, und das Produkt hat also einen
endlichen Wert.
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Konvergiert also die Reihe der k, so
konvergiert auch das Produkt™ divergiert
dagegen die Reihe der k, so hatdasProdukt
notwendig den Wert Null.

Sind die k erst von einem bestimmten ab alle
negativ, so scheiden wir die Faktoren bis zu diesem
bestimmten aus dem Produkt aus.

Eine konvergentes Produkt ist z. B.

ERRY £\ ( U 8 24 48 80
3*/\ 5%/ \ 7>/ 9 '25'49'81 "
8. Sind die Faktoren teils positiv, teils negativ,

so ist eine besondere Untersuchung in jedem einzelnen
Falle notig.1

§ 89. Unendliches Produkt fir cosx.

1. In § 79 fanden wir fir ganze n flr cosnx
die Reihe:

cosnx = coslix —"gjcosIt—=2x .sin2x + | j cosn- 4x .sindx— ..

Sei zundchst n gerade, so kdnnen wir in dieser Reihe
fur cos2x den Wert 1—sin2x setzen und erhalten da-

durch eine Reihe
cosnx = A0+ A,sin2x+ A2sindx+ ...+ A, .sin»Xx

*Notwendige und hinreichende Bedingung fir die Konvergenz
eines Produktes ist, daB

(1+ kn) O+ bn+ 1) eee (1+ kn+ 1)
bei passender Wahl von n fir jedes beliebige r dem Werte Eins be-
liebig nahe kommen muB, also den Wert des Produkts der voran-
gehenden Faktoren nicht mehr wesentlich &ndern kann. Vergl.
Encykl. der math. Wissensch., B. 1, S. 113.
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= AO-fAly+ A>y2+ ...+ Any2,

2
wo sin2x = y ist. Nun wird aber die linke Seite dieses
Ausdrucks fir x gleich einem der Werte

n 3n 2n—1
2n’ 2n "’ 2n°’ 2n n
zu Null, es sind also die Werte
.. .n . .51 .. 2n—1
sin EF\ sm 5 sin §n’ ....am T
Wurzeln der Gleichung
n
A0+ Aiy+ ... Anj2= 0.

2
Wie wir aber unten (8 94) sehen werden, kdénnen
wir dann die letztere Gleichung in das folgende Produkt

A(j- sin2y ) (y- sin*§jj... (y- sin2® = £ ¥)

oder auch in das Produkt

zerlegen. Da cosnx fiir x= 0 den Wert 1 annimmt,
erhalten wir hieraus aber, wenn wir y= sin*x setzen:
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2. Setzen wir in der letzteren Gleichung fiir x den

X
Wert - so geht dieser Wert Uber in:

cosx= |1

Lassen wir jetzt n unendlich groB werden, so

- . - X X .
duarfen wirfar smn— denW ert - und ebenso fir

a» o, _ arr Qi

S1D 2~n n 2 n"setzen u erlialten :

co’x= (I— FARA N
d. h. ein Produkt, das fir jeden Wert von x kon-

vergent ist.

3. Ist n nicht gerade, so erhalten wir dasselbe
Produkt, wenn wir ausgehen von der Gleichung

cosnx = cosx(AO+ A ,sinsx-j- A2sin4-j- . . ).

X
In dieser wird, wenn anstatt x der W ert— gesetzt

wird, cosx==cos0= 1. Im ubrigen bleibt der Gang
der Ableitung derselbe.

§ 90. Unendliches Produkt fir sinx.

sinx=X(l—£) (I—¢r) (1- £ ©)il® ifr) ***

W ir fanden in § 79 ebenso fiir sinnx den Wert:
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Ist hier n ungerade, so erhalten wir fir sin x,
dadurch daR wir fir cos*x wieder 1 — sin2x setzen:
sinxn= A,sinx+ Aasin8x+ A3sin6x+ .. + An+isin“x,

2
oder: = sinx (A,+AjSin2x+ A3sindx + .. An-|-i sin“—1x).

Hier wird die linke Seite der Gleichung wieder

* —
Nun fur die Werte & —: , n_srzt -(-r-]----ﬁ}-)z-l--, und
wir erhalten wie oben
. . ) sin X . .
sinnx = Asinx/1------—--—-—--— \[1 -
sin'— \ sin -
1—
sh>"~ ' n
n
., sinnx
Fir x= 0 wird - = =n
sinx

X

Setzen wir auch hier fir x den Wert—n , SO er-
halten wir das obige Produkt fir sin x.

8§ 91. Unendliche Produkte fir n, ylF und j/3.

1. Setzen wir in dem Produkt fir sin x fir x den

X
Wert -g-, so erhalten wir

=i(>-1)(I+T)-{) (+T)
A1 03 3 5 5 7
—272°2'4"4"°6"6 ‘"

mh-=j Q-0 ft Ko ***(Wallissclies Produkt).

UsUtO «
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2. Setzen wir ebenso x =4— , so erhalten wir:
1 i

ST o
und hieraus:

4 .4 .8 8 .12 .12

n 1
4 \2 *3.5.7.9.11.13...

5. Gleicherweise finden wir fir x = 5 sin F: —

oder:

Az 21732) — oder:

n 3 6.6 .12 .12 .18 .18
2“2 Y5.7.11 13 .17 .19 .
4. Aus den Formeln in 1 und 2 erhalten wir noch
A 2e2eH0°10°10.. ¢
1.3 .5 .7 .9 11
5. Ebenso kdénnen wir auch aus dem Produkt fir
cos X solche unendliche Produkte aufstellen « so erhalten
wir z. B. fir x = ~_:
6
cos

oder

_ 2+2.4.8.10.14.16 ...
1 .9

2.
M .3.3 . .15 .15 ...

§ 92. Verwandlung einer unendlichen Reihe in ein
unendliches Produkt.

1. Es ist:
«ot Ui+ U2+ Ust e
_ ™ U0+ Ili po+Pi+ n2 °0+ n,+ n>+ u3
1 w Ww+U1' W+ U+ U

Sporer, Niedere Analysis. 10
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e (T+M) 1+ ) (1 +
2. Beispiel. Es ist (vergl. § 59)

1. 2"I'2.3"~ 3.4“r4.5-1-

1 4 9 16 25
“* 2 o3 8-15.24

§ 93. Verwandlung eines unendlichen Produkts in eine
unendliche Reihe.

1. "Wir haben ebenso:

*V,.VS.V,.V4...
= vO0+ v, (v,— 1)+ Wv,(v2— 1)+ Movlv2(vs— 1)+ ...

2. Beispiel. Aus 8§ 91, 2 finden wir

Hierausfolgt so z. B.

9y 8 8 8.24 1 8.24.48 1
4 9 9.25 9.2549 9.25.4981
3. Notwendig ist jedoch auch hier wie in §

dall die Operationen innerhalb des Konvergenzbereichs
sich vollziehen.
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Y. Abschnitt.

Gleichungen.
XVI1. Kapitel

Allgemeine Eigenschaften der algebraischen
Gleichungen mit einer Unbekannten.

§ 94. Die ganze algebraische Funktion als Gleichung.

1. Ist irgend eine ganze algebraische Funktion

y= f(x)= aOx" + a, x"-i+ a,x"-2+ ... + a,
gegeben und setzen wir dieselbe gleich Null, so stellt
dieselbe eine Gleichung des nten Grades dar:

a°xn-fa, x«-1+ a2x”- 2-f ... + an=0.

2. In einer solchen Gleichung dirfen wir a0 stets
gleich Eins setzen; denn waére a0 nicht gleich Eins, so
hétten wir nur die Gleichungen mit a0 dnrchzudividieren,
um dies zu erhalten.

3. Jede GroRe x, die, fir x in die Gleichung einge-
setzt, dieselbe befriedigt, heilt eine Wurzel der Gleichung.

4. Multiplizieren wir die Binome (x—X,), (x—x2)..
(x—xn) miteinander und bezeichnen wir die Summe
der pten Kombinationen der Werte x,, x2..xn durch
ap, so erhalten wir als Wert des Produktes
(X—X,)(Xx—x2)..(x —xn)= xn—alxn-i+ aXxb-2—,.+ a,.

Setzen wir in dieser Gleichung irgend einen Wert
Xj, x2 . . . oder xn fir x, so verschwindet die linke

Seite der Gleichung und also auch die rechte Seite der-
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selben. Die Werte x,, xa, x3.. xDsind also die Wurzeln
der Gleichung

nn— a, xn—1-)-aaxn—2— ... + aa= 0.
5. Ist umgekehrt x, eine Wurzel einer beliebigen
Gleichung xn-f-alxn- 1-j-aaxn—2+... = 0, so ist X —X,
stets ein Faktor der linken Seite dieser Gleichung.

Ziehen wir n&mlich von der urspringlichen Glei-
chung den Wert

xIn+ alx1“-l1-j-a2x,n-2+ ...=0
ab, so erhalten wir die neue Gleichung
(xn—x,n)-j-a, (xn~1—x,1- D+ a,(xn_2—x,n—)+ .. = 0.

In dieser Gleichung ist aber x—x, in jedem ein-
zelnen Gliede enthalten.

6. Ist irgend eine Wurzel x, bekannt, so kann die
Gleichung des nten Grades durch Division mit x —Xx,
auf eine des (n—1I)ten Grades reduziert werden.

7. Die Aufgabe, eine algebraische Gleichung zu
l6sen, ist also die, solche Faktoren x—x,, x—xa . . .
zu finden, welche ohne Best in der linken Seite der-
selben enthalten sind.

§ 95. Die Gleichung durch Potenzen von (x—a) aus-
gedrickt.

1. Soll irgend eine ganze Funktion des nten Grade

etwa die Funktion x1— 2xs+ 3xi—4x + 5 durch einen

Faktor (x—«), hier etwa (x—3) dividiert werden, so
erhélt man durch Ausfihrung der Division das folgende

Besultat (vergl. hierzu Sammlung Goschen, Algebra, § 10).
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X4—2x3-|-3xii—4x-f-5 Xx—3
x4-3 x 3 x3+ *s+ 6x+ 14
+ x3+ 3x8
+ x3-3x8
e+ 6x8- 4x
+ 6x8-18x
+ 14x+ 5
+ 14x-42
+ 47"

Dieses Verfahren kann bedeutend vereinfacht werden
wie folgt:
X4—2Xxs+ 3xs—4Xx + 5:x—3,
J_ +3 +3 +18 +42
1 +1 +6 +14 + 47

W ir schreiben zuerst —, alsdann multiplizieren wir

den Nenner 1 mit + 3 und erhalten den Zahler 3 des

zweiten Bruchs. Dieser zu dem dariiber geschriebenen
Koeffizienten addiert gibt den Nenner des zweiten

Bruchs, der wieder 1 ist. Dieser wieder mit 3 multi-
pliziert liefert den Zahler des dritten Bruches, der um
den Uber ihm stehenden Koeffizienten + 3 vergrofert
den Nenner des Bruches gibt u. s. w.

Die Nenner der Briiche sind dann die Koeffizienten
des Quotienten, der letzte der Rest, den die Division
ergibt. Es ist hierbei nichts anderes geschehen, als in
obiger Ableitung alles Entbehrliche weggelassen worden.

W ir haben daraus erhalten :

Y= X4—2x3+ 3Xx8—4x+5=(x—3) (X3 x 2 6x+14)+47.

2. Den Ausdruck x3+ x8+6x+14 konnen
wieder durch x—3 dividieren und erhalten dann fir
die Funktion y einen Ausdruck

y —(x2+ax + b)(x —3)8+ R2(x— 3)+47.

wil
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Hierauf folgt ebenso wieder:
y=(x+ a,)(x—3)3+ R, (xm-3)2-fB 2(x—3)+R, (R,=47)
und endlich:
y=(x-3)4+ B 4(x-3)3+R 3(x-3)s+E 2(x-3)+ 1II_
3. Wenden wir das obige Verfahren auf diese C
visionen an, so erhalten wir das Schema:
y= X4— 2x3+ 3x2—4x+ 5, X — 3,

3 3 18 42
1 6 14 47 R‘= 4T
s e RE
21
? 39 "
130 B.= 10
R5= 1

Es ist also:
y= (X —3)4+ 10(x- -3)3+ 39 (x—3)2+ 68 (x- 3)+ 47.

§ 96. Die Gleichung als stetige Funktion.

Setzen wir in der Gleichung y—a0x’+ alxll 1
+a2x"~2+ ...+ a, anstatt x einen Wert x+d, wobei d
sehr klein ist, so wird auch der Wert von y sich nur

um eine kleine GroRe Ay verandern. Lassen wir
namentlich x stetig wachsen bis zum Werte x-f-d, so

wird auch y stetig wachsen bis zum Werte y-(-Ay.
Dieses Wachstum wird also nie sprungweise stattfinden,
sondern es wird ein allméhliches sein. Stellen wir die
Funktion aber auf die in 8 46 angegebene Art durch
eine Kurve dar, so wird zu jedem Wert von x nur
ein Wert von y gehdren und die Funktion selbst
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wird durch einen fortlaufenden Kurvenzug zum
Ausdruck kommen. Nimmt nun die Punktion fur die
Argumente x, und x2verschiedene Vorzeichen an, so kann

dies nur dadurch mdglich werden, dafl der Kurven-
zug zwischen den Strecken x, und x2 die

xAxe schneidet. Diesem Schnittpunkt entspricht
aber ein Argument x0, das die Punktion zu Null macht,
also eine Wurzel der Gleichung y=0 istt Nimmt
also fur zwei Werte xt und x2 die Punktion
verschiedene Vorzeichen an, so hat die gleich
Null gesetzte Punktion eine Wurzel x0, die
zwischen x, und x2 liegt.

So wird z.B. die Punktion x3+ 2x2+ 5x—8 fiir
x,=0 gleich — 8 und fir x2=2 gleich 18, also liegt
eine Wurzel der Gleichung x3+ 2 x 2j-5x—8 =0 zwischen
0 und 2. Es ist dies die Wurzel x= 1.

§ 97. Funktionswerte mit positivem Vorzeichen.

1. Ist unter allen Koeffizienten der groRte absolt
genommen gleich p, so ist:

(p+ Dn>p ((p+ DHn 1+ (P+ )n~-2+ bl), d h-=
>(p+ Dn_I.

Hieraus folgt aber, daB, selbst wenn alle Ubrigen
Koeffizienten negativ und gleich p waren, fir x = (p+1)
der Wert der Punktion

_IP+ Du+ a, P+ N®-1+ a2(P+ )“- 2+
positiv wird, x kann also in jeder Gleichung so grof
gewéahlt werden, daB die Gleichung als Funktion an-
gesehen einen positiven Wert der letzteren ergibt.
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Wird x noch groRer als (p+ 1) gewahlt, so ist
der Wert der Funktion um so mehr positiv. Es kann
also keine positive Wurzel einer algebra-
ischen Gleichung groBer als der groBte um
Eins vermehrte Koeffizient derselben, dieser
absolut genommen, sein.

2. Hat man ferner auf irgend welche Art die
Gleichung auf die Form

(X—"“)n+ Rn (x+ a)n~1+ Rn_, (x—a)n—2+ eee

+ M2 (x—a)+ R, =0
gebracht und sind samtliche Werte R positive GroRRen;
so wird fir x= a oder x>a der Wert der Funktion
ebenfalls positiv, und wir finden, dal a gleichfalls
eine obere Grenze fir die positiven Wurzeln
der Gleichung ist.

3. Ist inshbesondere die Funktion von geradem Grade,
so wird auch fiir ein negatives x= (p+1) oderx> p+1
der Funktionswert positiv, und es ist also fir Glei-
chungen von geradem Grade der gréfRte, ab-
solut genommene, um Eins vermehrte Koef-
fizient derselben auch eine untere Grenze
far die Wurzeln der Gleichung.

§ 98. Funktionswerte mit negativem Vorzeichen.

1. Ist eine Gleichung von ungerader Ordnung, s
kénnen wir das eine Mal x= + (p+ 1), das andere Mal
x= — (p+ 1) setzen und erhalten das erste Mal einen

positiven, das zweite Mal einen negativen Wert der
Funktion. Jede Gleichung von ungerader Ord-
nung hat also mindestens eine reelle Wurzel
zwischen —(p+ 1) und +(p + 1).
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2. Ist ebenso eine Gleichung von gerader Ordnun

mit negativem Absolutglied gegeben, so erhalten wir fir
x= 0 einen negativen und fir x= + (p+ |) positive
Werte der Funktion. Jede Gleichung von ge-
radem Grade mit negativem Absolutglied
hat also wenigstens zwei reelle Wurzeln,
von denen die eine zwischen —(p+ 1) und 0,
die andere zwischen 0 und +(p + 1) liegt.

§ 99. Komplexe Wurzeln einer Gleichung.

1. Ist irgend eine Gleichung in x von ungerader
Ordnung gegeben und dividieren wir diese Gleichung

durch x—a, wo a die in 8 97, 1 erwahnte Wurzel
ist, so ergibt sich (8 94) eine Gleichung vom Grade

(n—1), also von gerader Ordnung. Hat eine Gleichung
von gerader Ordnung ferner ein negatives Absolutglied,
so folgt aus § 98, 2 ebenso, daf durch Division aus
derselben eine Gleichung vom Grade n—2 gebildet
werden kann. In beiden Féllen werden wir also den
Grad der Gleichung verkleinern kdnnen, bis wir auf
eine Gleichung gerader Ordnung mit positivem Ab-
solutglied kommen.

2. Ist eine solche Gleichung gegeben, so muB keine
Wurzel dieser Gleichung reell sein, es konnen vielmehr
einzelne oder alle Wurzeln dieser Gleichung imaginar
sein. Durch Einfihrung von x= a+ Ri geht dann die
Gleichung in die Form A+ Bi= 0 Uber. Setzen wir
hier A= 0 und B= 0, so kann gezeigt werden, daf
diese Gleichungen immer durch reelle Werte a und B
befriedigt werden konnen. Es gibt aber keinen ein-
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fachen Beweis hierfir, und wir missen deshalb uns
begniigen, darauf hinzuweisen.,

3. Die Richtigkeit dieses Satzes vorausgesetzt,
kénnen wir aber behaupten, dal jede Gleichung
des nten Grades auch n Wurzeln haben muRB.
Ist a namlich eine Wurzel der Gleichung, und eine
solche muB, wie wir sahen, jede Gleichung haben, so
kénnen wir durch Division mit x—a die Gleichung
auf eine vom Grade (n— 1) zurickfihren. Aus dieser
folgt eine vom Grade n— 2, hieraus eine solche vom
Grade n—3 u. s. f.; d.h. wir finden, daR die Anzahl
der Wurzeln gleich n ist. Die Anzahl dieser Wurzeln
kann aber auch nicht grosser als n sein. Ist sie grosser
als n, so missen alle Koeffizienten gleich Null sein.

4. Entwickeln wir nach dem binomischen Satz
(a+ /?i), so erhalten wir die Gleichungen
(a+ /?)P= A+ Bi und
(a—Ri)P= A —Bi.

Wenden wir dies auf alle Glieder einer Gleichung
an, so haben wir fur das Einsetzen von x = a-(-/?i und
Xx= a—Ri die Eunktionswerte

P+ Qi und P—AQi.

Ist aber a-j-Bi eine Wurzel der Gleichung, so muf
sowohl der reelle als auch der imagindare Teil von
P+ Qi gleich Null sein, d. b., es istP = 0 und Q= 0.
Dann ist aber auch P — Qi= 0, und es ist somit auch
a—Ri eine Wurzel.

1 Vgl. hiertiber z. B. Lipschitz, Grundlagen der Analysis,
S. 248—283.
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Alle komplexen Wurzeln einer Gleichung
treten also paarweise unter der Form «+ /?i und a— Bi
auf. Ein solches Wurzelpaar heisst konjugiert.

XVIl. Kapitel.
Eigenschaften der Koeffizienten einer Gleichung.

§ 100. Die Koeffizienten als Kombinationen der Wurzeln.
1. Sind «,, 02 a3, ... an die Wurzeln einer Glei-
chung, so erhalten wir die Gleichung als Produkt der
Binome (x—«,), (x—a2) ... (x—an) oder:
xn— C 1(B) xu—+ C*(u).xn—2— 03(a)x"-3+ ... =0,
wo C1(a), C2(a), G3(a)... die Kombinationen der ersten,
zweiten, dritten u. s. w. Klasse der Wurzeln sind.
2. Ist also
Xn+ a, xn-1+ a2xn~2+ ... + a“= 0
die gegebene Gleichung, so gelten die folgenden Be-
ziehungen:
C'(«)= —a,, C2(0)= + aa,
C3(*)= —as> C4(a)= + a4
C5(<H= — a6, Cs(0)= + a6 u. s. w.
3. So ist z. B. fir die Gleichung des zweiten Grades
X2+ i, x+ a2= 0,
<+ 0,= —a,, a,a2= aa.
Ebenso ist fur die Gleichung dritten Grades
X*+alx,+ a2x+ a,= 0,
“o+ “j+ “3= —an
a, g+ a, c3+ alRk3= ai,
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4. Insbesondere haben wir: Das Absolutglied
ist gleich dem positiven Produkt der Wur-
zeln fir Gleichungen von gerader Ordnung
und gleich diesem negativen Produkt fir
Gleichungen wungerader Ordnung. Weiter
ist der Koeffizient des zweiten Gliedes der
Gleichung gleich der negativen Summe der
Wurz ein.

§ 101. Summen von Potenzen der Wurzeln.

1. Bezeichnen wir die gleichen Potenzen der

Wurzeln mit S,, S2. .., also ist z. B.
S1= al+ a2+ 03+ ...an,
Sj= “ia+ “22+ “3i+ ... an“
S3= «18+ «s8+ a33+ .. .an3 u. s. w., SO ist
S,= —a, oder S,-j-ai=0.

Weiter finden wir unmittelbar:
ai2=(°i+02+“3+"aai)=“li+ “j!+ - “ni+2(ala2+ ala3+..)
oder

a,!'= Sa+ 2a2 oder
Sa—all+ 2aa= 0, d. h.
Sa+ a, S, + 2a2= 0.
Ganz ebenso finden wir weiter:
5,+ a, S2+ a2S,+ 3a3= 0,
S4+ a,S3+ a2S2+ a3S1+ 4a4= 0,
Ss+ a,54+ a2Ss+ a3S2+ a6Si+ 5a6=0 u. s. w.

2. Umgekehrt erhalten wir aus diesen Gleichungen
wieder, wenn wir fur S,, S2, Ss die Werte, die wir
nacheinander in den Koeffizienten finden, einsetzen:
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S,= o+ a2+ a3+ ...+ an= —a,,

Sa= a, *-(-aa,+ a3!'+ ...+ ani= a,’—2 aa

S3= a,3+ aa8+ a3s+ eeeBn>= —aiS+ 3a,aa{3a3
S,= a,4+ aad-f-a+ ... and—a,s—4a,*aat-4a,as+2aa’
—4a, u. s. w.

3. Umgekehrt erhalten wir aus den letzteren Glei-
chungen wieder:

a,= —sS,

a2 = -"NS4- s>

as= g-(S1*+2Sa*—3S,Sa) u. s. w.

4. Diese, die Newtonschen Formeln genannten
Beziehungen lassen sich mit Benilitzung von Deter-
minanten auch wie folgt schreiben:

1 d aae s, 1
S.= 4+ 2a* und aa= 2' Ssa S,
a 1 S 10
S.:' 2a2 a, 1 a,,=—3! S, S, 2
3az a2 a, s3sasg
a, 1 00 S 130
2a,a 1 o S s, 20
S4= * 3a3a a 1 ¥t 4 S35 S33
4a, a3 a, a, S4 S3 Sa S
u. s. W.

§ 102. Weitere symmetrische Formeln zwischen den
Wurzeln.

1. Aus 8o1= 0o,™+ a,m+ ...+ anm und
Sp= aP+ aaP+ ...+ anp
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folgt durch Multiplikation unmittelbar:
Sm.Sp— Sm[p= 2 a,ma2pr.
Ganz ebenso findet man
Sm. s, - Sq- Sg. Sm]-p- 8p. . Smpg- sn . SPH.a
+ 2 Smapi-q= "almaPa3d u. s. f.
2. Es ist weiter, wie wir saben:
—a, = 2a,,
+ a,= 2a, a2 somit
a,2= 2a,2+ 22a, a2,
a3 " aia2a3j
—a,a2= 2a,2a2+ 32a, a2a3,
—a,3= 2a,3+ 32a,2.a2+ 62a,a,a? n. s. w.
Ans diesen Beziehungen erhalten wir jedoch durch
Auflésung nach den symmetrischen Summen der Wurzeln
aufBer den Formeln 8,, S2, S3...noch:
'2a,” ,= —a,a2+ 3a3,
2a r,=a,'la,-2al!l-a las+ 4a(,
2a sa22= a22— 2a, a3+ 2a4,
Hs  adas 4a,,
2 a 4«2= —ail3a2+ 3a,a22+ a,2a3—5a2a3— a, a4+ 5a,
2a 3a22= —a,a22+ 2a,2a3+ a2a3—>5a, a,+ 5aFf
2a

aia3ld ai a3 2 a2a3"' aia4 **as >
2 a 2a22a3= —a2a3+ 3a,a,—5a,,
2a 2“2a3“4= —aiad+ 5a6 u. s. w.l

§ 103. Symmetrische Funktionen der Wurzeldifferenzen.
1. Es ist

1 Eine Tabelle solcher Relationen findet sich z. B. im Meyer-
Hirsch, Aufgabensammlung I. Teil, und in Salmon-Fiedier, Algebra
der linearen Transformation, S. 445.
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Setzen wir hierin fiir a nacheinander die Werte
a,, «2 a3. . und addieren, so folgt daraus aber:

— 0)m= SOxm— (") . S, xm-l1+/"" j S2Xx™-«— ...

Und wenn in diesen Formeln wieder fiur x die
Werte a,, a2 a3 gesetzt werden, durch Addition fur
gerade m, da (ap—agm= (agq— «p)m ist:

2 2(@l-a2m= S0Sm— (1)®i Sm_i jSSSM_2— eee>

oder da die Binomialkoeffizienten paarweise gleich und
damit die Glieder dieser Summe rechts ebenfalls paar-
weise gleich werden:

2(0j _ «)m= SO0Sm- 8,8n_i+ (”)S2Sra_2-
So ist z. B.:
AEI—"j)*=  §,—4S,S3+ 3542
2(s, _ »2"= S086— 6S, S5+ 15S2S4— 10 S3S etc.
2. Ist m dagegen ungerade, so erhalten wir

beiden Seiten den Wert Null, da die Glieder sieb paar-
weise aufheben.

au
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XVIIl. Kapitel.
Auflésung der Gleichungen héhern Grades.

§ 104. Umformungen von Gleichungen.

1. Wird anstatt x in einer Gleichung y+ h ge-
setzt, so geht dieselbe in die folgende uber;

(y+ h)”+al(y+ h)«-i+ a2(y+ h)n-2+ ... =0, oder:

yn+ (nh+al)yn-i+ ((“)h»+ (~).h a 1+ ad-
yn-2+ ... =0.

Setzen wir in dieser letzteren Gleichung h = —,

so wird der Koeffizient der zweith6chsten Potenz von
y gleich Null, und unsere Gleichung nimmt also die
Form
yn+ b2yn-2+b3yn-3+ ... +bn=0

an. Gleicherweise kann durch passende Wahl eines
Wertes fur h irgend ein anderer Koeffizient zum Ver-
schwinden gebracht werden. Die so erhaltene Gleichung
ist deshalb wichtig, weil von dieser Form ausgehend
die Losungen fir die Gleichungen des dritten und
vierten Grades sich am einfachsten ergeben.

2. Ersetzen wir ebenso x durch py, so erhalten
wir eine Gleichung, deren Wurzeln pmal kleiner sind
als die der urspriinglichen; namlich

pnya+ a, pi-iyn-i-f.a2pn-2yn-2 | ... =0 oder
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LY
3. Ganz ebenso finden wir fir x= — eine Glei-
P

chung, deren "Wurzeln p mal gréBer sind als die der
gegebenen:
yn+ %p.y”- 1+ a,.ps.yn—_| a3p8.yn~3+ ... =0.
4. Beispiel. Soll etwa in der Gleichung
X4+ 8x+3x8+8x + 12=0
der Koeffizient des zweiten Gliedes zu Null gemacht
werden, so haben wir fir x den Wert y—2 zu setzen
und erhalten die neue Gleichung
y*—21y*+G0y—40= 0.
Die Wurzeln dieser Gleichung sind um 2 grofer
als die der alten.

§ 105. Auflosung der Gleichung vierten Grades." Die
Methode von Enler.

1, Die Auflésung der Gleichungen des vierten
Grades kann auf die verschiedenste Weise dadurch er-
halten werden, daB wir eine bestimmte Gleichung des
dritten Grades ableiten, die von der ersteren abhéngig
ist, und deren Wurzeln mit denen der gegebenen
Gleichung in gewissen Beziehungen stehen.  Auf

1 Die Auflésung der Gleichungen des dritten Grades ist bereits
in Sammlung Goschen Nr. 47, Algebra, behandelt und wir missen
auf dieses Bandchen verweisen. Desgleichen findet sich dort auch
die Auflésung der reinen Gleichungen hohern Grades xn = 1 durch
die Moivresche Formel. Wir haben es deshalb auch unterlassen, auf
die letztere Formel weiter, als wir muRten, bei der Theorie der
Keihen einzugehen, und missen also auch betreffs dieser auf das
Béandchen Algebra der Sammlung verweisen.

Sporer, Niedere Analysis. n
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diesem Verfahren beruhen auch die Auflésungen von
Ampere und Euler. Beide gehen von der Gleichung
X‘+ax2-|-bx-j-c:=0 aus, in der also das Glied mit
xs fehlt.

2. Methode von Euler. Es seien x,, X2 X3
die Wurzeln der Gleichung.

W ir haben dann allemal die Relation

X+ X2+ xé+ x4= 0-
Setzen wir jetzt

X,+ x2= a= —2/yl
Xi+ x3= J=—=—
x1+ x4= y= — 2jly3]

so erhalten wir:

«2+ B*+ y2= («+ B+ )*—2(al+ a7+ By)
= (3x,+ xat+ x3+ XJ* — 2 (xi+ xa)(x,+ xa)
_ 2K+ x X+ x4 — 2 (x, + xs) (x4+ x4)

= (2x1+ x 1+ x s+ x 3+ x 4)2— 2(x 12+ x,x3+ x 1x3+ x 1x4)

— 2(x1x2+ x1x3+ x1x4+ x2x3+ x2x4+ x3x4)—4X,2.
Nun ist aber nach § 100

XIX2+ XIX3 + Xl X4+ X2X3+ X2X4+ X3X*= a’
und da
X R X34~ 0
(2 x1+ x1+ x 2+ x3+ x4)2= 4x12
X,2+ X, x2+ X X3+ Xx,x4= X, (X, + x2+ x3+ x4) = 0, also
a2+ [+ /| = — 2a.
Weiter ist:
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“RBV= (Xi+ x2(x,+ x8)xi+ X
= X12(X1+ Xa+ X3+ XJ + X1X2X3+ X1X2X1

¢+ XI X3X4+ X2X8X*

oder da
X1X2X3+ X1X3X4+ X1IX2X4+ X2X3X4= — b
aBy= —b
Ebenso ist

“RS= X'+ x1x3+ xix2+ Xxs
= X (xt+ X+ X3+ X ]+ x2X3— X1Xx4

= X2X3_ X1 X4> U lld
azR*+ aV + RB*y2= (XsX3—X, x4)2-f (x2 x4 — X, X3)2

-|-(x3x4— Xj x2)2 oder nach einigen Umformungen
(X1X2+ X1x3+ x1X4+ X2X3+ X2x4+ X3x4)2— 4 X1X2X3*+!

oder da
XjX2x3x4= cist,
cteh2+ azy2+ Rly2= a2—4c,

k2s22und 72 sind aber die Wurzeln der Gleichung
z3- (a s+ N+ y2)z2+ (a2”2+ a2y2+ Rejl2)z -, 2/32/ = 0,
oder der Gleichung

z3+ 2az2+(a‘—4c)z—b2= 0,
oder a, B, y selbst sind die Wurzeln der Gleichung

u'+2au*+(a2—4c)u2—hb2= 0.

Um an Stelle der Werte a, B, y die Werte 2 /yi;

2/yjn 2 Yy7 zu erhalten, haben wir nur noch z=4y zu
setzen und erhalten nach Division mit 64 die Resolvente:

y3t NayXi-(a2-4c)y-¢b2=0.

3. Die Wurzeln der gegebenen Gleichung sind dan
gegeben durch die obigen Gleichungen (l.), und es wird
Xi= — \jl1 — Vyi
x2= —Illy*+}/yL+Vy,

fur positive b
x3= + Yy, - Yy*+ Vys
x4=+ Vyi+ jly,~ Vy\
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und
X, = + Y7i+ Wh+ Y73
2=+ N — fir negative b.
X3= —Vy + W* —Vy?
x4= —I'y, —Vy, + Vys
Die Vorzeichen von J/y,, }y2, | yr smd dadurch be-
stimmt, daf }~ elly3=g -“3)- — g ~b se'n muR.
4. Beispiel, x4—25x2-}-60x—36=0.
A 25 , , 769 225

Die Resolvente wird y4---——--- y + yr-y— "4 =U-

Die Wurzeln dieser letztem Gleichung sind aber
9 25 ) 3 5 .
~f, 4, -J-, also ist yy7= -g» WT= 2, W3= y und die

Wurzeln der urspriinglichen Gleichung sind demnach
1, 2, 3 und — 6.

g 106. Fortsetzung. Methode von Ampeére.

1. Die Auflésung von Ampeére ist der von EU
nahe verwandt.
Es sei
z
= 2 ~ 2 a'

Setzen wir diese Werte in die Gleichung ein, so
erhalten wir

+ + a(~"+ a + b"2"+ a]l+ c= 0 oder:
z2

16 z2-(-2a3z a4+ a.y + aaz + aa*

-+b"g- ba-f-c—0.
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Ebenso ist fir x2=-" a

z4 zs.a 3az2z2 *

16 4 1 0 2a3z+a4+ a— —aaz-faa2

+ by —ba+c=0.

Durch Subtraktion der letzten Gleichung von der
vorletzten und Division mit 2a folgt aber:
z3
y + 2a2z-faz-f-b = 0, also:

a2= -y -y (a+y), oder

xJ=T Z+ T )/-zi-2(a+")-

2. Hierbei ist weiter x1-(-x2= z, also wenn z=2f/i"
z2
so ist yl==y . Setzen wir diesen Wert in die Eulersche

Resolvente ein, so erhalten wir zur Bestimmung von z
die Gleichung

264 -2 az4-j-(a*—4c)z*—b’=0.
3. Die tbrigen Wurzeln der Gleichung sind dann:

7} = -h £

by -*+ v}
4. Beispiel,

x4—9=0 gibt
26-|-36z2= 0,
somit z2= 0 oder z4= —36, z= ~—36,

Der Ausdruck in der Klammer ist aber, wie durch
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Quadrieren sich sofort ergibt, }+2, und wir erhalten
also:
*1= —fs, x2= —i x3= + j[3, X4= —if3.

§ 107. Fortsetzung. Methode des Cartesius.

1. Auch diese Methode ist den obigen nahestehend.
Gehenwirwiedervonden Gleichungenx4-|-ax2 bx-|-c—0
aus und setzen

X‘4-ax’-l-bx+ c=(xsd-xy + t)(X,-xy +2z),
so erhalten wir durch Gleichsetzung der Koeffizienten
a= t-|-z—y2 oder t-f-z= a-)-y2

b=y(z —t), z_t=y,
c= tz, tz = ¢ und hieraus;

2. = at y2+ vy,
2t= a-|-y2--—- —, also:

G+r'+y)(.+r,-f)=4.
oder wieder wie oben:
y6-f-2ay4+ (a2-4c)y2_b 2= 0.

Aus dem Werte fur y finden wir weiter die Werte
fur t und z,und wir haben dann nur noch x aus den
beiden quadratischen Gleichungen

X2+ xy+t=o0
X2—xy+ z=0
zu bestimmen.

2. Beispiel, x4—7x2—12x-)-18=0.

y6— 14y4—23y2—144=0, y=4.

12
2z— 7 16—-j-, z= 3,
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12
2t= — 7+ 16+ t= 6,

X2+ 4x+6 = 0, x, und x2= 2+ V—2,

x2—4x + 3= 0, x3und x4= 2+ 1, also =3 und = 1.
Anmerkung. Aufer den angefiihrten drei Methoden,

die reduzierte Gleichung des vierten Grades aufzuldsen,

gibt es noch eine ziemlich groRe Zahl anderer solcher

Methoden. Wir missen aber uns begnigen, dies erwahnt

zu haben.

§ 108. Auflésung zweier quadratischer Gleichungen
mit zwei Unbekannten.1
1. Seien
ax2+ (by+ c)x+(dy2+ y+fl)= 0,
a,x2+ (bly+cl)x +(d, y2+ e, y+ f)=0
zwei Gleichungen des zweiten Grades und denken wir
uns dieselben abgekiirzt geschrieben
Ax2+ Bx+ C=0 Alx2+ B,x+ C1=0,
so erhalten wir daraus die vier Gleichungen:

AXx3+ Bx2+ Cx =0,
AXx2+ Bx+ C= 0,
A,x3+ Blx2+ C,x =0,

Alx2+B,x+Cl= 0.
Sehen wir in diesen x3 x2 und x als Unbekannte
an, so ist die Bedingung fir das gleichzeitige Bestehen
dieser Gleichungen (vergl. § 31)

A BO 0
0 AB C

A= A B, C 0 0,
0 A B Gi

1 Vergl. hierzu z. 1) Salmon-F'iedler, Algebra d. lin Traneiorm
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womit zugleich die Elimination von x aus obigen Glei-
chungen vollzogen ist.
2. Beispiel.

X2—2xy + 3x-)-2=0,
2Xy —y2+ x—y—2=0
gibt:
1 —2y+3 2 0
0 1 —2y+ 3 2 B
J 0 2y + | — (y2+ y+ 2) 0 =0
0 0 2y+ i - -(y2+y+2)
oder:

3y‘—2y3—12y2—23y—12= 0.

§109. Aufsuchen von ganzzahligen Wurzeln algebraischer
Gleichungen.
1. Sind die Koeffizienten einer Gleichung laute

ganze Zahlen, so kann die Gleichung keine Wurzel
haben, die ein rationaler Bruch ist. Hierbei ist aber

der Koeffizient von xIL gleich Eins vorausgesetzt.

Hatte nadmlich eine Wurzel die Form e SO ware

Durch Multiplikation mit sn-> wirde sich hieraus
aber die Summe
rn
— + a,.s.rn—1 aa.s2.r“—=2-f-... =0
ergeben, und es wére also ein Bruch und eine ganze
Zahl zusammen gleich Null, was unmaéglich ist.
2. Hieraus ergibt sich aber: Hat eine alge
braische Gleichung eine ganzzahlige Wur-
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zol, so mufR dieselbe notwendig ein Faktor
des Absolutgliedes sein.

3. Wie wir sahen, kdénnen wir fir irgend einen
Wert « jede Gleichung in die Form
(x—a)n+ Rn(x—a)n—1+ Rn-1 (x—a)n—2+ .+ Ri= 0
bringen (8§ 95). Um den Wert von R, zu erhalten,
haben wir also nur in der Gleichung fir x den Wert
a zu setzen und werden alsdann als Funktionswert
der Gleichung

R,= an-f-a, an4-f- .. . -f-an

erhalten.

Ziehen wir diesen Wert von einem zweiten solchen
Wert R/ ab, fir den wir erhalten

R, = A+ a, J*- 1+ as + ...+ an,

so folgt aber, daB R,—R," stets durch «—R teilbar ist,
indem jedes Glied der Funktion

(«<n_ pn) ai(an-1_ ¢jn-1)-f ~ (,n-2

durch diese Differenz teilbar ist. Fir irgend zwei
ganzzahlige Werte a und B ist also stets

Ist insbesondere R eine Wurzel der Glei-
chung und ist also R,<= 0, so ist notwendig
auchR, durch a—R oder auch B—a ohneRest
teilbar.

4. Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, wollen
wir zur Bestimmung der ganzzahligen Wurzeln einer
Gleichung gehen und hierfir das Beispiel

X1— 14x3+ 71xa— 154x+ 120= 0
waéhlen. Nach Absatz 2 kann nur eine der Zahlen
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+ 1, +2, +3, +4, +5, +6, +8, +10, +12, +15,
+ 20, +.30, +40, +60, +120
eine Wurzel der Gleichung sein. Setzen wir in der Glei-
chung fiir x= 1, so ergibt sich uns der Wert R, = + 24,
Soll eine der obigen Zahlen also Wurzel der
Gleichung sein, so muB nach Absatz 3 die um Eins
verminderte Zahl ohne Rest in 24 enthalten sein.
Hieraus folgt aber, daB unter den obigen Zahlen
—4, +6, +8, +10, +12, +15, +20, +30, +40,
+ 60, +120
keine Wurzeln der gegebenen Gleichung sein kdnnen.
Ganzzahlige Wurzeln kénnen als hdchsten einzelne
der Zahlen — 1, +2, +3, +4 oder +5 sein; wobei
aber die eine oder andere (+4) noch als Doppelwurzel
in Frage kommen konnte. Zur weitern Aufsuchung
dient das in 8 95 gegebene Verfahren. Wir haben:
—14x3+ 71xa—154x+ 120=0
1— 1+ 15— 86+ 240

x= —1
1—15+ 86— 240+360 B - 360

K= 4 2 1+ 2—24+ 94—120
1—12+ 47— 60+ 0O » Xl—2
1+ 2—20+ 54

X= 4+ 2 = .

1—10+ 27— 6
1— 2+ 28— 150

1—14+ 75—210 R= —210
1+ 3—27+ 60
1— 9+ 20+ oR=0 x=3
1+ 4+ 20
1 6+ gR=0 =4
1+ 5

R =0, x4= 4.

1+ 0
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Haben wir hierbei einmal die Wurzel x, = 2 ge-
funden, so beniitzen wir zur weitern Entwicklung nicht
mehr die urspriingliche Gleichung, sondern die Glei-
chung x3—12x2-]-47 x—60= 0, deren Koeffizienten
die vierte Reihe des Schemas bilden. Hierauf unter-
suchen wir zuerst, ob nicht die Wurzel + 2 nochmals
eine solche ist.

Haben wir die 2te Wurzel xa= 3 gefunden, so
brauchen wir — 3 nicht mehr in Betracht zu ziehen,
da das Absolutglied den Faktor 9 nicht enthalt.

Nachdem die 2te Wurzel x2= 3 gefunden, hatten
wir, anstatt zur weitern Rechnung x3—9x-J-20= 0 zu
benitzen, auch letztere Gleichung direkt auflésen kénnen.

Die Gleichung hat also die Wurzeln 2, 3, 4, 5.

5. Manchmal ist es von Vorteil, wenn wir
fur x= — 1 den zugehoérigen Wert von R zur Aus-
scheidung ganzzahliger Faktoren des Absolutgliedes
hinzunehmen. In obigem Beispiel hatte dies keiner
Nutzen gebracht, da der Rest 360 uns nicht gestattet,
weitere Faktoren von der Untersuchung auszuscheiden.

Ist der erste Koeffizient nicht gleich Eins, so kann
die Gleichung in eine andere transformiert werden, in
der dies der Fall ist. Will man das nicht, dann er-
leidet das Schema entsprechende Anderungen.

§ 110. Mehrfache Wurzeln einer Gleichung.

1. Es sei irgend welche ganze Funktion
y= f(x)= Xn+ aiXa-1+ alX1-2+ ... +aa

gegeben. Wie wir in 8 94 sahen, ist dann immer
f(x)_f(z) durch x—z teilbar. Setzen wir in dem sc

auc
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erhaltenen Quotienten — — nach der ausgefiihrten

Division z= x, so werden wir einen Quotienten erhalten,
der im allgemeinen nicht gleich Null ist. Diesen Wert
heiBen wir die erste Abteilung von f(x) nach
(X) und bezeichnen dieselbe durch vy, f (x
oder D f(x). So ist z. B.

Dxn= - = xn—+ xn_1z-f-eee+ zn
— Z

und far
z= X, Dxn=n.xn-1 Daxn—n .a.xn—
D (xn-f-a, xI~1-j- a2xu~2-f-...) = n.xn~1-j-(n— 1) a,xn_2
+ (n—2).a2xn~3+ ...+ an-,

D (x—a)n= D ™~xn—(j) .xn_1 .a-j-(g) . xn—=2a— . .J

.n—1 .n.(n—lI —2
=n .xn----[]---r-]j- xn_2.a-| n.(n jlg;n )xn_ga —.

=n.(x—a)n—L

2. Die Ableitung der Ableitung bezeichnen wir
ebenso als die zweite Ableitung und bezeichnen die-
selbe mit y", f" (x) oder D 2f(x). Desgleichen erhalten
wir die dritte Ableitung y', f'"(x) oder D 3f(x).

3. Ist insbesondere a eine Doppelwurzel der Glei-
chung, so werden wir die Gleichung stets auf die Form
bringen kénnen

(x—a)n+ Rn(x—a)n—1-f~+..+ R 3(x—a)2= 0,
da ja (x—a)2 ein Faktor der Gleichung ist. Fir die
Ableitung dieser Gleichung, die linke Seite als Funktion
angesehen, nach x missen wir, wie aus der Definition
unmittelbar folgt, denselben Ausdruck erhalten, ob wir
die letztere Form der Gleichung benilitzen oder die
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urspringliche, d. h. wir finden, daR die beiden Aus-
driicke

n.(x—a)n—-j-(n—1)Rn(x — o)n—=2+ Rn— (x—a)n~3+ ..

+ 2R,(x —a) und
n.xn+ (n—lj.ajX"*“1-~-~—2)a2xn~2+... + an-i

identisch sind. Der erstere Ausdruck verschwindet
aber, wenn wir flir x den "Wert a setzen, und wir
finden: Hat eine Gleichung eine Doppel-
wurzel«, so ist a auch eineWurz el dergleich
Null gesetzten ersten Ableitung der Glei-
chung.

Ist a von der urspringlichen Gleichung eine drei-
fache Wurzel, so ist a von der ersten Ableitung eine
zweifache und von der zweiten Ableitung eine einfache
Wurzel. Wie der Satz allgemein lautet, ist leicht er-

sichtlich.
4. Wissen wir so z. B., daB die Gleichung

x3—4x2-f-5x—2=0

eine zweifache Wurzel hat, so muR diese auch eine
Wurzel der Abteilung 3x2—8x-|-5 = 0 sein. Um diese
Wurzel zu bestimmen, haben wir nur noch den gemein-
samen Teiler dieser beiden algebraischen Gleichungen
aufzusuchen (vergl. Sammlung Goschen Nr. 47, Algebra,
§ 11). Dieser Faktor ist x— 1. In der Tat sind 1,
1, 2 die Wurzeln der gegebenen Gleichung.
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XIX. Kapitel.
Naherangsweise Auflésung der Gleichungen.

§ 111. Allgemeine Bemerkung.

Wie wir im vorigen Kapitel sahen, kénnen wir die
Gleichungen des vierten Grades noch aufldsen. Das-
selbe ist fiir besonders gestaltete Gleichungen des hdhern
Grades moglich, so z. B. fiir die Gleichungen xn-j-1=0.
Im allgemeinen aber ist es unmdéglich, fir Gleichungen
hoher als vom vierten Grade eine algebraische Ldsung
zu finden.1 Man ist dann genétigt, wenn die in § 109
und 110 angegebene Arten zur Auffindung einzelner
Wurzeln versagen, die Wurzeln naherungsweise zu be-
stimmen zu suchen. Auch bei Gleichungen des dritten
und vierten Grades wird diese néaherungsweise Be-
stimmung manchmal vorzuziehen sein, da die &ndern
Methoden oft auf sehr verwickelte Rechnungen fiihren.
Die nédherungsweise Bestimmung eignet sich zudem auch
zur Auflésung anderer als algebraischer Gleichungen.

§ 112. Die Methode von Lagrange.

1. Es sei die Gleichung xs—4x—5= 0 aufzuldse
Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung durch
f(x), so haben wir fiir x zwei solche Werte zu suchen,
fur die f(x) entgegengesetzte Vorzeichen hat. Zwischen
diesen Werten x muf dann nach § 100 eine Wurzel
der Gleichung liegen. So finden wir z. B. f(0)= —5

> Diese Unmaglichkeit wurde zuerst von Abel (Crelles Journal
Bd. 1) bewiesen.
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und f(3)= — 10, d. h. eine Wurzel der Gleichung liegt
zwischen 0 und 3. Diese Wurzel suchen wir durch
Probieren in noch engere Grenzen einzuschliefen, und
zwar liegt dieselbe zwischen 2 und 3, da f(2)= —5 ist.

2. Die zu suchende Wurzel setzen wir nun = 2H-----

und setzen diesen Wert m die gegebene Gleichung e|¥1
und erhalten

2+ —j —472+—j—5= 0 und hieraus:

5y3—8y*—6y—1=0.
In dieser Gleichung finden wir wie oben, daB fir
y ein Wert zwischen 2 und 3 liegt, und setzen hier

wieder y= 2+ — und erhalten so die neue Gleichung
525—22z83—22z—1=0, z=5+-".

3. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir:

— »+ T+ * . i

5+ A/ + t+x

2+t -
Hieraus ergeben sich uns aber fiir x die N&herungs-
werte (8 3):
w » 1,5 , 16 21 58 253

’ 2 11 357 46’ 127’ 554°
Letzter Wert ist =2,4566786. W irde als letzter
Teilnenner die Zahl drei gewéhlt worden sein, so wirde

. 195
sich als letzter Naherungswert = 2,456675 ergeben.

Die Wurzel der letzten Gleichung liegt zwischen 3 und 4.



176 Naherungsweise Auflésung der Gleichungen.

§ 113. Die Newtonsche Methode.

1. Auch diese Methode wollen wir an einem Bei-
spiel zunadchst klarzumachen suchen. Es sei etwa die
Gleichung x3+ 2 x 2+ 3x— 7= 0 aufzulésen. Haben wir
auch hier gefunden f(I) = — 1 undf(2) = Il, so setzen
wir hier x= 1+ h und erhalten durch Einsetzen in die
gegebene Gleichung

1+ h)3+ 2(1-1-h)2-)-3(1+ h)— 7= 0 oder:

A+ 2+ 3—7)+ h(3+ 4+ 3)+ eh2+ <M3= 0, d. h.
— 1+ 10h+ (h2+ ah3=0

Um aus dieser Gleichung naherungsweise h zu er-
halten, koénnen wir h2 und hs vernachldssigen und er-
halten zur Bestimmung von h die Gleichung

— 1+ 10h= 0 oder h= 0,l.

2. Hierauf setzen wir ebenso x= 1, 1+ h, und er-
halten ganz gleicher weise fiir h, wieder eine Gleichung
®1+h,)“+ 21,1+ h,)2+ 3(1,1+h)—7=0,
oder wenn die Glieder mit h,2 und h,3 weggelassen

werden,
0,061+11,03ht= 0, h,= —0,0046 . . .,
also x= 1,0954 . ..

Pahren wir so weiter, so erhalten wir mit jeder
beliebigen Genauigkeit den Wert von x.

3. Sei allgemein z. B. eine Gleichung des vierten
Grades gegeben, etwa

x4+ ax3+ bx2+ cx+ d= 0,
und sei a ein naherungsweise richtiger Wurzelwert der
Gleichung; so setzen wir x= a+ h und erhalten durch
Einsetzen von a+ h in die Gleichung
a4+ aa3+ ba2+ ca+ d+ h (4a3+ 3aa2+ 2ba+ c)+ ph2
+ oh3+ ch4= 0
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und hieraus wie oben:
a*+ aa34"b“2+ ca+ d f (ct)
4us+ 3aal!+ 2ba+ o f' («)

Ganz ebenso ist die Korrektion, die wir bei einer
beliebigen Gleichung des nten Grades dem Werte « an-
zufiigen haben:
on+ a, on—+ a2an-2+ ...+an f(a)
n.«“ 1-}-~—1I)a,an_a+ ..+ an— ' («)

h= -

*

§ 114. Die Regula falsi.
1. Die Methode der Regula falsi ist die bequemst
und die gebrauchlichste. Sie laRt sich aus der New-
tonschen herleiten und ist Uberhaupt mit dieser nahe

verwandt. Sind a und B zwei Werte, die der gesuchten
Wurzel nahezu gleich sind, so haben wir wie oben

f(«)

£(*)
x= fs- M

'm

und

Hieraus ergibt sich
x -o _ f(o) f(ft)
*— R f(/S)'f'(«)'
In dieser letzteren Gleichung sind die Werte f(a)
und i(B) nahezu gleich Null, wahrend f'(a) und f'(B)
im allgemeinen von Null sehr verschieden sind. Sind
aber a und R nahezu gleich, so werden wir die Ab-
leitungen f'(a) und f'(R) ebenfalls als nahezu gleich
ansehen dirfen, d. h. wir werden
>)_,
i (B)
setzen kdnnen.
Sporer, Niedere Analysis. 12
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Dann erhalten wir aber:

x—a. @ Uhd hieraus
o<y m
R.i(a) — a.f(R)
f(«)—£0») .
2. Diese letztere Formel ist namentlich aucn g

eignet zur Auflésung transcendenter Gleichungen, d. h.

solcher Gleichungen, die durch transcendente Funktionen,

die gleich Null gesetzt werden, gebildet sind. Um dies

zu zeigen, wollen wir von obiger Formel noch eine

geometrische Ableitung

geben. "Wir tragen auf

witfi) einer Geradenvon einem

beliebigen Punkt 0 aus

o zwei Strecken OA und

OB gleich a und B ab

und errichten in A und B auf 0 A Lote AP und BQ

gleich f(a) und f(/S). Die Funktion selbst kénnen wir

uns dann durch eine Kurve dargestellt denken, die

durch P und Q geht. Sind nun f(a) und f(,S) nahezu

gleich Null und liegen A und B nahe beieinander, so

werden wir den Verlauf der Kurve von A nach B als

nahezu gerade ansehen und annehmen dirfen, daR der

PQ benachbarte Schnitt X der Kurve mit OA nahezu

mit dem Schnittpunkt C von P Q mit 0 A zusammen-

fallen wird. Dann kdénnen wir aber ohne groBen
Fehler setzen:

f(a) CA OA—O0OC a—x x—a
JB)= OB = OB—00 = R—x = > 8 w
Es ist natlirlich hierbei womdglich a und B so zu
wahlen, daR f(a) und i{R) entgegengesetzte Vorzeichen
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haben. Notwendige und hinreichende Bedingung fir
die Anwendung der Eegula falsi ist dann, daB die
Funktion f(x) zwischen den Werten a und B stetig ist,
also sich nicht etwa sprungweise dandert; die Kurve,
welche die Funktion darstellt, also zwischen den
Werten P und CA eine fortlaufende Linie darstellt.
Sind f(a) und f(/?) beide positiv oder beide negativ,
so ist nicht immer notwendig, dal die Methode zum
Ziele fihrt, namentlich dann nicht, wenn f' (a) und i'(R)
nahezu Null sind; oder gar entgegengesetzte VVorzeichen

besitzen, wodurch die Annahme der Annéherung @) 2 1

hinfallig werden kann. Sind jedoch die nétigen Vor-
aussetzungen fir die Anwendbarkeit vorhanden, so gilt
die Methode fiir algebraische wie fiir transcendente
Funktionen.

3. Beispiel. xx—100x= 0
a= 4, B= 5 gieht f(«)= — 144, f(/J)= 2625

5.144 + 4.2625
144+2625 _4 A oo

0,= 4, Bt=4,4, f(«,)= — 144, f(I?,)= + 237,9
xa= 4,2
«@@= 4, N = 4.2, f(os)= — 144, f(/3s)= —5,4

x8= 4,207 u. s. w.
Der genaue Wert ist 4,2058696.
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IReaianftait in Ulm. SRit 42 ffig.

147 Aepetitortum unb Aufgaben»
fammlung 3. Integralrechnung
bor Dr. ffriebticp Sunter, Sirofeffor
am Siealgpmnafium unb an ber
SRealanftalt in Ulm. SRit 50 ffig.

148 ff'inanjrbiffenfdicift 0. «ep. jReg»
jHat Dr. 8L ban bet Borgtp in
ffriebenau-Berltn.

149 SUufifal. Formenlehre (Kom-
pofitionsiehre) n. Steppan firepl
|. Beit. Sie reine fformenlepre.
SRit nielen Slotenbeifpielen.

150 Aiufifal. Formenlehre (iiompo-
fitionsiehre) non Steppan fttepL
il. Beil: Die angeloanbte fformen-
lepre. SRit bielen SRotenbeifpieien.
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151 ScpmaroRer u. ScpmarofBertum
i. 6. Eicrroett. Erfte Etnruptung
in bie tieriicpe Sdimarogertunbe 0.
Dr. ffranj 0. SBagner, a. 0. SSrof.
an ber Uniberfitdt ®iepen. SRit
67 Slbbiibungen.

152 «ifen - Sfitten - Kurtbe bon St
ftraup, bibl- ©dutteningenieur. |I.
Seit: Ba8 SRopeifen. SRit 17 ffig.
unb 4 Bafeln.

153 (Zifen - ijiitten - Kunbe bon 9L
»raup, biot. ©tteningenieur. II.
Seit: ®a8 ©hmiebeifen. SRit 25
ffiguren unb 5 Bafeln.

154 ® letfcpertunbe Bon Dr. ffrip
SRaebaRet in SBien. SRit 5 21b*
bilbungen im Bejt unb 11 Bafeln.

155 VvVas FernfpreiptPefen bon Dr.
Bubioig IReEftab in iBerlin. SRit
47 ffiguren unb 1 BafeL

156 ftolonialgefdjicpte non Dr. Siet*
ridp ©djafet, Sirofeffor ber ®ef (piepte
an ber Uniberfitat ©eibelberg.

158 Die pftanjcnroett 6. ®eu>affer
bon Dr. SB. SRigula, SSrof. an ber
Xedpn. ©ocpfdfule »arlirupe. SRit
50 Slbbiibungen.

169 Ftfeperei un6 Ftfcpjucpt b. Dr.
ftarl Edftein, Sirof. an ber fforft*
atabemie EberSroalbe, SlbtetlungS*
birigent bei ber i>auptftation be8
forftlicpen BerfucpsniefenS.

DU Sammlung wird In

* “A 780 ff.

160 53aperif<pe ®efcpicpte bon Dr.
©ans Edel in Slugaburg.

161 Deutfdje Eiteraturgefcpicpte ber
Alaffiferjeit non Dr. Earl SBeit*
brecpt, SBrofeifor an ber Becpuifepen
©oepfdpule Stuttgart

162 Die ijaupttitcraturcn b.Orients
I. Seit: Bit Ritetaturen CtlafienS
unb 3nbien8 bon Dr. SR ©aber*
lanbt, Siribatbojent an bet Uni*
berfitat SBien.

163 Die ifauptliteraturen b.Orients
Il. Eeil: Bie RBiteraturen ber
Sierfet, ©emiten unb Biirten bon
Dr. SR ©aberlanbt, Siribatbojent
a. b. Unioetfitat SBien.

164 itlufilgefdiicpte bes 19. 3apr-
pmtberts I. Eeil bon Dr. B.
@run8tp in Stuttgart.

165 iUufifgefcpiepte bes 19. fjapr-
punberts Il. iTeil bon Dr. B.
®run8U) in O©tuttgart.

166 Aufftfcpe ffiteraturgefepicpte bon
Dr. ®eorg Siolonstif in ilRuncpen.

167 Spanifcpe  Eiteraturaefd)id)te
I. Eeil oon Dr. diubolf Sieer in
SBien.

168 Spauifepe  Eiter<tturgef<pid)te
I1. Heil oon Dr. Siubolf jBeer in
SBien.

rascher folge fortgesetjt.



JNratnm fung

J8c|lw Rerf,

Sammlung mattjematifdjer Sc rbi”er,

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den Bedurfnissen

des Praktikers Rechnung tragen und jugleich durch ein* leicht

fassliche Darstellung des Stoffs auch fur den IJichtfaihmann ver-
stdndlich sind.

<5, 3. (Sofdjen’fa?« Derlagsfjcmoluttg, £eipSg.

35er3ei<hitts bet Bis jetjt erfriertenen 23éattbe:

1elementare aritfimetlt unb
tgei>ra non tBrof. Dr. ©ermann
Schubert tn ©amburg. TO. 2.80.

2 (Elementare Planimetrie 0.gStof.
SB. >8flieget in «ilnfter i. E. SH. 4.80.

5 (Ebene unb fphérifche Trigono-
metrie bon Dr. ff. Bohnert in
©ambutg. TO. 2.—.

4 (Elementare Stereometrie bon

r. 3 Bohnerti ©amburg. TO.2.40.

6 Htebere anatjfis I. Teil: Bom-
binatoril, U>ai)ridleinlidf)leits-
tedinnng, Bettenbrilih* unb
biopbantifebe (Sleidjungen bon
Kltofefiot Dr. ©ermann Schubert
in ©amburg. TO. 3.60.
algebra mit (Einfdjluft ber
elementaren gahlentheorie oon
Dr. Otto Bunb in "111:011a. TO. 4.40.

7 (Ebene ©eometrie ber tage bon
tBrofeffoc Dr. Ruh. Stoger in ©am*
birg. TO 5—.

8 anal~tifdie  ©eometrie  ber
(Ebene bon ffSrof. Dr. TOaj Simon
in StraSburg. TO 6.—.

9 analst, ©eometrie b. Baumes
I. Teil * ©erabe, ©beite, Kugel
bon SRrofefior Dr. TOaj Simon in
Strajbura. TO 4.—.

10 Differentialrechnung bon Srof.
Dr.gtj. »legerin Konigsberg. TO.9.

1> «lemente  ber barftetlenben
©eometrie bon Dr. 3obn Schrotet
in ©ambutg. TO 5.—.

1» Differentialgleichungen b. Btof.
Dr.Si.Schleiingeri.ftlau[enbrg. TOS8.

14 prajts

19

20

2

3]

2

BN

8

=

84

85

4

o

46

ber ©teichungen non
SStofelfor ffi. Runge in ©annoner.
0. 5 20.

IXalirfcfjeinlirfifeits- ttnb Hus-
glcid)ungs-aed)nung bon Dr.
SHorbert ©erj tn SBien. TO.8.—.

Oerficherungsmathemattt  bon
Dr. SB. (btojjmann i. SBien. TO 5.—.

analftifdie ©eometrie bes
Baumes Il. Teil: Die Jlacfien
jmeiten ©rabes bon Brof. Dr.
TOaj Simon in Strasburg. TO. 4.40.

©eometrifthe Transformatio-
nen 1. Teil: Die profeltinen
Transformationen nebft ihren
antnenbungen  bon  SRrofeflor
Dr. ffarl ffioebtemann in TOfincben.
TO. 10.—.

Theorie b. algebraifchen Muni-
tionen unb ihrer integrale bon
Oberlehrer S. Sanbfriebt in ®tra&-
birg. TO. 8.50.

Einiengeometrie mit antben-
bungen I. Teil bon Brofeffor Dr.
»onrab ginbleri. 3nnibru4. TO. 12.
Blehrbimenfionale ©eometrie
I. Teil: Oie linearen Bdume
bon Sitoffflor Dr. fg. ©. Schoute

in Oroningen. TO. 10.—.
Blathematifehe (Dptil bon Dr.
3. 6laffen in ©amburg. TO 8—.

Thetafunltionen unb hiperel-
liptifthe Munitionen bon Obeti.
6 ©anbfriebti. Stta&bnrg. TO 4.50.
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