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Erster Abschnitt. Bestimmte und unbestimmte Integrale.
§ 1. Einleitung und Ausblick.

Unter dem arithmetischen Mittel Y von n gegebenen

Zahlen ylty2 .. .,yn versteht man den nten Teil ihrer
Summe:
Y _ ~l~ 't ~t~ Vn
n
Man nennt das arithmetische Mittel wohl auch mittleren
Wert oder Durchschnittswert oder lineares Mittel. So

definiert man z. B. das mittlere Alter der Abiturienten
eines Jahrganges oder die mittlere Temperatur eines Tages,
wenn etwa aller Stunden die Temperatur abgelesen worden
ist.  Was aber hat man zu tun, wenn ein Registrierthermo-
meter die Temperaturkurve eines Tages liefert und
man nicht nur einzelne Temperaturwerte willklrlich heraus-
greifen will? Hier bringt uns folgende Uberlegung weiter.
Erweitert man den Bruch von (1) mit einer beliebigen Zahl s,
so kommt

Y= "f~ 2/2 s Hn s
ns

und nun kann mau s und die y als L&ngenmaRe, ihre Pro-
dukte als Rechtecksinhalte auffassen. Diese Rechtecke
stellen wir, wie in
Fig. 1, auf einer Ge-
raden nebeneinander;
die Summe der im
Zéahler stehenden
Rechtecke ist dann y
gleich dem Rechteck
nsY. Im Falle der s s s 5 s jss s
Temperaturkurve ns
wird es  demnach Fig. 1
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zweckmaBig sein festzusetzen: die mittlere Temperatur T
soll dadurch bestimmt werden, daB das Produkt aus T und
der Breite des Diagramms gleich
derFlache ist, die von der Kurve,
den beiden Endordinaten und
T der Achse begrenzt wird (Fig. 2).
Denn offenbar kommt diese
Flache zustande, wenn man sich
die Strecke s immer Kkleiner
denkt, also an Stelle einzelner MeRergebnisse den ganzen
stetigen Kurvenzug zu erfassen sucht. Wir werden also
zwangsldufig auf die Frage gefiuhrt, ob und wie man eine
nicht Uberall geradlinig begrenzte Flache defi-
nieren und ausmessen kann. Diese Untersuchung
werden wir zunachst empirisch in Angriff nehmen, sodann
werden wir daran gehen, mit formelméaRigen Hilfsmitteln
bei Flachen zum Ziele zu kommen, die durch formelméaRig
gegebene Kurven begrenzt werden.

Flg. 2.

§ 2. Empirische Flachenmessung.
Sei (Fig. 3a und 4a) zwischen den Punkten x — a,
y=ya und x= b, y= yh eine glatte Kurve gezeichnet,
/

0
0

Fig. 3». Fig. 4a.

und zwar einsinnig steigend. Um nun die Rechteckiiber-
legung von S.5 anwenden zu kdnnen, teilen wir die Strecke
b— ain n gleiche Teile (6—a): n — h und errichten die Ordi-



Empirische Flachenmessung.

naten yv y2,.. yn_Il. Dann kann man eine innere, bzw.
aulere Rechteckstreppe konstruieren, deren (Flachen-)Inhalt
kleiner, bzw. groRer ist als der Inhalt F der von der Kurve,
den Ordinaten ya und yh und der Strecke b— a auf der
x-Achse begrenzten Flache. Es ist also

+ 2fi+ ViH b2mi)<F< % i + DiH + 2>)m
Nimmt man das arithmetische Mittel
der beiden Treppenflachen, so erhélt ly
man geometrisch, wie Fig. 3b und — /-
4b andeuten, eine Summe von Tra-
pezen; die Kurve wird dabei durch

einen Sehnenzug ersetzt. Man be- Flg ib lg" 4b’
kommt so die (Sehnen-)Trapezformel
b—ail 1\

A n (9 %«+ 2i+ Yz+" + i3+ g-1ij > (1)
wobei das Zeichen < fiir eine nach unten erhabene Kurve
(Fig. 3 a), das Zeichen > fiir eine nach unten hohle Kurve
(Fig. 4 a) qilt.

Eine andere Art der Flachenanndherung ist, statt des
Trapezes mit der Kurvensehne ein Trapez mit der Kurven-
tangente im Mittelpunkt eines Intervalles zu benutzen
(Fig. 5 und 6). Bezeichnet man die mittleren Ordinaten

mit so bekommt man die Tangenten-
formel (Tangenten-Trapezformel)
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Fooommfys Ot 0k O

wobei das Zeichen > fir eine nach unten erhabene, das
Zeichen < fir eine nach unten hohle Kurve gilt. Jedes
der Tangententrapeze ist auch in ein Rechteck mit der Be-
rihrungsordinate (i/j, y>,...) als Héhe verwandelbar (Fig. 7).
Da die Kurve teils unterhalb,
teils oberhalb der Decklinie jedes
Rechtecks liegt, so wird die
Tangentenformel im allgemeinen
genauer sein als die Trapezfor-
mel.  Hiernach und nach dem
Sinn der Ungleichungen bei (1)
und (2) darf man eine noch ge-
nauere Formel erwarten, wenn
man aus beiden Formeln ein Mittel so bildet, dal der bessere
Naherungswert nach der Tangentenformel doppelt, der schlech-
tere nach der Trapezformel einfach verwendet wird. So entsteht

Fig. 7.

oder anders geordnet
J N

F~ Qn + W+ + Vi N Vn~ "

+ 201+ 22+ h 2n—)}m 3)
Gewdhnlich bezeichnet man die (2n— 1) Zwischenordinaten
2>2in 2f. 22. ¢+ 2/n-i. 2/n-i mit yv y2, ... yin- 2, Vin-i; sie
entsprechen einer Teilung des Intervalles a... b in 2n
gleiche Teile. Die Formel wird meist die Simpsonschc
Regell) genannt, obwohl sie bereits bei Newton2) vor-

‘) Th. Simpson, 1710 ... 1761. . .
¢) J. Newton (1643 ... 1727), Methodus nifroventialis, 1711.
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kommt: fir n= 1ergibt sich die Keplersche FaRBregell)

gN@«+ % i+ yb)- W

Anm. Wenn die Kurve arithmetisch durch y = f(x) erklart,
wenn ferner yviermal stetig differenzierbar ist und wenn endlich |
einen gewissen (von Formel zu Formel verschiedenen) Zwischenwert
(a... f... b) bedeutet, so gibt eine eingehendere Untersuchung
als genaue Formeln:

{b-af
F = Sehnen-Trapezsumme — ~x"n* ["(£)
ly a\s
F = Tangenten-Trapezsumme + g4 rfl (6)

F = Simpsonsumme — ~ggo”l

Die Korrektionsglicder bestatigen unsere anschaulichen Fest-
stellungen uber 5; gemdR Erhabenheit oder Hohlheit der Kurve
y = f(x). Bei gleichem n ist die Sehnen-Trapezformel im allgemei-
nen am ungenauesten, die Simpsonregel am genauesten. Ferner
sieht man: wenn ?Iv im Intervall (a... b) Null, wenn also y eine
Parabel von hdchstens dritter Ordnung ist, so gibt die Simpsonsche
Regel den genauen Wert der Flache.

Die Formeln (5) gestatten noch eine wertvolle praktische An-
wendung. Wir teilen die Strecke (b— a) einmal in n, dann in 2n
gleiche Teile und berechnen beidemal die N&herungswerte; fir die
grobe Teilung moge der jeweilige Naherungswert Ng, fur die feine
Teilung N f heien. Wir nehmen ferner an, dal’ die bei den beiden
Einteilungen sowie auch in f"(f) und jeweils auftretenden
Abszissen | angendhert dieselben sind. Dann erhdlt man aus Nf
und Ng noch bessere Werte durch die Formeln

5 bei der Sehnen-Trapezformel
F~ Nf+ 0" bei der Tangenten-Trapezformel (6)

F« Nf+ 15 bei der Simpsonformel.

Man (be diese Methode an einfachen Beispielen ein.
Von den zahlreichen anderen Methoden2), den Inhalt
einer gezeichnet vorliegenden Flache empirisch zu bestimmen,
) Joh.Kepler, (1571... 1630); novastcreometriadoliorum vinariorum, Ifllu.

* Vgl. z. Il. Fr. Willers, Methoden der praktischen Analysis. G»schens
Lehrbicherei Bd. 12.
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sei zundchst die des sogenannten Zwickelabgleiches

erwahnt. Man zerlegt durch geeignete Ordinaten die Flache

in Teile, die man nach AugenmaR so in Rechtecke verwandelt

(Fig. 8), daB je ein weggelassener Zwickel einem zugegebenen

j gleich wird, und bestimmt

die Summe dieser Rechtecke.

Dieses Verfahren liefert bei

einiger Ubung erstaunlich ge-

naue Ergebnissel). Praktisch

ist es noch besser, von den

i A Waagerechten auszugehen und

Fig. 8. dann den Zwickelabgleich

durch die Ordinaten zu machen. Eine andre Methode ist

rein instrumenten. Die dabei gebrauchten Werkzeuge heilen

Planimeter; sie zeigen bei Umfahren der gesuchten Flache
deren Jnhalt an 2).

Anm. Nur kurz sollen noch die primitivsten Methoden der
Flachenbestimmung erwdhnt werden. Die eine besteht darin, daf
man Uber die gegebene Flache (wenn sie nicht schon auf Millimeter
papier gezeichnet ist) ein durchsichtiges Papier deckt, das in
Quadratmillimeter geteilt ist; man z&hlt dann ab, wieviel mm2in
der Flache liegen, und gleicht die uberschieBfenden Stiickchen der
Flache gegen die uberschieBenden Zwickel der mm-Quadrate ab.

Die andere Methode bedient sich der Wéagung: Man zeichnet
die Flache auf starkes Papier, schneidet sie aus, bestimmt das

Gewicht und vergleicht es mit dem Gewicht etwa von einem
Quadratdezimeter desselben Papieres.

§ 3. Der Begriff des bestimmten Integrals.
Nachdem wir uns empirisch mit dem Flacheninhalt
einer teilweise krummlinig begrenzten ebenen Figur aus-
einandergesetzt haben, schreiten wir zu einer feineren theo-
') Zeichnet man z. B. einen Viertelkreis von 10 cm Kadius, teilt ant dein
einen Kadius 4 cm, 3 ¢cm, 2 cm und 1 cm ab (s. Fig. 9), so erhalt man fir
(ji etwa den Wert 0,782, der von dem wahren Wert um weniger als 0,4"/,

abweicht. X i
1) Vgl. Fr. A. Willers, Mathematische Instrumente, Sammlung Goschen
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retischen Untersuchung. Dabei missen wir die rein an-
schauliche Vorstellung des Flacheninhaltes, die wir bisher
als selbstverstandlich angenommen hatten, verlassen und vor
allem festlegen, was Uberhaupt

unter dem Flacheninhalt einer

krummlinig begrenzten ebenen

Figur genau verstanden, d. h.

wie er erklart werden soll.

Es handelt sich also darum,
von einer mehr geflihls-
magigen anschaulichen
Vorstellung zu einer arith-
metischen Definition liber- g
zugehenl). Flg. 9.

Sei y = f(x) eine im abge-
schlossenen Intervall <«...&) gegebene, eindeutige, stetige
und positive Funktion. Dann wird rein anschaulich durch
die Kurve y = /(») in rechtwinkligen Koordinaten, durch
die Endordinaten ya= /(«), yb= f(b) und durch die z-Achse
ein Flachenstiick der »»/-Ebene begrenzt. In Fig. 3a und 4a
haben wir die krumme Linie durch eine ,,Stufenkurve*,
die Flache durch eine ,,Treppe“ angendhert; dieses Ver-
fahren verfeinern wir jetzt.

Wir zerlegen die Strecke b— a durch die Punkte
XV X2, ..., xn ! in eine beliebige Anzahl n gleicher oder
verschiedener Teilstiicke; in jedem Teilstlicke nehmen wir
einen beliebigen Zwischen})unkt an, dessen Abszisse allgemein
mit fj. bezeichnet werde. Es ist dann (Fig. 10) a55 ~ xv
x15S| 2" X2 AN insS 6; zur PJnheitlichkeit sei noch
x0= a, xn= h. Die zu den Zwischenpunkten  gehdrigen
Ordinaten sind /(fj), /(|2),..., /(E,). Jetzt bilden wir die

X DaR dabei gedankliche Schwierigkeiten zu Uberwinden sind, haben schon
die alten griechischen Mathematiker bemerkt
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Rechtecke, deren Grundlinien die Teilsticke xx— x0,
X? .t j X Xi— der
»-Achse, deren Hohen die
/(]j.) sind; wir ersetzen
also wieder die stetige
Kurve durch eine Stufen-
kurve, die Flache durch
eine Treppe. Die Summe der
Rechtecksinhalte betragt:
3X3 L b xrEi= (xx x0)/(fi)
Fig. 10. + {% ®i)/(fs)+"'“
mH(xti~ xn_i) /(£,)m
Wir konnen sie etwas bequemer schreiben, wenn wir die
Teilstiicke der »-Achse durch das Symbol A ausdriicken,
das ,,Differenz* bedeutet:
xXx— »0= AXX, X2— xX= Ax2,
vovy, Xk— »i— = Axfc, ..., xn  xn— Axn.
Wenden wir noch das Summenzeichen E an, so ergibt sich

y._

Ee= Ef(h)Axk 1)
i=l

Wir wollen Ei als eine zur Einteilung E, d. h. zu a
XX, X2, . . Xn_X, i gehorige (Naherungs-)Summe be-
zeichnen, ferner als FeinheitsmaR von E die grofite Lénge
d(E), die unter den Axv, d. h. unter den Langen der Teilinter-
valle (»,,_i... xv) vorkommt. Die Summen haben nicht nur fir
positive Funktionen einen Sinn, sondern allgemein fir jede
(endlichwertige) Funktion, die also positiver und negativer
Werte féhig ist. Dementsprechend lassen wir fiir das Folgende
beliebige stetige Funktionen zu. Eine Beschrankung
auf positive Funktionen wird hdchstens bei geometri-
scher Deutung der Summen als Fl&dcheninhalte erforder-
lich (vgl. aber S. 20).

Wir wollen nun den folgenden von der geometrischen Deu-
tung vollig unabhédngigen, rein arithmetischen Satz beweisen:
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Satz der Existenz desbestimmten Integrals einer
stetigen Funktion:

Strebt das FeinheitsmaB der Einteilung gegen Null,
so streben die zugehdrigen Summen einem von den
benutzten Einteilungen unabhéngigen Grenz-
werte F zu.

Das soll heien: Ist f(x) im (abgeschlossenen, beschrank-
ten) Intervall (a... & (eindeutig und) stetig, so gibt es
eine solche Zahl F, daB irgend eine Summe Et = Ef (f*)Axk
sich von F beliebig wenig (etwa um weniger als e > 0) unter-
scheidet, sobald nur die zugehérige Einteilung E hinreichend
fein (also d(E) < r](e)) ist.

Den Zusammenhang zwischen f(x) und F bringt man
zum Ausdruck in der von Leibniz (1646... 1716) eingefiihrten

Bezeichnung b

F = Jf(x)dx
a
wobei das Zeichen /, ein frither in der Kurrentschrift Gbliches

langgestrecktes S als Anfangsbuchstabe des Wortgs Summe,
die Bezeichnung Integral erhalten hat. Man liest / f(x) ix also
a

Integral von «bis 6iberf(x)dxund nenntesbestimmtes
Integral, weil die beiden Grenzen der Summierung, die
untere Grenze a und die obere Grenze b, gegeben sind.
Ist f(x) positiv, so wird man in Anlehnung an unsere vorher-
gehenden Betrachtungen den Grenzwert F als den Inhalt
der Flache unter der Kurve deuten, womit man eine arith-
metische Definition dieses Flacheninhaltes erhdlt.

Wir fihren nun den (arithmetischen) Beweis des obigen

Existenzsatzes in 6 Schritten:
1) Es nimmt /(*), weil in <a...b} stetig, in jedem <ajtc_1..
einen groRten Wert Mk und einen kleinsten mk anx). Bei geeig-

m)Vgl. Bd. 87.

Xk
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neter Wahl der  erhalten wir daher als groBte bzw. kleinste aller
Summen
E = EMKAxk bzw. E = EmkAXK,

zwischen denen also jede zur gleichen Einteilung gehérige Summe
Es liegt: E EMM E.

2) Fir jede hinreichend feine Einteilung wird

E — E = Z(Mh— mk)Axk

beliebig klein; denn nach dem Satze von der gleichmé&Bigen Ste-
tigkeitl) folgt, daB@ Mk— mk <£ wird, sobald nur d( E)< tj(e)
ist, womit also 0 < E —E < (i —a)e gilt.

3) Verfeinert man eine Einteilung E, d.h. fligt man zu den
Teilpunkten von E irgendwelche neue Teilpunkte hinzu, so gilt:

Es nimmt E bzw. E bei einer Verfeinerung von Enicht
ab bzw. nicht zu. Denn wird etwa im Intervall <sJ._1... xk > bei

der Verfeinerung ein neuer Teilpunkt xk hinzugefigt, so ist z. B.
das Maximum von f(x) in <xk_1...xk> sowohl als in <xk ,. . xky
nicht groRer als das Maximum von /(s) in <oj._1... xk>.

4) Erzeugt man aus E durch fortgesetzte Verfeinerung eine
Folge E(a), deren FeinheitsmaBe gegen Null gehen, so bilden die
Ew bzw. die E (X) eine (wegen 3.) nicht fallende bzw. nicht steigende
Folge. Diese Folgen sind beschrankt, weil jS**ij E" bzw.

RO) <; e ™'\ Daher konvergieren beide Folgen2) und zwar (wegen
2.) gegen den gleichen Grenzwert F.

6) Fur jede beliebige Einteilung E liegt F zwischen E und E.

Ist ndmlich E* eine gemeinsame Verfeinerung von E und E”\
etwa diejenige, die durch alle Teilpunkte der beiden Einteilungen
gebildet wird, so gilt (nach 3.)

E~E*"E*"E sowie Ew g E*" E*" Ew.
Es ist also E U £() und Ew g E. Da dies fur jedes Xgilt und
da SSF N EAmMIit F, Ew ~*F fur X— oo, so folgt wirk-
lich EigF g E.
6) Ist nun Es eine Né&herungssumme, fur deren zugehdrige
Einteilung E gilt: d( E) < rj(e), so folgt aus dem Vorhergehenden:

1) Vgl z. B. Haupt-Auraann |, S. 85.
*) Vgl. S. G. Bd. 146, S. 9.
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Es liegen also F und E” beide zwischen E und E,

welch letztere um weniger als (6— a)e voneinander ent-
fernt sind. Daher muB ]JE*—F | < (b— a)e sein. Somit ist,

was zu beweisen war, F fur jede hinreichend feine Einteilung E
beliebig wenig von jedem E” verschieden.

Zusatz. Wie man sieht, griindet sich der Beweis auf den
von Riemannl) eingefiihrten Begriff der Schwankung
einer Funktion innerhalb eines Intervalles, worunter man
eben die Differenz zwischen dem grofiten und kleinsten Wert
der Funktion im betrachteten Intervalle versteht.

8§ 4. Beispiele bestimmter Integrale.
1. )/=f(x)= * fceine nichtnegative ganze Zahl. Wirsuchen

J xkdx, wobei 0 < a< b sein soll. Statt die Strecke b— a
a

in n gleiche Teile zu zerlegen, ist es bequemer2), wenn man

b
t — ¢ setzt und nun die Teilpunkte a, ag, ag2, .. aq™=1,

agn— b annimmt. Dann ist zu summieren:
ak(ag— a) + (aqf(aq2— aq) + -—— 1 (agn- 1)k (agn— agn~1)
= ak+1l(g— 1){1 + gk+1 -f- 524'+1) i)(*+i)j
an(k+l)— 1 a i
s« (-l) < _j—

(b"1— ak+') B - o e .
q-Cq (me+ 1
Wenn wir nun zur Grenze n -*o0o0 Ubergehen, so geht be-
kanntlich (man prife es zahlenmaBig und zeichnerisch nach!)
n

qzlr/d—*l, alsoch+ gk~ 1+ mee+ 1 “mk +i1'

* Bernhard Riemann, 17. Sept. 1826 ... 20. Juli 1866.
d*) Die folgende Zerlegung ist bereits im 17. Jahrhundert mehrfach btnutzt
worden.
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Somit ergibt sicgl

f xkdx = i (6*+i— «*+%), @
a
Man entwerfe zur geometrischen Deutung eine Eigur! Die

geometrisch  selbstverstandlichen Formeln fdx=b— a
a
(Flache des Bechtecks von der Hohe 1),

b2—a? b+a

/idx= W = (&— ®

(Trapezflache) erhdlt man aus (1) fir k= 0 und k — 1.
Ferner ist

r a3
/ xidx= — — , (Parabelflache, fasse das Ergebnis in
/ Worte!)

Der Beweis von (1) erforderte 0 < a  Spdter wird ge-

zeigt, dal diese Beschrdnkung unnétig ist; fur a= 0 ist also
b

x4+

&*+! -
[xkdx= — — (fc ganz, positiv). 2)
0

Bei der Teilung in n gleiche Teile von der GréRe —= h er-

héalt man die Summe
h[hk+ (2hf + {?jhk + eee+ [nhf]
= hk+l (I*+ 2*+ 3*H (- nk)
1*-f 2+ 3*+ f n*
nk+i
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Da nun nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze
(dem Existenztheorem des bestimmten Integrals) beim
Ubergang zur Grenze ebenfalls das Ergebnis (2) heraus-
kommen muB, so folgt die bemerkenswerte Beziehungl)

oo+ 2* 4+ 3*%d e +nh 1
lim - : #71 ——kT+T1T w

Es ist nicht schwer zu beweisen, daf die Formeln (1) und
(2) nicht nur fur positives ganzes k gelten; indessen werden
wir spater in wesentlich einfacherer Weise zu den allge-
meinen Ergebnissen gelangen (S. 35).

2. f(x) = sin x\ gesucht wird J sin xdx.

Man gelangt zum Ziele, wenn man |I— a in w gleiche
Teile » - = h zerlegt. Dann ist die Summe zu bilden:
£="h [sin (a+h) + sin (a+ 2A)+ f-sin («+ nh)\e
Npn ist aber
2sin sin (a+ vh)= cos (aH— — @)

2V +1 \

multipliziert man also L beiderseits mit 2sin 3 so heben sich

rechts alle Glieder bis auf das erste und letzte weg. Es er-
gibt sich daher

cos (a+ — C0S A1 Jij

Sm 2

') Die Anidnge dieser Gleichung hat bereits Archimedes (287 ... 212v. Chr.)
in seiner Schrift tber die Spiralen. Die vollstdindige Entwickelung mit Hilfe
der Binomialformel findet sich bei den Mathematikern der ersten Halfte des
17. Jahrhunderts: Fermat (1601 ... 1665), Roberval (1602 ... 1675), Pascal
(1628 . . . 1662), WaUia (1616 ... 1703).

W itting, Integralrechnung 2. 1
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Der vor der Klammer stehende Bruch strebt gegen 1, wenn
h nach Null strebt, a+ — " " h strebt dann gegen & der

Grenzwert von E ist das gesuchte Integral, also ist
b
fsmxdx = — cos 6 + cosa. O]
a

Auf entsprechende Weise ergibt sich
b

fcosxdx=sml— sina. (5)
a
Es ist also z. B.
Jsin xdx = — cosn + cos0= + 2,
0
7
2
f cosxdx= sin——sin0= + 1,
0

Ergebnisse, die sich leicht in Sétze ber Flacheninhalte an
der Sinus- und Kosinuslinie umdeuten lassen.

Diese Beispiele kénnten zu der Annahme verfuhren, daR
es wohl auf &hnlichen Wegen stets moglich ware, jedes be-
stimmte Integral in ,geschlossener Form auszuwerten.
Diese Annahme ist in mehrfacher Hinsicht triigerisch. Wir
werden spéater erkennen, daB selbst sehr einfach aussehende
Integrale, bei denen sich also fix) aus elementaren Funk-
tionen zusammensetzt, nicht durch elementare Funktionen
dargestellt werden kénnen. Weiter ist zu bedenken, dal man-
zwar mit In x, sin x, ax usw. sehr schone und kurze Formeln
herstellen kann, daB man aber, sobald es sich um die
numerische Auswertung handelt, durch Reihen-
entwickelung in mihsamer Arbeit hergestellte
Tafeln benutzen muf. Nur soweit solche Tafeln vor-



Allgemeine Sétze Uber bestimmte Integrale. 19

handen sind, kann man die wirkliche Berechnung leicht aus-
fahrenl); wenn nicht, so muf man sich selbst der Klein-
arbeit einer geeigneten Tafelberechnung unterziehen. Wir
werden spater Hilfsmittel angeben, um dieses wichtige Ziel
zu erreichen.

Bevor wir von andrer Seite her die Berechnung der
Integrale untersuchen, gehen wir zu der am Anfang aufge-
stellten Frage zuriick, die wir nun folgendermaBen beant-
worten kdénnen:

Wenn eine eindeutige, stetige Funktion y = f(x)
im Bereiche <«...&) vorliegt, so wird ihr lineares
Mittel Y gegeben durch

Y= hl (I /0)dx (6)

a

2
So ist z. B. — ~ 0,6366 das lineare Mittel von sin x zwischen
n

den Grenzen 0 und n, wo sin x von 0 bis 1 zunimmt und dann
wieder von 1 bis 0 abnimmt. Ferner ist 1 :(fc+ 1) das
lineare Mittel von r* zwischen den Grenzen 0 und 1. Es ist
nitzlich far den Leser, wenn er hierzu Figuren zeichnet.

§ 5. Allgemeine Séatze Uber bestimmte Integrale.
Wir formen die Gleichung (6) der vorigen Nummer
um in
b
/ f(x)dx= (&— a) V.
a
Es war vorausgesetzt, daf /(.«) in <«...& > eine eindeutige,
stetige Funktion sein sollte; eine solche Funktion hat in
diesem Bereiche einen kleinsten Wert m und einen grof3ten

AuBer den bekannten Logarithmentafeln seien hier erwéhnt die Tafeln
von Hayashi und die Funktionentafeln von Jahnke und Emde.
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Wert M ; ferner wird jeder Zwischenwert zwischen m und

M von der Funktion angenommen. Offenbar istl)
b

m(be—a f f(x)dx"L M (b— a),
a
Y aber liegt zwischen m und M, ist also ein Wert, den f(x)
fir irgendeinen Wert X von x annimmt, der zwischen a
und 6 liegt. Daher kénnen wir die obige Gleichung schreiben
b

f/(sc) dx = (b—a) f(X), wo af*X~™Db ist. (1)

Dieser Satz heiflt der erste Mittelwertsatz der Integral-
rechnung 2).

Man erkennt leicht, daB bei a< b das Integral stets
positiv ist, wenn j(x) im Bereiche <«...&) nirgends
negativ ist. Ausdricklich sei bemerkt, dal a und b auch
negativ sein konnen, sofern nur a< b ist. So ist z. B.

+3

Q5 ( zZN5 1
/x*dx: | ' = - (35+ 45) und

0 5
4
n
“T
J cos xdx= sin N----——f — sin "— -) = — £]/2 +1
»-+ 0,2929.
2

Wenn f(x) im Bereiche <«...& > nirgends positiv ist, so ergibt
sich aus der Definition des Integrals als Grenzwert einer
Summe von lauter negativen Zahlen, daB auch das Integral
negativ anzusetzen ist; wir erhalten dann also fiir die von der
Kurve y = f(x), den Randordinaten und der x-Achse einge-
schlossene Flache einen negativen Inhalt. Wir sehen demnach:

') Das Gleichheitszeichen gilt, wenn m=M, d.h. wenn /(*) eine Kon-

stante ist.
*) Vgl. weiter unten § 16.
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Wenn die Flache links von der Richtung a -mb liegt,
ist sie positiv, liegt sie rechts von der Richtung a ~ab,

so ist sie negativ.
Bisher war immer a 5% ft angenommen; um nun in der
Wahl von a und ft im bestimmten Integral volle Freiheit zu

haben, setzen wir fest:
a b

Jf(x)dx = — fj(x)dx. (2)

b a
Es entspricht dies der Definition des bestimmten Integrals.
Wenn namlich a < ft ist, so werden fir das links stehende
Integral die Differenzen Ax* der Formel (1) S. 12 samtlich
negativ zu nehmen sein.
Wir koénnen das auch so ausdriicken:

Wenn f(x) im Bereiche <«...&> positiv ist, so ist
b

f /(x) dx positiv oder negativ, je nachdem a <b oder

a
a > &ist; ist/(x) in <a... ft>negativ, so ist es gerade
umgekehrt.
Auch fir diesen Fall trifft also der oben ange-
gebene Satz dber das Vorzeichen der Flache zu.

Aus der Definition des Integrals folgt ferner
b c c

f f(x) dx+ / f(x) dx= J j(x) dx, ?3)

a b a
wobei a, 6, cirgend drei Werte von x des Definitionsbereiches
von f(x) bedeuten. Wenn a< b< cist und f(x) in (a... b)
positiv, in <6 ... c>negativ ist, so werden die beiden Integrale
verschiedene Vorzeichen haben. Die Gleichung (3) laft sich
sofort auf eine endliche Anzahl von Summanden ausdehnen.
Geometrisch heiBt das: Der Gesamtinhalt, der von einem
Kurvenstick, den Randordinaten und der ic-Achse begrenzt
wird, setzt sich im allgemeinen aus positiven und negativen
Teilen zusammen. So ist z. B.
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Zji T n
J sin xdx = j sin xdaj+ f sin xdx
u 0 1

= — cos 7t+ cos 0— cos 2ji + cos ?t= 0;
dasselbe ergibt sich unmittelbar aus — cos 2ti-j- cos 0= 0.
Wenn man den absoluten Wert des Flacheninhaltes haben
will, so muR man die absoluten Werte der rg)egativen Flachen-

stlicke in Rechnung ziehen; man muf also f f(x) dx in solchem
a

Falle, d. h. wenn fix) in (a... V) teilweise positiv, teilweise

negativ ist, in geeigneter Weise zerlegen. Damit haben wir

den Begriff des Flacheninhaltes unter einer Kurve fir beliebiges

eindeutiges stetiges fix) und beliebige endliche Grenzen erklart.

Bedeutet ¢ eine tl)(onstante, S0 ti)St leicht zu beweisen, daR

f cfix) dx= cf fix) dx (4)
a a
ist. FernetrJ folgt aus der Definitgon des Intetg)]rals

f (/(*)+ PXx))dx=f f{x) dx-\- f p(x) dx. (5)
a a a

Sehr wichtig sind die beiden folgenden Abschatzungssatze:
Wenn im Bereiche aifPLx'SL b stets fix) 12 g(x) ist,

so ist auch
b

f f{x) dxfzi J g[x) dx,
a a
debnn die Differenz f{x)— g(x) ist nicht negativ, daher ist

J (f{x)— g(x)) dx S; 0, woraus sich nach (5) obiger Satz ergibt.
a
Wenn fir a”~x"b die Differenz f(x)-—g{x)
iISE>0 iStb S0 ist

f f[x) dx— J gix) dxf” (ft— a)e.

a a
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Ist e eine beliebig kleine Zahl, so kann man diesen Satz etwas
ungenauer so ausdrieken:

Wenn sich fir a » x ~ b zwei Funktionen nur um
sehr wenig unterscheiden, so unterscheiden sich ihre
Integrale Uber diesen Bereiche auch nur wenig.

Es muf hier besonders angemerkt werden, daB es keinen
analogen Satz fir Differentialquotienten gibt, wie man an

X
den beiden Funktionen yl= a und y2= a-f ssin ?sieht;

denn die maximalen Unterschiede dieser Funktionen sind
ri; e, ihre Ableitungen y\ = 0 und y2= cos x dagegen haben
die maximalen Unterschiede i 1- Man entwerfe ein Bild der
Funktionen!

Eine wichtige Tatsache, die dem Anfanger haufig Schwie-

rigkeiten macht, druckt sich in der Gleichung

b b

J f{x) dx = f f(t) dt (6)

a a
aus. Es kommt beim bestimmten Integral nicht auf die Be-
zeichnung der ,,Integrationsveranderlichen* an; denn diese er-
scheint ja im Endergebnis gar nicht, sondern im Resultat
stehen nur die Grenzen a und b. Man vergleiche die fritheren
Beispiele, um sich das ganz klar zu machen.

Zum Schlufl sei eine Erweiterung angefiigt. Wir haben
zuerst (8 2) vorausgesetzt, dal f(x) eine eindeutige, stetige,
positive Funktion sei, die einsinnig wdachst. Die weiteren
Darlegungen (83) lieRen erkennen, dall derBegriff des bestimm-
ten Integrals ausdehnbar ist auf stetige Funktionen, die
weder durchweg gleiches Vorzeichen haben, noch einsinnig
sind. Jetzt wollen wir den letzten Schritt tun und erklaren:

Eine Funktion f(x) heilt in <«...&> integrierbar,
wenn fir sie ein Grenzwert der Naherungssummen
in dem im Existenzsatze festgelegten Sinne existiert.
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Dazu braucht f(x) nicht stetig
zu sein, wie wir spdter untersuchen
werden.  Praktisch wichtig ist vor
allem neben der Stetigkeit die stellen-

weise unterbrochene Stetigkeit (s.
Fig. 11. ii).

§ 6. Das Integral als Funktion.

Der entscheidende Fortschritt in der Integralrechnung
wurde im 17. Jahrhundert von verschiedenen Mathematikern
angebahnt, am treffendsten aber von Leibniz ausgefiihrt.
Hatte man bis dahin ein Integral als starre GroBe (bestimm-
tes Integral) betrachtet, eben als MaRzahl einer bestimmten
vorgelegten Flache, so léste man sich jetzt von dieser Be-
schrankung los und fing an, das Integral als Funktion anzu-
sehen und zu behandeln. Damit befreite man sich auch
immer mehr von der zu engen rein geometrischen Auffassung
und wandte sich der tiefer fihrenden arithmetischen Behand-
lung zu.

Es ist ja geometrisch wie arithmetisch selbstverstandlich,
da der Wert eines bestimmten Integrals von den beiden
Grenzen abhdngig ist, bzw. nur von einer, wenn man die
andere festhalt. Geometrisch besagt das Festhalten etwa
der unteren Grenze a, da man nur die zu 1gehdrende Endordi-
nate ybverschiebt. Um die Verdnderlichkeit der oberen Grenze
deutlich zu machen, wollen wir sie nicht 6, sondern x nennen.
Ferner wollen wir, um Verwechselungen zu vermeiden, die
Integrationsvariable einstweilen mit t bezeichnen. Dann ist
also zu untersuchen

X
Fa(x)=ijm dt.
a
Diese Funktion der oberen Grenze x heit ein unbestimm -
tes Integral der Funktion f(t); f(t) heillt der Integrand.
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Wahlen wir eine andere untere Grenze b, so erhalten wir
die Funktion

X

Fh(x) = J f(t) dt.
b
Man erkenntnach Gleichung (3), S. 21, daB
b
Fa{x) — Fb(x) = ] f(t) dt

a

eine durch a und b bestimmte Konstante ist,

die wir mit C bezeichnen wollen. Man sieht

das sehr bequem an Fig. 12, wo die Flache

unter der Kurve mit F(x) bezeichnet ist. Funktionen F mit
verschiedenen unteren Grenzen unterscheiden sich also nur um
eine (additive) Konstante. Man laBt daher meist die untere
Grenze ganz weg und schreibt

Jf(t)cU = F(x) + C, 1)
wobei also F(x) zu irgendeiner unteren Grenze gehort und C
eine zunachst unbestimmte Konstante, die Integrations-
A 3 M

konstante, ist. Sowar z. B. | t2dt= - ; man sehreibt

a
X *

jetzt j' t2dt= " + C, &hnlich J costdt = sin x-\- G\ in bei-

den' Fallen ist C= 0, wenn die untere Grenze 0Qist. Ist aber
im ersten. Beispiel die untere Grenze 1, so wird

J t2dt= J t2dt—J t2dt= ——
1 0 0
b

Das bestimmte Integral / /(E) dt ergibt sich demnach,

wenn man ein unbestimmtes Integral J f(t)dt= F(x) + C
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kennt, als Differenz:

b b a
fm *=/md- im d=m )+ c¢c)- (*»+ o0
= F(b) —F(a). 7
Diese letzte Differenz pflegt man
[F(x)]! oder auch F(x) \a 3)

zu schreiben, und das bedeutet, daR man den Wert, den das
unbestimmte Integral fur die obere Grenze x = b annimmt,
um den Wert fiir die untere Grenze x = a zu vermindern
hat. Als Hauptergebnis dieser Untersuchung stellen wir fest:
Ein (unbestimmtes) Integral einer Funktion ist nur

bis auf eine additive Konstante festgelegt.
Die verschiedenen unbestimmten Integrale einer
Funktion unterscheiden sich um additive Konstanten.
Wenn die obere Grenze festliegt, dagegen die untere
Grenze x variabel ist, so erledigt sich der Fall einfach durch

Anwendung der Formel (2) S. 21; es ist
a X

JI(i)di= —ff{t) dl. 4)
X a
Die vorgenannten Sdtze sind samtlich geometrisch an
der Fig. 12 einleuchtend.

§ 7. Die Ableitung eines unbestimmten Integrals.

Es sei ein unbestimmtes Integral

F=Im d

a
einer stetigen Funktiony = f(t)gegeben. Dannbilden wir
x+h X z+A

F(x+h)-F(x)= If(t)dt—/ /(0*= Jf(t)dt. (1)

Da dieFunktion f(t) stetig ist, so hat sie in <ic...x + A>
einen groften Wert M und einen kleinsten Wert m, daher ist
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£+1i
MhA J f(t)dtgt mh,

was auch geometrisch an Fig. 13 deutlich ist. Daraus ergibt
sich

.. X*h y\ ' h
M@ i f fyder m
geht man zur Grenze h-~0 M
liber, so ist wegen der Stetig-
keit von /(<) 0 X x+h

M -*<f(x) und m-*f(x), Fig. 13.
es entsteht also aus (1) die Gleichung
x+h
F(x+h)—F
im T O™ = RO i\ Titndt = 10,
*»0 f=>0 ™)

d. h.
Fix)=f\x). (2)
Die Ableitung eines unbestimmten Integrals der
stetigen Funktion f(t) ist gleich der Funktion f(t)
selbst an der oberen Grenze x des Integrals.
Daraus folgt der wichtige Satz:
Das Integral einer stetigen Funktion ist eine stetige
Funktion der oberen Grenze.

§ 8. Die Stammfunktion (primitive Funktion).

Das soeben gefundene Ergebnis gehdrt zu den wichtig-
sten Errungenschaften des 17. Jahrhunderts; Barpowl), der
Lehrer Newtons, ahnte den Zusammenhang zwischen der
Ableitung und dem Integral oder, wie man damals sagte,
zwischen; dem Tangentenproblem fiir eine Kurve und der

® Isaac Barrow, 1630 ...1677. Isaac Newton, 1643 ... 1727.
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Quadratur der Flache unter dieser Kurve; Newton und
Leibniz, die beiden voneinander unabhéngigen Begriinder der
Infinitesimalrechnung, waren véllig klar dartiber, daB, wenig-
stens fir stetige Funktionen, das eine Problem die Umkehrung
des &ndern ist. Stellt man die Aufgabe, eine Funktion F(x) zu
finden, deren Ableitung eine gegebene stetige Funktion f(x) ist,
"R (x)=f(x),
so wird diese Aufgabe mindestens durch die unbestimmten
Integrale von f(x) geldst. DaR es (bei stetigem f(x)) auch keine
andere LoOsungen geben kann, folgt aus einem allgemeinen
(nd@mlich fur beliebiges endliches f(x)) gultigen Eindeutig-
keitssatz.

Um diesen zu beweisen, bezeichnen wir (bei beliebigem
f(x)) jede Funktion F(x), fur welche F'(x) = f(x) gilt, als
eine Stamm funktion oder eine primitive Funktion von
f(x). Sind nun F1(ic) und F2(x) zwei Stammfunktionen von
f(x), dann ist F{(x) = f(x) = Fi(x). Daherist F[{x) — Fz(x)

d
= . (F\(x) — F2(x)) — 0. Wenn aber die Ableitung der

Funktion F-~x) — F2(x) stets Null ist, so ist diese Funktion
nach dem Mittelwertsatze der Difierentialrechnung eine Kon-
stante; es ist also

F\{xX) —F2(x) = C und F2x)= F"x) + C,
d. h. wir haben den Eindeutigkeitssatz:

Die Stammfunktionen F(x) einer gegebenen Funk-
tion f(x) unterscheiden sich voneinander nur durch
additive Konstanten.

Die Stammfunktionen fir stetiges f(x) unterscheiden sich
also voneinander gerade so, wie die unbestimmten Integrale
von f(x), wir kdnnen also nun endlich schlieBen

F(x) = ff(t)dt + C
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Alle Stammfunktionen von f(x) erhalt man, indem
man zu irgendeinem unbestimmten Integrale von f(x)
konstante GroRen addiert (dabei soll f(x) stetig sein).

Dieses Ergebnis nennt man den Fundamentalsatz der
Integralrechnung. Im wesentlichen besagt er, daR es fir
die von uns betrachteten Funktionen keine getrennte Diffe-
rential- und Integralrechnung gibt, sondern nur eine einzige
Infinitesimalrechnung; diese Erkenntnis ist die Leistung
von Leibniz und Newton.

8 9. Zusammenfassung und graphische Darstellungl).

1

Wir hatten zuerst das bestimmte Integral definiert
als Grenzwert von Summen, gedeutet als Fldchen-
inhalt unter einer Kurve bei festen Randordinaten.

Ein unbestimmtes Integral entstand dadurch, daB die
untere Grenze an beliebiger Stelle fest gedacht wurde,
die obere Grenze veranderlich war; das Ergebnis war
eine Funktion der oberen Grenze, die, entsprechend der
Willkir bei Festsetzung der unteren Grenze nur bis auf
eine Konstante bestimmt ist.

Die Ableitung eines unbestimmten Integrals erwies
sich als Wert des Integranden an der Stelle der oberen
Grenze.

Durch die Bedingung F'(x) = f(x) wurden Stamm-
funktionen F(x) von f(x) definiert.

5» Jede Stammfunktion von f(x) erwies sich als ein un-

bestimmtes Integral von f(x).

In geometrischer Deutung besagen diese Ergebnisse,
daB die beiden Grenzprozesse: a) eine Kurve (Stammkurve)

* Eingehendere Darlegungen s. A. W alther, Begriff und Anwendung des
Differentials, B. G. Teubner; A. W alther, Einfihrung in die math. Behandlung
naturwissenschaftl. Fragen, J. Springer; Fr.A.\Willers, Methoden der praktischen
Analysis, W. de Gruyter; H. v. Sanden, Praktische Analysis, B. G. Teubner.
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mit gegebenem Steigungsmal zeichnen und b) den Flachen;.
inha.lt unter einer Kurve bestimmen, wenn die obere Rand-
ordinate verschiebbar ist, auf dasselbe hinauskommen.

Aus der Differentialrechnung wissen wir z. B., daf die

Kurve y = In x das Steigungsmall —hat. Zeichnen wir also
X

die beiden Kurven y = ” und y — In2 (Fig. 14) unterein-

ander, sowird die Flache unter der gleichseitigen Hyperbel
von a= —1 bis x= xxdargestellt durch die Ordinatel)
In xx, und die Flache unter
der Hyperbel von x = -f-1
bis x = x2 durch die (nega-
tive) Ordinate Inx2 Von
der Kurve y==1/x zur Kurve
y = In x fiahrt die Bestim-
mung des Flacheninhaltes,
von der Kurve y—In x
zur Kurve y = 1/a: die Be-
stimmung des Steigungs-
males.
Wenn eine beliebige
Kurve y = f(x) gezeichnet2)
vorliegt, so ist die Auf-
gabe der graphischen
Integration, denVerlauf des Flacheninhaltes unter der
Kurve zubestimmen odereine Stammkurve Y = F(x)
mit dem Steigungsmall y = j(x) zu zeichnen — beides lauft
ja nach unseren Ergebnissen auf dasselbe hinaus.

X Genauer: durch das Rechteck mit den Seiten In xx und 1, daher nu-
merisch durch die Ordinate In xxselbst. Daln 1 = 0ist, so mussen die Hyperbel-
flachen von x = 1 an genommen werden.

*) Wie immer nehmen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit
derselben Léangeneinheit auf beiden Achsen.
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yf(x)

Vergegenwartigen wir uns kurz die umgekehrte Aufgabe,
zur Kurve y=f(x) die abgeleitete Kurve y'= fx) zu
zeichnen, wie sie in Fig. 15 dargestellt ist (vgl. Differential-
rechnung, Sammlung Gdschen Bd. 87, S. 45), so sehen wir,
dal jedem der Punkte 1, 2,..., 7 von y = f(x) ein eindeutig
zu zeichnender Punkt 1', 2°',..., 7' der Kurve y'= f'(x)
entspricht. Man wird jetzt untersuchen, wie sich dieser Vor-
gang umkehren laRt. Die gegebene Kurve y = f(x) gibt uns
fur jeden Punkt der gesuchten Stammkurve Y = F(x) die
Tangentenrichtung, da ja F'(x) — f(x) ist. Die erste Schwie-
rigkeit ist, wo die erste Tangente angesetzt werden soll; diese
Unbestimmtheit ist im Wesen der Sache begriindet, sie be-
sagt weiter nichts, als dal es nicht eine, sondern beliebig
viele Stammkurven zu y = fix) gibt. Da sich alle primitiven
Funktionen nur um additive Konstanten unterscheiden, so
gehen alle Stammkurven aus einer beliebigen unter ihnen
durch Parallelverschiebung in Richtung der Y-Achse her-
vor, und dabei bleibt das Steigungsmall der Kurve Y =
F(x) ungeéandert. Wir beginnen also damit, da wir dem
Punkte POauf y = j(x) einen beliebigen Punkt RO (mit der-
selben Abszisse x0) zuordnen und durch AO die Tangente
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legen (Fig. 16), die parallel der mit 0
bezeichneten, vom Punkte — 1 der x-

Achse ausgehenden Geraden ist. Geht

man nun zum Punkte I\ weiter, so fragt

n es sich, wo man die Tangente parallel

o Zur Richtung 1 ansetzen soll, wie weit

-y man jene Parallele etwa hinaufschieben

g.

OV <

o

NG , ¥ muB, wo die neue Steigung also zu be-
Fl ginnen hat. Nimmt man empirisch die
Mitte, d. h. die Abszisse (% — x0)/2, so fiihrt das, wie man
leicht sieht, zu der friiher erwdhnten Trapezregel. Erinnert
man sich aber, daf die Ordinaten der Stammkurve Y = F(x)
den Flacheninhalt unter der Kurve y = f(x) angeben missen,
so bietet sich ungezwungen die Methode des
Zwickelabgleichs (vgl. S.10) dar, wie sie
Fig. 17 darstellt.

Wir ersetzen die gegebene Kurve y = f(x)
durch eine Stufenkurve, die in PO, Pu P2>
P3 ... die gegebene Kurve schneidet. In
diesen Punkten stimmt der Flacheninhalt
unter der gegebenen Kurve mit dem Flachen-
inhalt unter der Stufenkurve (mit der
»Treppe®) Uberein. Die ihnen in der oberen
Figur entsprechenden Punkte RO, RIt R2,
R3,... liegen also wirklich auf der ge-
suchten Stammkurve, deren Tangenten die
Richtungen 0, 1, 2, 3, ..> haben; hier, ist
die Bedingung F'(x) = f{x) genau erfillt.
Die Richtungsanderungen der Tangenten
erfolgen in den Punkten TO, T1, T2 ..., also bei den Ordi-
naten, die Uber den senkrechten, zum Zwecke des Zwickel-
abgleiches zwischen PO, I\, P2 ... zwischengeschalteten
Strecken der Stufenkurve bei SO, SIt S2, ... stehen. Zeichnet
man nun eine Kurve, die sich in RO, R1:... den Tangenten

16.

j

—

Fig. 17.
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anschmiegt, so hat man damit die gesuchte Stammkurve
Y = F(x) mit einer Genauigkeit, die so weit geht, wie das
bei Zeichnungen uberhaupt méglich ist.

Aufgaben: Zeiclme Stammkurven von

1. y — x\ die Stammkurve soll durch den Anfangspunkt
des Koordinatensystems x= 0, 7 =0 gehen.

2. = ~; die Stammkurve gehe durch x= 1, 7=0;

(mik 7 fur x= 2).
3. y = sinx; die Stammkurve gehe durchx= 0,7 = — 1

§ 10. Elementare Integralformeln. Unbestimmte und be-
stimmte Integrale.

Aus der Tatsache, daR ein unbestimmtes Integral einer
stetigen Funktion f(x) als eine Stammfunktion zu f(x) auf-
gefallt werden kann, ergibt sich, daB den aus der Differential-
rechnung bekannten Formeln fiir die erste Ableitung der ele-
mentaren Funktionen Integralformeln zur Seite stehen.
Dabei ist es ublich geworden

statt ff(t)dt= F(x) + C einfach jf(x) dx= F(x)

a
zu schreiben, also die Grenzen und die additive Konstante
wegzulassen und die Integrationsvariable auch mit x zu be-
zeichnen; man muB sich aber stets dieser Vereinfachung
bewuft bleiben.

Aus den links stehenden Differentialformeln erhélt man
die rechts stehenden Integralformeln:

dxn xn+1
= nx’
dx [Foix = «TTC+_1)
d Ina: 1 dx
- / = Inx.
dx X’ X

W itting , Integralrechnung.
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= g% f e?dx —e*
dx J
d—a* :«*11'1«; I «=dx = ’_ax.
dx J_ In«
dsin x \ .
--------- = CO0S X; I cosxdx = sinx.
dx
deosx _ S« : |/7sfnxdx = — COS X.
da: d
d_tg X =f 1 . /l da = tgx.
dx €0S2 X d cos2x
dct,_§|_>i e ctg x .
dx sin2 x J sm2x
darc'.gx 1 fodx
_ ; I e i = arctgx.
dx 1+x2 J 1+a?
darcsinx 1 Foodx  _ ajcgn  xi< J
da il —x2 I jMH— 2
d©inx _ g0]j. / Goixdx=Sinx.
da; d
dGof x f0jnxdx= Go|x.
dx J *
dEgx 1 . f_ I_ _ gna
dx Gopx’ d Gof2x
dGtg x 1 . f X = R;tax.
dx Sin2x’ J Sin2x
gsdrpink_ 1 f ¢ AX _ gysinx
dx /x2+ 1 d /x2+ 1
= In(x+ ~x2+ ).
d2irGo(x _ . = 8h(Sof
da; [Ix2— 1 J]/x2— 1

= In(x+ |/Ix2— 1), |xj> 1
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S eie

IX -M
= In lal > 1.
z— 1’

Nach den allgemeinen Ergebnissen kann man mit Hilfe
dieser Tabelle unbestimmter Integrale ein bestimmtes Inte-
gral zwischen den Grenzen a und 6 berechnen, indem man
die Differenz der Werte der rechts stehenden Funktion fir
x =1 und fur x ~ a bildet, in Zeichen:

b
Ist f f(x) dx— F(x), so ist ff(x)dx=F(b)— F(a).
a

Blicken wir zurick auf die recht umstandliche Art, auf

die friher flr positives ganzes k gefunden wurde

H+1— ax+x
22. tkdt —
k+1 ’
so sehen wir jetzt erstens, daB sich das Ergebnis ohne Schwic-
g.n+ 1
xndx — ergibt, und zweitens,
n+ 1

daf die Formel nicht nur fiir ganzes positives n, sondern fiir
jeden beliebigen, auch irrationalen Exponenten mit alleiniger
Ausnahme von n= — 1 gilt. Denn in der Differentialrech-
nung ist ja bewiesen, da die Ableitung von xnfir alle, auch
irrationalen Exponenten nXn~1 lautet Allerdings ist fur die
Umkehrung, das Integral, eine gewisse Yorsicht vonndten;
der Integrand f(x) muf jaim Bereiche (a... 6) stetig sein!
3*
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Daraus folgt, daBB z. B. bei negativem n die Grenzen a und b
gleiches Vorzeichen haben missen, und daB keine der Gren-
zen Null sein darf, da ja xn (n < 0) an der Stelle x= 0 un-
stetig ist. Wenn ferner n ein Bruch mit einer geraden Zahl im
Nenner (z. B. n= £) ist, so darf x nur positiv sein; ebenso
sind fur irrationales n nur positive Werte von x zuldssig, da
ja xn dann nur fir positives x definiert ist.

Weitere Beispiele sind:

f sinx dx = — cos x ergibt f sina; dx = — cos b+ cos a.

b

setzen wir hier a=

O
-/
Fig. 81

—1, 6= + 1, so wird

+1

X T
4/ 27

d. h. der Flacheninhalt un-
ter der Kurve y = — —
1+ ar
zwischen den Grenzen— 1

und + 1 (Fig. 18) ist ’;

also gleich dem halben
Einheitskreis. Hier ist also
die urspringlich beim Kreis
definierte  transzendente

Zahl n in Zusammenhang mit einer Flache gebracht, die
durch eine rationale Funktion zwischen zwei ganzzahligen

Grenzen bestimmt ist.

Man prife das Ergebnis zahlen-

maRig nach durch empirische Flachenbestimmung nach S. 10.
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Noch bedeutsamer ist die
Formel

X

dx
/ = [Inx]i= Inx,

1
denn sie besagt, dafl dernatiir-
liche Logarithmus einer posi-
tiven Zahl x durch die Flache
imter der Hyperbel y= 1l/a:
zwischen den Grenzen 1 und Xx gegeben ist (Fig. 19), eine
Tatsache, die man geradezu zur Definition des natir-
lichen Logarithmus benutzen kannl). Nebenbei be-
merkt ist der schraffierte Sektor, wie man leicht findet, ebenso
groR.

Wir werden uns nun bemuhen, die unbestimmten Inte-
grale moglichst vieler Funktionen zu berechnen; dazu bedir-
fen wir aber noch einiger Hilfsformeln.

Zweiter Abschnitt.  Allgemeine Satze und Regeln.

§ 11. Allgemeine Integrationsregeln.
Entsprechend friher abgeleiteten Regeln fir bestimmte
Integrale haben wir die Formeln

fcf(x) dx = cJf(x) dx, (2)
/(/i(>) + /2(z)H hf,(x))dx
= fU{x)dx + / f2(x)dx-\-------- -/ fn(x)dx, (2)

d. h.
das Integral der Summe einer endlichen Anzahl von
Funktionen ist gleich der Summe der Integrale der
einzelnen Funktionen.

') Zuerst von Nicolaus Mercator (1620 ...1685) benutzt. Nach dem
\ organg von Felix Klein (1849 ... 1925) neuerdings wieder vielfach verwendet.
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Der Produktregel der Differentiation d(uv) — vdu + udv
— vu'dx + uv'dx, die wir auch in die Form
vu'dx = d(uv) — uv'dx
bringen kdnnen, entspricht die wichtige
Regel der Teilintegration (der partiellen oder der Pro-
duktintegration):
/vu'dx —uv—fuv'dx. ©)
Endlich gibt es noch ein Analogon zur Kettenregel*) der
Differentialrechnung, das man —e kurzgesagt — durch Inte-
gration der aus x = <p(z) folgende Formel
f(x)dx = f{cp(z))<p'(z)dz
erhélt. Der Beweis kann etwa so gefihrtwerden: Ist x= <p(2)
stetig differenzierbar, also insbes. stetig, so ist bei stetigem

f(x) auch F(z) = f((p{z)) eine stetige Funktion von z. Fir
X

1(x) = / f(E)dE, K(z) = I(<p(2)) gilt nun K'(z) = F(z)cp'{2).

a
z z
Daher ist I(<p(z)=j K{£)d*+ C= f F(E)(p' (E)dE + C,
A A
folglich ist fir x — op(z2)\
[//(*m) = //IM *)) 9" (*)dz- ' (4)

Diese gleich noch genauer zu untersuchende Formel heifst
die Substitutions- oder Transformationsregel.

Ist das links stehende Integral einfacher als das rechts-
stehende, so benutzt man die Formel nach Vertauschung
der beiden Seiten, man fuhrt also an Stelle von z die neue
Variable x durch die Substitution cp(z)= x ein, bestimmt
das Integral in x und setzt schlieflich wieder x = (p{2).
Ist aber das rechts stehende Integral einfacher zu berechnen,
so heiflt das doch, daR man fiir x eine neue Variable z durch
die Substitution x= cp{z), dx = cp'(z)iz einflihrt, das Inte-

* Vgl. Sammlung Géschen Bd. 87, S. 53
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gral in z bestimmt und endlich z durch x ersetzt. Dazu
ist aber notwendig, daB sich die Funktion x — (p(z)
eindeutig umkehren 1&4Rt, z— xp(x).

Ist das bestimmte Integral zwischen den Grenzen x = a,
x = b zu berechnen, so missen natirlich bei dem Integral
fir z die Grenzen z=ip(a) und z— y>b) eingesetzt
werden.

Unsere nachste Aufgabe ist, die Anwendung dieser Regeln
zur Bewdltigung einiger Integrale zu zeigen.

§ 12. Die Methode der Teilintegration.
ff(x) dx = fuv'dx = uv~ fvu'dx.

Wie die Formel zeigt, kommt es bei gegebenem Inte-
granden f(x) darauf an, zu sehen, ob er sich als Produkt
zweier Funktionen u und Vv' darstellen 14Bt, also als Produkt
einer Funktion u und der Ableitung v' einer andern Funk-
tion v. Wenn das gelingt, so ist die Anwendung der Formel
zundchst nur zweckmagig, falls man das rechts stehende
Integral der Funktion vu' bestimmen kann. Die einfachste
und manchmal schon ausreichende Zerlegung ist, wenn man
f(x) = u und dx= v'dx, also v'= 1, v= x setzt.
Beispiele:

25. flnxdx. Wir setzen u= Inx und v' = 1; dann wird

u' = v=x, also wird

X’

Die Probe fiir die Richtigkeit ergibt sich dadurch, daB
man die Ableitung von x\nx — x bildet; man findet
In x. Solche Proben mage der Leser zur Ubung weiterhin
selbst ausfiihren.

26. Jx sin xdx. Wir setzen u= x,v' = sinx. also w= 1,

V= — COS X. Daher ist
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J »sin xdx = — »cos »+ J cos xdx = — »cos * + sin x.
27. jaPIn xdx, 49=— 1. u=Inx, v'= u'= —,
r
V= e . Also wird 1ir*In xdx
4+1 J )
xt-&h] |r 1 ++ 1
— . n
c+1 4+1 4+ N2
28./" Xdx. u—Inx,vi= —;«'= —,v=Inx. Also
X X X
wira J In Xdx- (In »)2 — 3 d».

Wir drehen uns also gewissermafen im Kreise herum;
aber gerade dadurch wird die Aufgabe bequem ldsbar, denn
wir brauchen ja nur das Integral rechts auf die linke Seite
zu nehmen. Dann kommt

|
nx (In x)2, also h tj < dx — A (In x)2

29. Jcos2xdx. n= cosXx, V' = cos x\ u' = —sinx, v— sin x.

Also J cos2xdx = cos x sin x -f- Jsin2xdx = cos x sin X
+ J(1 —cos2x)dx = cos x sin x + jdx — Jcos2x dx\ 1
2J cos2xdx — cosx sin x + X, daher
Jcos2xdx = \ cos x sin x + x.
30. Je* sin x dx =e*sin x — Je* cos x dx

Je*cos»d»=e*cos»+ Je*sin»d»
r . e* .
I exsinx dx = — (sin x — cos X)
also st

*

e .
/ e*cosxdx= —(sin x + cos X).



Die Methode der Teilintegration. 41

31

<

f e2sin Bxdx. u= sinBx, v' = €fiX\ u'= BcosRx, v= —¢
%

le?*cosBxdx. u= msBx, v'— z5«'= —RBsinBx, v=— e
X

Wendet man nun die Teilintegration an. addiert und subtra-
hiert die entstehenden Gleichungen, so kommt

J eXxsinBxdx + Je?xcosRxdx — -m  (sin Bx + cosBx)

—x j CS ~ j ‘®*BnRxdx.
Daraus erhédlt man ohne Miihe die wichtigen Endformeln:
fe*rsin Bxdx = e** (sin B x — — cos Bx),
2. J x2+ R2 X

fe**cos Bxdx= e*1 (— sin Bx -)- cos Bx}.
J «H p \'x

Ubungsbeispiele:
33. / xcosxdx — xsin X + cos X

34. 5 sin2xdx = T— " sin 2 cosx.
2 2

Einige der letzten Formeln werden wir spater noch auf
anderem Wege ableiten (S. 45 und 8§ 24).

Zu einem bemerkenswerten Ergebnis kommt man, wenn
man die Teilintegration auf die folgende Kette von Integralen
anwendet. Es sei f(z) eine Funktion, die in (a .. .x) n-mal
stetig differenzierbar ist. Wir integrieren nun teilweise:

(¢i)i/
a
X

+ (nA2)V /(> " e)y-alLt I(*)*
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= — (-n_ll)! {x—a™1 @

X

+ =2 f (x— z)n- 2f(> 1) (z)dz

(At 2)%3)2)71

(x — a)n~2fin-V (a)
(n— 2)

X

i Jf(x )T 3/("~2) () 4z,

Da n eine positive ganze Zahl ist, so erhdlt man zum SchluB:
g, f'{x—zff\t)dz= —2,(x—aff («)

a
X

+ NJ (x— e)f*{e)dz,

a
X

NJ (x—2)f'(z)dz= — N (x— a)f (fl)+ /(*) - [(«)ee

Addiert man diese n Gleichungen, so heben sich alle Integrale
bis auf das erste weg und man erhdlt nach einfacher Um-
stellung der Glieder:

f(X)= /1C)+ —jp - /'(«) + ALty o+

{x—a)
+ (M-1)



Die Substitutionsmetliode. 43

Die ersten n Glieder der rechten Seite stimmen mit den
Gliedern der Taylorschen Formelr) Gberein, das letzte Glied
ist demnach eine neue Form des Restgliedes Rn:
X
Rn= (w J 1}, f (x-zf- 1fin\z) dz.
a
Wir werden spater (S. 59) zeigen, wie sich daraus die
Gblichen Formen des Restgliedes herleiten lassen.

§18. Die Substitutionsmetliode.
Ji(<p{z)) cp'(s) dz  f/(x) dx2).

. . . r<p'(z)
Der einfachste Fall liegt bei dem Integral J 7~ dz

vor. Setzt man cp(z) = X, so wird dx= cp'(z) dz; man erhalt
demnach die wichtige Formel

}/dz-fdx—lnx—ln<p(z) (1)

J cp(z
Beispiele:
C a a B cdx a
35. | dx = - [/ r——= -1In |b+ ex\
J 6+ cx cjb+cx o
[ ™ 1
— dx— —1In(a bxn).
a+lxn nb v '
37.1 dx — In (e*+ a).
J e*+a
38. fetgxdx = fCSX— = In|sinx\.
J J sinx
39. Jtg xdx = —Inj|cosz]|.

) Vgl. Sammlung Gdschen Bd. 87, S. 89, wo x fir x0+ h und a fiur x0
zu setzen ist.
Das Zeichen ~ soll andeuten, da man die Formel sowohl in der eine
als auch in der &ndern Richtung benutzen kann.
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40. J 2g xdx = In | 0" x \.
41. | otg xdx = In | ©in xJ.
sin x dx 1 B
/ — —= —vin(a+ 0cosx).
a-f ocos x 0
43. . = = In|Inx]|.
J xInx

Eine andere Sonderform der allgemeinen Regel ist

I [ip(*)IMP'(2) %= f xndx

= . n #=—1.
n+1 i+ 1
Beispiele:
4. y (a+ Ja)“dx= —" — (a+ bx)n+l, w=f=— 1.
45, y (« + + @)k 6+ 2cz)dz= J xndx
XnAA 1
="r"+1=,+1 {a+bZ+ CZ)n+’n+ ~ L
46. f hydz=~(Jnzf.
47. J sine2 cos 2 (ls= — sin”"+12.
n+1
fsin52 f tsbz , 1
49.
J sinxgosx J tat*»,
= z dz
50. | coanzi(lﬂé:'. H)§<=z, X — dx — —, also wird
n n

cosnxdx = — / coszdz— —sinz— - sin nx.
nJ n n



Die Substitutionsmethode. 45

51. }sinnxdx: — —Ccos NX.
] n
r 1/
52. /| cos2xdx = 1/(1 + cos 2x) dx= I (x-\- sin zcos x)
x 1.
= -+ -sm 2X.
53. / sin2 xdx = (1 — cos 2x) dx= ~(x — sin X coS X)
=X Tem2
=5 4sm X.
54. | l/a2— b2x2dx. x = EJCOS Z, Z= arc cos-ax,
dx= —Esin zdz;
also wird / / a2—b2x2dx= — * / sin2zdz
a2 f I
2b\arc cos —
rig___—~—~

= —11a2—f[3x2——arc ¢os —x !
2 2b a
55. J]/a2x2—b2dx. x= —©ofz, z= 2lIr©of x

dx= —©in zdz;
a

also wird

| fa2x2— b2dx— ©in2Z2"Z=="J ®°i2z—1)"
b2 h2 h | i n

= -© i,200i.--/ = "~ 1/-n™ -1- - a[r©oi

X
Jo

= °2Anja2a?—62- -ZaSir©of£n X.
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56. j \/a2-RIBx!d x.x=~ ®©inz z= 2lr©in/,

a
dx=j ©Ofzdz;
also wird

J +a2. IRaBdx - -J o op 2dz

= — + i
7 a2 \2x2 2691v©|n bé(.

57 f—"r— . e=2 x=1In2. dx=—\ also wird
"Jenr+r1 2
dz /1 dz ( dz
. i .
/ dx - . d= az, z:(%—l—,dx: adz; alsowird
jla2— x2 a

] X
£ dz = arcsin = arcsin —.
___________ —fjl—2 = arcsmz= arcsth—

Setzt man Wa2—% 3 d4l1==2 \fj z, so ergeben sich die
z X z

folgenden drei Integrale:

dx 1 B
59. ——= = = —-arcsin
\ x)J3?— a2 a X
r dx 1w _. a
60. —. E— gir ©tn -
J X\/X2X-a2 a X
C dx il . a
61. —. = 9lr 60| —.
J x]/a2— x2 a X
r dx -
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aso wird
f o 1r & 1 Ix

Ja2hi2 abj1 2 & Na
Hoenso wird

.odx / 1+ 2
® h o d" a2
n a+ bxl
Zgb a—&
o o fefl + 12
|7a2 + P x? 6
/ o =—arc1 sing
66. J sn(@+ bx)dx=— as@+ ).
67.dX
AN X X, .
Fenx Es ist S|nx—2tg§<m'2? Wir selzen tgl—
dam wird dz= ——d—X—X= SZ—S); dSOS_%XX= %
2002—
demech ist

f dx _ rdZ_ | . X
Fsmx =itz In 2 = 1gQq

o (dx=_fd\2-x
JI @X Jlsinm a)
—

J

=—hg ¢ 5j_ hwg,, ,
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r dx

J acosx+ bsinx
Wenn a und b beliebige Zahlen sind, dann
gibt esimmer eine positive Zahlr und einen
Winkel ¢, sodaB s=rsin ¢ und b=r cos @

ist; es ist ndmlich (Fig. 20) r= + ]/a2 62 und tg 9>= " .

Daher wird
dx r dx i rdx+ 9?7
/;acosx+ 6 sin x Jrsin (x+ 99 riJsin (x+ cp
_ at+ 9
= 5 In tg
X —b+ a2+
Ja2+ V- Initg 2+
In 1- —b+ JV+ b2
a tg-

Mit Hilfe der goniometrischen Additionstheoreme erhélt
man die folgenden Integrale:

70.
J sinm*sinnxdx="Jcos (m—n)xdx— cos(m-\-n)xdx

1 [sin(m—n)x sin(m+ n)x
2[ m—n m-\- n
wenn m==n ist; wenn aber m =n ist, so erhdlt man (s.
Beisp. 53).
sin 2 mx\
71./sdinma;sinma;ifa:=J'sin2mxdx= " (x- ) /
m

Ebenso ergibt sich

mex cos nxdx



Die Substitutionsmethode. 49

1 cos(m+ n)x cos(m—n)x

2. fir mg=n,
2 m+ n m—n E
1 cos 2 mx
73. fir m= n.
'2~2m
€0S mx cos nxdx
sin(m+ n)x sin (m—n) x
74. ( ) ( ) fur m=E=n,
m-\- n
sin 2 mx
75. fir m= n.
2m

Diese letzten Formeln fithren zu wichtigenErgebnissen,
wenn man zwischen den Grenzen —n und-\-n integriert;

es ist sin2mn= —sin(—2mn)= 0,
cos2mn= -fcos(—2mn)= + 1,
sin(wfn)n=20, cos(m+ nn—i 1, je nachdem

m + n gerade oder ungerade ist, und &hnlich steht es mit
cos(m—n)n==* 1 Daraus folgt:

76.& Jsm maisth nxa{x: B fir mef=n,
1
+

Tle I br fir m=n.
1
78. f sinmx cosnxdx = 0,
—J
79 !j 0 fur mst=n,,
, /.cos mxcos nxdx— {. .
80; —‘%L Wi iur m—n.

Man nennt die Formeln 76, 78und 79die Orthogonalitéts-
gleichungen der trigonometrischen Funktionen, 77 und 80,
anders geschrieben

+n
81 J cos2xdx = n

—y . . .

v die Normierungsgleichungen.
82. j sin2xdx—n

W itting, Integralrechnung.
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Statt —n und + n kann man auch die Grenzen 0 und
2ji oder irgendwelche um die Periodenldange 2« der trigono-
metrischen Funktionen voneinander entfernte  Grenzen
nehmen.

§ 14. Riiekgriitsformeln (Rekursionsformeln).

Hangt eine GrdlRe von einem ganzzahligen ,Parameter” n
ab, so kann es Vorkommen, daB ihre Berechnung leicht
gelingt, wenn man den Wert der GroRe furn—1,n—2,...
kennt. Formeln, die solche Berechnung fiir n durch Rick-
griff auf Werte fur kleinere Parameter ermdglichen, nennt
man Riuckgriffsformeln oder Rekursionsformelnl).
Sie finden in manchen Gebieten der Analysis fruchtbare
Verwendungen, so in der Integralrechnung die folgenden:

83. Berechnung von jexxndx.
Durch Teilintegration erhélt man
Jexxndx = exxn— nJexxn~ 1dx;

es ist also das vom Parameter n abhangige Integral auf ein
dhnliches mit dem Parameter n— 1 zurickgefuhrt. Ist n
eine positive ganze Zahl > 1, so kann man das neue Inte-

gral ebenso behandeln, bis man schlieflich zu fexdx=ex

kommt. Durch Einsetzen erh&lt man dann

fexxndx = ex[xn— nx"-1 + n (n—1) xn~2
—nn—1)(n—2)xn=3)----- -+ (—1)"»!.

Ebenso wird

84. Je~xxndx

= —e~x(xn-f-nx'~1+ n(n— 1) xn~2+ eem+ nl!).

X Die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts, besonders aber Leon-
hard Euler (1707... 1783). haben reichlichen Gebrauch davon gemacht.
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85. Jsin“xdx— Jsin“"lxd (— cos x)
— —sin"-1 xcos x + J(n— 1) sin"-2 x cos2 xdx

= —sin“-1 xcos x+ (n— 1) f (sin“-2 x — sin" x) dx;
zerlegt man das letzte Integral in seine zwei Bestandteile und
nimmt den zweiten auf die linke Seite, so ergibt sich

nJsin"xdx = — sin"-1 xcos x + (n—1)Jsin*- 2xdx.
Ist n eine gerade Zahl, so kommt man durch Fortsetzen dieses
Vorgangs schlieRlich auf Jdx= x\ ist n ungerade, so ist das

Ende Jsin xdx = — cos*. Fir das bestimmte Integral

. Tz . .
zwischen den Grenzen 0 und — wird an beiden Grenzen
u

sin“-1 *cos *= 0, man erhalt daher

n n

2 2
86 / sin"xdx = I sin"- 2xdx fir w > I.
J n J
0 0
Sei nun n = 2m eine gerade Zahl, so erhalt man 1s‘chlieBIich
n i
2 2
; 2m—1 2m —3 1 f
;sm?Tde’x: — . eeez o | dx\
J 2m 2m — 2 2]
0 0
ist n= 2m+ 1 eine ungerade Zahl, so wird
2
C. .., 2m 2m—2 2 .
I sinZm+1 xdx = . ome, o | sin xdx.
/ 2m+1 2m—1 3 )
0 0
7 7
2
Da nun Jdx = ~ und J"sin xdx =1 ist, so kann man
0 0

diese Werte in die beiden Gleichungen einsetzen. Durch

Division ergibt sich nach leichter Umformung
4*
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il

fsianxdx
7 22 44 66 2m-2m

2 1-3 3-5 5-7  (2m—D(@2m+l) A

f sin2m+1xdx
0

57.

474
Nun ist aber im Intervall (0. .. —) durchweg
u

0 < sin2"+1 *g sin2" xg sin2m—1 x\
bedenken wir jetzt die Definition des bestimmten Integrals
als Grenzwert einer Summe, _s’,lo ist, da alle GIi_Eder positiv sind:

n

T
88. 0 < fsin2m+1 *d*g fsinZTde*g sin2"'-1 xdx.
0 0 0

Aus den Formeln von 86 erhdlt man

7

T

f sin2™-1 x dx

0 2m+ 1 1

% 2m 2m’

j sin2"'+1 x dx
0

7

Dividieren wir daher die Ungleichung 88 durch jsin2m+1 xdx,
0

so ergibt sich

J sin2* xd x

| — A A
gA 2m

J sin2m+1 xdx
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Daraus folgt, daR der Quotient dieser beiden Integrale fiir
m-* 00 nach 1 konvergiert. Damit erhdlt man aus Formel
88 die von W allisl) entdeckte merkwirdige Produkt-
darstellung:
jr 22 4m4 646 2m- 2m
2 nm“MKI-3 3-5 5-7 em—1)(2m+1)’
Wenn man die Genauigkeit der Anndherung dieser Formel an

J flr irgendein m (etwa m = 10) erfahren will, dann ist es zweck-

an: L " L 2-2
méaRig, die einzelnen Briiche anders darzustellen; es ist ja

W3
1 4-4 2k * 2k 1
3’ 3-6 1+ 15... 2k - 1)(2k +1) + 42— 1°
Daher wird
n

> 1o hbht Ko

Die Rechnung sieht dann, wenn man 6 Dezimalen nimmt, so aus:

1+

1 1333333 : 16 5 1500123 :143 8 1,624312 :323

88889 10490 4713
2 1422222 : 35 6 1510613 :195 9 1529025 :399
40632 7744 3832
3 1462854 : 63 7 1518357 :255 10 1,532857
23268 5955
1,486122 : 99
14001

'Die Rechnung ist also recht einfach und viel bequemer, als die
sonst zu jener Zeit tblichen Verfahren, bei denen Quadratwurzelnzu

ziehen waren. Aber die Konvergenz gegen ~ = 1,570796... ist sehr

langsam, ja man sieht leicht, daB die Konvergenzgeschwindigkeit 2)
mit wachsendem m immer mehr abnimmt.

Man kann die Formel 89 auch aus der Produktdarstellung
des Sinus erhalten, die wir ohne Beweis hinzufiigen:

') John Wallis (1616__ 1703), Arithmetlca infinitorum.
'® Die Feststellung einer solchen Konvergenzgeschwindigkeit ist Aufgabe
der praktischen Mathematik.
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9 cinvr = va (1o @) (- gy (- gy mee(1 - gy mes
Setzt man hier z = f, so kommt
72 -1-f *VK*-4is)-(i- »)"m
* 1-3 3557 (@m—1) @n+ 1
2'2 «4.4.6.6- ... 2AT2

woraus sich die obige Forme] erglbt

§ 15. Einiges Uber die geschichtliche Entwicklung des
Integralbegriils.

Schon vor Archimedes miussen infinitesimale Methoden
irgendwelcher Art von einzelnen hervorragenden Mathe-
matikern benutzt worden sein. Ob freilich die Kulturvélker
im Zweistrom- und im Nillande dergleichen kannten, ist
bis jetzt noch im Dunkeln. DaR aber bei den Griechen viel-
leicht Demokritos, mit groBerer Wahrscheinlichkeit Hippias,
Deinostratos und Eudoxos infinitesimale Ansatze gehabt
haben, geht aus den sparlichen Besten, die bis jetzt von
ihnen bekannt sind, hervor. Der durch einen Zufall entdeckte
und 1907 veréffentlichte Brief des Archimedes an Eratosthenes
(die Methodenlehre) beweist, dal dieser (soweit wir wissen)
groBte Mathematiker des Altertums infinitesimale Methoden
entwickelt hat, die nach dem Integralbegriff hinzielten.
Diese Ansatze aber gingen vollig verloren. Der erste Mathe-
matiker, der den kraftigen Ansto zur Erfindung des Inte-
grals gab, war Cavalieril) (mathematicarum professor), der,
wie er selbst bekennt, durch Keplers2) Fakrechnung angeregt
worden ist. War durch Galilei3) der Begriff der Bewegung
in physikalische und mathematische Betrachtungen mit
Erfolg eingefiihrt worden, so bildete er fiir Cavalieri geradezu
die Grundlage seiner Forschungen. Er denkt sich Flachen-
inhalte erzeugt durch Verschiebung ver&nderlicher Strecken,

* Bonaventura Cavalieri (1598 ... 1647); Geometria indivisibilibus con-

tinuomm nova quadam ratione promota.
-) Vgl. die Anm. S. 9. 3 Galileo Galilei, 1564 . . . 1642.
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und Rauminhalte erzeugt durch Verschiebung verdnderlicher
ebener Flachensticke; diese Elemente nennt er Indivisibeln
und er definiert Flachen- und Rauminhalte als Summen
aller Indivisibeln. Ohne auf den heftigen Kampf der da-
maligen Mathematiker fiir und gegen die Indivisibelnlehre
einzugehen, muB erwdhnt werden, dal Leibniz auch zuerst
statt des Summenzeichens omnia schrieb und den Faktor
dx zundachst nicht hatte; er wollte also die Ordinaten alle
addieren.  Aber sehr bald sah er ein, daB Flachenstreifen
zu summieren sind, und so erfand er denn das uns heute

gelaufige Symbol Jydx und bildete den calculus summa-

torius aus, die Integralrechnung, die alle von seinen Vor-
gangern (Fermat, Wallis,.. .) ziemlich mihsam errungenen
Ergebnisse leichter und vor allem systematisch abzuleiten
gestattete. In dem dann folgenden Siegeszuge des neuen
calculusJ), den man vornehmlich L. Euler2) verdankt,
wurde die Integralrechnung formal als Umkehrung der
Differentialrechnung ausgebildet und die Summendefinition
nur zu angenaherter Berechnung gewisser bestimmter Inte-
grale benutzt. Erst Cauchy3) definierte das Integral wieder
albs Grenzwert von Naherungssummen:

J f(x) dx

a

= lim [(xk— a) f(a) + (x2— xk)/(Zj) + mee+ (b—xn)f(xn)\
unter der Voraussetzung eines im beschrankten, abgeschlosse-
nen Intervall stetigen f(x). Wesentlich erweitert wurde der
Integralbegriff durch B. Riemann, der die oben (S. 13) be-
nutzte Definition

f f(x) dx = lim Zf{£k) Axk
a n->@

aufstellte.

) In England heifit die Infinitesimalrechnung heute noch so.
-) Leonhard Euler 1707 ...1783. 3 A.L.Cauchy, 1789 ...1857
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Dal auch solche Funktionen ein Integral im Sinne Rie-
manns haben kdnnen, die im Integrationsintervall nicht durch-
weg stetig sind, sei zunadchst an einigen Beispielen erlautertl).

So hat man
1 1

- 0
9L _ . fir xm
S0y = ﬂ 0;

+ e
setzt many = 1 2g —, so erhalt man an der Stelle x - 0

eine Sprungstelle (Fig. 21)
von der Hohe 2. Setzt man
Xx— can Stelle von X, so riickt
der Sprung an die Stelle x = c;
— multipliziert man mit einer
beliebigen Konstanten p und
addiert eine andre Konstante

~i ~TTThm _q, setzt also
-1 O b T

Fig. 21. y:ps& _ + o«

so erkennt man, daB man an einer beliebigen Stelle einen
Sprung von jeder Sprunghdhe

erzeugen kann (Fig. 22 fir posi-

tives ¢ und p"und fir q>p).

Die Zeichnung/l&Rt ohne weiteres

erkennen, daf]unter der Kurve

bis zur x-Achse eine wohldefinierte

Flache liegt; wenn a< c< b

ist, so gilt (wie der Leser be-

weisen moge)

* Nach Diiichlet und Biemann bedeutet 0, daR sich x von gréReren
Werten her der Stelle ¢ nahert, also a;=c+ & fur positives d-*0 betrachtet
wird; ebenso ist x~+c—0 abkirzend geschrieben fir ir=r—& bei positivem
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fydx —Ilim Jydx -~lim Jy dx.

a «~*a a R->-a—OR
92. Definiert man ferner y= [x] als groBte in x ent-
haltene ganze Zahl, so hat diese Funktion unendlich viele
Sprungstellen, namlich fir alle ganzzahligen Werte von X;
aber niemand kann ti)m Zweifel sein, 3

dal auch (Fig. 23) f [x] dx einen Sinn
. 32 1
hat, den man ohne Mihe feststellen
kann, indem man wie im vorigen Bei-
spiel das Integral in eine endliche An-
zahl von Teilintegralen zerlegt.

Durch genauer durchgefiihrte Grenzbetrachtungen er-
kennt man die Richtigkeit der von Riemann herrithrenden
Erklarung:

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir,
daB eine beschrankte Funktion integrierbar ist, besteht
darin, daR man das Intervall (a,... 6) so in Teilinter-
valle zerlegen kann, daf die Summe aller derjenigen
Teilintervalle, in denen die Schwankung groBer ist
als eine willkirlich angenommene positive Zahl e,
beliebig klein gemacht werden kann.

Funktionen, die dieser Bedingung genugen, kdnnen bereits sehr
viele und sehr komplizierte Unstetigkeitsstellen haben. Indes kann
man den Integralbegriff auf noch umfassendere Klassen von Funk-
tionen erweitern. Die bekannteste dieser Erweiterungen rihrt
von H. Lebesgue her und entspricht, kurz gesagt, einer Verall-
gemeinerung des Inhaltsbegriffes: die betrachtete Flache wird nicht
(wie bei Riemann) durch Summen von endlich vielen, sondern
durch Summen von unendlich vielen Rechtecken angené&hert.
Bei Einfuhrung des Lebesgueschen Integrals wird Ubrigens die
Aufgabe der Auffindung von Stammfunktionen zu vorgegebenem
f(x) auch fir eine sehr allgemeine Klasse unstetiger Funktionen
f(x) losbar. Naheres findet der Leser z. B. in Haupt-Aumann 111.

*1*2r3 @
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Wir legen im folgenden stets den Riemannschen Integral-
begriff zugrunde. Integrierbare Funktionen sind (daher)
immer als beschréankt anzunehmen.

§ 16. Die beiden Mittelwertsatze.
Die Abschatzung eines Integralwertes geschieht mittels
der beiden Mittelwertsdatze, deren erster teilweise schon
friher in etwas anderer Form gegeben war.

Erster Mittelwertsatz.

Es seien zwei in aiS x iS i integrierbare Funktionen f(x)
und <p{x) gegeben, von denen <p(x) in <«...& > das Vorzeichen
nicht wechselt, z. B. nicht negativ ist; ferner seien m und M
die untere und die obere Grenze von f(x). Bei <p(x)3; 0 ist
dann

b b b
mJ (f{x)dxsS I f (pc)<f(x)dx-LM J<f(x)dx. (1)
a a a
Ist f(x) in (a... })stetig, so gibt es einen Zwischenwert
X — i, sodaR
b b
/I(*)<ip(*)d* =/(f) f<p(x)dx, a”~8§"b ¥
a a

ist. Diese Formulierung gilt unverandert auch bei (p(x) iS 0.

Der Beweis fiir die beiden Formeln (1) und (2) ergibt
sich ohne weiteres aus der Integraldefinition.

Eine interessante Anwendung von (2) auf das Restglied
der Taylorschen Formel (S.43) sei hier gleich angefihrt.
Es war

X

Rn= (nvTijl/s (*~ /nN)(2 dsm
a
Wenn /w (g) in (a...b") stetig ist, so kann man nach (2)
setzen:
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lin= (M~ 1)1/<)E)/ (O e (W

a
wir erhalten demnach das Restglied in der Form von La-
grange.
Setzt man in der Integralform cp(z)=I, so kommtl)
X

B»=(Nziy

a

= 7(n—1i5! () (*—1)"" 1 (x—a)

= [n- 1) @_ #)n_ 1K@+ & =~ &)’

also die Restform von Cauchy.
Ist p eine ganze Zahl zwischen Ound w—1,0iS piS n—1,

so kann man nach (2) setzen

X

Rn= fin) (f) (* - 2)n~vfix — 2)"« 1dt

a

= p(n—1) - &npf) [« +#(*-«)];

das ist die Restform von Schlémileh, aus der Gbrigens fur
p = 1 die Form von Cauchy, fir p = n— 1 die von Lagrange
folgt.

Zweiter Mittelwertsatz.

Sei f{x) in <«...&> integrierbar, cp{x) einsinnig und
differenzierbar mit stetiger Ableitung und sei endlich
Jf(x)dx = F(x), (also F(a)= 0), dann ergibt sich durch
a

1) Der Zwischenwert | kann auch durch a+&(x—a) ausgedriickt werden
wo ist; dann wird x —£={x—«)(1 —#).
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Teilintegration und unterBenutzungdes ersten Mittel-
wertsatzes :

b b
Jf(X)ep()dx = [(p{X)F{x)]a—J oo (x)F(x)dx
a a )
= <p(b)F(b)-F(C)fcp'(x)dx
b a£ S
= 95(6) FIf(x)dx—Jf(x)dx” + <p(@)jf(x)dx

also wird endlich
b
ff(x) <f(x)dx
a
4 b
= <f(a)jf(x) dx + <p)Jf(x)dx;a” g™ b. (3
a %

Es gibt also einen Punkt f im Integrationsintervall, der die
durch (3) gegebene Unterteilung ermdglicht.  Wenn ins-
besondere (p{x) positiv und fallend ist und <p(@) genom-
men wird, so gibt es eine Unterteilung des Intervalles durch
einen Punkt 2, sodaR

b z
f f(x)px)dx = A j f(x)dx
a a
ist. Wenn aber cp(x) positiv und wachsend ist und B 5: cpib
genommen wird, so ist (mit anderem 2z)
b b
f f(x) cp(x)dx= B f f(x)dx.
a z

Es ist wichtig, dal der zweite,Mittelwertsatz auch fir
,bosartige”, nicht differenzierbare einsinnige Funktionen cp(x)
gilt. In diesen Fallen ist er nicht mehr eine bloBe Folgerung
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aus dem ersten Mittelwertsatze. Der Beweis ist aber dann
zu verwickelt, um ihn hier wiederzugeben. Anwendungen
des zweiten Mittelwertsatzes werden wir spédter kennen lernen.

§ 17. Ausblick und Marschrichtung.

Wenn der Integralbegriff so allgemein wie in den letzten
Nummern aufgefallt wird, wobei man weder durch die Forde-
rung der Stetigkeit noch der Differenzierbarkeit beschrankt
zu sein braucht, so erkennt man, daf die Integration wesent-
lich allgemeiner und weiterreichend ist, als die Differentiation.
Das heit: die Bedingungen, die eine Funktion erflllen muB,
um integrierbar zu sein, sind einfacher und weniger scharf
als die zur Differenzierbarkeit nétigen.

Die Differentialrechnung lehrt, dal jede formelméaRig
gegebene Funktion differenziert werden kann. Wir haben
an zahlreichen Beispielen gezeigt, dal formelmaRig gegebene
Funktionen auch in geschlossener Form integriert werden
kénnen. Es ist naheliegend, zu fragen, ob jede Funktion,
die in geschlossener Form durch die uns bekannten Symbole
dargestellt ist, auch ein Integral in solch geschlossener Form
hat. Diese Frage muB verneint werdenl). Erinnern
wir uns aber des auf S. 18 Gesagten, so erkennen wir, dal
in den Fallen, wo die bekannten Symbole nicht ausreichen,
um die doch vorhandene Funktion der oberen Grenze des
Integrals auszudriicken, eben durch das Integral eine neue
Funktion definiert wird, deren Eigenschaften zu untersuchen
sind, deren Werte-tabelliert werden missen. Wir werden
spater einige solcher Funktionen, die groRe Wichtigkeit er-
langt haben, behandeln. Unser néachstes Ziel ist aber, die-
jenigen Falle kennen zu lernen, in denen eine geschlossene
Integration (in obigem Sinne) mdoglich ist. Wir wenden uns
daher zunéchst zu den rationalen Funktionen.

) Vgl. 8 4.
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Dritter Abschnitt. Integration rationaler Funktionen.
§ 18. Spezielle rationale Funktionen.

Liegt eine ganze rationale Funktion

Gn(x) = «,+ aH b *"
vor, so ist
. 1
fn(x)dx: a0x + —x2+ oo - anxn+l + c.
2 n+ 1

Die Integration ganzer rationaler Funktionen bereitet
also keine Schwierigkeiten.
Bei einer gebrochenen rationalen Funktion

<+m06 b X bm %m
fn(x) ~ a0+ axxH + anxn
wird man, wenn n ist, eine ganze rationale Funktion

durch Division abspalten und dann einen Bruch {brig be-
halten, dessen Zahler von niederem Grade ist als der Nenner.
Die ganze rationale Funktion kann mihelos integriert wer-
den, wir dirfen daher von vornherein annehmen, daB die
Division bereits ausgefihrt ist, und deshalb m <n voraus-
setzen. AuBerdem wollen wir annehmen, daB cpm(x) und fn(x)
keine gemeinsamen Faktoren enthalten, alsoteilerfremd
sind. Bevor wir zur allgemeinen Losungder Aufgabe, eine
gebrochene rationale Funktion zu integrieren, schreiten,
wollen wir einige Sonderfalle betrachten, die die allgemeine
Ldsung erleichtern werden.

Drei Grundaufgabenl).

( Inx fir n=1
1 ={-<,- 1)~ "row> 1
x clx . .
/- - . Wir setzen x?+ 1= 2z 2xdx = dz, fuhren
(* )u

) Tin folgenden ist n stets ganz und positiv.
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also dieses Integral auf das vorige zurlick:
fxdx L' far tt= 1.

JMN+ ir « J> 2« — iY(A+1)--m lIr" > 1-

I1. Jn:j—: A . Firw =1 erhéltman f-R---= arctga:.
@2+ 1)n Jz2+1
Fir n > 1 kommen wir zu einer Rickgriffsformel, indem
wir beachten, daR

1 1 z2

(22 + 1 )H_ (**+ I )H_ 1 ° 1)"
ist. Es wird also mit Hilfe der Teilintegration

f xdx
Jn=Jn-1~ J x -(x2+1)n

-

- 2n— {x2+ 1F*1 ) 2(n— 1)@ + 1j"-1

X 2n— 3
= 2w—1) (x2+ l)«-1+2w—1) "I’
die Berechnung von Jnist also auf diejenigevon zurlick-

gefihrt. Wenn n— 1> 1ist, sowendet man aufJn_i dasselbe

[~

* + 1
= arctg a kommt. Man erkennt daher, wenn man alles einse

dx . .
/ , laBt sich durch ratio-
(x2+ 1)»

nale Funktionen und arc
r dx X

93. Sei n= 4. Aus de
1{X2+|f: S(an+ 103+ g @2 gy )3
r dx X 3f dx
1 =40~ + 1)2+ 4 (X2+ |)2
r dx X i r dx

J(a7+ 1)2 = 2 (a2 ~ 1) + 23 x2+1
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folgt r o dx X 0X

(X2-j-\)4 6(*2 + 1)3 124((X)2+ 1) 2
15® 15

+ 48(0%+ 1)+ 48 mX**'

Auf eines dieser drei Integrale lassen sich nun andere
zuriickfiihren. Ist z. B. der Nenner des Integranden (az -f- b)n,
so fihrisnan x = az-\- b als neue Veranderliche ein; dadurch

.t dz 1 rdx

wird J («2+T)»= «J xn m 1 zurlck?eleitet-

Ist der Nenner desintegranden (az2+ 2bz c)n mit
ag=0, sosetzt man az2-j-2 bzR-c= —(az + 6)2 + UC— —.
a a

Der Fall ac— b2= 0 fuhrt auf das Integral | zurick.
Ist ac— IR < 0, so laRkt sich die quadratische Form az2+ 2 bz
+ cin zwei (reelle) lineare Faktoren zerlegen, was wir spater
allgemeiner betrachten wollen.

Ist dagegen ac— b2> 0, so laRt sich die quadratische
Form zwar auch in lineare Faktoren zerlegen, aber diese
sind bekanntlich konjugiert komplex. Die quadratische Form
wird daher im reellen Gebiete niemals Null, sie hat also immer
einerlei Vorzeichen (das Vorzeichen von a) und heif8t definit.
Bei einer solchen Form setzen wir

az+ b a Lr s
X= — , dx dz, z=" — ac— bh2—h].
J/ac — b2 Vac— b2 ' «
Dann wird
nn
az2+ 2bz+ c= a (x24- 1).

Man erkennt also, daB sich die Integrale mit den Zahlern
dz und zdz, deren Nenner eine Potenz einer definiten qua-
dratischen Form ist, auf die Integrale Il und 11l zurick-
fuhren lassen.

Bevor wir den allgemeinen Fall untersuchen, erwéhnen
wir ohne ausgefiihrte Beweise zwei algebraische Hilfssatze.
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§19. Algebraische Hilfssatze.

Der erste Hilfssatz ist der sogenannte Fundamental-
satz der Algebra. Man kann ihn in folgender Form aus-
sprechen:

Jede ganze rationale Funktion wten Grades

fn(x)= «o+ oo anxn,
deren Koeffizienten av (reelle oder komplexe) Zahlen

sind, laRt sich als Produkt von n linearen Faktoren

Bni.x i) AV oon)
darstellen, wo die ebenfalls (reelle oder komplexe)
Zahlen sind.

Die «2, **+ «, brauchen nicht alle voneinander ver-

schieden zu sein; sie heiBen die Nullstellen oder Wurzeln der
Funktion fn(x) bzw. der algebraischen Gleichung fn(x) = 0.

Sind die Koeffizienten al: reelle Zahlen, so kénnen
die Nullstellen o, tx2 ..., falls komplexe darunter sind,
nur paarweise konjugiert komplex sein. Die reelle
Funktion fn(x) laRt sich demnach stets in reelle Faktoren
von der Form (x —af und (x2+ 26m cf zerlegen, wo k
die Vielfachheit der Wurzeln angibt und die quadratische
Form definit ist.

Der zweite algebraische Hilfssatz lautet:

Jede echt gebrochene rationale Funktion (p(x)/f(x)
4Rt sich, nachdem man den Nenner in die Produktform
gebracht hat, eindeutig in eine Summe von Teilbriichen
von der Form

M Px+ Q
(x—<xf Un (x2+ 2bx+ cf
zerlegen.

Zur Bestimmung der Zahler M hat man zwei Falle zu
unterscheiden, je nachdem a eine einfache oder mehrfache
Wourzel ist.

Witting, Integralrechnung. 5
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Ist a, eine einfache Wurzel, so lautet der Teilbruch

v(«)
I'(<*) (X — «)

Sind also lauter einfache Wurzeln vorhanden, so ist die

ZerlegungJ)
Y= - m
1(*) ['(«,)(* —«i)  f(0c2) (x — txg)
y(d.)
/ O™'n) mE om)

Sind k reelle Wurzeln untereinander gleich, etwa gleich R,
so ist I(x)= (x —RB)kfi(x) und /j(a:) enthdlt die Nullstelle B
nicht mehr. Es ist dann

<p(x)_ (B) <pBx)
1x)  BE@R){x- Bf~r (x-Bf~"UXx)m {>

Der zweite Bruch, dessen leicht angebbarer Zéahler héch-
stens vom Grade m — 1 ist, dessen Nenner aber die Wurzel 8
nur (k—I)-fach enthé&lt, kann ebenso weiter behandelt wer-
den. So erhdlt man eine Summe von Briichen mit den Nennern
{xX—Bf, (x—RFf-1, ..., (x—R).

Sind y -j-wB und y — id zwei einfach auftretende Null-
stellen, so liefert die Partialbruchzerlegung auch konjugiert
komplexe Zahler; es ist demnach

C+iD G—iD _2C(x—y)— 2Dd

X— (y+ id) x— (y—id) x—yf+ i
Der Zéahler dieses Bruches ist eine lineare Funktion von X,
der Nenner eine definite quadratische Form. Tritt solch
Wourzelpaar i-fach auf, so verfahrt man analog wie oben. Hat
man die Zerlegung in Teilbriiche mit unbestimmten Koeffi-
zienten in den Zéhlern angesetzt, so multipliziert man diese
identische Gleichung mit f(x) und erh&lt durch Vergleichung

I) Die Marken m und n seien der Kiirze halber weggelassen.
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der Koeffizienten gleicher Potenzen von x die Werte der un-
bestimmten Koeffizienten. Die folgenden Beispiele mdgen
alles erldutern.
94, X+b = A I B
X2—2x—3 x—3 a+ 1’
da x2—2x—3= (x—3) (x + 1) ist.
Multipliziert man mit x2—sx — 3, so kommt
x--5= A(x4-1)+ B(x—3), also ist M +B = 1,

A —3J3=5, A= 2, B= —1, demnach ist
*+ 5 2 1
X2—2x—3 x—3 *+ 1~
95 3x—5 A9 Ay
@—2)2 (@®—2)°-x—2
ergibt 3a;—5= A2+ AMN(x—2), A2= 1,A2= 3, also ist
33, —5 _ 1 3
(x—2)2 (x—2)3"ra;—2°
g6 Ja2—10"+4 A B C
X?—x2—4a+ 4 x—I1"~a;—2 a+ 2'
Man erhalt

3a2— 10a:+ 4= A(x—2)(x+ 2)-fF B(x—1) (x-(- 2
-\-C(x — 1) (@ —2) und daraus durch Koeffizienten-

vergleichung 3= A+ B+ C, —10= B — 3C,
4= —jA — 2B+ 2C; demnach ist A—1, B= —1,
(7=3, also wird

32— 10a:+ 4 _ 1 1 3

x3— x2—4a;+ 4 x—1 x—2~"a;-)-2"

DaB dieses so einfach gewonnene Ergebnis mit der
Formel (1) Gbereinstimmt, ist sofort zu sehen; denn
hier ist f'(x)=3x2—"2a;,— 4, also wird
gty = —3/—3=+ 1,9 @Q)I'Q2Q)=—4/4= —1,
A— 2)/I'(— 2) = 36/12= 3.

b*
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ox A PG

z(z2—2z+ 2) x X2—2z+ 2'
Manerhdlt aus 4—z= M(@z22—z2+ 2)+ (Px+ Q)x
die Bestimmungsgleichungen A-\- P =0, —2A+ Q

= —1, 2M= 4; also ist A— 2, P= —2, (2=3 und
es wird
4—7 2 2z—3
z(z2—2z+ 2) x xX2—2z+ 2'
23--224-2-)-1 Pxz f- Qi P 2x-{- Qi
(z22+ 2z +1)2 (z2+z + 1)2 22+ z + |’
Es ergeben sich aus z3+z2+ z+ I=P 1lz+ <

+ (P2z+ Q2 (z2+ x+ 1) die Werte PI — 0, Q1= 1,
P2= 1, Q2= 0; also wird
B+722+ 72 + 1 1 z

(z2+ z+1)2 = (z2+ Z+1)a 2+Z+ 1

Weitere Beispiele folgen spater.

§ 20. Die Integration einer gebrochenen rationalen Funktion.

Wir stellen nach dem Vorhergehenden fest:

Eine rationale Funktion von z ist (im allgemeinen)
Summe aus einem Polynom irgendwelchen Grades und
einer echt gebrochenen Funktion von z. Dieser Bruch
1aRt sich nach Ermittelung der Nullstellen des Nenners
eindeutig in eine Summe von Teilbriichen zerlegen, deren
Nenner je nur von einer reellen Wurzel oder von einem
Paare konjugiert komplexer Wurzeln abhéngen. Im
ersten Falle ist der Nenner solchen Teilbruches eine
Potenz einer linearen Funktion von z, im zweiten Falle
eine Potenz einer definiten quadratischen Funktion
von z. Das Integral einer rationalen Funktion besteht
demnach allgemein aus einem rationalen Teile, logarith-
mischen Gliedern und Arkustangensfunktionen.
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Beispiele:
X2+ *+ |
f (x—1)(x—3)(x+ 4) dt
. C dx Lfodx f dx
= A —, + B -+ G/

J x—1 Jx—3 Jax + 4

Nach der oben angegebenen Methode erhédlt man fir

3 13 13
die Vorzahlen .4, B, C die Werte —— , —
Ju' 14 o0

sodaB das Ergebnis
X2+ x+ 1
J((—l)(z—3)(x+ 2 ¢
= — In(*-1)+ ~ In(*-3)+ ~ In(x+ 4)
herauskommt.

d*c
100./ —, ein klassisches Beispiel, dessen Bewaltigung

Leibniz Schwierigkeiten machte.

Die Wurzeln der Gleichung z4-f 1= 0 sind die vier Werte
4
von |/—1; falt man die konjugierten Wurzeln zusammen,
so kommt xi+ 1= (z2-f-zj/2 + 1) (22— z]/2 + 1), also
1 P.z+ Qi P2z + ft> .
setzt man: — = — \- — m. Multi-
a o+l z2+zjl2 + | 72— zjl2 + 1

pliziert man mit z4+ 1 und vergleicht die Koeffizienten
gleich hoher Potenzen von z, so erhdlt man die Gleichungen

oi ipo I, unml?te'rb en folgt fast
PiV2-Q1 —P2I2—Qi =0 Px=-P»/\2_/2,
Pi —Qil2+ P2 + Qj/2=0 !

Qi 4-Qi =1 Qi= Qi= -y
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Damit wird *)
r dx i r *+'2

Iox*+ 1 21/2] x2+x/2+1

dx

2]j/2.]rx2— X)/2 + |

Jedes der beiden Integrale auf der rechten Seite zerlegt

man in zwei Integrale mit den Zéhlern xdx und ]/2 dx
und erhélt so nach Ausfilhrung der Integration

dx 11 x2+ a]/l2+ 1
/ 42 x2—x]/-2m

+ arct® (Xv2+ 1)+ ~ arctg (aj/2 —1).

Man berechne die Integrale der Funktionen 94 ... 98.
Wichtige Anmerkungen: 1. Die Methode der Partial-

bruchzerlegung ist gewissermalen die ultima ratio, d. h. sie

wird nur angewendet, wenn es nicht anders geht. So wird z. B.

i
/ einfach durch die Bemerkung ldsbar, daR

d(xi + 1)= 4x3dx ist;- daher ist
_x?dx 1, .., ,
xb--1_ 4 1 + 1)
Diese Bemerkung muR {berhaupt durchweg beachtet
werden. Auch weiterhin werden allgemeine Methoden
gegeben werden, die unter allen Umstdnden zum Ziele
fihren, von denen man aber in besonderen Fallen keinen
Gebrauch macht.
2. Jedes der unbestimmten Integrale kann zur
Berechnung eines bestimmten Integrals dienen, nur

darf in dem Integrationsintervall <«...&> keine

X Eine neue Methode rihrt her von G. Kowalewski, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 40.
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Nullstelle des Nenners liegen, da dort der Inte-
grand unstetig wird. In solchem Falle muf eine be-
sondere Untersuchung einsetzen, auf die wir spater zu
sprechen kommen.

Vierter Abschnitt. Integration einiger irrationaler und
transzendenter Funktionen.

§ 21. Uberblick.

Nachdem die Integration rationaler Funktionen von x
ausnahmslos gelungen ist, werden wir bei irrationalen Funkti-
onen nur in einigen Fallen einen dhnlichen Erfolg haben. Wir
behandeln die Integration von Funktionen, die sich rational
zusammensetzen aus x und folgenden Irrationalitaten:
1 wie Wurzel aus einer gebrochenen linearen Funktion von x,
2. Quadratwurzel aus einer ganzen quadratischen Funktion
von X, 3. Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion hdheren
Grades. In den ersten beiden Fallen wird es gelingen, die Auf-
gabe auf die Integration einer rationalen Funktion einer neuen
Veranderlichen zuruckzufthren. Im dritten Falle ist dies
allgemein nicht mehr mdoglich. Dann werden uns Inte-
granden beschéaftigen, die trigonometrische, hyperbolische
und Exponentialfunktionen enthalten.

§ 22. Rationale Funktionen von x und von Pl

Bezeichnet man eine rationale Funktion durch das Sym-
bol R, so handelt es sich hier um das Integral

T
a4 L/ 1S K

Dabei muf3 offenbar aB — btx=j=0 sein, denn sonst wére ja

der Nenner im Zahler enthalten, und der Radikand wére eine

Konstante. Das vorgelegte Integral kann nun stets durch
die Substitution
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a-\-bx . xin — a tn~ |
— - = f x=--—-—, dx= n(otb—aRB)-
ac+ Bx b-Bt»' y r’{b-RBt»f
in die Form
. t» i
n(«b-aB)jR (f- {b-Bt"r,‘zdt”

also in das Integral einer rationalen Funktion von t gebracht
werden, womit die Aufgabe grundsétzlich gelost ist.
Beispiele:

- ’ 2

Jjilatbx PJ g5 Sad+ a

= - (Ba2— 4ab x + 362x2)|/a + bx;

es war zu setzen: a4-bx=t2 bdx= 2tdt, x= E(tZ— a).

103« f I/~ -da: = jla2— a2+ aarcsin—.
« "'« > >

104. j{/a" “ =tk T o lla+> —)x

§23. Rationale Funktionen von x und }/a+ 2bx + cx2
Wir fihren die Integration an drei Hauptformen durch:
l.La—16=0, c= —1
Das Integral lautet also J1= f R(x, |/I — x2) dx.

Setzt man j/Nm-*=(t so wird x =

2/ 4/ dt
J1_a;2=— da-Dadurch wird J,

in ein Integral einer rationalen Funktion von t verwandelt.
I. a——1, 6=0, C=+ 1. -

Das Integral heit nun J2= j ~ x 2— l)dx.
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Setzt man ]/-— —= t, so sieht man leicht, daB da-
i

durch abermals der Ubergang zu dem Integral einer ratio-
nalen Funktion von t gewaéhrleistet ist.
1. a= + 1, b= 0, c= + 1
Es handelt sich also um das Integral
J3=f R [x, ]/x2+ 1)dx.

t2— 1
Hier setzen wir t= x+ jl&+ 1, &= ot
2+ 1 2+ 1 . i
\ X24-1 = --—--- , dx= — - dt; damit erhalt man wieder
y A 2t VavA

das Integral einer rationalen Funktion von t.

Wir wenden uns nun der allgemeinen quadratischen Form
a+ 2tx + cx2 zu und zeigen, daR man in jedem Falle die
Zurickfihrung auf eine der drei obigen Formen erreichen
kann. Dabei ist der Fall ac— b2— 0 unbeachtlich, denn

dann ist ja a+ 2bx+ cx2= ¢ + -] ,die Quadratwurzel

daraus ist daher rational (und reell, wenn ¢ > Oist). Wir haben
also nur die Félle ac— b23=0 zu untersuchen.

1. Fall: fR(x,Ja+ 2bx+ cx?)dx, ac—62< 0,c<0.

b+ cx .
Setzt man £= . =m | so wird
1/b2— ac
1/a+ 26*+ cx2=j/~ ~ - [/l — wodurch das be-

trefiende Integral die Form J1 annimmt.
2. Fall: ac—bhb2< 0, c> 0.

b+
Wir setzen f o , dann wird

\/b2— ac
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Ya+ 2bx+ cx2= . jif2— 1, das Dbetreffende

Integral ist also auf die Form J2 gebracht.
3. Fall: ac—b2> 0, c> 0.

. ) L E# .
Setzen wir £= - —a — | so erhalten wir
Yac — b2
|/a + 2bx+ cx2= 1/ —(6 + cx)2+ — -
|lc c

es ergibt sich demnach ein Integral von der Form J3.

Mitunter kann es vorteilhaft sein, die gegebene Funktion
in folgender, immer moglichen Weise umzuformen:

R(x, Va+ 2bx+ ca2 = GAx) + - N
Gs(x)\ a-\-2bx-\- x2
wo G1, G2, (3 ganze rationale Funktionen von x sind.

Beispiele:

105. j"|/a2 + x2dx

— 1 xVa2+ *2+ 4 ®In (* + |/a2+ a&2).

106. J | 2 xrlix jﬁ&(lx

107. M2 ax -f- x2dx

x-\- a
|12 ax X2— ~2 In (x + a-f-1/2 ax -f- a2) .
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108. J N2 ax — x2dx

—a, ;o ) « . a— X
-—Yy2ax —xi —arcsm --------
u L a
Fir ¢> 0 ist:

dx

Ja+ 2ix + ca2
= — In(6+ ca+ |/cel/la+ 2bx+ @2;
e

dabei ist )/c mit solchem Vorzeichen zu nehmen, daR
der Klammerausdruck positiv wird.

DaR man nicht immer nach den allgemeinen Regeln zu
verfahren braucht, mdge wenigstens ein Beispiel erldautern:

w f— _f & X

J lx—x2 J (i'— xf J V11— (1—2a;)2
wir setzen nun!1 —2a= y, dx — —idy und erhalten
nach Beispiel 13 S. 34
F' dx r dy .
-------- = — | —Z—= —arcsm(l —2a)

J]1/x — x2 J\/1I —y2
Ehe wir zu den Integralen einiger transzendenter Funkti-
onen (bergehen, sei die schon erwéahnte Frage behandelt, ob
man in geschlossener Form Integrale von Funktionen
darstellen kann, bei denen die Quadratwurzel aus einer Form
héheren als des zweiten Grades in x vorkommt, also etwa
r dx

J 1/«,+ «! aH frK &
oder J)/«,, f- «jx + eem+ anxndx mit n> 2.

Man kann beweisen, dal dies — abgesehen von besonderen
Féllen — unmdoglich ist, daR also solche Integrale neue
Funktionen definieren. Insbesondere heien die Integrale
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um

Jy—  J

elliptische Integrale erster und zweiter Gattung; k heit
ihr Modul. Die rechts stehende zweite Form geht ersicht-
lich aus der links stehenden ersten Form durch die Substitution

X = sincp, dx = eoscpdep
hervor. Wir behandeln sie spater (§ 27).

§ 24. Transzendente Funktionen.

In den Paragraphen 4,10,12, 13 und 14 haben wir bereits
zahlreiche transzendente Funktionen integriert, so dall wir
hier nur noch einiges zu erganzen haben.

A. Bezeichnet R(ex) eine rationale Funktion von ex, so

wird das Integral jR(ex)dx durch die Substitution ex — z,

dz . . . .
dx= — in das Integral einer rationalen Funktion von z
z

verwandelt. Da die hyperbolischen Funktionen selbst ratio-
nale Funktionen von ex sind, so werden durch obige Substi-
tution die Integrale von rationalen Funktionen der hyper-
bolischen Funktionen auf die Integrale von rationalen Funkti-
onen zurickgefihrt; sie bedirfen also keiner weiteren Er-
lauterung.

B. Ist der Integrand eine rationale Funktion der
trigonometrischen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x, so
fuhrt man tg\ x = z als neue Variable ein. Es lassen sich
ja bekanntlich die trigonometrischen Funktionen von x und
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auch dx rational durch z ausdriicken
2z 1— 122
ST +?" cosX=r+~7?"

2z 1 —z2 2dz

‘s - " to = i+ 2
Somit ist auch hier die Sache auf das Integral einer rationalen
Funktion zurtickzufuhren.
C. Von,gemischten*“ Ausdriicken seiennur einige ausgefihrt.
111, f&xsin"x dx.

Durch Teilintegration findet man

. X sin™ f. .
f"* sm* xdx = xS ”_\ekx sin”- 1 x cos xdx\

k kJ

weiter wird
fekx gin»—i x cos x dx = ghx sin»Ii X COS X

n J

r 1 r
| e*x sin”- 2 x cos2 x dx -\- — | ekx sin" x dx.

Ersetzt man hier cos2 x durch 1 —sin2 x und vereinigt
man die so entstandene letzte Gleichung mit der ersten,
so kommt

ofcs gin»—i x (k sin x — n cos x)

k2+ w

Tok2-F ﬁsz&'""'Z )d(

Ist n eine ungerade Zahl, so gelangt man durch die Fort-
setzung dieses Prozesses zu.dem Integral
e**(fc sin x — cos X)

fAx sin" xdx =

/ A xsin xdx =
k2+ 1
ist n eine gerade Zahl, so kommt schlieBlich das Integral
gfcc
ekxdx= — .

/

Ganz analog verfahrt man mit dem Integranden e**cos” x.
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112. f f(x) arc sin x dx.

Wennf f(x)dx=F(x) bekanntist, soergibt Teilintegration

f _ . f F(x)dx
J f(x) arcsin xdx = F(x) arcsin x —=J ~ N,

Ist z. B. f(x) = xn, so erhalt man

r . xn—1 . 1 f xn~1dx
J/ xnarcsin xd x = arcsin x-

n+1 «+ 1) |[N1Z=a2’
das neue Integral laBt sich fur ganzzahliges n in
geschlossener Form ausdriicken.

Weiteren Beispielen transzendenter Integranden werden
wir spater begegnen (8§26, § 30).

Es ist nicht Zweck eines einfihrenden Lehrganges der
Integralrechnung, alle irgendméglichen Arten von Integra-
len in der bisherigen Weise zu untersuchen. Wir wenden
uns vielmehr im fiinften Abschnitte zu allgemeineren Methoden,
die ein neues und wichtiges Gebiet der Integralrechnung er-
schlieBen. Vorher aber noch eine beachtliche

Anmerkung: Es gibt in groBer Anzahl bestimmte Inte-
grale, die sich in geschlossener Form darstellen lassen, ob-
wohl die zugehdrigen unbestimmten Integrale das nicht ge-
statten. Ein solches Beispiel ist

113. 1 ) Wir setzen x = tgqi, =+ dep und
i it
0

verwandeln dadurch das gegebene Integral in
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Die beiden letzten Integrale sind aber einander gleich,
denn ein bestimmtes Integral hangt ja nicht von den Inte-
grationsvariablen ab, sondern aufler von der Form des Inte-
granden nur von den Grenzen. Daher heben sich die beiden
letzten Integrale weg, und es bleibt

7

fln(l+x) dx= rhi2co” d ” InA ANdn2.
\(]) 1+ x2 g 4 4 8

Finfter Abschnitt. Reihenentwicklung. Uneigentliche
Integrale. Differentiation und Integration nach
einem Parameter.

§ 25. Allgemeines Uber Reihenentwicklungen und Grenz-
funktionen.

In der Differentialrechnungl) ist im VI. Abschnitt die
Definition fiir die Summe s von unendlich vielen Gliedern als
Grenzwert der Summe sn der ersten n Glieder gegeben. Be-
steht ein solcher Grenzwert, so heilit die Reihe konvergent.
Wenn die Glieder nicht alle positiv sind, so heit die Reihe
dann absolut oder unbedingt konvergent, wenn auch
die Reihe der absoluten Betrage der Glieder konvergiert,
sonst bedingt konvergent.

Die Differenz zwischen dem Grenzwert s von s, und s,
selbst heiflt der Rest der Reihe: s— sn— Rn, s= se+ Rn.

Sind die Glieder einer Reihe Funktionenvon x, uk = uk(x),
und existiert die Summe s = lim sn fir alle x eines (offenen
oder abgeschlossenen) Intervalles 1 (also z. B. fira< x < 6
oder X U.s.w.), so heiBe 1 ein Konvergenzintervall
oder Konvergenzbereich der Reihe. Soll nun bei vorge-
gebenem x 1Rn(x) | < e gemacht werden, so ist n groBer zu
nehmen als eine Zahl N(e, x), die im allgemeinen von x
abhéangt (vgl. Bsp. 115). Kann aber N als von x unabhéngig
(ftr alle x aus 1) gewéahlt werden, so heile die Reihe gleich-

Sammlung Goéschen Bd. 87.
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maRig konvergent in 1. Bei gleichmaBiger Konvergenz
ist also die Anzahl n der Reihenglieder, durch deren Sum-
mation man den Grenzwert bis auf weniger als e anndhert,
die gleiche fur alle x (vgl. Bsp. 114).

Eine hinreichende (aber keineswegs notwendige) Be-
dingung fir gleichmaBige Konvergenz wird geliefert durch
den vielbenutzten

Satz von Weierstral). Eine im Intervall 1 kon-
vergente Reihe uQ(x) -f- % (») + <<« konvergiert sicher
gleichmdRig in I, wenn zur Reihe der absoluten
Betrdge der un(x) eine konvergente Oberreihe
mit konstanten positiven Gliedern angegeben
werden kann.

Der Beweis ist leicht zu fuhren: Ist fir alle x des Bereiches
|uk{x) | iS ak, wo die GroBen a0, al, a2 e« positive, von Null
verschiedene Zahlen sind, deren Summe a0-|- ax-f- a2 + eee
konvergent ist, so ist
IRN+p(x) Rn(x)I= lun(x)+ "'+ ~n+p—I(x)|

= an+ '''+ an+p—1l-
Diese letzte Summe kann aber, da die Reihe der ak konver-
giert, fir gentigend groBes n und beliebiges p~ 0 kleiner ge-
macht werden als jede gegebene Zahle. Daherist | A, (ic) |< e
fir dasselbe geniigend grofRe nund fir jedes x innerhalb
des Bereiches, d. h. die Reihe u0(x) -fM*~re) + kon-
vergiert in dem Bereiche gleichmaRig.

So ist z. B. die Reihe

sin x  sin 3x sinbx  sin Ix
12 ~ ¥ +
fir alle Werte von x gleichméRig konvergent, weil die
Reihe

konvergiert.

) Karl WeierstraR, 1815... 1897.
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115. Nicht gleichmaRig konvergent ist dagegen die Reihe

VX (v -f- Da:
r«,(ao, wo U((x)=-~q -1- {+iilfx, + v «J»
X YIX . . ) )
SIX) = oo — r---—-— ist. Diese Reihe konvergiert
B W x2 4 1 w2»2+ 1 6

zwar fir jed8s x gegen die stetige Funktion X _pl_L, aber

die Konvergenz ist in keinem, den Punkt a= 0
enthaltenden Intervall gleichmaRig: ist namlich
— @< x < + aein solches, beliebig vorgegebenes Intervall,

so gibt es zu jedem n, das groRer ist als —, ein Xx,, aus
diesem Intervall derart, daB nxn= £1 ist, daB also

Rn= % 2 wird.

Wichtige Beispiele fiir gleichméRige Konvergenz werden
durch die sogen. Potenzreihen geliefert, d. h. die Reihen
mit uv= avxv, wo av konstant. Fir x = 0 konvergiert jede
Potenzreihe. Man kann zeigen (was wir hier aber tbergehen):
Eine Potenzreihe konvergiertim Intervalle— ]1x0\ < x < [a0|
falls sie fiir x0 konvergiert (£,,4= 0). Ferner konvergiert dann
die Reihe entweder fir alle x, oder es gibt eine (positive)
Zahl r> 0, so daB — r < x<r das groRte offene Konver-
genzintervall ist; r heilt der Konvergenzradius der
Reihe. Schlieflich 1):

Eine Potenzreihe konvergiert gleichmaBig in jedem
abgeschlossenen Intervall, das ganz in einem offenen
Konvergenzintervall liegt.

Wir erldutern diese Satze an dem einfachsten Beispiel,
namlich an der geometrischen Reihe. Bekanntlich ist

* Vgl. dazu z. B. Haupt-Aumann I, S. 89 oder S. G. Bd. 87, R 41.
Witting, Integralrechnung; 0
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xn+1

116. =1+ a+ me+FF4 o ,
I —x 1 —X

und zwar gilt diese Formel bei festem n fir jeden von!
verschiedenen Wert von x.
Dagegen muf fiir n *cx> notwendigerweise — 1< x < + 1

vorausgesetzt werden, da nur dann der Rest -----—-- >0
L X

strebt fiir n-+00. Nehmen wir nun innerhalb dieses Kon-
vergenzbereiches das abgeschlossene Intervall—0,5% 0,5

und verlangen, daB Rn < 0,001 sein soll, so ist dies der Fall
/rn+ Q7n+1

fur < = 0,5"< e= 0,001, d.h.fir n> 10,
1—x 0,5

also: Bei |x| 0,5 mu man mindestens bis xw summieren,
damit fir alle |x | fS 0,5 der Fehler s— sn < 0,001 ist. Die
Anzahl der zu addierenden Glieder héngt also einerseits von
der Genauigkeit ab, die man erreichen will, also von der
gegebenen Zahl e, andererseits von dem Intervall, das man
betrachtet. Soll z. B. | x\ 0,9 sein und wieder s = 0,001,
xn A~ 09w~

so kommt L Ty < ’0 | < £= 0,001, oder0,9" +1 < 0,0001,
also wird jetzt niS 65.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, daf die obige Reihe
1+ x-j- x*-\- ... zwar in jedem abgeschlossenen Intervall
innerhalb des Konvergenzgebietes — 1< x< + 1lgleich-
m&Rig konvergiert, dagegen nicht mehr in dem offenen
Gebiete — 1< x< + 1

Da man jede Folge von Funktionen /, = fn(x) auch als
Folge der Teilsummen /,+ (/i—/0)H h (/»—U-\)
der Reihe mit den Gliedern un(x)=fn{x)—/, _i(x) dar-
stellen kann, so Ubertragen sich unsere Betrachtungen ohne
weiteres auf Funktionsfolgen. Der Summe der Reihe
entspricht dabei die Grenzfunktion der Folge, der
sich die Funktionen der Folge immer mehr néhern. Ubrigens
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lehren schon einfache Beispiele (vgl. das Folgende), daR
dabei aus der Stetigkeit der f,{x) keineswegs die Stetig-
keit der Grenzfunktion folgt. Das beruht auf der Tatsachex),
daB im allgemeinen zwei Grenzibergdnge nicht
vertauscht werden dirfen. Das einfachste Beispiel einer
Funktionenfolge bilden (fie polytropischen Kurven,

die wir in der Form y = xn schreiben wollen. Wir betrachten
sie fur 0;S 1 und lassen die positive, ganze Zahl n --o0
gehen:

117. yn= xn, O”icrsSI, w->-00, n positiv und ganz.
Alle Funktionen yn sind fiir endliches n stetig. Die Grenz-
|

funktion ym= lim xn ist fir x = 0 selbst gleich Null, fur
n—00

0< x”" 1 aber gleich 1, sie ist demnach an der Stelle x = 0
unstetig.  Anschaulich wird die Sachlage klar, wenn man

statt der Funktionen yn und der Grenzfunktion die Kurven
i

yn= xn und die Grenzkurve betrachtet (Fig. 24). Die
Kurven ziehen sich mit wachsendem n immer naher an die
Strecken OT und TE heran, bis
endlich die Grenzkurve aus dem
stetigen Streckenzug OT + TE
besteht. Aber die Annaherung
ist nicht gleichmaRBig, wie man
schon aus der Figur erkennen
kann. Nehmen wir ndmlich etwa
e= 0,1, so erkennen wir sofort,
dafB, wie gro man auch n nehmen
moge, doch in der Nahe des Punk-
tes x= 0immernoch Punkte vor-
handen sind, deren Ordinaten kleiner als 0,9 sind, so daR
* Allgemeines dariiber*«, bei Haupt-Aumann I, S. 159ff.
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die Kurve aus dem Streifen zwischen y= 1 und y= 0,9

heraustritt. ~ Auch rechnerisch ist das sofort darzustellen.
i

Soll yx —yn= 1—xn= s sein (0< »SS 1), so folgt
= woraus hervorgeht, dal n von x abhéngt

und Uber alle Grenzen wachst, wenn x -* 0 geht (ohne Null
zu werden).

Eine Unstetigkeit der GrenzfunktionistbeigleichmaRiger
Konvergenz nicht méglich. Es gilt ndmlich der wichtige Satz

Eine gleichméRig konvergierende Reihe stetiger
| Funktionen hat als Summe eine stetige Funktion.

Der Beweis ergibt sich aus der Betrachtung des Restes
Rn(x) der Reihe. Nach der Definition der gleichméRigen
Konvergenz kann man fir das ganze Intervall eine Zahl n
so bestimmen, daB | Rn(x) \lberall kleiner als e wird. Nehmen
wir nun zwei Punkte x nnd x + li desIntervalles, so ist sicher

[Rn(x + A — R,(x) | < 2e.

Schreiben wir f(x) = sn(x) -f- Rn(x), so ist sn(x) als
Summe endlich vieler stetiger Funktionen selbst eine stetige
Funktion; daher gilt fur alle hinreichend kleinen | h \:

Is,,{x+h) —sn(x)| < e
Daraus folgt aber sofort
[f(x+ h)—/(X) [ = [su(@+ A)—s.@)]
+ IRn(x + A — Rn{x)| < 3e.
Da man 3e beliebig klein annehmen kann, so ist damit die
Stetigkeit von f(x) dargetan.

§ 26. Das Integral einer Reihe.
Die Frage, die hier erledigt werden soll, lautet:
Wann kann eine unendliche Reihe von Funktionen
gliedweise integriert werden?
Die Antwort, die wir herleiten wollen, heilt kurz gefaft:
jedenfalls bei gleichmé&Biger Konvergenz.
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Wir nehmen im Intervall (a...b) eine unendliche Reihe

stetiger Funktionen setzen voraus, dall die Reihe kon-
vergiert und eine durchweg stetige Funktion F(x) darstellt:
F(x) = h(x) + f2(x) + s++= sn(x) + R,,(x), )
Wir setzen:
X X X

2) gt(x)= ffk(m- &B)= fF(m,r,,(x)= /ium

X, X, W.
mit a < < b; dann ist also

$(x) = cpx) H h + m(x) ®3)

Da die Reihe (1) konvergiert, so ist zwar lim Rn(x) = 0, aber
n—w

lediglich daraus folgt noch nicht, daB auch

V,,(x)-+0, fur n-"oo. 4)
Zur Klarung betrachten wir als Beispiel
118. F;(x) = hxe~kx'.

Hier ist ofienbar R (x) -> 0 fiir n -*-00, dagegen ist fiir x0= 0
X
rm(x)= f nEe-n*dE= \ (I —e~nx‘)*\ firn —oo .

U - . . .
Man veranschauliche sich diesen Sachverhalt an einer Figur !
Wir missen also verlangen, dafl

X X
f lim Rn(£)d£ = limf KR)d£ (5)
Xg Xg
ist, denn nur dann ist 0(x) gleich der Summe der gk{x), nur

dann ist also
X X

J F(x)dx = £ f fk{x)dx. 6)
Xg Xg
Geben wir nun ein beliebig kleines e vor, dann geniigt es,
wenn wir ein n0 so groR bestimmen koénnen, dal fir alle x
des Intervalles (a ... 6) bei n > nO stets
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FW =1 tk(x)+ A(») mit 1A»(*) 1< X
gilt. Daraus folgt aber nach dem ersten Mittelwertsatze

X

J \Rn(x) |dx< s .

*9
Das besagt aber, daB die Reihe (6) konvergiert und das
Integral von F(x) zur Summe hat. Die soeben verlangte
Bedingung (fiir alle x usw.) ist aber nichts anderes als die
Forderung gleichméaRiger Konvergenz fir die Reihe (1).
Diese war im Beispiel 118 nicht erfullt. Allerdings sei hier
nicht verschwiegen, daR die Gleichung (6) auch in manchen
Fallen gilt, wo keine gleichmaBige Konvergenz vorliegt.
Wir haben also eine hinreichende, aber keine notwendige
Bedingung vor uns. Jedenfalls kénnen wir das Ergebnis

jetzt so aussprechen:

Wenn sich eine in <«...&> stetige Funktion F(x)
in eine Reihe stetiger Funktionen /x(ic), f2(x),. ..
entwickeln lalt, die im Bereiche <«...&> gleichméaRig
konvergiert, so ist

Xt Xi

f F(x)dx —£ f fn(x) dx-, (@a...x0...x1...h).

X x0
Eine solche Reihe 14Bt sich also gliedweise inte-

grieren, d. h. die Summe der Integrale ist das Integral
der Summe der Glieder der Reihe. Summation und
Integration dirfen bei gleichméaRiger Konvergenz ver-
tauscht werden.
Da jede Potenzreihe in einem ganz im Innern des Konvergenz-
bereiches gelegenen abgeschlossenen Intervalle gleichmaBig
konvergiert, so kdnnen wir weiter sagen:
Jede Potenzreihe darf in einem dem Inneren ihres
I Konvergenzbereiches eingelagerten  abgeschlossenen
Intervalle gliedweise integriert werden.
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BeispieleJ).
rooR

119. arcsinx= 1 , - ; ist x2< 1, so ist nach dem
J 1/1-*

binomischen Satze

folglich erhdlt man durch Integration der Reihe
1 a? 1-3x? 1e35a7
arcsm x = ATATgy + ' %
und zwar sicherlich fir x2< 1. Aber die Reihe konvergiert
auch noch fir x2= 1, wo die Binomialreihe divergiert.
Denn abgesehen vomersten Gliede sind die Glieder der Reihe

14-—— -4 - — —e—-1 o ee Kleiner als die entsprechen-
2 3 2-4 5
den Glieder der konvergenten Reihe
1 1 _JL*3 10357

L+ 2+ 24+ 244716+ 2949648
deren Wert 2ist2). Nun ist aber leicht zu beweisender
Abelsche Grenzwertsatz: Wenn diePotenzreihe

00

f(x) = 2 ” anxn den Konvergenzradius r hat und sie
n=

fir x = 4-r noch konvergent ist, dann ist

00
lim f(x) vorhanden und gleich 2j anrn.
X-~*r—0 n=0
Daraus ergibt sieh
n 1 11 1-31, 1-3-5 1
arcsml=¥ =1 + 23+ 2T4‘5+ 27476." 7 + "*

*) Es sei daran erinnert, daB x der Einfachheit halber sowohl als Integra-
tionsveranderliche wie auch als obere Grenze auftreten kann; vgl. §6.

. PR Eee X 1 x3 13x*
*) Es ist namlich —  — -, was tut

x = 1 den Wert Null gibt.



88 Reihenentwicklung. Uneigentliche Integrale.

Durch Reihenentwickelung kénnen wir nun auch z. B.
das elliptische Integral erster Gattung F(k, cp) berechnen
(s. 823, S. 76). Es war

J U —A(—«kx2 J /i —k2sin2
Entwickelt man den Integranden nach Potenzen von k2 sin2 <p
so kommt

(I — k&xin2g 2= 1+ ~  sin2 g-\-\ 4" sind @
u ux*
1-3-5
Y 2-476 fBsin6 P +
also wird
1 *

3 e T sing op dep
‘rt d

a

r
F(k, cp)— cp-{-— k20]/ sin2 pdcp +
u
P

1*3*5 r
+ 276 kJ s™e<pdp -
0

Die Integrale sind alle durch Rickgriffsformeln (s. § 14)
berechenbar. Setzt man insbesondere die obere Grenze

$= +, so wird
u

2 2
2m i r
fsiancpdcp= — I sin2™ 2 pdcp=mm m
b

o
2m—1D(2m—3)eeel n

2m(2m — 2) eee 2 2
damit erhédlt man fir das sogenannte vollstandige ellip-
tische Integral erster Gattung



Uneigentliche Integrale. 89

Wir werden in den Anwendungenx) beim Pendel auf das
elliptische Integral stoBen. Ahnlich kann man mit E(k, <p)
verfahren.

Unter den einfach aussehenden Integralen, die sich trotz-
dem nicht durch geschlossene Ausdriicke elementarer Funk-
tionen auswerten lassen, sei hier nur der sogenannte
Integralsinus behandelt; es soll also gezeigt werden, wie man
zur Berechnung dieser neuen, durch ein Integral definierten
Funktion gelangt.

X

121. Der Integralsmus = smus mtegralis ="Bi(») ="/ * “ax.

X
u
Dabei soll dem, fiir x = 0 zuné&chst nicht erklarten Inte-
granden derWert 1 fir x = 0 zuerteilt sein.
Aus der Entwickelung

sin x x2x4
~aT = 31+ 51+«
ergibt sich sofort die sehr gut konvergente Reihe
N3 A5 rpl
Sir = * -3 13+5T5-7T7+ — -fUr W<00"'

§ 27. Uneigentliche Integrale.

Wir hatten friher (S. 56) gesehen, daR unter Benutzung
der Riemannschen Definition der Integralbegriff auch auf
gewisse unstetige Funktionen ausgedehnt werden kann; indes
waren diese Funktionen samtlich beschréankt, wie denn
Gberhaupt das Riemannsche Integral nur fir beschrankte
Funktionen erklart ist. Aber auch gewissenunbeschrankten

Funktionen 1aRt sich ein Integral zuordnen. Man erkennt dies
i

z. B. bei Betrachtung der von y = x 2, 0< »5S 1 be-
grenzten Flache oberhalb der »-Achse; die in ihr enthaltene,

*) In Bd. 147 der Sammlung Géschen.
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liber f:< arg !, e > 0 stehende Flache hat ja den Inhalt
2(1— j/e) und dieser Inhalt konvergiert mit £-* 0 (wachsend)

gegen 2. Man wird daher nicht anstehen, 2 als Inhalt der
i

fraglichen Flache zuzuordnen, obwohl x 2 (ber alle Grenzen

wadachst, die Flache sich also nach oben ins Unendliche er-

streckt 1). Allgemein gesprochen liegt hier der Fall vor, dal
b

lhn j f(x)dx existiert (e > 0), obwohl f(x) fur x->at0
£ >0ate

nicht beschrankt bleibt; dabei soll f(x) in jedem Intervall
a+ £7 integrierbar sein. Wir erklaren in einem
solchen Falle den Limes der (betrachteten) Integrale als
uneigent!!iches Integral von f(x) Uber <«...&>; in

Zeichen Jf(x)dx. Entsprechend bezeichnet man z. B. mit

a
+ » b

f f(x)dx den Limes, fallsvorhanden, von j f(x)dx fir b-++ 00;
a

a
dabei ist f(x) als integrierbar in jedem Intervall a5S x gl. b
b +00

vorausgesetzt. Entsprechend ist Jf(x)dx oder Jf(x)dx zu ver-
—m —
b

stehen, ferner J f(x)dx, wobei f(x) fir ,r-> b nicht beschrankt

bleibt.

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen finden dafir,
dal das Integral von f(x) konvergiert, d. h. daB das un-
eigentliche Integral existiert, falls f(x) im Integrationsinter-
vall nicht beschrankt bleibt oder auch falls das Integrations-
intervall nicht endlich ist. Falls das Integral von f(x) nicht

Der erste, der entdeckte, daB eine sich ins Unendliche erstreckende
Flache einen endlichen Inhalt haben kann, war Evangelista Torriselli, 1608 . ..
1647, Schiler Galileis, 1564... 1642
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konvergiert, sagen wir auch, das Integral von f(x) diver-
giere oder existiere nicht. Zundchst beweisen wir einige
Hilfssatze.

§28. GroRenordnung des Null- und Unendlichwerdens von
Funktionen.

Wir nehmen an, daB8 die Funktionen f(x) und g(x) fir x -* b
beide Null oder beide Unendlich werden. Friher Q wurde
eine einfache Methode angegeben, wie man dann den Grenz-
wert des Quotienten f(b):g{b)(= 0:0) fir x~b bestimmen
kann. Wir setzen jetzt fest:

Wenn f{x) und g(x) fir x -*b beide Null werden,
der Quotient f(x):g(x) aber fur x-*b dem Werte
Null zustrebt, dann sagen wir, daB f(x) von hoherer
Ordnung Null wird als g{x)-, wéchst aber der Quotient
fir x-* b Uber alle Grenzen —o0o0, so wird g(x) von
héherer Ordnung Null als f(x).

Wenn ferner fiir x ~>b sowohl /(*)->mco als auch
g(x) —oo geht, der Quotient f{x) : g(x) dagegen nach
Null, so sagen wir, daB f(x) von niederer Ordnung
Unendlich wird als g(x); strebt der Quotient aber
nach Unendlich, so wird g(x) von niederer Ordnung
Unendlich als f(x).

Erhalten wir als Grenzwert einen von Null oder
Unendlich verschiedenen bestimmten2) endlichen Wert
des Quotienten, dann werden f(x) und g(x) fur x=">b
von derselben Ordnung Null oder Unendlich.

Das einfachste Beispiel ist /(x) = g(x) = x&tx> R > 0.
Dann ist fir x5=0 der Quotient f(x) :g[x) = flr
x -*0 erhalt man f(x) :g{x) ->0. Es wird also nach unserer
Festsetzung f(x) fir x -*0 von hoéherer Ordnung Null als
g(x). Lassen wir x -*oo gehen, so erkennen wir, dal

Sammlung Goschen Bd. 87. § 34.
Erhéalt man keinen bestimmten Wert, dann kann man nichts aussagen.
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/(x) :g(x)= x?—B->00 gellt, also wird f(x) = x*“ aucli von
héherer GroBenordnung unendlich als g(x) = x°. Setzen wirin
diesem Beispiel x — 6 an Stelle von x, so ist x = 6 die Null-
steile, und setzen wir 1 : (x — 6) an Stelle von x, so erhalten
wir zwei Funktionen, die fir x -»1 nach Unendlich gehen.

Es sei nun f(x) irgendeine Funktion, die fir x->b un-
endlich wird. Wenn es dann eine positive Zahl r gibt, so
daB f(x) m(x — b)r fir x->b einem von Null verschiedenen
endlichen Grenzwert zustrebt, so sagt man, daB f(x)
fir x-~1 von der GréBenordnung r unendlich
wird. Wenn fiir *->00 die Funktion /(*)-> 00 geht, so
wird sie von der GroBenordnung r unendlich, falls f(x) :xr
einem bestimmten Grenzwert 4= 0 zustrebt. Man erkennt
leicht, daB man analoge Aussagen Uber die GroBenordnung
des Nullwerdens machen kann. Sowird z.B. sin x fiir x->0von

der ersten Ordnung Null, denn wir wissen, daf lim$S =1
) =0 %
ist.

Damit ist aber keineswegs gesagt, dal man fir jede
beliebige Funktion f(x) einen solchen Exponenten r bestimmen
kann. Zwei wichtige Beispiele werden uns dariiber aufklaren.

Wir untersuchen die Exponentialfunktion «*(«>1)
fir x ->00. Gibt es einen Exponenten r, so daB fir x ->00
ax : xr einem bestimmten Grenzwert 4= 0 zustrebt? Nach
Bd. 146, S. 76 ergibt sich

|
hm xr :ax= Iim—r' -rax= 0.
X—>00 X—>X> tt)
Also folgt:
Die Exponentialfunktion ax(a>1) wird starker
unendlich als jede Potenz von x.

Machen wir dasselbe Experiment mit In x(x> 0), so

ergibt sich
lim"™ "= 1im-L =0, d.h.
Q@ B e EXE
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Der Logarithmus wird schwacher unendlich als jede
noch so niedrige Potenz mit positivem Exponenten.

Ganz ebenso beweist man:

Die Funktion - y— verschwindet fir x 0 von
log |*

geringerer Ordnung, die Funktion a 1*1 (a > 1) ver-
schwindet fir x %0 von hdherer Ordnung als jede
Potenz.
Wie man fir x -* b statt fiir x ->0 oder x ->00 zu verfahren
hat, ist schon oben gezeigt.

§29. Integrale von Funktionen mit Unendlichkeitsstellen.

Wenn fir x -*6 die Funktion f(x) -*oo geht, so defi-

nierten wir, e > 0 vorausgesetzt,

b b—e

f f(x) dx= limJ f(x) dx,

a e~*"a
falls dieser Grenzwert vorhanden ist. Wir haben
also einen doppelten Grenziibergang, erst denjenigen, der
von der Summe zum Integral fuhrt, und darauf den fir
s -»0.

Beispiele:
i
r dx .
122. 4I — (v > 0); der Integrand 1 : xv wird an der unteren
< IC
0

Grenzel unendlich.  Wir bilden ("4=1)
dx 1
— = (I — el~v) und lassen e ->0 gehen.
X l— V

e
Ist v> 1, so wird le-+00, das Integral existiert nicht.

Ist v< 1, so wird It -*1—1— und wir setzen nun
—vV
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Cdx_ 1
J her 1 —v
0
Im Falle v— 1 wird le= — logs “mco.
C dx f dx L
123, T— Da | — = = arcsma:ist,soerhaltman
H Ml =122 J 1 — z2
1 11—
fa —=1Ilmf ---— = limarcsin (Il —a)= ~
J]/ —x* ""od]/lI — a? 2
(vgl. S. 87).
X X
124, f — lim /'--£/2= =2Ir(Joia:—Ilim9lvEoi(l+e)
Jjlra—1 1
= Olr(fof z—1limiIn (L + e+ ]/2e + €2)
e>0

. = 21t Sof x — In 1 =2(t Rof x.
i
N
120. Fd)( ]( dx 1 1+X

. Da | -—-- = th-=----- ist, so erhalt
8 1— 3? J1—X 2 1—X

man
1 1—e

f dx f dx 1 2—e
J F= R Mgk ly " Iy pln o >co

d. h. das Integral ist divergent, es existiert nicht.
Um diese Angelegenheit allgemein zu erdrtern, beweisen
wir'den folgenden Satz, den man aus den Beispielen schon ahnt:
Wenn die Funktion f(x) im Intervall a*~x<b
positiv und lim f(x) = oo ist, so existiert das Integral

X0

3

b
J f(x)ax, wenn f(x) an der Stelle x = 6 von geringerer

a
als der ersten Ordnung unendlich wird.
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In diesem Falle gibt es ndmlich eine positive Zahl r < 1,
so daB f(x)(p— x)r in dem~Intervall asS x < h unterhalb

einer von x unabhangigen Schranke M bleibtJ Dann ist aber
b 8 b—s

Yixdxisd '‘dz, 0<s<b—a.
a (
Das letzte Integral hat aber fiir s -* 0 einen leicht angebbaren
endlichen Grenzwert, das erste Integral nimmt fir e “m0
einsinnig zu, strebt also ebenfalls nach einem endlichen

Grenzwert, es konvergiert. b

Genau ebenso beweist man, dal das Integral J f(x)dx
a
divergiert, wenn f(x) an der Stelle x — | von mindestens
der ersten Ordnung unendlich wird.
Als Beispiel eines Integrals, dessen Integrand im Innern
des Integrationsbereiches unendlich wird, diene

126. fax=f Ijx
Ai AW 1y

Positive 6 ->-0, e -»0 .

Man erhalt sofort/ £ o
Allgemein kdnnen wir sagen:

Liegt eine Unendlichkeitsstelle von f(x) innerhalb

des Integrationsbereiches, etwa fiir x — ¢, wo (a...

. b), so definiert man
b c—0 b

f(x)dx = lim / f(x)dx + lim /[ f(x)dx,
&0

E»OJ
a

falls diese Grenzwerte vorhanden smd.
Ubrigens ist es auch méglich, daR zwar nicht die einzelnen
Limites fur d->0, £-*0 existieren, wohl aber der Limes der
Summe der beiden Integrale, sobald man 6 = e fordert und
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dann den Grenziibergang d = e-> 0 ausfihrt. Erklart man
jetzt den so erhaltenen Limes (sog. Cauchyschenl) Haupt-
wert, bei dem also der zugelassene Grenziibergang einge-
geschrankt wird) als uneigentliches Integral (in abgedndertem
Sinne) von f(x), so wird damit der Begriff des uneigentlichen
Integrals insofern erweitert, als die Klasse der in diesem Sinne
intergrierbaren Funktionen gréRer ist als vorher.

Als Beispiel sei angefiihrt

+1 —s +i
C dx f dx f dx . .
127. I —= b ] — fur positives e “mi.
J £ IJ X
-1 - +8

Man erkennt, daB die beiden Integrale entgegengesetzt
gleich sind, so daB Null als Grenzwert herauskommt. Geo-
metrisch sind die Ergebnisse der beiden letzten Beispiele
sofort Kklar.

§ 30. Unendlicher Integrationsbereich.
Nach dem Friheren wird folgender Satz einleuchten:
00

Das Integral J f(x) dx konvergiert sicher, wenn f(x)
a
im Unendlichen von héherer als der ersten Ordnung
verschwindet, vorausgesetzt, dall f(x) im Integrations-
bereiche nirgends unendlich wird.

Zunéchst ein Beispiel:

f dx 1 L .
128. | = — ,a> 0,v>0. Istnamlich &> a, so wird
J x1+” va’
a
tu

r dx [ . .

[ -Nj-r = . woraus fir co -*co die Behaup-
J x1+v va" wv

a
tung folgt.

Augustin Louis Cauchy, 1789 ... 1857.
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Fiur die genauere Betrachtung, die uns zugleich nebenbei
wichtige Ergebnisse aufdeckt, benutzen wir das M aclaurin-
Cauchysche Vergleichskriterium. Wir nehmen eine
positive, einsinnig fallende Funktion /(«), teilen auf der
«-Achse von einem Punkte x = n (ganzzahlig) bis zu einem
Punkte x= N die Punkte n+ 1, n-}2,. . N ab.

Vergleichen wir nun das Integral von n bis N als Flache
unter der Kurve (Fig. 25) mit der vorwérts genommenen
Treppe, so ergibt sich

N N N
f f(x) dx~L 2, f(v), also erst recht iS 2J f(v). (1)
I’{ v=n v=n

Durch Vergleich mit der rickwéarts genommenen Treppe
(Fig. 26) folgt
N *
y=2+1f{v) » [/ [(») dx .
n
Addiert man beiderseits f(n), so kommt

N N
2j(v)~rf(n) + J f(x) dx. (2)
v=n r{
Falt man (1) und (2) zusammen, so erhalt man
N N N
o /(«)dx N f(v)™ [(n) + f f(x) dx . ®3)
n n

Lassen wir nun N -*00 gehen, so erkennt man, daB das
Willing, Integralrechnung. 7



98 Reihenentwicklung. Uneigentliche Integrale.

((
Integral j f(x)dx und die Reihe 2J /(*) gleichzeitig kon-

n *=»
vergieren oder divergieren.
L L . . 1 | Ndee
Als wichtiges Beispiel vergleichen wir -mit f —.
v=1 V8 Ji®

Beim Integral wissen wir (vgl. Beispiel 128), daB es nur far
00
s > 1 konvergiert, also konvergiert auch die Reihe ~ — nur

fur s> 1, sie divergiert fir s= 1 (harmonische Reihe) und
firs< 1. Man nennt (brigens jene Reihe fiir s> 1 die
Riemannsche Zetafunktion:

Lijef (<) s> L (4
Sie spielt in der Funktionentheorie und in der Theorie der
Primzahlen eine wichtige Rolle. Hier sei nur ohne Beweis
erwahnt, dal fo.gende merkwiirdige Beziehungen *) bestehen:
7 4 76
C(2)=-, £@4)= -, £(6)=--,-usw.

Zu einer bemerkenswerten Beziehung kommen wir fir s= 1.
Da folgt aus den obigen Ungleichungen:
N

N
fdx .. 1 . fdx _ ., £ 17
| —51 . — is 1+ I—, oder InR " 1+ InN.
I] X iv ]] X iv
Daher ist
0NN ——1InNA~I.
1v
Bildet man den zwischen Null und Eins liegenden Ausdruck
fir N = 1, 2, 3,..., soerhdlt man eine (wie wir hier nicht

beweisen) absteigende, beschrédnkte Folge, die deshalb einen

J) Herleitungen dieser Sétze z. B. bei R. Rothe, Hohere Mathematik 11,
S. 116, 117, wo auch die mit n zusammenhangenden Werte der entsprechenden
alternierenden Reihen abgeleitet sind. Fur ungerades 8ist es noch nicht gelungen,
ahnliche einfache Formeln zu finden.
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Grenzwert hat. Dieser mit C bezeichnete Grenzwert heil3t
die Eulersche Konstante. lhr Wert ist

c=1" (1+} +i +- +s-""1"
= 0,57721 56649 01532 ... (5)
Wir werden ihr noch weiterhin begegnen.
"

129. — -= — . Es ist ndmlich
(fl’.+ X2 2
[e0)

dx
f = arctg co— arctgO. (Vgl. §10, Beisp. 24.)
1" X

0
[0) ©

130. J e~xdx = lim Je~xdx = lim (—e~m+ ¢°) = 1.
Q W—»00q co- >cc
(O]

131. f e~xxn~1dx (n > 0). Hier gelingtesnicht, fir beliebi-
0

ges nicht ganzzahliges n den Wert des Integrals einfach
hinzuschreiben, wohl aber konnen wir beweisen, daR fir
» > 0 das Integral immer konvergentist. Wir brauchen
ja nur nachzuweisen, daB der Integrand e~x x”" 1 von
héherer als der ersten Ordnung an der oberen Grenze
verschwindet. Das aber ist sicher der Fall, da ja e—*
fir x*oo von hoherer Ordnung Null wird als jede Potenz
x m[yn> 0). Ferner wird der Integrand fiir x-* 0 nicht
zu stark unendlich (vgl. § 29). Wir kénnen daher das
Integral als Funktion des Parameters n auffassen. Man
bezeichnet sie mit dem Buchstaben r, nennt sie
Gammafunktionl), setzt also

GO

Je~xx"—ldx=/» . (6)

1) Auch zweites Fulersches Integral.



100 Reihenentwicklung. Uneigentliche Integrale.

An diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie man Eigen-
schaften einer durch ein Integral definierten neuen
Funktion auffinden kann.

Teilintegration des unbestimmten Integrals liefert

Je~x£En—ldx = —e~xxn~[+ (n— 1) je~xxn~2dx\
dahergiltfirn> 1 (andernfallswiirde xn~2 zu stark unendlich):
(0)] (] (0]

J e~xxn~1ldx = lim j e~xxn~1dx= {n—1) f e~xxn~2dx
0 (D-*Q0 q q
oder r(ri) = (n— 1)jP(n — 1). @)
Da nach Beisp. 130
711) = 1 (sog. Anfangsbedingung)
ist, so folgt fir ganzzahligesl) n= 1,2,3,...
r(n) = («—1 @)
Ist dagegen n— m-\-v, wo 0< n< 1 und m ganzzahlig
und Si 1 ist, so folgt
r(n)={n — H(w—2) eeevT(v)', 9)
beispielsweise ist
r(i) —r(2 -f--))= f «f /°(f).

Kennt man also die Werte der /AFunktion etwa fir die
Argumente zwischen 1 und 2, so kann man leicht die Werte
fir n > 2 berechnen (s. nebenstehende Tafel). Vergleicht
man die Formeln (8) und (9), so erkennt man, dal die F-
Funktion eine Interpolationsfunktion der Fakultdaten ist.
n r(n) Unter diesem Gesichtspunkt ist die V-Funk-
1,0 1,000 tion von Euler eingefiihrt worden, um also
11 0,951  den zunéchst nur fiilr n= 1,2, 3,4 eee er-
12 8233 klarten Fakultiten 1= 1,20= 2,31 = 6, 4!
%2 0:887 = 24,... auch fur nicht ganzzahlige n einen
15 0,886 Sinn beizulegen, geometrisch gesprochen; um
1,6 0,894  durch die Punkte (1,1), (2,2), (3,6), (4,24), e*m
ﬂ; 88?1; eine Kurve von einfachem Gesetz hindurch-
1‘9 OY,962 zulegen. Eine solche Kurve wird durch
20 1,000 Y= I\x -|- 1) geliefert.

) Bekanntlich definiert man Oi = 1.
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Ferner wird durch die Funktionalgleichung

X~ir(x + 1) = r(x) (10)
diese Funktion auch fur negative x ,,analytisch fortgesetzt“,
z B.istr {— = m Hierbei treten fur x= 0, — 1,

—2,... Unendlichkeits-
stellen auf, und es ergibt
sich fir den Gesamtver-
lauf der / “Funktion das
Bild (Fig. 27) mit ,haar-
nadelformigen“ Asten.

Ohne Beweis seien 2 o/
noch einige Satze (uber
die ./-Funktion ange-
fuhrt.
Der Ergédnzungs- r\
satz : Fig. 27.
n
I(z)I(l-2) = sin 7tx’' )
fir x =\ folgt daraus
m = 7171 = Jn. (12)

sin

Ferner ergibt sich aus (11) z. B.

bi
n
m YF
also wird
2 bi

i/3m
Man braucht also die Werte von/(z) nur fir 0< x~ ”~ zu
berechnen, die Werte fir |< x< 1 folgen dann aus (11).
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Ferner hat GaulR1l) den M ultiplikationssatz aufgestellt:
1

r{mx)=r{x)r*+"---r(x+Pr-n" y m (is)

(@nj "
Daraus folgt der Legendresche2) Satz

Endlich sei noch die Stirlingsche3) Formel erwahnt

w1l fir x-*+ oo0.
x 2e x])2&
Hierfur schreibt man mit einem Zeichen ~ fir ,,asymp-
totische Anndherung® oft auch
r(x) ~ x 1e (15)
Ist n eine sehr groe ganze Zahl, so folgt aus (15)
nt=r(N+ 1= Nr(N)«=n +*e ™)27i,  (16)
eine vielgebrauchte Formel fiir die Abschatzung der Fakul-
taten groRer Zahlen, z. B. in den Koeffizienten von Reihen-
entwicklungen.
Dafiir einige Beispiele:
51 = 120,
55j/6e~h|/2je» 118,02 Fehler 1,65%
101 = 3628800,
1010y'1 Oe-10 )/2n « 3598696,. .. Fehler 0,83%
20! & 2432902-1012, _
20201/20e~20U2\n ~ 2422788 «1012 Fehler 0,42%.
Man sieht deutlich das Kleinerwerden des prozentischen
Fehlers mit wachsendem n.

X C.F. GauB (1777 ... 1855), der princeps mathematicorum; man hat in
seinem NachlaR die wunderbarsten Vorausnahmen von spateren Entdeckungen
anderer Mathematiker gefunden.

-) A. M. Legendre, 1752 ... 1833.

3 J. Stirling, 1696 . .. 1770.
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nt)—je xx idx = |/"r 1aBt sieh in beachtenswerter
0

Weise umformen, wenn man ) x —t setzt:
© ()]

j exx -2 dx= 2 J &t Es ist also
0 )

0 . (i7)

Dieses Integral spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und in der Theorie der zufélligen Beobachtungsfehler eine
groBe Rolle (GauBsches Fehlerintegral).

Man sieht aus dem Vorhergehenden, daR sich {ber be-
stimmte Integrale oft wertvolle Aussagen machen lassen,
ohne daB man das entsprechende unbestimmte Integral
nausfihren“ kann (s. auch 8§24, S. 78). Es ist deshalb eine
besondere Lehre von speziellen bestimmten Integralen ent-
standen. In ihr bildet die Theorie der Gammafunktion, des
zweiten Eulerschen Integrales, einen Hauptpunktl).

132. Das sog. erste Eulersche Integral ist
i
B{P>?) =/ 1(1 —x)g—1dx, p>0qg> 0.
0

Ersetzt man hierin x durch 1 —y, so kommt

B(V,a) = —/ 1(i m y)v~Ildy

= Jyi~\l —yf-1ldy= B(q,p),
0
das Integral ist also in p und g symmetrisch.

Vgl. E. Artin, Einfihrung in die Theorie der Gammafunktion, Hamburg
1931. Eine Zusammenstellung von {ber 8000 bestimmten Integralen gibt
D. Bierens de Haan, Nouvelles tables d’intégrales définies, Leiden 1867.
Ausfihrliche Tafeln unbestimmter Integrale bei W. Laska, Sammlung von
Fom}eln aus der reinen und angewandten Mathematik, Braunschweig (F. Yiewes)
1888/94.
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Wenn p7> 1, 1 ist, so ist B(p,q) ein eigentliches
Integral, andernfalls ein uneigentliches, das durch den

existierenden Grenzwert
1—e

j 11— x)i—ldx, 0< 6 -*0, 0< e~ 0

e}
definiert wird. Es sei hier nur angefiihrt, daB dieses
Integral mit dem zweiten Eulerschen Integral (Gamma-
funktion) zusammenhangt:

So ist z. B.

joi M r dx
U "21 i1/x(y™) m
was sich auch Uber das unbestimmte Integral erledigen
lieRe.
Fir ganzzahlige p=1,2,... undg= 1, 2,... kann
man B(p, q) durch Teilintegration elementar auswerten.
Uberraschend ist vielleicht die Tatsache, daR f(x) fur
x-+00 nicht nach Null zu konvergieren braucht, damit das

Integral  konvergiert. Ein solches Beispiel ist das
Fresnelsche x) Integral:
(0]

133. J sin (x2)dx, bei dem der Integrand immer zwischen
0
+ 1 und — 1 oszilliert. Das Integral ist konvergent;
denn bei der Substitution x2=t wird
00 o«

™ (*)dx =

Y A.J. Fresnel (1788 ... 1827), neben Huygens (1629 . .. 1695) der Be-
griinder der Undulationstheorie des Lichtes.
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Nach dem Muster von Beispiel 135 berzeugt man sich
von der Konvergenz.

Man konnte denken, daR die Konvergenz des Fres-
nelschen Integrales von den Zeichenwechseln von sin (x2)
herrithrt. DaR dies nicht der Fall ist, sieht man an
dem konvergenten Integral

00

xdx
— . , dessen Integrand sein Zeichen bewahrt
/1+ X6sinZ2* g

und der fiir x = kt gleich kn ist.

dx= lim Si(*) (s. 8§26, Beispiel 121, S. 89).

% >>m
Ist @) = nie+ « (nganzzahlig, cc< n), so wird
a) n 2n nn+<x
0 0 n nn
Vergleicht man zwei aufeinanderfolgende Integrale dieser Reihe
kn (k+1)n
rsinx 1 , f7sin x
J " ax und [ - dx
X
(k—1)n kn
und setzt beim zweiten Integrale y= x—n, so erhdlt man
(k+1)n kn kn

foO)  f sy,

I Die Integrale sind daher von abwechselnden Vorzeichen,
sio nehmen mit wachsendem k ihrem Betrage nach ab und
konvergieren nach Null; also hat fiir to-*oo die unendliche
Reihe nach dem Leibnizsehen Satzel) liber alternierende Reihen

einen endlichen Wert, den wir — ohne Beweis — zu —
2

* Sammlung Goéschen Bd. 87, S. Us-
\Y



106 Reihenentwicklung. Uneigentliche Integrale.
angeben: ®.
f s— dx= lim Si(tc)= — .
i]) X 2
\

X
i giii ) ) ) )
/ " dx divergiert (Beweis durch den Mittel-
0 X

@®

in x .
/ dx bedingt konvergent.
X

)
136. Der Integrallogarithmus = logarithmus integralis x ist
X

Liw “ 6InV

Setzt man

2

l— dz (z> 0).
Da nun fir z3=0

e~z 1 z 22 z3

so wird wegen der in jedem endlichen Intervall gleichmaBigen

Z z2 23
Konvergenz der Reihe — 1+ ~ — — + — — eeejedenfalls
-z

f dz = L(z)— L(z0), 0< z < 20,

22 23 24
*e u‘)y~I"z- “+in-zn +m -
gesetzt ist. Da ferner die.linke Seite fir z0-*-|]-oo0 konver-

giert, so existiert auch
C= — lim L(z0);
20>00

tibrigens ist C gleich den Eulerschen Konstanten (S. 99),
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Zusatz: Zur angendherten Berechnung von O kann fol-
gende Bemerkung dienenl):

C Z
Setzt man /(z) = g—-—p, 2= L(z) —¢(z), ¢c> 0, so gilt

I'(z) = , 9(2)= 6 |, /(<)== 0. Fir z> c ist so-
mit /'(z) > 9(0)> 0O, also /(z) > <@ > 0, so daR fur z-+o00
schlielich folgt:

er~> —C—1L(c) > 0 oder —L(c) > C> —L(c) —-—.

. 1-C
Daher ist — ¢(e) groBer als C und zwar um weniger als tj = g

Da z. B. jj> 510- 6 fir c= 10, so liefert — ¢(10) die Konstante
C etuf 5 Dezimalen genau.

§ 31. Differentiation und Integration eines bestimmten Inte-
grals nach einem Parameter.

Wir haben schon mehrfach Integranden kennen gelernt,
die auler der Variablen x noch eine andre von x unabhéngige
Zahl enthalten, der man innerhalb gewisser Grenzen be-
liebige Werte beilegen kann. Z. B. hangen die elliptischen
Integrale auch von k, dem Modul ab. Man nennt eine der-
artige, von x unabhédngige Verédnderliche allgemein einen
Parameter, und wir wollen ihn mit p bezeichnen. Ein be-
stimmtes Integral ist dann also bei festen Grenzen a und b

eine Funktion des Parameters p:
b

: f f{x,p)dx= F(p). (€
a
Leibniz hat die Regel
1 @ =1p] i>vydx= T oo -3ax @
[ a u
aufgestellt, d. h. es wird behauptet:

1) Nach Ferdinand Minding, 1806 ... 1885 in Dorpat.



108 Reihenentwicklung. Uneigentliche Integrale.

Statt die Ableitung des Integrals nach p zu berech-
nen, kann man auch das Integral der partiellen Ab-
leitung des Integranden nach dem Parameter bilden,

kurz gesagt: man kann die Ableitung nach p
und die Integration nach x vertauschen, oder noch
kirzer: man darf unter dem Integralzeichen diffe-
renzieren.

Die Behauptung laRt sich unter folgenden Bedingungen

beweisenl):

1. Die Funktion j(x, p) ist fir alle Wertpaare (x,p) in
einem Bereiche a » x b und px5Sp”" p2 stetig —
dann ist namlich F(p) auch in'pi=P = Theine stetige
Funktion von p.

2. f(x, p)hat furallegemaR 1. zugelassenen Wertpaare {x,p)
eine stetige partielle Ableitung df(x,p)/dp= fp(x, p).

137. Bei der .T-Funktion ist das ,Fehlerintegral“

O Vix
Jerl*dt= -r erwahnt worden. Es folgt daraus
0
00
f e~pHdt= Differenziert man partiell nach p, so
0 2P

00 N
kommt f—2pt2e~pVdt= — was man leicht

J 2p2

. * » in . . .
umformt in f t2e~*“dt = 7 - Weiterdifferenzieren

d

ergibt noch mehr interessante Formeln.

Noch wichtiger als die Differentiation ist die Integration
nach einem Parameter. Der Satz, um denessich handelt, lautet:
Man kann unter gewissen Bedingungen die Inte-

| gration nach p und die Integration nach x vertauschen,

X Der Beweis wird mit Hilfe dfcs ersten Mittelwertsatzes gefihrt; er sei
hier ausgelassen. Der Leser lege ihn sich zurecht.
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oder in Zeichen
Sb X i
I (f f(x,p)dx)dp =J (J f(x,p)dp)dx. (3)

Bezeichnen wir die beiden Integrale miti\(q) und F2(q),
b
so folgt aus (2) F{(q) — F~q) = f f(x,p)dx. Daher kdnnen

sich F*q) und F2(q) nur um eine additive Konstante unter-
scheiden. Da aber F"pj) = Fz(Px) = 0 ist, so ist jene Kon-
stante selbst Null, d. h. es ist, wie oben behauptet, Fx(q) =
F2(q); die Gleichung (3) ist also bewiesen. Zu beachten ist,
“Sal f(x, p) fir px p~” @ aiS x”" b stetig sein muB. Wir
gehen nicht weiter darauf ein, wann man diesen Satz auch auf
uneigentliche Integrale ausdehnen darf; es sei nur kurz er-
wahnt, dal man dabei gleichmaBige Konvergenz ver-
langen wird.

Da es auf die Bezeichnung des Parameters nicht ankommt,
so kann man ihn auch y nennen und daher schreiben:

f(x, y) dy) dx

wobei wir Uberall feste Grenzen gesetzt haben.

Ist f(x,y) das Produkt zweier Funktionen, deren eine
nur von X, die andere nur von y abhangt: /(x, y) = <p(X)ip(y),
so erhélt man das ,,Doppelintegral“ als Produkt zweier ein-
facher Integrale
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Wir werden uns spéter (§ 33) noch genauer mit Doppel-
integralen befassen.

Sechster Abschnitt. Mehrfache Integrale.
8§ 32. Das Linienintegral (Kurvenintegral).
b

Wir hatten die anschauliche Deutung von J f(x)dx in der

a
xy-Ebmt dadurch gewonnen, dal wir y = f{x) als Kurve
auffalten und das Integral als Flache unter der Kurve zwi-
schen den Ordinaten a und b erklarten: Man kann aber auch
folgende Deutung annehmen: Wir betrachten die Punkte der
Strecke b— a und belegen jeden Punkt mit der Masse f(x);
oder anders gesagt: wir denken uns die Strecke von x = a
bis x = b so mit Masse belegt, da die Dichte an der Stelle x
gerade /(«) ist. Dann ist obiges Integral die Gesamtmasse der
Strecke. Diese Auffassung 1aRt eine wichtige Erweiterung zu.

Es sei eine Kurve AB = c durch die Parametergleichungen
x= x(t), y= y@®

gegeben; fiir t= a mdge der Punkt A, fir t = b der Punkt B

entstehen. Nun ,belegen* wir die Kurve dadurch, daf wir

dem x eine Funktion P(x, y) und dem y eine Funktion Q(x, y)

zuordnen. Dann versteht man unterpgem Linienintegral

lber die Kurve AB=c, in Zeichen J (P(x,y)dx-[-Q{x,y)dy)

c

das Integral

I f{p (x,y)d*+ Q(x,y)dy}dt,

t=a
wobei x und y als Funktionen von t einzufiihren sind. Damit
dieses Linienintegral existiert, ist notwendig und hinreichencTj
da der in Klammern stehende Ausdruck eine integrable
Funktion von tist. Die Kurve e heiflt der Integrationsweg.
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Aus der Definition I. folgt ohne weiteres

b N
1. f (Pdx + Qdy) = —f (Pdx + Qdy).
a c B c
Ferner ergibt sich:
b c c
1. f (Pdx-1-Qdy)+ f (Pdx + Qdy) = f (Pdx + Qdy)
4 a B G A a+¢G

Fallt der Punkt B mit A zusammen, ist also der Integra-
tionsweg eine geschlossene Kurve, so schreibt man meistJ)
Es liegt nahe, nach dem Wert eines Linienintegrals zu fragen,
das Uber einen geschlossenen Linienzug
y c erstreckt wird. Ehe wir zur allgemeinen
/' h Erledigung dieser Frage schreiten, seien
zwei Beispiele durchgerechnet.
0 A D B Der geschlossene Weg sei das Dreieck
------- c — i ABC mit der Grundlinie AB = c auf
Fis- 28- der x-Achse, der Héhe CB = h und dem
Hohenabschnitt AD — g\ A falle mit 0 zusammen (Fig. 28).
Als Parameter nehmen wir x selbst.

Dann ist y= 0 fir AB ,
— BC,
K ge=x)

y = —X CA.

Wir haben zu bilden ()= J+ J + f . Es sei nun
A B C
138. P = —y, Q= -f x, der Integrand also — ydx-\-xdy\
B

dann wird / = 0,

* Der Pfeil gibt den Umlaufsinn; es ist (E = —<£, vgl. S. 21
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c
f (— ydx + xdy)
B
dx
— — _fcdx=—hc ----- he,
c—q) c—<
i CVf hx  hx .
/ (— ydx + xdy)d% - O] WLr ar- —
?

halten daher fc = hc, also den doppelten Flachen-
inhalt des Dreiecks ABG.

139. Es sei ferner fir dieselbe Figur P = x,Q = vy, der Inte-
grand also xdx-\- ydy, dann wird

f =fxix=
A 0
c h
. 2
= c— x) dx
| (xdx+ ydy) J (c—qf( ) i
B c
7
h2 hzc

d
- 1+(c—q)V (c—2): X

R\ R—< h2c

l+(<:-q)2J 2 (c-?)a(*> O
g2—c2
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Daher kommt endlich
- @ h2
~2 + 2 2
Aus diesen beiden Beispielen ersieht man, dal es — wie
von vornherein zu vermuten war — ganz auf die Funktionen
P(x,y) und Q(x,y) ankommt, welchen Wert das Linieninte-
gral Uber eine geschlossene Kurve hat. Aber das letzte Bei-
spiel veranlaBt uns zu der besonderen Frage, wann ist das
Linienintegral Uber eine geschlossene Kurve Null?
Wir nehmen (Fig. 29) auf der
geschlossenen Kurve zwei Punkte A y
und B an, die den Integrationsweg
in zwei Teile ¢, und c2zerlegen. Soll
das uber die geschlossene Kurve er-
streckte Linienintegral Null sein, so 0

folgt aus Fig. 29.
B A
= f (Pdx + Qdy) + f (Pdx-\-Qdy)= 0
4 i B X '
die Beziehung
B B
A d A G

d. h., es kommt dasselbe heraus, oh man von A nach B (ber c,

oder Uber c2 integriert.. Das Verschwinden des Linien-

integrals (ber jede, die Punkte A und B enthaltende ge-

schlossene Kurve ist gleichbedeutend mit der Unabhangig-
W 11ling. Integralrechnung. g
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keit des Linienintegrals zwischen den festen Punkten A
und B vom Integrationswege zwischen A und B.

Diese Unabhéngigkeit tritt nur ein, wenn Pdx+Qdy das
vollstandige Differential d0 einer Funktion 0(x, y) ist, wenn

00 0

also P(x,y) = undQiz,y) = — gilt. Hierflr ist not-
0X oy

wendig

v

dxdy  riydx’ as d dx'
Umgekehrt ist diese Bedingung des vollstandigen
Differentials auch hinreichend fur die Unabhéngigkeit
vom Wege. Dann kann ja
B B b
f (Pdx + Qdy) = f d$(x*y) = f dO(x(t), y(t))
A Q A Q (
= 0(x(b), y(b))—0(x(a), y(a)) = 0B—0a
gerechnet werden. (Vgl. auch S. 126.) Genauer soll der Beweis
des fir die Funktionentheorie, fiir die Anwendungen der
Mathematik auf die Potentialtheorie, Hydrodynamik usw.
grundlegenden Satzes hier nicht durchgefiihrt werden.

Der Satz von der Unabhéangigkeit des Linien-
integrals vom Wege erfordert (in einer fir unsere Zwecke
véllig ausreichenden Fassung) drei Voraussetzungen:

1) Der Definitionsbereich D in der X, «/-Ebene sei
berandet von einer geschlossenen, sich selbst nicht tref-
fenden Kurve; er sei also einfach zusammen-
hangend.

2) Die in Betracht kommenden ,Wege* x = y)(t),
V = y>t) seien im Innern von D gelegen und es seien
y>und if stetig differenzierbar nach t.

3) Es seien P(x, y) und Q(x, y) in D stufig und mit
stetigen partiellen Ableitungen versehen.

i dP
y

V.
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Dann lautet der Satz :

1) Unter diesen Voraussetzungen ist fir die Weg-
B

Unabhé&ngigkeit von J (Pdx + Qdy) fir beliebige A und

A
B in D notwendigund hinreichend, da Py = QX uber-

all in D ist.
2) Aus Py= Qx folgt insbesondere die Existenz
einer Funktion y) in D mit £PX= P. P,,= Q

und umgekehrt.

Bei unserem Beispiel 139 sind die Bedingungen samtlich
erflllt; esist P= x, Q= vy, also <ZX{xy) = (x2+ y2)/2 mit
d&/dx = x, d&/dy =y, dP/dy = dQ/dx= 0. Daher muR
beim Linienintegral Gber den Umfang des Dreiecks ABC
Null herauskommen. Es hatte also der obigen umstandlichen
Rechnung gar nicht bedurft; sie wurde nur angestellt, um
das Wesen des Linienintegrals Uber die einzelnen Seiten
des Dreiecks zu erlautern. Im Beispiel 138 dagegen ist die
Bedingung P'y= Qx nicht erfillt; deshalb verschwindet das
Integral Uber den Umfang des Dreiecks nicht; warum da
der doppelte Flacheninhalt herauskommt, wird uns spéater
(836) beschaftigen.

SchlieBlich sei noch angemerkt, da der Wert eines Linien-
integrals unabhangig ist sowohl von der Lage der Kurve gegen
das Koordinatensystem, als auch von der Art der Parameter-
darstellung der Kurve.

Anm.: In der Thermodynamik ist die Warmeéanderung
cdT-\- pdV eines idealen Gases (c= spez. Warme, T — ab-
solute Temperatur, p = Druck, V = Volumen) kein voll-
standiges Differential; ihr Integral (ber einen ,Kreis-
prozeR* ist daher 5=0; hingegen ist die Entropiednderung

cdT  XdV

ds = |— "~ ein vollstdndiges Differential, ihr Integral

liber einen Kreisprozel ist Null. Hierin liegt die Bedeutung
der Entropie.
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§ 33. Das Doppelintegral.

Grundlegende Untersuchungen iber das Doppelintegral
verdankt man Riemann. Sie werden &hnlich gefiihrt wie beim
einfachen Integral. Wir nehmen eine Funktion f(x, y), die in
einem gewissen Bereich 33 der xy-Ebene eindeutig erklart und
dort Gberall stetig ist. DerBeieich 33 sei etwa durch eine zu 33
gehorige Kurve begrenzt; am einfachsten nehmen wir ein
Rechteck R, dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel
sind: afS xiS 6, y ~ R. Diesen Bereich zerlegen wir
durch eine Einteilung E irgendwie in endlich viele abge-
schlossene Rechtecke RIt..., Rn. Als Feinheitsgrad von E
bezeichnen wir die grofte Diagonale der RIt..., Rn. Der
Inhalt von Rv,v= 1,.. ., n sei Ar— Axvmy,. Wir be-
trachten nun die Summen

Es= /(EL H 1 /(&» Vn)An,
wobei (tjv, rjr) einen beliebigen Punkt aus Rv beziechnet. Ist
mv bzw. Mr das Minimum bzw. Maximum von f in Rv und

setzenwirwiederZmvAv= E, EMVAr= E, sogilt EiSEt E.
Da die im abgeschlossenen Rechteck R stetige Funktion dort
auch gleichméRig stetig ist, so folgt wieder, daB 0" E—E< s
wird fur jede hinreichend feine Einteilung. Da ferner E bzw.
E bei Verfeinerung der Einteilung nicht zu- bzw. nicht ab-
nimmt, so folgt durch genau die entsprechenden Uberle-
gungen wie friher:
Satz. Es seif(x, y) stetig im abgeschlossenen Recht-
eck R. Mit unbegrenzt wachsender Feinheit der Ein-
teilungstreben die(Néherungs-)SummenC'/‘(|.v,"v)zIa:vz]i/,

einem Grenzwert zu, der mit Jff(x, y)dxdy bezeichnet
R

und bestimmtes Integral von f(x,y) Uber R ge-
nannt wird.

Beweis und Satz Ubertragen sich fast wortlich auf den

Fall, daB erstens der Definitionsbereich 33 lediglich der Be-
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dingung geniigt beschrankt und abgeschlossen zu sein, sowie
einen Flacheninhalt zu haben, daB ferner"zweitens als ,Ein-
teilungen® auch Zerlegungen in endlich viele, beliebige ab-
geschlossene Teile, die einen Inhalt haben, zugelassen werden.

Eine geometrische Deutung des Doppelintegrales liegt nahe.
Errichtet man Uber jedem Punkte X, y des Bereiches 95 als
Baumkoordinate das Lot 2 = f(x, y), so kann das Doppel-
integral gedeutet werden als das Volumen des zylindrischen
Kdérpers, der von der Flache z = f(x, y), dem Mantel Ulber
den Band des Bereiches und von der Flache B des Bereiches 35
der ««/-Ebene begrenzt wird. Dabei ist /S: 0 angenommen.

Von der Ausdehnung des Integrationsbereiches ins Unend-
liche sowie von den Fallen, in denen f(x,y) unstetig oder
unbestimmt wird, wollen wir hier nur sagen, dall sie ganz
entsprechend wie beim einfachen Integral behandelt werden.

§ 34. Siatze lber das Doppelintegral.
Ist f(x,y) = 1, so gibt
fJdxdy= B

i8

i

offenbar den Flacheninhalt des Bereiches 35. Man Uberlege
sich, daR keine Vorzeichenschwierigkeiten auftreten!

Sind M und m der gréfte und der kleinste Wert der steti-
gen Funktion /(«,y) in 95 so ist nach der Definition des
Doppelintegrals
mB=JImdxdy”Jff(x,y)dxdyiSf fMdxdy — MB, (1)

m's S S
und wegen der Stetigkeit
/1 (@y)dxay = £/(E, 1\ 2)
s
far einen Punkt f, A in 9.

Hat die stetige Funktion cp{x,y) in 9% uberall dasselbe

Vorzeichen und ist f(x, y) stetig in 58, so ist
1 (x,y)<p(x,y)dxdy = J<p(x,y)dxdy  (3)
S S
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fir einen Punkt £,rj in 33. Man bezeichnet die Formel (3),
vorziglich den Sonderfall (2), als Mittelwertsatz des Doppel-
integrals.
Um zu einer Berechnung des Doppelintegrals zu gelangen,
gehen wir von der Doppelsumme
n—1m— a<, x< b
n N »(*+1- XM +H -V ,))> ai y-gBR
aus und fassen zunéchst alle Glieder zusammen, die denselben
Faktor Y1 — M haben. Dadurch kann man ﬁ,m in die

Form bringen

m—i1 n-1
Sn,m = 20 W |+1~ yi] L_éfo* y N Xk+1- _1-
Nehmen wir jetzt fur f(%K, das Maximum von f
im betrachteten Rechteck, so enthalten wir
m—1 n—1 B/ b \

K= £ (viti~ tijgoM* (xX*+i~ x*]- ﬁ\gfx’y) axr y-

Ebenso ergibt sich das rechtsstehende Integral als nicht
>4

kleineralsF. Und daman ingleicher Weise fur fiff(x, y)dy)dx

a /
schlieRen kann, so erhalten wir die Gleichung:

?B B b
L 1'Y/(*, y)dxdy =] [/f(x,y)dx\dy
a i X a

h B

=J [ff(x>v) dv\doc. (4)
a =
Dabei moge daran erinnert werden, dal vorausgesetzt
wurde: f(x, y) muB in dem ganzen Bereiche einschlief3lich
des Randes eindeutig, endlich und stetig sein. Auf Ver-
allgemeinerungen dieser Bedingungen wollen wir nicht
eingehen.
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Die Formel (4) lehrt:

Ein Doppelintegral kann man durch zwei nacheinander
ausgefiihrte einfache Integrationen berechnen.

Nur wenn der Bereich, wie oben angenommen, ein Recht-
eck mit den Seiten 6— a und R — oc ist, bleiben die Grenzen
auch bei den Integrationen so wie in Formel (4). Wenn
dagegen der Integrationsbereich 33 anders gestaltet ist,
wenn z. B. der Rand die Ellipse

ist, so hat man das bei den Grenzen zu beriicksichtigen
In dem Fall der Ellipse hat man offenbar:

+a y=+ —®&—x
[f/(~.y)dxdy= j |3 f(x, y\dy dx  (5)
—a y= a1fa

H>  x=+y\fb*—y
=/ U/ Y

—b x——6|/&a—v2
Ist (Fig. 30) der Bereich 33 ein gleich-
schenkliges rechtwinkliges Dreieck ABC,
so lauft x von a bis 6,y aber jedesmal
von a bis x\ oder es lauft y von a bis 6
und fir jeden Wert von y lauft x vony

bis 6. Daher ist
b

1J y) dx dy —J [/ f(x, y) dy] dx
(ABC) a a

= IF tx)dx1dy, ()
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eine Formel, die man manchmal mit Dirichlets *) Namen
verbindet. Sie lehrt z. B., wenn f(x, y) = f(y) eine Funktion
von y allein ist:

b x b b b
J(ff(y)dy)d=*= J(ff(y)dx)dy= f (b—y) f(y) dy,
a a a vy a

was fir die wiederholte Integration einer Funktion von
einer Veranderlichen wichtig ist. Man sieht, daf das Integral
des Integrals als statisches Moment ausgedeutet werden kann.

§ 35. Einfuhrung neuer Veréanderlicher; Bemerkungen uber
dreifache Integrale.

Statt den Bereich B mit Hilfe zweier Scharen von paral-
lelen Geraden (ndmlich der Parallelen x = v = konst, bzw.
y = u = konst zur y- bzw. zur *-Achse) zu zerlegen, kann
man dazu auch zwei allgemeinere Kurvenscharen x = rp(u, «),
y = y>(u, v) nehmen, die durch v = konst bzw. u = konst
definiert werden (cp und ip stetig in ufs, 1,07 1).
Wir wollen dabei voraussetzen, daB diese Kurvengleichungen
eindeutig und stetig nach u und v auflésbar sind:
u=0(x,y),v= <P(xy). Die u- und «-Kurven (d.h. die
Kurven u = konst, v = konst) sind dann offenbar umkehr-
bar eindeutige und stetige Bilder der Parallelen zur v- bzw.
w-Achse eines rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
systems in der u, «-Ebene im Innern des Quadrates OiSwfSI.
0iS«5S1. Daher trifft jede u- bzw. «-Kurve sich selbst
nicht, zwei verschiedene u- bzw. «-Kurven haben keine ge-
meinsamen Punkte, und durch jeden Punkt von 58 geht nur
eine u- und eine «-Kurve, die auBer diesem keine Punkte
gemein haben. In Fig. 31 sind in grober Weise zwei Paare
solcher Kurven angedeutet. Verbindet man die Eckpunkte

* Lejeunn-DirichJet, 1805 .. . 1859.
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11+Au

n aC
Fig. 3L

1, 2,3,4 durch die Sehnen zu einem Viereck, so erkennt
man aus Fig. 32, daB die doppelte Vierecksfliche ausge-
drickt werden kann durch
(xX3— xx){y3—yx) + (z4 — x3){y3— %4) + (4 — R)(i/A—y2)

+ (%— *)2i—22) + 2(z3— — t4)

= K —xi)(y3— 22) + (*2 — z3)(t/4 — 2i)- 1)
Nun ist aber

xx— x1= 9?2(n+ Zl« t)+ ZId) — (p{u, ),

»2 — 3= 9>+ zlw, v) — <p(u, v + Av),
b— 2i= wlu + Au, v+ Jd) — ip{u, v),
y3— y2=V'{u,v + Av) — y>(u+ Au,v).

Wenn cpund ipim ganzen Bereiche stetige partielle Ableitungen
haben, so unterscheiden sich die obigen Differenzen von den
Differentialen
de d
P du + -)C<P dv,
du Sv du dv

g r+tare TR T W
nur um Glieder héherer Ordnung in Au und Av. Entsprechen-
des gilt fir den Unterschied des Ausdruckes (1) der Vier-
ecksflache von dem folgenden Difierentialausdruck:
jdcp dxp  dip dcp\
\3w dv dv du)

dudv.
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Der in Klammern stehende Ausdruck ist die ,,Funktional-
determinante” x)

d<p dep
du cv
dp d> '
du dv

Sie muR sinngem&B ihrem absoluten Werte nach eingesetzt
werden.

Wenn die Einteilung durch das u, t>-Kurvennetz Gberhaupt
zweckvoll sein soll, darf die Funktionaldeterminante natirlich
nicht identisch verschwinden. Indem wir summieren und
einen Grenziibergang ausfiihren, der gleichzeitig den Ersatz
der Differenzen durch die Differentiale rechtfertigt, dessen
Begrindung aber hier Gbergangen werden mul, erhalten wir
endlich

[, Sri ixy= ffKrr)jz z - 2 * * e (2)
In dieser Formel2) liegt die praktisch duRerst wichtige Regel
furdie Transformation der Veranderlichen in einem Doppel-
integral analog der Regel
J f(x) dx=J j(<p) <p'{u) du

beim einfachen Integral.

Fihrt man z. B. statt der rechtwinkligen Koordinaten
Polarkoordinaten ein durch die Gleichungen
x= gecosft, y—gsin1? sowird

n dx . du du

dQ = cos* M =~ esa” 07 =sin® M = eC08#’
deshalb wird die Funktionaldeterminante gleich g, und man
erhéalt

H1(*> y)dx dy— JJ j{g cos ft, g sin ft) q dg dft . (3)

* Vgl. Sammlung Géschen Bd. 402: Bischer, Determinanten.
*) die unter sehr schwachen Voraussetzungen gultig bleibt (vgl. Haupt-
Aumann |11, S. 143-145, auch 11, S. 150).



Einfuhrung neuer Veranderlicher. 123

Man mache sich das auch anschaulich klar, indem man q dg di
als Naherungswert fiir ein von zwei konzentrischen Kreisen
und zwei Radienvektoren begrenztes ,Flachenelement”
der r»/-Ebene deutet.

Wir werden spéater bei den Anwendungen erkennen,
dal oft andere Koordinaten zur Auswertung der Integrale
geeigneter sind als die rechtwinkligen. Dafir jetzt nur ein
besonders interessantes Beispiell), das Felilerintegral:

+

140. Berechnung von f e~x‘dx.

Wir setzen f e~x*dx= J und bilden das Quadrat
-a
+a

J2~ f e~xldxf e~y‘dy = f f e—*2wd dx dy .

Da die Exponentialfunktion nie- y>
mals negativ werden kann, so
ist das Doppelintegral um so
groler, je grofRer der Bereich
ist, Gber den es genommen wird.
Es ist also kurz geschrieben

(Fig. 33)
Inkreis Umkreis
Da nun Fig. 33.

/] e~(x2+yi)dxdy = f f e—Q'Qdqdft
ist, so ergibt sich aus der Ungleichung

al2 2n
ff e Qmdgdft< J2< f f e gdpdft
00 00

1) Nach Poisson, 1781 ... 1840.
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oder
2h[_ie-ofo<J><2n[-i ,
also
n(le—e~a)< J2< n(l—e~2a).
LaRt man jetzt a -»-00 gehen, so geht J~~*n,J ->\/n, daher
wirdl)
+* * i/ jt
e~x‘dx= 1/n und Je~x'dx= —

—» n

0
Nur kurz sei erwahnt, daB ganz analoge Betrachtungen
wie fiur das Doppelintegral auch fir dreifache (allgemein
fir w-fache) Integrale durchgefiuhrt werden kdnnen. Auch
diese werden zur Berechnung auf drei (bzw. n) hintereinander
zufiihrende einfache Integrationen zurlickgefiihrt.

§36. Der Satz von Green 2.

Wir nehmen einen Bereich $ (Fig. 34), dessen Randkurve
von jeder Parallelen zur y-Achse zwischen x = xOund x — x1
in zwei Punkten geschnitten wird und fiir xOund xx senkrechte

Tangenten hat. Ebenso soll sie von

P  jeder Parallelen zur x-Achse zwi-

" sehen yOund ylnurin zwei Punkten
geschnitten werden und fiir y0 und

yx horizontale Tangenten haben.

Allgemein sei zugelassen, daB die

Randkurve aus mehreren Teilkurven
zusammengesetzt ist, die an den Zu-
sammenstoBpunkten nicht dieselbe
Tangente zu haben brauchen; z. B. kann die Randkurve
ein Streckenzug sein3). ® werde so umlaufen, daB das

* Vgl. S. 103.

*) 6. Green, 1793 ... 1841.

*) Sind in PO zwei Tangenten vorhanden, deren keine der y-Achse parallel
ist, so ist die Gerade x = xO lediglich ,,Stiitzgerade*“ der Randkurve.
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Innere zur Linken bleibt. Die Punkte PO und P1 zerlegen
den mit Durchlaufungssinn versehenen Rand in einen
unteren und einen oberen Teil. Die untere Kurve sei durch
die Gleichung y = g>(x), die obere durch y= ip(x) dar-
gestellt; <p und y> sollen stiickweise glatt (stickweise
stetig differenzierbar) sein. Wir betrachten jetzt eine
Funktion u(x, y), die samt ihrer partiellen Ableitung uy(x, y)
stetig ist im Innern eines Bereiches, in welchem 33 einschliel3-
lich seines Bandes enthalten ist. Dann hat man

*1 V(*)
/«,(*, y)ydxdy="Ff[fuv(x,y)dy]dx
k) X0 <p(X)

XX Xx

= Ju(x, xp(x))dx — Ju(x, 90(x))dx.
X0 X0

In diesem letzten Ausdruck ist das zweite Integral das Linien-
integral (s. §32), erstreckt Uber die Kurve < (wie wir kurz
sagen wollen):

fu(x, <p(x))dx — fu(x, y)dx;

$o ®
im ersten Integral ist dx gegen die Pfeilrichtung der Kurve tp
gekehrt, daher ist

‘ fl;l(X, ip(x)) dx= — f u(x, y) dx.

X0 p
Zusammenfassend ist demnach
ffuy(x, y)dxdy — — fiu(x, y) dx. )

Genau analog:Bverfahren wir mit einer Funktion v(x, y), die
nebst ihrer partiellen Ableitung vx(x, y) in 33 und auf dem
Rande stetig ist. Es ergibt sich also x)
ffux{x, y)dxdy = $v(x, y)dy. @)
8

*) Das positive Vorzeichen steht hier, da die linke Kurve QO0Qt gegen
die Pfeilrichtung, die rechte Kurve in der Pfeilrichtung durchlaufen wird.
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Subtrahiert man (1) von (2), so erhdlt man endlich

/1< * - uv)dxdy = cf>(udx+ vdy). ?3)
5
Diese Formel heiflt die Greensche Formel. Wir sehen also:

Durch die Greensche Formel wird ein Doppelintegral
Gber einen Bereich durch ein Linienintegral Gber seine
Berandung ersetzt und umgekehrt.

Wir gehen nicht darauf ein, dal sich die Voraussetzungen
Gber den Bereich SS noch verallgemeinern lassen. Wir wollen
hier nur noch einige Sonderfalle betrachten.

Setzen wir z. B. in (1) u= vy, so kommt

fjdxdy= — dtydx; (4)
8

setzen wir in (2) v— x, so kommt
fjdxdy = (Bxdy. (5)

SB
Nehmen wir die halbe Summe von (4) und (5), so wird

j fdxay = \$(xdy— ydx). (6)

B

Nun ist aber (S. 117) das linksstehende Doppelintegral
der Flacheninhalt ¢ von SS; dieses kann also durch eins der drei
rechts stehenden Linienintegrale ersetzt werden. Dabei ist
die Umlaufsrichtung, wie in Fig. 35 angegeben, ,,links herum* ;
die Flache liegt zur linken Hand, wenn man auf der Kurve
in derPfeilrichtung um SS herumgeht. Bekanntlich nennt
man das den positiven Umlaufssinn, und wir sehen,
dal die Flache B dann positiv zu nehmen ist.
Daher muften wir im Beispiel 138 die doppelte Flache des
Dreiecks ABC heraushekommen!

Betrachten wir zum Schlul noch die Greensche Formel (3),
so erkennen wir ohne weiteres, daB das Linienintegral
verschwindet, wenn vx= uyist. Das ist aber gerade die
friher (S. 114) aufgestellte Bedingung, daf udx + vdy
ein vollstandiges Differential ist und daR das Linienintegral
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von udx+vdy erstreckt Uber eine geschlossene Kurve
verschwindet.

Die Greensche Formel ist grundlegend fiir die Theorie der
partiellen Differentialgleichungen, insbesondere fiir die Poten-
tialtheorie.  Auch im Raume gibt es eine entsprechende
Formel. Ferner gehoren hierher der GaufRlsche und der
Stokesschel) Integralsatz, die ebenfalls Raum- oder Volumen-
integrale Uber Raumstiicke durch Oberflachen- oder Hillen-
integrale ersetzen. Am kiirzesten und dem anschaulich-
physikalischen Gehalt am meisten angemessen sind sie in der
Sprache der Vektorrechnung auszudriicken?).

Siebenter Abschnitt. Fouriersche Reihen und Integrale3).
§ 37. Die Fourierschen Reihen.
Es sei eine Funktion von x definiert fir a x” h

Wenn wir

b—a 2n
«= — t+a,t= - IZX—a)
2n b—a

setzen, so erhalten wir eine Funktion f(t), die fir 0" t~ 2n
erklart ist. Diese Funktion kann unter gewissen, spater zu
besprechenden Bedingungen durch eine Fouriersched)
Reihe dargestellt werden, die nach cos und sin der ganz-
zahligen Vielfachen von t fortschreitet:

/(«) = J a0-f- axcost+ a2cos 21+ eee
+ sint+ b2sin 2t + eee 1)

Allgemein nennt man eine solche Reihe eine trigono-
metrische Reihe; die Fouriersche Reihe ist dadurch

‘) G. G. Stokes, 1819 ... 1903.

2) Vgl. als bestes Werk tber diese wichtige mathematische Disziplin
M. Lagally, Vorlesungen tiber Vektorrechnung, Leipzig (Akad. Verlagsges.) 1928.

3) Fir diesen Abschnitt bin ich Herrn A. Walther, Darmstadt, zu be-
sonderem Danke verpflichtet.

* J. E. Fourier, 1768 .. . 1830. Die Reihen und die Formeln fir die Koeffi-
zienten hatte schon Euler (1707 ... 1783).
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gekennzeichnet, dal ihre Koeffizienten ak, bk sich leicht durch

die Funktion f(l) ausdricken lassen.

Anm.: Man vergleiche die nach Potenzen von x fortschreiten-
den Potenzreihen; die Taylorsche Reihe hat zu Koeffizienten im
wesentlichen die aufeinanderfolgenden Ableitungen von f(x).
Die Bezeichnung des Absolutgliedes mit } a0 geschieht aus Zweck-
maRigkeitsgrinden, vgl. S. 129.

Wir kimmern uns zundchst x) nicht um die Konvergenz-
bedingungen der Reihe (1), sondern stellen als Bedingung
fur f(t) die Integrierbarkeit von 0 bis 2n auf und nehmen
an, dal (1) gleichmaBig konvergiert2). Integrieren wir
(1) gliedweise nach t von 0 bis 2ai, so verschwinden rechts
alle Integrale bis auf das erste, und wir erhalten

0
Alsdann emultiplizieren wir (1) mit cos kt (0 < k) und inte-

grieren wieder von 0 bis 2n\ nach den Orthogonalitatsbe-
dingungen (S. 49) sind alle Integrale der rechten Seite Null
bis auf das uber cos kt cos kt, das den Wert n hat. Demnach
wird ggrade »herausdestilliert*

2»
J f(t) cos ktdt —n ak, ak= “ J f(t) cos ktdt. (3)
O o
Multipliziert man (1) mit sin kt, so ergibt die Integration
ebenso
2n n
0 u

Die Konstante a0 geht offenbar aus ak in Formel (3) fir
k — 0 hervor; das Absolutglied von (1) selbst lautet

* Historisch sei angeraerkt, daB Newton (surnmus Neutonius, wie ihn
GauR nannte) bei seinen zahlreichen Reihenentwickelungen nie vergaB, hinzuzu-
figen ,wenn sie besteht“.

* Vgl. die Bemerkungen am Ende dieses Paragraphen.
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2 ~2] |OJ i(t)dt

ist also der Mittelwert von /(i) im Intervall 0... Ji. Nimmt
man bk auch fir k= 0, so ergibt sich Null. Deshalb kann man
zusammenfassend schreiben
L
. .
Dt 71%) m YSlrp]ktdl (*=0,i,2,...). (5

Diese Ausdriicke, die ,,Fourierschen Koeffizienten*,
lassen sich fur jede in <0... 271) nur als integrierbar voraus-
gesetzte Funktion j(t) bilden. Wir missen also nun fragen:

Welchen Zusammenhang hat die mit jenem ak, bk
gebildete Reihe (1) mit /(£)? Ist sie konvergent und
stellt sie f(l) dar?

Wir wollen beweisen, daB eine endliche trigonometrische
Summe (ein trigonometrisches Polynom)

cpn(f) = ~a°+ «icost+ «2cos2t+ ¢— b ancosnt
u

+ Bksint+ B2sin 2t+ ¢— )-RBnsinnt (6)
dann in gewissem Sinne die ,beste“ Anndherung an f(t)
liefert, wenn statt der beliebigen Vorzahlen a* , Rk gerade die
Fourierschen Koeffizienten (5) genommen werden.  Als
GltemaRstab fiir die Anndherung benutzen wir dabei nach
der GauBschen Fehlertheorie die Sum7rlne der Fehlerquadratel),

also in unserem Falle das Integral j {/(/) — <p,(t)}2dt. ,,Beste
0

Néaherung“ liegt vor, wenn dieses Integral ein Minimum ist.

Unsere Forderung heift also:

frei X Durch die Quadratbildung macht man sich vom Vorzeichen des Fehlers
rei.

Willing, Integralrechnung. 9
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Es werden die Vorzahlen txk, Bk gesucht, fiir die

I {/(0 — <Pn{)Y dt
20
= Jf {/(i) — _fé—2| (xkcos kt + Rksin kt)}2dt

0
ein Minimum wird.

Das rechts in Klammern stehende Quadrat ist keinesfalls
negativ. Fuhren wir es aus, so kommt

/(i)2— ot0/(i) — 2 JEM(ockf{i) cos kt + RKf(t) sin kt)
N /i& N "

Nehmen wir nun die Integration vor, so ergibt sich unter
Beachtung von (5) leicht
n 21

cos kt + Rk sinkt)j\z.

n
L0 — figj2r =/ i 0a0—  ~ | ak(Xc+ hRk)

+y Ao+ £ K+ BI)-

. . Ui
Addiert und subtrahiert man rechts n , SO

gelangt man zu folgender Gleichung:
271
6 {/(*)y—viuYfo )

m o f1 w ) 1
I()2A+Ttjg («O—“0r+AK ** —0%)2+ (A — &2

-7rfe + *J1(R+ 6%} »
Lediglich der mittlere Teil ist von den Vorzahlen ott, Bk
abhdngig. Man sieht sofort, daB er am kleinsten wird, daR
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man also das gewiinschte Minimum erhalt, wenn o= a0,
ac= ak, Rk — bk wird. Denn dann wird jener nicht negative
Teil Null.
Die beste Anndherung der integrierbaren Funktion
f(t) durch ein trigonometrisches Polynom (6) wird also
erzielt, wenn fir die Vorzahlen ixk, Bk die Fourierschen
Koeffizienten gesetzt werden.

Man bemerke, daB jede Vorzahl unabhangig von allen
anderen ist; man darf Glieder herauslassen oder, wenn die
Anndherung noch nicht geniigt, weitere Glieder hinzunehmen,
ohne daR sich die tbrigen Vorzahlen andern.

Zur Fourierschen Reihe gelangt man durch den Grenz-
tibergang n “moo. Es ist noch zu zeigen, daR die so entstehende
Reihe unter gewissen Bedingungen konvergiert.

Wir gehen dazu von der Gleichung (7) aus, in der wir
<dc= ak, Bk= bk (k— 0,1, 2,..., n) setzen. Dann ergibt
sich als trigonometrischer Naherungsausdruck die Teilsumme

fnit)= a° + cost+ a2cos2t+ eee+ ancosnt
u

+ \ sint+ b2sin2t+ eee+ bnsinnt

und

2Ti 2n f 2 n }

f {f{t)—fn(t)}2dt=ff(tfdt~nlIr + 2f(ak+bl)\. (8)
0 0 1z ’

Da die linke Seite keinesfalls negativ ist, folgt die Bessel-
schel) Ungleichung

2n

2 + J dt. 9)
0
Die rechte Seite dieser Beziehung ist eine von n unab-
hangige bestimmte Zahl. Daher bleibt die Beziehung richtig
fir beliebig groBe n, d. h. die linke Seite konvergiert mit

® r. W Besael, 1784 ...1846.
9*
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wachsendem n gegen eine endliche GroRe, die hdchstens
gleich der rechten Seite ist; es ist also

f+1(al+b!) "+ [/(t)*dt. (10)
% 2 4=1 ng
Da bei einer konvergenten Reihe die Glieder gegen Null
konvergieren missen, folgt
ah 0, \ -*0 fur k -*oo:
Die Fourierschen Koeffizienten jeder integrierbaren
Funktion f(t) nehmen fir k -+co gegen Null ab,

daher auch die Glieder der Fourierschen Reihe (1) selbst.
Hieraus folgt natiirlich noch keineswegs, daB die Fouriersche
Reihe jeder integrierbaren Funktion konvergent sein mifte.
Denn, um eine Analogie anzufiihren, bei der harmonischen
Reihe 1+ \ + J}+ '*' geht ja das allgemeine Glied auch
gegen Null, und die Reihe divergiert doch. In der Tat braucht
die mit den Fourierschen Koeffizienten formal gebildete
Reihe (1) nicht einmal konvergent zu sein, wenn man die viel
scharfere Forderung der Stetigkeit an /(<) stellt. Es gibt
Beispiele stetiger Funktionen mit divergenter Fourierscher
Reihe.

Es ist ein noch offenes Problem, welche hinreichenden und
notwendigen Bedingungen eine Funktion f(t) erfillen muB,
um in eine Fouriersche Reihe entwickelbar zu sein. Vielleicht
ist es in dieser Wendung tberhaupt unlésbar. Vielleicht ist
ndmlich diese Entwickelbarkeit eine &hnliche, nicht weiter
auf einfachere Eigenschaften zurickfihrbare Eigenschaft
wie etwa die Differenzierbarkeit einer stetigen Funktion —
nach WeierstraR gibt es ja im ganzen Bereiche stetige Funk-
tionen, die nirgends differenzierbar sind.

Hinreichende Bedingungen kann man in mannigfaltiger

Art angeben. Ohne Beweis sei die praktisch bequemste
angefuhrt:
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Die mit den Fourierschen Koeffizienten gebildete Reihe
(1) konvergiert fiir alle stickweise glatten Funktionen.
Stiickweise glatt nennt man eine stiickweise stetige Funktion
mit stiickweise stetiger Ableitung. Ihr Kurvenbild entspricht
dem, was man sich gewdhnlich unter einer Funktionskurve
vorstellt, bis auf etwaige Ecken (Knickstellen) und Spriinge.
Die Konvergenz erfolgt absolut und gleichméRig in allen
abgeschlossenen Stetigkeitsintervallen von /(t) nach dem
Werte von /(i), ungleichméRBig dagegen in der Umgebung
etwaiger Sprungstellen a nach dem arithmetischen Mittel

_ —, — — der Grenzwerte der Funktion von
u

links und von rechts. — Historisch beriihmt sind namentlich
die Dirichletschen hinreichenden Bedingungen fiir die Kon-
vergenz der Fourierschen Reihe.

Wiéhrend Konvergenz der Fourierschen Reihe bei einer
lediglich stetigen Funktion f(t) nicht vorhanden zu sein
braucht, 1aBt sich zeigen, daB fiir jede stetige oder auch
nur stickweise stetige Funktion f(x) immer

21

lim / {f(t) — fn{t)}2dt= 0
rel-r>Tx]:00{(t) n{h}2dt

ist, daB also in bezug auf die Fehlerquadratsumme ,,im Mittel“,
wie man zu sagen pflegt, j(t) durch fn(t) bei wachsendem n
immer besser angenahert wird. Dabei braucht fn(t) an f(t)
nicht durchweg beliebig nahe heranzukommen, was gewdhn-
liche Konvergenz besagte, sondern kann sich von f(t) um
schmale, aufgesetzte ,Nadeln“ unterscheiden, die zum
Integral beliebig wenig beitragen.

Die ,,Konvergenz im Mittel“ ist gleichbedeutend mit der
aus der Besselschen Ungleichung (9) fir stetige oder auch
nur stickweise stetige Funktionen f(t) hervorgehenden
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»Vollstaindigkeitsrelation“ oder Parsevalschen *)

Gleichung ’
n

fu + aj“]—g« i+ ii)=7-ZJf t(tf dt.
0

Angemerkt sei noch, dal zwar, wie erwéhnt, die Fouriersche
Reihe einer stetigen Funktion f(t) keineswegs zu konvergieren
braucht, daB dies aber nach Fejer (1904) bei den arithmetischen
Mitteln der Teilsummen (statt der Teilsummen selbst) sehr
wohl der Fall ist, und zwar nach dem Werte f(t).

Eine knapp gehaltene Monographie von Asel Hamack2) liber
die Fouricrschen Reihen steht als Anhang zum zweiten Bande von
Serret-Scheffers, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung
(Leipzig, B. G. Teubner). Eine auf den Lebesgueschen Integral-
begriff begriindete Theorie findet sich bei A. Zygmund, Trigno-
metrie Series, Warschau 1915. Entwickelt hat sie Lebesgue selbst,
wohl in der Hoffnung, durch seinen Integralbegriff notwendige
Konvergenzbedingungen zu finden. Nach der spezifisch mathe-
matischen Seite, die Konvergenztheorie der Fourierschen Reihen
fur moglichst ,bdsartige” Funktionen zu entwickeln, geht Rogo-
sinsld, Fouriersche Reihen, Sammlung Gdéschen Bd. 1022. Wert-
volle Ausfiihrungen liest man bei Felix Klein, Elementar-Mathe-
matik lund I11; ferner seien besonders erwéhnt: K. Knopp, Theorie
und Anwendung der unendlichen Reihen, 3. Aufl. 1931, sowie Cou-
rant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik 1, Kap. 2
(beides Verlag J. Springer).

§ 38. Darstellung periodischer Funktionen durch Fouriersche
Reihen.

Wir hatten zuerst eine Funktion f(x) angenommen, die fur
den Bereich a... | erklart war; sodann transformierten
wir sie in eine Funktion f(t) fir den Bereich 0 ... 2n. Fir
diese Funktion f(t) im Intervall O ... haben wir unsere
bisherigen Untersuchungen durchgefiihrt und deren Ergeb-
nisse ausgesprochen. Nun sind aber die Glieder der Reihe

* M. A. Parseval, 1806.
* Axel Harnack, 1851 ... 1888.
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(1) (S. 127) samt und sonders periodische Funktionen, die
mit 2n oder mit ganzen Teilen von 2n periodisch sind. Es
ist daher durch die Periodizitdt der Eeihenglieder geboten,
auch die dargestellte, zunéchst fiir 0 Si t SS 24 erkléarte Funk-
tion f(t) als periodisch mit der Periode vorauszusetzen,
wobei in 0 und Zi gegebenenfalls zusatzliche Sprung- oder
Knickstellen hereinkommen.

Die Integration fur die Koeffizienten (Formel (5) S. 129)
kann dann offenbar statt Uber das Intervall 0 ... 2n auch
Gber ein beliebiges anderes Intervall von der
Lange 2i, z.B. Uber das Intervall— erstreckt
werden. Wir geben nun einige einfache Beispiele, wobei wir
x an Stelle von t schreiben.

141. y = f(x) = x. Da wir eine ungerade Funktion haben,

sind alle ak Null; fur die bk kann man schreiben
n

0
Durch Teilintegration erhalt man

n 7

fX
daher

Setzt man hier x = , so erhalt man die Leibnizsche
u
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142.

Fouriersche Reihen und integrale.

Zeichnet man die durch die obige Reihe dargestellte
Funktion, so erhdlt man (Fig. 35) lauter unter 45°
gegen die Achsen geneigte Strecken, die eben die Peri-
odizitdt ausdriieken. Nur im Bereiche —n...-\-n
gilt y= x, im Bereiche n .. .An ist y = X — 2n usw.
An den Sprungstellen i kn gibt die Reihe, wie schon

. . . >~—7C
S. 133 angefiihrt, das arithmetische Mittel —— = 0
u

der jeweiligen beiden Grenzwerte.

yk
n
i [ |
\YOWwW-i7 0 't 2n3n
£2n | I |
1/
Fig. 35. Fig. 36.
Die Funktion f(x) sei erklart fir —n ... 0 zu — ¢,

fir 0. ..n zu + ¢; fir die Sprungstelle 0 ist sie zu-
nachst unbestimmt. Die periodische Fortsetzung zeigt
die Figur 36. Da die Funktion ungerade ist, so ver-

schwinden alle ak. Fgr die bk erhalt man
n

_ 71stin kxdx-' N f §'n kx dx
—n
n

= — (sin kxdx=—~ [cos kxVI:
nJ kn u

0
ist k gerade, so wird bk= 0, flr ungerades k ist
7 4c
\ = + j—nm
n
Die Fouriersche Reihe wird demnach
w o, 4c(sin x sin 3a:  sin 5a:
r + T-+ -»- +
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An den Sprungstellen ~ kn gibt die Reihe j(x) = 0,
also das arithmetische Mittel aus den jeweiligen beiden

Grenzwerten.
143. Fir —n ... 0 sei y= —x, fir 0... x sei
y = + x. Dann ergibt sich fiir a0= n, fur ungerades k
4
kommt % = . ---—--- , fir gerades k wird ak= 0, und
71K

es werden alle 6*= 0. Daher lautet die Reihe

y=1=9

Die Fig. 37 zeigt das Bild der Funktion, einen Linienzug
mit Knickstellen. Fir x = 0 folgt die bemerkenswerte
Formel Y.,
1 1 1
8 — 12+ 32+ 5%+ "
Durch Integration der Rei-
he fur f(x) kann man noch
weiter interessante For- Tig. 37.
mein gewinnen, worauf wir aber nicht eingehen wollen.
In den drei Beispielen gab die entwickelte Reihe eine
nichtanalytischeFunktion als Summe analytischer Funkti-
onen. Als Fourier 1807 derartige Beispiele zuerst bekannt
machte und behauptete, dal man eine ganz willkirliche
Funktion, die z. B. durch eine Zeichnung gegeben ist, durch
seine Reihe darstellen kdnne, war das Lagrangel), dem
damaligen Haupt der franzfsischen Mathematiker, so
unerwartet, daf er dieser Behauptung auf das entschiedenste
entgegentrat2). Es widersprach ja dem von Euler und La-
grange erkldrten Funktionsbegriff3). Das Studium der Fou-
rierschen Reihen war in der Folgezeit eine Haupttriebfeder

-bn-3n-2n-n On Zn3n bn

X J. L. Lagrange, 1736 ...1813. 2 Vgl. Itiemanns Werke S. 219.
Wertvolle Aufklarung uber die Entwickelung des Funktionsbegriff:
bietet der Kiesenbericht* von Brill und Noether in Jahresber. d. D. Math.-Ver.
Bd. 3, Berlin 1894. Ferner: H. Burkhardt, Trigonometrische Reihen und Inte-
grale. Encykl. d. math. Wiss. Il A 12, Nr. 28.
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zur Entwicklung des modernen Funktionsbegriffs Gberhaupt,
insbesondere bei Dirichlet.

Uberlegt man sieh, daB die Koeffizienten ak, bk bestimmte
Integrale sind, so folgt, daB sie sich als Flachen unter gewissen
Kurven auffassen lassen. Daraus schopft man die GewiR-
heit, daR diese Koeffizienten stets — wie auch die Funktion
gegeben sein mag — empirisch bestimmbar sind. Man hat
seit einem halben Jahrhundert eine ganze Reihe von mechani-
schen Vorrichtungen4) ersonnen, um bei gezeichnet vorlie-
gender Funktion die Fourierschen Koeffizienten der zugehori-
gen Reihe zu ermitteln. Ferner gibt es graphische Methoden
und rechnerische Schemata zur praktischen Bestimmung
der Fourierschen Koeffizienten einer graphisch gegebenen
Funktion5), die auf Runge6) zuriickgehen.

Zum SchluB sei darauf aufmerksam gemacht, daf bei
der friheren Darstellung einer Funktion durch eine unend-
liche Reihe, n&mlich durch eine Potenzreihe nach dem Tay-
lorschen Satze — abgesehen von den viel engeren Bedin-
gungen — fiir das ganze Konvergenzintervall das Verhalten
der Funktion an nur einer Stelle maBgebend war; es waren
ja die Vorzahlen der Potenzreihe die Werte der Ableitungen’
an der betreffenden Stelle. Bei der Fourierschen Entwick-
lung dagegen hangen die Vorzahlen von dem Verhalten der
Funktion in dem ganzen Intervall ab. Das macht sich auch in
der Art der Annaherung durch die endlichen Summen fn(x)
geltend. Die fn bei der Potenzreihe, die sog. Schmiegungs-
parabeln, entfernen sich von der Kurve y=]1[x) um so
mehr, je weiter man sich vom Ausgangspunkt der Entwick-

4 Vgl. z. B. Henrici, Uber Instrumente zur harmonischen Analyse, Kata
math. u. math.-phys. Modelle usw. herausg. v. W. Dyck, Miinchen 1892. Ferner.*
Galle, Math. Instrumente, Leipzig 1912; Willers, Math. Instrumente, Sammlung
Goschen Bd. 922; Der harmonische Analysator Mader-Ott, Druckschrift Ad.
341 des Math.-mech. Instituts A. Ott, Kempten (Allgéu).

6) Vergl. v. Sanden, Praktische Analysis, Leipzig, B. G. Teubner; Will
Methoden der praktischen Analysis, Gdschens Lehrbiicherei Bd. 12; Terebesi,

Rechenschablonen fur harmon. Analyse und Synthese nach C, Runge, Berlin
1930, J. Springer. ® C. Runge, 1856 ... 1927,



Die harmonische Analyse. 139

lung wegbegibt. Bei der Fourierschen Entwickelung dagegen
nahern sich die fn im ganzen Bereiche der gegebenen Kurve
immer mehr. Besonders interessant ist die Naherung in der
Umgebung von Sprungstellen. Dabei schielen die Naherungs-
funktionen bei wachsendem n Uber die Grenzordinaten der
Funktion von rechts und links hinaus; es bilden sich auf-
gesetzte schmale , Tirmchen* aus (Wilbraham-Gibbssche
Erscheinung)x).

§ 39. Die harmonische Analyse.

Es kdénnte so scheinen, als ob die Darstellung einer peri-
odischen Funktion durch eine Fouriersche Beihe nur eine
vielleicht interessante mathematische Spielerei mit Formeln
sei, zumal ja doch die wirkliche Ausrechnung einer unend-
lichen Reihe unmoglich ist; man nimmt ja gezwungener-
mafRen immer nur soviel Glieder, wie die geforderte Genauig-
keit verlangt. Aber dem ist nicht immer so. Es gibt zahl-
reiche Falle der Praxis, wo diese Entwickelung einen wesent-
lichen Sinn hat, ndmlich dann, wenn die einzelnen Glieder
dieser Reihe eine physikalische oder technische Bedeutung
haben. Das ist z. B. der Fall bei der harmonischen Ana-
lyse — wie man diese Entwickelung auch nennt — eines
musikalischen Klanges oder eines von einer Dynamomaschine
gelieferten Wechselstromes. Ja, man untersucht z. B. meteoro
logische Erscheinungen, erdmagnetische Strome usw. durch
harmonische Analyse, um herauszubekommen, ob eine
irgendwie erklarbare Periodizitdt (wenigstens angenahert)
besteht.

Uberall bei Schwingungsvorgéngen, z. B. an rotierenden
Maschinen, hat sich die harmonische Analyse zur Aufklarung
der Erscheinungen bewahrt. Unser Ohr ist ein harmonischer
Analysator, indem es neben dem Grundton noch die Ober-
tone, die den einzelnen Gliedern der Fourierschen Reihe ent-

) Vgl. F. Klein, Elementar-Math. I, S.214—215, 111, s. 80.
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sprechen, hort. Die groBartigste und aufschlufreichste An-
wendung findet die harmonische Analyse in der Spektral-
analyse; das Prisma und das Beugungsgitter des Spektro-
skops wirken geradezu als harmonische Analysatoren der
Lichterscheinungen, wenn auch die Gesetze der trigonometri-
schen Reihen dabei anders sind, als bei den Fourierschen
Reihen. Doch das steht hier nicht zur Diskussion.

Wir nehmen an, daB ein Punkt irgendwelche periodischen
Schwingungen um eine Ruhelage macht. Ist T die Zeit einer
vollen Periode, also die Schwingungsdauer, so benutzen
wir zur Zerlegung der Schwingung die Fouriersche Ent-
wickelung

1 2n 2n
y—I(<)= Y «w+ <hcos-- t + a2cos 2 t 4-------
7 ..2jc . 2jc
+ \ sin — t+hzsm2— «+eeoe (]

wobei y die zur verdnderlichen Zeit t vorhandene Entfernung
des schwingenden Punktes von der Ruhelage ist. Man fihrt
meist die Bezeichnungen ein
2n
co— ~ = 2nv = Kreisfrequenz
(2

1
V—-y = Frequenz

Jedes Glied der Reihe (1) mit Ausnahme von \aa stellt
eine sog.harmonische Schwingung dar; bei ak coskcoi
und bk sin lecut sind ak und bk die Schwingungsweiten
(Amplituden). Man kann einfach zusammenfassen
ak cos lernt -f- bk sin lernt = ck sin (lernt + gXk) , 3)
wo die Amplitude ch und die Phasenverschiebung <k
durch die Gleichungen
fz-—— dlc . i

(i
ck= K«l + o« sm <Fk|. & cos<Fk>'5§ = lg <k (4)

bestimmt sind. Anschaulich am einfachsten ersieht man
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das an dem rechtwinkligen Dreieck (Fig. 38), das mit der
Winkelgeschwindigkeit kw rotiert.

Die Funktion
V= /(0 = c6+ cisin(a)t+ <Pi)+ c2sin + <Pi)4— (5)
erscheint dann aufgebaut aus gegeneinander phasenverscho-
benen Sinusschwingungen mit den Amplituden elt c2 ... und
den Kreisfrequen-
zencd, 2cu,..., die
dem  konstanten
Gliede 00— Ja0
Gberlagert sind
und in der Schwin-
gungszeit T=2ti/wo
einmal,zweimal,...
voll ausschwingen.

Das Glied

elsin (cot + o)

heilt die Grund-

schwingung, die Fi8 ss-
folgenden Glieder stellen die Oberschwingungen dar.

Bei den Klangschwingungen, die durch die menschliche
Stimme oder durch Musikinstrumente hervorgebracht werden,
treten zu den Schwingungen der Fourierschen Entwickelung
noch unharmonische Oberténe, sog. Formanten hinzu
(Eigentdne des Instruments): sie sind mathematisch auch
harmonische Schwingungen, nur ist ihre Frequenz unabhangig
von den Frequenzen der Reihe. Man hat neuerdings eine
akustisch-elektrische Methode entwickelt, um in Zeit von
wenigen Minuten alle Oberténe und Formanten eines Klanges
zu ermitteln.

40. Das Fouriersohe Integral.
Die Fouriersche Reihe einer mit der endlichen Periode T
periodischen Funktion f(t) '
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Yy _ i 2jz . L2tz )\
= 2+ 25 ovcosn 2 i+ msinn 2t (1)

kann folgendermaBen aufgefallt werden:
Man sucht fir die ,diskreten“ Kreisfrequenzen n ~
(n= 0,1, 2,...) die Amplituden an und bn der entsprechen-
. 2n \ 2n . .
den Schwingungen cosn — t und sinn t. Diese Ampli-

tuden werden aus dem Verlaufe von f(t) durch die Formeln

an 2 i, .cos 2ji ,
tJ T 2* ()]

bestimmt. Sie bilden in Abhdngigkeit von n das diskonti-
nuierliche ,,Amplitudenspektrum® von f(t) zu den

27
diskreten Kreisfrequenzen n (n = 0,1, 2,...). Man kann

das ,Linienspektrum®“ von f(t) entwerfen, indem man
zu jeder Kreisfrequenz als Abszisse die zugehdrige cos- und
sin-Amplitude als Ordinate auftragt. So erhdlt man fir
Beispiel 142 (Fig. 36) das Linienspektrum der Fig. 39. Durch
, Uberlagerung der ,,abzahlbar“ unendlich vielen Schwingungen
(vgl. 2,"") zu den markierten

?Cb«l Kreisfrequenzen und Ampli-
tuden entsteht f(t). Das Fou-

riersche Integral leistet

le) 7 2 3 dieselbe »Spektralanalyse*
Fig. 39. von f(t) fir eine unendlich

grofRe Periode T, also fiir nichtperiodisches /(/)s Unter den Vor-
aussetzungen, daf f(l) in jedem inc%lichen Intervall stiick-

weise glatt (S. 132) ist und dal J |f(t)|dt existiert, gilt
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f(t) = j a(co) coscotd ¢ o J b(co) sin cot dco ?3)

0 0
mit +00
11 *
b@a> n Jf «. sin SO m
— 00

D. h. f(t) wird dargestellt als Uberlagerung (3) von ,konti-
nuierlich® unendlich vielen Schwingungen (vgl./ statt Z)
cos cot und sin cot zu den zwischen 0 und oo stetig verander-
lichen Kreisfrequenzen co, wobei die zu co gehdrigen Ampli-
tuden a{co) und b(co) durch (4) aus dem Gesamtverlaufe von
f(t) gewonnen werden. In Abhangigkeit von co aufgetragen,
bilden die ,Spektraldichten® a(co) und b(co) das ,kontinu-
ierliche Spektrum“ von f(t), aus dem man abliest, mit welcher
Intensitat jede Teilschwingung zu f(t) beitrégt.

Man erhélt das Fouriersche Integral — zunéchst heu-
ristisch — am natdrlichsten, indem man die Ausdriicke
T T

(2) in (1) einsetzt (hierbei ist das Intervall b -0

bequemer als 0... T), zusammenrechnet, T —co gehen
1akt und an die Definition des bestimmten Integrals als Grenz-
wert einer Summe denkt. Dadurch entsteht zundchst die
meist gegebene Gestalt

co -f- 30

fty=" -3 |J f(2) cosft)y (z—t) dz dco

0 00
des Fourierschen Integrals. Sie sieht zuerst als eine recht
nutzlose, wegen des Vorkommens von f(t) links und rechts
»sich in den Schwanz beilende* Beziehung aus. lhre eigent-
liche Bedeutung enthillt sich erst durch die Schreibweise (3)
und (4). Durch strenge Betrachtung werden dann auch die
Gultigkeitsvoraussetzungen festgelegt. An etwaigen Sprung-
stellen gibt das Fouriersche Integral das arithmetische Mittel
der beiden Grenzwerte von f(t) von links und von rechts her.
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Bei geradem f(t) fallt I(a>) heraus und es bleibt nur
f(t) = J a(co) coswz dz mit a(co) = J f(z) coscozdz .

Man kgnn sagen, daB sich diese beiden ,,rgziproken Integral-
gleichungen“ gegenseitig aufldsen.

Ein Mangel bei der Spektralanalyse einer Funktion f(t)
durch das Fouriersche Integral liegt darin, daR /(<)->0 streben
mufl fir 111-moo, was z. B. bei weilem Licht, bei Gerau-
schen, Erdbeben- und Wasserwellen als unnatirlich erscheint.
Beispiele:

144. Dirichlets ,,diskonti-
nuierlicher Faktor*

m 1

(Fig. 40).
f{ty= 1 fur
, . N 1< f< + 1,
f(t) = 0 auBerhalb.
% 40- fit) ist eine gerade

Funktion, deshalb ist b(w) = 0 fir alle w und

2 sinco

a(@>) = !L e C0s @zdz— -m-mmmmmimm ’
n a

nJ
wir haben daher ein kontinuierliches Spektrum, das
durch die Kurve sinco/co dargestellt werden kann
(Fig. 41). Es ist

Sm co cos cot Na(co
dco. (co)

Insbesondere hat man fir 7

t= 0
. 0} 71 2n 6)
sin co n
dco — EX Fig. 41.

was schon S. 105 erwahnt war.
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In der Wechselstromtelegraphie entspricht Dirichlets-
Faktor offenbar einem Punkte oder Strichzeichen der Morse-
schrift. ~ Die Spektral- /U,
zerlegung zeigt, mit wel-

chen Intensitaten konti- +1
nuierlich viele Wechsel-
stromschwingungen das 0
Zeichen aufbauen.
Durch  Umrechnung -1
kann man auch die Funk- Fig. 42
tion (Fig. 42) T
sincoi —1 fir i<0
145. dw = )
+1 fir t> 0
erhalten, obwohl /¢(t) nicht 0 geht fur *00.
Hieraus entsteht als —nh) der ,Spannungs-
sprung®, der einer fir t— plétzlich einsetzenden
JuU Gleichspannung entspricht,
u(t)y=0 fur t< und
+1 e lz(«)=Ifuri>il (Fig.43).
Das Fouriersche Integral ist
—_— grundlegend wichtig fir die
0 tj A Lehre von den partiellen Diffe-
rentialgleichungen (theoretische
Fig. 43. Telegraphie, Wérmeleitung).

Geometrische Anwendungen der Integralrechnung.

Achter Abschnitt. Anwendungen auf die Geometrie
der Ebene.

Ja41. Quadratur der Kurven in rechtwinkligen Koordinaten.

A. Die ,Quadratur® einer durch ein Kurvenstick, die

beiden Endordinaten und das dazwischenliegende Stiick der
Willing, Integralrechnung. 10
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x-Achse begrenzten Flache war der historische Ausgangs-
punkt der Integralrechnung. Wir haben hierfiir die Formel

ff(x)dx=F(b)—F(a) mit f(x)= F'(x)

aufgestellt und untersucht. Sie soll jetzt auf einige einfache
Kurven angewandt werden.

/ 146. Die Flache F unter der
\y Parabel y2— 2px zwi-
X X schen den Grenzen 0 und
Fig. 45. X zu bestimmen (Fig. 44).
X X
F= Jydx = [j/2pxdx= [fj/l2pxex]*= i xy.
0o o 0
. X2 . . *
Fur die Parabel y= - (Fig. 45) istF = fydx=%xy.

0
Beide Ergebnisse hatte bereits Archimedes. Wie lauten
sie in Worten? Sie finden nitzliche Anwendung bei der
zeichnerischen Integration, indem man die gegebene Kurve
abteilungsweise durch Parabeln annéhertl).
147. Die Flache der Neilschen (halbkubischen) Parabel
y2= dI3? ist bestimmt durch
X
F=aJ xidx— ax§8—i xy.
0
148. Die Flache der Parabel y" = axm, m und n ganze positive
Zahlen, ist gegeben durch
1 x m n 1 m+n

F=an fx*dx= anx n = ——— Xy
5 m-\- n m-\-n

Bd Qollgl. z. B. Fr. A WilUers, Graphische Integration. Sammlung Goéschen
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149. Die Flache F unter der kubischen Parabel
y=cO+clx+cixi+cs3?

zwischen den Grenzen x = a und x = b zu berechnen.
Man erhalt:

bh2— a2 b3— a3 &8—
F= cfpb—a)+ cl— h«, 3-+¢3—-- . (1)

Wendet man auf diesen Fall die Simpsonsche Formell)
in der einfachsten Form (Keplersche FaRregel)

F [[(«) + 4 W
an, so erhélt man nach einfacher Rechnung
= —— [6c0-f- 3cx(a-f- b) + 2c2(@?+ ab 6%

+ f cs{a3+ a2b+ab2+ 63,
was ohne weiteres auf (1) zurlckfihrt.

Die Simpsonsche Formel gilt also bei der kubischen
(und ebenso fiir 3= 0 bei der quadratischen) Parabel genau.
Bei allen Kurven von hoherem Grade und erst recht bei
Kurven, die nicht durch algebraische Ausdriicke definiert
sind, gibt sie eine Anndherung insoweit, als sich die Kurve
durch eine kubische Parabel ersetzen 1aRt. Vorteilhaft hier-
bei wirkt noch der gldattende EinfluB der Integration
Gberhaupt: Die Flacheninhaltskurve verlauft auch bei stark
schwankenden Kurven viel regelmaRiger als die Kurve selbst.
Wenn also auch die Kurve selbst vielleicht noch gar nicht
besonders gut durch die kubische Parabel angen&hert wird,
kann doch fiir den Fl&cheninhalt der Ersatz vorziglich sein.
Daher die praktisch ausgezeichneten Ergebnisse mit der
Simpsonschen Regel. Vgl. auch die Restgliedformeln §2,
S. 9.
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150. Der Flacheninhalt F des in Fig. 46 gestrichelten Sektors
OPS der gleichseitigen Hyperbel x2— y2= 1 ist die
/ Differenz des Dreiecks OPQ und der
1P Flache SPQ unter der Hyperbel. Also
y ist

Fig. 46. ' F = ixy-JO ydx.

Bildetman dF/dx, so ergibtsich— (xy' —vy) =
2jla2— 1"

also wirdl)
1 dx 1 C dx 1
— = —1i / — . -m= —Otr(Eof m.
2J lliek—1 2s>ifsjlaz—1 2

Daraus erklart sich die Bezeichnung 9tr = Area = Flachen-
inhalt2). Man uberlege jetzt genau die geometrischen Ana-
logien zwischen den trigonometrischen und den Hyperbel-
funktionen.

F=

151. Das Stick der Flache der Ellipse y= — ]/a2— x2 im
a

Bereiche 0 ... x ist
X

’a%— x%dx= \ab arcsm X 1 b Xy a2— X
2 a 2a

ab .X b/-V2 ------ )
— arcsin - — xVa2— x
2 a(Za r

Demnach ist die Flache der rechten oberen Viertelellipse3)

b
a fl/a2— x2dx=7 und die Flache der Vollellipse nab.

* 8. S. 94. Beispiel 124.

2 Sammlung Goschen Bd. 87, § 10.

3 Man beachte, da®R man zur Erzielung einer eindeutigen Funktiony
vorsichtig vorgehen muB; man darf zunachst nur die obere Halbellipse beriick-
sichtigen. Analoges Verfahren bei dem néachsten Beispiel.



Quadratur der Kurven in rechtwinkligen Koordinaten. 249

Fur den Sonderfall b=a erhdlt man die y

Kreisflache.

152. Die von der Kurve 9ay2= x (3a—xf ¢
umschlossene Schleife (Fig. 47) ist

Ja

Fig. 47.
3« e

2ax ]/x  —x*]/x
J 3 ( a 3|/a ] 5 ]
B. Soll die Flache F berechnetwerden, y
die oben von der Kurve y= f(x), unten
von y — <p(x) und seitlich von den Ordi-
naten in a und b begrenzt wird (Fig. 48),

so erhalt man offenbar
b b

F=f f{x)dx —J <p(x) dx=J [f(x) —.92(»)] dx.
a a a
Beispiele:
153. Die Gerade y = x schneidet von der Parabel y2= 2 px
das Segment F ab:
2p
F=J (i2px—x)dx= | jr

154. Die zwischen der a:-Achse und der Kurve y = sin x im
Bereiche 0 ... n liegende Flache wird durch die Gerade
y = \ in einen oberen Teil  und einen unteren Teil F2
zerlegt. Man erhalt

sm X - dx

0
COs — 71- COS
6 2 V6 3"

Ft=2-f6 +j, und F, + F2= 2.
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Eine Verallgemeinerung von B. ist
C. Berechnung von Flachen, die von geschlossenen Kurve
begrenzt werden.

Diese Aufgabe fihrt auf das frither besprochene Linien-
integral. Wir wollen zuerst die Leibnizsche Sektor-
formel ableiten. Fir den Sektor S = OAB (Fig. 49 und 50)

erhalt man zwei Gleichgngen

s==\aya—\ ho—/ Vdx,
X=a
y(b)

Fig. 49. Fig. 50. —S=\ay~\hr~ fxdVv

wobei wir des friiher (S. 111) Gesagten (ber die Abhé%]l(g)lgkeit
des Vorzeichens einer Flache von dem Umlaufsinn ihrer Um-
randung eingedenk sind. Subtrahiert man die untere Glei-
chung von der obegen, SO kolr)nmt

2S= — f ydx + j xdy=<f> (xdy — ydx),
daher wird
8 =1 £ (xdy — ydx).

Friher war diese Formel fiir die Berechnung einer Flache
(8 36, S. 126) hergeleitet worden, die von irgendeinem Rande
(der sich nicht selbst schneidet) vollstdndig begrenzt wird;
sie gilt also nicht nur fir Sektoren. Insbesondere ist die
Formel dann zweckmaRig, wenn x und y als Funktionen
eines Parameters t gegeben sind, x = x(t), y— y(t). Wird
ein voller Umlauf des Randes der Flache erreicht, wenn t
von t0 bis ij lauft, ist also x(ta) — x(tx), y(t0) = y(Ix), dann ist
die umlaufene Flache
ji
f—i ft (xy' —vx)dte
XK
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Wir sehen hier abermals, warum in Beispiel 138 (S. 112)
gerade die doppelte Dreiecksflache herauskommen mufte.

Eine beachtenswerte Eigenschaft der Parameterdarstellung
moge zundchst ein Beispiel erlautern:

155. Schreiben wir fur die Ellipse die Parametergleichungen
Xx= acost, y= bsint, so wird die ganze Ellipse ein-
mal in positivem Sinne umlaufen, wenn t von 0 bis 2n
lauft. Daher wird die Ellipsenflache

n
F=\ (E(acostebcost+ bsinteasint) dt
0
n
= £ abJ dt—nab.
0

Man sieht also, dall bei der Parameterdarstellung keinerlei
Schwierigkeiten wie auf S. 148 auftreten; es macht gar nichts
aus, dal zu einem x zwei y gehdren. Das ist der grofle grund-
satzliche Vorteil der Parameterdaxstellung von Kurven. Man
sagt: Die mehrdeutige Funktion y von x wird durch die
Einflhrung eines Parameters t ,uniformisiert*, indem x
und y beide als eindeutige Funktion von t ausgedriickt
werden. Auch das nachste Beispiel lehrt dasselbe.

156. Fur die Astroide x= acos3l, y= asin3l st
X' = —3acos2lsint, y'= + 3asin2lcost, also wird
Xy' — yx’= 3<2(cos41sin21+ cos21sin4l)
— 3a2cos21sin2f,
daher ist a

F = fa2f cos21sin2tdt = J-Tta2;
0
die Flache der Astroide ist also f der Flache des Kreises,

der durch ihre Spitzen geht.

8§ 42. Quadratur in Polarkoordinaten.
Wir nehmen der Einfachheit halber zunéachst an, daB die
Flache von der Kurve ohne Schleife berandet ist, dal der
Anfangspunkt O im Inneren der Flache liegt und daf die
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Kurve durch die Gleichung r=(p(&) mit eindeutigem
stetigen <pgegeben ist. Wir zerlegen die Flache durch Strahlen
von 0 aus, deren Richtungen je um Ai) voneinander ab-
weichen, und durch Kreise um 0, deren Halbmesser je um
Ag wachsen — wobei die Ai) und ebenso die Ag unter-
einander verschieden sein kénnen. Dadurch wird die Flache
in Zellen zerlegt, deren eine in Fig. 51 gestrichelt ist. Der

Inhalt einer solchen Zelle ist angendhert gleich gAi) -Ag

= gAgAi). Durch Addition aller dieser Ausdriicke erhalten

wir demnach eine Annédherung an die ganze
Flache. Gehen wir nun in der ublichen
Weise*) zur Grenze uber, indem wir alle
0 und alle Ag -+0 gehen lassen,
so erhalten wir, wie wir nicht weiter be-
weisen, fiir die Flache selbst das Doppel-
integral2):
2n r 2n
fj gdgdi)=J di)j gdg= \J r2di) .
00 0o 0

Man deute | r2di) als angendherten Inhalt eines schmalen

Kurvensektors. Ferner verschaffe man sich die Formel auch

durch Transformation von \ / (xdy — ydx) auf Polarkoor-

dinaten.

157. Die Lemniskate hat die Gleichung r2= 2a2cos 2#
(Fig. 52); sie hat die Eigenschaft, daB die Abstande rx
und n. jedes ihrer Punkte von zwei festen Punkten,
deren Entfernimg 2a ist, das
konstante Produkt a2 haben; die
Lemniskate gehort also zu den'

Cassinischen3) Kurven mit der
Eigenschaft rxr2= konst.4). Der Fig. 52.

*) Man wird auch hier erst zwei Summen M und m hersteilen usw.

* Vgl. auch S. 123.

3) G. D. Cassini, 1625 ... 1712.

*) Welche Kurven sind durch r, + r, * konst.,, rx—rt = konst., r,
konst. gekennzeichnet?
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Nullpunkt 0 ist die Mitte der beiden festen Punkte,
deren Verbindungslinie die Polarachse m&= 0 ist. Die
Flache eines Sektors der Lemniskate ist demnach
o, o*
S = Af 2N =a2) C0s2#di)= — (sin282 -sin2"!).
»L »|
Die gesamte Flache besteht aus zwei symmetrisch
zu den rechtwinkligen Achsen gelegenen Teilen, deren

o e i .
GroRe fur 1= 4—und § + — gefunden wird,

demnach a2 ist.
158. Fiir die Kardioide (Herz-
linie)istr=2a(l + cos#),
Fig. 53, daher erhalt man
fur den von der Achse
aus genommenen Sektor Fig. 53.

S— J"4a2(l + cos#)2d&

= 2a?j (1+ 2cos# -f- cos2#) d§

— 3a2m+ 4a2sin# + a2sin # cos # .
Fir m&— ji erhdlt man die halbe Kardioidenflache \ F, daherist
F= &na2.

§ 43. Die Léange einer Kurve.

Die L&nge des Bogens einer Kurve bestimmen nennt
man auch: den Bogen rektifizieren oder (zu einer Geraden)
strecken. Schon Archimedes hatte den Kreisumfang
dadurch angenahert berechnet, dal er die Umfénge von
regelmaBigen In- und Umecken mit wachsender Seitenzahl
als irrationale Vielfache des Radius darstellte und zeigte,
daB man-— wie wir heute sagen — hier zwei beschrénkte
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einsinnige Zahlenfolgen hat, eine steigende und eine fallende,
mit gemeinsamem Grenzwert.

Inzwischen haben wir Hilfsmittel kennen gelernt, die
Aufgabe allgemein zu 16senl).

Sei eine Kurve durch die Gleichung y = f(x) gegeben, so
fordern wir zunachst, dal f(x) in <a... ¢> eine stetige
Ableitung f(x) hat. Wir teilen nun die Strecke 6— a
der a;-Achse durch die Punkte x0= a, xv x2,..., xn—, xn= b
in n Teile AxIt.. ,,Axn. Die Ordinaten dieser Punkte enden

/ auf der Kurve in den Punkten PO= A, PL

P» mm, Pn= B. Diese Punkte verbinden

wir geradlinig, so daf der Sehnenzug

POPx... P, entsteht, der der Kurve

eingezeichnet ist. Die (positiven oder

negativen) Zuwichse y heiBen Ay,

vk — Vk-i = Ayk. Dann ist nach dem pythagoreischen2)
Lehrsatze fir die Sehne Aak (Fig. 54)

Aal = Axl + Avl-
Es wird demnach die Summe a der Sehnen

Wenn wir hier n-~oo gehen lassen, wahrend alle Ax-"O
konvergieren, so kann ein von der Einteilung xk und von der
Art des Grenziiberganges unabhangiger Grenzwert heraus-
kommen. Ist dies der Fall, so definieren wir als Bogenlange

AB = s diesen Grenzwert
s=lim(r=1lim i|/l+ (]||]) Ax.

Nun hatten wir angenommen, daf f(x) vorhanden und
stetig in<a... sein sollte; daher ist nach dem Mittelwert-
satze 3) der Differentialrechnung AyJAxk= /'(£*), wo

1) Vgl. auch Sammlung Géschen Bd. 87, Differentialrechnung, S. 158.
Dies die richtige Schreibweise, nicht pythagordischl
Sammlung Gdschen Bd. 87.
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einen Zwischenwertim Intervall A xk bedeutet, a*_i < hk < %e
Macht man daher den oben erwahnten Grenziibergang, so
geht die Summe in das bestimmte Integral Uber, man erhalt
also fur die Bogenlédnge

s = f|/1+ y'%dXx. (1)

a
Wir haben mithin den Satz:

Jede Kurve y=f(x) mit stetiger Ableitung fix)
ist streckbar; die Bogenldnge von x=a bis x =1
ist durch die Formel (1) gegeben.

Wenn die Gleichung der Kurve in Parameterform x = x(t),

y=y(t) gegeben ist, so wird der Integrand ]/x'2+ y'2.
Man kann daher schreiben:

s(a, x) = J j/l + y2dx= f ]/x12+ y2dt

wobei der Bogen s als einsinnig wachsende Funktion der oberen
Grenze erscheint. Dadurch wird es méglich, den Bogen s als
Parameter einer Kurve einzufiihren. Das ist fur die Kurven-
theorie meist die naturlichste Parameterwahl, die die ein-
fachsten Formeln liefert. Ist f (x) nicht Uberall stetig, sondern
sindeine endliche Anzahl Sprungstellen vorhanden, hat also der
Bogen Ecken, so muf man das Integral von Ecke zu Ecke in
Teilintegralezerlegen. Die Bogenlénge existiert auch fiir gewisse
lediglich stetige, nichtdifferenzierbare Kurven ,,vonbeschrankter
Variation“. Aufdiese ,pathologischen* Falle sollaberhier nicht
eingegangenwerden. (Vgl. Haupt-Aumann |, S, 102fi., I1, S. 96ff).
Beispiele:

159. Die Astroide x = acos3t, y = asin3l ergibt fur

den im ersten Quadranten gelegenen Bogen

n n
¥ 2

s= 3af costsintdt= faJ sin2i = f a;
0 0

daher ist der gesamte Umfang der Astroide 6a.
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161.

162.
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160. Die Kettenlinie hat die

"Placy)
™ ooXv*y — — c  -j.
y Demnach ist (Fig. 55) der
Bogen vom tiefsten Punkte
) A(x= 0, y= a) bis zu einem
Fig. 5. Punkte P(x y)
0

= Ytf—«2= ab;

man kann also die Kettenlinie bequem und exakt auf
der Tangente in A abwickeln. Man schreibe die Formeln
auch mit Hyperbelfunktionen.

Die Zykloide ist bestimmt durch die Gleichungen

x= aft— sint), y= a{\ — cost),

daher hat man fir die Lange eines vollen Bogens
<= 0 his t= 27)

s= «/ jl2(l —cost) dt= 2aJ sin~ dt— 8a,
u

also ist s gleich dem vierfachen Durchmesser des er-
zeugenden Kreises.

Fur die Parabel y2=2px erhdlt man vom Scheitel
bis zum Punkte P(x, y) die Bogenlange
\
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163. Die Kardioide r=2a(l + cos$) ergibt fir die
Bogenlange

s(0, #) = 2af )/2(1 + cos #) d&
0

& & &
= 4af cos dft = 8asin — ;

0
demnach ist der halbe Umfang (t?= 0 bis = n) 8a,
der ganze Umfang also 16 a.

164. Der Ellipsenumfang. Sind a und b die Halbachsen
(a> b) und bezeichnet man mit e die numerische

Exzentrizitit e= — Ya2—b2, so ist x = acost
a

y = bsint und ein Ellipsenbogen wird

t I 1 31 \
s(0,t)= aJ j/l —e2cos2tdt— E (s, — tJ .

Daher nennt man dieses Integral elliptisch (vgl. S. 76).
Entwickelt man den Integranden nach dem binomischen
Satze, so erhédlt man (wegen 05S e < 1) eine bezlglich t gleich-
maRig konvergierende Reihe, die also gliedweise integrier-
bar ist:

t
1
s(0,i) = aj. (1 €2 cos21— g”4 @ cos4l
1-3 6 6.
2-476 * B
= qdji — —e2J cos2ldt—see-j .

Wir haben friher (S.51) Rickgriffsformeln abgeleitet;
ebenso kdnnen die hier auftretenden Integrale durch t und
trigonometrische Funktionen von t ausgedriickt werden.
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Ist insbesondere t= " , so wird s(0,  j der vierte Teil des

Ellipsenumfangs, der ganze Umfang U ist demnach
IL-3\2s4 /1 «3 «5\2 e6 1,

U=2,a{I-(-)g (2] t— o}

Néaherungsformeln. Sind aund bwenig voneinander ver-
»fb 1/a2+
schieden, soistder Ellipsenumfang U~n j— — (- 'J
eine erstaunlich genaue Naherungsformel bei beliebigen
Werten von a und b ist

G=n{s-~1-]/ab\ ,

-\-b | + |/l —

wie man durch Reihenentwickelung von a? = a--—--- I
4_

und J/ai=asj/l—e2 beweisen kann. Wir werden diese

Formel spéter noch benutzen (S. 174).

Neunter Abschnitt. Anwendungen der Integralrechnung
auf die Geometrie des Raumes.

§ 44. Der Rauminhalt von Kdorpern.

Vorbemerkung. Die allgemeine Theorie, die zur Be-
rechnung des Rauminhaltes (Kubatur) und der Oberflache
(Komplanation) von beliebig begrenzten Koérpern fihrt,
erfordert eine eingehendere Betrachtung von mehrfachen
Integralen; sie kann hier nicht gegeben werdenl). Wir miissen
uns zundchst mit dem begnigen, was friiher Gber Doppel-
integrale und dreifache Integrale gesagt ist. Spater (8 49)
sollen einige allgemeine Bemerkungen folgen. Jetzt be-
schranken wir uns auf diejenigen einfachen Falle, bei denen
wir wesentlich mit den bisherigen Methoden auskommen.

X) Vgl. Haupt-Aumann 111; dort findet man auch eine ausfihrliche Er-
orterung uber den Begriff des Rauminhaltes, des OberflichenmaRes usw.
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Wir nehmen zunéchst einen Korper (Raumteil) vor
(Fig. 56), der von zwei parallelen Ebenen und einer gesetz-
maRig gestalteten krummen Fla- n
ehe (oder auch von ebenen Viel- «-2
ecken) begrenzt ist. Die eine
Ebene sei die ««/-Ebene; in ihr
liege die Grundflache, begrenzt
von der geschlossenen Kurve
j(x, y, 0) = 0; die obere parallele
Ebene 2= h enthalte die Deck-
flache, begrenzt von der ge-
schlossenen Kurve /(«, y, h) = 0.

Wir wdéhlen auf der z-Achse

die einsinnig steigenden Punkte Fig. 56.

20= 0,2j,2z2,...,zn 1,zn= h und legen durch sie Ebenen
parallel der ««/-Ebene, die den Korper in geschlossenen
Kurven mit den Flacheninhalten U0, ZI5..., Untreffen sollen
und ihn dadurch in Scheiben zerschneiden. Die Uk wollen
wir Querschnitte nennen. Zwischen zwei solchen aufein-
anderfolgenden Querschnitten Tk und TJb+i kdnnen wir
uns noch beliebig viele Querschnitte denken, unter denen
ein grofRter und ein kleinster vorhanden ist; ihre Differenz
nennen wir die Schwankungvon U in dem Bereiche (zk ... Zfc+i).
Die weitere Entwickelung geht nun fast wortlich so weiter,
wie S. 14 bei der Erkldrung des bestimmten Integrales;
an Stelle von x und y = /(«) treten hier zund U. Die genaue
Durchfihrung kann daher dem Leser {berlassen werden.
Man erhélt demnach unter analogen Bedingungen wie frither
durch Grenziibergang das besﬂmmte Integral

7= [ Uzdz,

das den Rauminhalt V des Korpers definiert. Wir bemerken
nur noch, daR die Ermittelung von Uz durch Integration
oder auf elementarem Wege vorausgesetzt wird.
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Beispiele:

165 Ein Pyramidenstumpf oder Kegelstumpf mit der
Grundflache 0, der ihr parallelen Deckflache g und der
Hoéhe ftl) habe in der Hdhe s den Querschnitt Uz
Verlangert man die Mantellinien, bis sie sich in der Spitze
8 des Kegels schneiden und bezeichnet man mit k den
Abstand der Spitze S von der Deckflache g, so folgt aus
der Ahnlichkeit der genannten Flachen

g:Uz:G= f2:(k+ ft—zf : &+ ft)2
und hieraus durch leichte Rechnung

m'*-(>-i0) 10+xfi
Demnach Wir?1 der Rauminhalt nach einfpcher Umrechnung

7
v=f
0 0

Uzdz= ,, (/G-) /gf- ft(6- fog) + Gh

= J[Q + Vog+g]

in Ubereinstimmung mit der bekannten elementaren

166.

Formel.

Ein Prismatoid habe
als  Grundflache ein
Quadrat mit der Seite
a, als Deckflache ein
kongruentes Quadrat,
dessen Seiten den Diago-
nalen des unteren Qua-
drates parallel sind. Die
Mittelpunkte derbeiden
Quadrate liegen im Ab-
stande A senkrecht
libereinander (Fig. 57).

‘) Die Grundflache des Kegels kann eine beliebige geschlossene Linie sein,

sofern sie nur einen Flacheninhalt G bestimmt.
daB sich die Mantelflachen nicht durchsetzen.

Es werde ferner angenommen,
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168.
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Die Seitenflachen sind Dreiecke, die sich nicht durch-
setzen. Wir erhalten durch elementare Rechnung fir
den Querschnitt Uz in der Hohe z den Ausdruck

u>=J [@2+ A—0)(—1+ 1/2);
demnach wird das Volumen
*=y (24 0.
0

eine Formel, die sich, wenngleich nicht so bequem,
auch elementarer ableiten 1aRt.

Ein Konoid habe als Grundflache die Ellipse mit den
Halbachsen a und 6; im Abstand h von der Grund-
flache liegt die Leitlinie von der Lange 2a senkrecht
Gber der groRen Achse der Ellipse. Senkrecht zur Leit-

linie gleitet an ihr und an der Ellipse eine Gerade, die
das Konoid bildet. Der Querschnitt in der Hohe z ist eine

Ellipse mit der Halbachse a de - (h— 2), ihre Flache
n

ist also — (h— z), das Volumendes Konoids ist daher
h
b
”i Jh—2dz= -*nabn.
0

. . z i@ U . .
Die Glelchungc = -+ b2_. stellt ein Paraboloid dar,
das die ««/-Ebene im Anfangspunkte berlhrt, die xz-

a2
Ebene in der Parabel x2= —s, die yz-Ebene in der

b2 .
Parabel y2= "~z schneidet. Ein Querschnitt im Ab-
c

stand z von der ««/-Ebene ist eine Ellipse mit dem Inhalt

. Willing, Integralrechnung. 11
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169.

170.

ab
n — 2. Daher ist der Rauminhalt des Faraboloids bis
c

zum Querschnitt in der Hohe z

Das dreiachsige Ellipsoid mit der Gleichung
B\2  /y\2 /g\2

'+ — |- — —1=0 wird voneiner Ebene
al \b

im Abstand z parallel zur ««/-Ebene in der Ellipse mit den

Halbachsen [/c2— z2.  |[c2— z2 geschnitten, ihre

Flache ist also nzé&>(02— z2). Dabher ist das Volumen des

Ellipsoids

+o

V= f (c2—z2)dz= nabe.
cz J o]

1j82 y2 g2

Fiur das einmantelige Hyperboloid » -f - — 2 =

erhalt man ebenso
h

;T: ngaj (2+22)dz :nl\a_b[g ?Iz

0

+.
w
~——"

= *gBFA] + A

als Volumen fiir das Stick von der ««/-Ebene bis zu
einem Querschnitt im Abstande z= h.

8§ 45. Kubatur von Rotationskdrpern.
Dreht sich die Kurve y = /(«) um die «-Achse, so ist

jeder Querschnitt senkrecht zur «-Achse ein Kreis mit dem
Radius y und der Flache ny2= n(j(x)f. Der Rauminhalt
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des Drehkdrpers von x = a bis x — b ist also, wie nicht naher
gezeigt wird, das bestimmte Integral

171.

172.

173.

174.

)

Die Gerade y = * x umbhullt bei der vollen Drehung um

die «-Achse von «=0 bis x=h einen Kegel des Inhaltes
fl

'=nj —x2dx= —=nr2h.

R 5

Die Parabel y = px2 erzeugt bei voller Drehung um
die «-Achse einen Rotationskdrper, der zwischen «= 0

und x den Inhalt

H
V=nf y2dx= TiJ p2«*dx
= - p2x5= 7 xy2
hat.
Die Parabel y = px2-f b erzeugt bei
Rotation um die «-Achse von «= 0 Flg' 58

bis x = a einen dusenartigen Korper (Meridianschnitt
Fig. 58); dessen Inhalt ist

V=7Tj {px2+ £dx= na —pa2b-\-

Die Astroide x*+ y*—afi= 0 erzeugt bei der
Drehung um die «-Achse einen Korper, dessen Inhalt
von x = 0 bis x gegeben ist durch
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Der Inhalt des ganzen, durch Drehung entstandenen
Korpers ist demnach

27“=2™ _j05f2= M 'ina3’
also %der Kugel, die durch die Spitzen geht.

175. Ein Zweig der Zykloide x=a(t —sint), y=a(l —cost)
umhillt bei Drehung um die »-Achse einen oliven-
artigen Korper mit zwei Ecken.

Es ist dx = a (I — cos ) dt, daher ist
X t

Vx= jiJ y2dx = jia3f (| —costf dt
(0] 0

3
= naz t—3sint+ (t+ sint cost)
u

1 . 2 2 .
— —smtcos21l— —smt
0 0

Das Volumen des ganzen Kd&rpers ist demnach
72n="5jr2a3.
176. Die Kurve ¥2= , N von X——o00 bis x=+00
'+ x2
erzeugt bei der Drehung um die »-Achse einen sich beider-
seits ins Unendliche erstreckenden Kdérper von endlichem
Rauminhalt

00 X

7=2nj y2dx=2nJ * = 2n [arctg »]* =n2.

§ 46. Kubatur von zylindrisch begrenzten Raumteilen.

Gegeben sind die Kurven y = /(») in der »»/-Ebene und
z= <p(x) in der »;,-Ebene. Gesucht ist der Rauminhalt 7,
der von den Zylinderflachen durch y — j(x) und z — tp{x)
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und den beiden parallelen Ebe-
nen x = a und x = | begrenzt
wird (Fig. 59). Eine zur x-Achse
senkrechte Ebene schneidet den
Korper in einem Rechteck vom
Inhalt yz = f(x) cp{x). Der ge-

suchte Inhalt ist daher
b b

V —Jyzdx = f f[x) <p{x) dx
a a
unter der Voraussetzung, dal
dieses Integral existiert.
Beispiele:
177. Es sei y= j/l2px, z= a— x, dann ist der Raumteil,

den diese Flachen von x = 0 bis x = a begrenzen:
a a

V=Jyzdx=f (a— x)j/l2pxdx = T- a2]/2pa .
178. Den Raumteil zu berechnen, der von der Ebene
2= 1/tg<x, der Zylinderflache x2+ y2= a2, der xz-Ebene
und der i/s-Ebene emgeschlossen wird (Fig. 60). Es ist
a
F =/ xzdy = tgmf y /ft2— y2dy= } &Btgoc.

0 0
179. Der Raumteil, der von den beiden Zylinderflachen
x2-f-y2= a2 und y2-(-z2= a2 eingeschlossen wird
(Fig. 61), ist bestimmt durch

V= 8/ xzdy = 8/ J/a2— y2m/a2— y2dy = V6«3«
( o}
8§47. Berechnung der Oberflaichen von Rotationskdrpern.

Wird die Kurve y = fix) um die x-Achse gedreht, so
durchlduft irgendein Kurvenpunkt P(x,y) einen Kreis,

dessen Umfang 2ny ist. Das Linienelement ds = j/dx2+ %2
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Fig. 60. Fig. 61. Fig. 62.

auf der Tangente im Punkte P ({berstreicht den Mantel

eines Kegelstumpfes, dessen Oberflache ¢n (y + \ dy) ds ist,

die Sehne/la=PP lbestreichtdie Oberflache 2n(y-\- \Ay)Aa.

(Fig. 62). Summiert man uber eine Folge von Kurven-

punkten P®Pli Pfr e+«so erhdlt man die beiden Summen:
27tU (y-PAdy)ds und 2nU(y + \ Ay)Ao\

&Rt man nun alle Strecken dx nach Null gehen, so gehen jene
beiden Summen nach demselben Grenzwert M:

*h
M = 2ttJ yds.
Sa
Es muB ersichtlich dabei vorausgesetzt werden, daB y = f(x)
streckbar ist; saund sind die zu x = aund x = | gehdren-

den Werte von s. Setzt man fur ds seinen Wert dx |/1 + y'2
ein, so erhédlt man fur den Mantel M der Drehfldche:
i’ )
M—2tij y W+ y2dx.
a

Ist die Kurvengleichung durch Parameterdarstellung oder
in Polarkoordinaten gegeben, so sind die entsprechenden Werte
fir y, ds, y' und dx einzusetzen.

Beispiele:
180. Berechnung einer Kugelzone. Die Kugel entstehe durch
Drehung des Kreises x2-f- y2= a2 um die a-Achse.
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182.

183.
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Dann ist yds = adx, wie man leicht findet. Daher ist
die Oberflache der Zone von x= 0 bis x= h
h
2ttJ adx= 2n ah.
0

Fiir die Astroide x= acos3t y = asind3t ist
ds= 3«sinlcostdt, daher wird die gesamte Ober-
flache 0

7

O= 12na2] sin41lcost df\
0

setzt man sint— u, so wird du — cost dt, also kommt
|

0= 12tta2/ u*du= '-fna?= f o «2
0

d. h.| der Kugeloberflache, die durch die Spitzen geht.
Ein voller Bogen der Zykloide x= a (t—sint),
y= a{l— cos t) bildet bei Drehung um die z-Achse die
Oberflache

271

0=8n a2z sin3 t dt= e 4ti a2,

0
also ist diese Oberflache 16/3 der Oberfl4che einer Kugel
mit dem Radius a.
Die Oberfliche des Rotationsellipsoids. LaRt
man die Ellipse x—acost, y=Ismt, a=>b um die
XrAchse rotieren, so erhdlt man das verlangerte Ro-
tationsellipsoid; rotiert sie um die »/-Achse, so entsteht
das abgeplattete. Fir die Oberflache Oa gilt
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Setzt man e2= (a2— IB) : a2, so kommt
7

2
Oa= AnalJ sinij/l—e2cos21dt.
0
Mit cost= u wird
i

Oa— Anal f j/1—iBv? du
]

= Anal — j/I —£2u2+ J_ arcsin eu
u 8
also endlich

Oa= 2na|(\g4- garcsin e/).

Ahnlich ist
Iy 1
% 2
Ob= knJ xds= inabJ costj/l + e2sin21dt\
t=o0 0
N2 R
setzt man sini= v, so wird fir e' = ¢
r

|
nbm=AnabJ 1-\-s'2v2dv

=2nal v|/l + e'2v2+ ~/9ir®ine'u
und
a 1
-f 72fr@ins'
b s
§ 48. Berechnung von Zylinderflachen.

Ist y= f(x) die Grundkurve eines auf der a»/-Ebene
stehenden geraden Zylinders, so stellt dieselbe Gleichung
auch jeden Querschnitt parallel zur x»/-Ebene dar; man
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falt demnach y = f(x) zugleich als Gleichung des Zylinders
auf; z kommt in der Gleichung nicht vor, ist also beliebig.
Ebenso ist z= <p(x) die Gleichung eines geraden Zylinders,
der auf der aiz-Ebene steht, dessen Mantellinien also der y-
Achse parallel sind. Die beiden Zylinderflaichen y = t{x)
und s= <p(x) schneiden sich in einer Raumkurve. Es sollen
die Flachenteile der beiden Zylinderflachen berechnet werden,
die zwischen den Ebenen x = a und x — | und der Raum-
kurve liegen (Stirnflache und Scheitelflache, Fig. 59). Man
erhélt fir die Bogenelemente der beiden Leitkurven unmittel-

bar j/I + y'2dx und /1 + z'2dx\ daher hat man fir die
Stirnflache Oxz und fir die Scheitelflache 02
b b
Oox,y= 1/ z]/l + y2dx— J cp{x) }/I + P dx,

a a
b b

Oxz= [ y]/l + z2dx= f f(x) ]}/l + cp2dx,
a a
falls diese Integrale existieren.

Ist an Stelle der Zylinderfliche z= <p(x) die Flache
z= F(x, y) gegeben, die von der Zylinderflaiche y — f(x) in
einer Raumkurve geschnitten wird, so ist die Stirnflache
des auBerdem von x= a und x= b begrenzten Korpers

gegeben durch
b b
O— Jzds= JF(x, y) [/l + y2ix,
X=a a
wo y=f{x), y' = f(x) ist.
Beispiele:
184. Rauminhalt, Stirn- und Scheitelfliche eines Oktanten
des gemeinsamen Teiles der beiden Zylinder y2— ax— x2,

z2= 4ax zu berechnen.
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r
/zds: aljlal _ —=2a2,
i Va~ x
a a
Scheitelfliche 0XZ= fyds = ffa 2—x2dx=\na?2.
X=0 0

185. Durchdringung von Kreiszylinder y = / ax— x2 und
Kugel z- J/a2- x - y2.

r alla /
Die Stirnflache ist 0= | zds= -

§49. Ausblick.

Anhangsweise seien einige Bemerkungen (ber das all-
gemeine Problem1) der Volumen- lind Obprflaehenberechmmg
angefigt.

Sei F(x,y,z)= 0 in rechtwinkligen Koordinaten die
Gleichung einer Flache. Sie kann geschlossen sein, wie ein
Ellipsoid; wenn nicht, so grenzen wir durch Parallelebenen
zu den Koordinatenebenen oder auf andere Weise ein geschlos-
senes Raumstlick ab. Dieses Raumstick fillen wir méglichst
vollstdndig mit QuadernAxAyAzaus— die Kanten Ax,Ay,Az
konnen alle voneinander verschieden sein. Wenn nun die
Summe dieser Quader 2AxAyA zfirAx ->-0,Ay -+0, Az >0
einem bestimmten Grenzwert zustrebt, so soll dieser Grenz-
wert das Volumen des Raumstiickes heiBen, und wir schreiben

V=fff dxdydz.

Dieses Raumintegral, dessen Existenz an gewisse
Eigenschaften der Funktion F gebunden ist, wird der Berech-
nung unter anderem zugdnglich, wenn man esdurch drei auf-
einanderfolgende einfache |Integrationen zurlick-
fuliren kann.

* Vgl. Haupt-Aumann |III,
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Zwei Beispiele zur Erlauterung:
186. Das Volumen des Ellipsoides  j + + (~J =1

Wir wollen f f f dxdy dz erst nach z, dann nach y und

zuletzt nach x integrieren, und zwar fiir einen Oktanten
des Ellipsoids. Die Grenzen von a bei konstanten x

und y sind 0 und + ¢

firy bei konstantem x sind dann Ound + b| 1- al

die Grenzen fur x sind endlich Ound + a. So erhalt man

V=5de dy J dz

(O] 0
«

8c
n n

Setzt man Hier bjj/ 1— ( X ) = «, soist zu berechnen

* 1 dy jlcc2— j . Daher wird
J y jlcc2— j 4 o
0
a

7 =2jibc I (*1— dx = nabe.
0
Der Faktor ist derselbe wie beim Kugelinhalt.

187. Zwei kongruente Kreiszylinder durclidringen sich axial
und rechtwinklig; wie grof ist das gemeinsame Stiick?
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Die Gleichungen der Zylinder sind x2+ y2= a-,
y2-f- 22= a2, also ist
a \'de—y'L|/fa*—y- a [la-—y'L
+V = fdyf dx J dz= Jdyf dx]/a2— y2

0o o ) O'IO
i

:/dy =

0
also ist V= A6a3= m(2a)3
Wirde man hier in anderer Reihenfolge integrieren:
a |la*—a3|/ a'—y*
f dx f dy J dz, sowdre die Rechnungwesentlich um-
0 0 0
stundlicher.

Eine zweite Moglichkeit der Berechnung eines Volumens
1aRt sich folgendermaRen skizzieren: Wir nehmen in der xy-
Ebene eine von einer Kurve umschlossene Fldche 0 an. In
jedem Punkte dieser Flache und der Kurve errichten wir
ein Lot 2= f(x, y)\ die Endpunkte dieser Lote bestimmen
eineFlachel). Es soll das Volumendes so definierten zylindri-
schen Korpers berechnet werden. Wir zerlegen die Flache <>
etwa durch die zwei Geradenscharen x = < y = B, wo tx im
Bereiche a0.. .alf B im Bereiche &... \ eine Folge von
Zahlen durchlauft. Die soentstandenen Rechtecke mégen A@
heien; (ber jedem A& erhebt sich ein vierkantiges Prisma,
in dessen Innern und auf dessen Rande die verschiedenen
Ordinaten z stehen. Sei G die groRte, g die kleinste Ordinate z
eines solchen A0, dann hat man fur das Volumen V des
zylindrischen Raumes

ZGAO> V>£gA&.
Notwendig und hinreichend dafiir, daB die beiden Summen
nach einem gemeinsamen Grenzwert V unabhédngig von der
Art der Zerlegung von 0 Kkonvergieren, ist (Bew.!)
lim£(G—g)A0 = 0.

* I(#,y) moge in 0 stetig sein.
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Ist diese Bedingung erfullt, dann ist V= limHzAQ0, wo 2
irgendeine Ordinate von A& bedeutet. Dann ist also das
Volumen

V=Jfzd&.

In ahnlicher Weise kann man fiir die Berechnung einer
krummen Oberflaiche Vorgehen. Wir zerlegen aber jetzt die
Flache 0 der *t/-Ebene in Dreiecke A0 (= IAxAy). Senk-
recht Gber den Eckpunkten eines Dreiecks liegen die Punkte
der zu berechnenden Oberflache 0. Wir legen durch diese drei
Punkte eine Ebene, die mit der xy-Ebene den Winkel «
bilde. Dann ist der Fldcheninhalt des Dreiecks AO dieser drei
Punkte gegeben durch

cos ¢’
und es ist
AO
cosa’
Wenn wir zur Grenze (bergehen, so a8t sich unter gewissen
Bedingungenl) zeigen, daB

o= fF10 L,V }F*

ist. Die Quadratwurzel ist der Kehrwert von cost, wo t
den Winkel bedeutet, den die Tangentialebene eines Punktes
von 0 mit der xy-Ebene bildet.

HAUm H

188. Wendet man dieses allgemeineVerfahren auf das dreiachsi
Ellipsoid an, so kann man nach mehrfacher Einfiihrung neuer Ver-
&nderlicher schlieBlich zeigen, dafl die Berechnung der Oberflache
mit Hilfe der elliptischen Integrale F(k, <9 und E(k, <) geleistet
werden kann. Indessen kann man durch folgende Uberlegung zu
einer brauchbaren Anndherungsformel gelangen: Wir erinnern
uns, daB die Kugeloberflaiche 4jrr2= 2nr m2r, d. h. gleich dem
Mantel eines geraden Kreiszylinders ist, der die Kugel l&ngs eines

r) Vgl. Haupt-Aumann HI, S. 147"
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Hauptkreises berlihrt und die Héhe 2 r hat. Wir legen nun um das
dreiachsige Ellipsoid drei Zylinder; der eine beruhrt das Ellipsoid
langs der Ellipse mit den Halbachsen 6 und c und hat die Héhe 2 a.
Seinen Mantel Ma berechnen wir angendhert mit der Formel von
S. 158.

Ebenso finden wir fiir die Méantel der zwei anderen beriihrenden
Zylinder

Bilden wir das lineare Mittel 4 (Ma+ M: + Me), so ist zu
vermuten, dafl dadurch ein brauchbarer Anndherungswert fir die
Oberflache 0 des Ellipsoids herauskommt. Wir setzen also

O= 2t [uh+ ac+ bc—j|abc(a+ \b+)e)].

Genauere Untersuchung zeigt, daR dieser Ausdruck in der

Tat die Ellipsoidoberflaiche mit einer Anndherung darstellt, die
fur viele praktische Zwecke ausreichend ist.

Setzt man in obiger Formela = b= ¢, so kommt genau die
Kugelflache 4 na2 heraus; setzt man ¢ — 0, so erhdlt man 2nab,
d. h. die doppelte Flache (Oberseite und Unterseite) der Ellipse
mmit den Halbachsen a und b.

§ 50. Die Bogenldnge von Kaunrkurven.

Eine Raumkurve kann als Schnittlinie oder als Teil einer
Schnittlinie zweier Flachen betrachtet werden. Die erzeu-
genden Flachen konnen etwa Zylinderflaichen sein, die auf
den Koordinatenebenen senkrecht stehen; dann lauten die
Gleichungen, die die Raumkurve bestimmen: y — f(x),
z=g{x). Sind die Koordinaten eines Raumpunktes als
Funktionen eines Parameters t ausgedriickt, so wird eine
Raumkurve durch die Gleichungen

11)
dargestellt.
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Ln genau derselben Weise, wie bei den ebenen Kurven,
ist liier das Bogenclement
ds= ]/x'2+ y'2+ z2dt, 2)
und durch dieselben SchluRweisen wie frither erhalt man

fur die Bogenldnge s die Formel
t X —
,= [ fo* + y 2+ x2dt= / \/i+ y'2+ z'2dx. 3)

Beispiele:

h
189. Die Schraubenlinie x —rcost, y = rsmt, z= - t
4

Man erhédlt xX'= —rsml, y —rcost, z'= % also
¢
ist die Lange eines Ganges der Schraubenlinie
2ii . .
¥ fe  14yr2r2+ h2
A &« ’
AL A
was man ja auch auf elementarem Wege durch Ab-
wickelung des Zylinders und Anwendung des pytha-
goreischen Lehrsatzes finden kann.
190. Die Lange der Schnittkurve der beiden Flachen
2i® X-
N 3a2’ a
vom Ursprung bis zum Punkt P (x,y,z) zu ermitteln.
1/ 4i* ; 4a? _ / 2a?\
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Band 5: I. Ebene Trigonometrie Fharlk und sphérische Trigono-
metrie. 1V, 185 Seiten. 2 Auf
RM. 7.50. geb. in Halbleinen RM. 8.50
Band 6: Analysis.Analytische Geometrie%’V ifio <*eit'n o 1924.
RM. 7.—, geh. in Halbleinen RM. 8.—
Band 7.Stereometrie.Verzeichnisse v 128 Selten * tufl 1924.
RM 6.50, geh in Halbleinen RM. 7.50

Mathematische Forschung In den letzten 20 Jahren. Rede, gehalten am
31. Januar 1921 vor der Mathematischen Gesellschaft Benares von
deren Vorsitzendem Ganesh Prasad. Aus dem Englischen tbersetzt von
Dr Friedrich Lange. GroBR-Oktav a? Seifen 1923 . . . RM. 080
D asselbe in englischer Sprache. 1923 . RM. 0.80

Neue Rechentafeln. Fir Multiplikation und Division mit allen ein- bis
vierstelligen Zahlen. Herausgegehen von Professor Dr J Peters Obser-
vator am Astronomischen Recheninstitut. Follo-Formst VT 500 Selten.

1909 Geh In Ganzleinen RM 20.—
Diese Rechentafeln von Peters sind ebenfalls In fm nzflslscher wie
englischer Ausgabe zu haben . Geb in Ganzleinen je RM 20.—

Dr. A. L. Grelles Rechentafeln, welche alles Multiplizieren und Dividieren
mit Zahlen unter Tausend ganz ersparen bei groBeren Zahlen aber
die Rechnung erleichtern und sicherer machen Neue Ausgabe Besorgt
von O Seellger Mit Tafeln der Quadrat- und KuhiUrahlen von 1—1000

VII. 501 Selten. Folio. 1938 . ... Geb. in Halbleinen RM. 21.60
Diese Rechentafeln von Crelle liegen auch in englischer und franzo-
sischer Ausgabe VO T .. Geb. in Ganzleinen Je RM 22—

Rechen-Resultate. Tabellen zum Ablesen der Resultate von Multiplika-
tionen und Divisionen bis 100 x 1000 = 100 000 in Bruchteilen und ganzen
Zahlen sowie fiir Rechnen mit Zahlen Jeder GréBe. Radizieren fWurzel-
etlchen) nach vereinfachtem Verfahren. Von F. Triebei, Technischem
Oberinspektor der Reichsdruckerei I. R Sechste Auflage. 21.—25 Tau-
send. Mit Spftenregistern. 290 Seiten. (Technischer Verlag Her-
bert Cram, Berlin) Geb. In Halbleinen RM. 17.80

Funfstellige Logarithmentafeln der trigonometrischen Funktionen fir Jede
Zeltsekunde de» Quadranten. Herausgegehen von Prof Dr J Peters,
Observator am Astronomlechen Recheninstitut. Terlkon-Oktav. IV,
«2 Selten. 1919 . . . Geb. in Ganzleinen RM. 7.—



Follstindlge logarlthmische und trigonometrisch« Tafeln. Von Professor
Dr. E. F. August. Neunundvierzigste Auflage In der Bearbeitung von
Professor Dr. F. August. Oktav. VII, 204 Selten 1931.

Geb. in Halbleinen RM. 2.—

Vierstellige Logarithmentafeln. Von Professor Dr. Max Zacharias und
Dr. Paul Meth. GroR-Oktav 43 Selten. 1927.
Geb. in Ganzleinen RM. 1.50

Logarlthmlsche Rechentafeln. Laboratoriums-Taschenbuch fir Chemiker,
Pharmazeuten, Mediziner und Physiker. Gegriindet von Professor Dr.
F. W. Kister t Neubearbeitet von Dr. A. Thiel, o. 8. Professor der physi-
kalischen Chemie. Direktor de» Physik.-Ohem. Institut» der Universitat
Marburg. 51.—55. Auflage. Oktav. 278 Seiten. 1941

Geb. in Halbleinen RM. 7.80

Funfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen
«* und «-* mit den naturlichen Zahlen als Argument. Von Dr.-Ing.
Kellchl Hayashl, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Universitat
Fukuoka-Hakosakl, Japan. Oktav. IV, 182 Seiten. Neudru%(M1941.

Mathematische MuBestunden. Eine Sammlung von Geduldspielen, Kunst-
stlicken und Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur. Von Prof.
Dr. Hermann Schubert, neubearbeitet von Professor Dr. F. Fitting,
Minchen-Gladbach. 8. u. 9. Auflage. Oktav 260 Selten. 1941.

Geb. in Ganzleinen RM. 4.80

Lehrbuch der Mathematik zum Selbstunterricht und fir Studierende der
Naturwissenschaften und der Technik. Eine Einfiihrung In die Differen-
tial- und Integralrechnung und In die analytische Geometrie. Von
Professor Dr. Georg Scheffers. Mit 438 Flg. Neunte Aufl. Lex.-Okt.
VI, 743 Seiten. 1941 i, Geb. In Halbleinen RM. 14.80

Lehrbueh dor hoheren Mathematik fiir Universitdten und Technische Hoch-
schulen, bearbeitet nach den Vorlesungen von Dr. Gerhard Kowalewski,
o. Prof. an der Technischen Hochschule zu Dresden, o. Mitglied der
Sachsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. 3 Bande. 1933.

Jeder Band ist einzeln kauflich. . . . Geb. in Ganzleinen je RM. 8.80
I. Vektorrechnung und analytische Geometrie.
U. Hauptpunkte der analytischen Geometrie des Raumes. — Grund-

begriffe der Differential- und Integralrechnung.

IIl1. Fortsetzung der Differential- und Integralrechnung. — Differential-
gleichungen. Differentialgeometrie. Funktionen einer komplexen
Veranderlichen. — Probleme der Variationsrechnung.

Grundbegriffe und Hauptsatze der hoheren Mathematik, insbesondere fir
Ingenieure und Naturforscher. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o Pro-
fessor an der Technischen Hochschule zu Dresden Mit 40 Figuren.
GroB-Oktav. 156 Seiten. 1938 . ... Geb. in Ganzleinen RM. 5.—

Einfihrung In die Axlomatlk der Algebra. Von Dr. H Beck, o. Professor
an der Universitdt Bonn. X, 197 Seiten. 1926. (Gdschens Lehrbicherei
Bd. 6 ) s RM. 9.—. geb. in Ganzleinen RM. 10.50

Algebra 1: Die Grundlagen. Von Dr. Oskar Perron, o.6. Professor an
der Universitdt Minchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 4 Figuren.
VIIl, 301 Seiten. 1932. (Géschens Lehrbiicherei Bd 81

Geb. In Ganzleinen RM. 11.50

Algebra 11: Theorla dar algebraischen Gleichungen. Von Dr. Oskar Perron,
0. 0. Professor an der Universitdat Minchen. Zweite, verbesserte Auflage
Mit 5 Figuren. VIII, 261 S. 1933. (Gdschens Lehrbiicherei Bd.

Geb. In Ganzleinen R . 9.60



Einfihrung In di« Datarmlnantanthaorla einschlieRlich der Fredholmachen
Determinanten. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. Professor an der
Technischen Hochschule In Dresden. Dritte, verbesserte Auflage. GroR-
Oktav. 1V, 304 Belten 1925. RM. 14.—, geb. In Ganzleinen RM. 16.50

Grundlehren der neueren Zahlentheorie. Von Professor Dr. Paul Bachmann.
Dritte, neu durchgesehene Auflage. Herausgegeben von Dr. Robert
HaufBner, ord. Professor an der Universitat Jena. Mit 10 Figuren. XVI,
252 Seiten. 1931. (Géschens Lehrbicherel Bd. 31

RM. 9.50, geb. in Ganzleinen RM. 10.50

Synthetische Zahlentheorie. Von Dr. Rudolf Fueter, o. Professor an der
Universitat Zirich. Zweite, verbesserte Auflage. VIII, 276 Seiten. 1925.
(Goschens Lehrbticherel Bd. 41.

RM. 10.—, geb. In Ganzleinen RM. 12.—

Das Fermatproblem In seiner bisherigen Entwicklung. Von Professor
Dr. Paul Bachmann. Oktav. VIII, 160 Selten. 1919 . . .. RM. 2.50

Irrationalzahlen. Von Dr. Oskar Perron, o. 6. Professor an der Universitat
Minchen. Zweite, durchges. Aufl. VIII, 199 Seiten. 1939 (Gdschens
Lehrbicherei Bd. 1 ) Geb. in Ganzleinen RM. 9.80

Komplex-Symbolik, eine Einfihrung In die analytische Geometrie mehr-
dimensionaler Rdume. Von Prof. Dr. Roland Weitzenbéck. (Samm-
lung Schubert Band LVTIL.) Gr.8* VI, 191 8 1908.

Geb. in Ganzleinen RM. 6.40

Allgemeine Formen- und Invariantentheorie. Von Prof. Dr. W. Franz Meyer.
I. Band : Bindre Formen. (Sammlung 8chubert Band X XX II.) Gr. 8*
VI, 376 S, 1909 ..o Geb. In Ganzleinen RM. 11.70

Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik. Von Dr. Josef Lense,
0. 6. Professor der Technischen Hochschule Minchen. Mit 80 Abbildun-
9.50

gen. 178 Selten. 1938. ... Geb. in Ganzleinen RM.
Lehrbuch der Differentialgleichungen. Von Professor Dr. Heinrich Lieb-
mann. Mit zahlreichen Figuren.VI, 226 Seiten. 1901 . . . RM. 6.—

Gewdhnliche Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, em. o. Professor an
der Technischen Hochschule Darmstadt. Dritte Auflage. Mit 4 Figuren.
V111, 195 Seiten. 1937. (Gdschens Lehrbicherei Bd 10).

Geb. In Ganzleinen RM. 10.50

Partielle Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, em. o. Professor an der
Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, nmgearbeitete Auflage.
Mit 8 Figuren. VIII, 228 Selten 1929. (Géschens Lehrbicherei Bd. 14)

RM. 11.—, geb. in Ganzleinen RM. 12.—

GrundzOge und Aufgaben der Differential- und Integralrechnung nebst den
Resultaten. Von Dr. H Dolp. Neu bearbeitet von Dr. Engen Netto.
19. Auflage. Oktav. 214 Seiten. 1940. (Verlag von Alfred Topelmann,
Berlin W 85.).. RM. 1.95

Integralgleichungen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. Professor an der
Technischen Hochschule Dresden. Mit 11 Figuren. GroR-Oktav. 302 Selten.
1930. (Goschens Lehrbucherel Bd. 18).

RM. 15.—, geb. In Ganzleinen RM. 16.50

Differential- und Integralrechnung. Unter besonderer Beriicksichtigung
neuerer Ergebnisse. Von Dr. Otto Haupt, Professor an der Universitat
Erlangen. Unter Mitarbeit von Dr. Georg Aumann, Professor an der
Universitat Frankfurt (Main). GroR-Oktav. 1938.

1. Band: Einfuhrung in die reelle Analysis. Mit 2 Figuren. 196 Seiten.
Geb. in Ganzleinen RM. 11.20
2. Band: Differentialrechnung. 168 Seiten.
Geb In Ganzleinen RM. 9.80
*. Band: Integralrechnung. 188 Seiten. Geb in Ganzleinen RM. 10.60
(Goschens Lehrbicherei Band 24, 25, 26.)




Fnnktlonentheoretlsche Vorlesungen. Von Heinrich Bnrkhardt. Neu her-
ausgegeben von Dr. Georg Faber, o.Professor an der Technischen
Hochschule In Minchen.

I. Band 1 Heft. Dritte, umgearbeltete Auflage. GroBR-Oktav. X,

182 Selten. 1920 BM. 6.—, geb. in Ganzleinen BM. ]
I. Band 2. Heft. Funfte, umgearbeltete Auflage. GroR-Oktav. X,
286 Seiten. 1921.....ccvneee RM. 9.—, geb. In Ganzleinen RM. 10.50

Il1. Band. Dritte, vollstandlg nmgearbeltete Auflage. GroR-Oktav. VI,
444 Selten. 1920 .. ~RM. , geb. in Ganzleinen RM. 15. 50

Elliptisch» Funktionen. Von Dr. R. Kénig, o. Professor der Mathematik
an der Universitat Jena, und Dr. M. Krafft, a. 0. Professor an der Univer-
sitdat Marburg 1L H. Mit 4 Figuren. 268 Seiten. 1928 (Gdschens Lehr-
bicherei Bd. 1 1) .o RM. 18.—, geb. in Ganzleinen RM. 14.60

Elliptisch« Funktionen. Von Dr. Karl Boehm, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Karlsruhe.

I. Teil: Theorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Aus-
driicken entwickelt. Mit 11 Figuren. Oktav. XII, 356 Selten,
Neudruck 1930. (Samml. Schubert Bd. 30).

Geb. in Ganzleinen RM. 20.—

Il.  Teil: Theorie der elliptischen Integrale. Umkehrproblem. Mit 28 Fi-
guren. Oktav. VII, 180 Selten. 1910. (Samml Schubert Bd. 61)

Geb. in Ganzleinen RM. 7.80
Einfihrung In di« Theorie der algebraischen Funktionen einer Verander-
lichen. Von Heinrich W. E. Jung, o.0. Professor an der Universitat

Halle-Wittenberg. Mit 35 Abbi?dungen im Text. GroR-Oktav. VI,

246 Seiten. 1923 RM. 3.50, geb. in Ganzleinen RM. 4

Elemente der 8tereometrle. Von Gustav Holzmiller. 4 Teile. Oktav.

1. Teil. Die Lehrsatze und Konstruktionen. Mit 282 Fig. X, 383 Selten.
1900 RM. 6.—, geb. in Ganzleinen RM. 6.60

2. Teil. Die Berechnung einfach gestalteter Kd&rper. Mit 156 Fig. und
zahlr. Ubungsbeispielen. XV, 477 S. 1900.
M. 10.—, geb. in Ganzleinen RM. 10.80
8. Teil. Die Untersuchung und Konstruktion schwieriger Raumgebilde.
Guldinsche Drehungskorper und Drehungsflaichen mit ihren Verall-
gemeinerungen. Schraubenflachen, Ro6hrenflachen und ihre Verallge-
meinerungen nebst ihren Inversionsverwandten. Krimmungslinien und
isothermische Kurvenscharen auf diesen Flachen. Konforme Abbild.
Mit 126 Fig. X1, 333 Seiten. 1902.
RM. 9.—. geb. in Ganzleinen RM. 9.80
4. Teil. Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. Berechnung und
stereometrische Darstellung von statischen, Tragheits- und Zentrifugal-
Momenten homogener Raumgebilde. Simpsonsche Regel, verallgemei-
nerte Schichtenformel, gewisse Zuordnungen und konforme Abbildungen
im Dienste solcher Bestimmungen. Nachtrag Uber das Katenoid, seine
Krimmungsverhaltnisse und spharische Abbildung und iber seinen
Zusammenhang mit der GauBchen Pseudosphare und der Minimal-
Schraubenregelflache. Mit89 Fig. XI. 811 S. 1902.
RM. 9.—, geb. in Ganzleinen RM. 9.80

Grundlasen der Geometrie. Von Professor Dr. Gerhard Hessenberg. Heraua-
gegeben von Dr. W. Schwan. Mit 77 Figuren. 143 Seiten. 1930. (Gdschene
Lehrbiicherei Bd. 17) . ... RM. 6.50, geb. in Ganzleinen RM. 7.80

GrundiOse der ebenen Geometrie. Von Professor Dr. F. Bohnert In Ham-
burg. Mit 220 Figuren. V111, 228 Seiten. 1915. (Samm]l. Schubert Bd. 2)
Geb. In Halbleinen RM. 3.90




Einfuhrung In dl« analytisch« Geometrie. Yon Professor Dr. Gerhard
Kowalewski. Mit 112 Figuren. Dritte, unverénderte Auflage. Lexikon-
Oktav VIII, 360 Seiten. 1929 . . . . Geb. in Ganzleinen RM. 11.20

Elementargeometrie der Ebene und des Raumes. Von Professor Dr. Max
Zacharias, Studienrat In Berlin. Mit 196 Figuren im Text. 252 Selten.
1929. (Goschens Lehrbicherei Bd. 16).

RM. 13.—, geb. In Ganzleinen RM. 14.50

Analytische Geometrie auf der Kugel. Von Dr. Richard Heger, Professor
an der Technischen Hochschule in Dresden. Mit 4 Figuren. (Sammlung
Schubert Bd. LIV.) Gr.-Oktav. VII, 152 S 1908.

Geb. in Ganzleinen RM. 5.20

Punkt- und Vektor-Rechnung. Von Dr. Alfred Lotze, Professor fir Mathe-
matik an der Technischen Hochschule Stuttgart. Mit 7Figuren. 192 Seiten.
1929. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 13).

RM. 12.—, geb. in Ganzleinen RM. 13.—

Kreis und Kugel. Von Dr. Wilhelm Blaschke, o. Prof. a. d. Univ. Hamburg.
Mit 27 Fig. im Text. GroB-Oktav. X. 169 S. 1916.

RM 4.40. geb. in Ganzleinen RM 5.50

Nichteuklidische Geometrie. Von Professor Dr. Heinrich Liebmann. Dritte,
neubearbeitete Auflage. Mit 40 Flg 150 S. 1923.

geb. in Ganzleinen RM. 7.—

Liniengeometrie mit Anwendungen Von Professor Dr. Konrad ZlIndler in
Innsbruck. I. Teil. Mit 87 Figuren. Neudruck. VTTT. 380 Seiten. 1928.
(Samml. Schubert Bd. 34 )..cccccoocvnrircnnnn Geb. in Ganzleinen RM. 18.—
Il.  Teil. Mit 24 Figuren. VI, 252 Selten. 1906. (Samm| Schubert Bd. 51)

Geb. in Ganzleinen RM. 9.50

Projektive Liniengeometrie. Von Dr. Robert Sauer, Prof. an der Tech-
nischen Hochschule Aachen. Mit 36 Abbild. GroB-Oktav 194 Selten.
1937. (Goéschens Lehrbicherei Bd. 23) . Geb. in Ganzleinen RM. 9.—

Geometrische Transformationen. Von Dr. Karl Doehlemann, well. Professor
an der Technischen Hochschule Minchen. Zweite Auflage, heraus-
gegeben von Dr. Wilhelm Olbrich, Professor an der Hochschule fir
Bodenkultur in Wien. Mit 89 Figuren im Text und 4 Abbildungen.
254 Selten. 1930. (Goschens Lehrblcherei Bd. 15).

RM. 13.—, geb. in Ganzleinen RM. 14.50

Vorlesungen Ober allgemeine naturliche Geometrie und Liesch« Transfor-
mationsgruppen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. 6. Professor an der
Technischen Hochschule zu Dresden. Mit 16 Figuren. GroR-Oktav. 280 S.
1931. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 19).

RM. 15.50, geb. in Ganzleinen RM. 17.—

Affine Differentialgeometrie. Von Dr. Erich 6alkowski, o. Professor an der
Technischen Hochschule Berlin. GroB-Oktav. Mit 23 Figuren 200 Selten.
1934. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 22). Geb. in Ganzleinen RM. 10.—

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. Von
Professor Dr. Georg Scheffers. 1. Mit 107 Figuren Dritte, verbesserte
Auflage. X1, 482 Seiten. 1923. RM. 13.—, geb. in Ganzleinen RM. 14.50
Il.  Mit 110 Figuren. Dritte, verbesserte Auflage. XI. *& Seiten. 1922.

RM. 15.—. geb. in Ganzleinen RM. 16.50

Theorie der Raumkurven und krummen Flachen. Von Oberstudiendirektor
Prof. Dr. V. Kommerell In Tubingen und Prof. Dr. K. Kommerell In
Tubingen. I: Krimmung der Raumkurven und Flachen Vierte Auf-
lage. Mit 38 Figuren. 205 Seiten. 1931. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 20)

Geb. in Ganzleinen RM 10.—
Il: Kurven auf Flachen. Spezielle Flachen, iheune der Strahlen-
»ysteme. Vierte Auflage. Mit22 Figuren. 194 Selten 1931.

Geb.in Ganzleinen RM. 10.—



Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. Karl Rohn, Geh. Rat,
weiland Professor an der Universitat Leipzig, und Dr. Erwin Papperitz,
Geh. Rat. Professor an der Bergakademie in Freiberg I. Sa. Drei Bénde.
GroR-Oktav. I. Orthogonalprojektion. Vielflache, Perspektlvitat ebener
Figuren, Kurven, Zylinder, Kugel, Kegel, Rotations- und Schrauben*
flachen. Vierte, erweiterte Auflage. XX, 502 Selten Mit 351 Figuren.
Neudruck 1932 ... Geb. in Ganzleinen RM 18.90

I1. Axonometrie, Perspektive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auf-
lage. V1, 194 Seiten. Mit 118 Figuren. Neudruck. 1932

Geb in Ganzleinen RM.8.55
I11. Kegelschnitte, Flachen zweiten Grades, Regel-, abwickelbare und
andere Flachen. Flachenkrimmung. Vierte, unverdnderte Auflage. X,
834 Selten. Mit 157 Figuren. 1923 . . Geb. in Ganzleinen RM. 12.—

Darstellende Geometrie. Von Theodor Schmld, o. 6. Professor an der
Technischen Hochschule In Wien. |. Teil: Eckige Korper. Kugel, Zy-
linder, Kegel, Plankurven und Raumkurven mit den zugehdrigen Torsen
im NormalriBverfahren und in orthogonaler Axonometrie. Dritte Auflage.
Mit 170 Figuren. 283 S. 1922. (Samml. Schubert Bd 65).

Geb. in Ganzleinen RM. 6.—
Il. Teil: Schiefe und zentrale Projektion. Dreh-, Rohr-, Schrauben- und
Regelflachen. Gelandedarstellung, Kartenprojektion, Nomographie. Zweite
Auflage. Mit 163 Fig. 340 S. 1923. (Samml. Schubert Bd 66).

Geb. In Ganzleinen RM. 7.50

Die Lehre von der Zentralprojektion Im vierdimensionalen Raume. Von
Dr. H. de Vries Professor an der Universitat zu Amsterdam. Mit 25 Fi-
guren. Lex.-8#178 S. 1905 RM.

Angewandte Potentialtheorie In elementarer Behandlung. I. Bd. Von Pro-
fessor E. Grimsehl. Mit 74 Fig. [Sammlung Schubert Bd. XXXVIII.]
Gr. 8 VII, 219 S. 1905 ..o Geb. in Ganzleinen RM 7.40

Methoden der praktischen Analysis. Von Professor Dr. Fr. A. Willlers.
Mit 132 Figuren. 344 Seiten 1928. (Goschens Lehrbicherei Bd. 12)
RM. 20.—, geb. in Ganzleinen RM. 21.50

Wahrscheinlichkeitsrechnung fur Nichtmathematiker. Von Dr. Karl Dorge,
o. Professor an der Universitat Koln, unter Mitwirkung von Hans Klein.
GroB-Oktav. 113 Seiten. 1939 Geb. in Ganzleinen RM. 6.—

Flugtechnisches Handbuch. Unter Mitarbeit zahlreicher Fachleute heraua-
gegeben von Roland Eisenlohr.

4 Béande. |: Aerodynamik und Flugzeugbau. Il: Flugzeugfihrung,
Luftverkehr und Segelflug. 111: Triebwerk und Sondergebiete des
Flugwesens. IV: Flugwetterkunde, Ballone, Luftschiffe.

‘Jeder Band kart. RM. 7.50

Aerodynamik des Fluges. Eine Einfilhrung In die mathematische Trag-
flaeheutheorie. Von Professor Dr. Harry Schmidt Mit 81 Figuren.
VII, 258 Seiten. 1929 ......ccoco. RM. 15.—, geb. in Pappe RM. 16.30

Photogrammetrie. Von Dr. Richard Finsterwalder, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Hannover. Mit 103 Abb. u. 17 Tab. 237 S. 1939.
Geb. in Ganzleinen RM. 14—

Ballistik. Von Theodor Vahlen. ZweiteAuflage. Neubearbeitet und
herausgegeben von Alfred Klose. GroB-Oktav. X, 267 Seiten. Mit
65 Abbildungen. 1942 ... Geb. in Halbleinen RM. 18.—
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Erwin Lohr
Vektor- und Dyadenrechnung

Fiur Physiker und Techniker

Oktav. XV, 411 Seiten. Mit 34 Figuren im Text. 1939.

Gebunden in Ganzleinen RM. 18.—

Die Vektor- und Dyadenrechnung ist fur den Physiker und
Techniker von aufRerordentlicher Bedeutung. Fir diese ist das
Buch bestimmt. Es zeigt ihnen, daB und wie sie alle fru-
heren Kenntnisse im Bereiche der Vektor- und Dyadenrech-
nung verwenden kdnnen und wie vorteilhaft das wirkliche
Rechnen mit Vektoren, Dyaden und extensiven Gebilden
noch héheren Ranges ist. Das Buch vermittelt zunéchst eine
ausreichende und tragfdhige mathematische Grundlage des
vorgetragenen Rechenverfahrens und bringt in einem be-
sonderen Teil physikalische und technische Anwendungen
aus allen Gebieten der theoretischen Physik. Damit nimmt
das Buch in der neuen Sammlung ,,Arbeitsmethoden der mo-
dernen Naturwissenschaften® einen besonderen Platz ein.

WALTER DE GRUYTER & CO., BERLIN W35



Photogrammetrie
Von Dr. -Ing. Richard Finsterwalder

a o. Professor an der Technischen Hochschule Hannover

Mit 103 Abbildungen und 17 Tabellen
GroR-Oktav. 237 Seiten. 1939

Gebunden in Ganzleinen RM. 14.—

Dieses Buch gibt in lehrbuchartiger Form eine Einfuhrung
in das Gesamtgebiet der Photogrammetrie: der Erd- und be-
sonders der Luftbildmessung, einschliellich der Entzerrung.
Da es namentlich fiir Studierende der Hoch- und Fachschulen
sowie die in der Praxis tdtigen Vermessungsingenieure be-
stimmt ist, stellt es die Arbeitsverfahren und Instrumente so-
wie ihre geodétischen und topographischen Anwendungen in
mdoglichst einfacher und klarer Form dar. Um fur das Ver-
stdndnis und die praktische Anwendung der neuen photo-
grammetrischen Methoden eine sichere Grundlage zu geben,
wurden die geometrischen und mathematischen Ableitungen
mitbehandelt, wobei Uberall eine leicht falliche, wenig Vor-
kenntnisse voraussetzende Form gewdhlt ist. Das Ziel des
Buches ist, den Leser Uber das in den letzten Jahren rasch
entwickelte, mit neuartigen Hilfsmitteln arbeitende Verfahren
der Photogrammetrie so zu unterrichten, daB er es zweck-
méaRig anzuwenden und den kommenden Entwicklungen auf
diesem Gebiet, das heute noch nicht als abgeschlossen gelten
kann, zu folgen vermag.
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Grundlagen und Ergebnisse der
Ultraschallforschung

Von

Dr. phil. Egon Hiedemann

a. 0. Professor fir Physik an der Universitdt Kdln

Mit 232, z. T. noch unverdffentlichten Abbildungen und
einer Farbtafel

IX, 287 Seiten. 1939. Geb. in Ganzleinen RM. 24.—

Ein Buch, nach Inhalt und Anlage von gleicher
Bedeutung fir Physiker, Chemiker, Biologen,

Mediziner und Techniker.

. ... Esistzu begrifen, daB der Verfasser des vorliegenden
Buches nunmehr den Versuch unternommen hat, ber eine
Berichterstattung hinausgehend eine systematische und kri-
tische Darstellung der Ultraschallforschung sowie ihrer grund-
legenden Gedanken vom Standpunkt des Physikers aus zu
geben. Es kann wohl gesagt werden, daR dieser Versuch voll-
kommen gelungen ist. Der Verfasser gibt nicht nur eine
kritische Darstellung der Verfahren und Ergebnisse der Ultra-
schallforschung, sondern fiithrt den Leser auch an die noch
offenen Probleme heran. Eine groRe Zahl guter Abbildungen

erleichtert das Verstdndnis.”
Deutsche Bergwerke-Zeitung / Techn. Blatter v. 26.11.1939.

Ein ausfiihrlicher Prospekt steht kostenlos zur Verfugung.
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Handbuch der neuzeitlichen
Wehrwissenschaften

Herausgegeben im Auftrdge der Deutschen Gesell-

schaft fur Wehrpolitik und Wehrwissenschaften und

unter Mitarbeit zahlreicher Sachverstiandiger von
HERMANN FRANKE, Generalmajora. V.

4 Bande. Lexikon-Oktav.
Bisher sind erschienen:

1. Band: Wehrpolitik und Kriegfihrung. Mit 81 far-
bigen und schwarzen Tafeln und 147 Skizzen im
Text. X111, 749 Seiten. 1936.

2. Band: Das Heer. X 11,-804 Seiten. 1937.

Subskriptionspreis fir Band 1 und 2 bei Bezug des Gesamtwertes
gebunden in Ganzleinen je RM. 32.—.
bei Einzelbezug gebunden in Ganzleinen je RM. 36.—

3.Band: 1.Tei L Die Kriegsmarine. M|t27farb|gen
und schwarzen Tafeln und 113 Abbildungen bzw.
Skizzen im Text. XI1I, 451 Seiten. 1938.

2. Teil: Die Luftwaffe. Mit 46 farbigen und
schwarzen Tafeln und 105 Abbildungen bzw.
Skizzen im Text. XII, 451 Seiten. 1938.

Subskriptionspreis fiur Band 3, 1. und 2. Teil bei Bezug des Gesamt-
werkes geb. in Ganzleinen je RM. 27.—,
bei Einzelbezug geb. in Ganzleinen je RM. 30—.

In Vorbereitung befindet sich:
Band 4: Wehrwirtschaft und Wehrtechnik.

. .. Insgesamt kann man von diesem ausgezeichneten, mit unge-
wohnlichem FleiB und Verstandnis aufgebauten Nachschlage-
werk, das alle Fragen der Wehrpolitik und Kriegfithrung be-
antwortet, nur winschen, daB es die allerweiteste Verbreitung finden
moge. Dankenswerterweise hat der Verlag eine ratenweise Bezahlung
zugebilligt, so daR auch der junge Offizier und jeder kriegswissenschaft-
lich interessierte Leser sich das Werk beschaffen kann. Es ist dabei
zu bemerken, daR der Band bei der Fille des Inhalts, inshesondere
in Ansehung der vielen kostspieligen Skizzen, als preiswert zu bezeich-
nen ist, da das Werk die Beschaffung vieler Bicher ertibrigt.”

General d. Inf. Wetzell im Militdr-Wochenblatt Nr. 37, 1936.

Das Werk wird durch Ergdnzungs-
hefte vor dem Veralten geschitzt.
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