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I. A b s c h n it t .

Arithmetik und Kombinatorik.
§ 1. R eelle Zahlen.

1.) Zu der Gesamtheit der r e e l le n  Z a h len  rechnet man
I.) die r a t io n a le n  Zahlen, d. s. die positiven und negativen 
ganzen Zahlen, die Brüche, gebildet aus solchen Zahlen, und die 
Rull, II.) alle Zahlen, welche sich auf die Form eines Dczimal- 
bruchs m it unbegrenzter Stellenzahl bringen lassen und 
nicht zu den vorigen gehören. Das sind die ir r a t io n a le n  
Zahlen (s. § 11).

Der a b s o lu te  B e tr a g  einer reellen Z ahlx ist ihr (posi
tiver) Wert ohne Rücksicht auf das Vorzeichen. Er wird 
mit | x  | bezeichnet. Der absolute Betrag der Null ist 0.

2.) Für die absoluten Beträge von zwei reellen Zahlen xx 
und ¡Kj gelten die Formeln:

I +  %  iSSjl *L I +  I *2-1, 1^1 +  % I ¿ 1  I *1 I — I *2 I I)
i S i - z 2 r ^ : U * i l - | z 2 l i ,  I ah — z 2 I ^  I xi  I +  I I.
I ! I M I U , I X1 I 1 \
I X1 ' x'i \ — l % ! I *2 I' | ~  : == ) •

§ 2 . Proportionen.

1.) Es besteht die P r o p o r t io n  a : b — c : d (in Worten
a c

a verhält sich zu i ,  wie c zu d),  wenn die Gleichung -- =  —
I) d

erfüllt ist. a und d heißen A u ß e n g lie d e r , 6 und c I n n e n 
g lie d e r  der Proportion.

2.) Das Produkt der Außenglieder ist gleich dem Produkt 
der Innenglieder.

3.) In einer Proportion kann man die Innenglieder unter

l) D ivision du rch  N ull w ird s t e t s  ausgeschlossen.
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sich, die Außenglieder unter sich und die Innenglicder mit 
den Außengliedern vertauschen.

4.) Multiplikation und Division zweier Glieder mit einer 
Zahl m:

am : I m  — c :d ,  (a : m ) : (b : m) = c : d ,  
a m  :b =  cm  : d, (a :m )  :b  — (c : m)  : d.

5.) K o r r e sp o n d ie r e n d e  A d d it io n  und S u b tr a k 
tio n :

a : (a -j- 6) =  c : (c d), b : (a -f- b) =  d : (c -j- d), 
a : (a — b) =  c : (c — d), b : (a — b) — d : (c — d),

(a +  b) : (a — b) — (c -f- d)  : (c — d).
6.) (ma +  n b )  : (:mc +  n d ) =  (p a  +  q b ) : ( p c - f  qd).
7.) a : a1 =  b : — c : c1 =  ■ ■ ■ — (ma nb - f  pc -j- • • )

: (ma1 +  n b 1 +  p c 1 -\-------- ).
8.) Aus a : b =  c : d  und ax : b1 =  cx : d2 folgt:

(a a ,) : (¿&i) =  (ccj) : (rZrfJj 
(a :a x) : {b :b1) =  (c : c2) : (d : dx).

9.) S t e t ig e  Proportion: a : b = b  :c.
10.) H a r m o n isc h e  Proportion: (a — b) : (c — d) =  a : d.
11.) S t e t ig e  h a r m o n isc h e  Proportion: (a — b ) : ( b  — d ) 

=  a : d.
12.) Von n  positiven Größen xv  x2, . . . ,  xn(n > 1 )  ist:

a) das a r it h m e t is c h e  Mittel x =  Xl  ^  x*.
n

n ■_________
b) das g e o m e tr is c h e  Mittel x =  l/ x1 - x2 . . . .  xn ,

c) das h a rm o n isch eM itte l x =  1: +  — 4------f- -
n \ x 1 x2 xn

13.) Satz von Cauchj :

xi +  x2 +  ' • ' +  xn ----------------------------------------   ^  Vx1 - x 2 . . . . x n

n \ x 1 x2 x j
Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn x1 — x2' =  • ■ ■ — x„ ist.



§ 3 . Potenzen m it ganzen Exponenten.
1.) Ist m  eine positive ganze Zahl, so gilt

am =  a ■ a . .  . a (m Faktoren), a ~ m =  — , a ° =  1 (für a=)=0).

a h e iß tB a s is , w  bzw .— m E x p o n e n t , am bzw. a ~ ”‘ P o te n z .
2.) Für positive und negative m  und r ist

a”‘ ■ ar =  am+ r , am : ar =  am~ r ,
( a \ m am

(a ■ b)m =  om ■ bm , ( -  1 =  ■ -  , (am)r — amr.

§ 4. B inom ialkoeffizienten und B inom e m it positiven ganz
zahligen E xponenten.

1.) Unter r! („r F a k u l t ä t “ ), wobei r eine ganze positive 
Zahl ist, versteht man das Produkt

r ! =  1 • 2 ■ 3 . . .  r.
Ferner setzt man 0 1 = 1 .
2.) Ist r eine positive ganze und n  eine beliebige Zahl, so 

heißt der Bruch
» («  — l ) ( n  — 2 ) . . .  (n — r +  1) _  j

(gelesen „n über r“ ) B in o m ia lk o e f f iz ie n t .  Es sei

8 Arithmetik und Kombinatorik.

Für positive ganze n gelten die Formeln:

3.) ( ; )  =  0, wenn r > n ;  ( ” )  =  1

Allgemein gilt:
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8.) B in o m isc h e r  L e h r s a tz  für ganze positive n:

( « ± i ) " = ( j )  a " ±  ( ” ) « - > &

+  ( ” )  «”- 2 V  ±  ' • ’ +  ( ±  I ) ’1“ 1 ( n  " j

+  ( ±  1)“ ( ” )  6" (vgl- § 96,2).

9.) Spezialfälle:
( « i  i y  =  b 
( a ± b ) 2 =  a2 ± 2 a b  +  b2

b)3 =  a3-^ 3a2b +  3 ab2±  b3 
( « i  b y  — a* i  4 a 3i> +  6«2&2 ^  4« ii3 +  b*

10.) Die Koeffizienten (Faktoren von a'b '‘) in den E nt
wicklungen 9.) ergeben sich aus folgendem Schema, wobei 
jede Zahl im Inneren des Schemas gleich der Summe der
beiden rechts und links über ihr stehenden Zahlen ist (Pascal-
sches Dreieck):

1

1 1 

1  2  1

1 3  3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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11.) Eine häufig gebrauchte I d e n t i t ä t  ist:
2̂ ®2^l)~ Ü" (^1 2̂ ‘ ( 1̂^2 " 2̂^ l)2

=  (0? +  &i +  «?)(«! +  b\ +  C|) -  («1^2 +  \ b 2 +  CjCa)2.

§ 5 . W urzeln und Potenzen m it gebrochenen E xponenten.

1.) Es sei »  eine positive oder negative ganze Zahl, a sei
nicht Null, ferner sei a  positiv, wenn n gerade ist. Dann heißt

»1_
eine reelle Zahl x  eine n u W u r z e l a u s  a, in Zeichen x =  ] / a , 
wenn xn =  a is t . a heißt R a d ik a n d , « W u r z e le x p o n e n t ;  
Ist «gerade, so soll in den folgenden Formeln für x  der positive
Wert genommen werden. Für ungerade «  und negative a ist x

2

negativ. Man schreibt für j/a nur f/a.
(Über Wurzeln mit geradem Exponenten aus negativen 

Zahlen und die Mehrdeutigkeit der Wurzeln vgl. §§ G und 14.)
2.) Für positive und negative ganzzahlige n , m  und r 

gelten die Formeln:
n   n _ n n ____ n n _
Ya ■ b =  Ya - Y b ,  Va :b  — : Y b ,

h _  n m ____
Yar = \ Y a )  , Yar =  Yarm ,

—11_
Yar =
n ______ ___

a Yb — Yanb , wobei a >  0 sei, wenn «  gerade ist. 
Rationalmachen der Nenner von Brüchen:

Ya~
\l! r _ wr r/n
|' Ka =  Ka =  ]' Ka ,



3.) n und r seien positive oder negative ganze Zahlen, 
und es sei ar positiv, wenn n  gerade ist. Dann setzt

1 ” r 
man an— Var. a is t  die G ru n d za h l (Basis) der P o te n z  a’1

mit dem im allgemeinen g e b r o c h e n e n  E x p o n e n te n  -

(vgl. § 6).
4.) Für positive und negative ganzzahlige r, n, p,  q gelten 

die Formeln:
r_ V ^ +  P l  P r __ p

an • a'1 =  an **, an : a? =  an ?,

r r r

(a ■ b)n — an • bn ,

6 »

an )  =  an i .

Imaginäre und komplexe Zahlen. 11

§ C. Im aginäre und kom plexe Z ahlen.

1.) Die im a g in ä r e  E in h e i t  i  ist definiert durch die 
Gleichung f2 =  — 1. Sind a und l  beliebige reelle Zahlen, 
so heißt ib eine im a g in ä r e , z — a + i b  eine k o m p le x e  
und z = a -  i b  die zu z k o n ju g ie r t  k o m p le x e  Z ah l. 
a heißt reeller Teil von z, in Zeichen a — 91(a), und b 
imaginärer Teil von z, in Zeichen b =  ^(a).

2.) i — i, i 2 =  — 1, t3 =  — t, i4 =  -j- 1,
¿4n +  l  —  i t H n+ 2  —  _  ¿4 n + 3  _  _  ^  ¿ 4 n + 4  _  _|_ J

3.) Ist =  ai +  i b1 und z2 — a2 -f- i b2, so ist zs =  z2, 
falls ax =  a2 un(l &i =  h  'st- Aus z =  a +  i  b == 0 folgt 
a =  0, b =  0.

4 .) Zi ±  a2 — (ai i  «2) +  $(&i ±  b2),
h  ■ h  =  («i «2 -  h h )  +  i(«i h  +  fl2Äi)>



z., _  «!<?., +  6^2 fl2&! -  aj b2
~~ — 0 . 7 9  I 1 o , Vo J c2 *F  ̂*#2 2̂ 2 öö “f" Uö

5.) (a -f- i i ) ( a  — ib)  =  a2 +  b2.
6.) Setzt man a = r c o s 9>, b =  r sin 93, r =  ^a2 - \ -b2,

so folgt z — a -f- i b  == »'(cos 93 +  ¿sin 93) (N o rm a lfo rm ). 
r heißt a b s o lu te r  B e tr a g , 9? die A m p litu d e  oder das 
Argument von 2, in Zeichen:

r =  | z  | , <p — arg 2.
Entsprechend gilt

z =  a — ib  =  r(cos 93 — i  sin 93), 
r =  | z | , — cp — arg z.

Durch a und b sind die Amplituden von z und 2 nur bis 
auf ganzzahlige Vielfache von 2jz bestimmt.

7.) Die absoluten Beträge zweier komplexer Zahlen z1 
und z2 genügen den Formeln § 1,2.

8.) (cos < p ± i  sin <p)(cos i  sin y>)
=  cos (<p +  93) ±  i  s 'n (<P +  w) >

cos < p ± i  sin <p . . L _ _ _ — r. =  cos (m — m) +  t sin (m — w ) .
cos 93 i  1 sin 91

9.) Satz von Moivre: Sind m, n ganz, n=f= 0, so ist
m A l '¡■¡l

(cos 95 i  J sin tp)n =  cos - - ( 2 k n  +  < p ) ± i  sin -- ( 2 k n  +  93),

k =  0, ±  1, ±  2 , . . .
(cos 93 i  i  sin <p)n — cos n 93 i  i  sin n <p,

. . 2 k n + ( p  , . . 2 k n + < p
(cos 93 ±  1 sin 93)” =  co s  —— -  ±  1 s in  —— —.

(Vgl. auch § 14.)

§ 7. L ogarithm en.

1 .) Unter dem L o g a r ith m u s  einer positiven Zahl a in be
zug auf eine positive Zahl c =[r 1 versteht man diejenige Zahl x.

12  Arithmetik und Kombinatorik,
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mit der man c potenzieren muß, um a zu erhalten1). In 
Zeichen

C

x =  log a, wenn cc =  a. 
c heißt B a s is ,  a N u m e r u s , x L o g a r ith m u s .

2.) c'°s " =  a, log (cn) =  w, log 1 =  0,
C

log 0 =  ±  oo je nachdem c 1,
C

log co =  ±  oo je nachdem c ^  1.
c c c

3.) log (a ■ b) =  log a +  log b.
0 a c c

4.) lo g &- =  l o g a -  log ft.

C C

5.) log an =  n log a.
° I H -  1 C

6.) log Za — — log a.
n

7.) Die Basis der k ü n s t l ic h e n , g e m e in e n  oder Briggs- 
schen Logarithmen, welche m it log bezeichnet werden, ist 10. 
Die Basis der n a tü r l ic h e n , mit Log, log nat, ln oder 1 
bezeichneten Logarithmen ist e =  2,71828 . . .  (s. § 96, 3).

8.) Umrechnungen von Logarithmen mit verschiedenen 
Basen ineinander:

h c b
a) l o g a =  lo g a .  logc.
b) Berechnung der natürlichen Logarithmen aus den 

gemeinen:

Log a — — _?, loge — 0 ,4 3 4 2 9 ..., Log 10 =  =  2 ,3 0 2 5 9 ...,
log e log e

Log a — 2,30259 . . .  log a.
Weiteres über Logarithmen s. § 96 ,4 .

1) B ezüglich irra tio n a le r z  vgl. I I .  U urkhardt, A lgebraische A nalysis, 
Berlin  und  Leipzig 1920, § 35. •
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§ 8 . K om binatorik.

I. P e r m u ta t io n e n .
1.) Unter den P e r m u ta t io n e n  von n  E le m e n te n  ver

steht man die verschiedenen Anordnungen, die man aus 
sämtlichen n  Elementen bilden kann.

Die Permutationen der Elemente a, b, c in lexikographischer 
Anordnung sind

ab c, acb,  b a c, b ca, cab,  cb a.
2.) Die Anzahl der Permutationen aus n verschiedenen 

Elementen ist
P (n ) = 1 . 2 . 3 . . . « = » !

Zur näherungsweisen Berechnung von n ! dient die S tir lin g sch e
Formel (vgl. § 87, 5).

3.) Sind von den n Elementen je unter
sich gleich, so ist die Anzahl der Permutationen

D /  \  « l

“*•“*............  ~  a 'j la J  . . . a , l '
Wenn insbesondere die n  Elemente aus zwei Gruppen von 

r und n — r je unter sich gleichen Elementen bestehen, ist 
die Anzahl der Permutationen:

W 5  4.)

4.) Es sei eine Anzahl verschiedener Elemente in einer 
bestimmten Anordnung und eine Permutation dieser An
ordnung gegeben. Dann bilden zwei Elemente der Permu
tation eine I n v e r s io n ,  wenn sie in umgekehrter Reihenfolge 
als in der ursprünglichen Anordnung stehen.

Z. B. seien die Elemente a, b, c, d und deren Permutation 
a d b  c gegeben. In dieser Permutation bilden die Elem ented und b 
einerseits und die Elemente d und c andererseits je eine Inversion.

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Permutation  
ändert sich die Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.

Man bezeichnet eine Permutation als gerade oder ungerade, 
je nachdem die Anzahl der Inversionen gerade oder ungerade 
ist. Die Anzahl .der geraden Permutationen von n  verschie



denen Elementen ist gleich der Anzahl der ungeraden, also 

gleich j  (n > 1 ) .

II. K o m b in a tio n e n .

5.) Die K o m b in a t io n e n  aus n  Elementen zur rtCD 
Klasse sind die Anordnungen, die sich aus je r der n Elemente 
bilden lassen, wobei aber die Keihenfolge der Elemente außer 
Betracht bleibt.

Die Kombinationen der vier Elemente ab cd  zur 2. Klasse
sind
ohne Wiederholung: ab, ac, ad,  b c, b d, cd,
mit Wiederholung: aa,  ab, ac, ad,  bb, b c, b d, cc, cd, d d .

6.) Die Anzahl der Kombinationen aus n  Elementen zur 
,.ten Klasse ohne bzw. mit Wiederholung ist:

* , ( « ) = ( ” )  bzw. A » = ( , i + rr _ 1 j .

Kombinatorik. 15

III. V a r ia t io n e n .

7.) Die V a r ia t io n e n  von n Elementen zur rtcn Klasse 
entstehen durch Permutation der Elemente aller Kombi
nationen von n Elementen zur r Klasse.

Die Variationen der vier Elemente ab  cd  zur 2. Klasse sind:
ohne Wiederholung 

ab ac  ad  
ba bc bd  
ca  cb cd  
da  db de

mit Wiederholung 
a a  ab ac ad  
b a bb bc b d 
ca  cb cc cd 
da  db de d d .

8.) Die Anzahl der Variationen aus n Elementen zur rten 
Klasse ohne Wiederholung ist

F r ( « )  = ( ” ) ■ > • ! ,



16 Arithmetik und Kombinatorik.

speziell V„(n) =  n\ (Permutationen), mit Wiederholung 
V'r(n) — nr.

§ 9. D eterm inanten.

1.) Unter der D e te r m in a n te  n-ten Grades
a u ai2 *13 • • *1«

A , =
a21 <*22 *23 • • a 2n

& n l 2 *«3  •

versteht man die Summe aller Produkte

±  ala • a2ß • ®3r • • • ano ,
welche entstehen, wenn die Indizes a , ß , y , . . . g  sämtliche 
Permutationen der Zahlen 1 , 2 , 3 , . . .  n  durchlaufen. Jedes 
Glied ist positiv oder negativ zu setzen, je nachdem die Anzahl 
der Inversionen dieser Indizes gerade oder ungerade ist (vgl. 
§ 8 ,1 ,4 ) . Die Größen an , a12, . . . .  a21, a22, . . . ,  a„„ heißen E le 
m e n te . N ennt man die Horizontalreihen der Determinante 
Z e ile n , die Vcrtikalreihen S p a lt e n ,  so ist aik dasjenige 
Element, welches in  der Zeile und in der 7c-e11 Spalte steht. ' 
Jedes Glied der Summe enthält aus jeder Zeile und jeder 
Spalte genau ein Element. D ie Determinante wird abgekürzt 
geschrieben:

D ti =  | U;* j .
Ujj Uj2

2.) . — ü n a22 ‘hiGii -
21 22 |

3.) Regel von S am ts  (nur für Determinanten 3. Grades 
gültig): Um eine Determinante 3. Grades auszuwerten, setzt 
man die beiden ersten Horizontalreihen unter die letzte. 
Alsdann bildet man die Summe der 6 Produkte aus je drei 
Elementen, welche auf den Diagonalen des Quadrates und auf 
Parallelen zu diesen liegen. Dabei ist den Produkten der 
Elemente, welche in der Richtung der Diagonale des An-
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fangselementes liegen, das positive, den anderen das nega
tive Vorzeichen zu geben:

|
"az, ' a2i '  aa r

j & s /  > /$ / '  '■as/ 7  \ ~  «11 «22 «33 +  «21 «32 «13 +  «31 «12 «23 

j j f y  a , ^ ' a , }  *  «31 «22 «13 «11 «32 «23 «21 «12 «33-

fh i  azi ir»

Man kann auch die beiden ersten Vertikalreihen hinter 
die letzte setzen und dann ebenso verfahren.

Für Determinanten von b e l i e b ig e m  Grade gelten die 
Sätze:

4.) Die Anzahl der Glieder einer Determinante n ten 
Grades ist n !.

5.) Der Wert einer Determinante wird nicht geändert, 
wenn die Zeilen als Spalten und die Spalten als Zeilen ge
schrieben werden, z .B .:

«11 «12 «11 «21 j

a 21 « 22 l flj 2 0-22 |

6.) Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander ver
tauscht, so ändert die Determinante ihr Vorzeichen.

7.) Wenn entsprechende Elemente zweier Parallelreihen 
gleich oder proportional sind, ist der Wert der Determinante 
gleich Null.

8.) Unter der dem Elemente aik a d ju n g ie r te n  U n te r 
d e te r m in a n te  A ik versteht man die mit dem Vorzeichen 
(— l ) i+ i versehene Determinante (n — Grades, welche 
entsteht, wenn man in der gegebenen Determinante die i te 
Zeile und die k le Spalte streicht.

9 . )  D n =  a i k  A l k  +  azicAojc  +  • ■ • +  o,n k A nk

i , =  « ü  A i  i  +  a<2 A &  -)------------ 1- a in A i „ .
|  i  , B. ö r k l e p - K i fl g 1 e b, Mathematisch© Formelsammlung. 2
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Beispiel an  an  a13 au
j «21 «22 «23 «21 

I «31 «32 «33 «34 

I «41 «42 «43 «14

+  «31

flf-22 «23 «21 «12 «13 «14

a32 «33 «31 «21 «32 «33 «31

«12 «43 «44 «12 «43 «44

a12 «13 «14 «12 «13 «11

«22 «23 «21 -  «41 «22 «23 «24

«42 «43 «41 «32 «33 «34
10.) Wenn alle Elemente einer Zeile oder einer Spalte 

mit demselben Faktor multipliziert werden, so wird die Deter
minante m it diesem Faktor multipliziert; z. B.

Jcan • « l n «11 «12 ■ .  a i„

Jca21 «22 ■ • «2n =  lt «21 «22 * • «2u

Jca.ii «n2  • • «nn «  1 «112 • ■ « n n

11.) Jedes Element einer Reihe sei eine Summe von 
zwei Größen. Dann ist die Determinante in die Summe 
zweier Determinanten zerlegbar; z. B.

«11 +  a l l «12 • • . & in «11 «12 • • « l n aC\ i  «12 • • « l n

«21 +  <*21 0*22 • • • ^ 2  n = «21 «22 • « 2n
+

a 21 «22 • • «2n

« n l  +  <*ni a n  2 . • d nn « m  « n 2  ■ • «) in <*nl «rt2  • • « n n

12.) Der Wert einer Determinante bleibt ungeändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einer be
liebigen Zahl multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
parallelen Reihe addiert; z. B.

«11 «12 • • d \ n « 11  +  Je « l n «12 ■ • a ln

«21 fl 22 * . d>n 
•

«21 H”  Je « 2 n «22 • . fl2n

; « n l d n 2  . • dfxn « n i  +  Je « n n CLn 2 . • d nn

13.) Das Produkt der beiden Determinanten n te" Grades 

D n ~  | da11, A n ~  \ btk | 

ist gleich jeder der vier Determinanten nuu Grades
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T „ =  | cik | ,
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wobei
!•) ci)t =  * iiF i F  *¿2 F s  F  • • ■ F  *i» F«

(K o m p o s it io n  der Z e ile n  von  D n m it den Z eilen  
von  J n),

I1-) cil: — ® liF l F  *2iF-2 F  ' ' ' +  *niF-n 
(K o m p o s it io n  der S p a lte n  v o n D „ m it  den Z eilen  

von  ¿In),

III.) Cik — *¿1 Fl' +  *¿2 h 1 ■ + •••  +  ain Fik
(K o m p o s it io n  der Z e ilen  v o n Z )„ m it  den  S p a lte n  

von  zJn),

IV.) Cik —  « l i i  1 F  *2 i h k  +  •■•-)- *iit Fit 
(K o m p o s it io n  der S p a lte n  v o n  D „ m it  den  S p a lte n

von  //„).
Beispiel:
*11 *12 j i F l  F 2 ' _  ; *11 F l F  *12 F 2 
*21 *22 | I F l F 2 *21 F l F  *22 F 2 

— 1 *11 F l  F  *21 F 2

*11 F*11 "21 F  *12 F 2 
*21 F l F  *22 F 2 
*11 F l F  *21 2̂2

I *12 F i F  * 22 F 2 *12 h l  F  *22 F 2
*11 F l F  *12 h l  *11 F 2 F  *12 F 2
*21 F l F  #22 2̂1 2̂1 3̂2 F  *22 F 2
*n F i  "F *21 F i

22 F l*12 F l  F  *:
*11F 2 F  *21F 2 
*12 F 2 F *95  h

14.) R ä n d ern  e in e r  D e te r m in a n te :  Es ist
*11 *12 ■ ■ ■ ® ln  <*i

#21 #22 * * " ^2 '

j am an2 ** ’ &nn &n I
jo 0 •••0 1

Durch gleichartige Hinzufügung weiterer Zeilen und 
Spalten kann eine Determinante n“  Grades in eine Deter
minante mten Grades (m > ? i)  verwandelt werden.

a*

*11 #J2 ' ®ln
*21 *22 ' • *27! !

®«1 ®/l2 ' ' *71 fl
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15.) Wenn alle Elemente einer Determinante (n -f- r)ten 
Grades verschwinden, welche n Spalten mit r Zeilen gemein
sam haben, so läßt sie sich in das Produkt zweier Determinan
ten zerlegen, von denen die eine den Grad«, die andere den Grad 
r hat:
an  a12 ■ ■ ®ln a l l  a l2 ■ ' ’ « l r

Q2i  d22 ' 0 21 0 22 " "’ ÖCor

all ai2 ‘ ■ aw bn b\2 • • 6 l r
U;t] d) 12 * ‘ dnn * OiHr

___  ! ^21 ®22 ' ■ d>n l 21 ¿22 • • ¿2r

0  0  • • 0 1̂1 1̂2 ' ' ■ K
. . . .

0  0  • • 0 2̂1 2̂2 ' ' ’ bo r ß/11 d,i2 ‘drm bf 1 brü ■brT

oo

•• 0 brl br2 ’ ' ■ K

§ 10, W ahrscheinlichkeitsrechnung.

1.) Es sei für ein Ereignis die Anzahl aller m ö g lic h e n  
Fälle m,  die der g ü n s t ig e n  Fälle (Treffer) t. Dann ist die 
W a h r s c h e in lic h k e it  für das Eintreffen des Ereignisses

L
m

und die Wahrscheinlichkeit für das Nichteintreffen u =  1 —  w.
Zum Verständnis und zur richtigen Anwendung der hier for

mulierten Sätze denke man an das sogenannte U rn en sch em a  und 
wende sie nur an, wenn die Wahrscheinlichkeitsaufgabe einem 
solchen äquivalent ist. Die obige Definition ist dementsprechend 
nur als andere Ausdrucksweise der folgenden Definition aufzufassen: 
Sind in einer Urne m gleichgroße Kugeln gemischt, von denen t 
schwarz sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei Ziehung einer

Kugel eine schwarze erscheint, w =  — .
tn

2.) Ist w( die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines 
Ereignisses E{ (i  =  1, 2 , . . . , « ) ,  und sind E v  E2, . . . ,  En ein
ander ausschließende Ereignisse, so ist die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß e n tw e d e r  E x o d er  E2 usf. o d er  En eintrifft,

W  = w l +  w2 -\ h wn
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Urnenschema: Gegeben sei eine Urne mit m Kugeln, von 
denen t{ die Nummer i tragen (i — 1 , . . n). Es ist also 
m S: +  t2 +  • ■ • +  t„ und die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit

der Nummer i  zu ziehen, wi =  — . Dann ist die Wahrscheinlich-
m

keit, en tw ed er  eine Kugel 1 oder eine Kugel 2 usf. oder eine 
Kugel n zu ziehen, TF =  tvt +  tt>2 - f  • • • +  wn.

3.) Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß mehrere unab
hängige Ereignisse E t mit den Wahrscheinlichkeiten w( 
( i — 1 , . . . ,  n ) g l e i c h z e i t ig  (odernacheinander) eintreffen,ist

W  =  jüj • w2 . . .  wn.
Urnenschema: Gegeben seien n Urnen Ui ( ¿ = 1 , 2  n)

mit bzw. ?>i{ Kugeln, von denen bzw. s; schwarz sind. Die Wahr
scheinlichkeit, aus der i tea Urne eine schwarze Kugel zu ziehen,

ist w; =  — . Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei gleich- 
nH

zeitiger (oder nacheinander ausgeführter) Ziehung einer Kugel aus 
jeder Urne n schwarze erscheinen, W =  % ■ w2 . . . ,

4.) Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß von zwei unab
hängigen Ereignissen E 1 und E 2 nüt den Wahrscheinlichkeiten 
wl bzw. w2 das Ereignis n  mal und das Ereignis Et  m  mal in 
bestimmter Reihenfolge eintrifft, ist TF =  w" • wf.  Ist 
die Reihenfolge beliebig, so ist

W  — ^ L + iliL 1 7o" ■ u f .  
n \ m \

5.) Das Ereignis E  möge infolge einer der U r sa c h e n  
Ui (i =  1 , 2 , . . . ,  n)  eingetreten sein. Die Wahrscheinlichkeit 
für das Eintreten von E  infolge der Ursache Ui  bei Aus
schluß der anderen Ursachen s e i D i e  Ursachen Ui mögen 
bzw. die Wahrscheinlichkeiten «j haben. Dann ist die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß das Ereignis E  (bei Zulassung aller 
Ursachen) infolge der Ursache Uk eingetreten ist,

Tf_
Ml«!' +  U2W2 H b «  A

(Wahrscheinlichkeit von Ursachen).
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Urnenschema: Von der Urne Ui mit m* Kugeln, von denen si 
schwarz sind, mögen /(,• Exemplare gegeben sein (t — 1, 2 , . . . ,« ) >

n
und cs sei =  fi. Die Wahrscheinlichkeit die Urne Uk zu 

i = i
/tk

wählen, ist dann nk — — . Die Wahrscheinlichkeit aus der Urne

S '
Ui eine schwarze Kugel zu ziehen, ist W; — — . H at man nun aus

m  i
einer Urne eine schwarze Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlich
keit, daß diese aus der Urne Uk stammt,

~  +  U2V)2 H +  u nw n  '

6.) Wenn von n +  l Ereignissen Ev  E2, . . . ,  E n+l  mit 
den Wahrscheinlichkeiten uiv  w2, . . . ,  wn+l  eines der Ereig
nisse E k, E2, . . . ,  En eingetreten ist, so ist die Wahrschein
lichkeit dafür, daß Ek (k =  1, 2 , . . n)  eingetreten ist,

w x +  w > H  b  w n

( R e la t iv e  W a h r s c h e in lic h k e it ) .
7.) Von den einander ausschließenden Ereignissen Ex, 

E 2, . . . ,  E n m it den Wahrscheinlichkeiten wv  w2, . . . ,  wn 
soll eines eintreten, so daß w k +  w2 +  ■ — |- wn =  1. Bringt 
der Eintritt des Ereignisses E k ( fc =  1, 2 , . . . ,  n)  den Gewinn 
ak, der auch Null oder negativ (Verlust) sein kann, so heißt

e =  akwx +  a2io2 +  • • • +  anwn 
der m a t h e m a t is c h e  E r w a r tu n g s  w ert. Es ist e der Wert, 
dem der durchschnittliche Gewinn m it wachsender Zahl der 
Spiele bei gleichen Bedingungen zustrebt.

8.) E in ig e  B e g r if fe  der F eh le rr e ch n u n g  un d  m a 
t h e m a t i s c h e n  S t a t i s t ik :

Die Größen <  x2 <  • • • <  xr mögen bzw. px, p2, . . . ,  pr mal 
als Messungsergebnissc gewonnen sein (Beobachtungsreihe, sta
tistische Reihe, Kollektiv). Es sei px +  p2 -f -j- pT =  n. Dann
heißt n der Umfang der Reihe, xr — xx die Variationsbreite,



1 r 1 r
* =  —  y j  Vixi =  *  4- — y j  Vi(xi — X) der Mittelwert, wo- 

_ 1—1 1—1
bei x ein durch Schätzung gewonnener provisorischer Mittelwert ist,

a = V P<(xi - x>2 =  ] /
'  i = l  '  1 ¿ = 1

der mittlere Fehler, die Streuung, mittlere quadratische Abweichung 

oder Standardabweichung, fx — - ~  der mittlere Fehler des Mittcl-

Begriff der algebraischen Gleichung. 23

) /«

Fel

wir
mit 0,674 multiplizierten mittleren Fehler gesetzt.

wertes f  =  ~ß= der mittlere Fehler der Streuung.
°  y 2 n

Der wahrscheinliche Fehler wird in beiden Fällen gleich dem

II. A b sc h n it t .

Algebra.
§ 11. Begriff der algebraischen Gleichung.

1.) Unter einer a lg e b r a is c h e n  G le ic h u n g  w-ten 
G rad es (n2ä 1, ganz) m it der U n b e k a n n te n  x  versteht 
man eine Gleichung von der Fonn

A 0 a.« +  Aj  x"~i  +  A 2xn~* +  ■ • • +  4 , - i  x +  A n =  0.
Die bekannten Größen ri0, A v  . . . .  A n heißen die K o e f f i 

z ie n te n  der Gleichung (Aq +  O). Eine solche Gleichung 
lösen, heißt alle x  zu bestimmen, welche, in die Gleichung einge
setzt, dieselbebefriedigen. Diese Werte von x heißen W u rze ln .

Unter einer a l g e b r a i s c h e n  Zahl versteht man eine 
reelle oder komplexe Zahl, welche einer algebraischen 
Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten genügt. Genügt eine 
Zahl einer Gleichung mit algebraischen Koeffizienten, so 
genügt sie auch einer Gleichung m it ganzzahligen Koeffi
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zienten. Genügt eine Zahl keiner derartigen Gleichung, so 
heißt sie tr a n s z e n d e n t .

2.) Unter einer a lg e b r a is c h e n  G le ic h u n g  mit den 
m U n b e k a n n te n  x1, x2, verstehtm an eine Gleichung
G(xv  x2, . . . ,  xm) =  0, wo G(xu  x2, . > *, xm) eine Summe von 
Gliedern der Form

 s x i  x \ x \  • • ■ x 'm
ist. Es sind die ?A ^ g t r  ? (die Koeffizienten) beliebige, die
a , ß , y , . .  . . q dagegen positive ganze Zahlen, die auch teil
weise oder sämtlich Kuli sein können. Der größte Wert, 
den <x +  ß  +  y  +  • ■ • +  Q in der Gleichung annimmt, ist 
der G rad der Gleichung. Den Ausdruck G(x1, x2, . . . ,  xm) 
nennt man auch ein P o ly n o m  oder eine ganze rationale 
Funktion von xv  x2. . . . ,  xm.

Ein System von Gleichungen mit m  Unbekannten 
lösen, heißt alle Wertesysteme xv x2, . . . , x m zu bestimmen, 
welche die Gleichungen gleichzeitig befriedigen.

Im  fo lg e n d e n  w erd en  d ie  K o e f f iz ie n te n  s t e t s  
r e e l l  v o r a u s g e s e tz t .

§ 12. G leichungen ersten Grades.

1.) Die G le ic h u n g  e r s te n  G rad es mit einer Unbe
kannten x lautet

ax  +  6 =  0, a 4= 0.
„  r  bIhre Lösung ist x — — — .

a
2.) Das S y s te m  der n G le ic h u n g e n  e r s te n  G rad es

aU xl  +  +  ' ' ’ +  Uin^n =  ¿Vj
° 2 1  X1 a 22 X2 '  ■ '  H ”  a 2n x n  —  <X„

a m X \ a n l X2 _r  • • • +  t tn n x n =  <*n

mit den Unbekannten x ^x ^ ,. . . ,  xn besitzt eine und nur eine 
Lösung xl , axj,. . x„, wenn
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« u an . . ■ « m

D = «21 «22 • • ■ «2n

«ni a„2- • «nn

von Null verschieden ist. Der Wert für xv wird erhalten, indem  
man in der Determinante D  die v ' c Spalte durch die Werte 
<xlt x 2, ersetzt und die auf diese Weise entstandene
Determinante durch D  dividiert. Sind A ik die adjungierten 
Unterdeterminanten von D  (vgl. § 9, 8), so hat man daher

Ajp/Xj “h j4ot.£X2 * ’ ’ "i~ A Jn(Xn
% , =  - —  ------------— -----------------—  ( v = l ,  2 , . . . , « ) .

3.) Das System (S ) heißt h o m o g e n , wenn a 1 = « s 
=  • • • =  oin =  0 ist. Die notwendige und hinreichende B e
dingung dafür, daß die n homogenen Gleichungen nicht 
nur die Lösung xx — x2 — . . .  =  xn =  0 besitzen, ist D  =  0.

4.) Das Schema
' Cl l «12 ■ ■ ■ « in  '

«21 c 22 . ■ ■ «2H

¿ m l «m2 • •. . Cynn

heißt eine M a tr ix . Sie hat den R a n g  r (wo r höchstens 
gleich der kleineren der Zahlen m  und n  ist), wenn alle Deter
minanten (r +  l)ten  Grades, jedoch nicht alle Determinanten 
rten Grades verschwinden, welche sich durch Streichung von 
Zeilen oder Spalten oder Hinzufügung von Nullzeilen oder 
Nullspalten aus der Matrix bilden lassen.

Das System
«11 X1 +  «12 2̂ H--------- 1- «l« Xn =  Oj
«21 Xi «22 X2 -j- ■ ’ ' -f- «2h Xn ~  W

«»¡1 ®1 ~t" «»)2 «2 +  ' ' ' ®b« %n — *tn
ist dann und nur dann lösbar, wenn die Matrizen
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d]2 • • • ain OC i \ /<hx * ', . a ln '
2̂2 "• • &2n <x2 l. % fl22 • ■• a2 n

Clfno • ■■ * ßmn OCm/ a,„2 • ■■ • amn'
denselben Rang haben. Ist l dieser Rang und etwa

a n  • ■ • a u
4 = 0 ,

atl . . .
so sind nur die ersten l Gleichungen wesentlich. Die übrigen 
m —  l Gleichungen sind lineare Kombinationen der ersten l. 
Den Variablen xl+1, . . xn können alsdann willkürliche 
Werte beigelegt werden.

§ 13. G leichungen zw eiten Grades und G leichungen, welche  
au! solche zurückführbar sind.

1.) Die G le ic h u n g  2. G rad es (quadratische Gleichung) 
mit einer Unbekannten x  lautet

ax2 +  hx  -f- c =  0, « 4  0.
Sie besitzt die Wurzeln

— 6 4  VIr — 4 ac
x i  *> = ----------------x —  ------------- •2 a

Die Größe A — b2 — i a c  heißt D is k r im in a n t e  der Glei
chung. Die beiden Lösungen sind 

reell verschieden, wenn A  >  0, 
reell zusammenfallend, wenn A  =  0, 
konjugiert komplex, wenn A <  0 ist.
2.) Im Falle a — 1 hat man

x l - \ -x2 — —l ,  xx ■ X? =  c.
Die Gleichungen z2 +  & z-{ -c =  0 und x2 — &z +  c = ü  
haben absolut gleiche, aber mit entgegengesetzten Vor
zeichen versehene Lösungen.

3.) Auf zwei im allgemeinen quadratische Gleichungen wird 
die Gleichung
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( « * ± ß z + Y _  Y+J(«M ± i± i± Y + c = o
X ^ + ß . x + y J  ^  K a ^ + ß ^ + y J  ^

ÖC*Ĉ  -I _ I
durch die Substitution  2T S — ~ —=  y  zurückgeführt.

tx1x -f- P i x ~ryi
4.) S p e z ie l le  S y s te m e  von Gleichungen m it zwei

Unbekannten, welche die Lösung quadratischer Gleichungen
erfordern:

ax2 +  b x y  +  cy2 +  d x  +  ey  +  /  =  0 |  
ixx +  ß y  +  y  =  0 ) '

Bestimmt man y  oder x aus der zweiten Gleichung und 
setzt den gefundenen Wert in der ersten ein, so erhält man 
zur Bestimmung von x bzw. y  eine quadratische Gleichung. 

Andere Systeme und deren Lösungen: 
x +  y =  a \  xUi =  i (a Va? — 4 i ) 

x y =  i j  i  (a — 4 j )

x — y =  a \  xlt 2 =  1 (a i  Va* -f- 4 b)
x y =  b f y i , i = h ( — a ± V a *  +  4:b)

* +  y =  «1 S i . s  =  i  (a ±  1̂ 2 6 —  a!)
x'- +  y * =  b i y i ,2 =  I ( a q:  y f b ^ )

X — y  =  «1 x lt s =  i  (a ±  ]/2 t  — as)
=  J/ j/,,2 =  |  ( _  a ±  ^2 J — a») 

x! +  ¡/= =  a \ x i , j =  £ ( t  Ka +  2 i ±  Ka — 2 J) 
xtJ =  b> x3li =  l  ( i  ]/a +  2 6 ^  ]/a -  2 b) 

yx,t = > l ( t V a  +  2 b 3 p V a - 2 l )
=  i  ( ±  J ^ + 2 4  ±  K i7T 26)

§ 14. B inom ische G leichungen.

1.) Die Gleichung xn = a  heißt b in o m is c h e  Gleichung.
2.) xn — +  1 =  cos 2 k n  +  i  sin 2 k n  hat die ?z Lösungen

i / —— 2 k n  . . 2 k n
x =  V +  1 =  c o s  L i  s in  .

n n
wo k die Werte 0, 1, 2, . . . . ,  (n — 1) durchläuft.



3 .)  xn =  — 1  =  cos (2 A; +  l ) 7r +  i  sin ( 2 7c - f  l ) n  hat 
die n Lösungen

2 & 4 - 1  . . 2 k  - f - 1
x =  V— 1 =  cos +  t sin Ti,

n  n

f e =  0 , 1 , 2 , . . . ,  ( n  —  1 ) .
4.) Insbesondere hat die Gleichung

t— - 2kit . . 2k7t
=  +  1 d. Lösungen x „  2 =  ] /+  1 =  cos -  +  i  sin —  =  ±  1.

  2 k + \  , . . 2 fc + l  , .
=  — 1 ,, „ Xi,2= | / — l  =  co s— g—  Ti +  i s m - g —  J I = ± t .

=  + 1  ii i, xi — 1 .
x2 =  cos 120° 4  i  sin 120° =  —  4  ^ - / 3  =  a ,

x3 =  cos 120°—  i  sin 120°  -----5- — -|- )/§ =  ß.
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Xj =  cos 60° 4  i sin 60° =  -i- +  ~  |/3 =  — ß, 

x , =  —  1 , 

x.
■*'2 — ’

x3 =  cos 60°—  i sin 60° =  -75- -----5- / 3  =  — a.

5.) xn — a liefert x — 

xn =  — a „ x =

k a
n

Va

•1/ + 1 ,  a >  0,
n

■ V - i ,

I 71 I
wobei \ Va'  die reelle positive nt0 Wurzel aus a bedeutet 
(s. § 1 und § 5).

Insbesondere ist für die r e in e  k u b isc h e  G le ich u n g

x3 = a :  xx =  \ y a \ ,  x3 =  — a: x1 =

x2 =  « | J / o | ,  x3 =  — oi\]/a

§ 15. K ubische G leichungen.

1.) Die allgemeine k u b is c h e  G le ic h u n g  
a?  4  ^  +  b x  4 -  e  =  0
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wird durch die Transformation x  =  y  — ~  auf die reduzierte
3

Form y3 4  3 py  4  2q — 0

gebracht, wobei 3p =  — ~  +  b, 2q =  — ■ ~  +  c ist.
o 27 3

2.) C a r d a n i s c h v  F o rm e ln : Ist §2 +  p3 i>  0 , und
werden unter

•*____________________ 3 __________________ __

u =  V — 5 -|- (̂ 5  ̂ ^ 3  > v — ] /— q — \/q2 _|_

die reellen Wurzeln verstanden, so sind die Lösungen der 
reduzierten Gleichung:

y1 = u  +  v,
u 4 - v  i

2 / 2 = --------- 2  2  ~  V> ’

u 4 - v  i 
2/3 =  -  — 2------------2  ^  _  •

3.) T r ig o n o m e tr is c h e  L ö su n g e n : (p=4= 0, ?4= 0)
I.) 32 +  p3 ^ 0 .

a) p >  0.

l ' V  
+

tg  9  =  —  . tg  y> ■■ , . B 2

71 71 71 71

~ ~ 2 < ( p < 2 '  ~  4 < V < T ’

2/i =  — 2 l7p ctg 2 ?/j ,

2/2 !^p ( ctg 2yi +  F4  -
si

2 /3 =  etg 2 y

sin 2 ’

i K 3  \  

sin 2 >̂) '
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b) p <  0.
p3 3

sin <p =  ± ------- , t g y = ] / t g - ,

71 Tí 71 71 ,

i1/ =  —  2 K— p - — , 
+ sin

112 ' V— p ( -    h i 1̂ 3 ctg 2w
+ F Vsin 2p ^  r

=  V ~ p  Í - J -  i y¿ ctg 2^i
+  \ R i n 7 i nV z  “ + "  17 \ s i n 2 i p

II . )  g2 +  p3 0 (Casus ixreducibilis).
-  ?eos 03 — —. T, .

K -  V 3 

y t  =  2 [y— p eos , 

y2 =  — 2 K— p eos +  60°j  ,

ys =  ~  2 V -  V eos ( 1 - 6 0 .

4.) Die kubische Gleichung besitzt demnach drei reelle 
verschiedene Lösungen, wenn der Ausdruck q2 + P 3 <  0 ist, 
3rci reelle Lösungen, wovon mindestens zwei gleich sind, 
,venn q2 +  p3 =  0, und eine reelle und zwei konjugiert 
komplexe Lösungen, wenn q2 +  p3 >  0 ist.

g 16. B lquadralisclie Gleichungen.

1.) Die b iq u a d r a t is c h e  G le ic h u n g
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wird durch die Transformation x =  f  — — auf dio reduzierte
4

Form £4 +  p f 2 +  +  r =  0 gebracht.
2.) Lösung nach der E«to-schen Methode:
Man bildet die kubische Resolvente

^  2 y ^  16 y  64
Sind y l t y 2, y 3 die Wurzeln dieser Gleichung, so erhält man 
sämtliche vier Lösungen der reduzierten Gleichung aus

(  =  ±  ^ y i  ±  ± ^ 2 / 3 >

wobei die Vorzeichen derart zu kombinieren sind, daß

V y l -  ( /y 3 = - | -

§ 17. A llgem eine Sätze über Gleichungen n -ten  Grades.

1.) Die allgemeine Gleichung n tea Grades 
A 0xn +  A-l X"-'  +  A 2 xn~ 2 -1 t- A*  =  0

läßt sich durch Division m it A0 4= 0 auf die Form
f(x) =  xn +  fliX"“ 1 +  a2xn~2 H 1- a„ =  0

bringen.
2.) Hat 1 ( x ) ~  0 die Wurzel x — a,  so ist f(x) durch 

x — «  ohne Rest teilbar. Ist f(x)  durch (x — a ) r, dagegen 
nicht durch (x — « ) r+1 teilbar, so h e iß t«  ein er fache Wurzel 
(vgl. § 17, 10).

3 .) F u n d a m e n ta ls a tz  der A lg eb ra : Eine Gleichung 
Mt«n Gracies ]iat n> aber auch nur n  Wurzeln, wenn jede mit 
Berücksichtigung ihrer Vielfachheit gezählt wird.

4.) Wenn a t, « 2, —  «„ die Wurzeln der Gleichung /(x) =  0 
sind, welche auch sämtlich oder teilweise gleich sein können, 
so ist

1{x) =  { x -  « , )  (x — <x2) . . .  (x — «„).
5.) Zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln der 

Gleichung f(x) =  0 bestehen die Beziehungen:



flj =  (¿Xj 4~ «„ 4“ * • ■ iX») G4((Xj, Knt ■ * *, &n),

a2 =  (XJ0<2 ”1“ 4" ' • ' 4" Kn a 3 "t-  ' ‘ • Kn—1 a »
— Z C 2(<xv  <x2>. .  ., Kn)j

a3 =  — («j ar2 ¡x3 -}- ¡Xj or2 ix4 4 h <x2 a 3a 4 4------
4 - Kn—2 Kn—l Kn j — N  C2 (Of j, £X2, • • ., Kn) ,

a „ =  (— l ) n « 1(x2 . . . « n .
Hierbei ist ¿7(7v(a ,, <x2, . . <x„) (v =  1, 2 , . . n)  die Summe 
der Produkte von denjenigen Elementen a 4, a 2, . . <x„, welche 
den Kombinationen zur v ,m M asse ohne Wiederholung an- 
gehören. Jede dieser Summen heißt eine s y m m e tr is c h e  
G r u n d fu n k tio n  der Wurzeln.

Eine Funktion von n Variablen < x , h e i ß t  s y m 
m e tr is c h , wenn sie bei jeder Permutation der « j, 
ungeändert bleibt.

Jede ganze rationale symmetrische Funktion g(av  ■ . . ,  «„) 
ist als ganze rationale Funktion der symmetrischen Grund
funktionen dera„ darstellbar m it Koeffizienten, die ganzzahlige 
lineare homogene Funktionen der Koeffizienten von g sind.

N e w t o n s  F o r m e ln  für die Potenzsummen der Wurzeln: 

Setzt man ** 4 - oc2 4 - • • • 4 - a » =  s* g anz)> l,nd ' st *m 
Falle 0 der Koeffizient a„4= 0 , so gilt

I. S4 4- «1=  0, sn+l  4- s;i4 t* an— 1 S2 4- ans l =  0,
*2 4- «1 «14- 2 «s =  0, sn+2 +  «4 s„+ 1 4 h o„_ l s3 +  an s, =  0,

s„ +  a1s„_ i +  • • +  o,i—l«! +  nan =  0,
11. a „ s_ i +  «„_! =  0,

OnS—2 4“ «n—l s—1 4~ 2 a „ _ 2 =  0,

ans—n +  an—l s—(n—1) 4----+  «i «—1 4* »  =  0,
“n®—(n+i) 4- an—i s—n 4- •' 4- «]S_2 4- s—i =  0,
°/is—(n+2) 4- a „ _ is _ („ + i) 4- • • 4- i;i s—3 4- s _ 2 =  0,

32 Algebra.
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U n a b h ä n g ig e  F orm el:
1 0  . .. 0

2  a 2 « i 1  . .. 0

3  a , «2 a l ■ . 0

r a r a r—  1 (Xf—2 • . a ,

Aus den Potenzsummen der Wurzeln erhält man umge
kehrt die Koeffizienten der Gleichung:

s i  1 0 0  . .. 0

s2 s 1 2 0  . . . 0

s3 % % 3  . . . 0

Sr Sr—i Sr— s r—3 • ■ s i
6.) Eine Gleichung von ungeradem Grad hat mindestens eine 

reelle Wurzei, deren Vorzeichen entgegengesetzt ist dem 
Vorzeichen von an.

Ist in einer Gleichung m it geradem n das konstante Glied 
an negativ, so sind mindestens zwei reelle, mit verschiedenen 
Vorzeichen versehene Wurzeln vorhanden.

7.) Versteht man unter den Zeichenwechseln bzw. -folgen 
der Gleichung f(x)  =  0 die Zeichenwechsel bzw. -folgen der
Koeffizientenreihe a0— 1, ax, a2 an, so gilt der Satz von
D es ca r t e s :  Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten hat 
ebensoviele reelle positive Wurzeln wie Zeichenwechsel oder 
eine gerade Anzahl weniger und ebensoviele reelle negative 
Wurzeln, wie /(— a ;)= 0  Zeichenwechsel hat, odereinegerade 
Anzahl weniger (die fehlenden Glieder sind mit ¿ 0  zu ergänzen).

Bei einer Gleichung, die nur reelle Wurzeln haben 
kann und bei der kein Koeffizient verschwindet, ist die Anzahl 
der positiven Wurzeln gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, 
die Anzahl der negativen Wurzeln gleich der Anzahl der 
Zeichenfolgen.

8 .) Wenn eine Gleichung mit reellen Koeffizienten die 
Wurzel p  +  qi hat, ist auch p  — qi Wurzel der Gleichung.

B ü r k l e n - K i n g i e b ,  M athem atische Form elsam m lung 3
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Die Gleichung hat, wenn sie komplexe Wurzeln hat, stets 
eine gerade Anzahl derselben.

9.) Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen von 
x (x° eingeschlossen) gleich Null, so hat die Gleichung rmal 
die Wurzel Null.

10.) W en n «  eine Wurzel der Gleichung / ( x ) =  0 ist, er
gibt die Division mit x  — «  die Gleichung (n — l ) ten Grades

J Q L  =  a » - i  +  6j x"-2 +  b2 an-3  ■4--------h &„_2 x +  =  0,
x — «
wobei b,  =  «  +  ar , b0 =  1 ist.

Um die ganzzahligen oder die rationalen Wurzeln einer 
Gleichung m it rationalen Koeffizienten aufzufinden, multi
pliziert man die Gleichung m it dem Hauptnenner der Koeffi
zienten und zerlegt dann den ersten und den letzten Koeffi
zienten auf alle möglichen Weisen in positive ganzzahlige Fak
toren. Sodann bildet man alle rationalen Zahlen pv p2, . . . ,  de
ren Zähler ein Teiler des letzten und deren Nenner ein Teiler des 
ersten Koeffizienten ist, und versucht, ob die Gleichung 
durch die Größen x  -j- pv  p2, . . .  ohne Rest teilbar ist.

11.) Durch die T r a n s fo r m a tio n  x — f  — k geht die 
Gleichung ntcn Grades f{x) =  0 in eine Gleichung nte“ 
Grades in f  über.

In der transformierten Gleichung fehlt das Glied mit 
wenn

n

gewählt wird (vgl. § 15 ,1  u. 16,1).
12.) M eh rfa ch e  W u rze ln  der Gleichung 

f(x) =  xn +  a1 * » - 1 +  Ojj x"~2 +  ■■■
- j -  a n ~ 2 Z 2 +  a n — X x  +  a n  —  o .

Man versteht unter f'(x) den Ausdruck: 
f ( x )  =  ii'xtl 1 +  (n -  IK a ;'1- 2 +  (n -  2 )a2xn~z  -)------

- f -  2 « „ _ 2  X  +  « n —1 1

unter f ” (x) denjenigen Ausdruck, welcher aus j'(x) ebenso 
gebildet wird, wie f ( x )  aus f(x), also
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f ' (x )  =  n(n — l ) x n~ 2 - ) - ( « — l)(w  — 2) aj x’l~ 3
+  (n — 2 )(n — 3 ) a 2x n~ i  H (- 2 a „ _ 2.

In analogerWeise werden /'"(a), / (I v>(rc),. . . , fW(x ) , . .. gebildet.
Ist oc eine Wurzel von f(x) =  0, ist also f(x) durch x — <x 

teilbar, so ist a  eine (fc +  1) fache Wurzel, falls f'-k>(x) durch 
x — ix teilbar, jedoch f‘k + r (x) nicht durch x — a  teilbar ist.

Versteht man unter der D is k r im in a n te  der Gleichung 
](x) =  0 den Ausdruck

! s0 Sj . . . S„_1 | =  [(«! OC2) (Ä1 ■ * 3) • • •
| Sj S2 . . .  Sn (<̂ 1 OC,f) (&2 - 0£2) . . . (ĉ 2 * OC«)

~  I .......................................... ( a „ _ i — a « ) ] 2 =  1 1  (« .= —  « , , ) 2 ,
o Q C Il — l ön * • • *52 n —2 ! } .< u

wobei s ; (t =  1 , 2 , . . . ,  2 «  — 2) die Summe der ite" Potenzen 
der Wurzeln a l t a 2 <xn ist (s. Nr. 5), so ist D  =  0 die B e
dingung dafür, daß ](x) =  0 mindestens eine mehrfache 
Wurzel besitzt.

13.) G e m e in s c h a f t l ic h e  W u rze ln  zw e ier  G le i
c h u n g e n . R e s u lta n te . — Eine gemeinschaftliche Wurzel 
zweier Gleichungen f ( x ) — 0 und c p (x ) =  0 ist Wurzel der 
Gleichung, die man durch Nullsetzeu eines gemeinschaftlichen 
Teilers von j(x)  und <p(x) erhält (s. § 18, 4). Es sei

f(x) =  a0xn +  Uyti1- 1--1---------- b an =  0,
<P(X) — +  M"*- 1  -1---------- b bm — 0.

Als Resultante dieser beiden Gleichungen bezeichnet man 
die Determinante (»t +  « )ten  Grades

“ n
0

0 n Zeilen

0  0  . . .  b2. . .  bm
3*
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Die Bedingung für die Existenz mindestens einer gemein
schaftlichen Wurzel der Gleichungen j(x) =  0 und rp(x) =  0 
ist R  — 0.

14.) E lim in a t io n  einer Unbekannten aus zwei Glei
chungen mit zwei Unbekannten x und y. — Man ordne beide 
Gleichungen nach Potenzen der einen Unbekannten, z. B. 
von x, und bilde die Resultante aus beiden, indem man die 
Koeffizienten jener Unbekannten als bekannte Größen be
trachtet. Die Resultante verschwindet wegen des gleichzeitigen 
Bestehens beider Gleichungen. Diese Resultante, das Elimi
nationsresultat von x, ist im allgemeinen eine Gleichung vom 
m ■ n tcn Grade in y.

§ 18. H öhere num erische G leichungen und Näherungs- 
m ethoden.

1.) f(x) =  0 hat zwischen den reellen Zahlen x =  p  und 
x =  q eine gerade (einschl. 0) oder eine ungerade Anzahl 
von Wurzeln, je nachdem f(p)  und f(q) gleiche oder entgegen
gesetzte Vorzeichen haben. Jede Wurzel ist dabei entspre
chend ihrer Vielfachheit zu zählen.

2.) Es sei am der erste negative und a„ der numerisch
m

größte negative Koeffizient. Dann ist 1 +  V - a p eine o b ere  
S c h r a n k e  für die positiven Wurzeln. Vertauscht man x mit 
—x  und sucht in der neuen Gleichung wieder die obere 
Schranke für die positiven Wurzeln, so ist dieselbe mit 
negativem Zeichen versehen eine u n te r e  S c h r a n k e  für die 
negativen Wurzeln der gegebenen Gleichung.

3.) S a tz  v o n  B u d a n ( - F o u r i e r ) .  Bildet man die Reihe 
f(x), f'(x), f"(x) , . . . ,  /<n>(x) (s. § 17, 12) und setzt hierin 
x =  a und x = l ,  wobei a <  &, /(a ) 4= 0, / ( i )  =j= 0, so hat die 
Gleichung f(x) =  0 ebensoviele Wurzeln zwischen a und b, 
wie die Reihe Zeichenwechsel verliert, .wenn man von a zu 6 
übergeht, oder eine gerade Anzahl weniger. Der letzte Fall



tritt nicht ein, wenn die Gleichung nur reelle Wurzeln besitzt. 
In den Reihen evtl. auftretende Nullen bleiben fort.

4.) A lg o r ith m u s  zur B e s t im m u n g  des g rö ß ten  
g e m e in sa m e n  T e ile r s  von  f(x) und cp{x) (vgl. § 19,1).

j{x)  habe den Grad n, <p(x) den Grad m  n. Man divi
diert f(x)  durch <p(x) und erhält im allgemeinen einen von x 
abhängigen Rest cp^x) von kleinstem Grade. Nunmehr wird 
cp(x) durch <px(x) dividiert. Der im allgemeinen vorhandene 
Rest kleinsten Grades sei <p2(x). Jetzt wird cpx{x) durch <p2(x) 
dividiert usf. Man gelangt zu folgender Kette von Formeln: 

l(x) =  g(x) <p(x) +  <Pi{x),
< p ( x ) = g 1(x) <px(x) +  <p2(x),

=  &(*) <p2(x) +  <p3{x).
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Der Grad von <px(x) ist kleiner als der von cp(x), der 
Grad von <p2(%) kleiner als der von <px(x) usf. Wenn die 
Division m it einem Reste cpv(x) aufgeht, ist cp,(x )> nach
dem man durch den höchsten Koeffizienten dividiert hat, der 
gesuchte größte gemeinsame Teiler. Andernfalls gelangt man 
zu einem konstanten Rest. D ie Ausdrücke j ( z)  und <p(x) 
sind dann teilerfrcmd.

Satz von S tu r m :  j(x) — 0 habe keine mehrfachen Wurzeln. 
Man bilde nach dem Divisionsalgorithmus:

¡ { x ) =  g(x) f ( x )  — fx(x), 
f ( x ) —  9i(x ) / i ( « ) — /2(®).

Es ist wesentlich, daß man die Reste m it negativem Zeichen 
nimmt. Der letzte Rest sei /,„. Er ist, da f(x)  keine mehr
fachen Wurzeln hat, also zu f ( x )  teilerfremd ist, eine von 
0 verschiedene Konstante. Setzt man alsdann in der Reihe 
/, /', /j, /, ,  fs . . . ,  für x  einmal a, das andere Mal b (a , b 
reell und keine Wurzeln von f(x), a < , b ) ,  so hat die erste 
Reihe gerade so viel Zeiehenwcchsel mehr als die zweite,
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wie die Gleichung f(x)  =  0 verschiedene Wurzeln zwischen a 
und b hat. Ein bei a oder b verschwindendes /,. ist fortzulassen.

5.) N e w t o n s  N ä h e r u n g sm e th o d e :  Man habe durch 
Versuche oder durch Aufzeichnung der Kurve y  =  f(x) 
(s. § 86, 2) gefunden, daß «  annähernd eine reelle Wurzel der 
Gleichung f(x) =  0 ist. Dann ist im allgemeinen tx +  p  ein

besserer Näherungswert, wenn
— (<xN +  aiöc’1" 1 4--------- !- an) /(« )

V “  n a » - i + ( » -  1 )« , a " - 2 +  • • : +  «n- i  ~~ /' (* )
gesetzt wird. Wenn man nun a. - f  V an Stelle von & einführt, 
erhält man aus der angegebenen Beziehung eine weitere Kor
rektion ■p1 usf.

6.) R e g u la  fa ls i  (Fig. 1). H at die Gleichung j ( x ) — 0 
e in e  reelle Wurzel zwischen oc und [/(« ) und /( « i)  haben 
also entgegengesetzte Vorzeichen], so erhält man einen ange
näherten Wert für diese Wurzel, wenn man an Stelle des 
Schnittpunktes der Kurve mit der .X-Achse den der Sehne 
setzt, welche die zu den Abszissen x  und x 1 gehörigen Kurven
punkte verbindet; der Näherungswert lautet:



Höhere numerische Gleichungen u. Näherungsniethoden. 3 9

i if  \X = o c —    —— r  /(«  .
/(« )  — /(« i)

M it dem  neuen W ert und einem benachbarten kann das Ver
fahren w iederholt werden usf. E s ist bei algebraischen und 
transzendenten Gleichungen anwendbar.

Beispiel:
x* =  100, also 

x log x =  2 oder x log x — 1 
' j(x) =  x lo g x  — 2

0.

3
4

— 0,5686 
+  0,4082

x = 3 4 -   ̂ — 3 58 
0,98 a

3,58 +  0,0171
3,60 — 0,0027

x =  3,58 -
0,02-0,0171

0,0198
=  3 ,5 8 +  0,01727 =  3,69727 usf. 

(dio richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).
7 .) Schem a von Horner:
Zur Berechnung des Ausdrucks

a0xn +  a +  a2xn~ -  H b « n - i  x  +  an
für einen W ert x = p  b ildet man die Größen

\  — «o V +  +  i 
b2 =  p  +  a2 ,

&3 =  b2 P +  «3 >

bn = b n^ 1p +  an . 
bH is t  der gesuchte W ert. Man benutzt das Schem a

fl0 Q>\ . . . (ln—1 &n
a0 p  b1 p . . . b n^ 2p bn—.v p

■ bn. bn
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III. A b s c h n it t .

Zalilentlieorie.
§ 19. Teilbarkeit der ganzen Zahlen.

1.) E u k l i d i s c h e r  A l g o r i t h m u s :  D e r g r ö ß te  g e 
m e in s a m e  T e ile r  der positiven ganzen Zahlen a und &wird 
folgendermaßen bestimmt. Man dividiert a durch b. Der B est 
sei bv  Weiter dividiert man b durch bv  Der Rest sei b2 
Dann dividiert man b1 durch b2 usf. Dabei sei 0 <  & ,<  &„_i 
für v = l ,  2 b0 =  b, &„ + i =  0. E s gilt also:

a =  b ■q +  ,
b = & i ' i l  +  &2 >
bx =  b2 ■ q2 +  63 ,

bn—2 “  bn—1 * 4n—1 ~f" bn ,
bg—1 ~  bn • qn ,

wobei die Größen q, qlt q2, . . . ,  q„ die größten ganzen Zahlen

bedeuten, welche bzw. <  " , — , . . .  sind. Es ist 5 =  0
u Oj ¿̂2

für b >  a. b„ is t der größte gemeinsame Teiler. Die Zahlen 
a u n d i  sind te i le r f r e m d  ( r e la t iv  p r im ), falls sich bn — 1 
ergibt.

Eine von 1 verschiedene positive ganze Zahl, die nur 
durch 1 und durch sich selbst teilbar ist, heißt P r im z a h l. 
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

2.) Dann und nur dann, wenn der größte gemeinsame 
Teiler von av  «2, . . . ,  a„ in k aufgeht, ist die Gleichung

% Xi +  a2 x2 +  • — allx„ — k 
in ganzen Zahlen % , . . . ,  x n lösbar. Speziell ist <xx +  ß y  — 1 
in ganzen Zahlen x, y  lösbar, wenn <x und ß  teilerfremd sind 
(vgl. § 22).

3 .) K e t te n b r ü c h e .
a und b seien teilerfremde positive Zahlen. Aus dem Euklid - 

sehen Algorithmus ergibt sich die Kettenbruchentwicklung



? =  q +  ~  =  q +  — b2 ==q +  — 1
& & !7i +  r -  <?i +  n  ,

üi </2 ~r 7
2

■ " "  =  ,  +  i 7 + i  ,

? 2 + - • •  +  . 
5«

Unter dem p,en N ä h e r u n g sb r u c h  (o =  1, 2 , . . n) von 

^versteht man den Bruch

A “-  i  1  1
B ,  ? +  ?1 +  -  1 •

?2 +  ' "  H--------
Es ist $?—i

- 1  =  <7 .4 2 =  ± i  4»  =  H l ? 2 ±  i  +  1*
Bi  B 2 q} B3 qx qz - j -1

Setzt man A 0 =  1, B0 =  0, A t  =  q, B 1 =  1, so folgt:
X+i = ?o X + X—i , -Sj+i = $P X + X—i ;

X  B  • -1  —  B „  A q — i  =  (  1 ) ?  ,
wobei A , und B„ teilerfremd sind.

4.) Jede positive ganze Zahl a >  1 kann, abgesehen von 
der Reihenfolge der Faktoren, auf eine und nur auf eine 
Weise als ein Produkt von endlich vielen Primzahlen 
Pv V-i> • • •> Vn dargestellt werden:

a  —  ?> i‘ • P “ ’ ' P 3* • ■ • P “ ’1 •

5.) Es sei d der größte gemeinsame Teiler von a und b. 
Dann ist a - b

~ T
ihr k le in s t e s  g e m e in s c h a f t l ic h e s  V ie lfa c h e s .

§ 20 . K ongruenz der Zahlen.

1.) a heißt k o n g r u e n t  zu b m o d u lo  m,  in Zeichen 
a =  b (mod. m), 

wenn a — b durch m  teilbar ist (a, b, m  ganz, m  >  0).

Kongruenz der Zahlen. 41
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2.) Aus a =  l  (mod. m ), a =  c (mod. m)
folgt & =  c (mod. m).

3.) Aus a == b (mod. m), a' =  6’ (mod. m)  folgt

(n eine ganze positive Zahl).
4.) Es sei d der größte gemeinsame Teiler von c und m. 

Dann ergibt sich aus der Kongruenz
a • c == 6 • c (mod. m)

§ 21. Reslsysteme und Enlcr schc  Funktion.

1.) Aus der Gesamtheit aller positiven und negativen 
ganzen Zahlen (einschl. 0) kann man Systeme von m und nur 
m Zahlen auswählen, von denen je zwei mod. in inkongruent 
(nicht kongruent) sind. Ein derartiges System

heißt ein v o l l s t ä n d ig e s  R e s t s y s te m . Das einfachste ist

Jede andere Zahl ist einer von diesen mod. rri kongruent.
2.) Streicht man aus einem vollständigen Restsystem  

alle zu m  nicht teilerfremden Zahlen, so bleibt ein r e d u 
z ie r te s  R e s t s y s t e m  übrig. D ie Anzahl der einem redu
zierten Restsystem angehörigen Zahlen hängt nur von m ab 
(nicht von der besonderen Art des Systems) und wird mit 
rp(m) bezeichnet (Eulersche Funktion).

Wenn alt a2, . . . ,  a>. zu je zweien teilerfremde Zahlen 
sind und m =  Oj ■ a2 . . .  ai  ist, gilt

<p{m) =  <p(ai) • <p{<h) ■ ■ ■ <P(ai)  ■
Die Primfaktorendarstellung von m sei m  =  . . .  p*»;

a -(- a' =  & +  &'

die Kongruenz

rQ, rv  r2, . . . ,  r„,_1

0 , 1 , 2 , . . . ,  m  —  1 .



§ 22. DiopTiant i sd i e  G leichungen ersten Grades. 

Unter den Lösungen der Dioplmnüschen Gleichung 
a x — b =  m y ,

in welcher a, b, m  gegebene ganze Zahlen sind (a 4 = 0, m  >  0), 
versteht man alle ganzzahligen Wertepaare x , y ,  welche die 
Gleichung erfüllen. Es ist die ganze Zahl x also derart zu be-

stimmen, daß —  eine ganze Zahl wird. Die Lösung der
7)1

gegebenen Gleichung erfordert somit die Bestimmung von 
x  aus der Kongruenz ax  =  b (mod. m).

1.) a) Es sei a zu m  te i le r fr e m d . Man multipliziert die 
Zahlenfolge 0 ,1 , 2 , 3 , . . . ,  m  — 1
mit a und bestimmt die Reste, welche die Vielfachen bei 
Division mit m  lassen. Es sei x0 die Zahl der Zahlenfolge, 
welche mit a multipliziert einen Rest liefert, der zur Zahl 5 
kongruent ist. Dann ist jede Zahl

x ~  x0 (mod. m)  
eine Lösung der gegebenen Kongruenz (vgl. § 19,2: a = c c ,  
m — — ß,  b = 1 ) .

Die Kongruenz hat in diesem Falle eine und nur eine 
Lösung, wenn alle mod. m  kongruenten Lösungen als eine 
einzige gerechnet werden.

b) a und m  mögen den g r ö ß te n  g e m e in sa m e n  T e ile r  
d  haben. Ferner sei d auch Teiler von b. Setzt man 
alsdann

a = d a ' ,  b = d b ' ,  m — d m ’ 
und ist z  =  a;0 (mod. m') die Lösung der Kongruenz 

a 'x  =  b' (mod. m'),  
so besitzt die gegebene Kongruenz die d in bezug auf den 
Modul m  inkongruenten Lösungen

Diopliantische  Gleichungen ersten Grades. 4 3
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X = XQ
m

X = *0 + d
2 m

X = X0 + d

X = X0 +
( d - l ) m

~~d

(m od. tn).

W enn andernfalls d  n icht ein Teiler von b ist, ist die K on
gruenz unlösbar.

2 .) K e t t e n b r u c h m e t l io d e  v o n  Lagrange :  a > 0  
sei teilerfremd zu rn (im  F alle  a <  0  ersetzt m an x durch —  f ) .

m
Man entw ickelt — in einen K ettenbruch: 

a

m  l  1 1=  2 H , 1  i •
a T  j -  t

in
A

Wenn —  der Näherungsbruch ist (s. § 1 9 ,3 ) ,  lautet
B„

die Lösung der Kongruenz
x  s s  xg =  (— 1)" b A„ (m od. tu).

D ie  zu x0 gehörige Lösung der Diophanlhchca Gleichung 
a x  — b =  mrj  ist

y0 =  (- 1 )rl b Bn .
3.) M eth o d e  v o n  Euler  (Absonderung der größten Ganzen). 
Beispiel: 61 x  +  7 y  =  1000.

1000 — 61a- - . 2 x  — 1 2 x — 1
y  = ------ ~n~' =  143 — 9 xH------- = —  =  u.

u "4“ 1
3u  +  - ± l ,

u -4- 1
7

7 u + l
x =  '2  :

u =  2 v  — 1.
Dann ergibt sich x = 7 v  — 3, y =  169 — 61 v.
Läßt man v alle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhält man 
sämtliche ganzzahligen Lösungen der gegebenen Gleichung.
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§ 23. Sätze von F e r m a t  und Wil son .  Indizes.

1.) S a tz  von  F e r m a t : Jede durch die Primzahl p 
nicht teilbare Zahl a genügt der Kongruenz

flp - l  == 1  (mod. p ) .
2 .)  V e r a llg e m e in e r u n g  v o n  Euler :  Die Lösungen der 

Kongruenz
x<p(m) =  i  (mod. m),  

wo <p(?n) die Eulersche Funktion ist, werden durch alle Zahlen 
eines reduzierten Bestsystems (mod. m) gegeben.

3 .)  S a tz  von  W i l s o n :  Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß p  >  1 eine Primzahl ist, lautet

(p — 1)! =  — 1 (mod. p).
4.) x =  g heißt eine p r im it iv e  W u rze l der Kongruenz 

XV—i =  1 (mod. p)  oder kurz eine primitive WuTzel mod. p  
(p eine ungerade Primzahl), wenn p — 1 der kleinste E x
ponent ist, für den gr>~ 1 =  1 (mod. p)  ist. Die Anzahl der 
mod. p  inkongruenten primitiven Wurzeln der Kongruenz 
xP~1 =  1 (mod. p)  ist <p(p — 1).

5.) a sei eine durch die Primzahl p  nicht teilbare Zahl 
und g eine primitive Wurzel mod. p.  Dann gibt es einen 
mod. p  — 1 eindeutig bestimmten Exponenten i, für welchen

u =  if  (mod. p)  
ist. i  heißt der In d e x  von a in bezug auf g, in Zeichen

i
i  =  ind. a.

Sind a und b durch die Primzahl p  nicht teilbar, und ist 
g eine primitive Wurzel mod. p,  so ist

0 9 0
ind. a - b  =  ind. a -f- ind. b (mod. p — 1).

Für die primitiven Wurzeln g und y  (mod. p)  gilt
o o r

ind. a =  ind. y  ■ ind. a (mod. p  — 1).
Die Formeln für Indizes sind nach dem Vorhergehenden 

denen der Logarithmen analog.
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§ 24. Quadratische lteste.
1 .) p sei eine ungerade Primzahl. Je nachdem die Kon

gruenz x2 =  a (mod. p)
lösbar ist oder nicht, heißt a ein q u a d r a t is c h e r  R est  
oder N ic h t r e s t  mod. p. a möge durch p  nicht teilbar sein.

Wenn die Kongruenz lösbar ist, besitzt sic zwei und nur 
zwei mod. p  inkongruente Wurzeln x — o:0 und x = — x0 
(mod. p).

2.) K r ite r iu m  v o n  E u l e r : a ist quadratischer Rest 
oder Nichtrest, je nachdem

p —I y—1
a 2 —  1 oder a 2 =  — 1 (mod. p)

ist.
3 .) D as S y m b o l von  Legendre :  Man setzt

( “ ) =  +  l o d e r ( ‘ ) = - l ,

je nachdem a quadratischer Rest oder Nichtrest ist. Nach 
dem Eulerschen Kriterium ist

p — i  

a 2 1
p )

^ ) ( m o d .p ) .

Es gilt für c n = b  (mod. p),

und für beliebige durch p nicht teilbare Zahlen a und b:

p / \p> \ p )
4.) L em m a  v o n  G au ß:  Es sei ¡j, die Anzahl derjenigen 

unter den absolut kleinsten Resten mod. p der Zahlen
p — 1

a, 2a,  3 a , - a ,

die negativ ausfallen. Dann ist a  quadratischer Rest oder Nicht
rest, je nachdem /t gerade oder ungerade ist:
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6.) R e z ip r o z i tä t s g e s e tz :  Wenn p  und q verschiedene 
ungerade Primzahlen sind, gilt

Vgl. ferner § 28,4 (Bernoullischo Zahlen), § 28,5 (Polygonal- und 
Pyramidalzahlcn), § 33, 1 ,1 (Pythagoreische Zahlen, Auflösung der 
Gleichung a2 - f - i 2= c ! in ganzen Zahlen a, i ,  c).

IV. A b s c h n it t .

Elementare Reihen.
§ 25. A rithm etische R eihen erster Ordnung.

1.) Unter einer a r ith m e t is c h e n  R e ih e  e r s te r  O rd
nu n g versteht man die Summe

a +  (a +  d) -f- (a 2 d)  -f- - • • +  (a +  (n — l)d ) .  
Schreibt man an Stelle der S u m m e ttj +  «2 d— • +  «n

in abgekürzter Weise Z u ,  (gelesen: Summe u,  von v =  1

bis v — n), so lautet die arithmetische Reihe auch

a heißt das A n fa n g s g l ie d , d = ^ 0  die D iffe r e n z .
2.) Wenn n die Anzahl der Glieder ist, lautet das E n d 

g lie d

n

2 =  a -j- (n — l ) á  .
Die Summe der Reihe ist

{ a - \ - z ) n  [2 a  +  (n — l ) d ] n

Beispiel: l  +  2 +  3 +  , - - +  n =

2
n ( n  +  1)  

2



§ 2G. G eom etrische R eihen.

1.) Unter einer g e o m e tr is c h e n  R e ih e  versteht man 
die Summe

n
a +  aq  +  aq2 +  • • • +  aq"—1 =  Z  a q 1 .

T =  L

a ist das A n fa n g s g l ie d ,  174= 1 und 4 = 0 der Q u o t ie n t .
2.) Ist n die Anzahl der Glieder, so lautet das E n d g lie d  

der Reihe z =  aq'1—1 ,
und ihre S u m m e ist

a(qn — 1) qz — a 
S ~  q - 1  ~~ q -  1 '

a m  _  ¿111

3 .  )  r - =  a "1- 1 +  am~ - b  +  a ’» -3  &2 4-------
a — 0

+  a bm~-  +  bm~ l ,
a 2m + l  . 52m + 1
—  —  ,----------- =  a 2m -  a 2m —1 6  +  a 2 "“- 2 6 2 T  ■ • •

a  4 " o
—  a i 2 ”* - 1 4 - 6 2 m ,

/¡2m  J 2m
a2m 1 -  a-m - b 4 -  a.0-m~ 3 h- 4= • ■ ■

4 8  Elementare Reihen.

a 4 - 6
4 - ab'2"1—- — 52m- i .

4 .) W enn in der Reihe 1) ] q | <  1 ist, erhält m an für 
n -*  00 als Sum m e (vgl. §§ 87 und 93)

a

S = l = ~ q
( U n e n d l ic h e  geom etrische Reihe).

5 .) Für \ x  | <  1 g ilt

1  4 - x 4 -  x2 4 -  a? 4 -  • • • in inf. =  —- — .
1  — x

Insbesondere ist:
1 1 . 1 .  . 1
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§ 27. Z in sesz in s- und R entenrechnung.
V1.) B e z e ic h n u n g e n :  Zinsfußp°'0, Zinsfaktor <p=l-f- ——,

100
ursprüngliches Kapital a,  angewachsenes Kapital b, Zahl der 
Zinsperioden (Jahre) n,  Rente r.

2 .) Der Endwert, auf den das Kapital a in n Jahren 
durch Zinseszins anwächst, ist

b — aq'1.
3.) Der Endwert, den das Kapital a durch Zinseszins 

erreicht, wenn es am Ende eines jeden Jahres noch um r 
vermehrt oder vermindert wird, ist

7.6 =  aqn ±  —    ;.
Q 1

Wird a in n  Jahren aufgezehrt, so ist 6 =  0.
4.) Bis zum Ende des n l™ Jahres ist, wenn am E n d e  

eines jeden Jahres die Zahlung r erfolgt, die Summe er- 
reicht: ; r ( 3’* - l )

? - 1  5
wenn aber die Zahlung am A n fa n g  eines jeden Jahres 
erfolgt: _  rq ( q n — 1)

— q — 1
5.) Das Ablösungskapital (Mise) einer n mal am Jahres

ende wiederkehrenden Rente ist
. „ ff" - 1  f ( ,  1 '

(q — l ) q n q - l \  qn)
Das Ablösungskapital einer immerwährenden Rente erhält 
m anfürw-> oo. Sein Wert ist

r

ü ~  q - 1 '
6.) Amortisation: Ein geliehenes Kapital soll in n  Jahren 

dadurch abgetragen werden, daß am Ende eines jeden Jahres 
dieselbe Rat bezahlt wird. Das Kapital bzw. der Restbetrag 
wachse dabei um p°/o (Zinsfaktor q) jährlich an. Die jährliche 

E ö t k l e n - E l n g l e b .  M atbem atische Form elsam m lunR. 4
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Rate setze sich aus p°/0 für das Anfangskapital berechnete 
Zinsen und einem Amortisationssatz von p ^ ja des Anfangs
kapitals zusammen. Dann lautet die Bedingung dafür, 
daß das Kapital am Ende des n-ten Jahres getilgt ist:

? n  —  -  +  1 .
Vi

§ 28. Arithm etische R eihen höherer Ordnung.
1.) Gegeben seien die Glieder einer Reihe (die Folge)

2/o 2/i 2/a 2/s 2/■>••■ 2/»•
Man bezeichnet als 1 .  D if f e r e n z e n r e ih e  die Reihe mit den 
Gliedern A y  ̂ A y  ̂ A y  ̂ A  ^  A y ^  ^

als 2. Differenzenreihe die Reihe mit den Gliedern
2l 22/o A 2y 2 . . .  zl2i/„_2 ,

als 3. Differenzenreihe die Reihe m it den Gliedern
¿l32/o A 3Vi ■ • • -432/n-3

usf., wobei , , ,  . .
2 l r  1 2Im  —  y m + l  y m

gesetzt ist. Die 0“' Differenzenreihe ist mit der gegebenen
identisch.

Sind die Glieder der rten Differenzenreihe konstant und
0, so heißt die gegebene Reihe „

2/o +  2/i +  2/a +  ' '  ’ +  2/« — ¿V»
v = 0

eine a r it h m e t is c h e  R e ih e  rtcr O rd nung.
2.) Es gilt

! / .  “  Vo +  ( , )  A ’Jo  +  ( 2)  +  ( 3)

Wenn die Reihe mit ?/, anfängt, ist:
/ « - 1 \  . . f n - 1 )  / i 2 j / ^ ( n - l )



3.) Die S u m m e d er G lied er  von  y 0 b is  zum  G lied  
¡jn (einschließlich) ist:

« . - P t V C t W C iV *
. +  ” ' +  (” + l) ä ' , J "

oder wenn die Reihe m it y1 beginnt:

» =  (” ) Vl +  ( 3 ) A V l +  ( 3 ) A *Vl +  ' ’ ' +  l r +  l )  A ‘ &  '

4.) I 2 +  22 +  32 +  • • • +  u2 =  J (2 n +  1) (n +  1) • n ,

l 3 +  23 +  33 H (n +  l ) 2 -n 2 .
4

Bezeichnet man allgemein m it S » 1 die Summe der klm 
Potenzen der Zahlen von 1 bis n,  also

1* +  2* +  3* 4 H n =  S fnk>,
so ist

Arithmetische Reihen höherer Ordnung. 51

l k \  B.
+  ( 5 )

wobei die Größen Blt B2, B3, . . .  Bernoullischc Zahlen heißen. 
Es ist

ß i = 0* 02 =8 80 ’ ^  =  42 ’ Bi  =  3 0 ’

n _  5 _  691 r _ Z r _ ml
B 5 - c g , 2730 ’ 7 ~  6 ’ 8 “  510 ‘

Die Bernoullischm Zahlen genügen der Rekursionsformel:

, 2 „  + 1 )  _  2 »  +  l j  + . . .  +  l r . ,  ( 2 »  + 1 ) B j
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5.) Figurierte Zahlen,
a) Polygonalzahlen.

Dreieckszahlen: 1, 3, 6, 10, 15, . .  . ,  -)- 1 Q ) ,

Viereckszahlen: 1, 4, 9, 16, 25, . . . ,  ^ j  +  2 =  n2 ,

Fünfeckszahlen: 1 ,5 ,1 2 ,2 2 ,  3 5 , . . . ,  (^j +  3 (Fig. 2),

r-eckszahlen: (? ) +  (r — 2) U

Fig. 2. Fig. 3.

b) Pyramidal zahlen.

Dreiseitige: 1, 4, 10, 20, 35...........("  +  *) +  l ( H +  X)(Fig. 3),

vierseitige: 1, 5, 14, 30, 5 5 , . . . J  X) +  2 ^  ,

fünfseitige: 1, 6, 18, 40, 7 5 , . . ^  ^  *) +  3 ^  ^  *) ,

r-seitige: (W +  *) +  (r - -  2 ) f ‘ +  Lj .
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§ 29. Interpolation bei arithm etischen R eihen.

Sollen bei einer arithmetischen Reihe rtor Ordnung, deren 
allgemeines Glied durch die Formel y n gegeben ist (s. § 2 8 ,2 ) ,  
zwischen je zwei Glieder p  weitere Glieder so eingeschaltet 
werden, daß die neue Reihe wieder eine Reihe rtcr Ordnung 
ist, so geschieht dies, indem man in dem Ausdruck für das 
allgemeine Glied für n der Reihe nach

1 J _  3 p  1
p -(-1  ’ p -f- 1 ‘ p +  1 ’ ' ’ ’’ p  +  1 ’ p  +  1 '

1 +  v T  ’ —  ’  ̂ t ITT ’ ‘ ‘P + l  P + l
setzt. Die Schlußdifferenz der neuen Reihe ist

Häufig ist es zweckmäßig, nur so viel Glieder der neuen 
Reihe zu berechnen, daß sich daraus die Anfänge der Diffe
renzenreihen ergeben, und dann die Reihe von der Schluß
differenz aus weiter zu berechnen. (Weiteres über Inter
polation s. § 8 6 ,4 .)

V. A b s c h n it t .

Ebene Geometrie.
§ 30 . Säize über den K reis.

1.) Ein P e r ip h e r ie w in k e l (Umfangswinkel) ist die 
H älfte des Z e n tr iw in k e ls  (Mittelpunktswinkel) über dem
selben Bogen. Alle Peripheriewinkel über demselben Bogen 
sind einander gleich (Fig. 4).

2.) Jeder S e h n e n ta n g e n t e n w in k e l  ist gleich dem 
Peripheriewinkel auf dem vom Sehnentangentenwinkel nicht 
eingeschlossenen Bogen (Fig. 4):

a  =  « ',  ß  =  ß'.
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Jeder Umfangswinkel über einem Durchmesser ist gleich 
90° (Satz des Tlialcs).

Der geometrische Ort für die Spitzen aller Dreiecke auf
derselben Seite der gemein
samen Grundlinie c m it dem
selben Winkel y  an der Spitze 
ist der Kreisbogen m it der 
Sehne c und dem auf der 
anderen Seite von c gelegenen 
Sehnentangentenwinkel y.

3.) Im S e h n e n v ie r e c k  
ist die Summe zweier gegen
überliegender Winkel gleich 
der Summe der zwei anderen, 

Fig. 4. also gleich 2R und umge
kehrt.

4.) Im T a n g e n te n v ie r e c k  ist die Summe zweier 
gegenüberliegender Seiten gleich der Summe der zwei anderen 
und umgekehrt.

§ 31. Proportionalität von Strecken. Ä hnlichkeit.

1.) Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind die

Abschnitte auf dem 
einen Schenkel pro
portional den ent
sprechenden auf dem 
anderen und umge
kehrt. Die Parallelen 
verhalten sich wie 
die zugehörigen Schei- 

P'  telabschnitte dessel-
F'S- ”• ben Schenkels.

2 .) D ie Halbierungslinie eines Winkels im Dreieck teilt
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die Gegenseite innerlich im Verhältnis der Anseiten. Die 
Halbierungslinie des Außenwinkels teilt sie äußerlich in dem
selben Verhältnis und umgekehrt (Fig. 5): 

j) : q =  p 1 : q' =  a :b.
3.) V ie le c k e  mit gleicher Seitenzahl heißen ä h n lich , 

wenn entsprechende Winkel einander gleich und entsprechende 
Seitenpaare proportional sind.

4.) Zwei D r e ie c k e  s in d  ä h n lic h , wenn
a) zwei Seitenpaare proportional und der eingeschlossene 

Winkel gleich,
b) zwei Winkel gleich,
c) die drei Seitenpaare proportional,
d) zwei Seitenpaare proportional und die Gegenwinkel 

des größeren Seitenpaares gleich sind.
Wenn eine Seite eines Dreiecks der entsprechenden in 

einem ähnlichen Dreieck gleich ist, so sind beide Dreiecke 
k o n g r u e n t , d. h. sie lassen sich zur Deckung bringen. Die 
Ähnlichkeitssätze gehen alsdann in die Kongruenzsätze über.

5.) Zwei Höhen eines Dreiecks verhalten sieh umgekehrt 
wie die Seiten, auf denen sie senkrecht stehen:

ha : h b : he =  —: -•• =  Ic : ac : ab .
a o c

6.) a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
mittlere Proportionale zwischen der Hypotenuse und dem 
anliegenden Hypo
tenusenabschnitt 
(Fig. G):

p : a — a : c ,
q : l  =  b : c .
b) Die Höhe 

eines rechtwink- ^
ligen Dreiecks ist c
mittlere Propor- Fig. 6.
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tionale zu den Hypotenusenabschnitten (Fig. 6): 
p  : h — h : q .

7.) Zwei P a r a lle lo g r a m m e  sind ähnlich, wenn zwei 
entsprechende Winkel gleich und die sie einschließenden 
Seitenpaare proportional sind.

8.) Ein Vieleck heißt regelmäßig (regulär), wenn es nur 
gleiche Seiten und gleiche Winkel besitzt. R e g e lm ä ß ig e  
V ie le c k e  sind ähnlich, wenn sie die gleiche Seitenzahl haben.

9.) a) Durch die Diagonalen aus zwei entsprechenden 
Ecken werden zwei ä h n lic h e  V ie le c k e  in paarweis ähn
liche Dreiecke zerlegt.

b) Werden zwei Vielecke durch die Diagonalen aus zwei 
Ecken in paarweis ähnliche in gleicher Reihenfolge liegende 
Dreiecke zerlegt, so sind die Vielecke ähnlich.

10.) Die Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten sich wie 
entsprechende Längen; die Inhalte ähnlicher Vielecke ver
halten sich wie die Quadrate entsprechender Längen.

11.) a) Zwei n-Ecke A v  A2, . . . ,  A n und ß l , B2, . . . ,  B n 
befinden sich in p e r s p e k t iv is c h e r  L a g e , wenn die Geraden 
A J i j, A.ZB%, . . . ,  A„Bn sich in einem Punkte S  schneiden. 
S  heißt Z en tru m  der Perspektivität, alle durch S  gehenden

71 Geraden heißen S tr a h 
len  der Perspektivität.

b) Befinden sich

S y  zwei «-E cke in bezug
- auf S  in perspektivi

scher Lage und sind 
n — 1  in bezug auf S  in 
perspektivischer Lage 
befindliche Seitenpaare, 
von denen keines mit 
einem Strahlenpaar zu
sammenfällt, einander
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parallel, so ist auch das ntc Paar parallel und die Vielecke 
sind ähnlich.

c) Sind zwei Vielecke ähnlich und zwei entsprechende 
Seitenpaaxe parallel, so sind auch die übrigen parallel und die 
Vielecke sind in perspektivischer Lage.

12.) a) S e k a n te n s a tz :  Schneiden sich zwei Sekanten 
eines Kreises, so ist das Produkt der Abschnitte der einen, 
vom Schnittpunkt aus gemessen, gleich dem Produkt der 
Abschnitte der anderen Sekante (Fig. 7):

Der Schnittpunkt kann innerhalb und außerhalb des Kreises 
liegen.

b) S e k a n te n -  
T a n g e n te n s a tz :

Eine Tangente eines 
Kreises werde von 
einer Sekante ge
schnitten. Dann ist 
das Quadrat des Tan- 

gentefiabsclmitts 
gleich dem Produkt 

der Sekantenab
schnitte (Fig. 7): 

ii = s 1 - s 2 .
a

13.) An einen Kreis vom Radius -  sei eine Tangente voij
u

der Länge a gelegt (die Länge von dem Berührungspunkt 
aus gerechnet). Es sei x  der kürzere Abschnitt der vom End
punkt der Tangente durch den Mittelpunkt des Kreises 
gezogenen Sekante. Dann gilt a : x — x : (a — x).  ( S t e t ig e  
T e ilu n g  der Strecke a, g o ld e n e r  Schnitt, vgl. § 2 ,9 ;  
s. Fig. 8.)

Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis gleich 
dem größeren Abschnitt des stetig geteilten Schenkels, so
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is t der Winkel an der Spitze 2/5 R und umgekehrt. (Bestim
mungsdreieck des regelmäßigen Zehnecks.)

S 22. Pythagoreische Siitze.

1.) Das Quadrat über einer Kathete eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und 
dem anliegenden Hypotenusenabschnitt (vgl. § 31, 6 a).

2.) Das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen
abschnitten (vgl. § 31, 6 b).

3.) P y t h a g o r e i s c h e r  L e h r sa tz :  Im r e c h tw in k l ig e n  
D r e ie c k  ist das Quadrat über der Hypotenuse gleich der 
Summe der Quadrate über den Katheten (vgl. § 3 3 ,1 1 a).

4 .) A llg e m e in e r  P y th a g o r e is c h e r  L e h r sa tz :  Kon
struiert man über den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks 
ähnliche Figuren, so ist die Figur über der Hypotenuse gleich 
der Summe der Figuren über den Katheten.

5 .) P y th a g o r e is c h e r  L e h r s a tz  fü r  d as s c h ie f 
w in k lig e  D r e ie c k :  Das Quadrat über einer Dreiecksseite 
ist gleich der Summe der Quadrate der ändern Dreiecksseiten 
vermehrt oder vermindert um das doppelte Rechteck aus 
einer dieser Seiten und der Projektion der ändern auf sie, 
je nachdem der Gegenwinkel der ersten Seite stumpf oder 
spitz ist (vgl. § 33, I 1 c).

§ 38 . L ängen- und FJäehenbereclm ungen.

I. U n r e g e lm ä ß ig e  V ie le c k e .
1.) D a s  D r e ie c k .
B e z e ic h n u n g e n :  a, i ,  c Seiten; a , ß,  y  Gegenwinkel; 

ha, h,„ hc H öhen; r  Radius des umschriebenen Kreises; o Ra
dius des Inkreises; Qa,Qb,Qc Radien der Ankreise; ma, m b, m c 
Mittellinien; wa, Wß, wr  Halbierungslinien der Innenwinkel; 

wr Halbierungslinien der Außenwinkel; ta, tb, Q Ab-
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schnitte, in welche die Berührungspunkte des Inkreises die

Seiten teilen; J  Flächeninhalt; s =
a -j- b -j- c

a) R e c h tw in k lig e s  D re ieck .
y = 9 0 ° ;  a, b Katheten, c Hypotenuse.

a - b  , ab c
a? +  V ,  J==

a-(- 6-
Qa'-

a +  c-
' T Qt>-

2 ’
a + b  +  cb +  c— a

2 , c “ 2 ’ K0 ' 2 2 ' 
Sind u und v ganze positive Zahlen (u >  v), so ergeben sich die 
r a t io n a le n  rechtwinkligen Dreiecke (Pythagoreische Dreiecke) 
aus c — us +  v2, a =  u2 — v2, b =  2 u v .

u V U2 -j- V2 =  c u2 — v 2 —  a 2 u v  =  b

2 1 5 3 4
3 1 10 8 6
3 2 13 5 12
4 1 17 15 8
4 2 20 12 16
4 3 25 7 24
5 1 26 24 10
5 2 29 21 20

b) G le ic h s c h e n k lig e s  D re ieck .
a — b (Schenkel), c Grundlinie (Basis).

K  =  2 V 4«2 -  c2 - J-- | / 4 a2 — c2 ,
2 .7

•2 h ’ Q =
c(2a — c)

1  h T ’ Qa = h ’ Q,

ha= h =  .
(X

c(2 a - f  c)

c) A llg e m e in e s  D re ieck .
ap =  bq (p Projektion von b auf a, q Projektion von a 

auf b).
c2— a2-{-b2::f 2 b q  (Pythagoreischer Lehrsatz für das schief-



winklige Dreieck). Es gilt das negative oder positive Zeichen, 
je nachdem y  90° ist.

a2 — b2 =  p2 _  q2 ^  Und Projektionen von a und b 

' auf c).
a 2 +  b2 —  c2 a 2 +  b2 —  e2v =  _ _  , 3 =  p .  ,

bc ab c ah tl
a = 2 7 ’ r =  4 7 ’ T  ’

«/ =  j / s ( s  — a ) ( s  — 6) ( s  —  c) =  |  } /4  a2 i 2 — (a2 +  &2 — c2)2 .

_  2 J   2 J   1 _ 1
e _ a +  6 +  c ’ ?<l “  6 +  c -  a ’ pa o6 gc ’ 

. /  =  ß s  — pa( s -  0), J 2 =  P0op6ßc , ¡?a +  e t +  0C -  (? =  4r.

ma =  j / *  (ö2 +  c2 -  2 ft2) • w « +  mi +  mc =  4 («2 +  b2 +  <?)■

wa =  f—-—  j / i  c (a +  i  +  c) (— a +  6 +  c ) , 
o c

io'x — r—~—  ]/i> c (a +  b — c) (a — 6 +  c ) . 
o —  c

Bezeichnen u, v  bzw. u', v' die Abschnitte, welche iva bzw. v)'a 
auf a erzeugt, gemessen von den Endpunkten von a aus, 
so gilt:

w:i  =  b c — uv ,  w32 =  uv' — bc.
Da im schiefwinkligen Dreieck keine Seite eine bevorzugte 

Stellung einnimmt, ergeben sich weitere richtige Formeln, wenn man 
gleichzeitig a durch b, b durch c, c durch a, a durch ß , . . .  ersetzt 
(Z y k lisc h e  V e r ta u sc h u n g ). Auf die durch zyklische Ver
tauschung erhaltenen Formeln kann nochmals zyklische Ver
tauschung angewendet werden. Man erhält z. B. in dieser Weise aus

ha =  die weiteren Formeln hb =  hc= % - ,
“ 2 r 2 r 2 r

2.) D as P a r a lle lo g r a m m .
a, b Seiten, ha, h  Höhen, dlt cl2 Diagonalen, J  Inhalt.

6 0  Ebene Geometrie.
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J  — (X ha — h hi))

dUi  =  1 *  +  62±  2 a |/& V -1 2.
Im gleichseitigen Parallelogramm (R h o m b u s) stehen die 
Diagonalen aufeinander senkrecht.

3.) D as T rapez.
a, & parallele Seiten, c, d nichtparallele Seiten (Schenkel), 

h Hühe, J  Inhalt, s =   ----- — .'
Li

r_  (« +  6) ä  
2 ’

h — - - }/s(s — a +  &) (s — c) (s — d).

Diagonale vom Eckpunkt (ac) nach (&d):

ac2 — ¿>d2
& + a — b

4.) D a s S eh n e n v ie r e c k .
a, &, c, d Seiten, zyklisch geordnet, r Radius des umschrie

benen Kreises, J  Inhalt, du d, Diagonalen, s =  cilT ^

J =  l/(s  — a) (s — 6)(s — c) (s — d ) , 

r — Y z ] / ( a b c d )  ( a c b d ) ( a d - f b c
JL J

Diagonale dj vom Eckpunkt (ab) nach (cd):

* . =  |l l-
ib +  c d ) ( a c  +  bd)  

a d  +  bc

Satz des Ptolemaeus: d1d2 =  ac  +  bd.
Ist das Sehnenviereck gleichzeitig ein Tangentenviereck,

so gilt



62  Ebene Geometrie.

J  — y a b  c d.

Weitere Formeln s. § 46.

II. R e g e lm ä ß ig e  V ie lec k e .

B e z e ic h n u n g e n : a Seitenlange, r Radius des um
schriebenen Kreises, q Radius des einbeschriebenen Kreises, 
d Diagonale, J  Inhalt.

Ist n die Anzahl der Seiten, so beträgt der zu einer Seite 
4

gehörige Zentriwinkel R  und der Polygonwinkel (Innen

winkel) 2Zi-— 1 R. 
n

1.) D re ieck .

A =  ! | / 3  =  ^ r = 3 q (Höhe),

2 _ ci ,
r =  3 7l== y l  3 = 2  Q,

h a i/a r
* =  T “  6 l / 3 =  2 1

J = | l / 3 =  | j / 3 = ™ l / 3 = 3 o 2 l / 3 .

2.) S ech seck .

r = a = j ß  \r i , Q = ~  1/3 =  y  |/3 ,  

J = 3| : , / 3 = ^ V 3 = 2 e2 l /3 .

3.) Q uadrat.

r = j | V 2 =  e ] | ,  ? = 2 = y l / 2;

J =  a2= 2 r 2= 4 ?2 .
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4.) A ch teck .

r = |g - 1/4 +  2 7 2 ' =  p 1/4 -  2 | / 2 ,

f ? =  f -  ( 1/2  +  1 ) =  | l / 2  +  p

a =  r ] / 2 - J / 2  =  2$  ( } / 2 - l ) ,
J  =  2 a2 (|/2  +  l )  =  2 r2[/2 =  8 p2 (j/2  — l )  .

5 . )  F ü n feck .

r =  iö J / 5 0 + 1 °  ^ = e ( V 5 -  1 ) .

J = ^ ) / 25 +  l Ö i ^ = | ( l / 5 +  1),

0 =  2 ] / 1 0 - 2 ) / 5 =  2 p | / 5 -  2 -|/5, 

■= J  ( |/5  +  1) =  j  YlO  +  2 | / 5 =  p

J  =  “!  \ /  25 +  1 0 1/5 =  1/10 +  2 1/5 =  5p2] / ^ T j 7 ! .

6.) Z ehneck .

r =  y  ^  + x) =  f  y &0 - 10 v ^ ,

0 =  j  V 5 +  2 1 /5  =  -1  y i O + 2 1 / 5 ,  

a =  L  ( y  5 -  | | =  ]'25 -  1 0 7 ¥ ,

J  =  5| -  l / 5 +  2 ] /5 =  ~  ]/10 — 2 )/5  =  2p2 ] / 2 5 - 1 0 l / 5 .

III. D er K reis.
1.) Es ist ti=  3 ,1 4 1 5 9 ... der halbe Umfang des Kreises

22
mit dem Radius 1 . Näherungsweise ist 71 =  —  .o ?
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D er U m fan g  des V o llk r e ise s  m it dem Radius r ist 
u =  2 m .

2.) Unter dem B o g en m a ß  b =  arcß  des Winkels ß  ver
steht man die Länge des zum Mittelpunktswinkel ß  gehörigen 
Bogens des Kreises mit dem Radius 1:

h = 'dXCß = l ^ ß ’
ß = 0» 1 ° 45° 90° 180« 270° 360°

0
71 71 71 3 71

2 71 .b =
180

_ _

2 7 1 2
In einem Kreise vom Radius r gehört zum Winkel ß  der 

Bogen

u* = r - m ° - ß = z r h -
3.) Der Inhalt des vom Mittelpunktswinkel ß  gebildeten 

Kreissektors ist

Der In h a lt  des V o llk r e ise s  ist 
J  =  r2n .

§ 84 . B esondere L inien und Punkte am  Dreieck.

In einem Dreieck schneiden sich:
1.) die M it te l lo te  zu den  S e ite n  in einem Punkt, der 

von den Ecken gleiche Entfernungen hat (U m k r e is m it te l
p u n k t 0 );

2.) d ie  H a lb ie r u n g s lin ie n  der W in k e l in einem Punkt, 
der von den Seiten gleiche Entfernungen hat ( I n k r e is m it t e l
p u n k t M);  desgleichen die Halbierungslinie eines Winkels und 
die der beiden Außenwinkel an der Gegenseite (A n k re is
m it te lp u n k te  M a, M b, M c)\

3.) die S c h w e r lin ie n  (Seitenhalbierende Transversalen)
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in einem Punkt und teilen sich (von den Eckpunkten aus ge
rechnet) gegenseitig im Verhältnis 2 : 1  (S ch w erp u n k t £ );

4.) die H ö h en  in einem Punkt (H ö h e n s c h n it tp u n k t  H). 
In einem Dreieck liegen:
5.) der Iiölienschnittpunkt, der Schwerpunkt und der Um

kreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist hierbei H S : SO 
=  2 : 1 ;

6.) die drei Fußpunkte der Höhen, die drei Halbierungs
punkte der Seiten und die drei Halbierungspunkte der oberen 
Höhenabschnitte auf einem Kreis (Feuerbaehchm- Kreis). 
Sein Mittelpunkt halbiert die Strecke HO.

§ 35. Gerichtete Strecken und W inkel. Verhältnis und  
D oppelverhältnis.

1.) Auf einer Geraden werde eine Richtung als positive 
festgelegt. Die entgegengesetzte Richtung ist die negative. 
Dann gibt man der absoluten Länge A B  einer Strecke der Ge
raden ein positives Zeichen, wenn die Durchlaufung der Strecke 
von A  nach B  im positiven Sinne und ein negatives Zeichen, 
wenn sie im negativen Sinne erfolgt. Eine in dieser Weise 
mit einem Vorzeichen versehene Strecke heißt g e r ic h te te  
S tr e c k e  und wird mit

A B
bezeichnet, wobei die Reihenfolge der Buchstaben und der Pfeil 
die Durchlaufungsrichtung der Strecke angeben *).

2.) Sind A , B , C  beliebige Punkte einer gerichteten Ge
raden, so gilt _)_

A B  =  -  B A ,

A B  +  B C  + G A  = 0 .

^ 3 .)  Der Punkt G teilt die Strecke H R  im V e r h ä ltn is  Z :l,
*) A ß  b edeu te t d ie gesam te Gerade durch  d ie P u n k te  A  und  B, dagegen

A B  d ie absolu te  und  A H  die gerich te te  S trecke ,’ d ie  von den P u n k ten  A  und B  
begrenzt w ird.

B i i r k l e n - l t i n g l e b ,  M athem atische  Form elsam m lung. p
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wenn —

C B
ist. Der Wert des Verhältnisses ist von der Richtung der Ge
raden unabhängig.

Man erhält die Werte, welche X annimmt, wenn C  die Ge
rade AB  in der Richtung A-+B  vollständig durchläuft (s. Fig. 9), 
aus folgender Tabelle:

Bewegt sich C j  so nimmt X
von oo bis A

A  „ B
B „ oo

die negativen Werte von — 1 bis 0 an,
„ positiven „ „ 0 „ oo „ ,
„ negativen „ „ co .

C“ 00 ........... •'v f ...........................ß  -   o o
-o -

l  = - i .................0 .......................+  o o - .................- /

Fig. 9.

B em erk u n g: Damit jedem Punkte der Geraden nur ein 
Wert X und umgekehrt jedem Werte X nur ein Punkt der Geraden 
entspricht, ist hierbei angenommen worden, daß eine Gerade 
nur einen unendlich fernen Punkt (co) besitzt, und daß die 
über alle Grenzen wachsenden und die über alle Grenzen ab
nehmenden Zahlen einem und demselben Werte oo zustreben.

4.) Unter dem D o p p e lv e r h ä ltn is  der P u n k teM jB .G , D  
einer Geraden versteht man den Wert

A C  A D  „ s in -  
ii =  - - - - -  :  —  —  ( / I B C D ) .

C B  D B
Die Reihenfolge der vier Punkte ist wesentlich. Die Punkte 
A  und B  einerseits und C und D  andererseits heißen z u g e 
o r d n e t  oder k o n ju g ie r t .  Das Doppelverhältnis ist unab
hängig von der Richtung der Geraden.

Das Doppelverhältnis ändert sich nicht, wenn man I.) die
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ersten beiden Punkte m it den beiden letzten oder II.) die 
ersten beiden Punkte unter sich und gleichzeitig die letzten 
beiden unter sich vertauscht oder III.) beide Vertauschungen 
gleichzeitig ausführt:

{ A B C D ) =  ( C D A B )  =  (B A D C ) =  ( D G B A ) .
Von den für die Punkte A B C D  möglichen 4 1 = 2 4

verschieden: 
u

u — 1 ’

( A B D C )  =  - ,  ( A C D B ) =  r— , ( A D B C ) = - ~ - - .
-L fjj

Die Werte von ju, welche angenommen werden, wenn D  die 
Gerade in der Richtung A  C  ■■•> B  vollständig durchläuft, 
erhält man aus folgender Tabelle (s. Fig. 10):
Bewegt sich D so nimmt / i

Doppelverhältnissen sind daher höchstens 6 

[ A B C D ) =  f i ,  ( A G B D ) = 1 - f i ,  ( A D C B )  -- 

1

von oo bis A die negativen Werte von -
AC

C B
bis oo an

„ Ä
„ c

„ o
„ B

„ positiven „
j) j> n >)

00
1

n I »> 
„ 0 „

„ B ,, °° „ negativen „ 0
A C

Z) = OO....... A ............C ............... . . . R . .... 30

1 1 , - 4 1 -  
r  c b

. . .  1 o AC
CB

Fig. 10.
5.) Unter dem D o p p e lv e r h ä ltn is  von  v ier  S tr a h le n  

a , b , c , d ,  wo a und b einerseits, c und d andererseits z u g e 
o r d n e t  (k o n ju g ie r t )  sind, versteht man den Wert:

sin (a c) sin (a d )

sin (c b) sin (d b)
(ab c d ) .
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Hierbei sind (a c ) , . . .  die (g e r ic h te te n )  W in k e l zwischen 
den Strahlen a und c , . . . .  Sie werden dadurch bis aul 
Vielfache von 2 n  eindeutig bestimmt, daß man jedem Strahl

eine positive Richtung erteilt und z. B. als Winkel a c  
zwischen den Strahlen a und c denjenigen Winkel bezeichnet, 
um welchen man den Strahl a im positiven Sinne drehen 
muß, damit er seiner Richtung nach m it c zusammenfällt. 
Die Winkel werden im entgegengesetzten Uhrzeigerdrehsinn po
sitiv gerechnet. Das Doppelverhältnis /a ist unabhängig davon, 
welche Richtungen auf den Strahlen man als positiv festsotzt.

6.) Werden vier Strahlen a, b, c, d von einer Geraden bzw. 
in den Punkten A,  B,  G, D geschnitten, so ist 

( A B C D )  =  (ab c d ) .

§ 36 . H arm onische T eilung.

1.) D ie Strecke H B  wird durch die Punkte G und D  h ar
m o n isc h  geteilt, wenn das Doppelverhältnis 

( A B C D )  =  — 1 ,
wenn also

A  C _ _ A ~ D  

C B  D B

ist. G ist innerer, D äußerer Teilpunkt der Strecke A B .  Die

Strecke C D  wird durch A  und B  ebenfalls harmonisch geteilt. 
A, B,  G, D  heißen vier harmonische Punkte, wobei A  und B  
einerseits, C und D  andererseits z u g e o r d n e t  (k o n ju g ie r t )  
sind.

C und D  teilen die Strecke A B  innerlich und äußerlich 
in demselben absoluten Verhältnis; denn setzt man

A C  . A D
so ist — r =  — X .

C B  D B
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2.) Gehen die Strahlen eines Büschels durch vier harmo
nische Punkte, so heißt dasselbe ein h a r m o n isc h e s  B ü sc h e l;  
je zwei Strahlen, welche durch zwei zugeordnete Punkte 
gehen, heißen selbst zugeordnet.

Für vier harmonische Strahlen ö, b, c, d g ilt (abcd) — — 1.
3.) Jede Gerade schneidet ein harmonisches Büschel in 

harmonischen Punkten.
4.) Zu einem Teilpunkt einer Strecke gibt es nur einen 

harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teilstrahl eines 
Winkels gibt cs nur einen harmonisch zugeordneten Strahl.

5 .) Der zum Halbierungspunkt einer Strecke harmonisch 
zugeordnete Punkt ist der unendlich ferne Punkt; der zur Hal
bierungslinie eines Winkels harmonisch zugeordnete Strahl 
ist das L ot zur Halbierungslinie.

6.) a) Wenn man zu einem Strabl eines harmonischen 
Büschels eine Parallele zieht, so wird das Stück derselben 
zwischen dem ändern Paar zugeordneter Strahlen von dem 
zum ersten zugeordneten Strahl halbiert.

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines Büschels 
auf einer Geraden gleiche Strecken abgeschnitten, und ist 
der vierte Strahl dieser Geraden parallel, so bilden die vier 
Strahlen ein harmonisches Büschel. (Bestimmung des vierten 
harmonischen Punktes bzw. Strahles zu drei gegebenen.)

7.) Wenn M  der Halbierungspunkt der durch G und D 

harmonisch geteilen Strecke A B  ist, ergibt sich

A M *  =  W c  ■ M D .
8.) a) Vier Punkte A , B , C , D , von denen nicht drei in 

gerader Linie liegen, und ihre 6 Verbindungsgeraden bilden 
die Ecken und Seiten des v o l l s t ä n d ig e n  V ie r e c k s  jLBCD. 
Diejenigen Schnittpunkte L,  M,  N  der Seiten, welche nicht 
m it den Ecken identisch sind, heißen D ia g o n a lp u n k te .  
Sie bilden das D ia g o n a ld r e ie c k . Die Verbindungsgeraden
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Fig. 11.

der Diagonalpunkte sind die Seiten des Diagonaldreiecks. 
Eine Seite des Diagonaldreiecks bestimmt m it zwei Seiten

des Vierecks je einen 
Schnittpunkt (Fig. 11).

b ) Vier Gerade a,b,c ,d,  
von denen nicht drei durch 
einen Punkt gehen, und 
ihre 6 Schnittpunkte bil
den die Seiten und Ecken 
des v o l l s t ä n d ig e n  V ier- 
s e i t s  ab cd.  Diejenigen 
V erbindungsgeraden l, m, n 
der Ecken, welche nicht 
m it den Seiten identisch 
sind, heißen D ia g o n a le n .  
Sie bilden das D ia g o n a l-  
d r e is e it .  D ie Schnitt

punkte der Diagonalen sind die Ecken des Diagonaldreiseits. 
Eine Ecke des Diagonaldreiseits bestimmt mit zwei Ecken 
des Vierseits je eine Verbindungsgerade (Fig. 12).

9.) a) In einem voll
ständigen Viereck gehen 
durch jede Ecke des D ia
gonaldreiecks vier harmo
nische Strahlen. Auf jeder 
Seite eines vollständigen  
Vierecks und auf jeder 
Seite des Diagonaldreiecks 
liegen vier harmonische 
Punkte.

b) In einem vollstän
digen Vierseit liegen auf 
jeder Seite des Diagonal- 

FS,,. io . dreiseits vier harmonische
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Punkte. Durch jede Ecke eines vollständigen Vierseits und 
durch jede Ecke des Diagonaldreiseits gehen vier harmo
nische Strahlen. (Vgl. § 65, 3.)

10.) Der geometrische Ort für die Spitzen aller Dreiecke auf 
derselben Seite der gemeinsamen Grundlinie c mit demselben 
Verhältnis X : 1 für die Seiten a und l  ist der Halbkreis über 
der Strecke zwischen den beiden Punkten, welche c innerlich 
und äußerlich im Verhältnis X : 1 teilen (Satz des Apullonius).

§ 37. K rcispolaren.

1.) Sind A , B , P , Q  vier harmonische Punkte und be
schreibt man über A B  als Durchmesser einen Kreis und er
richtet in P  ein Lot auf AB,  so heißt dieses Lot die P o la r e  
des P o le s  Q in bezug auf den Kreis. Ebenso ist das Lot 
in Q die Polare von P.  Zu einem Pol gehört nur eine Polare 
und umgekehrt (s. Nr. 2). Zwei Punkte heißen h a r m o n isc h e  
(r ez ip ro k e ) Pole, wenn jeder auf der Polaren des anderen 
liegt. Zwei Gerade heißen harmonische (reziproke) Polaren, 
wenn jede durch den Pol der anderen geht.

2.) Die Berührungssehne der von einem Punkt an einen 
Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes Punktes. Eine 
Tangente ist Polare ihres Berührungspunktes.

Bewegt sich der Pol auf einem Radius nach dem Mittel
punkte M  des Kreises, so wird die Polare parallel verschoben, 
und ihre Entfernung von i ¥  strebt gegen oo.

Damit auch dem M ittelpunkt des Kreises eine und nur 
eine Polare entspricht, nimmt man an, daß die Gesamtheit 
aller unendlich fernen Punkte eine Gerade erfüllt, die 
u n e n d lic h  fe r n e  G erad e. Dann gilt:

Die Polare des Mittelpunktes eines Kreises ist die unend
lich ferne Gerade.

Entsprechend ist der Pol eines Durchmessers der unend
lich ferne Punkt des zu ihm senkrechten Durchmessers.

3.) Wandert ein Punkt auf einer Geraden, so dreht sich 
seine Polare um einen Punkt, den Pol dieser Geraden.
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Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchläuft ihr 
Pol eine Gerade, die Polare dieses Punktes.

4.) Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden ist 
die Verbindungsgerade der Pole dieser Geraden.

Der Pol der Verbindungsgeraden zweier Punkte ist der 
Schnittpunkt der Polaren dieser Punkte.

5.) Jede durch einen Punkt gehende Sekante wird durch 
diesen, durch seine Polare und die Kreislinie harmonisch ge
teilt.

6.) In einem v o l l s t ä n d ig e n  S e h n e n v ie r e c k  ist ein 
Diagonalpunkt der Pol zur Verbindungsgeraden der beiden 
anderen Diagonalpunkte.

In einem v o l l s tä n d ig e n  T a n g e n te n v ie r s e i t  ist eine 
Diagonale die Polare zum Schnittpunkt der beiden anderen 
Diagonalen.

§ 38 . Sätze von Ceva,  M e n e l a o s ,  P a s c a l ,  B r i a n c h o n .

Die positive Umlaufsrichtung eines Dreiecks sei die von 
A  — B  -> C -* A.  Dann gilt:

1.) Satz von Gern: Schneiden 
sich drei Ecktransversalen eines 
Dreiecks in einem Punkt inner
halb oder außerhalb des Drei
ecks, so ist das Produkt dreier 
nicht aneinanderliegender (ge- 

ß  richteter) Seitenabschnitte gleich 
p- ia  dem Produkt der drei anderen

und umgekehrt (Fig. 13):

B A 1 ■ I C j  • CBj. =  I ¡ C  - C~B ■ B^A .
2.) Satz von Menelaos: Schneidet eine Transversale eines 

Dreiecks die drei Seiten oder ihre Verlängerungen, so ist 
das Produkt dreier nicht aneinanderliegender (gerichteter)
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Seitenabschnitte gleich dem negativen 
anderen und umgekehrt (Fig. 14):

B ■ C B i  ’ A C X

=  -  A j C • B [ A  ■ C~iB.
Ferner gelten für den Kreis 

die Sätze:
3.) Satz von Pascal: Die 

drei Schnittpunkte je zweier 
Gegenseiten eines Sehnensechs
ecks liegen in einer Geraden.

4 .) Satz von Brianchon: Die 
drei Verbindungslinien je zweier 
Gegenecken eines Tangenten 
Sechsecks schneiden sich

Produkt der drei

Fig. 14. 
in einem Punkt.

§ 39. Ähnlichkeitspunkte und Potenzlinien (Chordulen).
1.) Alle Geraden, welche die Endpunkte paralleler gleich

gerichteter Radien zweier Kreise verbinden, schneiden sich 
in einem Punkt, dem ä u ß eren  Ä h n lic h k e it s p u n k t .  
Ebenso schneiden sich alle Geraden, welche die Endpunkte 
paralleler aber entgegengesetzt gerichteter Radien verbinden, 
in einem Punkt, dem in n e r e n  Ä h n lic h k e it s p u n k t .  Die 
Verbindungsgeraden heißen Ä h n lic h k e i t s s t r a h le n .  Die 
Ähnlichkeitspunkte liegen auf der Zentralen und teilen diese 
harmonisch.

2.) Satz von Monge: Die drei äußeren Ähnlichkeits
punkte dreier Kreise und ebenso je zwei innere und ein 
äußerer Ähnlichkeitspunkt liegen auf je einer Geraden. Diese 
vier Geraden heißen Ä h n lic h k e itsa c h s e n .

3.) Unter der P o te n z  eines Punktes S  in bezug auf 
einen Kreis versteht man das stets konstante Produkt der 
Abschnitte einer durch S  gelegten beliebigen Sekante,
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Sind S t und S2 die Schnittpunkte der Sekante m it dem 
Kreis, ist d der Mittelpunktsabstand des Punktes S  und r 
der Radius des Kreises, so ist die Potenz

S S l ~SS2 = d 2 - r i
(Vgl. § 31 ,12).

Der Ort aller Punkte, welche in bezug auf zwei Kreise 
gleiche Potenz haben, ist eine Gerade, die P o te n z l in ie  
(C h o rd a le ), welche auf der Zentralen senkrecht steht.

Die Tangenten von irgendeinem Punkte der Potenzlinie 
an die beiden Kreise sind einander gleich.

Sind gemeinschaftliche Tangenten vorhanden, so werden 
sie von der Potenzlinie halbiert.

Schneiden oder berühren sich die Kreise, so ist die Potenz
linie gemeinschaftliche Sekante bzw. Tangente. Die Potenz
linie liegt außerhalb beider Kreise, wenn diese keinen Punkt 
gemeinsam haben. Die Potenzlinie konzentrischer Kreise ist 
die unendlich ferne Gerade.

4.) D ie Potenzlinien je zweier von drei gegebenen Kreisen 
schneiden sich entweder in einem Punkt, dem P o te n z -  oder  
C h o r d a lp u n k t der drei Kreise, oder sie sind parallel (An
wendung zur Konstruktion der Potenzlinien zweier Kreise 
bei beliebiger Lage derselben).

VI. A b s c h n it t .

Stereometrie.
§ 40. W indschiefe Geraden.

1.) Zwei Geraden heißen w in d s c h ie f ,  wenn sie nicht in 
einer Ebene liegen. Unter den Winkeln, welche zwei wind
schiefe Geraden miteinander bilden, versteht man die beiden 
Winkel, welche zwei zu den windschiefen Geraden parallele, 
sich schneidende Geraden miteinander bilden.
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2.) Der k ü r z e s te  A b s ta n d  zweier windschiefer Ge
raden ist der Abstand derjenigen Ebenen durch die beiden 
Geraden, welche einander parallel sind.

§ 41. Sätze über das D reikant und das sphärische Dreieck.

1.) Ein D r e ik a n t  ist gegeben durch drei von einem 
Punkte (dem S c h e i t e l )  ausgehende, nicht in eine Ebene 
fallende Halbgeraden (K a n te n ). Unter den S e it e n  a, b ,c  
des Dreikants versteht man die Winkel, welche die Halb
geraden miteinander einschließen und welche <  1 8 0 0 sind. 
Unter den I n n e n w in k e ln c t , /9 ,y  versteht man die Winkel, 
welche die von den Kanten bestimmten Ebenen miteinander 
einschließen, welche <  180° sind, bzw. den Seiten a,b, c gegen
über liegen und diesen zugewandt sind. Diejenigen Winkel, 
welche die Innenwinkel zu 180° ergänzen, heißen A u ß e n 
w in k e l des Dreikants.

Fällt man von einem Punkte im Inneren des Dreikants 
die Lote auf dessen Seitenflächen, so erhält man ein S u p p le -  
m e n ta r d r e ik a n t . Verschiebt man dieses parallel so, daß 
sein Scheitel m it dem Scheitel des gegebenen Dreikants zu
sammenfällt, so entsteht das P o la r d r e ik a n t  zu dem gege
benen Dreikant. Sind «', V, c' die S eiten ,« ', ß ’, y  die Winkel 
des Polardreikants, derart, daß die Schenkel von a auf l  und c 
senkrecht stehen und der W inkel«' der Seite a' gegenüberliegt 
usw., so gilt

" « ' + «  =  1 8 0 ° ,.. . ,« '  +  a =  1 8 0 ° , . . .
2.) Unter einem g r ö ß te n  K u g e lk r e is e  versteht man 

einen Kreis auf der Kugel, dessen Ebene durch den Mittel
punkt der Kugel geht. Legt man durch zwei Punkte der 
Kugel einen größten Kreis, so ist der durch die Punkte ge
bildete kleinere Abschnitt des Kreises die kürzeste Entfernung 
der beiden Punkte auf der Kugel.

Unter einem s p h ä r is c h e n  D r e ie c k  versteht man das 
(von größten Kreisen gebildete) Dreieck, welches von einem
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Dreikant aus der Kugel ausgeschnitten wird, dessen Scheitel 
im Mittelpunkt der Kugel liegt. Als Seiten, Innen- und Außen
winkel des sphärischen Dreiecks bezeichnet man die ent
sprechenden Stücke des Dreikants. Alle Seiten und Winkel 
des sphärischen Dreiecks sind somit <  180° vorausgesetzt. 
Unter dem P o la r d r e ie c k  versteht man das vom Polar
dreikant aus der Kugel ausgeschnittene Dreieck. D ie Seiten 
bzw. Winkel des Polardreiecks ergänzen sich mit den Win
keln bzw. Seiten des ursprünglichen Dreiecks zu je 180°.

3.) Zwei Dreikante oder zwei sphärische Dreiecke gleicher 
Kugeln sind kongruent oder spiegelbildlich symmetrisch, wenn

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,
b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,
e) die drei Seiten,
d) die drei Winkel,
e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen gleich sind, 

und der Gegenwinkel der ändern in beiden zugleich 90° ist,
f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen gleich sind, 

und die Gegenseite des ändern in beiden zugleich ^  90° ist.
4 .) In jedem Dreikant und jedem sphärischen Dreieck
a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegenüber und 

umgekehrt,
b) liegt dem größeren Winkel die größere Seite gegen

über und umgekehrt,
c) ist die Summe zweier Seiten größer als die dritte,
d) ist die Summe zweier Winkel kleiner als der um 2R

vermehrte dritte,
e) ist, wenn die Summe zweier Seiten ; ' 180° ist, auch 

die Summe der Gegenwinkel 180° und umgekehrt.
5.) In einem Dreikant und in einem sphärischen Dreieck 

liegt die Summe
a) der Seiten zwischen 0 und 4 R,
b) der Winkel „ 2 R  „ 6 R .
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6.) In einem Dreikant schneiden sich
a) die Seitenhalbierenden Ebenen in einer Geraden, der 

Schwerlinie des Dreikants,
b) die Halbiernngsebenen der Innenwinkel in einer 

Geraden und die Halbierungsebenen je eines Innenwinkels 
und zweier Außenwinkel in einer Geraden; die vier Geraden 
sind die Achsen der Kegel, welche die drei Seitenflächen 
berühren,

c) die Mittellotebencn (Ebenen, welche auf den Seiten 
senkrecht stehen und durch deren Winkelhalbierende gehen) 
in einer Geraden, der Achse des dem Dreikant umschriebenen 
Kegels,

d) die Höhenebenen (senkrechte Ebenen der Seiten, welche 
durch die gegenüberliegende Kante gehen) in einer Geraden.

7.) Bezeichnet man diejenigen Großkreise, welche von 
den in 6.) angegebenen Ebenen aus der Kugel ausgeschnitten 
werden bzw. als Mittellinien, Winkelhalbierende, Mittellote 
und Höhen des sphärischen Dreiecks, so schneiden sich diese 
je in einem Punkte.

8.) In einem sphärischen Dreieck gibt cs einen Inkreis, 
drei Ankreise und einen umschriebenen Kreis. Diese Kreise 
werden bzw. von den unter Nr. 6.) b) und 6.) c) angegebenen 
Kegeln aus der Kugel ausgeschnitten.

§ 42 . A llgem eine Sätze über Polyeder.
1.) Unter einem P o ly e d e r  versteht man einen nur von 

ebenen Flächen begrenzten, im Endlichen gelegenen Körper. 
Ein Polyeder heißt k o n v e x ,  wenn die Neigungswinkel be
nachbarter Begrenzungsebenen, im  Innern des Körpers 
gemessen, sämtlich kleiner als 180° sind.

2.) Satz von Euler: Ist E  die Anzahl der Ecken, F  die 
Anzahl der Flächen, K  die Anzahl der Kanten eines kon
vexen Polyeders, so ist

E  +  F  =  K  +  2 .
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3.) Die Anzahl K  der Kanten eines konvexen Polyeders 
ist halb so groß rvie die Anzahl W  der Winkel zwischen den 
Kanten: W

* = 2-
4 .) Unter einem r e g u lä r e n  P o ly e d e r  versteht man 

ein Polyeder, dessen Oberfläche aus kongruenten regulären 
Vielecken besteht, und an dessen sämtlichen Ecken die 
gleiche Anzahl Vielecke zusammenstoßen.

5.) Es gibt nur 5 reguläre konvexe Polyeder:
a) das Tetraeder, begrenzt von 4 gleichseitigen Dreiecken,
b) den Würfel, „ „ 6 Quadraten,
c) das Oktaeder, „ „ 8 gleichseitigen Dreiecken,
d) das Dodekaeder, „ ,, 12 regulären Fünfecken,
e) das Ikosaeder, „ „ 20 gleichseitigen Dreiecken.

§ 43. Siilze und Form eln zur B erechnung von Körpern.

1.) Ein P a r a l l e l s c h n i t t  zur Grundfläche einer Pyra
mide ist ein der Grundfläche ähnliches Vieleck, und es verhält 
sich der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundfläche 
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen ent
sprechender Ecken von der Spitze der Pyramide.

2.) Satz des C a v a l i e r i :  Haben zwei Körper gleiche 
Höhe und gleiche Grundflächen, und sind alle Parallelschnitte, 
die in denselben Entfernungen von den entsprechenden 
Grundflächen gelegt sind, einander gleich, so sind die Körper 
selbst inhaltsgleich.

3.) Ähnliche Körper verhalten sich der Oberfläche nach 
wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben ent
sprechender Längen.

B e z e ic h n u n g e n :  M  Mantel, 0  Oberfläche, V  Raum
inhalt, G Grundfläche, Gl Deckfläche, h Höhe, r  Grundkreis
halbmesser, r, Dcckkreishalbmcsser, R  Kugelhalbmesser, 
a, b, c Kanten, d Diagonale, s Mantellinie. S Mittelschnitt



4.) Q u ad er: 0  =  2(ab +  bc +  c a ) .
V =  a b c ,  d =  [/a2 +  ^  •

5.) P r ism a : F =  G ■ h .
Gerades regelmäßiges Oseitiges Prisma (Grundkante o):

V =  ~ a 2h \ f 3 ,  0 = 3 o ( a  |/3  +  2 /t ) .
u

h
6.) P y r a m id e : F  =  (?• — .

O
Gerade regelmäßige ßseitige Pyramide (Grundkante a ):

V = j a ? h \ / 3 , 0  =  3 ® (  g  K 3  +  | A 2 +  4  f l 2 ) -

7.) K r e isz y l in d e r :  
beliebig: V — r2nh ,
gerade: il i =  2 m l i ,  0  =  2 tti(h +  t).

H o h lz y lin d e r :  V — (r2 — r2)rr h (ra innerer Grund
kreisradius).

8.) K r e isk e g e l:

beliebig: V — — r2n h ,
O

gerade: M  — r n s ,  0  =  m ( s  +  r ) ,

s =  ]/r2 +  7t2 •
9.) P y r a m id e n s tu m p f  (Deckfläche parallel zur Grund

fläche): 7
V ^ j i G + l i G ä .  +  G, ) .

10.) K e g e ls tu m p f  (Deckfläche parallel zur Grundfläche):

beliebig: F  =  (r2 +  r rx +  r \ ),

gerade: il/ =  (r +  r3) n s  =  2 p j z k
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse). 

h
11.) P r is m a to id :  V — — (G +  (?, +  4 5 ) .

o
12 .) S c h ie f a b g e s c h n it t e n e s  g e r a d e s  d r e is e it ig e s
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a 4 -  b -4- c
P r ism a : F  =  ß -  .X. T .„. .

O
4 Ttz rr

13.) K u g e l:  0 = 4 # « ,  V =  ~ n— .
o

K u g e lz o n e  (ausgeschnitten von zwei parallelen 
Ebenen im Abstande h voneinander):
M  =  2 R n \ , 0  =  n  (r2 +  2 R h  +  r j ) ,

F  =  y  (3r* +  3 r f+ A * ) .

K u g e la b s c h n it t  (Kugelsegment, h seine Höhe): 
i ¥  — 2 R n h  — n (r2 +  7t2), 0 = o t ( 2 r 2 +  7t2),

K =  ^ ( 3 r 2 +  7t2) =  ^ ( 3 Ä — 7t).

K u g  e la u s s  c h n it  t (Kugelsektor, r Radius, 7t Höhe der 
Kalotte):

0  —  j i R ( r  - | -  2 7 t ) ,  V = \ & n h .
O

K u g e lk e il:  F  =  ^ | ^ -

(a  ist der Winkel der beiden durch den Mittelpunkt 
gehenden Begrenzungsebenen des Keils).

4
14.) E l l ip s o id :  F  =  --- Tiabc  (a , b , c  Halbachsen).

o
4

15.) U m d r e h u n g s e l l ip s o id :  V — ^ n a b 2 (2aDrehachse).
O

16.) U in d r e h u n g sp a r a b o lo id :  V — * r2i z h .

17.) A b g e s tu m p f te s  U in d r e h u n g sp a r a b o lo id :

F = = - i j r ( r 2 +  r2)7i 

(r, fj Halbmesser der Endflächen, 7t Höhe).

8 0  Stereometrie.



18.) K r e isr in g : F = 2 n 2R r \  0 = i n 2R r
(r Halbmesser des gedrehten Kreises, R  Abstand seines 

Mittelpunktes von der Drehachse).
19.) S c h ie f  a b g e s c h n it te n e r  g era d er  K r e is 

z y lin d e r :  V =  n r 2^1 — , 1 / =  zrr(/i, -f- hz)
u

(/tj kürzeste, h2 längste Mantellinie).
20.) Z y lin d e r h u f:

K = “  [a (3 r 2 — «2) +  3r2(6 — r)cp],

M  =  [(6 — r )(p +  a]

(h längste Mantellinie, 2 a Hufkante, 
b Länge des Lotes vom Fußpunkt von 
h auf 2 a, 2 cp Länge des Bogens be
zogen auf den Halbmesser 1; Fig. 15).

21.) R e g u lä r e  P o ly e d e r :  R  Halb
messer der umbeschriebenen, r derjeni
ge der einbeschriebenen Kugel, a Kante.
°  °  Fig. 15.
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T e t raed er: R r =
B ^ -

0 =  a2 | / 3 , V —

W ü rfe l: R r —
a

Y ’
0 =  6 a2 , V = a3 .

O k ta ed er: R =  |  1/ 2 , r = # 6 ,

0  == 2 a2 \ / 3 , V —
d3 
- 1/2 
3 1

D o d e k a e d e r :  Ä = ~ ( l  +  j / ö )  ] / 3 ,

IS 0 r  k 1 e n  - E i  n g  1 e b ,  M athem atische F orm elsam m lung. 6
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a 1 /5 0  +  2 2 1 /5  „„„
r =  - -  J /   =  a ctg 36° cos 36°,

0 =  3 a 2 | / ö ( 5 +  2 y f ) ,  

y  =  4 F  ■ r (F  Seitenfläche)
a3 —

=  (15 +  7 I' 5 )  =  5 a3 ctg2 36° cos 36°.

Ik o sa ed er : R  — ~*-|/2 (5  +  ] /  5 ) ,

r =  a  1 /7  +  3 1 /5  __ a 3 +  1 /5

2 I 6 4 | /  3
2 a cos2 36°

— T T “ 1
0 =  5 a2 | / 3 ,

F _ ? t i i _ ^ ’ ( 3 + y 6 )

- “ W
o

VII. A b s c h n it t .

Ebene Trigonometrie.
I. Goniometrie.

§ 44. Die trigonometrischen Funktionen einfacher Winkel.
1 .) Unter den tr ig o n o m e tr is c h e n  F u n k t io n e n

S in u s , C o s in u s , T a n g e n s , C o ta n g e n s , S e k a n s , C o se -
k a n s eines s p itz e n  Winkels a  im rechtwinkligen Dreieck
mit der Hypotenuse c (Fig. 16) versteht man bzw. die Werte:

a a c
siu « = -  , t g a =  , , s e c x =  — , 

e b b
b b c

cos «  =  — , c t g a = — , cosec a  =  — . 
c a a



2.) In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (§ 6 1 ,1 )  
sei x  die Abszisse, y  die Ordinate, r der Radiusvektor eines
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Punktes auf einem Schenkel des b e l i  e b i g e n Winkels« ,  dessen 
anderer Schenkel mit der positiven x-Achse zusammenfällt 
(Fig. 17). Dann sind die trigonometrischen Funktionen von 
a  definiert durch die Gleichungen:

y  y  r
s i n a = — , t g a — — , s e c a =  — ,

r x x
X X T

cos oc — — , ctg ex — — , coscc a  =  — .
r y v

D er s in  h a t  d as V o r z e ic h e n  d er O r d in a te , der  
co s  d as der A b s z is s e , tg  und  c tg  h a b en  g le ic h e s  
V o rze ich en .

Vorzeichen in den vier Quadranten:

sin COS 1 tg i ctg

I. +  | + 1 + j +

II. +  ! -  1 -  ! -
III. -  !■ — ! + 1 +
IV. _ | + i - I -

6*
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3-)| - « R  ±  « 2 R ± < x 3 R  i  «  14nß F; «

sin — sin « cos« T  sin oc — COS oc ±  sin «

cos cos « ° r  s in « — cos oc ±  sin & cos«

tg -  t g « F c t g « ±  t g « T  ctg «  | ±  tg «

ctg — ctg « T t g  « ±  c tg« =F tg « ±  c tg a

4 .) Grenzwerte und besondere Werte:
■ 0°

360° 90° 180° 270° 45° 30° 60°

sin 0 1 0 -  1
t V»

1
2

COS 1 0 -  1 ' 0
* *

1
2

tg 0 ±  °° 0 ±  CO 1
t V* J /3

ctg dz 00 0 i  00 0 1 | ' 3

5.) Zusammenhang der Funktionen: 
sin2 «  +  cos2 «  — 1

t g «  =

c tg «  =  

tg «  • ctg «  =  1 

1 +  tg2 «

sin a 1
c o s« c tg «
co s« 1
sin a tg «
1

1
cos2«

1
sin2 a  ’
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| sin x cos« t g « c tg «

s in «  =  j K l — cos2«
t g « 1

1/1 +  tg2 « ) / l  -j- ctg2 X

cos x  — \ | / l — sin2 «
1 c t g «

1/1 +  tg2 « 1 1 +  ctg2 «

t g «  — :
sin x ) / l — cos2« 1

\ / l  — sin2 « cos « c tg «

ctg x  =  |
| / i  — sin'2 x cos « 1

sin x | / l — cos2« t g «

Die Vorzeichen der Wurzeln ergeben sich aus der Vorzeiclien- 
tabello in Nr. 2.

V'/sin 'a cosa /  

Fig. 18.
ctga

§ 45. F unktionen zusam m engesetzter W inkel.

1.) A d d it io n s th e o r e m e  (Umformung der Funktionen 
von Summen und Differenzen):

sin ( « i  ß ) =  sin x  cos ß  T  cos a  sin ß

cos («  ±  ß )  =  cos «  cos ß  T  sin «  sin ß

tg  «  ±  tg ß
t g ( x ± ß )  =

c t g ( a ±  ß )  =  

Im besonderen ist:

l= F t g a  t g ß  

ctgoc c tg ß  T I  

ctg |8 ±  c t g x
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sin 2 «  =  2 s in a  c o s«  cos 2 «  =  cos2«  — sin2«
a)

b)

c)

2 t g «  n ctg2« — 1
tg 2 «  ==  ctg 2«  =  ———-------

1 — tg2«  2 c tg «
2 sin2«  =  1 — cos 2 a  2 cos2«  =  1 +  cos 2 a  

t g «  =  |
cos 2 a  sin 2 «  1  — cos 2 a

d)

l  +  c o s 2 «  l  +  c o s 2 «  sin 2 «  
sin 3 «  =  3 sin a  — 4 sin3 «  cos 3 «  =  4 cos3 «  — 3 cos «

tcr 3 o ( ^ d t ^ I l M .  cf r 3 «  =  Ctg3fX~ 3C^
°  W 1 — 3 tg2«  ö 3 ctg2«  — 1

s in n «  =  cos" - 1  a  sin a  — cos1*- 3 «  sin3«

n
+  1 g ]  cos"- 5 a  sin5«  4 - ■

c o s m «  =  c o s" « — ( n )  cos"- 2« s in 2«

+  ( ” ) cos”“ 4«  sin4«  T  ■1

(n positiv ganz).
2 .) U m fo rm u n g  von  S u m m en  un d  D if f e r e n z e n  

der F u n k t io n e n :
. « +  ß  CK —  ß

a)

b)

sin a  +  sin ß  =  2 sin — — cos -

• o « t x - \ - ß  . oc — ß
sin «  — sin ß  =  2 cos — —  sin —  ~

n rt & H~ ß  ^    ßcos a  +  cos ß  =  2 cos —■—  cos — —

n n X ß  ■ & ~  ß  cos a  — cos ß  =  — 2 sin — - —  sin — —  ■

cos«  ±  sin ß  =  2 sin (45° — } sin ^45° — a ~ -

.  cos («  ±  iS)
c t g a ±  tg/? =  :...

sin a  cos ß



c)

d)

Formeln für das schiefwinklige Dreieck.

c o s«  +  s in a  = )/2 • sin (45° + «) 
cos«  — sin «  =  |^2 • cos (45° -f-« )

2

87

ctga + tga 
1 + tga

sin 2 a
ctg« — tg« = 2 ctg 2«

II. Dreieck und Yieleck.
§ 46. Formeln für das schiefwinklige Dreieck.

Bezeichnungen s. § 33, siehe auch S. 60 (Zyklische 
Vertauschung).

R

1-)

<x +  ß +  y  =  2R,
sinQ3 +y)= sin (2R 
cos (ß + y)  = cos (2R

2 .)

«) = sin« 
a)  — — cosa

■ ß +  V • I T> K \ <X sm̂ = s in |R - - ) = c u s  -
ß +  y  ( Äcos —2-- -  cos R -  y ) = sin —.

7i = a. sin ß — b sin « (Höhenfonnel),
sina sin ß

K — c  -T -  ,Sin y
a :b :e =  sin«: sin ß : sin y  (Sinussatz), 
a — 2rsin« (Sehnenformel),

(Fig. 19).



3.) a — b cosy +  c cos/? (Projektionssatz).

, . a +  b 2
4.) 7  „ (iangenssatz).

a — b tx — ß

Ebene Trigonometrie.

tg 2

5.)

rt I \ ■ Ä ß  — y
(»  +  c ) ! l l l -  = O C O S  — 2-  ( M i ! t o e ,.ä ( s c i l e

( i - c) c o s | - « s i n f c Z  Gleichungen).

6.) Pythagoreischer Lehrsatz für das schiefwinklige 
Dreieck (Kosinussatz):

a2 =  62 -f- c2 — 2 b c ■ cos tx .
Folgerungen:

(b +  e)2 — 4 b c cos2 ~

(X
(b — c)2 +  4 i  c sin2 -  .

, „ n |  =  ] / E « ,  c o S | _ ] / * Z 3 ,

2  —  -  ........

sin «  =  — ] /s(s — a) (s — b) (s — c ) ,

}ß
bc

Hs -  b) (s -  e)
s(s — a)

Die Wurzeln haben positives Zeichen.

8.) J  =  ^ a b  sin y ,
u

I  0  2 - - o  '  a t ) CJ =  2 r- sin «  sin ß  s in y  =
4r

9.) g =  ( s — a ) t g | ,  g 0 =  s t g ^  (Fig. 20).
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Fig. '20.

f ä ■ ■ ß  • yo =  4r sin sin -  sin —
10.) r  2 2 2

A  X ß  V■ 4 r cos — cos -  cos ~ .
u u u

Weitere Formeln s. § 33.

§ 47. B e isp ie le  fü r  B erech n u n g en .
I. D a s  r e c h t w i n k l i g e  D r e i e c k  (c Hypotenuse):
1. Gegeben c, a :

a = c s i n « ,  i  =  e c o s « .
2. Gegeben a, «:

6 = a c t g « .  c — -r—— .°  ’ e in  n



3. Gegeben c, a:

sin « =  ^  , 1 = 1 /cz — a: =  c cos « =  a ctg «; « <  90°.

4. Gegeben a, b:

tg « =  ~ , c =  Va- -f- &2 =  ■ —  =  .b sin n cos rc
c *

2 J =  a b =  a c cos rt =  — sin 2 « =  a2 ctg « .¿i
II. D a s g le ic h s c h e n k lig e  D r e ie c k  (c Grundlinie):
1. Gegeben a, «:

c =  2 a cos «, hc =  a sin a .
2. Gegeben c, y:

c ca =  , h , =

9 0  Ebene Trigonometrie.

3. Gegeben a, c:

2 s i n f  2 t g |

C r - , l /  ,cos « =  - , /ic == a sin « =  —- tg « == 1/ fl2 — r  >2a c 2 ' 4

J  =  | - s i n / =  |  t g « .

III. D as r eg e lm ä ß ig e  (r eg u lä r e) n -B c k .  
B e z e ic h n u n g e n :  a Seite, r Radius des umschriebenen, 

e Radius des einbeschriebenen Kreises, J  Inhalt.
1 . Gegeben a:

a a 180° .  t ia 5 , 180°
r = 0” T W -  t’ =  o Ctg ~ n ~ ’ J = T - ctS — '•2 s in ------

n
2. Gegeben r:

„ . 180° 180° 7 « r ! , 360°a =  2 r sin  , n =  r c o s  , J =  s in  .
n n 2 n

3. Gegeben «:
(>
180° ’ v k°  »  ’ „

O 1 180» ,  . , 1 8 0 »a =  2 n t g  , J  =  n q- tg
cos - 

«
IV. K r e is se k to r  und K re isse g m en t.
Der Inhalt des zum Winkel n gehörigen Sektors im Kreise mit 

dem Radius r ist
r* rr a r-

■ — — arc a .
360° 2



J-1
Der Inhalt des zugehörigen Dreiecks ist — sin «. Der Inhalt des

zum Winkel « gehörigen Segments ist
r2 /  n n \  r2 , .
2 ( i 8 Ö 5 - sm V =  2 (arc" - s)n «)-

V. D as s c h ie fw in k l ig e  D reieck .
1. Gegeben a, /?, y:
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« =  180° - ( / ? + > ' ) .  i  =

2. Gegeben i ,  e, «:
'?+  TZ “

' 2 2 
ß — y  _  b — c {tTß +  r

tg

ß =

b + c
/S - f -  y

2
ß — y

2 1 2 
_  ß + v  ß — r

y 2 2
b sin na = —:...
sm ß

=  l/62 c2 — 2 b c ■ cos n 
3. Gegeben a,b,c:

a sin ß 
sin « ’

oder: 

tg£

a sin y 
sin «

b sin «
c — b cos n 

b sin a c — b cos n
sin ß cos ß ,

J =  (/s(s — a)(s — b)(s -

<? ß

C ) ,  Q =

P t g y
2 s — c *

Proben:

---
9  T  9  ' 9

:90°.

4. Gegeben a,b,ß:  
a} i  >  n.

a sin ß
sin « =  — —̂  , « <  90°,

180»—  ( « + £ ) ,  
b sin y a sin y

Y =  
c =

sin ß



, ,  , • a sin /9
b) b <  a. sin « =  -~y ~'

hierbei sind « und 180° — n brauchbar, daherergeben sich 2 Werte 
für c:

c, =  a cos ß +  b cos « ,  c2 — a cos ß — ¿cos a.
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§ 48. Anwendungen.
1. D as P ro b lem  der u n z u g ä n g lic h e n  D is ta n z  (Fig. 21): 
Die Entfernung x zweier unzugänglicher Punkte A und B 

zu bestimmen:
Gegeben: a, y, yu d, d,, gesucht: x.

a sin di __ a sin y
sin ( y + < ! , ) ’ C ~  sin (y  +  d j  ’

_  a sin y , _  a sin d

' s '  I
Y /  ''iß X I

C n D
Fig. 21.

Gegeben: b, c, a, ß, y, gesucht: x, y,z.

s i n ( d + y , ) ’ s i n ( d + y i ) ‘ 
Die Berechnung von x erfolgt dann 

entweder aus dem Dreieck A B C  oder 
aus dem Dreieck A B  D nach § 47, V.

2. D a s V o r w ä r tse in sc h n e id e n  
(Fig. 22):

Es werden bestimmt:
a aus dem Dreieck A B C ,  

ßi< Yi ii ii n A B C,
ß2= ß  — ß1 , y . =  y — n -

y  und z werden aus dem Dreieck B C P  berechnet, und x ergibt 
sich dann aus dem Dreieck A B P  oder aus dem Dreieck A C P.

Fig. 22.
C

Fig. 23.



3. D as R ü c k w ä r tse in sc h n e id e n  (Fig. 23): 
Gegeben i,  c, a, iplt f/2, gesucht: x, y,z.  
Hilfsgrößen: <f>= <Pi +  <p2.

c sin r/’s c _   ̂ s'n Ti
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tg«i =

Dann ist: 

c tg /J = -

6 sin (n +  ip) sin tp, ’

cos (n  -f- (p —  fj)  

cos f i  sin ( « +  ( p ) '

tg fs = c sin (« -f- <f) sin <p. ‘

cte y =  - cos ( » +  y - t » )  
cos f ,  sin ( « +  <p)'

Die Berechnung von x, ?/, z erfolgt nunmehr aus den Dreiecken 
A D P  und A C P  mit Benutzung von ß und y.

VIII. A b s c h n it t .

Sphärische Trigonometrie.
§ 49. Das rechtwinklige sphärische Dreieck.

I. F o rm eln .
Vgl. § 41 (c Hypotenuse).
1 .) cos c — cos a ■ cos &.
Die Hypotenuse ist spitz, wenn beide Katheten zugleich 

spitz oder stumpf sind. Sie ist stumpf, wenn eine Kathete 
spitz, die andere stumpf ist.

2.) cos c =  ctg a • ctg/3 ; 90° <  a  +  ß  <  270°.
3.) cos¡x — cosd • sinß , cos/S =  cosf» ■ s in «  ;

-  90° <  a  -  ß  <  +  90°.

4.) sin oi —

5.) cosoc =

■) tg «  =

sina  
sin c ' 
tg 6_ 
tg c  ’ 
tg«  
sin b '

sin/? =  

cos/? =

tgß--

sin 1) 
sin c 
tgfl 
t g c ,

.

sin a '

sin a ; 
sin S :

, sin c 
sin c .

Eine Kathete und ihr Gegenwinkel sind zugleich spitz 
oder stumpf.



c  7.) N e p e r s  R e g e l:  Der cos irgend
eines der in Fig. 24 angeschriebenen 
Stücke ist gleich dem Produkt der sin 
der getrennten und gleich dem Produkt 
der ctg der anliegenden Stücke.

N ach dieser G edächtnisregel lassen  
qqo.Jj " Q0°-a sich die Form eln 1 .) bis 6 .) ohne wei- 

Fig. 24. teres hinschreiben.

II. B e r e c h n u n g  d es r e c h tw in k lig e n  D r e ie c k s .
1. Gegeben c, a:

cos c tg a . sin a
cos b = ------- , cos ß — - , sin « =  —— .

cos a tg c sin c
Nur lösbar, wenn sin a <  sin c ist. a und « sind gleichzeitig

=§90°.
2. Gegeben a, b :

cos c =  cos a • cos t , t g / J = | U

3. Gegeben c, «:
ctg ß =  cos c • tg re, tgft =  tg c  • cos « , sin a =  sin c ■ sin re. 

a und « sind gleichzeitig ^ 9 0 ° .
4. Gegeben a, «:

sin a . , tg a . ,  cos re
sin c =  —— , sin b — , sin ß = -------.

sin re tg « cos a
Nur lösbar, wenn sin a <  s in «  und a m it a  gleichzeitig spitz

oder stumpf ist. Es ergeben sich im Falle a 4= a  zwei verschiedene
Dreiecke.

5. Gegeben a, ß:

tg c =  , tg b =  sin a • tg ß, cos « =  cos a ■ sin ß.
B cos/3 ^

6. Gegeben «, ß:
c o s « , cos ß

cos c =  c t g « ,  ctg ß, CO s a = ^ ,  cos b = ^ - a .

Nur lösbar, wenn 90° <  re -f- ß <  270° und — 90° <  re — ß 
<  +  90° ist.

94  Sphärische Trigonometrie.



§ 50. Das schiefwinklige sphärische Dreieck.

I. F o rm e ln .
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1.*) sin a ■ sin/? =  s in b ■ s in «  =  s in hc (Höhenformel), 
sin« : sin 6 : s i n c =  sin oc : sin/9 : siny (Sinussatz).

2.) cos a — cos b cos c +  sin b sin c cos «  ( ^ osiuussatz

cos «  =  -  cos ß  cos y +  sin ß  sin y  cos a ( ^ . ^ a t z  für
r  r  '  die Winkel).

3.) sin a c o s ß =  cos 6 sin c — sin b cos cos «  
sin « c o s  y — cos c sin b — sin c cos b cos 
sin «  cos 6 =  cos ß  sin y  +  sin ß  cos y  cos a 
s in «  cos c — cosy  sin/? +  s in y  cosß  cos

die Seiten). 
IUSS1

Win 

*}

. . . «  . b +  c . a ß  — y
4 .) sin — sin — — - == sin —  cos

2 2 2 2
. «  b c a ß  -f-y

sin — cos — — - =  cos — cos
U Cl ¿J Ct

«  . b — c . a . ß  — y
cos -  sin —  =  sin -  sm /

«  b — c a . ß  4 - y
cos — cos ——- — cos — sin ——-

2 2 2 2 ,
b +  c ß  +  y  , a ß — y  

5-) tg 2 cos ' 2 =  tg --cos' — <-

(Delambre sehe 
bzw. 

Gaußsehe 
Gleichungen).

, ß + r .
2

b — c . 
tg  —  sin 2

, a  b — c =  c t g - c o s - -
& +  c 

2
/? +  y  . a . ß — y  

=  ^  2 Sm 2
cö — -y . & - f  c (x . b — 

tg sm —  —  =  ctg -  sin —

(Nep  ersehe 
Gleichungen).

6.) a +  b +  c =  2 s, «  +  /9 - f  y  == 2<r,

*) W eitere Form eln  ergeben sich  du rch  zyklische V ertauschung  (s. S. 00).



t-o
' 

a 
co 

t R
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/sin  (s — &)• sin ( s — c) x _ "I/sin s • sin (s — a) 
sin J -sin c  ’ 2 (/ sin 6 - s in e  ’

cos cr cos (er —<x) a I /cos { o —ß)  cos (er—y )  
sin ß  s in y  ’ 2 \  sin ß  sin y

7.) S  — [/sin s ■ sin (s — a) • sin (s — &) • sin (s — c ) ,
+ . 2 S

sin a  =   .
sin o sin c

2 7 =  j /— cos <7 ■ cos (a  — a )  ■ cos ( a  — ß )  ■ cos (a  — y ), 
+

227
sin a =

8 .) k

sin/3 • s in y  '

'sin (s — a) ■ sin (s — i )  • sin (s — c) 
sin s 

a  siu (s — a)
_  k '

ctg-

x  =
‘cos (a  — a )  • cos (er — ß )  • cos (er — y )  

— cos a

a cos (er — x )
<6 ¥ =    ■

9.) s = a  +  / 3 + y  — 180° (sphärischer Exzeß), 

e /  s s — a s — b s — c
« i -  / t* a t* — ‘s - r * ?  j - .

s — 6 s — c 
t g - t g -  j -

s s — a
t g g  *8 - 2

(L'Huiliersche Gleichung).



d =  360° — (a +  & +  c) (sphärischer Defekt), 
d

 ________________

] / —  t g  ( 4 5 °  +  1g(4ö“— « ( “ * ~  t g  (4& « —

o  — ß  a  — y
tg

a a  — oc 
2 2

4-

10.) Der sphärische Umkreishalbmesser r des sphärischen 
Dreiecks ist der Winkel zwischen Achse und einer Mantellinie 
des dem zugehörigen Dreikant umschriebenen Kegels (s. §41,8). 
Es ist:

ctg r =  x. (s. Nr. 8).
11.) Sphärischer Inkreishalbmesser q (vgl. Nr. 10):

tg Q = k . (s. Nr. 8).
12.) Inhalt des sphärischen Dreiecks: (Kugelradius R)

J  =  R 2- a r c e . (s. Er. 9).
13.) Inhalt des sphärischen Zweiecks m it dem Winkel « :  

(Kugelradius R) J  — 2 E2 arc a.

II. B e r e c h n u n g  d e s  s c h i e f w in k l i g e n  D r e ie c k s .
1. Gegeben a , i , c :

a + b  +  c = 2 s ,  k =  l / Sin(S (S ~ A
'  s in  s

c t g “ =  ? ini * - a )  c t g ^ =  S- iDl 3 - a )  . r  =  s i n ( S - c )
2 k ' ^ 2  k ’ C lg2 k
Nur lösbar, wenn die Summe je zweier der gegebenen Stücke 

größer als das dritte ist.
2. Gegeben «, ß, y.

a +  ß + r = 2 a , X =  T/cjL^ r c o s ^ )  cos ( a -  y)
'  —  COS o
+

B ü r k l e n - B i n g l e b ,  M athem atische Form elsam m lung. 7

Das schiefwinklige sphärische Dreieck. 97



a c o s t o — rr) , b cos (n — ß) . c cos (n — y)
fS-2 =   ’ 2 ~  *

Nur lösbar, wenn Q > l i > « - \ - ß - \ - y > 2 R  und die Summe 
zweier Winkel kleiner als der n m 2 E  vermehrte dritte Winkel ist.

3. Gegeben b, c, «:
n b — c

f + y  COSgCOS-^- z

2 . « b +  c N ’
sin |  cos —g

« . 6 — c 
„ - y  cos g sm —g z .

^  2 =  . «  . 6 +  c IV'’sin g sin —t —

a Z' N' a Z N
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s in 2 ~  . ß - r ~  ß — y ’ cos2 . ß + y  ß + ys m — cos g sin — —Z- co s—~

oder Anwendung des Kosinussatzes für die Seite a.
4. Gegeben ß , y , a :

. a ß — y
b +  c Sm ll °0S 2 Z

46 2 a ß + y  N ’
cos-g c o s—~ -

. a . ß — y
b — c Sm 2 Sm 2 Z'

48 2 ~  a . ß + y ~  N ”
cos ? s i n L - ' -

. « Z 2V « Z' N'
S in  .  =   =   5—;  , COS TT =  —  ------ = -----------j - --------2 . 6 4 -c  b +  c 2 . i  — c b — c

s m— cos —~—  sm —g— cos

oder Anwendung des Kosinussatzes für den Winkel «.
6. Gegeben a,b,  «:



a — b . a — b
i Y « + ß  C°S 2 S'n 2
® 2 — C 2 ' a + b  8 2 . a +  b '

cos — si n — g—

Nur lösbar, wenn sin b sin « < s in  a ist. Für ß ergeben sich 
zunächst im allgemeinen zwei Werte. Bei der Entscheidung, ob 
beide zulässig sind, ist zu berücksichtigen, daß für a ^ 6  bzw. auch

n ^  ß und für a -f- 6 2 s 180° bzw. auch « -j- ß ^  180° sein muß.
Es bestehen dann folgende Möglichkeiten: A nzahl

der
F ü r  D reiecke:

I.) « <  90°: 1.) 6 < 9 0 °  i < a  folgt /9 <  90° 1
}> n  ^  Q(]o p

2.) b >  90° 180° <  a +  b ß >  90° 1
180° >  a-f- b .. ß £ ;  90° 2

II.) « > 9 0 ° :  1.) b >  90° b > a  „ ,9 >  90° 1
b < a  „ ß ^ 9 0 °  2

2.) 6 <  90° 180° ä c + t  „ ß <  90° 1
1 8 0 ° < a + t  „ ß 90° 2.

6. Gegeben «,ß,a:

sin b — sln a sln ß alsdann ergeben sich c und y  aus den 
s in « °

c y
unter 6. benutzten Formeln für tg  ̂ und tg ^ .

D ie Aufgabe ist nur lösbar, wenn sin a sin ß iS sin « ist. Die 
Entscheidung darüber, welche der beiden Werte von b zulässig  
sind, erfolgt wie im Falle 5. Es bestehen folgende M öglichkeiten:

A nzahl
der

Für D reiecke:
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I.) a <  90°: 1 .) (S<90° ß ä K folgt J <  90° 1
ß > « 11 J S ;9  0° 2

2.) ,9 > 9 0 ° 180° < n +  ß „ i  >  90° 1
180° > a +  ß 1 1 i ^ 9 0 “ 2

II.) a > 9 0 ° : 1 .) /9> 90° a 11 ö > 9 0 ° 1
ß < n 11 i  ^  90° 2

2.) /S < 9 0 ° 180° > « +  ß „ b <  90° 1
180° < « +  ß 11 i  90° 2.



A n m erk u n g . Die Aufgaben 2, 4, 6 sind die Polarfälle zu 
den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lösung kann daher durch Übergang 
zum Polardreieck auf die Lösung der Aufgaben 1, 3, 5 zurück
geführt werden. Insbesondere kann die Aufgabe 6 m it a =  1)0° auf 
das rechtwinklige sphärische Dreieck zurückgeführt werden.
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IX . A b s c h n i t t .

Mathematische Geographie und 
Astronomie.
§ 51. Die Erde.

1.) Das K o o r d in a te n s y s te m * )  der Erde:
Grundkreise: Ä q u a to r  (Größter Kreis senkrecht zur

Drehungsachse der Erde) und M er id ia n  d u rch  G reen 
w ich . (Größter Kreis durch Greenwich, senkrecht zum 
Äquator.)

Koordinaten: G e o g r a p h isc h e  L ä n g e  A, gerechnet von 
0° bis 180° positiv in Richtung der Erddrelmng (nach Osten), 
negativ in entgegengesetzter Richtung (nach W esten); 
g e o g r a p h is c h e  B r e ite  cp, gerechnet vom Äquator aus 
von 0° bis 90° nach Norden positiv, nach Süden negativ.

2.) S p h ä r is c h e  E n tfe r n u n g  e zweier Punkte A1( (p1 
und A2, (p2 der Erdoberfläche:

cos e — sin (p1 sin <p2 +  cos <pv cos (p2 c o s ^ —A j). 
Liegen beide auf demselben Meridian, so ist 

e =  .ft -  (p2 .
Liegen sie auf demselben Parallelkreis zum Äquator, 

so ist (px =  <p2 — <p
. e . Aj Ao

und sm =  cos cp ■ sin - .

8.) F lä c h e n in h a lt  ./ e in e r  Z on e zwischen den geo
graphischen Breiten <px und cp2 (r Erdradius):

J  =  2 r 7 t h =  2 rn { r  sin ipx — r sin <p2)

*) Vgl. §§ 6 1 ,1  und 76 ,2 .
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2 2
der Teil dieser Zone, der von den Meridianen m it den Längen 
P.j und Z2 begrenzt wird, ist

7 - h ~ Ä  4 r*~  cos sin 7 1  ' 2*
360« *  2 Sin 2

(Berechnung des Inhalts von Kartenblättern).
4.) K im m  und  K im m tie fe . Die Kimm ist der Kreis, 

in welchem die von einem Punkte in der Höhe h über der 
Erdoberfläche an die Erdkugel gezogenen Tangenten diese 
berühren. Er stellt die Grenze der Sehweite dar. Der Radius 
der Kimm sei a. D ie Kimmtiefe (« ) ist der Winkel zwischen 
der Tangente (dem Sehstrahl) und der Horizontalen. Da 
der Erdradius r im allgemeinen groß gegen h ist, folgt

a =  \ / 2 r h ,
a

oc — (im Bogenmaß) 
r

oder a = t . 180 60" =  ] / 27i . 206265” f 1!1 W “ '
r j i  \  r keimaß).

5.) Einige D a te n  fü r  d ie  E rd e  (als Umdrehungs- 
ellipsoid):
Große Halbachse (Äquatorialhalbmesser)

r =  6378,4 km .
Kleine ” (Polarhalbmesser) r' =  6356,9 „ . 
Mittlerer Meridianhalbmesser (Radius des Kreises von 
gleichem Umfang wie ein Meridian) r" — 6366,7 km . 
Äquatorgrad 111,3 ., .
Mittlerer Meridiangrad 111,1 „ .

Abplattung ~~~~~ ~  0°334 =  .

Oberfläche 0  =  509 950 714 qkm.
Rauminhalt V =  1 082 841 322 036 ckm.
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§ 52 . A usgezeichnete L inien und Punkte der scheinbaren  
H im m elsku gel.

S. Figur 25.
1.) Unter der W e lta c iis e  versteht man die verlängerte 

Erdachse, die Drehungsachse der Himmelskugel. Der N o r d 
p o l (P ) und der S ü d p o l (P ') sind die Schnittpunkte der

Weltachse m it der 
Himmelskugel.

2 .) Unter dem 
Ä q u a to r  des Him
mels versteht man 
die Schnittlinie der 
durch den Erdmittel-

$  punkt gehenden, zur 
W eltachse senkrech
ten Ebene mit der 
Himmelskugel.

3.) M e r id ia n e  
oder D e k l in a t io n s 
k r e is e  sind Kreise 
durch die Pole. Sie 
stehen senkrecht auf 
dem Äquator.

4.) Der s c h e in b a r e  H o r iz o n t  ist der Kreis, in welchem  
die Tangentialebene der Erdkugel im Beobachtungsort die 
Himmelskugel schneidet. Der w a h re  H o r iz o n t  ist der 
größte Kreis, in welchem die zum scheinbaren Horizont 
parallele Ebene durch den Erdmittelpunkt die Himmelskugel 
schneidet.

5 .) Die Z e n it l in ie  ist die Senkrechte zum Horizont im 
Beobachtungsort. Sie schneidet die Himmelskugel im Z e n it  
Z (Scheitelpunkt) und im N a d ir  Z' (Fußpunkt).

6.) O s tp u n k t  (0 ) und W e s tp u n k t  (TF)sind die Schnitt
punkte des wahren Horizonts mit dem Himmelsäquator.

Z'
Fig. 25 (schematisch).
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S ü d p u n k t (S ) und N o r d p u n k t (Ar) sind diejenigen Punkte 
des wahren Horizonts, welche vom Ost- und W estpunkt um 
je 90° entfernt sind. Die M it ta g s l in ie  (H a u p tm e r id ia n  
des Beobachtungsortes) ist der Kreis durch Südpunkt, Zenit 
und Nordpunkt.

7.) V e r t ik a lk r e is e  (Höheukreise) sind die Schnitt
kreise der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der 
Himmelskugel. Sie stehen senkrecht auf dem Horizont. 
Der erste Vertikalkreis geht durch Ost- und Westpunkt.

8.) D ie E k l ip t ik  ist die scheinbare jährliche Bahn der 
Sonne, d. i. die Schnittlinie der Ebene der Erdbahn m it der 
Himmelskugel. Die S c h ie fe  der E k l ip t ik  ist ihre Nei
gung gegen den Äquator. Sie ist veränderlich, für den An
fang des Jahres 1936 : 23° 26' 51,39” (jährliche Abnahme 
0,47” ). D ie A c h se  d er  E k l ip t ik  ist das Lot im Erdmittel
punkt auf der Ebene der Ekliptik. Die Endpunkte dieser 
Achse heißen P o le  der E k lip t ik .

9.) Die T a g - und N a c h tg le ic h e p u n k te  sind die 
Schnittpunkte der Ekliptik m it dem Äquator, Frühlings
äquinoktium (Frühlings- oder Widderpunkt °p ) und Herbst
äquinoktium (in der Jungfrau lip gelegen). Sie sind etwas 
veränderlich (vgl. § 55, Nr. 8). Die S o n n e n w e n d e p u n k te  
oder Solstitien liegen auf der Ekliptik und stehen von den 
vorigen Punkten um je 90° ab.

10.) B r e ite n k r e is e  sind die Großkreise durch die Pole 
der Ekliptik senkrecht zu dieser.

§ 53. Koordinatensysteme.
1 .) Grundkreise: Horizont und Hauptmeridian. Der Ort 

eines Sternes wird bestimmt durch (die Koordinaten):
die H ö h e  h, gezählt auf dem Vertikalkreise vom Horizont 

aus von 0° bis 90° nördlich positiv, südlich negativ *).

*) W ir sagen kurz, ein S tern  befindet sich nördlich oder südlich von einem 
G roßkreise, je  nachdem  er au f derselben  H albkugel lieg t wie der N ordpol oder 
n icht.
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Das A z im u t a,  gezählt auf dem Horizont vom Südpunkt 
aus über W, N ,  0  von 0° bis 360°.

Die P o lh ö h e  (Höhe des Hinmielsnordpols) ist gleich 
der geographischen Breite cp des Beobach tungsortes.

S ic h tb a r e  S te r n e  für einen Ort von der geographischen 
Breite <p sind diejenigen, deren Abstand vom sichtbaren Pol 
<  ISO“ — (p, vom unsichtbaren >  cp ist.

Z ir k u m p o la r s te r n e  haben vom sichtbaren Pol einen 
Abstand g l  q>.

2.) Grundkreise: Äquator und Hauptmeridian. Koor
dinaten :

Die D e k lin a t io n  <5, nördlich positiv und südlich negativ 
gerechnet, ist der sphärische Abstand des Sternes vom Äqua
tor. Die Poldistanz des Sternes ist 90° — <5. Der Kreis durch 
die Pole und den Stern heißt Deklinationskreis.

Der S tu n d e n w in k e l t ist der W inkel zwischen dem 
Hauptmeridian und dem Deklinationskreis des Sternes, 
gezählt von dem ersteren aus über W  und N  (wie das Azimut) 
von 0° bis 300°. Statt Gradzäblung kann man auch Stunden- 
zählung anwenden: 15° =  1/', 360° =  24''.

3.) Grundkreise: Äquator und Meridian des Frühlings- 
punktes.

K oordinaten:
Die D e k l i n a t i o n  d (w ie in Nr. 2).
Die R e k t a s z e n s i o n  « , gezählt auf dem Äquator 

vom Früblingspim kt (rp) aus, entgegengesetzt dem Sinne 
der täglichen Bewegung der Sonne von 0° bis 360°.

4.) Grundkreise: Ekliptik und Breitenkreis durch den 
Frühlingspunkt.

Koordinaten:
Die B r e it e  ß  ist der nördliche (positive) oder südliche 

(negative) Abstand des Sternes von der Ekliptik, gezählt von 
der Ekliptik aus.
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Die L ä n g e  X ist der Bogen der Ekliptik zwischen Früh
lingspunkt und Breitenkreis, gezählt vom Frühlingspunkt 
aus von 0° bis 360° entgegengesetzt dem Sinne der täglichen 
Bewegung der Sonne.

§ 64. Umrechnung der verschiedenen Koordinatensysteme

I. Die geographische Breite cp des Beobachtungsortes 
wird als bekannt vorausgesetzt.

1 .) Gegeben a, h, gesucht t, 6 (s. Fig. 25 u. 26).
sin <5 =  sin h sin cp — cos h cos cp cos a ,

cos h sin a sin h cos cp +  cos 7t sin cp cos a
sm l =   r—  , cos t = ------------- -— —  -------- 2- -------- .

cos o cos o
2.) Gegeben /, <5, gesucht a ,h  Z

II. D ie Schiefe der Ekliptik e wird als bekannt voraus
gesetzt.

1 .) Gegeben « ,  <3, gesucht ß,  X. 
sin ß  =  — cos 6 sin «  sin e +  sin (5 cos s ,

ineinander.

(s. Fig. 26).
sin h =  sin <5 sin cp

+  cos r5 cos cp cos t , 
cos <5 sin t

sin a =
cos h '

— sin <5 cos 9? -j- cos 6 sin cp cos t
cos a —

cos h

sin X =
cos <5 sin ix cos £ -j- sin <5 sin e cos <5 co s«

sin a — ----------------------v------------------ ,
cos p

2.) Gegeben ß ,  X, gesucht « , <5. 
sin ö =  cos ß  sin X sin s  -f- sin ß  cos s ,
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§ 56 . D ie  Z eit.
1 .) Unter der oberen K u lm in a t io n  eines Sternes ver

steht man seinen Durchgang durch den Hauptmeridian des 
Bcobaehtungsortes, bei dem er die größte Höhe erreicht.

2.) Unter einem S te r n t a g  (zu 24 Sternstunden) versteht 
man die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden oberen Kul
minationen des Frühlingspunktes am Beobachtungsort.

Unter der S te r n z e i t  0  versteht man den Stundenwinkel 
des Frühlingspunktes (je 15° =  1 ). Es ist Oh Sternzeit, 
wenn der Frühlingspunkt im Hauptmeridian steht. Um 
l h Sternzeit ist der Stundenwinkel des Frühlingspunktes 15°.

Zwischen der Sternzeit 0 ,  einem Stundenwinkel t und 
der Rektaszension «  besteht die Beziehung 

&  — 1 =  ex.
3.) Unter einem w a h ren  S o n n e n ta g  (zu 24 Stunden) 

versteht man die Zeit zwischen zwei oberen Kulminationen 
der Sonne. Unter der w ah ren  S o n n e n z e it  (w ah ren  
O r tsz e it :  w. Z.) versteht man den Stundenwinkel der Sonne 
(je 15° =  l h). Der wahre Sonnentag ist keine konstante 
Größe, da die Sonne sich nicht gleichförmig bewegt.

4 .) Unter dem m it t le r e n  S o n n e n ta g e  (bürgerlichen 
Tage) versteht man die Zeit zwischen zwei oberen Kulmi
nationen einer gedachten (mittleren) Sonne, welche sich im  
Äquator m it gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt und die
selbe Umlaufszeit wie die wahre Sonne hat. Unter der 
m it t le r e n  S o n n e n z e it  (m it t le r e n  O r ts z e it :  m. Z.) 
versteht man den Stundenwinkel der mittleren Sonne. Der 
mittlere Sonnentag hat 24 Stunden mittlerer Sonnenzeit.

Um  den Ort der mittleren Sonne zu bestimmen, denkt man 
sich zunächst an die Stelle der wahren, sich in der Ekliptik  
m it ungleichförmiger Geschwindigkeit bewegenden Sonne 
eine solche mit gleichförmiger Geschwindigkeit gesetzt, welche 
m it der wahren im Augenblick der größten täglichen Be
wegung zusammenfällt. Mit dieser gedachten Sonne geht die 
mittlere Sonne gleichzeitig durch den Frühlingspunkt.
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5.) Die Z e itg le ic h u n g  g ist die Differenz zwischen 
mittlerer und wahrer Sonnenzeit:

g =  m. Z. — w. Z.
Sie nimmt positive und negative Werte an.

6.) B e z ie h u n g e n  zwischen Sterntag und mittlerem  
Sonnentag:

24h Sternzeit =  23,935h =  23h 56m 4,1* m. Z.
24h m. Z. =  24h 3ra 56,6J Sternzeit.

7.) Unter einem s id e r is c h e n  J a h r  verstellt man die 
Zeit, welche die Sonne braucht, um von einem Fixstern  
zu diesem zuriickzugclangen. Das siderische Jahr ist die 
wirkliche Umlaufszeit der Erde um die Sonne. Es beträgt 
365,2564 mittlere Tage =  365'* 6h 9m 9,54s m. Z. =  366,2564 
Sterntage.

8.) Das tr o p isc h e  J a h r  ist die Zeit, welche die Sonne 
braucht, um vom Frühlingspunkt zu diesem zurückzuge
langen. Es beträgt 365,2422i  m. Z. =  365d 5h 48“’ 46* m. Z. 
=  366,2422 Sterntage.

9.) Der s id e r is c h e  M o n a t ist die Umlaufszeit des Mon
des von einem Fixstern bis zu diesem zurück =  27,32d m. Z.

10.) Der s y n o d is e h e  M o n a t ist die Zeit von Neumond 
zu Neumond, d. i. die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Zeitpunkten, in denen Sonne und Mond dieselbe Länge haben 
(Konjunktionen).

11.) A s tr o n o m is c h e  J a h r e s z e ite n .
Beginn des Frühlings am 21. März, Sonne im Äquator, im 

T  Punkt, Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis 

des Krebses, längster Tag (Sommersolstitium).
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im Äquator, 

Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Winters am 22. Dezember, Sonne im W ende

kreis des Steinbocks, kürzester Tag (W intersolstitium).
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§ 56. A u fgang und U ntergang der Gestirne.
1.) Für A u f- und U n te r g a n g  der Gestirne ist h =  0. 

Bei gegebener geographischer Breite des Beobachtungs
ortes und gegebener Deklination <5 des Sternes ergeben sich 
die beiden Stundenwinkel des Auf- und Untergangspunktes 
aus (vgl. § 5 4 ,1 2)

cos i =  — tg ö • tg  <p.
Die Azimute von Auf- und Untergangspunkt erhält man aus

sin ö
cos a =  —

cos <p
2.) Die T a g e s lä n g e  ist gleich dem doppelten Stunden

winkel des Untergangspunktes. Ergibt sich z. B. als Stunden
winkel des Untergangspunktes t =  120° =  8h, so ist die 
Tageslänge 16h.

3 .) Für M o rg en - und A b e n d w e ite  w  (Bogen zwischen 
Ost- und Aufgangspunkt, bzw. zwischen W est- und Unter
gangspunkt) ist . sin d

sin w  =
cos <p

§ 57 . D ie P arallaxe.
1.) Die H ö h e n p a r a l la x e  p  ist der Winkel, unter 

welchem vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort gehörige 
Erdradius r  erscheint. Sind h' und h die Höhen des Gestirns 
über dem wahren und dem scheinbaren Horizont, so ist 

p — h' —- l i .
Die E n tfe r n u n g  R  d es G e s t ir n s  ist dann

2.) Steht das Gestirn im Horizont, so heißt p die H o r i
z o n ta lp a r a lla x e  und wird m it n  bezeichnet. Es ist

R = . r  .
SUl 71

Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Äquatorhalb
messer, so heißt Tz die Ä q u a to r ia l -H o r iz o n ta lp a r a lla x e .
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3.) Die Horizontalparallaxe des Mondes ist im Mittel
57' 2,7".

„ „ der Sonne ist im Mittel 8,80".
4.) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalbmessers 

(tägl. Parallaxe) verschwindend; man benutzt für sie die 
Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die jä h r l ic h e  P a r a l 
la x e . Sie ist bei keinem Fixstern größer als 1".

§ 58. W eltsysteme.
1 .) P to le m ä is c h e s  S y s te m . D ie Erde ist Mittelpunkt 

des W eltalls, um sie bewegen sich Mond, Merkur, Venus, 
Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Die Bewegung wird durch 
Epizykeln erklärt.

2.) K o p e r n ik a n is c h e s  S y s te m . D ie Sonne steht 
still, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde, Mars. Jupiter, 
Saturn in nahezu kreisförmigen, exzentrischen Bahnen.

Keplers G e se tz e .
1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren 

einem Brennpunkt die Sonne steht.
2. Der Planet bewegt sich so, daß der Leitstrahl in 

gleichen Zeiten gleiche Flächen beschreibt.
3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie 

die dritten Potenzen der großen Achsen.

§ 59. Planeten, Sonne und Mond.
Mittlere 

E n t
fernung 
von der 
Sonne 

Mi 11.km

Sideri- j 
sehe U m - -p 
lau fszeit
in  m lttl. tn z lta t 

Tagen

M itt
lere

Durch
messer

Masse Dichte R o ta tio n s  - 
dauer

A n 
zahl
der
T ra
b a n 
ten

Merkur $ 57,85 87,969j 0,20562 0,39 0,04 0,7 88d -

Venu3 $ 108,10 224,701 ¡0,00681 0,97 0,81 0,88 225^ ? -

E rd e $ 149,50 365,256 0,01674 1 1 1* 23h 56m 4s 1

Mars (5 227,72 686,080: 0,09333 0,53 0,11 0,72 24*137rn23s 2

*) Auf W asser — 1 bezogen is t  d ie D ich te der E rde  5,5,



1 1 0 Analytische Geometrie der Ebene.

M ittlere 
E n t 

fernung 
von  der 

Sonne 
Mill.kni

S ideri- 
sehe U m - 
lau iszeit 
in  m ittl .

Tagen

E xzen 
t r iz i tä t

M itt
lere

Durch
m esser

Masse D ichte R o ta tions  - 
dau e r

A n 
zahl
der

T ra 
b a n 
ten

P lan e 
to iden 3 - 1 2  J

Jup ite r2 J. 777,6 4332,589 0,04837 10,95 316,94 0,24 9h 50m 11

S a tu rn  X) 1425,6 10759,20 0,05582 9,0 94,9 0,13 10h 14nl lO und
R ing

U ranus ^ 2S68,1 30685,93 0,04710 4,0 14,66 0,23 l l h 4

N ep tu n  £ 4494,1 60187,6 0,00855 3,9 17,16 0,29 15h ? 1

P lu to  9 5907,9 90737 0,24864 0 ,1?

Sonne © 109,05 331950 0,26 25d — 27d

Mond C von d. 
E rde 

60,267 
A qu.- 
H alb - 
m esser 
d . E.

27,322 0,05490 0,27 0,0123 0,60 27d 7h 43m

§ 60. Die Sternbilder des Tierkreises.
Die zwölf Sternbilder des Tierkreises sind:

Widder T Löwe Q. Schütze
Stier V Jungfrau np Stein bock
Zwillinge K Wage tnj Wassermann 5Ä
Krebs 0 Skorpion TU Fische ) (

X . A b s c h n i t t .

Analytische Geometrie der Ebene.
I. Punkt und Gerade.

§ 61. Punktkoordinaten und deren Transtormation.
1.) Gegeben seien zwei sich schneidende gerichtete Ge

raden OX  und OY,  die ¡r-A ch se  und die ¡ /-A ch se , wobei 0
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der Schnittpunkt (A n fa n g sp u n k t , U r sp r u n g , N u l l 
p u n k t)  sei. D ie Geraden seien so gelegen, daß die positive 
Richtung der z-Achse durch Drehung um einen posi
tiven W inkel cd <  180° in die positive Richtung der y-Achse 
übergeführt werden kann (vgl. § 35). cd heißt der A c h s e n 
w in k e l. D ie durch einen Punkt P  der Ebene zu den Achsen 
gezogenen Parallelen schneiden von den Achsen zwei Stücke 
x bzw. y  ab, welche positiv oder negativ zu rechnen sind, 
je nachdem sie, von 0  aus durchlaufen, ihrer Richtung nach

m it den positiven oder nega
tiven Achsenrichtungen zu
sammenfallen. x und y  heißen 
die P a r a lle l-  oder K a r te 
s is c h e n  K o o r d in a te n  des 

X  Punktes P ; x  ist insbesondere 
seine A b s z is s e ,  y  seine Ordi- 

p,v. 27. n a te  (s- FSg. 27).
Jedem im Endlichen ge

legenen Punkt der Ebene entspricht ein und nur ein 
Wertepaar x, y  und umgekehrt entspricht jedem Wertepaar 
x , y  ein und nur ein Punkt der Ebene.

2.) P a r a lle lv e r s c h ie b u n g  d es K o o r d in a te n 
s y s te m s :  Es seien die Achsen eines Koordinatensystems 
(x’, y' )  den Achsen des (;x, y )  Systems bzw. parallel und gleich
gerichtet. Der Anfangspunkt des (x ' , y ') Systems habe im 
(x , y ) System die Koordinaten a, b. Sind x ' , y '  die Koor
dinaten eines Punktes im (z', y ') System, so hat der Punkt 
im (x , y )  System die Koordinaten

x = a  +  x', y = b  +  y ’ , 
und umgekehrt ist

x' — x — a , y' — y  — b .
3.) T r a n s fo r m a tio n  b e l ie b ig e r  K o o r d in a te n 

s y s te m e  in e in a n d e r :  D ie z'-Achse und die y'-Aehse eines
{x' , y ' )  Systems mögen m it der z-Achse des (z, y )  Systems



1 1 2 Analytische Geometrie der Ebene.

bzw. die Winkel «  und ß  einschließen, sodaß oc =  ( x , x'), 
ß  =  (x,  y')  ist. Der Anfangspunkt 0'  des (x y ' )  Systems habe 
im (x , y )  System  die Koordinaten a und b. Der Achsenwinkel 
des (x, y )  Systems sei co. Sind dann x', y'  die Koordinaten 
eines Punktes im (x', y' )  System, so sind seine Koordi
naten im ( x , y )  System:

4.) P a r a lle lv e r s c h ie b u n g  u n d  D r e h u n g  d es r e c h t 
w in k lig e n  K o o r d in a te n s y s te m s :  Sind die Achsen
winkel beider Systeme gleich 90° und beide Systeme kongru
ent, d. h. durch Verschieben und Drehen innerhalb der Ebene 
einschließlich der Richtung miteinander zur Deckung zu 
bringen, so folgt aus den Formeln Nr. 3 wegen co =  90° und 
ß =  90° +  « :

%— a +  x' cos «  — y'  sin a ,  y  — b -f- x' sin <x -f- y'  cos tx 
bzw. x' =  ( x — a) cos a  +  {y — b) sin a-,

Ist a — b =  0, d. h. fallen die Anfangspunkte beider 
Systeme zusammen, so stellen die letzten Formeln lediglich eine 
Drehung des rechtwinkligen Systems um den Winkel <x dar.

5.) P o la r k o o r d in a te n :  Durch den Anfangspunkt 0  
des rechtwinkligen Koordinatensystems {x, y )  werde eine 
gerichtete Gerade g gelegt, welche durch den Punkt P  geht. 
Die Strecke OP — r heißt der R a d iu s v e k t o r  des Punktes

Umgekehrt ist

X  =
(x — a) sin ß  — (y  — b) sin (co — ß )  

sin (ß — a )
- (x — a) sin oc +  (y — b) sin (co — a )  

sin (ß  — a )y' =

y' =  — (x — a) sin <x +  (y  — b) cos \ .
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P  und der Winkel #  zwischen der positiven tr-Achse (der 
P o la r a c h s e )  und der gerichteten Geraden g seine A m p li
tu d e . r  und #  sind die Polarkoordinaten des Punktes P.  
0  heißt der P o l  des Polarkoordinatensystems. #  wird von der 
positiven z-Achse aus im entgegengesetzten Uhrzeigerdrehsinn 
positiv gerechnet. #  ist durch g nur bis auf additive Vielfache 
von 2 jr bestimmt.

Zwischen den rechtwinkligen und den Polarkoordinatcn 
bestehen die Formeln:

x — r co s#  , y  =  r s in # . j r | =  ] /  x2 +  y - .

Homogene Koordinaten: vgl. § 64,1.

§ 62. A llgem eine Siitze über G leichungen zw ischen Punkt
koordinaten.

1.) Es sei G(x , y )  eine Summe, deren Glieder von der 
Form a rlix r y'1 sind, wo a.4i eine beliebige reelle Konstante 
ist und v, fi 12:0  ganze Zahlen bedeuten, d. h. es sei 
G{x,  y)  ein Polynom in x  und y  (§ 11, 2). Unter dem Grade n 
der Gleichung G(x, y )  — 0 versteht man den höchsten Wert, 
welchen v  +  fi annimmt. D ie Gesamtheit aller Punkte x, y, 
welche der Gleichung G(x, y )  =  0 genügen, erfüllen im all
gemeinen eine Kurve (K u rv e  nm  O r d n u n g ) . (Vgl. 
hierzu § 86, 2, 3.)

2.) Der Grad einer Gleichung G(x ,y )  =  0 wird durch 
Koordinatentransformation nicht geändert.

3.) I s t !  ein konstanter W ert ( 1 : 0), so stellt XG(x, y )  — U 
dieselbe Kurve wie G { x , y ) =  0 dar.

4.) D ie Wertesysteme x , y ,  welche den Gleichungen zweier 
Kurven G ( x , y ) =  0 und g(x, y )  =  0 gleichzeitig genügen, 
sind die Koordinaten der S c h n it tp u n k te  beider Kurven.

Setzt man speziell in G ( x , y ) — 0 für y  den Wert 0, so 
ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung m it der Unbe
kannten x die Abszissen der Schnittpunkte der durch

B ü r k l e n  - K i n g l e b ,  M athem atische F orm elsam m lung. 8



G(x ,y )  = 0  dargestellten Kurve m it der z-Achse. Ebenso 
liefert x — 0 die Schnittpunkte m it der ¿/-Achse.

5.) Es sei X irgendeine reelle Zahl. Dann stellt 
G{x, y)  +  Xg(x,y)  =  0 

die Gleichung einer Kurve dar, welche durch die Schnitt
punkte der Kurven G(a;,t/) =  0 und g(x,y)  =  0 hindurchgeht, 
und deren Ordnung nicht größer ist als die Ordnung derjenigen 
der letzteren Kurven, welche die höhere Ordnung besitzt.

§ 03. Größenbeziehungen in Punktkoordinaten.
H ier  w ie  in  den  fo lg e n d e n  §§ b e z ie h e n  s ic h  a lle  

F o r m e ln  a u f d as r e c h tw in k l ig e  K o o r d in a te n s y s te m ,  
fa l ls  n ic h t  a u sd r ü c k lic h  e in e  a n d e r e  A n g a b e  g e 
m a c h t is t .

1 .) K o o r d in a te n  x , y  des P u n k te s  P , w e lc h e r  d ie

S tr e c k e  P 2P 2 im  V e r h ä ltn is  m : n  =  X :  1 t e i l t :

P jP  : P P 2 — m : n  =  X:  1 .
Pj und P 2 mögen bzw. die Koordinaten x1, y 1-, x2, y 2 haben. 
Dann gilt

_  m x 2 - f  n x i __ x1 +  Xx2 
X m + n  ’

=  m V2 +  n y 1 =  V i + X  y2 
77i -j- n  1 -}- X 

Über die Lage von P  in bezug auf P 1 und P 2 bei verschiedenen 
Werten von X vgl. § 35 ,3 .

Koordinaten des Halbierungspunktes:
_  x1 +  x2 _  y x +  y 2 

2 ’  2 '

Vorstehende Formeln gelten auch für schiefwinklige Koor
dinaten.

2.) E n tfe r n u n g  z w e ie r  P u n k te  x1, y 1; x2, y 2 :

V 'fo  — x%? +  Ü/j ~  V i f ;

11 4  Analytische Geometrie der Ebene.



im schiefwinkligen Koordinatensystem mit dem Achsen
winkel cd:

e =  \ / {xx -  x2f  +  (;/, -  y2f  +  2(x1 -  x.i ){yl -  y2) cos oj . 
+

Sind die Punkte in Polarkoordinaten r2 , $ 2 gegeben,
so ist________________ ________________________

e =  V r\  +  rz — 2 V s  cos (#2 — &1 )■
+

3.) I n h a lt  d es D r e ie c k s  m it den Ecken xv y 1\ x2 , y 2m, 
Ui '■

1 1 1 | l
J  =  9 „ a;i(iy2-?/3)+ ^ (? /3 -? A )  +  a-3( i /i -2 /2 )  •

2 ̂ 1  2
Dieser Ausdruck ist positiv, wenn bei Umlaufung des Dreiecks

in der Richtung PiP 2PSP 1 das Innere zur Linken bleibt. 
Andernfalls ist J  negativ, oder es ist J  — 0, wenn die drei 
Punkte in einer Geraden liegen.

Fällt x3, y 3 in den Anfangspunkt, so wird

J  =  y  (%2/z -  a*yi) •

Inhalt des Dreiecks m it den Ecken r j ,^ ;  r2,■[},,; r3,# 3:

=  -^{»‘i ’'2Sin(i92- i 9 1) + r 2r3sin(i?3—¡?2) +  r3r1sin(ö1—# 3)},

und falls r3 = 0  ist: J  — — r2 r2 sin (#2 — # j ) .

4 .) I n h a lt  des n -E c k sm it  denEcken xv, y , (v  — l , 2 , . . . , n ) :  
2 J = x 1(y2- y n) + x 2 (y3- y 1) + x 3 (yi - y 2 ) + ~ + x ;i(y1- y n- i ) .

Über das Vorzeichen gilt Entsprechendes wie in Nr. 3.

§ 64. Die Gleichung der Geraden.
B e z e ic h n u n g e n :  Mit einer Geraden g der Ebene eines 

(x , y)  Systems wird stets ein in dieser Ebene liegendes ge
richtetes Lot (N o r m a le )  fest verbunden gedacht. D ie Gerade 
g te ilt die Ebene in zwei Halbebenen, und man bezeichnet

Die Gleichung der Geraden. 1 1 5
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als positive (negative) Seite der Geraden g oder Halbebene 
diejenige Halbebene, nach der die positive (negative) Rich
tung der Normalen zeigt. Der Winkel zwischen der z-Achse 
und der positiven Normalenrichtung sei oc. Setzt man als 
positive Richtung der Geraden g diejenige Richtung fest, 
die man erhält, wenn man die Normale um +  90° dreht, so 
ist der Winkel zwischen der z-Achse und der Geraden

71
(p — a  +  — . Die Richtungskonstante der Geraden ist

m =  tg  cp. Das Lot p  von 0  auf die Gerade werde positiv 
oder negativ gerechnet, je nachdem es die gleiche Richtung 
wie die Normale oder die entgegengesetzte hat. D ie Ab
schnitte der Geraden auf den Koordinatenachsen seien a 
und b.

1.) G le ic h u n g s fo r m e n  der Geraden:
I.) Ax  +  B y  +  C — 0 (Allgemeine Form), wobei A  und B 

nicht gleichzeitig Null sein mögen.

cos a  =  —= ____ , sin k  — —--------------.
] /A 2 - f R 2 1/ A 2 +  B 2

Durch die Wahl des Vorzeichens der Wurzel ist die Rich
tung der Normalen festgelegt. W ählt man im Falle C =j= 0 
das Vorzeichen entgegengesetzt zu dem Vorzeichen von C, 
so liegt 0  auf der negativen Seite der Geraden.

II .) x cos oc 4 - y  sin «  — v  =  0 (Bessesehe Normalform) 
H I.) y  — m x  — b =  0

,r , . , - „ 1 II s. Nr. 3.
V.) u x  + i ;y  -(-1  =  0, wo v , =  —  , v =  — -

a  b 1
Die Gleichung jeder Geraden ist vom 1. Grade und läßt

\ ' A H B 2 '

G
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sich, abgesehen von der unendlich fernen Geraden (s. § 37, 2 
und § 6 5 ,1 ), auf die F o r m !)  bringen. Die Formen II .)— V.) 
sind Spezialfälle von I ) .  Aus jeder im folgenden für I.) 
angegebenen Formel lassen sieh daher im allgemeinen durch 
spezielle Wahl der Konstanten A , B , C  entsprechende For
meln für die Gleichungen II .)—V.) aufstellen.

Um eine Gleichungsform zu erhalten, in der auch die un
endlich ferne Gerade enthalten ist, führt man homogene Ko-

ordinaten ein, indem man x  =  * y  — - setzt. Die nicht
S3

gleichzeitig verschwindenden Zahlen £l t f 2, | 3 heißen h o m o 
g e n e  P u n k tk o o r d in a te n . Durch diese ist ein Punkt 
eindeutig bestimmt. Umgekehrt jedoch sind durch einen 
Punkt nur die Verhältnisse der zugehörigen homogenen Koor
dinaten eindeutig bestimmt. Die allgemeinste Gleichung der 
Geraden lautet dann

A f i  +  -j- C£3 =  0.
Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist speziell

fa =  0.
Die homogenen Koordinaten des unendlich fernen Punktes 

der Geraden A x  +  B y  +  C — 0 (B 4= 0) haben die Gestalt:

f i ,  f . “ - § f i ,  f a “ 0,

wobei eine beliebige reelle Zahl 4= 0 ist.
Will man in einer Aufgabe der analytischen Geometrie 

unendlich ferne Elemente mit in Betracht ziehen, so hat 
man am besten die homogenen Punktkoordinaten zu be
nutzen (vgl. auch § 65, 1).

Die lin k e  S e it e  der Gleichung einer Geraden, deren 
rechte Seite 0 ist, werde m it L  bezeichnet, so daß die Gleichung 
der Geraden L — 0
lautet. Soll L  die linke Seite einer speziellen Gleichungs
form, z. B. der Z/meschen Normalform sein, so wird dies in' 
folgenden besonders erwähnt.
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Gleichung der Geraden in Polarkoordinaten: 
r cos (#  — x )  — p .

2.) B e so n d e r e  F ä lle :
x =  a  Gleichung einer Geraden parallel zur «/-Achse, 
y  b *i ,, )) i) ,j z-Achse,
insbesondere sind x  =  0 und y  =  0 die Gleichungen der Achsen.

3.) G erad e d u rch  d en  P u n k t  xv y t :
Ä(x  -  zx) +  B(y  -  yx) =  0 .

Speziell lautet die Gleichung einer Geraden durch den Null
punkt A x  +  B y — O.
Ihre Achsenabschnitte sind beide gleich Null.

4.) G erad e d u rch  zw e i P u n k te  x2, y 2:

y  — Vi =  —— — (x — x{) oder --— '/l =  —— —1 oder 
x2 - x 1 y .2 Vl x2 -  x,

x  y  1
i i J i l  =  0 .
x2 y2 l

Letztere Gleichung ist auch die Bedingung dafür, daß drei 
Punkte x , y ;  xv y x; x2, y 2 in einer Geraden liegen.

Gerade durch den Anfangspunkt und xl , y 1:
xi 1J — y  i » = 0 .

5 .) A b sta n d  p* d es P u n k te s  z1,y 1 v o n  der G e
rad en

A a ; - f  B y  -j- C =  0 oder x cos «  -j- «/ sin x  — p  =  0:
AL z. -f- B  w, -f- G  .

Vi = ---------------—.....  =  x , cos x  +  w. sin x  — y.
V a  ̂+  b 2

ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt xlt auf 
der positiven oder negativen Seite der Geraden liegt (vgl. 
die Bezeichnungen und Nr. 1).

6.) K o o r d in a te n  des S c h n it tp u n k te s  der G e
r a d en  A l x +  B1y  +  C1 =  0 A 2x + B 2y  +  C2 =  0, wobei



Die Gleichung der Geraden. 1 1 9

B X 2 -  TL C-, G1 A 2 - G 2 A 1

x ~  A  b ,  -  a 2 b ;  ’ y - 4 b 2 - a 2 b 1 •
7.) W in k e l r  z w isc h e n  zw e i G eraden

A 1x +  B1y  +  C1 =  0 und A 2x - f  B2y  +  C2 =  0 
oder y  — m1 x - - b 1 — 0  und y  — m2x — b2 — 0 :

t e r =  ^ 1 ‘̂2 ~  _  ,w2 TOi
4 4  4  4  ,K1 W2 +  1

Unter dem Winkel z wird hier derjenige positive Winkel 
verstanden, um den man die erste Gerade drehen muß. 
damit sie mit der zweiten einschließlich der Kichtung zu
sammenfällt.

Die Geraden sind p a r a lle l  (schneiden sich in einem un
endlich fernen Punkt, vgl. Nr. 1), wenn

A x : A 2 =  Bx : B 2 oder m2 =  m1

ist und fallen zusammen, wenn
A i  : A 2 — B-y : B2 =  : C2

oder m2 — m1, b2 =  \
ist. Die Gleichungen paralleler Geraden lassen sich auf
Formen bringen, welche sich nur in dem von x und y  freien 
Gliede, dem konstanten Gliede, unterscheiden:

A x  -j- B y  -f- Gi — 0 , A  x -j- B y  -f- C2 ~~~ 0 .
Die Geraden sind s e n k r e c h t  zueinander, wenn

A 1 A2 -f- B, B 2 =  0 bzw. rn2 =  — ~  ist.

8.) G le ic h u n g  der G e ra d en , w e lc h e  m it  der G e
ra d en  Ax  -f- By  - f  C  =  0 den  W in k e l x (vgl. Nr. 7) b i ld e t  
un d  d u rch  d en  P u n k t  a ,̂ yx g e h t:

B t g r — A

9.) Der Abstand der Geraden g2 von der p a r a l le le n  
Geraden g1 is t das gerichtete L ot von einem Punkte von 
<7i nach g2. Es wird mit Benutzung von 0  gemäß Nr. 5 
bestimmt.
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10.) D re i G erad en  
Ll — A 1 x - \ - B xy - \ - G 1 = Q ,  L 2 =  A 2x +  B2y  -f- C'2 =  0 ,

L3 — A 3x  -(- B3y  C3 =  0 
" eb en  d u rch  e in en  P u n k t , wenn

\A Bl c1\
\ A t  B2 C2 1 = 0  
| A s C3 :

ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn sich drei 
Zahlen 1 ,̂ A3 so bestimmen lassen, daß

L j  “f" /~2 Ijn - p  ?.3 L 3 : - 0  
wird. Hierbei bedeutet == id e n t is c h  g le ic h ,  d .h . daß 
die Gleichung für a lle  x  und y  erfüllt ist. Das ist nur dann 
der Fall, wenn alle Koeffizienten für sich Null sind, wenn also 

?-i A 1 +  ?-2 A 2 +  X3 A 3 =  0 ,  ?.x B l +  B2 -j -13 B3 =  0 ,
/}  Ol -j“ ?-2 On "f“ a3 0 3 “  0 

ist. Der Schnittpunkt kann auch ein unendlich ferner Punkt 
sein (vgl. Nr. 1 u. 7).

11.) Eine K u rv e  ntcr O r d n u n g  (s. § 6 2 ,1 ) wird von 
einer Geraden in n  Punkten geschnitten, welche auch teil
weise oder sämtlich zusammenfallen und auch imaginär sein 
oder im Unendlichen liegen können (vgl. Nr. 1).

8 65 . Linienkoordinaten und die G leichung des P unk tes.

1.) Ist die Gleichung einer Geraden in der Form 
u x  +  v y  +  1 =  0 

gegeben, so is t  die Lage der Geraden durch die Konstanten 
u und v eindeutig bestimmt. Umgekehrt gehört zu jeder 
Geraden ein Wertepaar u, v. Diese Konstanten heißen daher 
die Koordinaten jener Linie oder kurz L in ie n k o o r d in a te n , 
u und v sind die negativen reziproken Aehsenabsclmitte der 
Geraden (§ 64 ,1 ).

Ist eine der Linienkoordinaten Null, so ist die Gerade 
einer Achse parallel.

F e s t s e tz u n g :  Die Gesamtheit aller unendlich fernen
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Punkte ist eine Gerade, die unendlich ferne Gerade. Man 
legt ihr die Koordinaten u — 0, v =  0 bei.

Die Koordinaten einer Geraden durch den Nullpunkt

sind unendlich. Man legt — — in diesem Falle den Wert
v

der Richtungskonstanten der Geraden bei.
Die G le ic h u n g  ux +  vy  +  1 =  0 stellt bei konstanten 

Werten u, v die G le ic h u n g  d er G era d en  m it den Linien
koordinaten u , v  in  P u n k tk o o r d in a te n  x , y  dar. Sind 
x, y  konstant und verändern sich u, v derart, daß jene Glei
chung stets erfüllt ist, so erhalten wir die Gesamtheit aller 
Geraden, welche durch den Punkt x, y  gehen. Obige Gleichung 
nennt man daher die G le ic h u n g  d es  P u n k te s  (N o r m a l
fo r m ) m it den Punktkoordinaten x , y  in  L in ie n k o o r d i 
n a te n  u, v.

A u - \ - B v - \ - C = Q  
ist die allgemeine Form der Gleichung eines vom Nullpunkt 
verschiedenen Punktes. Sie läßt sich auf die Normalform 
bringen, falls C 4 = 0 ist. Die Koordinaten des Punktes sind

Die Gleichung A u  +  B v  =  0, A  B=j=0, 0, 
stellt einen unendlich fernen Punkt dar, zu welchem man 
gelangt, wenn.man sich längs der Geraden m it der Gleichung

B
y = - x

(gleichgültig nach welcher Seite) ins Unendliche bewegt. Um  
eine Gleichungsform des Punktes zu erhalten, welche auch 
den Nullpunkt umfaßt, hat man h o m o g e n e  L in ie n k o 

o r d in a te n  ?]u ry2, rj3 einzuführen, indem man u — — , v =  -~
% %

setzt. Die allgemeinste Gleichungsform des Punktes ist dann
•Ai?i +  -B% +  C}?3 =  0.
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Die Gleichung des Nullpunktes lautet speziell 
Va =  °-

(Vgl. hierzu § 64, 1.)
Die lin k e  S e it e  der Gleichung des Punktes werde mit 

P  bezeichnet.
2.) Es sei F ( u ,  v ) — 0  eine algebraische Gleichung vom 

Grade n in bezug auf u, v (vgl. § 62 ,1 ). D eutet man u, v als 
veränderliche Linienkoordinaten, so stellt diese Gleichung 
eine Gesamtheit von Geraden dar, welche im allgemeinen 
eine Kurve umhüllen (K u rv e  nter K la sse ) . J'(u, v ) = 0  
heißt die Gleichung der Kurve.

Von einem Punkte lassen sich an eine Kurve n ter Klasse 
n Tangenten ziehen, welche aber teilweise oder sämtlich 
zusammenfallen und auch imaginär sein können.

Es mögen F ^ u ,  v)  =  0 und F2 (u, v) — 0 die Gleichungen 
zweier Kurven mit den Klassenzahlen nL und n2 F.  «j be
deuten. X sei eine beliebige Zahl. Dann stellt

A («.v) + x r 2(u, v) = o
eine Kurve dar, welche alle gemeinschaftlichen Tangenten 
von F1 — 0  und F 2=  0 berührt, und deren IQasse höchstens 
gleich n, ist.

3 .) D a sD u a l itä ts p r in z ip :  Ein Satz, welcher nur Lage
beziehungen zwischen Punkten und Geraden und Doppel
verhältnisse zwischen diesen Elementen enthält, geht in 
einen richtigen Satz über, wenn man Punkt und Gerade in dem 
Satze vertauscht.

B e is p ie le :  (Vgl. § 64.)
Je nachdem man f, y,  L , 'hl • • - als Punkt- oder als Linien

koordinaten deutet, ist:
1.)_ B n+  C =  0

die Gleichung einer Geraden. die Gleichung eines Punktes.
2.) ¿ ( $ - f , ) + B i * - < ? , ) =  0

die Gleichung einer Geraden die Gleichung eines Punktes
durch einen gegebenen Punkt. auf einer gegebenen Geraden,
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die Gleichung der Geraden 
durch zwei gegebene Punkte.

f i t i l
4.) 42 >12 1 

ri3 l

die Gleichung des Schnittpunk
tes zweier gegebener Geraden.

=  0

die Bedingung dafür, daß drei 
Geraden d. einen Punkt gehen.

Cl A t  Cj Aj
1 A l Bt — A t Bx
das Koordinatenpaar der Ge
raden durch die Punkte 

2f +  B a '/+  C2 =  0.

=  0

die Bedingung dafür, daß drei 
Punkte in einer Geraden liegen.

Bx 0 2 — B 2 C1

das Koordinatenpaar d. Schnitt
punktes der Geraden

+  f + B 1>)+ C 1= 0 ,  A 
6.) A .B . C ,

A 3 Bt C2 
A 3 B3 Cj

die Bedingung dafür, daß die die Bedingung dafür, daß
Geraden die Punkte

+  f  +  Bv r /+  Cv “  0,
V  =  1, 2, 3

durch einen Punkt gehen. auf einer Geraden liegen.

§ 66. Stralilenbüschel und Punktreihe.
1.) Sind 1^ =  0, L2 =  0 die Gleichungen zweier sich im 

Endlichen schneidender Geraden, so ist die allgemeine Glei
chung einer dritten Geraden, die durch den Schnittpunkt der 
beiden ersten geht,

Z>3 1 =  0 .
Wenn Lx und L2 die Normalformen bedeuten, ist X 

das negative Abstandsverhältnis eines Punktes der Geraden L3 

von den Geraden Lx und L2.
Die Halbierenden der Winkel, welche von den in den 

Normalformen gegebenen Geraden L x — 0, L2 =  0 gebildet 
werden, haben die Gleichungen

Lj +  L2 =  0 ,  L x — L2 =  0.
Bei veränderlichem X stellt die Gleichung Lx +  X Lt  — 0 

ein S tr a h le n b ü s c h e l dar.
Sind die Geraden L x und L2 parallel, so stellt L x +  XL2 =  0



1 2 4  Analytische Geometrie der Ebene.

die zu Lx und ¿ 2 parallelen Geraden dar (Parallel-Strahlen- 
büschel).

2.) Sind P 1 — 0, P 2 =  0 die Gleichungen zweier Punkte, 
so ist die allgemeine Gleichung eines dritten Punktes, der auf 
der Verbindungsgeraden der ersten beiden liegt,

' P3 Pj +  X P 2 =  0 .
Wenn P1 und P2 die Normalformen bedeuten, ist X das Ver-

 >

hältnis, in welchem P 3 die Strecke Pj P2 teilt,

. P i l s

p , K
Die Halbierungspunkte der Strecken, welche von den in 
den Normalformen gegebenen Punkten gebildet werden, 
haben die Gleichungen

P~i +  P 2 =  0 , ? ! - P 2 =  0 .
Die zweite stellt den unendlich fernen Punkt der Geraden 
Pj P 2 dar.

Bei veränderlichem ?. liefert die Gleichung P 1 +  XP2 =  0 
eine P u n k tr e ih e .

3.) Vier sich in einem Punkte schneidende Geraden können 
dargestellt werden durch die Gleichungen
¿x =  0, L2 =  0, Lj ~  L x +  ?,x L2 — 0, L., ? j +  h2 =  0 .

)
Das Doppelverhältnis dieser vier Strahlen ist — (vgl. § 35 ,5 ).

/*2
Das Doppelverhältnis des Büschels
? !  +  Al ?2 — 0, ¿ j -f- / j  ¿2 =  0, Lj +  A3 L 2 —  0, ¿ ! + A 4 ¿ 2= 0  

1 _ 1  3 - 3

4 .) Vier in einer Geraden liegende Punkte können dar
gestellt werden durch die Gleichungen
P 1 =  0, p 2 =  o, p 3 = - p 1 +  ;.1p 2 =  0, P 4 P! +  ;,2P2 =  0.

Ihr Doppelverhältnis ist y  (vgl. § 35, 4).
«2
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Das Doppelverhältnis der vier Punkte 
Pl  -f- 1̂ =  1*1 +  2̂ P* — 0 l 1*1 ‘̂3 ^2 — 0 !

P x H - ^ P ,=  0 

ist h u h  • V z i i

5.) Vier Strahlen sind h a r m o n isc h e  S tr a h le n , wenn 
ihr Doppelverhältnis gleich — 1 ist. Ihre Gleichungen lauten:

Lj =  0 , L2 =  0 , Lj -f~ 7, L2 === 0 , Lj — A L2 0 .
Vier durch den Anfangspunkt gehende Geraden

y = m 1x , y = m 2x , y = n 1x , y  — n2x 
sind harmonische Strahlen, wenn

2(wij w?2 -f- n j n2) — (Wj - f  w 2) (rij - f  n2)
ist.

6.) Vier h a r m o n isc h e  P u n k te  haben die Gleichungen 
Pj =  0 ,  P2 = 0 ,  P j +  * P 2 = 0 ,  P1 - ^ P 2 =  0 .

Falls a ,̂ z2, y2 ; f 2,?j2 die Koordinaten der vier
harmonischen Punkte sind, gelten die Beziehungen:

2(x1a'2 +  I j f ,,)  =  (Xj - f  x2) +  f 2) ,
2(2/! i/2 +  V1V2) =  (2/x +  2/2 ) (Pi +  %) •

7.) Zwei S tr a h le n b ü s c h e l m it je vier Strahlen heißen 
p r o je k t iv is c h ,  wenn ein Doppelverhältnis des einen 
Büschels gleich dem entsprechenden Doppelverhältnis des 
anderen Büschels ist. Ihre Gleichungen lauten:
Lj 4“ / j  L2 =  0, Lj -p ?.2 Lg =  0, Lj +  3̂ — 0> ¿ 1  +  Aj L2 =  0
und

il/j - f -  / j  M2 =  0 , illj - | -  Lg 472 =  0 , ilij -f- j¥ 2 =  0 ,

ü / j  +  ; .4J¥ 2 =  o .

8.) Entsprechend sind die Gleichungen von zwei pro- 
je k t iv is c h e n  P u n k tr e ih e n :
P j + ;.J p 2= o , p 1+ / ^ p 2= o , p 1 + ; . 3 P2= 0 ,  P j + ;.4 p 2= o 
und
Qi +  $ 2  —  o ,  Qi +  ?-2 Qi =  0, Qi - j ~  ?-3 Qi —  o ,  t ? j  +  / . i  Q 2  =  0.

9.) Drei Strahlenpaare
Lj -j- Av L2 =  0 , Lj -f- /x.j L2 — 0 , v  =  1, 2, 3
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bilden eine S tr a h le n in v o lu t io n ,  wenn sich ein viertes 
Strahlenpaar finden läßt, welches zu jedem der gegebenen 
harmonisch ist. Die notwendige und hinreichende Bedin
gung dafür ist

'■i +  / h  ¿ 1/6 l j  
P>2 “f" /̂ 2 ^2 P 2 i == 6 •
'■3 +  «3 ¿3 ,«3 l j

10.) Unter der gleichen Bedingung bilden die drei 
Punktepaare

1 \  +  A„P2 =  0 , P j +  /.ryP 2 =  0 , v =  1, 2 ,3  
eine P u n k t in v o lu t io n .

II. Kurven zweiter Ordnung (Kegelschnitte).
§ 67. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

1.) D ie a llg e m e in e  a lg e b r a i s c h e  G le ic h u n g  z w e i
ten  G rades in x . y  lautet
f ( x ,y )  =  an x2 +  2 a12xy +  a22y 2 +  2 a13a: +  2 a^y  +  =  0
oder
(an x  +  a12y  +  a13)a: +  {a2lx +  a22y  +  a ^ y

+  (a3ia' +  a32V +  «33) =  0 ,
wobei a ik — am (i , Je — 1 , 2 ,3 )  ist. Man bezeichnet die 
Klammern in dieser Gleichung bzw. mit ¡¡, / 2, /3, so daß die 
allgemeine Gleichung zweiten Grades auch lautet 

f ( x , y ) =  h x  +  f2y  +  f3 ^  0 .
H at man in flt /2, /3 für x  und y  die Koordinaten eines festen  
Punktes xr, yx eingesetzt, so mögen diese Größen bzw. mit 
fi 1 /21 /■> bezeichnet werden. *)

2.) Unter der zum P o l x1, y 1 gehörigen P o la r e n  ver
steht man die Gerade m it der Gleichung

f i x  +  f' ŷ +  /3 =  0
oder

*) Ü ber d ie  V erw endung und B edeu tung  der hom ogenen K oord inaten  
vgl. h ie r  und  im  folgenden § 64, 1 und  § 65, 1.
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an xxx  +  an (yxx  +  xxy)  +  a22y xy  +  al i (xl +  x)

+  « 23O/1 +  V )  +  %  =  0  ■
Regel: Die Gleichung der zum Pol x1} y 1 gehörigen Polaren 

wird erhalten, indem man in der Kurvengleichung für x2, 
2 x y , y 2, 2 x , 2 y  bzw. xxx, y ^  +  x t f ,  y1y , x 1 +  x, y 1 +  y  
einsetzt.

Die Polare ist T a n g e n te  im Punkte x1 , y 1, wenn dieser 
auf der Kurve liegt, d. h. f(xv  y x) — 0 ist.

Die Koordinaten der Tangente sind in diesem Falle

W== l [ ' V = t fz
Diese Gleichungen lassen sich nach xv  yx auflösen, wenn 

I an  a12 a13

A  =  a21 a22 (>23 ^  0
! fl3 l ö 32

ist (eigentlicher, nicht zerfallender Kegelschnitt). Setzt man 
die gefundenen Werte in /¡Lx1 +  f2 y1 +  / , =  0 ein, so erhält 
man die Gleichung des Kegelschnitts in Linienkoordinaten. Sie 
kann durch Multiplikation m it einer Konstanten auf eine Form 
gebracht werden, bei welcher ihre Koeffizienten A ik{i, k  =  
1 ,2 ,3 )  die zu a ik adjungierten Unterdeterminanten von A sind.

3.) Der M it te lp u n k t  einer eigentlichen Kurve zweiter 
Ordnung ist der Pol, dessen Polare die unendlich ferne Ge
rade ist. Seine Koordinaten x , y  genügen den Gleichungen 

/i==  an x  +  a12y  +  al s = 0 ,
12 =  «21* +  a32y  +  a23 =  0 

und werden aus diesen bestimmt.
Eine Kurve zweiter Ordnung besitzt dann und nur dann 

einen im Endlichen gelegenen Mittelpunkt, wenn

2! ^ =  011 rjrö  
a2i a2o

ist. Ist ^ 3 3 = 0  und eine der Determinanten
ö 13 «12 a n fl13 !

°23 Ä 22 i 1 ®23 ;
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von Null verschieden — die andere ist dann ebenfalls un
gleich Null — , so besitzt eine Kurve zweiter Ordnung einen 
M ittelpunkt im Unendlichen.

4 .) Unter einem D u r c h m e sse r  versteht man den Ort 
der Mittelpunkte paralleler Sehnen. Er ist eine Gerade durch 
den M ittelpunkt. Der Durchmesser heißt k o n ju g ie r t  zu 
der Sehnenschar, welche er halbiert. Zwei Durchmesser 
heißen zueinander konjugiert, wenn jeder die zu dem anderen 
parallele Sehnenschar halbiert.

Der Durchmesser, welcher zu der Sehnenschar konjugiert 
ist, die m it der a-Achse den Winkel oc (vgl. § 64, Bezeich
nungen, wie bei cp) bildet, hat die Gleichung 

/j cos a  +  /2 sin a  — 0
oder
(au x +  a12y  +  a13) cos a  +  (a21 x +  a22 y  +  a23) sin a  =  0 .

5 .) Eine Kurve zweiter Ordnung besitzt höchstens zwei 
konjugierte Durchmesser, welche aufeinander senkrecht 
stehen. Zwei derartige Durchmesser heißen H a u p ta c h se n .  
Die Richtungen der Hauptachsen, von welchen eine mit 
der ar-Achse den Winkel ac bildet, ergeben sich aus

6.) D is k u s s io n  der Kurven 2. Ordnung in rechtwinkligen 
oder schiefwinkligen Koordinaten (s. Nr. 2 u. 3).

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades stellt dar:
I.) einen e ig e n t lic h e n . K e g e ls c h n i t t ,  wenn A =f=0, 

und zwar
1.) eine E l l ip s e ,  w e n n M ^ X )  ist. Sie ist reell oder 

imaginär, je nachdem an  und A  verschiedene oder gleiche 
Vorzeichen haben. Für rechtwinklige Koordinaten ist sie 
ein K r e is , wenn an  =  a^  und a12 =  0 ist;

2.) eine P a r a b e l,  wenn ,4 ,3 = 0  ist;
3.) eine H y p e r b e l , wenn A33 <  0 ist.
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II.) einen z e r fa l le n d e n  K e g e ls c h n it t ,  wenn . 1 = 0  
ist, und zwar

1.) ein r e e l le s  s ic h  im  E n d lic h e n  s c h n e id e n d e s  
G e r a d e n p a a r , wenn zl33<  0 ist;

2.) ein p a r a lle le s  G e r a d e n p a a r , wenn i l 33 =  0 ist 
(reell und verschieden, zusammenfallend oder imaginär, je 
nachdem A n  oder A 22 0).

3.) ein im a g in ä r e s  G era d en p a a r  mit r ee llem  
Schnittpunkt im Endlichen, wenn A,„ >  0 ist.

7.) Zwei eigentliche Kegelschnitte
an x2 +  2 a12x y  +  a22 y - - \ -  2 a13a: +  2 a22y  4 - =  0,

(XuX2 -j- 2 <x12x y  +  tx22y-  +  2 a 13x - f  2 /x^y  +  =  0
sind einander ä h n lic h , wenn

a.) an a22 — a]2 =  ocu — tx\2 =  0 oder
b.) 2̂2 Ujo " 0, oĉ j Äjg 0 und

%1   ®12__ a22
**11 ^12 ^22

8.) Die Gleichung jedes eigentlichen Kegelschnitts läßt 
sich durch Koordinatentransformation auf die Form

y-  =  2 p x  — (1 — s2)x2 
bringen (S e h e ite lg le ic h u n g ) . Die ¡r-Aehse ist Haupt
achse, die ¡/-Achse Tangente des Kegelschnitts.

Die Gleichung stellt den Ort aller Punkte dar, für welche 
das Verhältnis der Entfernung von einem festen Punkt F, 
dem B r e n n p u n k t , und einer festen Geraden l, der L e i t 
l in ie ,  einen konstanten Wert e besitzt. s  heißt n u m e r isc h e  
E x z e n t r iz i t ä t .  Die z-Achse ist die Senkrechte zur Leit
linie durch F.  Die ¡/-Achse teilt den Abstand des Punktes F  
von der Leitlinie von F  aus im Verhältnis e : 1 (im S c h e i t e l 
p u n k t). Die Ordinate p  im Brennpunkt heißt P a ra m eter .

VDer Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie ist
£

Die Scheitelgleichung stellt eine E l l ip s e ,  P a r a b e l
B ü r k l e u - R i n g l e b ,  Mathematische Formelsammlung. 9



1 3 0  Analytische Geometrie der Ebene.

oder H y p e r b e l dar, je nachdem e ^ 1  ist. Dem Werte 
e =  0 entspricht ein Kreis.

9.) In P o la r k o o r d in a te n  o ,#  lautet die Gleichung der 
eigentlichen Kegelschnitte

V
1 +  e co s#  ’

wenn der eine Brennpunkt Pol, die z-Achse Polarachse ist, 
u n d #  von dem Scheitel aus gerechnet wird, der dem Pol am 
nächsten liegt.

§ 68. Der Kreis.

Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r.
1.) A llg e m e in e  G le ic h u n g  d es K re ise s:

K  =  x- +  y 2 - f  2 A x  +  +  C =  0 oder
( x ~ a ) 2 + ( y - b ) 2 = r 2; 

a — — A ,  b =  — B ,  r =  ]/ M2 +  B2 — G .
Ist A 2 =  C  oder B 2= C , dann berührt der Kreis die 

X-  bzw. die l ’-A chse; ist C =  0, so geht der Kreis durch den 
Ursprung. — Für die Koordinaten der Schnittpunkte mit 
den Achsen ist x1 +  x2 =  2 a, ^  +  i/2 =  2 A 

D er U rsp ru n g  i s t  M it te lp u n k t :
x-  +  y 2 =  r2 (Mittelpunktsgleichung). 

J li t t e lp u n k t  a u f der X -A c h s e  im Abstand r vom 
Ursprung:

y 2 — 2 r x  — x2 (Scheitelgleichung).
Gleichung für ein schiefwinkliges System:

(x — a )2 +  (y — b)2 -(- 2 (x — a) (y — b) cos co =  r2 
(co Achsenwinkel).

Sind und # j  die Polarkoordinaten des Kreismittel
punktes, so lautet die Kreisgleichung in P o la r k o o r d in a te n  
o ,# :  p2 — 2p pj cos (# — # j)  +  pj — r2 =  0 .
Gleichung in Linienkoordinaten:

r2{u2 +  v2) — (au  +  b v — l ) 2 =  0.



2.) T a n g e n te  im Berührungspunkt x „ y y  Mittelpunkt 
0 ,0 :  x x 1 +  y y i  =  r2.
Mittelpunkt a, b:

(x -  a)(Zj -  a) +  {y -  b)(yj -  b)  =  r2. 
Tangenten vom Punkt a^, t/j an den Kreis um 0  mit r:

3.) Die Gleichung der P o la r e n  des Punktes xi , y 1 in 
bezug auf den Kreis x2 +  y2 =  r2 ist

z z i  +  l/l/i =  +
Die Koordinaten des P o ls  der Geraden A x  B y  -\- G — 0

yl r2 B r 2
sind Zj =  -  — ^  .

4.) G le ic h u n g  des K r e ise s  d u rch  d ie  d rei P u n k te  

2/l j 2̂» 2/2 »
x2 +  y2 x y  1
+T + y\ *i ih 1
*1 +  v l  *2 1/2 1 
4  +  y |  ^  2/31

(Zugleich Bedingung dafür, daß vier Punkte auf einem Kreise 
liegen.)

5.) Zwei Kreise
z 2 +  y 2 +  2 A xx +  2 B t y  +  =  0 ,
z2 +  y 2 +  2 M2z  +  2B.2y  +  C2 =  0

sind k o n z e n tr is c h , wenn A 1 — A2, B 1 =  B2 ist.
6.) Die Gleichung des durch die reellen oder imaginären 

Schnittpunkte zweier Kreise K x =  0, K 2 =  0 gehenden 
K r e is b ü s c h e ls  ist K1 + XKt= 0 .
Zu den Kreisen des Büschels gehört für X — — 1 eine Ge
rade, die P o t e n z l in ie  beider Kreise:

Kj -  K2 = 0
oder 2 { A 1 - A i )x  +  2 ( B 1 - B 2) y  +  G1 - G 2 = 0 .

9*
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=  0 .



§ 69. Formeln für die Parabel.
VGleichungen: y 2 =  2 px ;  £>== —  „ (P o l =  Brenn-

1 +  cos v
2  m

punkt), m2 =  —  (in Linienkoordinaten).

1.) P o la r e  des Poles x1, y 1: y y1 =  p(x  +  xy).
(T a n g e n te  im Punkte xv y lt wenn dieser auf der Kurve

liegt.)
2.) Koordinaten des P o le s  der Geraden Ax  +  By - \ - C ~ 0 :

C B p
* i - j .  « . - - S j -

3.) T a n g e n te n  vom Punkte xv y t  an die Parabel:

V i ±  V y\—  /  s

y ~ V l "  ------  2 x 1------  “  Xl) '

4.) T a n g e n t e  m it gegebener Richtungskonstante m:
Vy  — m x  =  - — .

J 2 m
5.) N o r m a le  im Punkte xx, y x:

V (V -  2/r) +  V i  Ce -  x j  =  0 .
6.) Gleichung des k o n ju g ie r te n  D u r c h m e sse r s  zur 

Sehnenschar m it der Richtungskonstante m:

y - * - .m
7.) Gleichung der L e it l in ie  (Polare des Brennpunktes

V Vmit den Koordinaten -^-,0): x = — ~ .

8.) Länge des B r e n n s tr a h ls  zum Punkte x^y^.
V

r = X l  +  J -

9.) Inhalt des S e g m e n ts , abgeschnitten von der Schno 
mit den Endpunkten x1, y 1\ x2, y 2:

132  Analytische Geometiie der Ebene.



9 =  (i/i ~  Vz? =  xi ~ 3  . &L ~  y  
12 v  6 l/i +  1J'>

Ist die Sehne mit dem Endpunkt x1, i/A senkrecht zur a:-Achse,
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§ 70. Formeln für Ellipse und Hyperbel.
H a u p ta c h s e n g le ic h  u n gen :

E ll ip se ^  +  f j  =  l ,  Hyperbel ~  =  1 ,

a große Halbachse, b kleine Halbachse (bei der Hyperbel 
imaginär).

P o la r g le ic h u n g e n  in bezug auf den Mittelpunkt als Pol.
b2 — b2

Ellipse p2 =  ■------- - -r „ , Hyperbel g2 — — 5— -  :
1 K 1  —  E2 COS2 !? 1  —  £ 2 COS2 ! /

(Vgl. ferner § 67, 9.)
G le ic h u n g e n  in  L in i e n k o o r d i n a t e n :

Ellipse a2u2 +  b2v2 =  1,
Hyperbel a2u2 — b2v2 =  1.

In  den  fo lg e n d e n  F o r m e ln  g i l t  d as o b ere  Z e ich en  
für d ie  E l l ip s e ,  das u n te r e  fü r  d ie  H y p e r b e l.

X X , V  V-,
1.) P o la r e  des Punktes —̂ ± - 7  ̂ =  1 .

(T a n g en te im  Punkte xx, y v  wenn dieser auf der Kurve liegt.)
2.) Koordinaten des P o ls  der Geraden Ax  -J- By  +  C =  0:

d2 A b2B
lh -  C '

3 .) T a n g e n te n  vom Punkte x1, y l  an die Kurven:

-  *1 vi  +  \ ' ±  v  x l  +  a ~y\  T
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4.) T a n g e n t e n  m it der Richtungskonstanten m:
y  — m x  =  -f- y>«2a2± b 2 , y  — m x  =  — ]/Vk2a2 ± b 2 .

5.) A sy m p to te n  der H y p e r b e l (Gerade, denen sich 
die Kurve unbegrenzt nähert, ohne sie im Endlichen zu er
reichen):

x  V x  V
-  +  Y  =  0 ,  y - =  0 .
a b  a b

Ist der Asymptotenwinkel 2 cp (d. i. der Winkel, in dem die

Kurvenäste liegen), so ist tg cp =  —.
Qj

Bei der gleichseitigen Hyperbel (b =  a) stehen die 
Asymptoten aufeinander senkrecht.

Ein Durchmesser y  =  mx  schneidet die Hyperbel, berührt 
sie in einem unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote) 
oder trifft die Hyperbel nicht, je nachdem

b2
:>m2 & -

a‘
6.) N o rm a le  im Punkte x1, y 1:

7.) Zwei k o n ju g ie r te  D u rch m esser :

A * + B , j =  0 ,  
a - b

Jede Asymptote der Hyperbel ist mit ihrem konjugierten
Durchmesser identisch. i p - rx &< v o ' y ^  n-'K-eC,

Gleichungen der Kurven in bezug auf zwei konjugierte 
Durchmesser 2 av  2 b1:

Sind gjj und <p2 die Winkel, welche zwei konjugierte 
Durchmesser 2a± und mit der großen Achse bilden (vgl.
§ 64, Bezeichnungen), so ist
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b2
tg <Pi ' tg <Pi =  T  ¿2 • “l h  SU1 (<Pi —  <Pi) =  ab

(s. § 74, 7 und 8).
Gleichung der Hyperbel in bezug auf die beiden Asymp

toten als Koordinatenachsen:
e2 a2 +  b2 

x y  =  — =  — -—  (s. Nr. 8).

8.) Abszissen der B r e n n p u n k te  (lin ea re  E x z e n tr i
z itä t) :

e =  +  (/a2 62 , e' =  — J/o2^ i 2 =  - -  e .
9.) Gleichung der L e it l in ie  (Polare des Brennpunktes

e ,0 ):  as =  — =  — (s. § 6 7 ,8 ).
e e

10.) Länge der B r e n n s tr a h le n  zu dem Punkte x^y^.  
r1 =  a + x 1e, r2 =  ±  (a —  x1e),  rt ±  r2 =  2a.

11.) Inhalt der E ll ip s e n z o n e  zwischen der kleinen Achse 
und derim A bstandxj (0 ^  a) zu dieser parallelen Sehne:

Z =  — ( x, V  a- — x? +  a2 arc sin — ) ,  0 ^  arc sin — ¿ 1 .
a \  i  a ' a

Gesamte E l l ip s e n f lä c h e : J  — abn.
Inhalt des H y p e r b e ls e g m e n ts , abgeschnitten von der 

Sehne x =  x1 (senkrecht zur x-Achse,

S — ZiVi ab Log +  |

§ 71. Konfokale Kegelschnitte.

1.) Di« Gleichung _ * + j £ j _ 1 , > s !
a2 — X b2 — A 

stellt bei veränderlichem X eine Schar k o n fo k a le r  (m it den 
gleichen Brennpunkten versehener) E ll ip s e n  und H y 
p e r b e ln  in bezug auf die Hauptachsen als Koordinaten
achsen dar. Man erhält die Ellipsen für X =  w, wo u <  b2. 
und die Hyperbeln für X =  v, wo a2 > v  > b 2 ist:
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Für v > a 2 ergeben sich imaginäre Kurven.
Je zwei konfokale Ellipsen und je zwei konfokale Hy

perbeln schneiden sich nicht.
Jede Ellipse wird von jeder konfokalen Hyperbel senk

recht geschnitten. Die Gesamtheit der konfokalen Ellipsen 
und Hyperbebt bildet ein N etz von sich senkrecht schnei
denden (orthogonalen) Kurven (vgl. § 74, 4).

D ie Schnittpunkte einer durch u gegebenen Ellipse mit 
einer durch v gegebenen Hyperbel sind

Durch jeden Punkt der Ebene geht eine Ellipse und eine 
mit ihr konfokale Hyperbel.

Jedem Punkte x  >  0, y  >  0 ist hierdurch ein und nur 
ein Wertepaar u, v zugeordnet, und umgekehrt entspricht 
einem den angegebenen Bedingungen genügenden Wertepaar 
m, v ein positives Wertepaar x , y ,  wenn man die Wurzeln 
positiv wählt, m, v heißen die e l l ip t is c h e n  K o o r d in a te n  
des Punktes x, y.

2.) Die Gleichung

stellt bei veränderlichem X die Gesamtheit aller k o n fo k a le n  
P a r a b e ln  dar, deren Brennpunkt der Nullpunkt und deren 
Achse die rr-Achse ist.

Parabeln, deren /.-Werte gleiche Vorzeichen haben, 
schneiden sich nicht. Haben diese Werte entgegengesetzte 
Vorzeichen, so schneiden sich die zugehörigen Parabeln recht
winklig.

Entgegengesetzt gleichen X -W erten entsprechen in
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bezug auf die »/-Achse symmetrische Parabeln. Für die 
y-Achse selbst ist 1 = 0 .

Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei konfokale 
Parabeln.

§ 72. Allgemeine Sätze über Kegelschnitte.
(Vgl. § 67.)

1.) Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier 
projektiver Strahlenbüschel liegen auf einer Kurve 2. Ord
nung.

Die Verbindungsgeraden entprechender Punkte zweier 
projektiver Punktreihen gehören einer Kurve 2. Klasse an.

D ie Tangenten einer eigentlichen Kurve 2. Ordnung bilden 
eine eigentliche Kurve 2. Klasse und umgekehrt umhüllen 
die Geraden einer eigentlichen Kurve 2. Klasse eine eigent
liche Kurve 2. Ordnung ( I d e n t i t ä t  der eigentlichen Kur
ven 2. Ordnung und 2. Klasse). Ein Kegelschnitt ist 
im allgemeinen durch 5 — r Punkte und r Tangenten 
(r =  0 ,1 , 2 , . . . ,  5) vollständig bestimmt.

2.) Bewegt sich der Pol auf einer Geraden, so dreht sich 
seine Polare um einen Punkt, den Pol jener Geraden, und um
gekehrt.

3.) Die Berührungssehne zweier von einem Punkt aus
gehender Tangenten ist die Polare dieses Punktes. Eine 
Gerade durch den Pol liefert m it dem Kegelschnitt und der 
Polaren Schnittpunkte, die zusammen m it dem Pol harmo
nisch sind.

4.) Ein Durchmesser ist Polare eines unendlich fernen 
Punktes.

5.) Der zu einer parallelen Sehnenschar konjugierte 
Durchmesser geht durch den Berührungspunkt einer zu der 
Sehnenschar parallelen Tangente.

6.) Zieht man in den Endpunkten einer durch den Brenn-
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punkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden sich diese 
auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie des Schnitt
punktes m it dem Brennpunkt steht senkrecht auf der Sehne.

7.) Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf dem
jenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen den Be
rührungspunkten konjugiert ist.

8.) S a tz  d es P a s c a l :  Bei jedem einem Kegelschnitt 
einbeschriebenen (geschlossenen) Sechseck schneiden sich die 
drei Paare von Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden. 
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus fünf Punkten.)

9.) S a tz  d e s  B r ia n c t i on :  Bei jedem einem Kegelschnitt 
umbeschriebenen Sechsseit schneiden sich die drei Verbin
dungslinien von je zwei Gegenecken in einem Punkte. (Kon
struktion eines Kegelschnittes aus fünf Tangenten.)

§ 73. Sätze über die Parabel.
1 .) Die Durchmesser einer Parabel sind parallel zur Achse.
2.) Der Fußpunkt des Lotes vom Brennpunkt auf eine 

Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Konstruktion der 
Parabel durch Umhüllung.)

3.) Der Ort des Schnittpunktes zweier Parabeltangenten, 
die senkrecht aufeinander stehen, ist die Leitlinie.

4.) Die Entfernung des Berührungspunktes einer Tan
gente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung des letzteren 
vom Schnittpunkt der Tangente mit der Achse. (Konstruktion 
der Tangente.)

5 .) Die Tangente halbiert den einen der Winkel zwischen 
dem Brennstrahl und dem durch den Berührungspunkt 
gehenden Durchmesser, die Normale den ändern. (Kon
struktion der Tangente und Normale.)

6.) Der Scheitel halbiert das Stück der x-Achse zwischen 
dem Schnittpunkt der Tangente und dem Fußpunkt des 
Lotes vom Berührungspunkt auf die x-Achse.
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Das Stück zwischen dem Schnittpunkt der Normalen 
und dem Fußpunkt des Lotes hat die konstante Länge p.

§ 74. Sätze über Ellipse und Hyperbel.
1.) H at man ein System von Ellipsen bzw. Hyperbeln, 

welche eine Hauptachse gemeinschaftlich haben, so schneiden 
sich alle Tangenten, welche auf dieser Achse dieselbe Koor
dinate für den Berührungspunkt haben, in einem und dem
selben Punkt der gemeinschaftlichen Achse. (Konstruktion 
der Tangente.)

2.) In jedem umbeschriebenen Parallelogramm sind die 
Diagonalen konjugierte Durchmesser; in jedem einbe
schriebenen Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten 
Durchmessern parallel.

3.) Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte von 
einer Tangente ist unveränderlich ( =  i 2), und die Fußpunkte 
der Lote liegen auf einem Kreis, der die große (bzw. reelle) 
Achse zum Durchmesser hat. (Konstruktion des Kegel
schnitts durch Umhüllung.)

4.) D ie Tangente und die Normale in einem Punkt der 
Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche die 
Brennstrahlen nach diesem Punkt miteinander bilden. (Kon
struktion der Tangente und der Normale.)

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr konfokale 
Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln (vgl. § 71 ,1 ).

5 .) Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel die 
Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der K u r v e  
unveränderlich und zwar gleich der großen (reellen) Achse. 
(Fadenkonstruktion der Kurven.)

6.) Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden 
Abschnitte, weiche zwischen der Kurve und ihren beiden 
Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt einer 
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den Be
rührungspunkt halbiert.
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(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und die 
Asymptoten derselben gegeben sind.)

7.) Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei konju
gierten Halbmessern einer Ellipse und der Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte liegt, ist unveränderlich.

8.) Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asymptoten 
und einer zwischen denselben liegenden Tangente einer 
Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveränderlich.

9.) Zwei Ellipsen mit den Halbachsen %, a2, b2 Bind

einander ähnlich, wenn ~ = p  ist. Hvperbcln sind ein-
1 2

ander ähnlich, wenn dieselbe Bedingung erfüllt ist, d. h. 
wenn sie gleiche Asymptotenwinkel haben.

§ 75. Konstruktion der Kegelschnitte.
1.) P a ra b e l.
a) D X  Achse, S Y  Scheiteltangente, D E  Leitlinie, 

VDS — SF =  —. Man ziehe durch einen Punkt C der Achse
¿t

n s

r.

Fig. 28. Fig. 29.
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Fig. 30.

die Parallele zur Leitlinie und beschreibe um F  m it DG als 
Radius den Kreis. Dieser schneidet die Parallele in den

Parabelpunkten A  und B  
(Fig. 28).

b) D u rch U m h ü llu n g . 
S X  Achse, S Y  Scheitel
tangente, F  Brennpunkt. 
Man verbinde F  m it einem  
Punkte A  der Scheitel
tangente und errichte auf 
A F  in A  das Lot, D ie 
ses umhüllt die Parabel 
(Fig. 29).

2.) E ll ip se ,
a) O X — a, halbe große 

Achse; OY =  b, halbe kleine Achse. Man beschreibe um 0  
mit a und b Kreise, ziehe durch 0  eine Gerade, welche die 
Kreise in B  und C 
schneidet und ziehe 
GA  || OY, B A  || O X ,  
so ist A  ein Punkt 
der Ellipse (Fig. 30).

In entsprechender 
Weise kann man die 
Ellipse nüt Benutz
ung zweier konjugier
ter Halbmesser OX'  
und OY'  konstruie
ren. Fig. 31.

b) OX  =  OA'j =  a, OY  =  OYx =  l .  Man bestimme die 
Brennpunkte F  und F , durch Fl" — Fl Y  =  a. Man nehme 
auf X X t den Punkt «, beliebig an und beschreibe um F  mit
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X  ai und um F 1 m it X j«,
Kreisbögen, die sicli in A, 
und jBy schneiden. A x und 
13, sind Punkte der Ellipse 
(Fig. 31).

3.) H y p e r b e l.
O X =  0 X 1 = a ,

OF =  OF1 =  | ¿ ¿ + ¿ 2 .
Man nehme auf der Ver

längerung von X X x einen 
Punkt % an und beschreibe 
um F  m it X a t  und um F, 
mit X 1ai  Kreisbögen, die 
sich in A 1 und B t schnei
den. X , und B 1 sind Punkte der Hyperbel (Fig. 32).

X I. A b s c h n it t .

Analytische Geometrie des Raumes und 
Vektorrechnung.

I. P u n k t, Ebene und G erade.
§ 76. Punktkoordinaten und Vektoren.

1.) R e c h tw in k lig e  K o o r d in a te n : Gegeben seien
drei sich schneidende gerichtete Geraden OX, OY,  OZ,  die 
x-, y-  und die z -A c h se . Der Schnittpunkt 0  heißt N u l l 
p u n k t , A n fa n g sp u n k t  oder U rsp ru n g . Die Achsen 
mögen aufeinander senkrecht stehen und so orientiert sein, 
daß für einen auf der (z, ?/)-Ebene (Ebene der x- und der 
y-Achse) in Richtung der positiven z-Achse stehenden Be
obachter die ¡/-Achse um den positiven Winkel 90° gegen die 
z-Achse, also links herum, gedreht erscheint. Ein derartig
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orientiertes Sy
stem heißt ein 
R e c l i t s s y s t e m  
(andernfalls ein 
L in k s s y s t e m ) ,  
eine Bezeichnung, 
die auch dann an
gewendet wird, 

Y  wenn die Achsen 
beliebige Winkel 
zwischen 0° und 
180° miteinander 
einschließen. Die 
durch einen Punkt 
P  gehenden zu den 

Ebenen (x,y) ,  (y,z) ,  (z,x)  parallelen Ebenen schneiden auf den 
Achsen die K o o r d in a te n  x , y , z  des Punktes/* ab, welche 
von 0  aus in den positiven Achsenrichtungen positiv ge
rechnet werden, in den entgegengesetzten Richtungen da
gegen negativ (Fig. 33).

Jedem im Endlichen gelegenen Punkte des Raumes ent
spricht ein und nur ein Wertetripel x, y ,  z, und umge
kehrt ist jedem Wertetripel x, y,  z ein und nur ein Punkt 
des Raumes zugeordnet.

2.) K u g e lk o o r d in a te n :  Es sei O P = r  und <p der

Winkel zwischen OP  und der (x, y)-Ebene, gezählt von der 
letzteren gegen die positive z-Achse positiv, gegen die nega
tive z-Achse negativ (von 0° bis 90°). ip sei der Winkel, 
den die Ebene durch die z-Achse und durch r mit der (x , z)- 
Ebene bildet, gezählt von der positiven z-Achse aus im 
positiven Drehungssinn von 0° bis 360°. r, <p, tp heißen 
Kugelkoordinaten oder räumliche Polarkoordinaten.

Umrechnung von rechtwinkligen Koordinaten in Kugel
koordinaten und umgekehrt:
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r =  ]/x- +  y-  +  z1 , sin <p =  - - ,
+ ' 

x . y
COS W =  .. Sin W =   .

j/** +  »* y l ^  +  i/2
*f +

x =  r cos cp cos y), y = r  cos cp sin xp, z =  r sin cp .
3.) Z y lin d e r k o o r d in a te n  g, yi, z.

g ist die Projektion von r  auf die (x , t/)-Ebene. rp hat 
dieselbe Bedeutung wie in 2.).

o = )  V - +  r ,  cos ip — —= = ^ -  , sin v  = = -— = = ,
+ y t f + y 2 \ x - + y *

+ _ + 
x =  g cos y>, y  =  Q sin ^  , z — z.

Über homogene Koordinaten vgl. § 8U,1.

4.) V e k to r e n . Ein V e k to r  a wird durch eine gerich
tete Strecke im Raum dargestellt, wobei zwei gerichtete 
Strecken, welche sich durch Parallelverschiebung ihrer Länge 
und ihrer Richtung nach zur Deckung bringen lassen, denselben 
Vektor darstellen sollen, andernfalls aber verschiedene Vekto
ren. Die Länge der Strecke, welche einen Vektor darstellt, 
heißt seine Länge oder sein a b so lu te r  B e tr a g  | a |, die Rich
tung der Strecke heißt seine R ich tu n g .

Im folgenden werden Vektoren durch deutsche, reelle Zahlen 
(S k a la re ) durch griechische oder lateinische Buchstaben be
zeichnet. Eine den Vektor o darstellende Strecke wird eben
falls m it n bezeichnet.

Die Vektoren a und b werden a d d ie r t ,  
indem man in den Endpunkt einer den 
Vektor a darstellenden Strecke den An
fangspunkt der den Vektor b darstellenden 
Strecke legt. Dann ist j  =  a +  b der ein
deutig bestimmte Vektor, welcher durch

flie Strecke A B  dargestelltwird, die den An- Pig. 3t,
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fangspunkt A  von a mit dem Endpunkt B  von b verbindet 
(Fig. 34). Für beliebige Vektoren fl, £>, c gelten die Kegeln: 

a +  b =  b +  a ,
( n - j - b ) + c  =  a - f - ( b + c )  =  a +  b +  c.

Unter — a verstellt man den Vektor, welcher die gleiche 
Länge wie der Vektor a, aber die entgegengesetzte Richtung 
besitzt. Ist A eine positive Zahl, so ist Act =  a A der eindeutig 
bestimmte Vektor, welcher die A-fachc Länge und die gleiche 
Richtung wie der Vektor a besitzt. Ferner ist

1 .  a =  a, (— A) a =  A(— a) =  — A a .
Es sei ä  der Vektor vom absoluten Betrage 1 (E in h e i t s 
v e k to r ) , welcher dieselbe Richtung wie fl hat. Ist a der 
absolute Betrag von o, so ist

a =  «fl.
Unter der D iffe r e n z  a — b der Vektoren n und b 

(b 4= fl) versteht man den Vektor n - f  (— b). Man betrachtet 
die Summe a +  (— fl), wie auch a gewählt sei, als einen ein
deutig bestimmten Vektor, den N u llv e k to r . Er werde mit 
o oder auch einfach mit 0 bezeichnet. Man setzt 0 ■ a =  o.

Sind A und u  beliebige reelle Zahlen, so gilt:
A (u a ) =  A(a +  b) =  A a-i-A b ,

(A +  ju) ö =  / f l  4“ tu  tt.
Sind fl und b gegebene Vektoren, so besitzt die Gleichung 

a +  E =  b die eindeutig bestimmte Lösung j  =  b — o. Ins
besondere ist die Lösung der Gleichung n +  j  =  fl der Null
vektor e =  o.

Besteht zwischen zwei Vektoren a, b eine lineare B e
ziehung a  a -f- ß  b =  0, so sind sie parallel und umgekehrt.

Besteht zwischen drei Vektoren a, b, c eine lineare Be
ziehung a a - f - / ? b - f - y c  =  0, so sind sie derselben Ebene 
parallel und umgekehrt.

5.) K o o r d in a t e n  v o n  V e k to r e n . Gegeben sei ein 
rechtwinkliges x, y,  a-Koordinatensystem im Raum. Es seien 
i, j, f die Vektoren vom absoluten Betrage 1, deren Rieh-

P ü r k l e n - R i n j z l e b ,  M athem atische F orm elsam m lung. ] 0



tungen bzw. m it den Richtungen der Achsen zusammenfallen. 
Dann läßt sich jeder Vektor a eindeutig in der Form 

a =  xx +  y \  +  2f 
darstellen, wobei x, y,  z reelle Zahlen, die Koordinaten des 
Vektors a, sind. Man schreibt auch 

a =  (a:,y,  2).

§ 77. A llgem eine Sätze.
1.) Eine F lä c h e  wird dargestellt durch eine Gleichung 

zwischen x , y , z  in der Form
y,  z)  =  0

oder in der Form
2 =  f(x, y )

oder durch drei Gleichungen, die zwei veränderliche Para
meter u , v  enthalten

x =  <p(u, v ) ,  y =  x(u, v ) ,  z =  y>(u, v ) 
oder durch den Vektor tu m it diesen Koordinaten:

tu =  (x, y,  2) =  (<p (w, v), x (u ,  v), y>(u, v)) =  1ü(m, v), 
wobei man sich den Anfangspunkt des Vektors im Null
punkt gelegen denkt, so daß sein Endpunkt die Fläche be
schreibt.

2 .) Eine L in ie  (Kurve) ist durch zwei Gleichungen in x, 
y  und 2 bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der durch 
jene zwei Gleichungen dargestellten Flächen. Jeder Punkt, 
dessen Koordinaten die beiden Gleichungen F(x,  y ,  2) =  0 
und j [ x , y , z ) — 0 befriedigen, liegt auf der Schnittlinie der 
durch die beiden Gleichungen dargestellten Flächen.

Eine Kurve läßt sich ferner durch drei Gleichungen dar
stellen, welche einen veränderlichen Parameter t enthalten:

* = 9 ( 0 »  y  =  '/.(.0 . 3 =  W )
oder durch den Vektor b mit diesen Koordinaten:

ö =  (*, y,  z) =  (<p (t), X (0> V  (0 ) =  0 (0 . 
dessen Anfangspunkt wie in Nr. 1 in O gedacht wird.

3.) Setzt man in der Gleichung F ( x , y , z ) — 0 eine der
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Koordinaten, z. B. z, gleich Null, so erhält man die Gleichung 
der Schnittlinie der Fläche m it der Ebene der anderen Koor
dinaten, z. B. der X F-Ebcne.

4.) Eliminiert man aus den Gleichungen zweier Flächen 
eine Koordinate, so erhält man die Gleichung der Projektion 
der Schnittlinie beider Flächen auf die Ebene der beiden 
anderen Koordinaten. Bestimmt man aus den Gleichungen 
dreier Flächen die gemeinschaftlichen Werte von x, y, z, so 
stellen diese die Koordinaten der Schnittpunkte der drei 
Flächen dar.

5.) F(x,  y,  z) +  A /( i , ;/, z) =  0 gibt die Gleichung einer 
Fläche an, welche durch die Schnittlinie oder die gemein
schaftlichen evtl. imaginären Punkte der beiden Flächen 
F(x, y ,  z) — 0, f(x, y , z )  =  0 geht.

Über den im vorhergehenden benutzten F u n k t io n s b e 
g r i f f  vgl. §§ 86, 105, 106.

§ 78. Größenbeziehungen. 
B e z e ic h n u n g e n :  Es seien x , y , z  die Koordinaten des 
Punktes P,  r  seine (positive) Entfernung von 0  (Radius, 
Radiusvektor) und <x,ß,y  die Winkel, welche r  m it den 
positiven Achsen einschließt, und die 180° sind. Es sei 
a der Vektor m it den Koordinaten x, y, z, ferner af der Vektor 
m it den Koordinaten xt, y {, Zi.

1.) Die Koordinaten von P  sind die P r o je k t io n e n  von 

O P  — r auf die Achsen:
a : = r c o s o i ,  y = r  c o s ß ,  z = r c o s y ,  r = } / x * y 2 - f  z2 ,

cos2 x -f -  cos2/? -(- cos2 y  =  1. jn — r.
2.) E n tfe r n u n g  z w e ie r  P u n k te  x1, y v z1; x2, y 2, z 2:

e =  j / 'fo  -  x2f  +  (& — y2)2 +  (zx -  z2?  ■

3.) Koordinaten des P u n k te s  P ,  w e lc h e r  d ie  S tr e c k e
10*
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PjP2, gebildet von den Punkten xJt y v  z1; x2, y 2, z2 im  V er

h ä ltn is  m : n — ?. : 1 t e i l t  (P1P  : P  P 2 =  m : n  =  X : 1):

x =
m x2 +  n x t 

m +  n  
*! + Aar2 

X ~1 +  /. ’ 
(vgl. § 35, 3).

Vektoriell:

=  m y 2 +  n y y 
^ tn -j-ti ’

J 1 +  A ’

TO 02 +  UQj

m z 2 +  n z l 
m  +  n

h
1 + k  ’

TO +  «
4.) Wenn lv  12, l3 die P r o je k t io n e n  e in er  S tr e c k e  l 

auf die Koordinatenebenen sind, gilt
l \ + l \  +  l l = 2 V .

Wenn lv l2, l 3 die Projektionen einer Strecke l auf die 
Koordinatenachsen sind, ist

5.) Sind fv  / 2, /3 die P r o je k t io n e n  e in e r  eb en en  
F lä c h e  /  auf die Koordinatenebenen, so ist

/? +  / !  +  / ! .=  /*,
/ i =  /  COS Ä, /2 =  /  co sß  , /3 =  /  cosy  ,

wobei <%, ß,  y  die spitzen Neigungswinkel der Fläche /  gegen 
die Koordinatenebenen sind. Ferner ist

/  =  /x cos «  +  /2 cos ß  +  /3 cos y .
Anwendung auf das Dreieck:
Der I n h a lt  </ d es D r e ie c k s  m it den Ecken x1, y 1, z 1;

x ^ y 2, z 2\ x3, y 3, z 3 ergibt sich aus
J 2 =  J l + j z + j z ,

wo

ist, oder aus

V i  2 i  1 1  X }  1 1  a ' i  2/ i  1

2 / 2  Z 2  1 ,  , / 2  =  ^ 2  2 *2  1
.  ^ 3  -  2  • * *  &  1

2 / 3  * 3  1 “  ¿ 3  * 3  1 I * 3  2 / 3  ^

J  =
1

2 0

r i  ?/i h  
| 2̂ 1/2 ¿2 

* 3  1/3 h
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wo ö der Abstand der Dreiecksebene vom Anfangspunkt ist 
(s. § 80, 5).

Die Ebene des Dreiecks wird mit einer gerichteten Nor
malen versehen. Dann ist der Inhalt positiv oder negativ, 
je nachdem fiir einen Beobachter, der in Richtung der posi
tiven Normalen auf der Dreiecksebene steht, die Eckpunkte 
im positiven oder negativen Sinne aufeinander folgen.

ß.) V o lu m en  d es T e tr a e d e r sm itd e n  Ecken 
P2(x2i y2) c2) , 1 3(2*13, i/3, c3) , 1 4(̂ *4, 2/4, -4) -

*i Vi h  1
y  _  1  3*2 y 2 Z2 1 '

6  j 3*3 2/3 Z3 1  | ’

! * 4  2/4 1  i
Das Volumen ist positiv oder negativ, je nachdem die drei

Vektoren f t  f t ,  f t  f t ,  f t  f t  ebenso zueinander liegen wie 
ÖX, OY,  OZ oder nicht (vgl. Nr. 9).

7 = 0  ist die Bedingung dafür, daß die vier Punkte 
in einer Ebene liegen.

7.) W in k e l x 5S 180° z w isc h e n  zw e i R a d ie n v e k 
to ren  rv  r2 nach den Punkten (x1, y 1, zz), (a*,, ?/2, z2):

3̂2 +  y  1 y2 +  , o acos t  =  — ■- -—      =  cos a !  cos <x2 -f- cos f t  c o s  f t
ri r2

+  cos y x cos y 2. 
Zj und r2 stehen se n k r e c h t  aufeinander, wenn

cos äj cos x2 +  cos f t  cos f t  +  cos y x cos y2 =  0
ist.

S k a la r e s  P r o d u k t  der Vektoren (ij — (%, y lt Sj), 
a , =  (x2, y2, z,):
ax a2 =  (ax a2) =  ^  x., - f  y1 y z +  zx % =  | a x 11 a2 1 cos (ax, a2) , 
wobei (alt a2) der Winkel zwischen den Richtungen der Vek
toren ox und a2 ist, der f t  180° ist. Das skalare Produkt 
ist gleich dem absoluten Betrag des einen Vektors multipliziert
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in die Projektion des anderen auf die Richtung des ersten. 
Das skalare Produkt wird auch als inneres Produkt bezeichnet.

8.) V e k to r ie l le s  P r o d u k t  der Vektoren ax =  (ai,2/i, zx), 
ü2 == (3*2, r/2, 22)*
[ax a2] =  ax x  a2 =  ( f t  z, — y2 zv  zx x2 — z2 xlt x1y2 — a ^ ) ,

I Caia2] | == | Qi 11 a2 1 sin (al3 a2).
Das vektorielle Produkt ist der Vektor, dessen absoluter Be
trag gleich dem Inhalt (vgl. Nr. 5) des aus ax und a2 gebilde
ten Parallelogramms ist, der auf dessen Ebene senkrecht 
steht und der gegen Uj und a2 ebenso orientiert ist, wie die 
z-Achse gegen die x-  und die y-Achse. Das vektorielle Produkt, 
vielfach äußeres Produkt genannt, wird auch, wenn not
wendig (s. Nr. 9), mit [ax, n2] bezeichnet.

9.) Weitere Formeln für V e k to r e n  (vgl. § 7G, 5):
ab =  ba, [ab] =  — [Da],

(a +  b) c =  ac - f  bc, [a - f  b, c] =  [nc] +  [bc], 
(Aa) b =  A(ab); [Aa, b] =  [a, Ab] =  A [a b ], 
i i = i j  =  ff =  l ,  [ü] =  [jj] =  [ff] =  0 ,  
i i  =  jf =  fi =  0; [ij] =  f, [jfj =  i, [fi] =  j.

Die Vektoren a und b sind s e n k r e c h t  zueinander, 
wenn ab =  0, und p a r a lle l ,  wenn [ab] =  0 ist. Speziell gilt
(aa) =  a2 =  a2 (N orm  von a), [aa] =  0, a[ab] =  0. 

a [b c] =  b [ca] =  c [a b ],
[a [bc]] =  b (a c )— c(ab ),

[ab] [cb] =  ( a c ) ( b b ) - ( b c )  (ab),
[[ab] [cb]] =  c([ab ] b) — b ([ab] c ) .

Zerlegung des Vektors a in zwei Komponenten, von  
denen die erste parallel, die zweite senkrecht zu einem belie
bigen Einheitsvektor e ist:

a =  e ( e a ) +  [c[ae]].
Die von einem Punkte ausgehenden Vektoren av  a2, n3 bilden 

ein Tetraeder m it dem Volumen
V =  i  (Oj, a2, a3) =  | a 3[a1 o2]

(vgl. Nr. 6). Der Ausdruck (Oj, a2, q3) heißt das V o lu m e n p ro d u k t  
der drei Vektoren. Es ist also in Koordinaten
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(O l, 0 2 , 03 ) :
*1 2/i «1

Vi % 
* 3 2/3 Z3

§ 70. Koordinatentransform ation.
1 .) P a r a lle lv e r s c h ie b u n g  des Koordinatensystems. 
Die Achsen eines Systems ( x' ,y ' , z ' )  seien den Achsen 

des (x , y,  a)-Systems parallel und gleichgerichtet. Der An
fangspunkt des neuen Systems ( x ' , y \ z ' )  habe im ursprüng
lichen die Koordinaten a ,b ,c .  Sind nun x ' , y ' , z '  die Koor
dinaten eines Punktes im (x't ?/', 2')-System, so sind seine
Koordinaten im (x, y,  z)-System

x = a  +  x ' , y = b  +  y ’ , z = c  +  z’ ,
und umgekehrt ist

x' =  x — a ,  y' =  y  — b , z' =  z — c .
2.) D reh u n g  und P a r a lle lv e r s c h ie b u n g  des Ko

ordinatensystems:
Der Anfangspunkt des (x ' ,y '1a')-Systems, dessen Achsen 

gegeneinander ebenso orientiert sein mögen, wie die des 
(x, y,  2)-Systems, habe in diesem die Koordinaten a, b, c. 
Die positiven Achsen des ( x \  f/',a')-System s mögen m it den 
positiven Achsen des (x, y ,  a)-Systems Winkel ( <  180°) ein
schließen, deren K o s in u s  gemäß der folgenden Tabelle be
zeichnet werden:

X y z

x' «I ßi Yi
y' ex 2 ßz Yz
z' ¿x3 ßz Ys

Dann gilt:
x =  a +  x'oii +  y ’tx2 +  a'« 3 ,
V — b +  x’ß 1 +  y'ß2 +  z.’ß 3 , 
z =  e +  x'y2 +  y ' y 2 +  z ' y 3, 

x' =  ( * —  a ) « !  +  {y — b ) ß i  +  ( e — e) y x , 
y' =  (* — «)«•> +  (y — b ) ß 2 +  (« — c) 7 z .
z' =  (x — a) «3 +  (y — b) ß 3 +  (z —  c) y 3.



1 5 2  Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.

Zwischen den Kosinus y t(i  =  1, 2, 3) bestehen die
Beziehungen:

« f  +  <x£ +  <*§=  1 1 +  ß l  +  y j  ~  l  >
ßi  H” ß l  +  ß i  =  1 > ß r , y \  — 1 ,
yi + yl+ y§= 11 «3 + ßl + y \  ~  l >

«J f t  +  « 2 f t  - f  a 3 f t  =  0 , « !  «2 +  f t  ß 2 +  y l y 2 =  0 ,
ßi  Yi  +  ß l  72 +  ß 3 73 =  o , «2 «3 +  f t  ß 3 +  y., y 3 =  0 ,
7 i «1 +  y 2 «2 +  Z s« 3 =  0; « 3 « !  +  ß i  ß l  +  Ya Yl  =  0 .

Hieraus folgen die weiteren Beziehungen:
l« i  ßi  Yi
:« 2 ß ‘i Yi  =  1 ,
I « 3  f t  Zs

«1 =  f t y 3 — f t y 2 , ß i =  Y2 <*3 —  Y i * 2, y i  =  « 2 f t  — <x3f t ,  
a2 = ft 7i ßiYzi ßi ~  Yi ai 7i Ä31 Za = <*3 ßi Ä'i ßi >
«3 =  fty2“ ftyii ft =  yi«2 — y2«xi y3=«ift—«aft-

§ 80. Die Ebene.
B e z e ic h n u n g e n :  Mit einer Ebene wi rd stets ei ne gerich

tete N o r m a le  fest verbunden gedacht. Die Ebene teilt den 
Raum in zwei Halbräume. Als positive (negative) Seite 
bezeichnet man denjenigen Halbraum, nach dem die posi
tive (negative) Richtung der Normalen zeigt. Es seien  
« , f t  y  die positiven Winkel ^  180°, welche die positive  
Normale m it den positiven Achsen bildet. Ihre Kosinus 
heißen die R ic h t u n g s k o s in u s  der Ebene. «, 6, c seien die 
Achsenabschnitte der Ebene. Das Lot p  von 0  auf die Ebene 
werde positiv oder negativ gerechnet, je nachdem es die glei
che Richtung wie die Normale oder die entgegengesetzte hat.

1.) G le ic h u n g s fo r m e n :
I.) Ax  -j- B y  +  Cz -f- D — 0 (allgemeine Form), A,  B , C  

nicht gleichzeitig N u ll
D D D D

1 ~  4  ’ ~  5  ’ C~~ C  ’ V ~  y / l2Jr B 2+ ( ? '



Die Ebene. 153

A  B
COS« =  .........  —..... -  , cosp =  ■■ _______ - —— ,

] / A 2 +  &  +  C2 f A * + B *  +  CP
G

COSV =  ■— .
/  A 2 +  B 2 +  G2

Durch die Wahl des Zeichens der Wurzel ist die positive 
Richtung der Normalen festgelegt. W ählt man iin Falle 
D=j=0 das Vorzeichen entgegengesetzt zu dem Vorzeichen 
von D,  so liegt 0  auf der negativen Seite der Ebene.

II .) 3 c o s«  +  y c o s ß  zcosy  — p  =  0 (/lessesche N o r 
m alform ).

III.) ±  +  f + . L _ i . o  
a b c

IV .) u x  +  v y  +  w z  +  1 =  0 ,
_ _  i  _  _  1 1

a ' b c

a 4= 0, b 4= 0, 
c 4= 0 

(s. Nr. 2).

Die Gleichung jeder von der unendlich fernen (vgl. 
§ 81, 1) verschiedenen Ebene läßt sich auf die Form I.) 
bringen. Die Formen II .)— IV.) sind Spezialfälle von I.). 
Aus jeder im folgenden für I.) aufgestellten Formel lassen sich 
daher im allgemeinen durch spezielle Wahl der Konstanten 
A , B , C , D  entsprechende Formeln für die Gleichungen II.) 
bis IV.) herleiten. Um eine Gleichungsform zu erhalten, 
welche auch die unendlich ferne Ebene umfaßt, führt man 
h o m o g e n e  P u n k tk o o r d in a te n  f j , f 2, | 3, f 4 ein, indem

maD f
x  — \  y  =  2, z — * (Ix, £2, £ 3» £4 4 =  °> °> °)

54  5 4  54
setzt. Die allgemeinste Gleichung der Ebene lautet dann 

A f i  +  B £2 +  ^£3 4" 4 =  0 ,
die Gleichung der unendlich fernen Ebene speziell

£.4 =  0
(vgl. hierzu § 64 ,1 ).
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Die lin k e  S e it e  der Gleichung einer Ebene werde mit 
E  bezeichnet, so daß ihre Gleichung E — 0 ist.

2.) B e so n d e r e  F ä lle :
x — a : Ebene parallel zur (y, z)-Ebene.
2 =  0: Gleichung der (y, z)-Ebene.
A x  +  B y  +  D — 0: Ebene parallel zur z-Achsc.
A x - \ -  B y  - \ - C z — 0: Ebene durch den Ursprung.
A x  +  B y  — 0: Ebene durch die z-Achse.
3.) E b e n e  d u rch  den  P u n k t  x0, y 0, z 0:

A(x  -  x0) +  B(y  -  y 0) +  C(z  — z0) =  0 .

x.
E b e n e

■31V31 Z3-
d u rch  d ie  P u n k te  x.1) Ul, X2’ Vi* Z2>

x y  z 

x1 Vi 2i 
X2 2/2 22 
X3 2/3 Z3

4.) V e k to r ie l le  F orm en:
Eine Ebene sei bestimmt durch den Endpunkt eines von 0  aus

gehenden Vektors tu0 und zwei Vektoren a und B, denen die Ebene 
parallel ist. tu sei der variable Vektor von 0  nach einem Punkte der 
Ebene.

Dann gilt
tu =  to0 +  f  q +  rjb

(£, 7] Parameter).
In Koordinaten:

tu =  (*, y, z), tu0 =  (ar0, y0, z0), a =  K , a 2, a s), 6 =  (ßit ß2 , ß3): 
x =  x0 +  f a ,  +  r/ßl 
y = y 0 +  £oi2+  r\ß„
Z =  Z0 +  f«3 +  Vß3 

(Paramcterdarstellung der Ebene).
Setzt man y  — 0, so ergibt sich die Gleichung der G eraden  

durch den Endpunkt von tu0 parallel zu a: 
tu =  to0 +  |a ,

in Koordinaten:
x =  x 0 +  £ a u  y = y 0 +  £<xs, s  =  z0 +  £a 3 

(Parameterdarstellung der Geraden).
Die Gleichung der Ebene durch den Endpunkt des Vektors tu0,



deren Normale durch den Vektor n =  (A, B, C) gegeben ist, 
lautet

(tu —  to0) n =  0 .
(vgl. Nr. 3).

Die Gleichung der Ebene durch die Endpunkte der von 0  
ausgehenden Vektoren n2, a3 lautet:

(a, —  tu, a2—  tu, a3—  tu) =  0 
(vgl. Nr. 3 und § 78, 9).

5.) A b sta n d  pj d es P u n k te s  xv  yx, v o n  der E b en e
A x - \ - B y  - \ -Gz - \ -  D =  0 bzw.

2 cos +  y cos/J +  « co sy  — p =  0:
 ^ xi  +  B Hi ~P G zi  +  D

1 ~  1/ I * + ' B 2  - f  C2
=  cos oc +  t/j cos ß  +  Cj cosy  — p. 

Der Abstand ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt 
xi > V v zi  auf der positiven oder negativen Seite der Ebene 
liegt.

Der Abstand des Endpunktes des Vektors tUj von der Ebene 
(tu —  to0) tt =  0 ist

Vi =  ( » i —  tu0) ^ L

und von der Ebene tu =  tu0 +  |a  +  rfi gleich
[ablp  =  (tUj — io0> , — L .

/ [ a  6]2 
+

Die Normale bildet hierbei m it den Vektoren a und 6 ein Rechts- 
system, und ist positiv oder negativ, je nachdem der durch tUj 
bestimmte Punkt auf der positiven oder der negativen Seite der 
Ebene liegt. Setzt man pl =  0 und =  tu variabel, so erhält 
man die Hessesche Normalform der Ebenengleichung.

6.) Der W in k e l r, u n te r  w e lc h e m  s ic h  d ie  E b e n e n  
A1a :-f-S 12/ +  C ie +  D1 =  0 ,  A 2x B2y  C2z -\- D2 =  0 
s c h n e id e n , ist bestimm t durch

A 1 A z +  Dj B 2 -j- Gx C2
cos r =  ■■■■........ ■■■  ------ - "7 .....  ■■ ■■■■ .

]/A ? +  B* +  C * y  A l + B l  +  Cl  
(über die Vorzeichen der Wurzeln vgl. Nr. 1.)

Die Ebene. 155



Die Ebenen sind p a r a lle l, wenn

Äi  =  1h = cjL 
a 2 b 2 c 2

ist, und identisch, wenn diese Quotienten auch - gleich
2

sind. Sic sind s e n k r e c h t  zueinander, falls
A 2 -■ i  ̂ ~|- B  ̂  B2 -j- 0  ̂C2 =  0 ist.

Der Abstand paralleler Ebenen ergibt sich in Analogie zu 
§ 64, 9 aus Nr. 5 m it Benutzung des Anfangpunktes 0.

Die Ebenen
tu =  Wq +  f e  +  ?;b, m '=  m ó d -i ' a ' + ' i ' b '

sind parallel oder identisch, wenn
[[ab] [n'&'Jj =  0 

und senkrecht zueinander, wenn
[ab] [a'b'J =  0

ist. Allgemein ist der Winkel t zwischen diesen Ebenen gegeben 
durch

[ab] [a'b']
COS X  =  I r Ł | ]  I i . ( TT i •] [ab]I • ](a'b ']i

7.) K o o r d in a te n  des S c h n it tp u n k te s  der E b e n e n  

Ą- B1y  Ą- C^z D1 — Qi A 2x +  B2y  -f- C2z -f- D2 — 0 , 
A  ® +  B3 y  +  C3 2 +  D3 — 0:

15 6  Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.

1 I \  />, G1 j
Ą  I A >  ® 2  ^ 2  i  V  =  ~ 7

\ - d 3 b 3 C3 \

A  -  D i o 1
A 2 — D2 C2 
A 3 — T)3 C3

x |A t B r - D J  '■Ä1 B 1 Cl
z — - . A 2 B2 -  D2 I , A  =  M 2 B 2 C2 .

A  ; A ,  B,  -  D,  A ,  B,  C,
Ist A =  0, so sind entweder alle drei Ebenen parallel oder 
zwei parallel, oder sie schneiden sich in derselben Geraden.

8.) E b e n e n b ü s c h e l:  Sind E ^ O ,  E2 = 0  die Glei
chungen zweier Ebenen, so ist

E3 s s  E y +  XE2 =  0
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die Gleichung einer Ebene durch die Schnittgerade der ge
gebenen Ebenen. Wenn E a und Z?2 die Normalformen be
deuten, ist A gleich dem negativen Abstandsverhältnis eines 
Punktes der Ebene E 3 von den Ebenen E 1 und E2. Die 
Schnittgerade kann auch eine unendlich ferne sein (Parallel- 
Ebencnbüschel).

Als Gleichungen der W in k e lh a lb ie r e n d e n  ergeben sich 
daher:

E± -j- E2 “  0 , Ej —  h t  =  0 .
9.) D re i E b e n e n  = 0 ,  Et  =  0, Ez — 0 gehen durch 

eine Gerade, wenn drei Zahlen Au A2, A3 existieren, für welche
/ ,  A. -p A2Eo -p A3E3 =̂ : 0 

ist (vgl. § 64 ,10).

10.) V ier  E b e n e n 7 i\ =  0, E 2=  0, Ea =  0, E 4 =  0gehcn  
durch einen Punkt, wenn vier Zahlen A„ A2, A3, A4 existieren, 
so daß

Aj Ej +  A2E2 -f- XaEa -p A4E4 =  0
ist, d. h. wenn

4  Bi  C, l \  |
A 3 ^2 Ĵ i> |   a
A3 B3 C ¡ D ¡ I - U
a 4 b 4 c\  d ,

ist. Der Schnittpunkt kann auch ein unendlich ferner sein.

§ S l .  E benenkoordinaten und die G leichung des Punktes.

1.) Ist m  -P vy  +  luz +  1 =  0 die Gleichung einer Ebene, 
so bezeichnet man in Analogie zum § 65 die konstanten

Größen u =  — -  , v =  — w =  — — 
a 0  c

als K o o r d in a te n  der E b en e . Ist eine dieser Koordinaten 
Null, so ist die Ebene einer Achse parallel, wenn zwei Koor
dinaten Null sind, ist sie einer Koordinatenebene parallel. 

F e s ts e tz u n g :  Die Gesamtheit aller unendlich fernen



Punkte des Raumes bildet eine Ebene, die unendlich ferne 
Ebene. Man legt ihr die Koordinaten u  =  0, v =  0, w =  0 bei.

Die Koordinaten jeder Ebene durch den Nullpunkt sind 
unendlich. Doch legt man den Ausdrücken

■u v w

J/ u2 +  „2 +  M,2 ’ v2 + w 2 ' V « 2 +  v- +  w2

bestimmte Werte bei, nämlich die Werte der Richtungsko
sinus der Ebene.

Sind x, y ,  z konstant und u, v, w  veränderlich, so stellt 
die Gleichung u x  +  v y  +  1 = 0  die G le ic h u n g  (N o r 
m a lfo rm ) d es P u n k te s  in Ebenenkoordinaten dar. 
A u  +  B v  - f  Cio  +  D =  0 ist die a llg e m e in e  G le ic h u n g  
e in e s  v o m  N u llp u n k t  v e r s c h ie d e n e n  P u n k te s .  Sie 
läßt sich auf die Normalform bringen, falls D  4= 0 ist. Dann 
sind die Koordinaten des Punktes

A B C  
X ~  D ' y ~  D '  Z~  D ‘

Die Gleichung A u  +  B v  C w =  0 
liefert den unendlich fernen Punkt, zu welchem man gelangt, 
wenn man sich längs derjenigen Geraden nach dem Unend
lichen bewegt (gleichgültig nach welcher Seite), deren Rich
tungskosinus

 A  ____  B ______ __________C _ _____

\ /Ai~±  B 2 +  C2 ’ ] / J 2 +  ß"2 + ü 2 ’ +  B- + &
sind.

H o m o g e n e  E b e n e n k o o r d in a te n :  Man setzt

u =  - ,  v =  ??-2, w  =  ̂  (rj y  fjat rji =4= 0, 0, 0, 0).
Vi Vi Vi 

rjy, rjo, r]3, ifa heißen homogene Ebenenkoordinaten. Die all
gemeinste Gleichung des Punktes lautet dann 

-'i??! +  Brj.y +  Ct ]3 +  Dr?., =  0 , 
die Gleichung des Nullpunktes speziell rji  — 0 (vgl. § 65 ,1 ).

158 Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.
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2.) Eine Gleichung zwischen u, v, w:
F(u v, io) =  0

stellt im allgemeinen eine Fläche dar, welche von allen Ebenen, 
deren Koordinaten der Gleichung genügen, umhüllt wird.

Fr(u, v, w)  +  A F2(u, v, w) — 0 
ist eine Fläche, welche die den Flächen F1 =  0 und F2 =  0 
gemeinsamen Tangentialebenen berührt.

3.) Das D u a l i t ä t s p r in z ip :  Ein Satz, welcher nur 
Lagebeziehungen zwischen Punkten, Ebenen und Geraden 
und Doppelverhältnisse zwischen diesen Elementen ent
hält, geht in einen richtigen Satz über, wenn man Punkt 
und Ebene in dem Satze vertauscht, Gerade jedoch beibehält.

B e is p ie le :  (Vgl. § 80.1
Je nachdem man f. tj, f; m  £ , ; . . .  als Punkt- oder als 

Ebenenkoordinaten deutet, ist:
1.) A S +  B n+ C ! +  D =  0

die Gleichung einer Ebene. die Gleichung eines Punktes.
2.) A  ( f - f O  +  B  Ü - Vl) +  C ( f - f , )  =  0

die Gleichung einer Ebene die Gleichung eines Punktes
durch einen gegebenen Punkt. in einer gegebenen Ebene.

3.) i  i  f  1 
f i »i fi 1 
f l  *?2 fl 1-

die Gleichung der Ebene durch 
drei gegebene Punkte oder die 
Bedingung dafür, daß vier 
Punkte in einer Ebene liegen

0

fl *?3 £3 1
die Gleichung des Schnittpunk
tes dreier gegebener Ebenen 
oder die Bedingung dafür, daß 
vier Ebenen durch denselben

f =

- D ,  Bt 
D* B2 

- D ,  B3 
A l B l  -  
A t ß ,  —
A2 B3 — D2

das Koordinatentripel des 
Schnittpunktes der Ebenen

Punkt gehen.
C, A i  — D, Ci
c„ ’ v ~  'A* ~  Di C.
C3 A A.  - D . Cl
Di Ai  Di C,
Di , zl = a 2 b 2 c 2
D3 zl3 b 3 c 3

Av f  -f- B^tj-1-  Cv f-f- D* =  0, 
v =  1, 2, 3.

das Koordinatentripel der 
Ebene durch die Punkte
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5.) ( ¿ , 5 +  7?, >,+ C , f +  D ,) +  >■ ( ¿ , 5 +  Bt r ,+  C2t +  Dt ) =  0 
die Gleichung des Ebenenbüschels die Gleichung der Punktreihe 
(Ebenen durch eine Gerade). (Punkte in einer Geraden).

6.) A, Bl Ct D, 
A2 B2 C2 Di 
A3 Ba Ca D2

0
A\  B± C4 Dt

die Bedingung dafür, daß die die Bedingung dafür, daß
vier Ebenen die vier Punkte

A»S +  ß,<| +  Cvf-j- D v =  0.
>•= 1, 2, 3 ,4

durch einen Punkt gehen. in einer Ebene liegen.

§ 8*2. Die Gerade.
I .)  G le ic h u n g s fo r m e n :  Eine Gerade ist durch zwei 

unabhängige Gleichungen ersten Grades zwischen x, y,  z 
bestimmt.

I.) AiX +  Bt ij +  Ciz  4- Dx — 0, abgekürzt E x — 01 allgemeine 
B,!/ +  C2! j  D2= 0 ,  .. ß 2= 0 |  Form.

(Gerade als Schnitt zweier beliebiger Ebenen.)
II.) y  =  m x - \ - b .  

z =  n x  +  c ,
(Gerade als Schnitt zweier Ebenen, von denen die eine 

auf der (x, ?/)-Ebene, die andere auf der (ar,z)-Ebene senk
recht steht. Die Gerade ist also durch ihre Projektionen 
auf die betreffenden Ebenen bestimmt. S. Nr. 2.)

Zur Umrechnung der im folgenden für I.) aufgestellten  
Formeln in die für II .) gültigen dienen die Beziehungen:

Ax — — m , 
A 2 = — n ,

Bx =  1 ,  
B , =  0 ,

■Cl A 1
x ’ IG , A ,

<V
c 2 =

—  771

0 ,  / > ,=  
1 ,  D , =  

M i Br

6 ;
c;

2 a 2 b 2

N 2 =  1 +  w2 +  n2-
2.) B e so n d e r e  F ä lle :  Eine zur (y, a)-Ebene parallele 

Gerade ist durch II .) nicht darstellbar. Ihre Gleichungen sind 
x =  a , y — p z  +  q-
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y = b ,  z — e : Gerade parallel zur z-Achse.
y  =  0, z =  0: Gleichung der z-Achse.
y = m x ,  z = n x :  Gerade durch den Anfangspunkt.
A x  4 - B y  - f  D  =  0 ,  z = 0 :  Gerade in der (x , i/)-Ebene. 
(Spur der Ebene A x  +  B y  +  Gz  +  D =  0 in der (x, y)-  

Ebene.)
3.) W in k e l %, ß ,  y  z w isc h e n  der G era d en  E1 =  0, 

E2 = 0  u n d  den  A ch sen :

COS OC =
N

Bi Ci
B„ Co

, cosß —
N

Cr A I
Co A ,|

N 2 = A c, I* C, Aj >
b 2 c 2 ! + \C2 A 2 +

co sy  = 

A t Br j2
A'2 A !

1 | Ar S r i.  
'W A ,B, ’

Dem doppelten Vorzeichen von W entsprechend erhält man 
zwei Tripel von Richtungswinkeln, welche die beiden ent
gegengesetzten R ic h tu n g e n  auf der Geraden bestimmen.

4.) G erad e d u rch  den  P u n k t  x1, y 1, z 1 m it  der  
R ic h tu n g  a,  ß , y :

x — x1 =  y  — 2/r _  z — h  
cos oc cos ß  cos y

Bezeichnet man den (veränderlichen) Quotienten mit l, so 
folgt:

x =  x, +  t cos oc, y  =  y 1 +  t c o s ß ,  z = Z i  +  ic o s y  
{ P a r a m e te r d a r s te llu n g  der Geraden). Die Gleichung 
jeder Geraden läßt sich auf diese Form bringen. Vgl. § 80,4.

Allgemeiner lautet die Gleichung der Geraden durch einen 
gegebenen Punkt

x — Sr_ y - y r _  z — zl 
2 vn n '

l : m : n  — cos oc: cos ß  : cos y

Man erhält im Nenner die Kosinus, wenn man l, m, n 
durch ] /P  +  m2 +  n2 dividiert.

5.) G erad e  d u rch  z w e i P u n k te  x ^ y ^ z ^ ,  x2, y 2, z 2:
B t i r k l e n - R i n g l e b ,  M athem atische F orm elsam m iuug. 11

WO

ist.
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x ~ xi y - y i n
xz x1 y2 y l z\

Gerade durch den Anfangspunkt und xv  y v  z1:
x y  z

xi y 1 ?i
6 . )  W in k e l t  zw isc h e n  zw e i G era d en  mit den 

Richtungen und <x2, ß 2, y 2 (vgl. § 7 8 ,7 ):
cos t  =  cos 0 j cos - 2 - f  cos fr, cos ß 2 +  cos yj cos y2 .

Es ist ferner:
sin r =  (/(cosßx cosy 2 — cos ~ß2 cos y j 2 +  (cos ^  cos « 2

+ — cosy2 cos 0 j )2 +  (cos <x1 cos ß2 — cos a 2 cos f t ) 2.
Die Geraden sind s e n k r e c h t  zueinander, wenn c o s t = 0 ,  

sie sind p a r a lle l ,  wenn
cos a j  =  dt cos a 2, cos f t  =  f t  cos ß2, cos i  cos y 2
ist. Im Falle des positiven Zeichens sind sic gleichgerichtet, 
andernfalls entgegengesetzt gerichtet.

7.) K ü r z e s te r  A b sta n d  der G erad en
x xi  =  y - v  1 =  2 - h  und x - 3  =  y - y 2 =  .
cos cos f t  cosyj cos a 2 cos ß 2 cosy2

% — x2 cos <x1 cos <x2
Vi ~  y-i cos f t  cos ß 2 j (s. Nr. 6).

— s2 cos y 1 cos y2
(Das Vorzeichen bleibt unberücksichtigt.)

Die Geraden schneiden sich, wenn die Determinante
Null ist.

Setzt man für xlt y v  zl veränderliche Koordinaten x, y ,  2, 
so stellt die gleich Null gesetzte Determinante die Ebene dar, 
welche durch die zweite Gerade geht und der ersten parallel ist.

Diese Ebene ist die Ebene durch die beiden Geraden, 
wenn sie sich schneiden.

Der Abstand zweier paralleler Geraden ist

1 _
sin r
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d  =  ] / ( x 1 -  X2f  +  (7/i -  y 2)" +  -  z 2f  -  Q2 ,
+

wo q =  (% — a:2) cos ¡x +  (y1 — y 2) cos ß  -j- (z2 — z2) cos y  
ist.

Der Abstand der Geraden
to =  lo0 +  £n, 

m '=  ioö +  i'a '
ist

d __ (ioq— )P0) [ a a ' l  

|/[a a 'f
Sind die Geraden parallel, und ist n ein Normalvcktor in der 

Ebene der beiden Geraden zu diesen, so ist 

W — »Pq)h 
|/n*

8.) Der N e ig u n g s w in k e l co, den d ie  G erade
x - X j  ^  y - y x  _  g - g t

c o s«  cosß  cosy
m it  der E b e n e  A x  +  B y  +  Gz  +  D — 0 b i ld e t ,  ist der
spitze Winkel, für den

A  cos a +  B  cos ß  +  C cos y
sin co =   ..................... ~ ------- = - -------  is t ,

1 A 2 +  B2 +  C2
wobei die Wurzel dasselbe Vorzeichen wie der Zähler hat.

Die Gerade ist p a r a lle l  der Ebene, wenn
A  cos cc 4 - B  cos ß  +  G cos y  =  0

ist. Sie liegt in der Ebene, wenn überdies
A x 1 - \ - B y l - \ - C z 1 Jt - D = 0

ist.
Die Gerade ist s e n k r e c h t  zur Ebene, wenn sich 

A : B  : C — cos «  : cos ß  : cosy
verhält.

9.) E b e n e  d u rch  den  P u n k t  s e n k r e c h t  
zur R ic h tu n g  a , ß , y :

(x — a-j) cos £X 4 - (y — Vi) cos ß  +  — h )  cosy  — 0 •
1 1 *



10.) G erad e d u rch  den  P u n k t  x1, y v  z3 s e n k r e c h t  
zur E b en e  A x  +  B y  +  Gz  +  T> =  0:

x — y  — y i  2 — h  
A  B  ~  C  '

11.) Pliickcrs L in ie n k o o r d in a te n :  Zwei Punkte einer 
Geraden seien durch dieVektoren tUj und tu, gegeben. Dann heißen 
die Koordinaten der Vektoren

n =  p (lu 2 —  tu,), ff =  gflUj tu2] 
die Plüclcersehen homogenen Linienkoordinaten der Geraden. 
Dabei ist q 4= 0 ein beliebiger Faktor, und es ist 

aff =  0.

II. Flächen zweiter Ordnung.
§ 83. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

1.) Die a llg e m e in e  G le ic h u n g  z w e ite n  G rad es in 
x , y , z  lautet:
/ ( * .  2 ) =  « 11  z 2 +  2  an x y  +  o.n y2 +  2  a13x z  +  2  a23yz

+  «33 22 +  2 «14 x. +  2 au y  +  2 aMz +  aM =  0
oder

/  (x, V, z)  =  (an ® +  an V  +  «i32 +  an ) x
+  (« * i®  +  «22 2/  +  « z s 2  +  a M ) y
+  («31 x +  a32y  +  a33z +  «34)2
+  («41 X  +  « 4 2 1/  +  «432 +  «44) =  0  ,

wobei a a =  am für i , k =  1 ,2 ,3 ,4  sein soll. Wenn man 
die Klammern bzw. mit flt / 2, /3. / 4 bezeichnet, folgt 

f{x, y , z )  =  f1x +  f2y  +  h z +  U =  0 •
Hat man in fv  / 2, /3, /4 für x, y, z die Koordinaten eines 

festen Punktes xv  ylt zx eingesetzt, so mögen diese Größen 
bzw. mit /j, /2, /3, / i  bezeichnet werden1).

2 .) Unter der zum P o l x1, y 1, z 1 gehörigen P o la r e b e n e  
versteht man die Ebene mit der Gleichung

t [ x  +  f iV +  I3 Z +  / i =  0
l ) Ü ber d ie V erw endung hom ogener K oord inaten  vgl. § 80, 1 ; § 8 1 ,  1.

16 4  Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.
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oder au xt x +  x +  x1y )  +  an y 1 y  +  ax2{zxx +  z)
+  «23( 21 V  +  V l  2 )  +  «33 21 2  +  « l i f o  +  * )  +  «24 (V l  +  ? /)

+  «3i(2i +  2) +  au  =  0. (Vgl. § 67 ,2 .)
Die Polarebene ist T a n g e n t ia le b e n e  im Punkte xv  y v  zv

wenn dieser auf der Fläche liegt (Berührungspunkt).
Die Koordinaten der Tangentialebene sind

/;  /;  /;M = 1 v = - ß ,  w = - p .
/  4 / 4 / 4

Diese Gleichungen lassen sich nach x1 , y 1, z 1 auflösen, wenn 
| an  «12 «13 « 141
dt> t'21 22 “ 23 “ 24 i

«31  «32 «33 «34
«41 «42 «43  «44 :

4= 0

ist (eigentliche Fläche zweiter Ordnung). Die gefundenen 
Werte, in /'1xl +  f2y l +  j 3zx +  /' =  0 eingesetzt, liefern die 
Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten. Sie läßt sich 
durch Multiplikation mit einer Konstanten auf eine Form 
bringen, in welcher die Koeffizienten Au; (i, k =  1 ,2 ,3 ,  4) 
die zu a ,i adjungierten Unterdeterminanten von A  sind.

3.) Der M it te lp u n k t  einer Fläche zweiter Ordnung ist 
der Pol der unendlich fernen Ebene. Seine Koordinaten 
genügen den Gleichungen

/i == an x +  a l2y  +  « l3 z +  «M =  0 ,
/z  == «21 X  +  «22 y  4 ~  «23 2 4 "  «24 “  0  >

U  = f  «31 X  +  «32 V  +  «33 2  4 -  «34 =  0
und werden aus diesen bestimmt.

Es gibt eineu und nur einen im Endlichen gelegenen 
Mittelpunkt, wenn

1̂9“ 1 1  “ 12 “ 13 

-¿I44 =  Ö2l ®22 2̂3 
Æ31 ß.'w &•.

rjr 0 ist

“ 31 32 “ 33

Ist A 44 =  0 und mindestens eine der Unterdeterminanten 
A41, A i2i A 4Z von A  von Null verschieden so besitzt die
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Fläche einen M ittelpunkt im Unendlichen. Wenn sämtliche 
Unterdeterminanten J.4; ( i = l ,  2, 3, 4) Null sind, hat die 
Fläche unendlich viele Mittelpunkte, die in einer Ebene liegen, 
falls die Ebenen /x =  0 ,  / ,  =  0, /3 =  0 identisch sind, oder 
in einer Geraden, wenn diese Ebenen sich in einer Geraden 
schneiden.

4.) Unter einer D u r c h m e s s e r - (D ia m e t r a l- j E b e n e  
versteht man eine Ebene durch den Mittelpunkt. Unter 
einem D u r c h m e sse r  versteht man eine Sehne durch den 
Mittelpunkt. Der Ort der M ittelpunkte paralleler Sehnen ist 
eine Durchmesserebene. Sie heißt den Sehnen (bzw. deren 
Richtung) k o n ju g ie r t  (zugeordnet). Der zu den Sehnen 
gehörige Durchmesser heißt konjugiert zu der Durchmesser
ebene und den zu ihr parallelen Ebenen. Drei Durchmesser 
sind zueinander konjugiert, wenn jeder zur Ebene der beiden 
anderen konjugiert ist.

D ie Gleichung der Durchmesserebene, die der Richtung 
x ,  ß , y  konjugiert ist, lautet

j x cos a  +  I2 cos ß  +  /3 cos y  =  0 .

Die Gleichungen des Durchmessers, welcher zur Ebene 
x cos \  -f- y  cos ß  -j- z  cos y  — p  — 0 konjugiert ist, sind

/1 h    /3
cos x  cos ß  cos y  ’

5 .) H a u p td ia m e tr a le b e n e  oder H a u p te b e n e  heißt 
jede Ebene, welche senkrecht steht auf den von ihr hal
bierten Sehnen, den Hauptsehnen. Die Riehtungskosinus 
einer Hauptebene genügen den Gleichungen

(au  — Ä) cos <x +  «12 cos ß  +  «13 cos y  =  Ö ,
Ojj cos <x -f- («22 — Ä) cos ß  +  023 cos y  =  0 , 
a31 cos x  +  fljj cos ß  +  (a33 — Ä) cosy  — 0 , 

cos2 x  +  cos2 ß  4 - cos2 y  =  1 ,
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wo X eine Lösung der kubischen Gleichung (Hauptachsen
gleichung)

oder

Deren Koeffizienten haben die Werte

« 1 1 - X aI2 «13

«21 «22 #23 =  0
«31 «32 «33 À

/ 3 __ 4«A 2 + 4  4 A -  ¿ 4 4 = 0 ist.

A'u  — an  -f- «22 -{- ög.

¿44 =
an  av 
a21 a23 + i 2̂2 2̂3 + «33 «31 ! 

*13 *11 ^

¿ 4 4  =

! «11 «12 «13 i 

i «21 «22 «23 I *
i Uq. O'iO (Ir,4 :j 1 “-32 “33 I

Die Wurzeln Xlt dieser Gleichung sind stets reell, 
brauchen aber nicht verschieden zu sein.

Man setzt noch:
A' =  A n  -+- .423 +  H33 +  A4i ,

A "  = « i l «12
+

« 11 «13
+

« 11 «14
+

«22 «23

«21 «22 «31 «33 «41 «44 «32 «33

+
«22 «24

+
«33 «34

«42 «44 «43 «44

A'"  — « il +  «22 +  «33 +  «44 •

6.) Die Durchmesser, in denen sich die Hauptebenen 
schneiden, heißen H a u p ta c h se n . Sind x1, y 1, z 1 die Koor
dinaten des Mittelpunktes, so sind die Längen der halben 
Hauptachsen gleich

l / - à  I\ U * 1/ - &1 7-1 ’ 1 ;-2 ’
7.) Ü b e r s ic h t  über die Flächen 2. Ordnung:
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I. E ig e n t l ic h e  F lä c h e n :  A ~ j - 0 .

A  >  0
A  <  0

A tit A  A'U >  0 A U , A 'A U  
n ic h t beide >  0

A u  4= 0

AU  >  0
A u AU  >  0 Im ag . E llipso ld E llipsold

A U , A u A"t't 
n ic h t beide >  0

Einschaliges
H yperbo lo id

Zwelschallges
H yperbolo id

A u  =  0 ,
A U  *  0

A U  > 0
E llip tisches
P arabo lo id

A U  <  0
H yperbolisches

Parabolo id

II. ü n e ig e n t l i c h e  F lä c h e n :  A — 0.

A '  =4 0 A '  =  0, A "  0 A '  =» 0 
A "  -  0 

A '"  *  0
a u  >  0

A 'A U  >  0

A-n, A 'A U  
n ic h t beide 

>  0
A "  >  0 A "  <  0

/144 4= 0

AU  >  0 
A 14 A'U >  0

Im ag . 
eil. K egel

-^44t -^44 -̂ 44*
n ic h t beide >  0

E llip t.
K egel

¿«* «  0 ,
A U  *  0

AU  >  0
Im ag. eil. 
Zylinder

E llip t.
Z ylinder

Im ag .
E benen

p aa r

AU  <  0
H yperb .
Z y linder

Reelles
E benen 

p aa r

. I 44 =  0, ■•i 44 =  0, a U 4= 0 P arab o l.
Zylinder

Im ag .
P ara lle l-
e b .-P aa r

R eelles
P ara lle l-
e b .-P aa r

D oppel
ebene

§ 84. Allgemeine Sätze.
1.) Eine Fläche zweiter Ordnung ist im allgemeinen 

durch r  Punkte und 9-~r Tangentialebenen vollständig be
stimm t (r =  0 ,1 , 2 , . . . ,  9).
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2.) Eine Fläche zweiter Ordnung wird von einer Ebene 
in einer Kurve zweiter Ordnung und von einer Geraden in 
zwei Punkten geschnitten, oder die Gerade gehört der Fläche 
ganz an.

3.) Wenn ein Teil des Schnittes zweier Flächen zweiter 
Ordnung eine ebene Kurve ist, so ist auch der übrige Teil 
eine solche.

4.) Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht sich 
seine Polarebene um einen Punkt, den Pol dieser Ebene und 
umgekehrt.

5.) Wenn ein Punkt eine Gerade durchläuft, so dreht 
sich seine Polarcbene um eine Gerade und umgekehrt. Die 
beiden Geraden heißen r e z ip r o k e  P o la r e n .

6.) Eine Verbindungsgerade des Poles m it einem Punkt 
der Schnittkurve seiner Polarebene m it der Fläche ist Tan
gente an diese. D ie Gesamtheit derartiger Geraden bildet 
den zum Pol als Spitze gehörigen T a n g e n te n k e g e l der 
Fläche. Ist die Polarebene die unendlich ferne Ebene, der 
Pol also der M ittelpunkt, so ist der zugehörige Tangenten
kegel der A s y m p to te n k e g e l.  D ie Tangentenkegel brauchen 
nicht stets reell zu sein.

§ 85. Die einzelnen Flachen zweiter Ordnung.
x  ̂ y ^

1.) Das reelle E ll ip s o id :  —r  + -iw-+ -w (bezogen 
' a2 b2 c2

auf die Hauptachsen).
Die Fläche liegt ganz im Endlichen. Sie wird von jeder 

Ebene in einer reellen oder imaginären Ellipse geschnitten.
Polarebene zum Pol ar„ yu zt :

x x i ,  y jh <  * 3  _  i 
a2 ^  i 2 ^  c2

Liegt .t„ y„  c, auf der Fläche, so stellt diese Gleichung die Tan
gentialebene m it dem Berührungspunkte xlt ?/„ dar.

Gleichung der Durchmesserebene, welche der Richtung «, ß, y  
konjugiert ist:
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xcosj* y  cos ß , j cos j' _  _
a2 bT  1 "

Es seien nv  / i j , « 2, /?2, «3, /Ss, y3 die Richtungen dreier kon
jugierter Durchmesser. Dann ist

^  +
t 2 ^ c 2

COS <»2 COS «3 cos ßt cos ß3 , COS COS ) ’3

tt* b 2 c 2
COS « 3  COS CCX , cos ß ,  cos ß t COS J '3 COS y i

nz «2 c2
Sind zwei Hauptachsen des Ellipsoids einander gleich, 

so ist die Fläche eine Umdrehungsfläche m it der dritten 
Achse als Drehungsachse.

Die Fläche ist eine Kugel, falls alle drei Hauptachsen  
einander gleich sind. Wenn r der Radius und der Anfangs
punkt ihr Mittelpunkt ist, lautet ihre Gleichung 

x2 +  y-  zz — r*, 
und wenn der M ittelpunkt die Koordinaten x1, y 1, z 1 hat, 

(z  -  Xlf  +  ( y -  y y f  +  { z -  z r f  =  r2.
Die allgemeine Gleichung der Kugel hat die Form  

A (z2 +  ?/2 22) +  2 jB z  - f  2 C y +  2 D 2 +  F  =  0, A =j= 0.
Das Produkt der Abschnitte aller Kugelsekanten durch 

denselben Punkt P0(x0, yn, z0) ist konstant. Sind R  und S  
die Schnittpunkte einer Sekante mit der Kugel, so ist dieses 
Produkt (die Potenz)

P 0R  • P'0S  =  z 2 +  y l  +  *2 - > - 2 =  
wenn die Gleichung der Kugel z 2 - f  y 2 +  z2 =  r2 und d die 
Länge der Tangenten von P 0 an die Kugel ist.

2.) Das e in s c h a lig e  H y p e r b o lo id :
z2 i r  22
 (- — = 1
a2 ^  b2 c2

(bezogen auf die Hauptachsen).

Die Fläche besteht aus einem sich ins Unendliche er-
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streckenden Mantel. Sie besitzt einen reellen in ihrem Inneren 
liegenden Asymptotenkegel mit der Gleichung

Seine Achse ist die z-Achse.
Eine Ebene schneidet die Fläche in einer Hyperbel, 

Parabel oder Ellipse, je nachdem die Ebene zwei Mantel
linien, einer oder keiner Mantellinie des Asymptotenkegels 
parallel ist.

Auf dem Mantel der Fläche liegen zwei Scharen gerader 
L inien;

wobei A und ¡l alle Werte von — oo bis +  oo annehmen 
können.

Jede Gerade der einen Schar schneidet alle Geraden der 
anderen Schar. Zwei Gerade derselben Schar schneiden sich 
nicht. Durch jeden Punkt der Fläche gehen zwei Geraden. 
Die Fläche ist derOrt einer Geraden, welche drei feste Geraden 
schneidet.

Ist a — b, so ist die Fläche eine Umdrehungsfläche mit 
der z-Achse als Drehungsachse.

Die Gleichungen der Polarebene und der konjugierten Durch
messer erhält man aus den entsprechenden für das Elupsoid (Fr. 1), 
indem man c1 durch — cs ersetzt.

3.) Z w e isc h a lig e s  H y p e r b o lo id :

(bezogen auf die Hauptachsen).
Die Fläche besteht aus zwei sich ins Unendliche erstrecken

den Mänteln. Sie enthält keine reellen Geraden. Der Asymp
totenkegel m it der Gleichung



1 7 2  Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.

*.2 g2

a2 T J* c2
liegt außerhalb der Fläche. Über die Schnitte einer Ebene 
m it der Fläche g ilt dasselbe wie bei 2.), nur kann die Ellipse 
auch imaginär sein, a — b liefert eine Umdrehungsfläche 
m it der z-Achse als Rotationsachse.

Die Gleichungen der Polarebenc und der konjugierten Durch
messer ergeben sich aus den für das Ellipsoid gültigen, indem man 
a2 und b- durch — a2 und — l 2 ersetzt.

x  ̂ y^
4.) E l l ip t i s c h e s  P a r a b o lo id :  ■— — = 2 z  (a und b

a b
haben gleiches Zeichen). Die (x, z)- und die (?/, z)-Ebene 
sind Symmetrieebenen. Die (2 , y)-Ebene ist Tangential
ebene im Anfangspunkt (Scheitelpunkt). Jede zur z-Achse 
parallele Ebene schneidet die Fläche in einer Parabel, jede 
andere Ebene schneidet sie in einer reellen oder imaginären 
Ellipse. a = b  liefert ein Umdrehungsparaboloid mit der 
z-Achse als Drehungsachse.

X2 y 2
5.) H y p e r b o l is c h e s  P a r a b o lo id : --------— = 2 z  (a,b

a b
positiv).

Die (x , z )- und die (?/, z)-Ebene sind Symmetrieebenen. 
Die (x , y)-Ebene ist Tangentialebene im Anfangspunkt. Sie 
schneidet die Fläche in zwei Geraden. Der Anfangspunkt 
heißt Sattelpunkt. Jede Ebene schneidet die Fläche in einer 
Parabel oder Hyperbel, je nachdem sie der z-Achse parallel 
ist oder nicht. Die Fläche enthält zwei Scharen von Geraden:

x y  „ x y  2 z
I.) —= + - y-  =  X ,

j/a | / b  | 'a  ]/& X
x y  x y  2z-) ŷ +ŷ =7 ’

wo X und u alle Werte von — oo bis -j- oo durchlaufen können. 
Die Wurzeln haben gleiche Vorzeichen. Die Geraden der



X  V
Schar I.) sind parallel der Ebene —=. H— - =  0, die der Schar

\ / a  | f l
X  V

II.) sind parallel der Ebene — --------- — 0.
' y a  ] / l
6.) K e g e l (m it der Spitze im Ursprung und der z-Achse 

als Achse).
x2 y2  g2

Imaginärer Kegel: — +  — +  ~  =  0 .

3*2 -5/2 5-2

Reeller Kegel: —  +  j 2 0 •
a2 ir c2

Letztere Fläche enthält eine Schar von Geraden (die 
Mantellinien), welche durch die Spitze gehen: 

x z y  x  z _  Xy
a c bX ’ a c b

Die Fläche wird von jeder nicht durch die Spitze gehenden 
Ebene in einer Hyperbel, Parabel oder Ellipse geschnitten, 
je nachdem die Ebene zwei Mantellinien, einer oder keiner 
Mantellinie parallel ist.

Jede Gleichung von der Form
Ax?  -\- B y 2 - \ -G z2 D x y  E x z  +  F y z  =  0 

stellt einen Kegel dar.
7.) Z y lin d er :

X̂  ^
a) E ll ip t i s c h e r  Z y lin d er : — = 1  Die (.r,z)- und

’ v J a2 b2 die (y,z)  -Ebene
a~* y* sindSymmetrie-

b) H y p e r b o lis c h e r  Z y lin d er : — — — =  1 ebenen.

X“̂ 2 y
c) P a r a b o lis c h e r  Z y l i n d e r : - — — = 0 .  Die (y , z ) -

Ebene ist Symmetrieebene, die (x, z)-Ebene Tangential
ebene, welche die Fläche in der z-Achse berührt.

Jede zur (x , j/)-Ebene senkrechte Ebene schneidet die sich

Die einzelnen Flächen zweiter Ordnung. 173
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ins Unendliche erstreckenden Flächen in einem reellen oder 
imaginären Geradenpaar. Jede andere Ebene schneidet die 
Flächen a), b), c) bzw. in einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel.

X II. A b s c h n i t t .

Differentialrechnung.
§ 86. Funktionen.

1.) Unter einem offenen I n t e r v a l l  (B e r e ic h , G eb ie t)  
(a, b) der z -A c h s e  versteht man die Gesamtheit aller 
z-W erte, welche der Bedingung a < x  < b  genügen, a und b 
sind die Endpunkte oder Grenzen des Intervalls. Werden die 
Endpunkte m it zum Intervall gerechnet, so spricht man von 
einem a b g e s c h lo s s e n e n  Intervall. Die zu diesem gehörigen 
z-W erte genügen der Bedingung a ^ x - ^ b .  Es können auch 
eine der Grenzen oder beide — oo bzw. + o o  sein.

2.) y  heißt eine F u n k t io n  v o n  x  im Intervall a <  x <  b, 
symbolisch geschrieben y  =  / ( z ) ,  y  =  <p(z) u. dgl., wenn 
jedem Werte von x  aus diesem Intervall endlich oder un
endlich viele Werte von y  nach einem bestimmten Gesetze 
zugeordnet werden, x  heißt u n a b h ä n g ig e , y  a b h ä n g ig e  
V e r ä n d e r lic h e . D eutet man x  als Abszisse, y  als Ordinate 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, so stellt die 
Funktion im allgemeinen eine K u rv e  dar. Entsprechen 
jedem Werte x  des Intervalls n  Werte von y,  so heißt die 
Funktion n -d e u t ig . Speziell heißt sie e in d e u t ig ,  wenn 
n = l  ist, und u n e n d lic h  v ie ld e u t ig ,  wenn n — co ist.

Der Inhalt eines Kreises oder einer Kugel ist eine Funktion 
des Halbmessers r. In diesen Fällen ist das Intervall der unab
hängigen Veränderlichen x =  r gegeben durch 0 <  x <  oo .

Im vorhergehenden wurde x als stetig veränderliche Größe 
(s. § 88) im Intervall vorausgesetzt. Das ist nicht notwendig. 
Z. B. ist y — xl (x Fakultät) eine nur für positive ganze x erklärte 
Funktion. Doch kommen in der Differential- und Integralrechnung 
nur die ersteren Funktionen in Betracht.
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Wenn die Funktion y  von z  durch eine Gleichung gegeben 
ist, auf deren linker Seite y  und auf deren rechter Seite ein 
Ausdruck m it x  allein steht, so heißt y  eine nach x  e n t 
w ic k e lt e  oder eine e x p l i z i t e  Funktion von x. Insbesondere 
eine solche Funktion wird m it y  =  f(x), y  =  <p(x) u. dgl. be
zeichnet. Andernfalls heißt eine Funktion u n e n tw ic k e l t  
oder im p l iz i t  und kann in der Form F ( x , y )  =  0, 
(p(x, y )  =  0 oder dgl. geschrieben werden.

3.) E in te i lu n g  der F u n k t io n e n  (a , l ,  a0, b0, . . .  Kon
stanten):
y — a0 +  ajX ganze lineare Funktion,

y  =  r ° x ' r |X gebrochcnR >.
Ö0 "T °1 X

y = a 0 - f  a^x +  «*** +  ■ ■ • +  anx" ganze ra
tionale Funktion nten Grades, « „ 4 = 0 . 

a0 x  -f- «2 4 ” * ‘ ’ +  xn

^ b0 +  \  x  4* ^2x2 +  ‘ ' '  4~ xm
gebrochene rationale Funktion,

« m
Die Gleichung G(x, y)  =  E  E a , v, x f‘ i f  — 0 definiert (im-

jj=0 i’=0
plizite) eine Funktion y  von x  (vgl. § 62 ,1 ), die man als
a lg e b r a is c h e  Funktion von x bezeichnet. Diese enthält
die rationalen als Spezialfälle.

Funktionen, die nicht algebraisch sind, heißen t r a n s 
z e n d e n t .  Zu diesen gehören z. B. die t r ig o n o m e tr is c h e n  
Funktionen

y  — sin x, y  =  cos x , y  =  tg  x , y  =  ctg x 
und deren Umkehrungen (Vertauschung von x  und y  und 
Auflösung nach y),  die z y  k l o m e  i r i s c h e n  Funktionen  

y  =  arc sin x, y  =  arc cos x, y  =  arc tg x, y =  arc ctg x , 
ferner die Funktionen

y  =  Log z  , y  =  e1
u. dgl,

r a t i o n a l e  
Funktionen, 
n, m  positiv 
ganzzahlig.



Die z y k l o m e t r i s c h e n  Funktionen sind unendlich viel
deutig. Diejenigen Werte, welche den Beziehungen

-n ,  . • n
 g- ^  arc sin x <; +  — ,

0 g  arc cos x  ^  n ,
n 7i

— — <  arc tg x <  +  y  .

0 <  arc ctg a: <  Ti 
genügen, heißen die H a u p t  w e r t e  der Funktionen.

4.) I n t e r p o la t io n .  Es gibt eine und nur eine ganze 
rationale Funktion u'™ Grades, welche an den voneinander 
verschiedenen Stellen x0, xu x2, . . . ,  xn die vorgegebenen 
Werte y0, y u y2, . . .  , y n annimmt. Man erhält sie aus

a) der Interpolationsformel von Lagrange:
(z  — Xj )  ( x - x2) (x — x3) . . .  (x — xn)

( z 0  j  ( * o 's-<i)(^0 Xi)  ■ ■ ■ ( x 0 xn)
_|_ ~  ~  X̂ X ~  ^  • • • (X -  Z-) ;

(■ri K0) (®1 *2) ~~ *̂3) • • • (®1 *»)
( g — g0) { X - X j ) -  • • ( 3 - Z „ - i )  ;

(*« —  ^o) — *!)■ •-• (*„ —  * B_ i )  y ’1'
b) Newtons Interpolationsformel:

V = y 0 +  A o(x  -  xo) +  A ( x ~  xo) (* — * 1)
- f -  '  * * - f -  A n— 1 (x  ^ 0 )  0® *^1)  * * * {X Xn— L)»

wobei die .-1* für k =  0 , 1 , . . . ,  n  —  1 gegeben werden durch

A  = ________________ Vo________________
‘ * (z0 —  &,) (y„ —  x2) ■ ■ ■ {x0 —  xk+!)

+  h __________
(% —  *0) (®i —  * * ) • • -  (% —  % +i)

_i________ 1_____________________ y* + i ___________________

(**+1 —  xo) (% +i —  *1) • • ■ (Xk+1 —  Xk) '

5.) Unter einem B e r e ic h  (G eb ie t)  B  d er E b e n e  ver
steht man eine Menge von Punkten mit der Eigenschaft,

1 7 6  Differentialrechnung.
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daß um jeden ihrer Punkte eine Kreisfläche existiert, welche 
vollständig zu der Menge gehört, und daß sich zwei be
liebige Punkte der Menge durch eine stetige Linie (§ 88, 1) 
verbinden lassen, deren sämtliche Punkte zu der Menge 
gehören.

Ein Bereich ist entweder unbegrenzt, dann besteht er 
aus der gesamten Ebene einschließlich des Unendlichen 
oder er ist begrenzt. Die Begrenzung gehört zunächst nicht 
zum Bereich. N im m t man sie zum Bereich hinzu, so spricht 
man von einem a b g e s c h lo s s e n e n  Bereich.

Die Anzahl der Begrenzungen eines sich nicht selbst übcr- 
schneidenden Bereiches heißt sein Z u sa m m e n h a n g .

B e is p ie l:  Alle Punkte der Ebene mit den Koordinaten x , y ,  
welche der Bedingung r l  <  x 2 +  y 2 <  genügen, bilden einen 
zweifach zusammenhängenden Bereich (das Innere eines konzen
trischen Kreisrings m it den Radien r, und r,). rf g  x 2 +  y 2 r\  
liefert einen abgeschlossenen zweifach zusammenhängenden Be
reich.

6.) z heißt eine F u n k t io n  von  x un d  y  im  Bereiche B,  
wenn jedem Wertepaar x , y  des Bereiches B  endlich oder 
unendlich viele Werte von z nach einem bestimmten Gesetz 
zugeordnet sind, x  und y  sind die unabhängigen Veränder
lichen, z ist die von diesen abhängige Veränderliche.

Die Funktion z von x und y  stellt im dreiachsigen recht
winkligen Koordinatensystem im allgemeinen e in e F lä c h e  dar.

In Analogie zu Nr. 2 heißt z =  f(x, y )  eine explizite 
Funktion. F(x,  y , z )  =  0 definiert eine im plizite Funktion z 
von x und y.

B e is p ie l:  Der Inhalt z eines Rechtecks ist eine Funktion der 
Seiten x und y, wo x und y  dem Bereiche 0 < a : < o o , 0 < t / < c o ,  
d. h. dem Inneren des ersten Quadranten, angehören.

Im  fo lg e n d e n  w erd en  a l le  F u n k t io n e n , s o w e it  
n ic h t s  a n d e r e s  g e s a g t  i s t ,  a ls  e in d e u t ig  v o r a u s 
g e s e t z t .

B ü r k l e n  - R i n g l e b ,  M athem atische Form elsam m lung . 12
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§ 87. Limesreclmung.
1.) Die F o lg e  der reellen Zahlen a0, alt a. , , . . , ,  an, . . .  strebt 

m it wachsendem n gegen den G ren zw er t a, in Zeichen 
lim an— a, wenn nach Vorgabe eines beliebig kleinen positiven
II —«■ 00
e eine ganze positive Zahl N  so bestimmt werden kann, daß für 
alle n S :  N  die Ungleichung | an — a | <  e erfüllt ist. Man 
setzt lim a , =  -f- oo bzw. lim a„ =  — oo, wenn sich nach

h—►co n —>oo

Vorgabe eines beliebig kleinen positiven e eine positive ganze 
Zahl N  so bestimmen läßt, daß für alle n  Ss N  die Ungleichung

an >  — bzw. a,, <  —• -- erfüllt ist. (Hinsichtlich des Grenz- 
e s

wertes komplexer Zahlenfolgen vgl. § 103.)

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
die Zahlenfolge a , a,„ . . .  einen endlichen Grenz
wert besitzt, ist die Existenz einer positiven ganzen Zahl N,  
derart, daß für alle n 5 : N  und alle positiven ganzen y die 
Ungleichung | an he— a ,  | <  e gilt.

Ein Wert a heißt H ä u fu n g s w e r t  einer Zahlenfolge, 
wenn in jeder Umgebung von a unendlich viele Zahlen der 
Folge liegen. Dabei versteht man unter einer Umgebung einer 
endlichen Stelle a alle x,  für die | x — a | <  a  ist, wo a  eine 
(kleine) positive Zahl bedeutet. Unter der Umgebung von

+  oo bzw. — oo versteht man alle x, für die x >  - bzw.
a

x <  — -  ist. Besitzt eine Zahlenfolge nur einen Häufungs- 
a

wert, so ist dieser der Grenzwert der Folge. Jede unendliche 
Zahlenfolge besitzt mindestens einen Häufungswert. Besitzt 
eine Zahlenfolge mehr als einen Häufungswert, so gibt es einen 
größten und einen kleinsten, genannt o b erer  bzw. u n terer  

L im es  (lim bzw. lim).



E ine endliche Z a h l«  heißt o b ere  bzw. u n te r e  G ren ze  
einer Zahlenfolge, wenn kein Glied der Folge > «  bzw. < « ,  
aber mindestens ein Glied > o c — e bzw. < «  +  e ist, wo s  
eine beliebig kleine positive Zahl ist. Die obere bzw. untere 
Grenze ist -j- oo bzw. — co, wenn es für jedes s  mindestens

ein Glied der Folge gibt, das >  -  bzw. <  — -  ist. Jede Zahlen-
£ £

folge besitzt eine obere und eine untere Grenze.
2.) Es sei lim an =  a. lim b„ — b, (a , b endlich), dann ist:

n - *  oo n —*co

lim (a„ ±  bn) — a ± b  , lim a„ - bn =  a - b
n -* oo n  -v  co

und, falls b r j r  0 ist, lim A  —
tt-*» Vn 0

3.) Die Funktion f ( x )  sei in einem Intervall höchstens mit 
Ausnahme der Stelle a im Inneren des Intervalls erklärt. 
Dann sagt man, f ( x)  besitze bei Annäherung an die Stelle a 
den G r e n z w e r t lim f ( x)  =  A,  wenn für je d e  von a verschie-

x—>a
dene Zahlenfolge %, x,2, . . . ,  x,„ . . .  aus dem Intervall, für 
welche lim xn — a ist, die Beziehung lim /  (xn) =  A  gilt.

n—*oo 7t—* »

Gilt entsprechendes für jede Zahlenfolge m it der Beschrän
kung auf xn >  a, so heißt der Grenzwert ein r e c h t s 
s e i t ig e r ,  in Zeichen lim  f ( x )  =  Ä  und analog im Falle

x—*a -f- o
xn < a  ein l i n k s s e i t i g e r  in Zeichen lim f i x ) — A.  Die

x—ya — o
beiden letzten Grenzwerte bezeichnet man auch m it /  (a -f- 0) 
bzw. f ( a  —  0).

Ist f {x,  y)  in einem Bereiche höchstens mit Ausnahme 
der Stelle a, b im Inneren des Bereiches erklärt, so sagt man, 
f i x ,  y )  besitze bei Annäherung an diese Stelle den Grenzwert 
lim f (x, y)  =  A,  wenn stets lim f ( x n, yn) =  A  gilt, wie auch
x—̂n 7t—* »

Limesrechnung. ]7 9
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die von a, i  verschiedenen Punkte (a^, ?/,), (x2, y 2) , . . . ,  
(xn, yn) , . . .  aus dem Bereiche m it der Eigenschaft lim xn— a, 
lim y n =  b gewählt sein mögen. ’i_>co
n—*■ co

4.) Es sei <p eine Funktion von h. Dann sagt man, cp werde

mit h von n4®1 O rd n u n g  u n e n d lic h , wenn lim ein
. hnh-+ 00 n

endlicher von Null verschiedener W ert ist.
Ebenso sagt man, <p(li) werde mit h von n ter O rd n u n g

N u ll ,  wenn lim ein endlicher von Null verschiedener
Ä—► 0

’ Wert ist.
5.) H ä u f ig  b e n u tz te  G ren zw erte:

lim (1 +  h)h — lim ( 1 +  — ) =  e — 2,71828 . . . ,
h —► 0 n —► co V 11 J

1 8 0  Differentialrechnung.

,. , x \ n ah — 1 log a
hm (1  H = e * ,  lim = , - 2— ,

4 n i A_>0 « lö g e
sinA „ sinAa; tg A _ tg h x

lim =  1 ,  lim =  a:, lim =  1 ,  lim -  r"~ =  a:,
A —►O Ä-M) ^  /i—>-U h-+ 0 "•

lim   —  =  l
n-*3o n" e—» J/2am 

(Stirlingsche Formel), (vgl. auch § 102, 6 llVd/issches Pro
dukt).

§ 88 . Stetigkeit.

1.) Die Funktion (Kurve) y  =  j(x)  sei im Intervall 
a x  A erklärt. Sie heißt an der Stelle x  =  a:0 im Inneren 
des Intervalls s t e t ig ,  wenn sie bei Annäherung an diese 
Stelle ihren Funktionswert f ( x0) als Grenzwert besitzt 
(vgl. § 87,3). Ist lim f(x) =  f (a), so heißt f ( x)  bei a r e c h t s -

x—» -a+ 0

s t e t ig  und analog im Fallelim  l ( x ) =  /(&) bei A l in k s s t e t ig .
x-+b—0
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und für g(x) -|z 0 auch in diesem Intervall stetig.

Die Funktion heißt im ganzen Intervall stetig, wenn sie 
an jeder Stelle desselben stetig ist.

2.) Sind / ( x)  und g(x) im Intervall a < x  < 1  stetige 
Funktionen, so sind auch die Funktionen f(x)  i  g{x), /(*)'• g(x)

i ( x ) •. 
g (x)

3.) Die Funktion z =  f(x, ¡/) sei in einem Bereiche B  der 
(z, ?/)-Ebene erklärt. Sie heißt an einer Stelle x =  x0, 
y  =  y 0 im Inneren des Bereiches s t e t ig ,  wenn sie bei An
näherung an diese Stelle ihren Funktionswert als Grenzwert 
besitzt (vgl. § 87,3).

D ie Funktion z  =  f(x, y )  ist im ganzen Bereich stetig, 
wenn sie an jeder Stelle desselben stetig ist.

Es gilt 2.) in entsprechender Weise auch für Funktionen 
von zwei Variabein.

§ 89 . D ifleren tia lquotien t und Differentiation.

1.) Unter dem D if f e r e n t ia lq u o t ie n t e n  der Funktion  
V — f(x ) an der Stelle x ihres Definitionsintervalls versteht 
man den Grenzwert

iim
h-r  0 «

Bezeichnet man den Zuwachs h von x m it A x,  die zugehörige 
Differenz der Funktionswerte f(x +  h) — f(x)  mit A y,  so 
erhält man als Differentialquotient

ü . ,  iim 4 » _ m .
/I z  0 A X ¿1z—> Q A x

d u  d f (x')
Der Differentialquotient wird auch mit j  , - - - - - -  oder y ’

A v
bezeichnet. heißt D iffe r e n z e n q u o t ie n t .

ZJ X

Wenn der Grenzwert e x i s t i e r t  (was nicht notwendig ist) 
und endlich ist, heißt die Funktion (Kurve) an der Stelle x  
d i f f e r e n z i e r b a r .  Die Funktion heißt in einem Intervall
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differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle des Intervalls diffe
renzierbar ist.

Eine Funktion ist dort, wo sie differenzierbar ist, auch 
stetig, jedoch braucht umgekehrt eine Funktion nicht diffe
renzierbar zu sein, wo sie stetig ist. Es gibt stetige Funk
tionen, welche stellenweise nicht differenzierbar, und solche, 
welche nirgends differenzierbar sind.

Der Differentialquotient einer in einem Intervall diffe
renzierbaren Funktion ist im allgemeinen wieder eine Funk
tion von x,  die abgeleitete Funktion oder kurz die (erste) 
A b le itu n g . Durch Differentiation dieser Funktion (sofern 
das möglich ist) erhält man die zweite Ableitung usf.

Im folgenden werden alle Funktionen so oft wie notwendig 
differenzierbar vorausgesetzt.

2.) Es seien u , v , w  Funktionen von x; A , B , C  Kon
stanten.

d x ~ ° ’
d(u d ) ^ ^ ' =  —  =  u \

d x  d x

(“) ■ ■ V v  /  u v — uv
d x

3.)
d”(A u A - B v) 

d x n
— A u W + B v i » > ,



=  ( ”  ) U<rt> V +  ^  u< »— D  v' +  ( ”  j «<n ~ 2> !>" +  •■■

■ ■ • - f -  ( W 1 «' - f -  ( 1
Dl — 1 / '« /

4.) Wenn ?/ =  y(a:) an der Stelle a und z =  <p(i/) an der 
Stelle y  — y.> x)  differenzierbar ist, ist auch z — <p(y{x)) 
an der Stelle x  differenzierbar und zwar ist:

d z  d z  d y
d x  d y  dx

5.) Wenn x und y  Funktionen von t sind, und —■ =j= 0
dt

ist, folgt
d y  d y  d x  y'
d x  d t  ' dl  x' ’

cPy ¡dx  d?y d y  d2x \  i d x \ s x 'y"  — y 'x ”
dx-  d l  dl2 d l  dt2) '  ' d t )  x ' s
6.) Ist x als Funktion von y  gegeben, so ist für ein Inter-

dx
vall, in dem — =}= 0 ist, 

dy
d y  d x  d?y d?x Id .x\3 
d x  ' d y '  d x 2 d y 2 ' d y )

Man schreibt auch
d y  — f ( x ) d x

und nennt dy das D if f e r e n t ia l  von y,  welches zum Diffe
rential dx gehört.

7.) Es seien f ,  rj, C Funktionen von t. Dann versteht man 
unter d e m D if fe r e n t ia lq u o t ie n te n  des Vektors a  =  £) 
nach der skalaren Größe t den Vektor (vgl. § 76, 5)

cla — i ß -  ' - L ^ l  t  
! t ~ ~ l t '  +  T t y +  dt ‘

Ist X eine Funktion von t, so gilt

Differentialquotient und Differentiation. 183
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dt
d A , . d a
j t a d r '

Insbesondere gilt für a =  a a  (s. § 76, 4):
d a  d a _  d a
—  =  —  a +  a — . 
dt dt dt

da
—  ist ein zu a senkrechter Vektor. Ferner ist 
dt

d ( a + b )
dt

d a  d b 
dt dt

d[ab]
~ d t ~

' d a / r ¿ s i
J t h J + “ d l .

Hier ist die Eeihenfolge der Faktoren wesentlich.

§ 90. Spezielle Formeln.

: nx'

drxn

„ s à x n ,1 ^ ----- =  47 >Yn—I
d x

d x r
da*

n(n  — l) (n  — 2) 

drax
2.) — ■ =  az Log a, 

d x

3.)

d e
I x  ~  C 

d loga: 
d x

d- M x
d x r 

d Log x

-lo g e :

d x T 
dr e  _  
dxr 
1 1

• • • ( » -  r +  l ) x n-  

=  aJ(Log a ) \

= c*.

d x

4.)

= ( -  i y - ’ (r —

1 dr Log x 
x ' d x r 

d sin x 
d x  

dr s in z  

d x r

x  Log a

Diïâï
’ xr

- ( s .  §96 , 4)
X

( _  i r - 3(r — 1)1
xr

cos x  =  sin \ x

s i n ( a : + r y ) f

+ f ) ’
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d cos x
d x  

dr cos x 
d x T

cos

sin x =  cos 1 x -f- — J ,

d tg x 1 ^
d x  cos2x ’ [ für höhere Ableitungen kein

d ctg x .1 | einfaches Bildungsgesetz.
d x  sin2x ’ '

_ d arc sin x 1 ...
5 .  =  ,  - -  für -  1 <  x <  +  1.

d x  ] / l  — x2
Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, wenn

n  . Ti . ,
— — <  arc sm r  <  —■ ist.

Z u
d a rcco sx  1 ... , „
-------------- = .......... ....... —  für — 1 <  x <  1.

d x  ] / l  -  x2
Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, wenn

0 <  arc cos x  <  zt ist.
Für jedes x ist ferner

d a r c t g x _  1 d a r c c t g x _  1
d x  1 +  x2 ’ d x  i - f - x 2’

§ 91. Differentiation von Funktionen m ehrerer Veränder
lichen.

1.) Betrachtet man in der Funktion z =  f (x , y )  die eine 
der Größen x und y,  z. B. x, als veränderlich, die andere als 
konstant, so heißt die Ableitung der Funktion nach dieser 
Veränderlichen x die p a r t ie l le  A b le itu n g  nach x. Sie 

d z
wird m it , fx(x, ?/) oder fx bezeichnet. Es ist demnach

G X
d z  i-~ /(* +  A x,y)  — /(x, y) 
8 x  A x



0 2  =  ]im j ( x , y + A y ) — l ( x , y ) 
d y  o A y

Unter den p a r t ie lle n  D if f e r e n t ia le n  von z nach x und y  
versteht man die Ausdrücke

d z  , d z
e i * * -

Das to t a le  (vollständige) D if f e r e n t ia l  von z ist

dz  =  $^~ d x  -f- ~  d y .  
c x  o y

Das totale Differential der Funktion u =  f(x, y, z) ist
c u  . d u  . d u

d u — 3— d x  +  tt— d y  - f  d z .  
ä x  d y  d z

Das totale Differential einer Funktion ist gleich der 
Summe der partiellen Differentiale nach sämtlichen Ver
änderlichen.

2.) Sind x, y  Funktionen von l und ist z =  f(x, y),  so folgt
dz  d z  d x  d z  d y
d t  d x  d l  d y  d t

3.) B e z e ic h n u n g e n  höherer partieller Differentialquo
tienten von z =  f(x, y).

Partielle Differentialquotienten zweiter Ordnung:

186  Differentialrechnung.

d  ( d z \ _ o 2z _  d  f d z \  c - z
c x  \ d x )  dx2 ’ d y  \ d x )  d x d y t.*y>

d  ( c?z\ _  o 2z _  d  f d z \

d x  Vd y  ) d y d x  !/x' d y  V8 1 1 1 .0 — i y y
o ‘ z

o y d x  "JX' d y  \ d y  I c y 2 
Besitzt die Funktion z =  f(x, y )  an einer Stelle x, y  ihres 

Definitionsbereiches s t e t ig e  partielle Differentialquotienten

d x d y ’ d y d x '
so ist daselbst

d 2z d 2z 

d x d y  d y d x '
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Das totale Differential 2. Ordnung von z ist dann

Partielle Differentialquotienten 3. Ordnung:

usf.
d  / S2z \ _  d 3z _  d  i d 2z \  3 3z

3  a:'5a;2/ dx? XIX' d y  d x 2 ' d x 2 d y
Das totale Differential mtcr Ordnung ist:

d m z . , , m \  d mz  , , ,
dmz =  ■ dx"‘ - f l  „ ;-T -- r  ~ f y

d x m \ 1  J d x m~ ' d y

i d x m~ 2 d v 2 - f  • • • +  — d v m
+  \ 2 ) d x ”' 2 d y 2 V +  + d i r y  ’

vorausgesetzt, daß die partiellen Differential quotienten mter 
Ordnung stetig sind.

4.) U n e n tw ic k e lt e  ( im p liz i t e )  F u n k tio n e n .
Es sei f(x, y )  =  0. Dann ist

d f  — ~  d x  - f  ^  d y =  0 ,
d x  d y

folglich, wenn —  =¡=0: 
d y

d y  =  -  f

d 2 u  d h 2 d_2i _ d f  d f  , u 2/  f d f  y
d?y d x 2 ' d y )  d x d y  d x  d  y ^  d y 2 \ d x )  

dx2 f

5.) Ist z als Funktion von x  und y  im plizite gegeben durch
d z  d z

f{x, y,  z) =  0, so ergeben sich und -g— aus den Gleichungen

d f  , d f c z  =  d f  d f d z  _
d x  d z  d x  ’ d y  d z  d y  

Durch Differentiation dieser Gleichungen nach x und y  erhält 
man ferner
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3 2 2  Ö 2 2  d 2z
dx2 ’ d x d y '  d y 2

usf.
6.) Es sei <p eine Funktion von x, y  und 2. Dann verstellt 

man unter dem G r a d ie n te n  von qo den Vektor
d (p . dep . d<p

« ‘• ‘ » - B '  +  i j l + g i ' -
Seine Richtung fällt in die Richtung der größten Änderung
von qp im Punkte x, y , 2 . Man sagt auch, der Gradient sei der

0 9 3
D if f e r e n t ia lo p e r a to r  i^ — f- i ^— h i  -a—. Mit ihm rechnet

o x  6 y  d z
man wie m it einem Vektor und faßt grad cp als das Produkt
von grad in die skalare Größe rp auf. Dementsprechend bildet
man bei vektoriellem Argument a =  (f,??, £), wo a eine Funk
tion von x, y  und 2 ist, zwei verschiedene Produkte von grad
und a, das skalare und das vektorielle gemäß § 78, 7 und 8.
Das erste bezeichnet man als D iv e r g e n z  (d iva), das zweite 
als R o to r  (rota), und es ist

div a =  2— h ö — h "j- > 
o x  o y  o z

t ( dC  dr , \  i . / 3 f  3 f \ ,  f f d v
1 \ d y  d z )  +  l \ d z  d x ) +  \ d x  d y ) ’

Der Difi'erentialoperator heißt auch Hamiltonschcr Operator 
und wird häufig m it V  (nabla) bezeichnet, so daß

grad9?— Vq>, d i v a =  Pa, r o t a =  [P a ]
02 02 02 

ist. Dagegen ist A  der Operator ^  ^  (s. Nr. 7).

7.) rot (grad q>) — 0, div (rot a) — 0 ,
32 cp 32 cp 32 cp .

div (grad9?) =  g—¡j-+

rot (rot a) =  grad (div a) — A a , 
div (93.0) =  93 div a - f  a grad 90 ,



rot (93 a) =  <p rot a — [a grad <p] , 
div [ab] =  b rot a — a rot 6 , 

rot [ab] =  (b grad) a — (a grad) b +  a div b — b div a ,
grad (ab) =  (a grad) b +  (b grad) a +  [a rot b] +  [brot a ] .

§ 92 . M ittelw ertsätze.

1.) Satz von Rolle: Es sei j(x)  im Intervall a < x < b  
difterenzierbar und /(a ) =  /(&) =  0. Dann gibt es im Inneren 
des Intervalls mindestens eine S te lle !, für welche /' ( ! )  =  Oist.

2 .) M it te lw e r ts a tz :  Es sei f(x)  im Intervall a < _ x < b  
differenzierbar. Dann gibt es im Intervall mindestens eine 
Stelle !  (<i <  !  <  b), für welche

b - a
ist.

Andere Fassung: Es sei a =  x0, b — x0 +  h. Dann gibt 
es eine Z ah l#  m it der Bedingung 0 < #  <  1, so daß

m = n , , + n )

ist.
3.) V e r a llg e m e in e r te r  M it te lw e r ts a tz :
Die Funktionen f(x) und g(x) seien im Intervall a < x  < b  

differenzierbar, und es sei dort g‘ (x) 0. Dann gibt es im Inter
vall eine Stelle | ( a < | <  b), für welche 

/ ( & ) - / ( « ) _ / ' ( ! )  

g ( b ) - g ( f l )  g'{i)  '
Andere Fassung: Für a = z 0, b =  x0 +  h ist 

j{x0 +  h) ~  f(x0) =  f ( x 0 - \ -d  h) 
g(x0 +  h)  -  g{x0) g' (r0 + # / i ) ’

§ 98 . K onvergenz unendlicher R eihen .

1.) Die unendliche Reihe
00

£  U v =  U0 - f -  W j - { -  U2 * ‘ ‘ +  u n  4 “  * * * 
v~0

Konvergenz unendlicher Reihen. 1 8 9
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heißt k o n v e r g e n t , wenn
lim s„ =  s
n —> «

existiert lind endlich ist, wo
sn =  » o  +  u ' l  +  m2 +  ' ■ ' ~t~ u»

(die n,e P a r t ia lsu m m e  der Reihe) ist. Andernfalls heißt 
die Reihe d iv e r g e n t . Der Grenzwert s einer konvergen
ten Reihe heißt deren Sum m e.

co
Eine konvergente Reihe Z u ,  heißt a b s o lu t  k o n v e r -

y =  0 cq̂
g e n t ,  wenn auch die Reihe der absoluten Beträge 2 7 |u „ |

v = 0

konvergiert. Andernfalls heißt sie b e d in g t  k o n v e r g e n t.
B e i s p i e l :  Die Reihe 1 — -J +  4 — ^ +  . . .  ist konvergent, 

jedoch nur bedingt, da die Reihe 1 +  4 + | - +  - ) - + .• .  divergiert.CO cO
2.) a) Wenn Z  |u,| konvergiert, ist auch Z  u,  konvergent.

v= 0 co y=0
b) Wenn in der Reihe Z u ,  die Glieder abwechselnd

v— 0

positives und negatives Zeichen haben, |«„+ 1 | < | « y| für 
fast alle v (d. li. für alle m it endlich vielen Ausnahmen) und 
lim m , =  0 ist, ist die Reihe konvergent*).
V—> 0 0

c) Eine Reihe ist divergent, wenn lim u,  r|~ 0 ist.
V—> 0 0

d) In einer konvergenten Reihe darf man Klammern setzen, 
ohne an der Konvergenz und der Summe etwas zu ändern.

e) Konvergente Reihen darf man gliedweise addieren oder 
subtrahieren und gliedweise m it einer Konstanten multipli
zieren.

3.) R e ih en  m it p o s i t iv e n  G lied ern .
a) Wenn die Partialsummen einer Reihe m it positiven  

Gliedern unterhalb derselben positiven endlichen Größe M  
bleiben (b e s c h r ä n k t  sind), ist die Reihe konvergent.

*) W enn nur lim  u v =  0 i3 fc, b rau ch t d ie  R e ih e  n ich t zu konvergieren.
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b) Ist E v v konvergent bzw. divergent und ist u , < v ,
v=0

bzw. tg, >  v,  für fa s t  a lle  v (d. h. für alle v  höchstens mit
—>•

Ausnahme von endlich vielen), so ist auch E  u, konvergent 
bzw. divergent. v=0

co
c) Ist Ev.,  konvergent bzw. divergent und

^  t,“+ 1 |JZW u»+l  ^  Vv+l  
U ,  =  V , U ,  =  V ,

rC
für fast alle r, so ist auch Z u y konvergent bzw. divergent.

v=»0
00

d) Die Reihe E  u,  ist
v=0

konvergent, wenn divergent, wenn

l i m - — < 1  > 1
V—>  CO t i y  

V ___

lim  [/«., < 1  > 1
V— +CO

(Kriterien von Cauchy)

Konvergenz unendlicher Reihen. 191

lim :v ( ^ i - l )  < - 1  > - 1
o V u, !

(Kriterium von Raabe)

j i ; H !iü r “ 1) + 1 !Us,'< | 1 > ~ 1
(Logarithmisches Kriterium).

Besitzen die links stehenden Zahlenfolgen mehrere Häu
fungswerte, so hat man das Zeichen lim  für die Konvergenz

V—*co
durch lim, für die Divergenz durch lim zu ersetzen.

Sind die Limites in den ersten beiden Fällen gleich 1, in 
den letzten beiden gleich — 1, so versagen die Kriterien. 
Es kann Konvergenz und Divergenz eintreten. Das 4. Kri
terium ist schärfer als das 3., dieses ist schärfer als die ersten 
beiden.
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4.) In einer absolut konvergenten Reihe dürfen die 
Glieder beliebig umgeordnet werden, ohne daß an der Kon
vergenz und der Summe etwas geändert wird. Umgekehrt ist 
eine Reihe, deren Glieder beliebig umgeordnet werden dürfen,

CO CO
absolut konvergent. Sind die Reihen E u n Ev„  ab-

,.= 0 r=0
solut konvergent m it den Summen s und t, so ist auch
»o vo +  Uovi +  ui vo +  wo v 2 +  « i «i +  «2 * o l  absolut
konvergent mit der Summe s ■ t.

§ 94. Potonzreihen und Reihen von Funktionen.
1.) Unter einer P o te n z r e ih e  versteht man eine Reihe 

von der Form
oo

fß(a;) =  £ a „ x J — a0 +  a xx  +  a2a;2 +  ■ • • ,
v =  0

wo die a., Konstanten sind und x veränderlich ist.
2.) Für jede Potenzreihe $(a:) existiert ein nichtnegativer 

Wert g,  so daß fß(a;) für alle \x\ <  g absolut konvergiert und 
für alle \x\ >  o divergiert, o kann auch 0 oder oo sein, d. h. 
es gibt Reihen, welche für kein endliches x, abgesehen von 
x =  0, und solche, welche für jedes endliche x  konvergieren. 
Der Wert g heißt K o n v e r g e n z r a d iu s , das Intervall von 
—  g bis + p  K o n v e r g e n z in te r v a l l .  Für x = ± g  läßt 
sich allgemein nichts über das Verhalten von $  (x ) aussagen.

Der Konvergenzradius ergibt sich stets aus der Formel
1

Q ~_ v ______ " *
lim  V) a,  |

Es ist ferner

hm - — |,
y — *  CO I r i y - f  1  j

falls dieser Limes existiert.
3.) Eine Potenzreihe iß(z) stellt in ihrem Konvergenz

intervall eine Funktion von x  dar. Sie ist im Inneren des
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Intervalls gliedweise differenzierbar. Ihre Ableitung ist also 
9ß'(:r) =  a1 +  2 a 2a: -f- 3 a 3x2 +  • • ■. 

fJ3'(a;) besitzt denselben Konvergenzradius wie $(»:).
4.) Es seien u0, uv  n2, • • • im Intervall a < x < b  er

klärte Funktionen von x. Setzt man
Rn — -p Un+<> +  • ■ ■ , 

so heißt die Reihe
CD

Su,j
v=0

in dem Intervall g le ic h m ä ß ig  k o n v e r g e n t ,  wenn sich 
nach Vorgabe einer beliebig kleinen positiven Größe e e in e  
ganze positive Zahl N  so bestimmen läßt, daß für alle 
n > N  und a lle  x  des Intervalls

I R,> | <  e
bleibt.

H at die Potenzreihe $ (« )  den Konvergenzradius o, 
so ist $(a;) für | x | sS q <  q gleichmäßig konvergent.

§  9 5 .  D i e  T a y l o r s c h e  u n d  d i e  M a c  L a u r i n & c h e  E e i h e .

1.) In dem abgeschlossenen Intervall von x  bis x +  h 
sei f(x) (n +  l)m a l differenzierbar. Dann gilt die Taylorsche 
F o rm e l:

h h2 hn
f(x +  h) =  f ix)  +  n  f i x )  +  ¥ l  f"(x)  + . . . + _  f M  ix)

wo #  der Bedingung 0 <  $  <  1 genügt und von n, x  und h 
abhängt. Das letzte Glied heißt das Restglied. Ist f(x)  be
liebig oft differenzierbar. und strebt das Restglied bei festem x  
und h m it wachsendem n  gegen Null, so erhält man aus der 
Taylorscheu Formel die (im allgemeinen unendliche) an der 
Stelle x konvergente Taylorsche R e ih e  für / ( x +  h).

B ü r k i e n - r t i n g l e b ,  i la t l ie m u t ls c h e  F o r m e ls a m m lu n g . 1 3
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2.) Wenn man 3 +  /i =  f ,  x = a  setzt, folgt

m =/(«) + -■ Y r  /'(*)+^ a)2 /"(«) + • • •
(fc _ n\n /£ _

+  ! L - L w a ) +  ^ n T j y r / ‘» ' K a + W -  «))■

3.) Für a =  0 ergibt sich die Mac Laurinsche  Formel:

m = / ( o ) + | |  / ' ( o ) + | i  /" ( o ) + •  ■ • + | ”T /<«> (o)

tn H

' (w +  1)!
und aus dieser, wie bei 1.), die unendliche i¥ac  Lawnwsche 
R eih e .

4.) Eine Funktion /(£ )  heißt an der Stelle a a n a l y t i s c h ,  
wenn sie sich an dieser Stelle in eine Taylor sehe Reihe 
nach Potenzen von f  —  a entwickeln läßt.

§ 96. Spezielle Reihen.

“  1 ,  1 1 1
L ) v£ ^ = 1  +  ^ + ^ + ^  +  ‘ "  

ist konvergent für oc >  1, divergent für tx <  1,
(<x =  1 harmonische Reihe).

05 1
Z  -—- 7- konvergiert für <x >  1, divergiert für <x <  1.

„=2 (v Log v)“ =
2.) B in o m isc h e  R e ih e :  Entw ickelt man formal

xr( 1  +  X ) - = 1  +  ( “ ) I  +  ( “ ) I = +  • • •  +  ( ” )

so wird für negative und gebrochene Werte von n  die Glieder
zahl unendlich. Alsdann ist die Reihe für |r| <  1 absolut 
konvergent, für |z | >  1 divergent. Sie konvergiert ferner 
absolut, wenn x  — ^  1 und n  >  0 ist. Für x == - f -1 konver
giert sie auch dann noch, wenn n >  — 1 ist. Für 1  =  ^ 1  
und n <  — 1 herrscht in jedem Falle Divergenz.



f  b n ( b \  —n
( « ± & ) »  =  « " ( l ± - J  =  «" ( l  =Fa ±  J  , « > & •

B eisp ie l: ]/a*-f-'4*=a

= a(1+?V*+ (2)55+
Ist fc gegen a klein, so gelten die N ä h e r u n g sfo r m e ln :  

} l a ? ± b  =  a ± Y a> \U3 ±  b =  a ±  ~  .

3-)e* =  l  +  ^  +  | j  +  p 4 ---------- . -  co < * <  +  0 0 .

1 1 1  ( ,  l \ n
C - i l  + f l  + 2l + 3! + " ’“Hi™\1+ n l

=  2,71828 18284 . . .
x Log a (x Log a)20* =  c* Log « =  1 +  +  —  - ^ - L

(x Log a)3
.)---------   1--------- , —  CO <  X <  +  CO.

x x2 x3 x4
4 . ) L o g ( l + a : ) = T -  2- + - - - - ± . . . ,

1 >  x >  — 1.

L ° g  ( l - -  x )  —  —  y  ~  y  ~  Y  ~  " '  1
1  > x  >  — 1 .

Spezielle Reihen. 195

l  +  x n | _  , r 5
Log =  2 { z  +  -  +  -  +

1 > x  >  — 1 .
5

0 <  z <  00.
« ( *  1 /  7t N3

Log (« +  * ) -  Log «  =  2 \ j j - p ,  +  j  ( j j - p j )

+ 1  ( a i |i ) S + - } .  0 < « < » . — <» <  »•
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+  t (sTF») + " ' ) '
Ü b erg a n g  vom  n a tü r lic h e n  zum  B r itisch en  S y s te m :

,lü ,t°  „ io Log z
10 82 — z ,  l o g z . Log 10 =  L og2, lo g 2 =  -— =  M L og2,

LiOg 1U

M  =  j”  "jq =  0,4342945 . . .  M odul des B r itisch en  Systems 

(s. auch § 7).
x x3 x5 __o.) sina; =  _ _ _  +  _ T . . . i

,  x 2 , x4 x6 
c o s x = l - - - f - - - - ± . . . ,

x in Bogenmaß, — 00 <  x <  +  00.
cos x -f- i  sin x =  cix, cos x — i  sin x  =  e~ ix .

eiz +  e ~ ix eix — e ~ ix
cos x =   — , s in x  = ----- —-----  (vgl. §103).

i / =  e * =  g 2 * " < = l, e(2t+i)7ii_  _  1 1

k eine ganze Zahl, folglich

Log y  — x +  2 k n i ,
Log ( - 1 )  =  (2fc +  1) n i, Log ( -  y )  =  Log y  +  (27c +  1) n i .  

Ist 2 =  x +  i y  — r ei(f, so ist
Log 2 =  Log (x +  i y )  =  L ogr +  i (<p +  2 kxi) .

t g x  =  S ( - 1)”- 1 2~  B 2n • x  | <  | ,
n -0  (¿«J! ^

® 2 2n 
X C tg  X =  S  ( —  1 ) ” y - - - 1  B 2 „ • X2” , I X | < 7 1 ,  

n = 0  !



® 22”- 1 C22”_-___

L o f8 * = - £ t  i) **• ̂  >

I ®l < f ’
wobei die B2n die Bernoullischen Zahlen sind (§ 28, 4).

H y p e r b o lis c h e  F u n k t io n e n :  (Sinus hyperbolieus 
usw.)

~  . ez - j - e ~ z ez — e~*
(£ o fx  = — - — @t n x = — 2— ,

C. © it ix  (£ofx
J J @111X

1 0'3 1 5 /y>5
6.) a r c s i n x = x + - . -  +

1 3 5 x7 _  ^
+  2 - I - 6 - 7 + - " ’ - 1 ^ 1 -

/j3 /j«5 q>l
a r c tg x  =  x - j +  — -  — ------ , -  1 < x  < 1 .

Spezielle Reihen. 1 9 7

7 1  t  1  1  1  i 1  14 - " » t g l - l -  3 +  5 ~ y

(Reihe von Lcibniz).

Zur Berechnung von n  können folgende Formeln be
nutzt werden:

71 1  1
=  4 arc tg -v- — arc tg —  (Machinsche Formel),

f - S a r c t g i - a r c t g i j - l ^ o t g l -

(Meiselsche Formel).

Im vorhergehenden kommen überall die H a u p tw -e r te  
der zyklometrischen Funktionen in Betracht.
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§ 97 . M ittelw ertsatz und 2 7a  »/forsche R eihe liir  F unktionen  
von zwei Veränderlichen.

1.) M it te lw e r ts a tz :  In dem abgeschlossenen Bereiche 
^  x  S  +  h, y0 <  y  <  y0 +  k besitze z =  / ( x, y)  stetige

partielle Ableitungen 1. Ordnung. Dann ist

f(xo +  h> Vo +  k ) -  /(*o> Vo) =  h ( ~  j +  k ,
x = x 0+ & h  x = z 0-{-&h
?/=!/•+#*• y—y0+&k

wo 0 <  #  <  1 ist.
2.) Taylorschc Formel: In dem abgeschlossenen Be

reiche x bis x +  h, y  bis y  - f  k besitze z =  f(x, y )  stetige 
partielle Ableitungen bis zur (n - f  l)-ten  Ordnung. Dann ist

/(«  +  \  y  +  k) -  f(x, y )  =  Y \ +  \ \   ̂ f  ^  +  R '

wo ß =  X T d  (d(n+-,2 )*+tf* > 0 < #  <  1\n l 1)' yJ-&k
und ¡ix =  h, dy  =  k zu setzen ist (s. § 91, 3). Besitzt z  =  f(x, y)  
stetige partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung, und ist
lim R  =  0, so erhält man hieraus die Taylors che R e ih e  (vgl. 
«—>00 
§ 9 5 ,1 ) .

3.) E ine Funktion von zwei Veränderlichen heißt an der 
Stelle a, b a n a ly t i s c h ,  wenn sie sich an dieser Stelle in eine 
Taylorschc Reihe entwickeln läßt (vgl. § 95).

§ 98. W erte unbestim m ter Ausdrücke.

1.) Die Funktionen , f ( x ) . < p ( x ) ,  ( / (r ))v{x),
(p{x)

0 oo
f ( x)— (pix) können für x ~ a  die Formen — , — , 0 . oo ,

0 oo
0°, oo°, 1® , o o — oo annehmen, welche zunächst keinen 
Sinn haben. Man legt ihnen als w ah re  W erte  diejeni
gen Werte bei, welche man aus



f(x) vfa)
llm rr,M ’ hm 1 W  ■ V  Um Hm (*) _  ^  (?))z—>-a V A /  ?—>a x—>ti x—>a
erhält, falls diese Grenzwerte existieren.

/(x ) und <p(x) werden im folgenden sooft wie notwendig 
in einer Umgebung von x =  a stetig differenzierbar voraus
gesetzt.

2.) Ist — ~  für x =  a von der Form oder — , so
<p(x) 0 oo

kann der wahre Wert gelegentlich dadurch gefunden werden, 
daß man solche Faktoren von j(x)  und <p(x) kürzt, welche 
Zähler und Nenner m it x -+a  gleichzeitig gegen 0 oder oo 
streben lassen. Z. B. ist

Q-m Qin
l im ------------ =  lim (xm -1 +  xm —2 a +  xm ~3a2 +  • ■ ■ +  an )
z—x t & x - x i

—  m a m~ x.

3.) Wenn für x ~ a  die Form  ̂ oder — annimmt.
tp (x ) 0 co

so bilde man die Quotienten

f { x )  /"(«O
<p'(x)’ <p";{x ) .........

Sind dann f n\ x )  und q^n\ x )  diejenigen Ableitungen, welche 
zuerst für x — a nicht gleichzeitig 0 oder oo werden, so ist

lim M = l i m . ^ .
x— <f(x )  x—ya *P ( # )

4.) Es sei f (x ) . (p(x) für x  =  a gleich 0 .  oo. Dann ist

/ ( x ) .  ¥ > ( * ) -  /(* > : ¿ 5

ein Ausdruck von der Form Sein Wert ergibt sich nach 3.).

5 .) Nimm t der Ausdruck (J{x))'^x) für x = a  eine der 
Formen 0°, oo°, l x an so setzt man

Werte unbestimmter Ausdrücke. 199
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(/(z))'/>W =  e<p(*> ■Lo? /(*) 

und untersucht nach 3.) und 4.) den Ausdruck cp(x) . Log f(x).
6.) Wenn /(x ) — cp{x) für x — a die unbestimmte Form 

oo — oo annimmt, sucht man den Ausdruck in ein Produkt 
oder in einen Bruch zu verwandeln, was z. B. folgendermaßen 
geschehen kann:

_1 1

/ ( » ) - ? ( • ) -

cp(x) fix)
Der Wert hierfür wird nach dem vorhergehenden ermittelt.

7.) Man kann ferner den Wert eines unbestimmten Aus
drucks bestimmen, indem man für x  zunächst a  - f  h setzt, 
den Ausdruck umformt oder nach steigenden Potenzen von h 
entwickelt und die kleinste Potenz von h kürzt, worauf sich 
für h =  0 der gesuchte Wert ergibt, vorausgesetzt, daß die 
Reihenentwicklungen existieren.

§ 99. Maxlma und Minima.
1.) Man sagt: Die Funktion y  — /(x ) erreicht für x =  a
ein M a x im u m ,  wenn f(a ±  h) — /(a ) <  0,
ein M in i m u m ,  wenn /(a  ±  A) — f(a)  >  0 ist für alle 

hinreichend kleinen h.
2.) 7/ == /(rc) erreicht für x = a
ein M a x im u m , wenn /' (“ ) =  0 und f " ( a ) <  0,
ein M in im u m  , wenn / ' ( a ) =  0 und /" (a) > 0 ;  

a llg e m e in :  Sind / ( x ) , . . . ,  /<n>(x) in der Umgebung von 
x  =  a stetig, und verschwinden die (n — 1) ersten Ablei
tungen für x =  a, während f n) (a ) =f= 0 ist, so ist, wenn n 
gerade ist, f(a)  ein Maximum oder Minimum von f(x),  je 
nachdem <  0 oder fä j >  0 ist.

Ist die niedrigste für x — a nicht verschwindende Ab



Maxima und Minima. 201

leitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster), so ist 
f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum, sondern ein 
W e n d e p u n k t .

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder Mini
mums zu finden, wird y  gebildet, gleich Null gesetzt, und 
die erhaltene Gleichung nach x aufgelöst. Nun wird y" ge
bildet, es werden die gefundenen Werte von x eingesetzt und, 
falls y"  4= 0, aus dem negativen oder positiven Ergebnis be 
stimmt, ob ein Maximum oder Minimum vorliegt. Durch 
Einsetzen der gefundenen Werte von x  in y = j ( x )  ergibt 
sich der Wert des Maximums oder Minimums selbst.

3.) M a x im a u n d M in im a e in e r F u n k t io n  zw e ier  un
a b h ä n g ig e r  V e r ä n d e r lic h e n  z =  f (x , y )  (m it stetigen
2. Ableitungen):

Man bestimmt x und y  aus

2 i - . ö  und j j i - 0 .  
d x  d y

Wenn die erhaltenen Werte der Bedingung
/ ^ /  \ 2 _  OV Ô2/ . 0
\ d x  8 y  ' d x 2 d y 2

genügen, findet ein Maximum bzw. Minimum statt, je nachdem
d 2f  o 2f
d x 2 Un d y 2

für jene Werte von x und y  beide <  0 bzw. >  0 sind.
4.) R e la t iv e  M a x im a  und  M in im a. Die Werte von 

x, y,  für welche die Funktion z =  f(x, y )  unter gleichzeiti
gem Bestehen der Bedingungsgleichung (Nebenbedingung) 
<p(x, y)  — 0 ein Maximum oder Minimum erreichen kann, 
ergeben sich aus den Gleichungen

d /  d e p  __ Ô J  d e p  =  ]

d x  d y  d y  d x  1 • 
cp(x, y )  =  0 I



X III. A b s c h n i t t .

Integralrechnung.
§ 100. Begriff des unbestim m ten Integrals. Grundlorm cln.

1.) F(x)  heißt ein u n b e s t im m te s  I n te g r a l von f{x), 
geschrieben

d F (x )

2 0 2  Integralrechnung.

F ( x ) =  J  f { x ) d x ,

wenn — '• =  f(x)  ist. Da m it F(x)  auch F(x)  +  G (G

eine beliebige [reelle] Konstante) ein unbestimmtes Integral 
von j (x)  ist, schreibt man vollständiger:

Es ist

J  f ( x ) d x  — F(x) +  C.  

j - /  f f r)  d x =  fix).

Über die Existenz des Integrals s. § 102,1-
2.) G ru n d fo rm e ln :

/ •  xn^ 1
/  xn dx =  — +  C für »  =1=: — 1,

J  n + 1
r  d x

/  —  =  Log x  +  C  =  Log c x ,

r f% ) T
wobei 

C =  Log c,



Allgemeine Formeln. Integratiousmethoden. 2 0 3  

dxr  ax
f  —  == tg x  -f- C ,

J  cos-a;
r  d x

/  . ., =  — ctg x +  C,
J  sin2 x

arc sin x  +  C ,
f \ / l

dx

- x
dxr  ax

! t + *  = a" ts * + c -

§ 101. A llgem eine Form eln . In tegrationsn icthodcn .
Es seien F{x), j{x), cf(x), u, v Funktionen von x, die 

übrigen Größen Konstanten.

1.) j C u  dx =  G t  u dx.

2.) J ' ( u ± : v ) d x  =  j u  d x ^  J v  dx.

3.) P a r t ie l le  I n t e g r a t io n :  j  u do =  u v  — f v  du. 

B e is p ie le  (insbesondere R e k u r s io n s fo r m e ln ):

a) J x n L o g x d x — J, n — 1.

T j dx  , n ,u = I ,o g x ,  du— — , av— xräx ,  v — ——
° x n + 1

x» + i xn+i
J = ^ + l L°S X ~ ( ^ f l j i + C -

y ^ r f * * | (L o g * ) '+ c .

b) j ' x nex dx =  JH, Jn — xnex — n J n-i> n eine ganze Zahl.

Hierdurch ist Jn auf das einfachere Integral Jn - i  reduziert, falls 
n >  0 ist. Umgekehrt ergibt sich aus Jn —i das einfachere Integral 
Jn, wenn n <  0 (rt 4= —  1) ist. Im Falle n >  0 gelangt man nach 
evtl. wiederholter Anwendung des Verfahrens zu dem Integral

J0 =  f ex dx =  ex -j- C. Im Falle n < 0  erhalt man das in ge



schlossener Form nicht lösbare Integral ~~dx,  das durch die

Substitution e* — u auf das Integral f  t ——  . den In tcg ra l-J Log «
logarith m u s, führt.

Entsprechend:

C) J x n s i a x d x — Jn, Jn= — x" cos x +  nJ'n- l ,

J x n cos x dx — Jn, Jn =  xn sin x — n Jn—i ,  

n 4= — 1 eine ganze Zahl.
Im Falle negativer n gelangt man zu den in geschlossener Form 

nicht lösbaren Integralen

/sin x / ’cos x
~ x ~ dx’ J ;, - ¡ r dx

(In teg ra ls in u s, In tegra lk osin u s).

d) J  sin»' x cos» x dx —' Jm,n (m, n ganze Zahlen, m +  n 4= 0),

sin'»+ix c o s » - is  n — 1 .
----------- ;-----------------  ;-Jm.n—2 »n m +  n
sin”* -1:*; cos»+l x 7u — I

J m . n  --------------------- ;-------------------r --- — i---- J m — 2 , n .n n
4.) I n t e g r a t io n  d u rch  S u b s t i t u t io n :  Setzt man 

x =  (p{z), so wird d x =  cp'(z)dz  und

f  f ( x ) d x  =  j  j{<p{z)) cp'(z)dz.

B eisp ie le :
y j  ___ d

(a-f- bx)n dx, a +  b x — s, x = — —̂ , dx

j  l* " + l  , n  ( a + ia : ) n+ l , 0
J - J  * 7 “  b ^ + l + C -  ~b\n + i)

h ) J ' t g x d x  — — Logcosx +  C, c o s x = r ;

J  ctgx d x — Logsinx-f- C, s i n x = z .

----------- =  Losr te x C , tg ;r=  z\ hieraus folgtsinxcosx ö °

2 0 4  Integralrechnung.

d.2
T ;



Allgemeine Formeln. Integrationsmethoden. 2 0 5

fsi ~105 *®s+ c- J t5 (r+l)+ c-
d)/ i S  

/ ,

dx 1 . b h
 =  -  arcsin -rc-- C, - x = z :

— b a a
dx 1 b b

—r arc tg - z - j -  C, - x = z .° n 1 na2+  b V ~  ab ’ a'
5.) I n te g r a t io n  r a t io n a le r  F u n k t io n e n  (Partial

bruchzerlegung):
Jede gebrochene rationale Funktion, in welcher der Grad 

des Zählers größer oder gleich dem des Nenners ist, läßt sich, 
wenn man den Zähler durch den Nenner dividiert, in die 
Summe einer ganzen rationalen Funktion und einer gebrochenen 
rationalen Funktion zerlegen, in welcher der Grad des Zählers 
kleiner als der des Nenners ist. Letztere Funktion werde 

f i x )
m it 4 V 4 bezeichnet.

F(x )
a) Die Wurzeln der Gleichung F(x) — 0 seien sämtlich 

r e e ll und v o n e in a n d e r  v e r sc h ie d e n . Es sei 
F(x) — (x — a)(x — b)(x — c) • ■ • ,

dann ist
/(* ) 4  , 0
F(x) x — a x — b x — c 

wobei

c = _m  ist
' F | ß ) ’ F' (b ) ’ F'(c) ’ • "

b) F ( x ) =  0 habe r e e l le  m eh r fa ch e  Wurzeln. Es sei 
F(x) =  (x — a Y  (x — b)3 (x — c)r • ■ • ,



Setzt man F(x) — (x — a)x . <p(x), so erhält man zur Be
stimmung von A, A lt A 2, . . .  folgende Gleichungen:

/(« ) =  A . <p{a),
j ' { a ) =  A .  <p'(a) -f- A l<p(a),

l ” (a) — A  . cp"(a) +  A x . 2cp'{a) +  A 2 . 2 <p(a),

2 0 6  Integralrechnung.

/<“ 1)(a) =  A  <p<“-1 )  (a) +  A 1 .<x < p 2> (a)
+  . a(cx — 1 ) .  (?<“ “ 3) («) H f  öc! cp{a).

Z u sa tz  zu a) und b): Man kann auch zur Bestimmung 
der A, B , C , . . .  die betr. Zerlegungen mit F{x)  multiplizieren 
und die Koeffizienten gleicher Potenzen von x gleichsetzen.

c) F ( x ) =  0 habe k o m p le x e  v o n e in a n d e r  v e r 
s c h ie d e n e  Wurzeln. Wenn a -\- ib eine Wurzel der Gleichung 
ist, so ist auch a — ib eine Wurzel. Die Gleichung ist daher 
durch ( x — a ) - - \ - b 2 teilbar. Man zerlegt nun:

f(x) _  P xx +  Q! P 2x +  Q2
F[x j (x -  a j  +  b2 +  (x -  a2)2 +

Durch Multiplikation m it F(x)  und Gleichsetzung der Koefii" 
zienten gleicher Potenzen von x erhält man die Bestimmungs
gleichungen für die Größen P j, Ql t . . .  Es ist dann weiter

r  P x  +  Q _ P  / '  2 (x — a) J
J  (x - a f  +  b2 2 - '  (x — a)2 +  &2 *

+  < r«  +  9 ) / ' ( i f -  | j - ,  =  |  L ,g  « , - . ) > + 1.) 

+  7 arC tg (VSL d) S' 2T7)’

d) F [x )— 0 h a b em eh rfa eh e  k o m p le x e  Wurzeln. Es sei
F(x)  =  ((x -  a j -  +  6*)« ((* -  a,)2 +  • • -

Man setzt:



f( x )  I \ X  +  (¿1 P'yX +  Q'y

F(x) ((x -  a y f  +  b f f  +  ((x - « , ) *  +
P ^ x  +  Q p

Allgemeine Formeln. Integrationsmethoden. 20 7

PtX  +  Q2 , P ^  +  Q;
( X —  C t y f  +  l \

+  i r r — +  r r z( ( x - a j  +  b i r  ((x -  a2f  +  b \ f  -  i
P ? )x +  Q(/>

{x —  a2f  +  6f
+  •

Die Größen P  und Q werden durch Koeffizientenvergleichung 
bestimmt.

r  P x + Q
Das Integral /   -----------„— i x ,  auf dessen Lö*

5 J  ({x  -  a f  +  62)’"
sung es ankommt, wird durch Substitution auf die Form

/ P y  -U  Q
— „ d y  gebracht. Dann ist für m  >  1:
(i +  f r  J r

y  i  i  1

(1 +  y 2)m " 3 — 2 wt — 1 (1 -f- y2)m ~ 1 ’
f  d y  _  y _________

J  (1 +  y*r  2(m -  1) (1 +  y T ^ 1
2 m  — 3 r  d y

+ 2m-  2 J  (I J -j /2)”1- 1
und für m — 1 (vgl. c)):

J i +?d2/=I  Loga(+ 2/2)1 /r+? = arc tgy-
6.) /  3i [ a:, | / fl^ ± 4 )  d x ,  wo 91 e in e  r a t io n a le  

F u n k tio n  von x und der Wurzel ist, wird durch die Sub

stitution y — l / - — in das Integral einer rationalen 
r c x “i- d

Funktion übergeführt.
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7 . ) /  9 i ( z ,  ~\f A -f- B  x i  G x2) cbv, wobei G >  0 ist, läßt

das Integral in ein rationales über. Für a <  0 sind die Wurzeln 
x , und xz der Gleichung

müssen sie reell vorausgesetzt werden, weil andernfalls 
a +  bx — x2 für beliebige x stets negativ wäre, die Wurzel 
daraus also imaginär, und dann gar kein reelles Integral 
vorliegen würde. Unter dieser Voraussetzung führt die Sub
stitution

|/a  +  bx  £  x1 — (x — xr) y  
das Integral in ein rationales über.

B e isp ie le  (Es ist überall die Integralionskonstaute zu er
gänzen):

sich auf die Form j  9I1(a:, ]/fl +  bx  +  x2) i x  bringen. Ist 

d a n n a > 0 ,  so führt die Substitution

J/« +  b x ±  x2 — V  a +  Vx

stets reell, für
a +  bx  — x2 =  0

f w4=r= L°s(a:+ i).J  )' x- — 1

J  /»* ±  a* dx — j  |/x* ± a *  Log (x -j- \'x2 -± a2),
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dx  1  . cx — b
. ----------------- =  - 7=  arc sin —-----------

\ ' a - ^ - 2 b x — c x 1 y c y b 2- \ - a c

f  _J?dx _  1 |/a_|_ 2bx-\- cx1 
J  / a +  2bx~\- cx2 c

 p=.Log (b-\- cz- j-  \fc )/ a +  2bx-\ -  cx2),

f\
x dx

v>

— -  [/a +  2 6 s - cx‘
/ a  +  2 bx — c z s

6 . cx
H— 7=  arc sm

]/b2-\- ac

§ 102. B estim m te Integrale.

1.) Ist f(x)  im Intervall a — x0 < x < x n = b  stetig,
und teilen die Punkte x1, x 2, . . . , x n_-l das Intervall derart,
daß m it wachsendem n die Länge jedes Teilintervalls xr^ x bis
xv gegen 0 strebt, so existiert unabhängig von der Art der
Intervallteilung der endliche Grenzwert 

11
lim £  f  ( | v) [Xy Xy 1),

1t—v  r» v—  1

wo | r irgendein Punkt m it der Bedingung Zv-j <  £ v < x t. 

ist. Wenn man J  f (x)  d x } =  F ( x ) . + C  setzt ,  ist dieser 

Grenzwert gleich

f m dx =  F{b) -  F(a).

Dieser Ausdruck heißt das b e s t im m te  I n t e g r a l  von f(x), 
erstreckt zwischen den Grenzen a und b. (Vgl. § 104, 12.) 
Es stellt den Inhalt des Flächenstückes zwischen der Kurve 
y  =  f(x)  und den Geraden x =  a, x  =  b , y  — 0 dar.

Die Stetigkeit von f(x)  ist nicht notwendig tür die Exi- 
’ stenz des bestimmten Integrals (s. Beispiele Nr. 6 ).

Ist die obere Grenze b — f  veränderlich, so ist das Integral
B ü r k l e n - I t i n g l e b ,  M athem atische F orm elsam m lung. 1 4



in (a . b) eine stetige differenzierbare Funktion seiner oberen 
Grenze

5
f f { x ) d x = F { e ) - F { a ) = t p ( t ) .
a

Integrale m it unendlichen Grenzen oder einer Un
stetigkeitsstelle des Integranden heißen u n e i g e n t l i c h e

co b

In te g r a le . Man definiert j  j ( x )d x  =  lim /  f(x) dx
b—k oo

2 1 0  Integralrechnung.

b—+ oo a

und sagt, das Integral J'f(x)dx konvergiere, wenn der Limes
a

existiert und endlich ist.
Ist f(x) bei & u n s t e t ig  und existiert ein bestimmter end

licher Grenzwert
b—e

lim f  f(x) dx,
e—>0 • 

a
wie auch s  >  0 gegen Null streben möge, so setzt man

b b — e

j  f{x) dx =  lim f  ¡(x)äx.
a '  a

Entsprechend für die untere Grenze. Bei Unstetigkeiten im 
Inneren des Intervalles erfolgt Zerlegung nach 2.).

b a

2.) J'f(x)dx— — f  f(x)dx,
a b

b b h

J  (/(*) ±<p{x))dx = J  f(x)dx± J  <p(x)dx,
a a a

b e b

f{x)dx — J  f(x)dx+ J  f(x)dx.
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3.) j u d v  =  [uv ]hn — j  v d u ,

wobei [uv]^ =  m(J) v(b) — u(a) v(a).

4.) Es sei für a ^ L x ^ b  die Funktion t =  t(x) eindeutig, 
t(a) =  <x, t(b) =  ß.  Für o c f ^ t ^ ß  sei die Umkehrfunktion 
x =  (p{l) eindeutig, und es mögen l (x) und <p{t) in den betr. 
Intervallen stetige Ableitungen besitzen. Dann gilt:

b ß

f 1 ( x ) d x =  J  f((p(t)) <p'(t) d t .
a <x

5.) I n t e g r a t io n  d u rch  u n e n d lic h e  R e ih en .
CD

Ist 27«., eine Reihe, deren Glieder sämtlich stetige Funk-
v = 0

tionen von x sind, und konvergiert diese Reihe im Intervall 
a < x < b  g le ic h m ä ß ig  gegen die Grenzfunktion f(x), 
so ist für jedes x des Intervallcs

X X X  X

f m  d $ =  f «0( d  ¿1 +  f « ,(1 ) d i +  j u , ( t )  d i + •  • ,

a a  a a

Eine gleichmäßig konvergente Reihe stetiger Funktionen 
kann gliedweise integriert werden.

X

Zur Berechnung von j  / ( | ) d |  kann man daher j{x)  in

a
eine Reihe entwickeln, z. B. in eine Mac Laurinsche

/ ( * ) = / ( 0 ) + l̂ f x + l̂ p x ^ +

und nach § 9 4 ,4  gliedweise integrieren:

f m k ~  11 + 21 + 3! + -
14*



6.) E in ig e  b e s t im m te  In te g r a le :
1  <®

r  dx  1 - r  dx l/  — =    n <  1, /  — = ------ n >  1,
J  xn n — 1 J  xn n —  1

2 1 2  Integralrechnung.

o 1
dx  n / •  dx

/
dx  _  n r

ä+~bx*~ 2 | / ä ö ’ J -  =  71 ,
( 1 +  x) / x

0
r  dx 7i /■ x dx _

J  )/1 — x2  ̂ J  Jl — x2
0 o 

Für positive ganze n gilt:
1 x2n l - 3 - 5 . . . ( 2 n — 1) 7i 

2 • 4 • 6 . . . 2n 2 ’

/ i  x2»>+1 2 ■ 4 ■ 6 . . .  2»
7  7 f = ^ d X = i - 3 - 5 . . . ( 2 n + l ) ’ 
o

7T

, 1 - 3 - 6 . . . ( 2 «  — 1) Ti :■
[%\vfin x dx =  - 2 . 4 . Gy 2 n - ^ - Y  =  /

0

0
ü  —

/  sinSn+11 =  l 2 3 * .:f e y i j " /  COs2n+1 *
o 0

2 • 2 • 4 ■ 4 • 6 - 6 • - • • (2n — 2) • 2» n
1 • 3 • 3 • 6 - 5 - 7 • • ■ • (2n —  1 )(2n —  1) 2 ’

(IFaHwschcs Produkt)
00 CO

sin a z  , , zw r  cosax  ,5 -  / - -  7 - a x =  oo,/ sin a x , 77 p
- _ d x = ¥ ( a >  0), y
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J  x* e-a-r dx  =  (a >  0).
0

7.) M it t e lw e r t s ä tz e :
a) Es sei f(x)  im Intervall a < x < b  stetig. Dann gibt 

es einen Wert £, für den a < £ < b  und
b

J  j { x ) d x =  ( 6 -  a)/'(f)
a

ist.
b) 1. M it t e lw e r t s a t z :  Es seien f(x)  und <p(x) im Inter

vall a ^ x f ^ b  stetige Funktionen, und cp(x) habe überall 
im Intervall dasselbe Vorzeichen. Dann gibt es einen Wert £, 
für den a <  f  < b  und

b b

f  l ( x ) (p(x )dx  =  /(£) /  <p(x)dx
a a

ist.
c) 2. M it t e lw e r t s a t z : Es seien /(x)  und (p(x) im Inter

vall a ^ x - ^ b  stetig. <p(x)  sei im ganzen Intervall nie ne
gativ. Dann gibt es, falls cp(x) m it wachsendem x  nie zu- 
nimmt, einen W ert f ,  für den a <  £ <  b und

? ?j  j ( x ) c p ( x ) d x =  <p(a) J  f(x)dx
a a

ist, und falls <p(x) m it wachsendem x  nie abnimmt, einen 
Wert £, für den a <  £ <  b und

b b

f  f ( x ) < p ( x ) d x =  cp(b) J f ( x )dx
£

ist. Nimmt q>(x) im Intervall m it wachsendem x  entweder 
nie ab oder nie zu (ohne notwendigerweise positiv zu sein), 
so gibt es ein £(a <  f  <  b) derart, daß
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b { f t

f  f(x) <p(x) dx — 9?(«) j  j(x) dx + cp(b) j  f(x) dx.
a a £
d) Es sei cp(x) <  (x) <  y(x) für alle x des Intervalles 

a <x <_b. Dann gilt
ft ft ft

j ' <p(x)dx < J ' f{x) dx < J  y>{x)dx .

c) f  f(x) dx J <j| f  | j{x) | dæ.

von

3.) Simpsonsche R eg e l. Um einen Näherungswert
*2 n

da: zu finden, teile man die Strecke zwischenJ I{X)
xn und x2n in 2n gleiche Teile von der Länge li und b e
stimme die zu den Teilpunkten gehörigen Ordinaten y0, yL, 
Hz, • ■ • > Dinj dann ist annähernd 

**«/• h
J  f (x )dx  — - g -  ( ? / 0  +  y2n +  2  ( t / 2 +  2/4 +  • • • +  2/211-2)

+  4 ( 2 / !  +  2/3 H +  V in - x ) } •

9.) D if f e r e n t ia t io n  n ach  e in em  P a r a m e te r :  Ist 
j { x , a )  eine stetige Funktion von x  und a  für a<x<b,
ein <  (X <  a ,  und ist dort auch — —  stetig, so ist — da

ft
3  /* 3
-  j  f ( x ,  a , ) d x =  J  - ^ j { x , t x ) d :d

I n t e g r a t io n  n a ch  e in em  P a r a m e te r :  Ist f(x,oc) 
eine stetige Funktion von x und «  für a<x<b, a0<a 
<  OCj, so ist
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«] o V (Xi

J  f ( x , t x ) d x ^ j d a =  /   ̂ f  f ( x , c c )d<x jdx .

CX. o a a <X0
10.) F o u r i e r  s e h e  R e ih e n . Die Funktion f ( x)  sei im 

Intervall — n  <  x <  n  bis auf endlich viele Stellen stetig 
und beschränkt. An jeder Stelle mögen die Grenzwerte 
f ( x —  0), 0) existieren. Zwischen zwei Unstetigkeits
stellen sei f ( x)  dilTcrenzierbar. Dann gilt in — tc< x <  n  

f ( x - 0 ) + f ( x + 0 )  1 , ,  , , . N
------------- 2 — 2 a« +  cos *  +  Sln *)

+  (a2 cos 2 x +  b2 sin 2z)  +  • • ■,
wobei

an — ~ f  f ( x ) c o s nxdx,  bn — ~ f  f (x)  
71 J  71 J

sin nxdx

gilt.
11.) D a s  D o p p e lin t e g r a l:  Es sei z — f(x, y )  im Be

reiche a =  z0 <  x <  xn — b, c — y 0 < _ y < y m — d eine ste
tige Funktion von x  und y.  Die Punkte x1, x2, . .
mögen das Intervall fa, &), die Punkte y lt y2 y m—i das
Intervall (c, d)  in Teilintervalle teilen, welche mit wachsendem 
«  und m  gegen Null streben. Dann existiert unabhängig von 
der Art der Intervallteilung der endliche Grenzwert

b d.n m p  / ,
Jim r  r / ( ^ , ? j /x)(xv -a:>_ 1)(y /1- ^ _ 1) = = /  / f ( x ,y )dxdy ,

oo v=0 0 c/  «/
m—>co ® c
wo y IL—i < r ] f l < y IL ist. Ferner gilt

b d b d

J J  f(x, y ) d x d y —J (  J ' f ( x ,  y ) d y ^ d x

= / (  / /  { x , y ) d x )  dy
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In analoger Weise erhält man den Begriff des d r e i 
fachen und allgemein des n-fachen Integrals.

12 .) Es sei B  ein von einer geschlossenen stetigen Kurve 
begrenzter abgeschlossener Bereich. In diesem sei z — j{x, y )
stetig. B  läßt sich durch ganz im Inneren von B  gelegene
Kechtecke mit zu den Achsen parallelen Seiten approximieren. 
Es existiert ein von der Art der Approximation unabhängiger 
endlicher Grenzwert für die Summe aller über die Rechtecke 
gemäß 11.) erstreckten Doppelintegrale. Dieser heißt das über

B  erstreckte Doppelintegral und wird mit J j f { x , y )  d x  d y
n

bezeichnet. Die Begrenzungskurve von B  werde von Pa
rallelen zu den Achsen höchstens in zwei Punkten geschnitten

oder falle m it diesen 
zusammen. DieOr- 
dinaten der Schnitt
punkte (bzw. der 
extremen Schnitt
punkte) einer Paral
lelen zur ?/-Achse 
mit der Abszisse x  
seien t/j =  951(2 ), 
y z =  <p2(x), und 
die Abszissen der 

^  Schnittpunkte einer 
Fig. 35. Parallelen zur x

Achse m it der Or
dinate y  seien entsprechend xx =  y,\(ij), x2 — ip2(y). Die 
extremen Abszissen bzw. Ordinalen der Begrenzung von  
B  seien a, b bzw. c, d (s. Fig. 35). Dann gilt:

b 9-1(1 ) d  v ,  W)

f ' ß ( x , y ) d x d y =  f   ̂ f  '(2 , y)  dyj dx = J   ̂ß ( x , y ) d x j d y .

B a ?i(*) C Vi(y)
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13.) V o lu m in a  und F lä c h e n in h a lte .
a) Das Doppelintegral 11.) stellt das V o lu m en  des 

Körpers dar, welcher begrenzt wird von der Fläche z — f(x, y),  
der (x, ?/)-Ebene und den vier Ebenen x — a , x  =  b , y  — c, 
y  — d. Entsprechend stellt das Doppelintegral 12.) den 
Inhalt des durch 2 =  f(x, y )  abgeschnittenen geraden zylinder
förmigen Körpers über der Grundfläche B  dar.

B e isp ie l:  Das Volumen der Kugel mit dem Radius r um den
V

Anfangspunkt zu bestimmen. Man bestimmt das Volumen -5- des
O

Kugeloktanten zwischen den positiven Achsen. Für diesen gilt: 
2 =  +  \'r" ~  s 2 — - y\  ¡p^x) -  0, <pt(x) =  +  J / r2 —  xi , 77 ,(5 ) =  0 , 

VÄy) — +  [G2 —  y-,  a — 0, b =  r, c — 0, d =  r, folglich

~ J ( J Kr2—x2 —?/2<h/j dx =  2 X ■ dx =  g r3, V== |rbt.
0 0  ö
Die für x^b  stetige und nirgends negative Kurve 

y  =  f(x) rotiere um die z-Achse. Dann ist das Volumen des 
von den Ebenen x — a, x =  b begrenzten Körpers

*
V =  n j  y U x .

a

Es sei der Flächeninhalt eines parallel zur (y, 2)-Ebene 
durch einen Körper geführten Schnittes eine für a ^ x ^ b  
stetige Funktion u(x)  von x. Dann is t  das Volumen des 
Körpers zwischen den Ebenen x =  a und x — b

b

V  =  f  u(x) d x .
a

b) Das O b e r f lä c h e n e le m e n t  der Fläche z — j ( x , y )  
mit stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung in B  ist

1-
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und das über dem Bereiche B  der (x, y )  Ebene gelegene Stück 
der Fläche hat den Flächeninhalt

Rotiert die für stetig differenzierbare nirgends
negative Kurve y  — j(x)  um die «-Achse, so ist die Oberfläche 
des entstehenden Körpers zwischen den Ebenen x — a und 
x =  b:

c) S ä tz e  von  G u l d i n  (Voraussetzungen wie oben): 
Der Inhalt eines Drehkörpers ist gleich dem Produkt aus 

dem Inhalt der erzeugenden Fläche und dem Wege des Schwer
punktes derselben.

Die Oberfläche eines Drehkörpers ist gleich dem Produkt 
aus der Länge der erzeugenden Linie und dem Wege des 
Schwerpunktes derselben.

14.) T r a n s fo r m a tio n  des Doppelintegrals. Durch die 
in einem ganz im  Endlichen gelegenen Bereiche B  (s. Nr. 12) 
stetigen Funktionen u — u(x, y),  v =  v(x, y )  werde B  um 
kehrbar eindeutig auf den Bereich B'  (bestehend aus Punk
ten mit den Koordinaten u ,v )  abgebildet. Die Umkehr
funktionen x  =  cp(u, v), y  — yj(u, v ) mögen in einem B'  im 
Innern enthaltenden Bereich stetige Ableitungen nach u  und 
v besitzen, und es sei für alle u, v aus B' die Determinante

n

b

a

| d u  dv
Dann gilt:

f f i ( x >  y) dxdlJ = f f m u ,  V), y(ic, v)) I D I du dv.
B
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15.) K u r v e n in te g r a le .  Im Bereiche B  seien die Funk
tionen P ( x , y ) ,  Q (x , y )  mit ihren ersten Ableitungen stetig. 
G sei eine von bis U im Inneren von B  verlaufende Kurve 
x  =  91(1), y  =  y> (f), welche im Intervall t1 5S t 5S U stetige 
Ableitungen <p'(t), ?//(<) besitzt, oder eine Kurve, die aus 
endlich vielen solchen Kurvenstücken zusammengesetzt ist. 
Dann versteht man unter dem Kurvenintegral ersteckt 
über G das Integral

j ’p d x  +  Qdy

= J  ( p (<p(0. v > (t) ) <p'(0 + # )) y > '{ t))d t.
t,

Ist P d x  -\-Q dy  ein v o l l s t ä n d ig e s  D if f e r e n t  ia l ,  also 
d P  dQ

, so ist das Kurvenintegral zwischen zwei Punkten
ay  dx

eines einfach zusammenhängenden Bereiches B  vom Wege 
G unabhängig. Ist G eine geschlossene Kurve, so ist das 
Integral über G somit gleich Null.

Ist B ein abgeschlossener «-fach zusammenhängender Bereich 
und bedeutet G seine n Begrenzungen, so ist das Integral über G 
Null, wenn die einzelnen Begrenzungen so durchlaufen werden, 
daß das Innere des Bereiches zur selben Seite, etwa zur linken, 
bleibt. Unter dem Integral über G versteht man dabei die Summe 
der Integrale über die einzelnen Begrenzungen.

16.) I n t e g r a ls a t z  v o n  G a u ß : Es ist

it J e
wobei die Bezeichnungen von Nr. 15 gelten und der Rand G 
im positiven Sinne durchlaufen wird.

§ 103. Komplexes Integral. Funktionentheorie.
1.) Der Begriff des endlichen G ren zw erte s einer Folge kom

plexer Zahlen wird wie im  Reellen definiert (vgl. § 87). Analog
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zum Reellen wird auch der Begriff der F u n k tio n  w — u +  tu 
einer komplexen Variablen z =  x +  iy  gefaßt-, wobei an Stelle 
des reellen Zahlenintervalles ein B e re ic h  B der G a u ß sch en  
Z a h len eb en e  tritt, in welcher der reelle und der imaginäre Teil 
der komplexen Zahl z, also x und y  als rechtwinklige Koordinaten 
gedeutet werden. Eine eindeutige Funktion w =  /(z) ordnet als
dann jedem Punkte des Bereiches B  der z-Ebene einen Punkt der 
u)-Ebene zu, und man erhält als geometrische Deutung der Funk
tion eine A b b ild u n g  der einen Ebene auf die andere. Ent
sprechend zum Reellen werden auch die Begriffe G ren zw ert e in er  
F u n k tio n  und S t e t ig k e it  eingeführt (§§ 87 und 88). Über die 
im folgenden verwendete Kurve G im Bereiche B vgl. § 102, 15.

2.) Die Funktion w — /(z ), welche in einer Umgebung 
der Stelle z stets eindeutig erklärt sei, heißt an dieser Stelle 
d if f e r e n z ie r b a r ,  wenn

li-+ 0 "
(h eine komplexe Variable) existiert und endlich ist. Die 
Existenz dieses Grenzwertes zieht für den reellen und den 
imaginären Teil der Funktion, also u(x,  y)  bzw. v(x,  y) ,  die 
Existenz der partiellen Ableitungen 1. Ordnung nach sich. 
Außerdem bestehen die Cauchy-Riemannschen Differential
gleichungen (vgl. § 110, 4)

du dv du dv

dx dy ' dy  dx  '
Es gelten die Differentiationsregeln.

Ist. die Funktion f(z) an jeder Stelle des Bereiches B 
differenzierbar, so heißt sie eine in diesem Bereiche r e g u lä r e  
F u n k t io n .

Eine reguläre Funktion /(z) liefert an den Stellen z, für 
welche /'(z)=j=0 ist, eine k o n fo r m e  (winkeltreue) A b b i l 
d u n g  m it Erhaltung des Richtungssinnes.

3 .) I n t e g r a ls ä t z e .  In B  sei /(z) eindeutig und stetig, 
z0 und z1 seien zwei Punkte von B, die durch die in B  ver
laufende Kurve G verbunden werden mögen. Dann existiert 
das bestimm te Integral
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J  f(z) dz =  J  f ( z ) d z =  j  u d x  —  v d y - \ - i ^  u d y  +  vdx.  

e s  c
Ist /(z) in dem einfach zusammenhängenden Bereiche B 

regulär, und ist & eine geschlossene Kurve in B,  so ist

f  f ( z ) d z =  0.

| Das Kurvenintegral zwischen zwei Punkten des Bereiches ist 
dann also vom Wege unabhängig (Cauchijschcr Integral- 

1 satz).
Hinsichtlich der Kurve 5  und mehrfach-zusammenhängender 

: Bereiche vgl. § 102, 15.
Ist wieder f(z) in dem einfach zusammenhängenden Be

reich B  regulär, so stellt das Integral

F § )  =  f f ( z )dz ,

*.
| falls die obere Grenze zx variabel gedacht wird, eine in B  
j analytische Funktion von zx dar, und cs ist F '(2i)  =  ftzx).

Ist j(z) in B  höchstens m it Ausnähme von z0 regulär und 
ist G eine geschlossene Kurve in B,  welche z0 umläuft, so 
heißt das in positivem Umlaufssinn erstreckte Integral

G

des R e s id u u m  von /(z) im Punkte z0.
Ist f(z) m it Ausnahme von endlich vielen Stellen in B  regulär 

; und umschließt G alle diese Stellen, so ergibt das letzte Integral 
die Summe der Residuen an diesen Stellen (Cauc/iyscher Rcsiduen- 
satz).

Ist /(z) in B  regulär und läuft z auf der geschlossenen den 
. Punkt z0 einmal umschließenden Kurve G, so gilt bei positivem  

Umlaufssinn
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(Caucliysche Integralformel) und für « = 1 , 2 , 3 , . . .

d. h. eine einmal differenzierbare Funktion ist beliebig oft 
differenzierbar (im Gegensatz zum Reellen, wo dieser Satz 
nicht gilt).

4 .) P o te n z r e ih e n .
Die Begriffe Konvergenz, Divergenz, absolute und gleichmäßige 

Konvergenz werden wie im Reellen definiert, insbesondere gelten 
auch alle Sätze des § 94 für Potenzreihen m it komplexen Koeffizien
ten und der komplexen Variablen z, wobei an Stelle des Konvergenz
intervalles der K o n v e r g e n z k r e is  vom Radius q tritt.

Ist /(a) an der Stelle z0 regulär, so existiert eine und nur 
eine im  allgemeinen unendliche Potenzreihenentwicklung fiir 
j(z)  an dieser Stolle

deren Konvergenzradius nach § 94, 2 zu berechnen ist. Jede 
reguläre Funktion ist somit auch analytisch (vgl. § 95, 4). 

Umgekehrt stellt jede nicht nur für z — z0 konvergierende

Potenzreihe E  c„(z —  z0)n eine in ihrem Konvergenzkreis

reguläre (analytische) Funktion dar.
Ist 0 <  r <  q und i l i  das Maximum von | f(z) | auf dem Kreise 

| z —  z0 | =  r, so ist

(Cauchysche Abschätzungsformel).
Satz von Abel: Konvergiert die Potenzreihe in einem Punkte 

f  auf dem Konvergenzkreis, so stellt sie eine in jedem abgeschlos
senen Dreieck stetige Funktion dar, dessen Ecken der Punkt 
f  und zwei weitere Punkte im Inneren des Konvergenzkreises sind.

00
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5 .) V e r h a lte n  im  U n e n d lic h e n .
Das Unendliche wird in der Funktionentheorie geometrisch 

als Punkt gedacht. Man sagt, eine Funktion /(a) habe eine

Eigenschaft im Unendlichen, w en n /^ -j diese Eigenschaft an

der Stelle 2=  0 hat. Z. B. ist /(a) im Unendlichen regulär, wenn

/ ( - )  für | 2 | <  r die Entwicklung / ( - )  =  Z  cnzn besitzt, wenn 
\zJ ' 11=0 03 c

also J(z) für 12 1 >  -  die Entwicklung /(a) — Z  — besitzt.
* n=o 2n

6.) S in g u lä r e  S te l le n .
Im Kreisring um den Punkt z0 als Mittelpunkt mit den 

Radien r1 und r2 >  r1; wobei auch r2 =  0 oder r2 =  00 sein 
darf, sei j(z)  regulär. Dann läßt sich j(z)  in eine Reihe von 
der Form entwickeln

/(a) =  Z  cn{z —  z0)n +  ~Z cn(z —  20)n ,
71 = 0 11 = — 1

von welcher der erste Bestandteil für | z —  z0 \ <  r2 und der 
zweite für | z —  z0 | >  rx konvergiert, und es ist für a lle  
ganzen n

c = _ i  f M  d:
n J {z — z0)n+1

wobei £  im Inneren des Kreisrings den Punkt z0 einmal im 
positiven Sinne umläuft (Laurenlschc Entwicklung).

Ist rx =  0, und sind nicht sämtliche c„ m it negativem n 
Null, so heißt Zq eine i s o l i e r t e  s in g u lä r e  S te l le .  Sind 
nur endlich viele solche cn vorhanden, und ist —  in die höchste 
negative Potenz von z  —  z0, so heißt z0 ein P o l v o n  der  
O rd n u n g  m.  Sind dagegen unendlich viele negative Po
tenzen vorhanden, so heißt z0 w e s e n t l ic h  s in g u lä r .

Eine reguläre Stelle heißt N u l l s t e l l e  v o n  der O rd n u n g  
m, wenn in der Potenzreihenentwicklung c0 =  c1 — ■ ■ ■ =
=  0> em =4= 0 ist.
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Ist /(z) innerhalb der geschlossenen, sich nicht selbst 
schneidenden Kurve E eindeutig und bis auf endlich viele 
Pole regulär und auf E regulär und von Null verschieden, 
so ist, wenn E im positiven Sinne durchlaufen wird,

—  f t M d e = >  N  — P,  
2 m  J  f(z)9'

d. h. gleich der Anzahl N  der Nullstellen minus der Anzahl P  
der Pole innerhalb von E, wenn jede solche Stelle gemäß 

■ihrer Ordnung gezählt wird.
7.) S p e z ie l le  F u n k tio n e n .
Die einzige Funktion, welche in der ganzen Ebene einschl. 

des Unendlichen regulär ist, ist die Konstante.
Die einzige Funktion, welche die Ebene umkehrbar eindeutig 

und konform auf sich abbildct, ist die lineare Funktion
az  +  6 

w — — r v ucz  +  a
Sie bildet die Gesamtheit aller Geraden und Kreise auf sich ab.

Die Funktion w =  z“ bildet die schlichte z-Ebene auf die 
»-fach überdeckte w-Ebene ab, wobei Ound co »-fache Windungs
punkte sind. Im einzelnen ergibt sich ihr Verhalten und das der

11
n-deutigen Umkehrfunktion w =  ]/zaus dem Satz von Moivre (§ 6).

Eine Funktion, welche in der ganzen Ebene eindeutig und bis 
auf Pole regulär ist, ist eine rationale Funktion. Besitzt die Funk
tion lediglich im  Unendlichen einen Pol, so ist sie ganz rational.

Ist der Konvergenzradius einer Potenzreihe unendlich, so heißt 
die durch sie dargestellte Funktion eine ganze transzendente, falls 
sie nicht ganz rational ist. Zu diesen gehören

<x> 2n
e * =  j ;  -t ’

¿To"1
e'-’ +  e~iz . e4"’ —  e " ’z

cos s =  -z , sm z = 2t
Es ist e1+2n =  e*. Durch die Funktion <f, welche im Un

endlichen wesentlich singulär ist, wird ein Parallelstreifen zur 
x-Achse der z-Ebene von der Breite auf die volle «'-Ebene ab- 
gebildct, wobei die Ränder des Streifens auf einen Halbstrahl von
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0 nach co in der w-Ebene fallen. Vgl. §96 ,5 . Die Umkehrungs- 
funktion von ez ist die unendlich vieldeutige Funktion Log z.

Es gelten folgende Formeln: 
arc cos z = i  Log (z +  i | / l  —  z2), 
are sin s — i  Log ([/l—a2— iz),

, i ,  1 —  i zarc tg z =  - I oS t t J z .

X IV . A b s c h n i t t .

Differentialgeometrie.
§ 101. Ebene Kurven.

1.) D a r s te l lu n g e n  e in er  eb en en  K u rve:
1.) y  =  l(x),  II.) F (x , y )  =  0, III.) x = < p { t ) ,  y =  yi(t) 

(Parameterdarstellung), IV .) r =  /(&) (r,#Polarkoordinaten).
Alle auftretenden Funktionen werden hier und im folgenden 

als a n a ly t is c h  vorausgesetzt,, falls nichts anderes gesagt ist.
Unter der p o s i t iv e n  R ic h tu n g  der Kurve y =  f(x)  

versteht man diejenige Richtung, welche wachsenden x- 
Werten entspricht. Ist die Kurve in der Parameterdarstellung 
gegeben, so empfiehlt es sich, diejenige Richtung als positive 
festzusetzen, welche wachsenden ¿-Werten entspricht. Beide 
Festsetzungen sind identisch, wenn y ( t )  >  0 ist. Als positive 
Richtung der Kurve r =  /(# )  wählt man die Richtung 
wachsender ■&.

2.) B e z e ic h n u n g e n :
d y  „ d?y 

V
V F - ? I  F - * I

1 8 x  ’ 2 8 y  ’ 11 d x 2 ’
d 2F  d 2F

Fv̂ F 2 1= ^ 5- .
d x a y  o y -

B ü r k l e n - R i  ngl eb,  Mathematische Formelsammlung. 15



d w  , d w  ,, d~cp ,, d - w
v = J t ’ V  =  J p ’ *  =  J p ’ • • •

d r  ,, d?r
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dtt  ' T d d2 '
Es ist:

F i _ V ’
V F.,

_  F u  F \  -  2 F 12 F ,  F t  +  F n  Fj  cp’ y>" -  rp’ cp"

F l  <p'3
  (s- § 91).

Diese Beziehungen gestatten, die im folgenden für I.) 
angegebenen Formeln in die für II.) und III.) gültigen um
zurechnen.

3.) D a s B o g e n e le m e n t .
Die Bogenlänge s der Kurve von einer Stelle x0 ab ist eine 

Funktion von x. Ihre Ableitung nach x ist

J H ' I T  f .
wo die Wurzel positiv zu wählen ist, wenn s mit x  wachsend 
definiert wird.

ds =  ]/dx2 +  dy2 
ist das Bogenelement. Ferner ist

Auch hier ist die Wurzel positiv zu wählen, wenn man fest
setzt, daß die Bogenlänge in Richtung wachsender #  bzw. i 
positiv gerechnet werden soll.

Die gesamte Bogenlänge von xg bis xx bzw. voni?0 bist?] ist
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Die T a n g e n te  im Punkte x , y  der Kurve ist die Gerade 
mit der Richtungskonstanten tg r , wo r den Winkel zwischen 
der positiven x-Achse und der positiven Richtung der Geraden 
bezeichnet. Dabei versteht man unter der positiven Richtung 
der Tangente diejenige Richtung, welche der positiven Kurven
richtung entspricht. Es folgt

y' dy 1 dx
— , C O S T = = - ^ = r =  ----

ds

4.) T a n g e n te  und N o rm a le .

sinr =
) / i  +  / ds i / i + z / 5

Die Kurve s t e ig t  m it wachsendem x, wenn y ’ > 0 ,  sie 
f ä l l t ,  wenn y' <  0 ist. Ist y' — 0, so ist die Tangente der 
x-Achse parallel, ist y' =  oo, so ist sie der y -Achse parallel.

G le ic h u n g  der T a n g e n te  ( | ,^  laufende Koordinaten, 
x, y  Koordinaten des Berührungspunktes):
I .) r] - 1/ =  y 'd  -  x ) ,  II.) F &  -  x) +  F2(V — y)  =  0 ,

III.) g - x ) w ' - { v - y ) < p '  =  0.
Dreht man die positive Tangente um den positiven 

Winkel 90°, so erhält man die positive N o r m a le  (s. Fig. 36). 
Ihre Richtungskonstante ist

 ; ,  ihre Gleichung also in
y

der Form I.)

v - y = -  j ,  ( !  —  * ) •

Unter den L ä n g e n  t und 
n von T a n g e n te  und N o r 
m a le  versteht man ihre Ab
schnitte zwischen dem Be-

y

ty /.
/7 1 N.
t  [

« \  i \  ..« \
0 " I P y sn x

Fig. 36.

rührungspunkt x, y  der Tangente und der x-Achse. t und n 
sind positiv oder negativ, je nachdem die Schnittpunkte mit 
der x-Achse auf den Kurvenpunkt im positiven oder negativen 
Sinne folgen. Die Projektionen von t und n auf die x-Achse

15*
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(vom Fußpunkte der Ordinate des Berührungspunktes aus 
auf der æ-Achse positiv oder negativ gerechnet) sind die 
S u b ta n g e n t e  st und die S u b n o r m a le  s„. Dann gilt

t = — L  ] / i  +  y '2 t n =  - y ] / l  +  y'2, st =  — —„ s „  =  y ÿ .
y  +  . + y

P o la r k o o r d in a te n :  Die Längen von Polartangente t 
und Polarnormale n sind die Stücke von Tangente und 
Normale zwischen dem Kurvenpunkt und den Schnittpunkten

mit dem Lot in 0  auf dem Ra
diusvektor (s. Fig. 37). Die Po
larsubtangente st und die Po
larsubnormale sn sind die Pro
jektionen von t und n  auf das 
Lot. Dem Strahl OP  werde als 
positive Richtung die von 0  
nach P  zugeordnet. Die posi
tive Richtung des Lotes möge 
die sein, welche man erhält,

Fig. 37. wenn man OP  um -f- 90° dreht.

sei der positive Winkel zwischen der Richtung OP  und der 
Richtung der Tangente in P.  s, und s., werden von 0  aus 
positiv oder negativ gerechnet, je nachdem diese Strecken 
mit derpositiven odernegativen Richtung des Lotes zusammen- 
fallcn. Dann gilt

fg M = 7 . l =  ~  7  l ^  +  F 2 , n =  ]/r2 +  r '2 , 
r r + + 

r 2

S t =  r , sn — r .
r

5.) A sy m p to te n .

D e f in i t io n  I: Eine Gerade heißt A s y m p to te  einer 
sich ins Unendliche erstreckenden Kurve, wenn die Ent
fernung eines Kurvenpunktes von der Geraden gegen Null



Ebene Kurven. 2 2 9

strebt, sobald der Punkt sich längs der Kurve nach dem 
Unendlichen bewegt.

Falls Asymptoten parallel zu den Achsen vorhanden sind, 
haben sie die Gleichungen

rj =  lim y,  bzw. f  =  lim x .
x—>co y —>00

Jede der y-Achse nicht parallele Asymptote hat eine Gleichung 
von der Form

rj =  mÇ +  b,
wo

«
m  =  lim -  , l  — hm (y — mx )

% x—*■£»

ist.
D e f in i t io n  II: Eine A s y m p to te  ist eine Gerade, welche 

die Grenzlage einer beweglichen Tangente darstellt, deren 
Berührungspunkt sich längs der Kurve nach dem Unend
lichen bewegt. (Definition I ist allgemeiner als diese Defi
nition.)

Es sei
71 — m £  +  b 

die Gleichung der Asymptote. Dann ist
m  =  lim  y ' , b =  lim (y  — m x).

x—>co x—> cc

Ist die Kurve in Polarkoordinaten gegeben r = / ( # ) ,  
so erhält man die Richtung einer Asymptote (Def. II) aus 
der Gleichung

Ihr Abstand vom Pol ist

lim St =  lim i —
r—► »  r—><x\ 7* /

6.) Die x-Achse liege horizontal mit der positiven R ich 
tung nach rechts. Dann ist y  == f{x)
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k o n v e x  nach unten, wenn y"  > 0 ,
k o n k a v  „ „ „ y" <  0

ist. Eine Stelle, für die y" =  0, dagegen y'" rfr 0 ist, stellt 
einen W e n d e p u n k t  dar (s. Nr. 7, vgl. auch § 99, 2).

7.) B e r ü h r u n g  z w e ie r  K u rv en .
Zwei Kurven f(x)  und <p(x) berühren sich an der Stelle x0 

von n-ter Ordnung, wenn

f(?o) =  <P(Xo). t '(xo) =  <P’(xo)> f"(xo) =  ^"fco). • • •
• l (n\ * o ) =  <PM (*o).

dagegen
f(n+1) (xQ) rk <p'n+l)(a-0) 

ist. Eine Berührung n-ter Ordnung kann als eine Grenz
lage aufgefaßt werden, bei welcher n +  1 Schnittpunkte 
der beiden Kurven in einen zusammenfallen.

Die Gerade y  =  mx  +  b berührt im Punkte x0, y0 die 
Kurve y  — f(x) von n ter Ordnung, wenn
/'(*„) =  » ,  /" (io ) =  /" ' (4 )  =  • ’ • =  / (n)(zo) =  0, /<'*+ 1}(io) +  0
und 6 =  /(*„) — *<,/'fco)
ist. Der Berührungspunkt heißt W e n d e p u n k t , wenn
n gerade, F la c h p u n k t ,  wenn n  ungerade ist.

Das Berühren ist m it Schneiden oder Nichtschneiden 
im Berührungspunkt verbunden, je nachdem die Berührung 
von gerader oder ungerader Ordnung ist.

8.) D er  K rü m m u n g sk re is .
Der Krümmungskreis einer Kurve ist derjenige Kreis, 

der mit der Kurve eine Berührung mindestens zweiter Ordnung 
im Punkte x, y  hat. Der K r ü m m u n g sr a d iu s  ist

Unter der K rü m m u n g  der Kurve versteht man den Wert

— , wo dieser Ausdruck positiv oder negativ genommen 
Q
wird, je nachdem y"  ¡2- 0, die Kurve also konvex oder konkav



nach unten ist. Die Koordinaten des K r ü m m u n g sm itte l-  
p u n k te s  sind

T _ ,  + i ± i
Ist die Kurve durch x =  <p{t), y  =  ip(t) gegeben, so hat man

o  — / ( y ' 2 +  y '2)3 y  _  _  y ' ( y '2 +  y '2)
9/ 9/ '  — xp' cp'" 1 cp' \p" — xp'cp" *

y _ ¥  +  Ö £ ± Ö .
9? ip — rp <p

Die Quadratwurzel ist positiv zu wählen (s. Nr. 1 und 3). 
Für eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve ist

W + T * ?

e  =  ¿2 +  2r'2 — rr" ’
Es ist ferner

d s  z ls
q — — lim — .

zts—y 0 ^  ^
Hierbei bedeutet A x denjenigen gerichteten Winke), um den 
man die erste von zwei Tangenten, deren Berührungs
punkte den Bogen A s einschließen, drehen muß, damit 
sie ihrer Richtung nach m it der zweiten zusammenfällt. 
Das Differential d z  heißt K o n t in g e n z w in k e l .  Es ist 
auch

d x d 2y  — cPxdy

Ebene Kurven. 231

d r =
ds2
1 dx d ’& A -d fx
q d s  d s  

Der zum Kurvenpunkt x, y  gehörige Krümmungsmittel
punkt ist der Grenzpunkt, dem die Schnittpunkte zweier 
Normalen zustreben, wenn sich die zu den Normalen ge
hörigen Kurvenpunkte dem Punkt x, y  unbegrenzt nähern.
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9.) E v o lu t e  und E v o lv e n t e .
Die E v o lu te  einer Kurve ist der geometrische Ort ihrer 

Krümmungsmittelpunkte. Die Gleichung der Evolute wird 
erhalten, indem man aus den Gleichungen für X  und Y  
in Nr. 8 unter Benutzung der Kurvengleichung x und y  
eliminiert oder eine der Koordinaten als Parameter beibehält. 
Die gegebene Kurve heißt E v o lv e n t e .  Jeder Krüm
mungshalbmesser is t Normale zur E volvente und Tan
gente an die Evolute. Die Differenz zweier Krümmungs
halbmesser ist gleich dem dazwischen liegenden Bogen der 
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, biegsamer und 
unausdehnbarer Faden in straffer Spannung abgelöst, so 
beschreibt jeder Punkt des Fadens eine Evolvente.

10.) S in g u lä r e  P u n k te .
Für die Kurve F(x,  y )  =  0 seien an der Stelle x, y  die 

partiellen Differentialquotienten 1. Ordnung Fx =  F±=  0, 
dagegen die partiellen Differentialquotienten 2. Ordnung 
nicht sämtlich Null. Dann besitzt die Kurve an der Stelle x, y  
zwei Differentialquotienten, welche der Gleichung

genügen. Die zugehörigen Tangenten sind daher reell ver
schieden, zusammenfallend oder imaginär, je nachdem

ist. Die Kurve besitzt an der Stelle x , y  einen zweifachen 
Punkt und zwar, den drei obigen Fällen entsprechend, einen 
e ig e n t l ic h e n  D o p p e lp u n k t , eine S p it z e  (R ü c k k e h r 
p u n k t, evtl. S e lb s t b e r ü h r u n g s p u n k t )  oder einen 
i s o l i e r t e n  P u n k t. Der P u n k tx, y  is t eine S p it z e  e r s te r  
oder z w e ite r  A r t , je nachdem die Kurve in der Nähe der 
Spitze auf beiden Seiten oder nur auf einer Seite der Doppel
tangente verläuft.

Man erhält die evtl. vorhandenen zweifachen Punkte
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einer Kurve, indem man das Gleichungssystem F1 =  0, 
F2 =  0 nach x und y  auflöst. Genügen die erhaltenen Lö
sungen auch der Kurvengleichung F(x, y )  — 0 — das braucht 
nicht der F all zu sein — , so liegt ein zweifacher Punkt vor, 
falls F n , F u , F22 nicht sämtlich verschwinden.

Sind dagegen sämtliche partiellen Ableitungen 2. Ordnung 
Null, so ist der Punkt mindestens ein dreifacher. Alsdann

d y
differenziert man die obige in —-  quadratische Gleichung

d cc
d y

nach x und erhält eine in - kubische Gleichung. Die Dis-
d x

kussion von deren Diskriminante liefert die verschiedenen 
dreifachen Punkte, die eine Kurve besitzen kann. Sind auch 
die partiellen Ableitungen 3. Ordnung sämtlich Null, so wird 
nochmals differenziert, usf.

B e so n d e r e  P u n k te  im  U rsp ru n g  0 . Es sei 
A  +  (B x  +  C y )  +  (Dr .2 +  E x y  +  F y 2) +  • • •

+  (Pa:n +  Q x"~l y  +  ■ ■ ■ + - S y n) — 0 
die Gleichung einer Linie u-tcr Ordnung. Ist nun

« )  -4 =  0, so geht die Linie durch 0 ,  und es ist B x - \ - G y  
— 0 die Gleichung der Tangente in 0 ;

ß ) A  =  B  == C — 0, so ist 0  Doppelpunkt, und es ist 
D x 2 +  E x y  +  F y 2 =  0 die gemeinschaftliche Gleichung der 
Tangenten in 0.  Ist dabei E2 — 4 D F  ^  0, so sind dieselben 
bzw. reell getrennt, reell zusammenfallend oder imaginär, 
und 0  ist bzw. eigentlicher Doppelpunkt, Spitze (bzw. 
Selbstberührungspunkt) oder isolierter Punkt; usw.

11.) E n v e lo p p e n  v o n  K u r v e n s c h a r e n .
Die Gleichung F ( x ,y , j> ) — 0, wo p ein veränderlicher 

Parameter ist. stellt eine (einparametrige) Kurvenschar 
dar. Die Gleichung der Einhüllenden ergibt sich (falls eine 
solche existiert) durch Elimination von p  aus den Gleichungen
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Die Einhüllende hat mit jeder Kurve der Schar mindestens 
einen Punkt gemeinsam. Dieser ist Berührungspunkt, wenn 
er nicht ein singulärer Punkt der zur Schar gehörigen Kurve 
ist.

12.) Q u a d r a tu r  der K u r v e n .
Der Flächeninhalt J  des Stückes der Ebene zwischen 

der Kurve y  =  /(z ), der z-Achse und den Geraden z  — z0, 
x =  Zj ist

Die Fläche zwischen den zu i)a und i)1 gehörigen Radien
vektoren der Kurve r — /($ )  ist

,v.

1. Neilsche Parabel y  — axA.
2. Lemniskate (z2 -f- y 2)2 — a2(x2 — y2) =  0 oder

3. Konchoide x2y 2 =  (b +  y )2(a2 — y2).
4. Cissoide y 2(a — z )  =  z 3.
5. Descarlesschcs B latt z 3 +  y 3 =  3 a x y .
6. Cassinische Kurve (z2 -f- y2)2 — 2 a2(x2 — y2)

=  V -  a \
7. Kardioide (y2 -)- z 2 — a x )2 — a2{x? +  y 2) oder

r =  a ( l -f- cos#).
8. Astroide z$ +  t ß  =  a*.

(Vgl. § 102,1.)

13.) S p e z ie l l e  e b e n e  K u r v e n .

A) A lg e b r a is c h e  K u r v e n .

r2(r2 — a2 cos W )  =  0.
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B) T r a n s z e n d e n te  K u rv en .
X

1. Logarithmische Linie y  =  m e a.

•  /  • »M - - ' I2. Kettenlime y  — -^\em +  e m).

3. Zykloide, beschrieben von einem bestimmten Punkt P  
auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf einer Geraden 
rollt (a Halbmesser des rollenden Kreises, a , Mittelpunkts
abstand von P, M  Mittelpunkt des rollenden Kreises, 
i =  arc <$C Pil/M , X  Berührungspunkt, Anfangslage: t =  0, 
x — 0, y — a — öj):

j x =  a t  — ax sin t ,
1 y  — a — ax cos t.

4. Epizykloide, beschrieben von dem Punkt P  (s. B  3), 
wenn der Kreis auf der Außenseite eines Kreises um 0  (Halb
messer b) rollt (Anfangslage: t =  0 , x — 0, y  =  a +  b — ax):

, i ja • a t  ■ a +  b .x  =  (a +  o) sin — ßj sin —- —  t ,

a t  a 4 - b
y — (a +  6) cos — cos - -  ■■■ t.

5. Hypozykloide, beschrieben von dem Punkt P  (s. B 3), 
wenn der Kreis auf der Innenseite eines Kreises um 0  (Halb
messer b) rollt (Anfangslage: t — 0 , x = 0 , y  — b — a -f- %):

1 ., . . a t  . b  — a
x =  (b — a) sin  ̂ — al sin —-—  t ,

,, . a t  b — a
y =  (b —  a) cos  ̂ -f- ö j cos — - —  t.

Die Zykloide, ebenso die Epi- und Hypozykloide, ist 
die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nachdem 
a, a.

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r =  ad.
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7. Parabolische Spirale r2 =  2 pc).

8. Hyperbolische Spirale r =  .
v

9
9. Logarithniische Spirale r =  i» e “ .
10. Kreisevolvente (Tangente =  dem Bogen zwischen 

einem festen Punkt des Kreises und dem Berührungspunkt, 
0  M ittelpunkt des Kreises, a sein Radius, t Winkel zwischen 
¡r-Aehse und dem auf der Normalen der Evolvente senkrechten 
Radius, Spitze der Kurve: t =  0, r =  a,-& =  0):

r — a j / l  +  t2, ■& =  t — arc tg  t.

§ 105. Raumkurven (doppelt gekrümmte Kurven).
1.) D a r s te l lu n g e n  e in e r  R a u m k u rv e .

(x, y,  z  rechtwinklige Koordinaten).
1.) x =  9j(t), y — y(t), z — xp{l) (P a r a m e t e r d a r s te l

lu n g ). Vektoriell: b =  (x, y, z) =  b(0 (vgl. §§ 76 und 77,2).
11.) y  =  cpy(x), z =  (p2(x) (Darstellung durch die Projek

tionen der Kurve auf die (x , y)-  und die (x , i)-Ebene).
III.) f(x, y, z)  =  0 , F ( x , y , z ) ~  0 (Schnitt zweier

Flächen).
Als die p o s i t iv e  R ic h tu n g  der durch I.) dargestellten 

Kurve wird diejenige festgesetzt, welche wachsenden Werten 
von t entspricht.

2.) Das B o g e n e le m e n t  der Kurve T.) ist
ds — ) 'cp'2 -j- y"1 +  cp'2 (1 i ,

J-

wo die Akzente die Differentiation nach t bedeuten. Die 
Bogenlänge der Kurve von f0 bis ly ist 

h

s =  f  }/<p'2 +  y ’2 +  cp'2 d t .
to

Imaginäre Kurven (d. li. solche Kurven, deren Parameter
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darstellungen durch komplexe analytische Funktionen gegeben 
werden), deren Bogenlänge Null ist, heißen M in im a lk u r v e n .

3.) B e z e ic h n u n g e n :
d x  , d3x ,, d3x 
H = X ’ d ?  =  X ’ d s 3 ~ X
d y _  & y _ „ „  d* y _ „ '
ds  J ’ d s 3 J ' d s 3 J
dz  , cßz ,, cPz
ds  ~ ’ d s 2 ’ ds 3

Es gilt
X'I +  y' 2 +  2'2 =  1; X'X" _|_ y'y"  +  ¿ ¿ '  =  0-

4.) D a s  b e g le i t e n d e  D r e ik a n t .
a) Die Grenzlage einer Sekante durch zwei Kurven

punkte, welche sich einander unbegrenzt nähern, ist eine 
T a n g e n te  der Kurve. Die beiden zusammenfallenden 
Kurvenpunkte bilden den Berührungspunkt. D ie positive 
Richtung der Tangente entspricht der positiven Richtung 
der Kurve.

Die Grenzlage der Ebene durch eine Tangente und einen 
Kurvenpunkt, welcher sich dem Berührungspunkt der Tan
gente unbegrenzt nähert, heißt S c h m ie g u n g se b e n e .

Die Ebene, welche auf der Tangente senkrecht steht und 
durch deren Berührungspunkt geht, heißt N o r m a le b e n e .  
Jede Gerade dieser Ebene, welche durch den Berührungs
punkt geht, heißt N o rm a le . Diejenige Normale, welche in 
der Schmiegungsebene liegt, heißt H a u p tn o r m a le . Die 
positive Richtung der Hauptnormalen ist die Richtung vom  
Kurvenpunkt nach dem auf ihr gelegenen Mittelpunkt des 
Krümmungskreises (s. Nr. 5). Die Normale, welche auf der 
Schmiegungsebene senkrecht steht und gegen die Tangente 
und die Hauptnormale so orientiert ist, wie die z-Achse 
gegen die x- und die ?/-Achse, heißt B in  or m ale. Die Ebene
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durch Tangente und Binormale heißt r e k t i f iz ie r e n d e  
E b en e .

b) Das begleitende Dreikant, gebildet aus Tangente, 
Haupt- und Binormale, existiert in jedem Kurvenpunkte, 
der n ic h t  s in g u lä r  ist, d. h. in jedem Kurvenpunkte, für 
den nichts:', y',  z' oder y'z"— y"z', z'x"— z"x', x'y"— x"y' 
gleichzeitig verschwinden.

c) Die (positiven) Winkel (5S 180°), welche Tangente, 
Haupt- und Binormale m it den Achsen einschließen, mögen
entsprechend der folgenden Tabelle bezeichnet werden:

X y z
Tangente cc ß v
Hauptnormale l m n
Binormale X ß V

Zwischen den K o s in u s  d ie s e r  W n k c l bestehen Formeln
welche denjenigen von § 79, 2 analog sind,

d) c o s a = a : ' ,  cos ß  — y',  cos y — z'\
c o s l= p a ;" , cos m — gy",  cos n =  gz"; 

cos X =  g(y'z" — z'y"), cos ¡jl — g{z'x" — x'z"), 
cos v =  g (x'y" — y'x").

(Über g vgl. Nr. 5.)
Die Einheitsvektoren

ti1 =  (cos<x, cosß, cosy), 
b2 =  (cos i, cos m, cos »),
03 =  (cos cos fi, cos r) 

heißen bzw. Tangenten-, Hauptnormalen- und Binormalenvektor, 
wobei

dO d-ti
Br  =  =  b  • b 2 =  Q ^  =  6  »  b 3 =  [»1  » a l

und b" 4= 0 ist.
Ist x, y, z  ein fester Kurvenpunkt und bedeuten f , rj, £ lau

fende Koordinaten, so ist
A ( £ - x )  +  B ( r , - y )  +  C ( Z - z ) =  0 

die Gleichung der Normalebene, der rektifizierenden Ebene 
oder der Schmiegungsebene, je nachdem man für A,  B,  C
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die Richtungskosinus der Tangente, Hauptnormale oder Bi- 
normale einsetzt. Entsprechend stellen

Ç — x _ r j  — y  _  C — z 
A  ~  B ~  G 

die Gleichungen der Tangente, Hauptnormalen oder Binor- 
malen dar.
V e k t o r ie l l ,  wobei j — (f, ?7,£):

Normalcbene: ( j — b) b' — 0 
Rektifizierende Ebene:

( ï — b) b" =  0
Schmiegungsebene:

j  =  b +  Mb' +  vti" (Parameterform) 
oder ( j —  b, b', b") =  0 (Determinantenform)

Tangente: j  =  b +  ib,
Hauptnormale: j  =  b +
Binormale: j  =  b +  ib3 (Parameterfonnen).
5.) D ie  K rü m m u n g .
Derjenige Kreis, welchem der Kreis durch drei Kurven

punkte P , P x, P 2 zustrebt, wenn sich P l  und P 2 dem Punkte 
P  auf der Kurve unbegrenzt nähern, heißt K r ü m m u n g s
k re is . Er liegt in der Schmiegungsebene. Sein Mittelpunkt 
heißt K r ü m m u n g s m it te lp u n k t  und liegt auf der Haupt- 
normalen. Sein Abstand g  von P  heißt (erster) K rü m 
m u n g sr a d iu s . Die Senkrechte zur Schmiegungsebene im 
Krümmungsmittelpunkt ist die K r ü m m u n g sa c h se . Es 
ist nun:

1 _ 1 / / ^ c o s « \ 2 Id cos M2 f d c o s y '
g ( l  dis /  \  ds ) \ ds ,

+
(K rü m m u n g sm a ß ).

Vektoriell: — =  |/b"2. 
i? +

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
X  =  x +  g * x \  Y  =  y  +  g*y", z  =  s +  eV \  

Vektoriell: SJ3 — b -f- e2
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Ist A x  der Winkel, um den sich eine Tangente dreht,
wenn man ihren Berührungspunkt um den Bogen A s  auf der
Kurve fortschreiten läßt, so ist das Maß der Krümmung auch

1 d z  .. A x  
=  y -  =  hm — .

Q As—>0 ¿A S

Das Differential dx — J/a;"2 +  y"2 +  z"2 ds heißt K o n t in -
+

g e n z w in k e l.
6.) D ie  T o r s io n  (W in d u n g ).
Es sei A ■& der Winkel, um den sich die Binormale dreht, 

wenn der zu ihr gehörige Kurvenpunkt um das Stück As  
fortschreitet. Dann versteht man unter der T o r s io n  den 
Grenzwert

1 d §  Ai}
-  =  . =  hm - .
r d s  ¿s->o A  s

r ist der T o r s io n s r a d iu s , das Differential d i}  der T o r 
s io n s w in k e l.  Man legt der Torsion einen positiven oder 
negativen W ert bei, je nachdem die Kurve an der Stelle so 
gewunden ist wie ein Korkzieher oder entgegengesetzt. 
Man sagt auch, die Kurve sei gewunden wie eine rechtsgängige 
bzw. linksgängige Schraube.

Es ist
1 |  j !d  cos X \ 2 (d  cos ¡x 2 jd  cos v \2
r \j I ds j  1 ds j  l  ds J

x’ x” x"
y‘ y" y"z"2 +  J/"2 +  3

Die Wurzel hat das Zeichen des rechts stehenden Aus
drucks.

Vektoriell: r Ü"2
Eine Kurve ist dann und nur dann e b e n , wenn die Deter

minante identisch Null ist.
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7.) F o r m e ln  von  F r e n e l :
d cos x  cos I d  cos ß  cos m d cos y  cos n

d s  g  ’ ds g ’ d s  g
d cos l cos <x cos X d cos m  cos ß  cos /x

ds  g r ' ds g r  ’
d cos n cos y  cos v

ds  g ^ r '
d cos X cos l d cos /x cos m d cos v  cos n

d s  r ’ d s  r  ’ d s  r
Vektoriell:

dül _  o2
ds Q

=
ds n r
do3 =  ' 2̂
ds r "

8.) D ie  g a n z e  K rü m m u n g.
Es sei A x  der Winkel, um welchen sich die ITauptnormale 

dreht, wenn der zu ihr gehörige Kurvenpunkt um den Bogen 
zls fortschreitet. Dann heißt

1 d x  A x
R =  d s  =  “  A s  

die g a n z e  K r ü m m u n g , und es ist
1 (d cos Z\2 Id co sm \2 Id cos n \ 2 1 1

R 2 ~  \ ~ i r )  + 1 i r i  +  V 5 s  J =  g2 +  ?-'
d x 2 =  d z 2 +  d&2.

9.) Die rektifizierenden Ebenen der Kurvenpunkte P  
und P j mögen sich in der Geraden G schneiden. Dann heißt 
diejenige Gerade, welcher G zustrebt, wenn sich der Punkt Pj 
auf der Kurve unbegrenzt dem Punkte P  nähert, die r e k t i 
f iz ie r e n d e  K a n te  von P.

Ihre Kichtnngskosinus sind:
l i ü r k l e n - K i n g l e b ,  M athem atische  F orm elsam m lung. 1 6
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q r )  \  g
_ / cos n cosy'

cos c =  Ä   1------
\  p rQ

Ihre Gleichungen sind demnach: 
|  — x r\ — y

A." aa"  aa' "  aa" '  " " a. " '  . . " aa" ! 'y  z — z y  z x  — x z x y  — y x
Für den W inkel d zwischen der rektifizierenden Kante und 
der Tangente gelten die Formeln:

. , R  ,  R  . ,  r
sm d =  — , cos d =  — , tg d =  —.

o r q

10.) D ie  S c h m ie g u n g sk u g e l.
Diejenige Kugel, welcher die Kugel durch vier Punkte 

P , P V P V P» der Kurve zustrebt, wenn sich die Punkte 
Pj, P 2, P 3 unbegrenzt dem Punkte P  auf der Kurve nähern, 
heißt die Schmicgungskugel im Punkte P.

Die Koordinaten ihres Mittelpunktes sind
d p  ,

A  =  x  4 - p cos l +  r —  cos 
d s
d p

Y  =  y  +  p cos in r cos //, 
d s

„ d p
Z =  z p cos n r - -  cos v.

d s
Vektoriell: 31 =  o -j- pt>2 +  tq' ö3.

Für ihren Radius 9t folgt:
9 t * = e * .+  ( r e ,a)>

wo q' in den beiden letzten Formeln die Ableitung von n nach 
der Bogenlänge bezeichnet. Der Mittelpunkt der Schrnie- 
gurgskugcl (S c h m ie g u n g s m it t e lp u n k t )  liegt auf der 
Krümmungsachse. Sein Abstand vom Krümmungsmittcl- 
punkt ist r g". Dieser Abstand ist positiv oder negativ, 
je nachdem die Strecke vom Krümmungsmittelpunkt bis zum
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Schmiegungsmittelpunkt m it der positiven Binormalen 
gleichgerichtet ist oder nicht.

Der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln heißt 
P o lk u r v e .

11.) S p e z ie l le  R a u m k u rv en .
Eine Kurve, welche vollständig auf einer Kugel liegt, 

heißt sp h ä r isc h . Eine Kurve, deren Krümmung nicht 
konstant ist, ist dann und nur dann sphärisch, wenn der 
Radius der Schmiegungskugel einen konstanten endlichen 
Wert hat. Für sphärische Kurven gilt:

q +  g"r2 +  g n '  — 0.
Beispiel: x2 +  y 2 +  22 =  a2, x2 +  y2— ax =  0.

Unter einer a llg e m e in e n  S c h r a u b e n lin ie  versteht
man eine Kurve, welche die Mantellinien einer beliebigen Zy
linderfläche (s. § 106 ,11) unter konstantem W inkel schneidet.

Die Schraubenlinie des geraden Kreiszylinders heißt 
g e m e in e  S c h r a u b e n lin ie .  Ihre Gleichungen lauten:

• , htx — a cos l , y  =  a sin t , z =  - —
2 n

(h =  Gangunterschied, a =  Zylinderradius).
12.) B e r ü h r u n g  z w e ie r  K u rv en .
Die Kurven y  =  f(x), z  =  g(x) und y  =  F(x), z  =  G(x) 

berühren einander im Punkte x von der Ordnung n, wenn 
/(* ) =  F(x), f ( x )  =  F \ x ) , . . . ,  / « ( * )  =  F M  (* ), 

g{x) =  G(x), g’(x) =  G'(x) , . . . ,  jWfcr) =  GM (x),  
dagegen nicht gleichzeitig

y(»+i)( x ) =  F (nt-1) (x) , 3<n+ 1)(a :)=  (x)

ist.
Derjenige Kreis, der m it einer Kurve eine Berührung 

möglichst hoher Ordnung eingcht, ist der Krümmungskreis. 
Die Berührung ist im allgemeinen von 2. Ordnung.

16*



§ 106. Krumme Flächen.
1.) D a r s te l lu n g e n  e in e r  F lä c h e .

I.) x =  <p(u, v ), y  =  v), s =  yi{u, v ) \  (w, v Parameter).
Vektoriell tu =  (x, y, z) =  ln (u, v) (vgl. §§ 76 und 77 ,1 ). 

II . ) e = f ( x , y ) .  III.) F{x, y , z )  =  0.
Es wird vorausgesetzt, daß die Funktionen I.) in einem 

gemeinsamen w, v-Bereich erklärt sind und nicht zwei der 
drei Funktionen

3a: d y  a y d x  d y d z  d z d y  d z d x  d x d z
d u d v  d u d v ’ d u d v  d u d v '  d u d v  d u d v

und damit die dritte identisch verschwinden.
U m r e c h n u n g e n :  “Will man die im folgenden für I.) auf

gestellten Formeln in die für II.) gültigen umwandeln, so 
hat man

u =  x,  v — y
zu setzen.

B e z e ic h n u n g e n :
d l  _ d f  8 * 1  o 2f ,  8  2f

‘2 4 4  Differentialgeometrie.
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2.) F u n d a m e n ta lg r ö ß e n  1. O rd n u n g:  
/ ö x \ 2 . f d y ?

I.) E--

F -

G--

T d z y  
\ du> '

d x  d x  d y  S y  d z  d z  
d u  d v   ̂ d u d v  d u d v  '
d x \ 2 
d v + ( r J

Vektoriell: E  =  mg, F  =  mumt,, G— mg.
II.) E = l  +  f~, F = m ,  G = l + f .

3) T a n g e n t ia le b e n e  und F lä c h e n n o r m a le .
Die Tangenten aller durch einen Punkt x, y,  z der Fläche 

gehenden Flächenkurven liegen in einer Ebene, der Tangen
tialebene der Fläche m it dem Berührungspunkt x, y , z. Das 
Lot auf der Tangentialebene im Berührungspunkt ist die 
Normale der Fläche.

Gleichung der Tangentialebene (£,?/, £  laufende Koor
dinaten):

d x  d x  
d u  d v
d y  o y  
d u  d v  
d z  d z  
d u  d v

Vektoriell, wenn x =  (f, y,  £): ( j —
Gleichungen der Normalen:

£ — x __rj — y  — 2
X  ~  Y  Z ’

o .

tu) [tu« mP] =  0.
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wo
d p  d z  d z  d y  

v  d u d v  d u d v
jL ==....................—...— r*

d z  d x  d x  d z  
d u d v  d u d v

] / E G  — F2 |/ E G - F 2
+

d x  d y  d y  d x  
d u d v  d u d v

J/ E G - F 2

ihre Richtungskosinus sind.
Vektoriell, wenn 38 — (X,  Y , Z ):

1/E G — F -'

Normalerigleichung: je =  m +  (28 (Parameterdarstclhmg).
Dadurch, daß man der Wurzel ein positives Zeichen gibt, 

ist auf der Normalen eine positive Richtung festgelegt. Denkt 
man sich den Flächenpunkt im Ursprung, die positive Tan
gente der Linie v =  const. zusammenfallend m it der positiven 
s-Achse und die positive Tangente der Linie u =  const. in 
der a;, t/-Ebene gelegen, und zwar auf der derpositivenj/-Achse 
entsprechenden Seite der a:-Achse, so fällt die positive 
Richtung der Normalen m it der positiven z-Achse zu
sammen.

Für die Darstellungen II.) und III.) ist bzw.:

I L = , Y =  - = = ^ J L



L - X —  4 - Z  —'  du* +  du? +  J du*
_ +  dA d± \

1 3 u 3 u d u d u  d u d u  J
3 2 2 5 2 v 3 2 2

u i  =  x  +  r  +  z

Krumme Flächen.

4.) F u n d a m e n ta lg r ö ß e n  2. O rd n u n g:

d u d v  d u d v  d u d v  
I d X d x  d Y d y  , 3 Z 3 a
*  3 T  +  ä T  cfT "1------------

0 2  1 
d v  Jl 3u  3u d u d v  d u d v

_ ( d X d x _  dI ? J L j r d^ ^ l  
1 d v  du d v  du dv  du

N  -  X  —  +  Y  Öi y  -1- Z —  
öt'2 +  3»2 +  3u2

_ j dX  3® 3F 3y 3_Z 3a 1
I 3 i >3 ü ~^ 3 u 3 v ^ ~3 t >3 t ;  J

Vektoriell:
£  =  —  tuu SB„ =  tuuu SB,

M  — — to„ SB,, =  — tu„ SBU =  raus SB, 
N — — tov 38„ —- )u,.„ SB,

oder auch
T. =  (lpu«’^ . |°») 

j/ EG — F- '
4*

M =  (1dot.I»u.IP») 
/ £G —  F2 ’
4-

A7 _  (n,e»' ll,u’lu«')
Ve g - 
4~

Formeln von Wangarten:

SB» =

(FM— GL) tu« +  (FL — EM) tov 
EG —  F2 

(FN —  GM) in« +  (FM — EN) m, 
EG— F2
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tu«« = lUu +

tüi-

I 11 
\ 1 

12 1 
1

I 22 l
( i  r u +

wobei
| 11 1 G E u - 2 F F u +  FE„ 
1 1 }  2 zl2
I 12 GEV —  FGu
l 1 I ”  2 z l2 ’
| 22 ] — FGv4 -2 OFc—GGu 
\ 1 /

Formeln von Gauß:

(

11
2

12 
2 

22 
9

2 zl2

zl =

11 
2 

12
2 

22 
2

Xu Xv X  
yu y v Y
Zu 2v Fj

io» +  £23, 

lt>„+ il/SB,

t ü „  +  um ,

- F E u  +  2 E F u - E E 0

I
• { 1

EG'u-
2 zl2 

-FEV
2zl2

EGv -  2 FF» +  FGtl 
2 zl2 {

Die Symbole J |  heißen ChristoffeIsche Dreiindizessymbole.

Formeln von Mainardi-Codazzi: 
11 \ „  . f 11

Mv 4-
f 12 1

l  ' I
M

2
12I?} N  =  Nu +

{12  

I 2 2 U -
l 1 J

( 1 2 )  
1 2 I

i n

M,

M.

5.) K u r v e n  a u f der F lä ch e .
Das Quadrat des L in ie n e le m e n t s  der Fläche ist 

ds2 =  E du2 +  2 F du dv +  G dv2.
Differentialgleichung der M in im a lk u r v e n  der Fläche: 

E  du2 +  2 F d u d v  +  G d  v2 =  0.
Die zu u =  konst. und v — konst. gehörigen Kurven 

der Fläche heißen P a ra m eter lir r ien . Die Richtungen der 
Kurven u — konst.. v — konst., welche bzw. wachsenden Wer
ten v und u entsprechen, mögen die positiven Richtungen dieser 
Kurven sein. Dann gelten für die Richtungskosinus der 
Tangenten der Parameterlinien die Formeln: u =  konst.:
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1 d x  1 d y  1 d z
cos du  =  - — , cos p« =  — : — , cos y u =  —  — .

/ 0  5 b  1 /0  5 »  / G Ö v
v =  konst.:

1 d x  1 d y  1 d z
C O S « „ =   ---- , C O S / t „ =  — -------, COS y „ =  — ------.

1 / E d u  ] / E d u  \ / E d u
Der Winkel co(0:=j co ¿¡180°), welchen die positiven Richtun
gen der durch den Flächenpunkt u, v gehenden Parameter- 
linien miteinander bilden, ist gegeben durch

F . \ 'E G ~~ F *
cos co =  - p = , sin co =  1— ——— .

1 /E G  )/E G
Sämtliche Wurzeln sind positiv zu wählen.

Die Parameterlinien stehen aufeinander s e n k r e c h t ,  
wenn F — 0 ist.

Die Winkel, welche eine beliebige Kurve F  (m it der Fort
schreit ngsricktung dv :d u ) der Fläche mit den Parameter
linien bilden, erhält man aus

\ /G  ds

. 1/ E G - F * d v
s i n ( r , » , =  — ¡7= — s -

6.) D ie  K rü m m u n g.
S a tz  von  M e u s n i e r :  Eine Ebene durch die Flächcn- 

normale schneidet die Fläche in einem N o r m a ls c h n it t .  
Ein Schnitt, welcher die Flächennormale nicht enthält, 
heißt schiefer Schnitt. Es sei R der Krümmungsradius des 
Normalschnitts, p derjenige eines schiefen Schnitts durch 
dieselbe Tangente, i) der spitze Winkel, welchen die Schnitt
ebenen miteinander einschließen. Dann ist
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o =  R  cos;?.
Der Krümmungsradius des schiefen Schnitts ist die Projektion 
des Krümmungsradius des Normalschnitts auf die Ebene 
des schiefen Schnitts.

d v
Die Krümmung des zur Fortschreitungsrichtung —

gehörigen Normalschnitts ist
l _ _ L d u 2 + 2 M d u d v  +  N d v 2 
R  E d u 2 +  2 F  d u  d v  -f- G d v 2 '

R  is t positiv, wenn diepositiveRichtungder Hauptnormalen des 
Schnittes m it der positiven Flächennormalen übereinstimmt. 
Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen, für welche 
R  einen größten (R{) und einen kleinsten Wert (ff2) erreicht, 
heißen H a u p tn o r m a ls c h n it t e .  Äj und ff2 werden aus 
den Gleichungen

1 1 _  L G  - 2  M F  + N E
~R2 E G - F r ~ '
1 1  L N  — M -

-r ; ' T 2 -  e g - f 2

bestimmt. ~  +  heißt die m it t le r e  K rü m m u n g ,

1 1
-yr —  das G a  u ß  se h e  K rü m m u n g sm a ß  der Fläche.
"1 2

Punkte, für welche
L - . M  : N  =  E  : F  : G 

ist, heißen N a b e l-  oder K r e is p u n k te . Die Krümmung in 
einem Flächenpunkt heißt e l l ip t i s c h ,  p a r a b o lis c h  oder 
h y p e r b o l i s c h ,  je nachdem

L N - M ? \ | 0
ist.

S a tz  v o n  E u l e r :  Ist ^  die Krümmung eines Normal-
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Schnitts und ß  der spitze Winkel zwischen der Ebene dieses 
Schnitts und der ersten Hauptkrümmungsebene, so ist 

1 cos2 (•) sin2 (■)
R  R1 +  R2 ■

Sind pj und o2 die Krümmungshalbmesser zweier aufein
ander senkrechter Normalschnitte, so ist

1 +  I - J L +  L .
Qi Qi R i  1^2

7.) A b b ild u n g  von  F lä c h e n  a u fe in a n d e r .
Unter einer Abbildung einer Fläche

x =  <p{u, v), y  =  y(u, v), z =  rp{u, v) 
auf eine Fläche

X =  ¡p(H, Ü), y  =  y  ( ü ,  V) ,  Z =  f ( Ü ,  Ü)
versteht man eine Zuordnung der Punkte beider Flächen 
durch Gleichungen

tt =  0 ( u ,  v), v  =  lF(u, u).
Insbesondere liegt eine Abbildung zweier Flächen aufeinander 
vor, wenn sie dieselben Parameter ü = u , v — v  haben.

Eine Abbildung heißt f lä c h e n tr e u ,  wenn jedes Flächen
stück in ein inhaltsgleiches übergeht, w in k e lt r e u  (kon
form), wenn jeder Winkel in einen gleichgroßen übergeht, 
lä n g e n t r e u ,  wenn jedes Kurvenstück in ein gleichlanges 
abgebildet wird.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für eine 
f lä c h e n tr e u e  Abbildung ist

8 0  d ' F  S 0 ö 0 _ ^  T/E G ^ F *  
d u  d v  d u  d v  VlÜG — F ~ '

Sind die Flächen durch gleiche Parameter aufeinander 
abgebildet, so ist die notwendige und hinreichende Bedin
gung dafür, daß die Abbildung w in k e ltr e u  (k o n fo rm ) ist: 

E : F  : G — E : F  : G .
Man sagt, zwei Flächen lassen sich aufeinander a b 

w ic k e ln  (verbiegen), wenn sie längentreu aufeinander
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abbildbar sind. Zwei durch gleiche Parameter aufeinander 
abgebildete Flächen sind aufeinander abwickelbar, wenn 

E = E ,  F =  F,  G = G
ist.

S a tz  von  G a u ß :  Das Krümmungsmaß bleibt bei
einer beliebigen Verbiegung der Fläche ungeändert. Oder: 
Sind zwei Flächen aufeinander abwickelbar, so haben sie 
in je zwei entsprechenden Punkten gleiches Krümmungs
maß (nicht umkehrbar).

Die in  d ie  E b e n e  a b w ic k e lb a r e n  F lä c h e n  haben 
überall das Krümmungsmaß Null und umgekehrt.

8.) A u s g e z e ic h n e te  K u rven .
Die Richtung eines Linienelements und die Richtung 

der Geraden, in welcher sich die Tangentialebenen in den 
Endpunkten des Linienelements schneiden, heißen k o n 

ju g ie r t .  Sind , lc2 =  konjugierte Rich

tungen und <x, ß  die Winkel, welche sie m it der ersten Haupt- 
krümmungsriehtung bilden, so ist

Zv -f- j\1 (/% -f- N  =  0,

tg « .  tg  /J =  — ~ .

Im Falle L  =  M  — N  =  0 (Flachpunkt) sind je zwei be
liebige Richtungen konjugiert. Die in konjugierten Rich
tungen verlaufenden Kurven eines Netzes heißen konjugiert. 
Die Parameterlinien sind konjugiert, wenn M  =  0 ist.

Richtungen, welche sich selbst konjugiert sind, heißen 
Asymptotenrichtungen, die zugehörigen Kurven A s y m 
p t o t e n l in i e n  (H a u p t ta n g e n te n k u r v e n ) .  Ihre Differen
tialgleichung ist

L d m2 +  2 il i d u d  v +  N  d v 1 — 0.
Die Parameterlinien u =  konst. bzw. v =  konst. sind Asym
ptotenlinien, wenn N  =  0 bzw. L — 0 ist.
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Die Kurven eines Netzes, welche in jedem Punkte der 
Fläche in den Hauptkrümmungsrichtungen verlaufen, heißen 
K r ü m m u n g s lin ic n . Sie sind, abgesehen von den Krcis- 
und Flachpunkten, senkrecht zueinander und konjugiert. 
Ihre Differentialgleichung ist

di'? —  dudv du2 
E F  G = 0 .
L  M  N

Die Parameterlinien sind Krümmungslinien, wenn F — 0, 
M  =  0 ist.

Kurven, deren Schmiegungsebenen die Flächennormalen 
enthalten, heißen g e o d ä t is c h e  K u rv en . Die Differential
gleichung der geodätischen Kurven v =  v(u)  ist
i I d E  BE , I d F  1 d G \  ,2 „  „
E  +  F v -  — \- — v  +  ( „ — -  5— j a  -f- I< v

2 d u  d v  \ d v  2 d u )  _
„  „  , d F I d E  d G , I d G  ~ U’
F + G v   ------------— +  - v  + - r t'- +  Gv"

I d u  2 d v  d u  2 dv
, . , d v  d2v .

wobei v — , v  =  , ist.
d u  d u2

Die kürzeste Entfernung zweier Punkte auf der Fläche gehört 
einer geodätischen Kurve an (nicht umkehrbar).

9.) M in im a lf lä c h e n  sind Flächen, deren mittlere Krüm
mung Null ist. Ihre Differentialgleichung lautet

G L - 2 F  M  +  E N  =  0.
10.) H ü llf lä c h e . Die Gleichung

F (z, y, z, v )  =  0, 
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine Flächcn- 
schar dar, welche eine Hüllfläche besitzen kann. Die Glei
chung der Hüllfläche ergibt sich durch Elimination von p  aus 

I N(x, V, z> P) =  0 und
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Enthält die Gleichung der Fläche zwei voneinander 
unabhängige Parameter p  und q, so ergibt sich die Gleichung 
der Hülllläche als Elinhnationsresultat von p  und q aus

d F  d F  
F(x, y> z, V, ?) = 0 ,  ^  =  0, =  0.

11.) E r z e u g u n g  v o n  F lä c h e n .
A llg e m e in e s :  Enthalten die Gleichungen 

V, z , p ) = 0  und f(x, y , z, p )  =  0 
einer Linie einen veränderlichen Parameter p, so stellen 
sie eine bewegliche (veränderliche) Linie dar. Die Gleichung 
der durch die bewegte Linie erzeugten Fläche wird erhalten, 
indem man aus den beiden Gleichungen p  eliminiert.

Enthalten die Gleichungen F (x, y , z , p , q , . . . )  — 0, 
f(x, y, z, p, q , . . . )  =- 0 n veränderliche Parameter p , q , . . . ,  
die durch n  — 1 Gleichungen miteinander verbunden sind, 
so ist die Gleichung der erzeugten Fläche das Eliminations
resultat der n Parameter p , q , . . .  aus den beiden Gleichungen 
F — 0 , / =  0 und den n — 1 Bedingungsgleichungen.
Letztere sind in der Regel der analytische Ausdruck dafür, 
daß die bewegliche Linie auf n — 1 festen Linien gleitet.

R e g e lf lä c h e n  werden erzeugt durch die Bewegung 
einer Geraden; da die Gleichungen einer Geraden im allge
meinen vier Konstanten (Parameter) enthalten, sind drei 
Leitlinien nötig. Man unterscheidet a b w ic k e lb a r e  und 
w in d s c h ie fe  Regelflächen. Bei den ersteren liegen zwei 
unendlich nahe Mantellinien in einer Ebene (z.B. Zylinder- 
und Kegelfläche), bei den letzteren nicht (einschaliges Hyper
boloid, hyperbolisches Paraboloid).

A) Z y lin d e r f lä c h e n .
I. L e i t l in i e :  1.) c p ( x , y , z ) =  0,

2 .) y ( x , y , z ) = 0 .
Erzeugende: 3.) y  =  m z  +  y 0, 4.) x =  p z  +  x0.



Eliminationsresultat von a, y,  z aus 1.) bis 4.):
50  Vo) =  0.

Gleichung der Z y lin d e r l lä c l ie :
6 .) F(x — pz ,  y  — mz )  =  0.

II. A llg e m e in e  G le ic h u n g  d er Z y lin d e r f lä c h e n :  
F[ ( a x  +  b y  +  cz  +  d),  (axx +  \ y +  cxz +  d j ]  =  0.

B ) K e g e lf lä c h e n .
Spitze. (Xj, y2, Cj).
I. L e i t l in ie :  1.) <p(x, y, z) =  0,

2 .) y>(x,y ,z)  =  0.
Erzeug. Mantellinie: 3.) x  — x1 — p{z — z2),

4-) y ~ V i =  m \z ~  2i)- 
Eliminationsresultat von x, y, z  aus 1.) bis 4.):

5 .) F(m, p ) =  0.
Gleichung der K e g e lf lä c h e  (Elim.-Rcsultat von m  und p 
aus 3.) bis 5.)):

Krumme Flächen. 2 5 5

i — - J h
\z - - h

Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung der 

Kegelfläche F  =  0, d. h. sie ist homogen (vgl.

§ 85, 6).

II. A llg e m e in e  G le ic h u n g  der K e g e lf lä c h e n :  
p  I <h x + \ y  +  c1z +  d1 a2x +  b2y  +  c2z +  d2 \  =  Q 

\  a x  +  l y  +  cz  +  d ’ ax -f- l y  +  cz +  d J

C) D r e h flä c h e n .
I. Z -A ch se i s t  D r e h a c h se .
Erzeugende: 1.) < p ( x , y , z ) =  0, 2 .) yj(x, y , z) — 0. 
Parallelkreis: 3, ) x 2 +  y 2 =  r2, 4.) z = d .  

Bedingungsgleichung (Elim.-Result. von x,  y,  z aus 1.)



bis 4.)): 5.) F ( r , d ) =  0; Gleichung der D r e h fli ic h c  (Elim.- 
Result. von r und d aus 3.) bis 5.)):

6.) F  ( l/a;2 +  y 2, z) =  0.

II. D r e h a c h se  d u rch  den  P u n k t  (a:0, y0, zQ), tx, ß , y  
Richtungswinkel derselben:

Erzeugende: 1.) und 2.) wie bei I.

Parallelkreis: ! ^  ~  ° ’A . ) x  cos tx +  y  cos ß  +  z co sy  — d — 0.
Bedingungsglcichung (Elim.-Resultat von x, y, z aus 1.)
bis 4.)):

5.) F (r, d)  =  0.
Gleichung der D r e h fliic h e  (Elim .-Resultat von r  und d 
aus 3.) bis 5.)):

c x ( F ( V ( x  ~  *o)2 +  iV ~  Vof  +  0  -  ?o)2<
| x  cos <x-f- y  cos ß  +  z  co sy ) =  0 .

Geht die Drehachse durch den Ursprung, so geht 6.) über in
6'.) E(l/a-2 +  y2 j r  z2, x cos tx +  y  cos ß  +  z cos y ) =  0.

D) K o n o id f lä c h e n .

Eine Konoidfläche entsteht, wenn eine Gerade sich so 
bewegt, daß sie die z-Achse und eine Leitlinie beständig 
schneidet und dabei der A T-Ebene parallel bleibt. 

Leitlinie: 1.) cp(x, y , z ) — 0, 2.) y (x ,  y , z ) — 0.
VErzeugende: 3.) -  =  m, 4.) z =  d.

Elim.-Resultat von x, y ,  z aus 1.) bis 4.):
5.) F(m, d) — 0.

G le ic h u n g  d er K o n o id f lä c h e  (Elim.-Resultat von 
m  uud d aus 3 .) bis 5.)):
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Beispiel: S c h r a u b e n f lä c h e  (Wendelflächc): Die Leit
linie dieser Konoidfläche ist die S c h r a u b e n lin ie :

• ,  hix =  a cos t, y  =  a sin t, z — — ,
2 n

deren Achse die z-Achse ist. Die Gleichung der Sehrauben-

fläche ist: -  =  t g 2 y A .  
x h

Allgemeines. 25 7

XV. A b s c h n i t t .

Differeiitialgleicliun gen.
§ 107. Allgemeines.

1.) Man versteht unter einer g e w ö h n lic h e n  D if f e 
r e n t ia lg le ic h u n g  n-ter O rd n u n g  eine Gleichung von
der Form , „ . . .  „

F f r , y , y , y  , . . . ,  ?/<”>) =  0,
wo F  eine gegebene Funktion der in der Klammer stehenden 
Größen ist. Die gegebene Differentialgleichung lö s e n  ( in t e 
g r ie r e n ), heißt alle Funktionen y  — <p(x) zu bestimmen, 
welche zusammen mit ihren ersten n  Ableitungen nach x:

y' =  y" =  ■ ■ - ,yw  = ^ n\x)
die gegebene Differentialgleichung identisch befriedigen.

2.) Die a llg e m e in e  L ö su n g  (das allgemeine Litegral) 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung 
hat die Form

y =  cp(x, Cx, C2, . .  . .G n), 
wo Cv  C2, . . . ,  Gn willkürliche voneinander unabhängige Kon
stanten sind. Differenziert man umgekehrt eine solche 
n-parametrige Funktion «-m al nach x  und eliminiert aus den 
(n + 1) Gleichungen die Größen CV C2, . . . ,  C„, so erhält 
man eine gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

3.) Erteilt man den Konstanten spezielle Werte, so erhält 
man eine p a r t ik u lä r e  L ösu n g .

B ü r k l e n  - t t i n g l e b ,  M athem atische Form elsam m lung. 1 7
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Außer der allgemeinen Lösung können noch Lösungen exi
stieren, die im allgemeinen nicht durch spezielle Wahl der Kon
stanten erhalten werden. Sie heißen s in g u lä r e  L ö su n g e n .

§ 108. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Durch eine gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung 

V> y') — 0 wird jedem Punkte x0, t/0, für den F(x, y,  y')  
definiert und eindeutig nach y'  auflösbar ist, eine Richtung 
y' zugeordnet. Die allgemeine Lösung stellt eine einpara- 
metrige Kurvenschar dar, deren Kurven an jeder Stelle 
Xq, y 0 jene Richtung als Tangentenrichtung besitzen.

I. L ö s u n g s m e th o d e n * ) .
1.) T r e n n u n g  der V e r ä n d e r lic h e n .
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

M  ( x) N( t / ) dx  +  P  (x) Q(y) d y =  0, 
wo M , P  Funktionen von x allein, N , Q Funktionen von y  
allein sind, ist

2.) I n te g r a t io n  v o ll s tä n d ig e r  D if f e r e n t ia le .  
Wenn für die Differentialgleichung

M(x, y ) i x - \ -  N(x, y ) d y  =  0
die Bedingung

3 M  _  cW  
d y  d x

erfüllt ist, stellt die linke Seite der Differentialgleichung 
ein vollständiges Differential dU  dar, und die allgemeine 
Lösung ist

U +  C =  f i t d x  +  f \ N  -  A  / ' m  dx dy +  C =  0.

3.) M eth o d e  d es in te g r ie r e n d e n  F a k to r s  (Euler
scher Multiplikator).

*) Unter der Voraussetzung, daß Lesungen existieren.



Die Funktion ¡i =  pi(x, y )  wird so bestimmt, daß 
x, y) {M(x, y ) d x  +  N(x, y) d y ) 

ein vollständiges Differential wird, /x muß der (partiellen) 
Differentialgleichung

( d M  BN \ 8  fx „  d f i

genügen und ist aus dieser zu bestimmen.
4.) T r a n sfo r m a tio n .
Es werden zwei neue Veränderliche u, v vermittels der 

Gleichungen
x  =  X (u ,v ) ,  y =  Y( u, v )  

eingeführt. Man findet
d F  d Y  ,
j r -  +  7 5 —  V  

f _  O  U  O l l

d x  a T /
3---- 3 ~  vd u  ö v

dv
wo v =  —  gesetzt i s t , und die DifferentialgleichungdU D O
F(x > V> y  ) =  0 geht über in die Gleichung

8 Y  d Y

Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung. 2 5 9

f I X M , Y(u, v ) ;  =

d u  d v
Diese kann einfacher sein als die gegebene Gleichung.

5.) W ie d e r h o lte  D if f e r e n t ia t io n .
Gegeben sei die Differentialgleichung in der Form
a) y  =  ¡p(x,p), p  =  y'.

Vollständige Differentiation nach x  ergibt 
d  cp dtp d p  

^ dx~^~ d p  d x  '
Aus dieser Differentialgleichung zwischen x  und p  sucht man

17’
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p  als Funktion von x, oder x  als Funktion von p  zu bestimmen 
und erhält durch Einsetzen in die gegebene Gleichung ent
weder y  als Funktion von x, oder x  und y  als Funktionen des 
Parameters p.

b) x  =  cp(y, p), p  =  y'.
Vollständige Differentiation nach x  ergibt

d y  d p d x  d y  d p d y  
Hieraus sucht man p  als Funktion von y,  oder y  als Funktion 
von p  zu bestimmen. Die Einsetzung in die gegebene Glei
chung liefert entweder x  als Funktion von y,  oder x  und y  
als Funktionen des Parameters p  (vgl. II, 7 ,8 ).

II. S p e z ie l le  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g e n .

1.) Die homogene Differentialgleichung y'  = = / ( " “ ) •

Transformation: u = x ,  v = —.
x

f - ^ - + c  
Allgemeine Lösung: u =  e J IW—V

2.) Die verkürzte (homogene) lineare Differential
gleichung y' =  f0(x)y.

Lösung durch Trennung der Veränderlichen:

y  =  C e J
3.) Die lineare Differentialgleichung y' =  f0(x)y +  ¡¡(x). 
y0 sei eine partikuläre Lösung der zugehörigen verkürzten

Gleichung y' =  /0(x)y. Dann lautet die Transformation

u — x, v — — . Allgemeine Lösung:
?/o

y  =  eJ'Ux)dx { f k i x )  e~ fUx)dz d x  +  c].
4.) Die Bernoullische Differentialgleichung y' =  f0{x )y
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+  fi(x ) y n geht durch die Transformation u  =  x, v = y 1—" 
in eine lineare über.

5.) Die verallgemeinerte homogene Differentialgleichung 
<p{x, y ) {x y  - y )  +  y\x, y )  y ’ +  y>(x, y )  =  0

Vgeht durch die Transformation u =  x, v  =  -  in eine Bei-
x

noullischc über.
ü.) Die allgemeine Riccatische Differentialgleichung

y' =  /o(^) y2 +  z t i ( x ) y  +  U(x)
ist geschlossen integrierbar, wenn eine partikuläre Lösung 
y0 bekannt ist. Alsdann führt die Transformation u = x ,  
v =  y  — y 0 auf eine Bernoullischc Gleichung. Das allgemeine 
Integral der Riccalischen Gleichung hat die Form 

_ C<p1(x) +  <p2(x)
Cq>3(x) +  (pt {x) '

Unter der speziellen Riccatischcn Differentialgleichung 
versteht man die Gleichung

y' +  a iß  =  b x m, 
wo a, b, m  Konstanten sind. Im Falle m — 0 ist sie durch 
Trennung der Veränderlichen integrierbar. Sie ist ferner in te
grierbar, wenn

4 k
m ~  l ~  2 k

{k eineganzeZahl) ist, und zwar durch wiederholte Anwendung 
der Transformation

■—  1 1
x =  x1m+ 3, y  =  H ,

x- y t a x
welche die spezielle Riccatische Gleichung in eine ebensolche 
überführt. Diese lautet

d x  j
l> , a m  +  4 .

bi =  r ~ T 5  > mi =  — lst-

+  ®i 1j \  W  xi \  wobei

m  +  3 ’ in +  3 ’ m  +  3
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7.) Die Clairaulsche Differentialgleichung y  =  p x - \ -  f(p),  
p — y'. Lösung durch Differentiation. Allgemeine Lösung 
y — C x  +  f(C). Singuläre Lösung (s. 111) x =  — f ( p) ,  
y =  — p f ( v )  +  f (v)  (P Parameter).

8.) Differentialgleichung von Layrange y =  xf ( p)  +  <p(p), 
p — y'.  Lösung durch Differentiation. Allgemeine Lösung:

_  r  i'W?p. r r  v'(v) f I 
x  =  e  J Hv)-v -  /  e I i w - r  dp +  C } .

I J  f ( P ) ~ P  I

Singuläre Lösung: x =  — , y  =  — ~ ~  f (p)  +  <p(p)

(p Parameter).
III. S in g u lä r e  L ö su n g e n .

1 .) Die Gesamtheit aller Punkte der Kurve, welche man 
durch Elimination von p aus den Gleichungen

8 F  
F ( x , y , p ) =  0, ^  =  0

erhält, bilden eine singuläre Lösung der Differentialgleichung 
F ( x , y , p ) =  0, p  =  y',  falls für alle diese Punkte

' d F  , d F   n

und für keinen dieser Punkte

d x  d y
oder

d p 2
ist.

2.) Es sei <p(x,y,G)  das allgemeine Integral der Diffe
rentialgleichung. Dann bilden alle Punkte der Kurve (der 
Einhüllenden)

C\
< p { x , y , C ) =  0, ¿ ^ = 0 ,
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für welche nicht
d j P  =  d j P  =  0 
d x  d y

oder

dy ^ ode2
ist, eine singuläre Lösung der Differentialgleichung. Diese 
gehört der singulären Lösung 1.) an.

IV. I s o g o n a le  T r a je k to r ie n .
Die Kurven einer einparametrigen Schar, welche sämtliche 

Kurven einer gegebenen einparametrigen Schar unter dem
selben "Winkel# schneiden, heißen is o g o n a le  T r a je k to r ie n .  
Tst

F ( x , y , C ) =  0
die Gleichung der gegebenen Schar, so findet man die Diffe
rentialgleichung der isogonalen Trajektorien durch Elimi
nation von C aus der gegebenen Gleichung und aus
f d F  d F  \ i d F  d F  \
( —  co s#  — -jr— s in # )  íía;-j- ( — sin # -j- ^— c o s# ] dy — 0. 
\ d x  d y  I \ d x  d y  )

Für die o r th o g o n a le n  T r a je k to r ie n  ( # = 9 0 ° )  geht
die letzte Gleichung über in

d F  d F
- ° d x - f  J  dy =  0 .  

d y  d x

§ 105). Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung 
und Systeme von simultanen Differentialgleichungen.

1.) Durch die D if f e r e n t ia lg le ic h u n g  2. O rd n u n g  
F(x, y ,  y ' , y " )  =  0 

wird jedem Punkte x, y  und einer Fortsclireitungsrichtung y' 
in diesem Punkte, soweit F(x, y, y', y" )  definiert und nach y"  
eindeutig auflösbar ist, ein Wert y"  und damit eine be
stimmte Krümmung zugeordnet. Jede Lösungskurve hat 
an der Stelle x, y  diese Krümmung.



2.) D ie  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g  F ( y , y " ) = 0 .
a.) y" =  f(y),  allgemeine Lösung

_  / •  d y  . , r
J  ] / 2 f j ( y ) d y  +  C1 2 '

b.) y =  f(y").  Man setzt y"  =  p  und findet

. r m ^ + c , , s 4 m .
J  V % f p  i' (p )d P +  Ci

c.) F(y, y")  =  0. Man bestimme die Funktionen cp und y> 
so, daß y  =  <p(t) und y" — ip(t) die gegebene Gleichung 
erfüllen. Dann ergibt sich

26 4  Differentialgleichungen.

- /

cp'(l) dl
“h

\ /2 /y ( l ) < p ' ( t ) d t  +  C1
3.) a) Die Differentialgleichung

F(x, y ’M, y<-n+l), . . . ,  i/ n+ ”*>) =  0 
geht durch Einführung von t / n) =  p  über in die Differential
gleichung

F ( x , v , p ' ,  ■ ■ - , P{m)) =  0-
b) Die Ordnung der Differentialgleichung

F(y, y', y " , . . y ‘n>) =  0 
wird um L vermindert, wenn man ?/' =  p  einführt und y  als 
unabhängige Veränderliche betrachtet:

F(y, p, p \  . - p(n_1)) =  0.
c) Wenn die Differentialgleichung

F(x, y, y \  y " , . . ?/(n)) =  0 
in bezug auf y, y', y" , . .  homogen ist, kann ihre Ordnung 
durch Einführung der neuen abhängigen Veränderlichen

v  =  — um 1 erniedrigt werden.
y

4.) L in e a r e  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g e n .
a) Die h o m o g e n e  ( v e r k ü r z t e )  lin e a r e  D if f e r e n 

t ia lg le ic h u n g  n tcr O rd n u n g  m it k o n s ta n te n  K o 
e f f iz ie n te n  lautet:

?/(n) +  fl} y  n~ 1} +  h  y (n~ 2) +  — ßn- i  y' +  a,>y =  0-
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Unter der c h a r a k te r is t is c h e n  G le ic h u n g  dieser Diffe
rentialgleichung versteht man die algebraische Gleichung « ten 
Grades
cp(g) =  Qn - f  «J Q * -t  -F a2 Qn~ -  +  f- Q +  an — 0.

I.) (p{n) — 0 habe die voneinander verschiedenen Wurzeln 
Qu Qu ■ ■ •> Q ■ Dan» lautet die allgemeine Lösung der Diffe
rentialgleichung

y =  C1 e «>* +  C2 & * - 1---------b Gn e^x.
Sind g1 — a  -f- ib , q2 =  a — ib  konjugiert komplex, so kann 
man Gl e?'* -f- C2 durch cax(A  cos (bx)  +  B  sin (bx))  
ersetzen. Cx, . . . ,  C,„ A, B  sind willkürliche Konstanten.

II .) Ist gx eine jyfache, q2 eine jy fa c h c ,. . . ,  om eine
r -fache Wurzel von q>(g) — 0 +  r2 - f - ------ 1- r n =  n),
so lautet das allgemeine Integral

y  =  (C}1 -j- C\2 a: +  • • ■ -j- a;ri—1)
+  eQ,z (C2l -j- C22 * + • • • - § •  G2rt xr' ~ l )
+ .....................................................................
+  cQmT (Gmi  +  G,„2 x +  Gmrm x'm~ i ), 

wobei die Ca- willkürliche Konstanten bedeuten.
Ist eine r-fache Wurzel komplex, so ist auch eine r-fachc 

zu dieser konjugierte Wurzel vorhanden, und die zugehörigen 
konjugiert komplexen Glieder des allgemeinen Integrals lassen 
sich, wie bei I .), zu einem reellen zusammenfassen.

b) Die lineare homogene Differentialgleichung 
x"y‘n) - f  a.jz'*-1 -f- a2 xn~ 2 iß71- 2) -1 f  a„_ i x y ’

+  «»!/ =  0,
worin « j , . . . ;  <j» Konstante sind, geht durch die Transfor
mation x =  c“, y  — v  in eine lineare homogene Differential
gleichung m it konstanten Koeffizienten über.

c) Die a llg e m e in e  lin e a r e  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g  
n-ter O rd n u n g  lautet
y :n) +  h(x) + f2(x) - t fn-t(x) y

+  /  (x ) y ' =  / (x).
Die Differentialgleichung, welche entsteht, wenn man f(x)
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durch 0 ersetzt, heißt die z u g e h ö r ig e  h o m o g e n e  ( v e r 
k ü r z te )  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g .

Ein System y lt . . . ,  y n von partikulären Integralen der 
verkürzten Gleichung heißt l in e a r  u n a b h ä n g ig , wenn die 
Gleichung C1y1 +  ■ — b G„yn — 0 m it konstanten Cl t . . . ,  G„ 
nur bestehen kann für C1 — C2 =  . . .  =  G„ — 0. Andern
falls heißen y v  . . . ,  y n l in e a r  a b h ä n g ig . D ie notwendige 
und hinreichende Bedingung für die lineare Unabhängigkeit 
der y v . . . , y n ist, daß die Wronskische Determinante

V i  y 'i  • • ■ • 2 / < " - ])

2/2 2/2 • •

,
2/n2I n -  ■ • .  2 / ' " - 11

nicht identisch verschwindet. Ein linear unabhängiges 
System y t , . .  , , y n heißt auch ein F u n d a m e n ta ls y s t e m .

Es sei yv  . .  , , y n ein Fundamentalsystem von partikulären 
Integralen der verkürzten Gleichung. Dann lautet die allge
meine Lösung der allgemeinen Gleichung: 

y  — Cjf/i +  ■ ■ • +  G „yn,
wobei jetzt Gv  . . . ,  Gn Funktionen von x  sind, deren erste 
Ableitungen G [ , . . . ,  G'n sich aus dem folgenden linearen 
Gleichungssystem bestimmen lassen:

V\ +  b  yn —  o

y'1C[ +  - - -  +  y'nC'n = 0

y[n~ 2)C[ -i b y {n ~ 2)C  =  o
yi« - i } c ; +  . . .  + ¡ 4 - «  c ;  =  /(*).

Setzt man
i  =  l , 2 , . . . , n ,  

so lautet also das allgemeine Integral

y  =  2 /i( /  F i{ x )d x  +  H b Vn (  / F n(x )d x  +

wobei K v  . . K„  willkürliche Konstanten sind (Methode 
der V a r ia t io n  der K o n s ta n te n ) .
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d) Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 

y" +  fx(x ) y' +  k i x ) 2/ =  0
y '

geht durch die Transformation u =  x, v =  -  in die Riccatische 

Gleichung
v' +  /2(«) +  h (u ) v  +  v2 =  0 

über. Umgekehrt kann jede Riccatische Gleichung in eine 
lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung über
geführt werden.

5.) S y s te m e  v o n  s im u lta n e n  D if f e r e n t ia lg le i 
c h u n g e n  1. O rd n u n g .

Zwischen den n +  1 Veränderlichen
xli *̂ 2> • • •> xm ^

mögen die n simultanen Differentialgleichungen 1. Ordnung 
bestehen:

x\ =  x2> x2< • ■ M xn, 0 .
x 2  =  U f a ,  x 2> x 3  x n , t ) ,

d x
xn ~  fn{xi ,X 2 ,X 3, . . . , X n , t ) ,  Wobei Xv =  (v =  1 ,2 , . . . « ) .

Die Funktionen x,(t), x2( l ) , . . x n(t), welche dem System  
genügen, werden gesucht.

Man kann zur Bestimmung jeder der Funktionen eine 
Differentialgleichung n-ter Ordnung zwischen zwei Ver
änderlichen folgendermaßen herleiten:

Aus x\  folgt durch Differentiation

Kl ~~ dx ,  1 +  d x 2 X 2 +  +  d x n Xn +  d t  •
Durch Einsetzen der gegebenen Ausdrücke für x», x'v  . . . ,  x'n 
in diese Gleichung erhält man eine Beziehung

X\ —  ^Pz(.XV  ^2 »  '  * ’ ' X n > 0  
und entsprechend durch Differentiation dieser Gleichung
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X [  ==. X2, • « . ,  X n t l ) i

X^  =  (pn{x^ X2l . . ., 0*
Aus den Gleichungen x\, x2 x<"-D  werden x2, x3, . . . ,  xn 
bestimmt und in die Gleichung xM  eingesetzt. Man erhält 
eine Gleichung von der Form

x \»>. =  ipx(xlt x'v  x[ ' , . . . ,  -D . i).
Entsprechendes gilt für x2,x 3, . .  ., xn.

6.) E u le r  s e h e  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g  d er V a r ia 
t io n s r e c h n u n g . Es sei f ( x , y , y ' )  eine dreimal stetig 
differenzierbare Funktion von x, y, y'. Dann muß eine Kur
ve y(x) ,  welche durch die Punkte xv  yy, o;2, y„ geht, eine
stetige Ableitung y' besitzt und dem Integral

J /(* . y . y ' ) d x

einen größten oder kleinsten Wert erteilen soll, folgender 
Differentialgleichung genügen:

oder ausführlich:

/  —  /  - —  /  - y' —  /  - - v" — 0.‘y 'yx ‘yy  •> 'yy •'

§ 110. Partielle D ifferentialgleichungen.

1.) Unter einer p a r t ie l le n  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g
1. O rd n u n g  versteht man eine Gleichung von der Form

F(x, y, z, p, q) = 0,
d z  d z

wo v — Tr-, q =  ist. Eine solche Gleichung lösen, heißt 
o x  d y

alle Funktionen z — (p(x, y )  bestimmen, welche zusammen 
m it p  und q die Gleichung erfüllen.
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2.) Die lin e a r e  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g
P(x, V, z)P +  Q(x , V> 2)? =  Ä(ar, y, z).

Man integriert das System
d x  d y  d z  

~ R ‘
Seine Lösungen (C h a r a k te r is t ik e n )  seien 

cp{x, y ,  z) =  Clt y>{x, y, z) =  C2.
Dann ist yi — W{cp)
die allgemeine Lösung der gegebenen Gleichung, wobei W  
eine w il lk ü r lic h e  Funktion ist.

3.) Die D if f e r e n t ia lg le ic h u n g  F ( x , y , z , p , q )  =  0.
Zur Lösung dieser Gleichung integriert man das System (S)

d x  d y  d z

d j =  d F  BF  
d p  d q  ^ d p ^ ^ d q

  * 1  =  _  d * =  du
d F  B F  d F  , d F
3 ----- ^ P ~5~ 3 ------^ ? ~5~'d x  d z  d y  d z

wo u  als unabhängige Veränderliche gedacht wird. Die ge
suchten Funktionen x , y , z , p , q  mögen für u = u 0 die der 
Gleichung F  =  0 genügenden Anfangswerte a-0, y0, z0, p0, q0 
annehmen, so daß die Lösungen lauten: 

x — <Pi{u\x0, y ^ z 0, p 0,q 0)
V ~  F 2 (M! x 0> f/o. 2o. Po. 7o)
2 =  x o< Po> 2o. Po. 7o) 
p  =  tp^u; x0, y0, z0, p0, q0)
q — % («; 2*0> Po. 2o. Po, 7o)- 

Sie enthalten drei wesentliche Parameter. Die ersten 
drei Gleichungen stellen daher eine dreiparametrige Kurven
schar dar (die C h a r a k te r is t ik e n ) .

Die beliebigen Funktionen x0 =  x0(v), y0 — y0(v), z0 — z0(v) 
mögen für v — v0 obige AVerte x0, y 0, z 0 annehmen, jedoch 
nicht die beiden ersten Gleichungen (S ) erfüllen. D ie Funk
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tionen p0 — 7>0(v), q0 — q0(v) werden aus den Gleichungen 
P(x0(v), y0(v), z0(v), p0, q0) =  0,

d z0   dxo , „  d Vo
d v  0 d v  0 d v  

bestimmt. Dann ergibt sich als Lösung die Fläche 
x =  cp^u, v), y  =  (p2{u, v), z =  <p3(u, v).

4.) D ie  L a p l a c e s e h e  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g
d 2z d 2z 
d x 2 ^ d y 2

Jede Funktion z =  z(x, y),  welche dieser Differential
gleichung genügt, heißt eine harmonische oder P o te n t ia l 
fu n k t io n . Das allgemeine Integral der Gleichung ist 

2 =  W x(x +  i y ) +  W2(x — iy)
(TT7!, 11*2 willkürliche Funktionen).

D ie Funktion u  +  iv  =  u(x, y)  +  iv(x, y)  ist dann und nur
dann eine a n a ly t i s c h e  F u n k t io n ,  wenn u und v  stetige
partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzen, welche d en C a u ch y -  
R i e m a n n s c h e n  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g e n  

d u  d  v d u  d  v
d x  d y ’ d y  d x

genügen.
Der reelle Teil u und der imaginäre Teil v einer analy

tischen Funktion sind Potentialfunktionen.
5.) D ie  E u l e r  se h e  D if f e r e n t ia lg le ic h u n g

Das allgemeine Integral ist
z =  T\\(x  -f- Aj y)  +  lV2(x +  ?.2y), 

wobei und ?.2 die Wurzeln der Gleichung 
C / 2 +  2 B l + A = 0  

sind (TFj, W 2 willkürliche Funktionen). Für A, =  A2 ist 
g =  y W x(x  +  Axy) +  W2(x  +  ?.xy ) .
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binom ische G leichung 27 
B inorm ale 237 
Bogenelem ent 226, 230 
B reite e. S ternes 104 
B reitenkreise 103 
B rennpunk t 129, 135

C harak teristiken  269 
cha rak teristische  Glei

chung 265 
Cosekans 82, 83 
Cosinus 82, 83 
Cotangcns 82, 83

D eklination 104 
D ete rm inan te  16 
D ifferential 183, 180 
D ifferentialgleichung 257. 

268
D ifferen tialquo tien t 181 
D ilfe renzcnquo tien t 181

diflerenzierbar 181 
D iophaiitischc Gleichung 

43
D iskrim inante 26, 35 
Divergenz 188, 190 
D oppelintegral 215 
D oppelverhältn is 66 
D reikan t 75 
Durchmesser 128, 16G 
D urchm esserebene 166 
E k lip tik  103 
E lim ination  36 
Ellipse 128, 129, 133 
EUipsoid 168, 109 
Enveloppe 233 
E rw artungsw ert 22 
Evolu te 232 
E volvente 232 
E xponen t 8, 10 
E xz en triz itä t 129, 135 
F ak u ltä t 8 
Fehler 22
figurierte Zahlen 52 
F lac h p u n k t 230 
F läche 140, 244, 254 
Fläche 2. O rdnung 164 
F lächen inhalt 209 
Fourisrächc Reihe 215 
F undam entalg rößen  245, 

247
F undam en ta lsy stem  260 
F unk tion  174, 177, 219 
GaujOsche Zahlenebene 220 
G ebiet 174, 176 
geodätische Linien 253 
geographische Länge u.

B reite 100 
geom etrische R eihe 48 
G rad 16, 23 
G rad ien t 18S 
G renzw ert 178 
lläu fungsw crt 178 
H arm onische P u n k te  68, 

125
harm onische S trah len  69, 

125
harm onische Teilung 6S 
H aup tebene 16G 
H aup t norm ale 237 
H öhe e. S ternes 103 
homogenes System  25

H orizon t 102 
HfiUflftche 253 
H yperbel 128, 130, 133 
H yperboloid 168,170, 171 
Im aginäre Zahl 11 
Index 45
Integral 202, 209, 215, 219 
In te rpo la tion  53, 176 
In te rvall 174 
Inversion 14 
Invo lu tion  126 
Irra tionale  Zahl 6 
Isogonale T ra jek to ricn  203 
Ja h r  (siderisches, tro 

pisches) 107 
Kegel 173, 255 
K egelschn itt 128 
K e tten b rü ch e  40 
K im m  101 
Koeffizient 23 
K om bina tion  15 
kom plexe Z ahl 11 
K om position 19 
konfokale K egelschn itte  

135
K ongruenz 41, 55 
kon jug iert 128, 166, 252 
konkave K urve  230 
K ontingenzw inkel 231,240 
K onvergenz 189, 193 
K onvergenzkreis 222 
K onvergenzradius 192 
konvexe K urve  230 
konvexes Polyeder 77 
K oord inaten  110, 117,

120, 130, 142, 153, 157, 
164

K reispunk te 250 
K rüm m ung 230, 239, 241, 

249, 250 
K rüm m ungslin ien  253 
K ulm ination  106 
K urve 113, 120, 122, 146, 

225
K urven in teg ra l 219 
K urve 2. O rdnung 126 
Länge e. S ternes 105 
Laurent-E ntw icklung 223 
Legendre 's  Sym bol 46 
Leitlinie 129
Lim es( oberer, un te rer) 178
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lineare  A bhängigkeit 200 
lineare D ifferentialglei

chungen 200, 264 
L in ienelem ent 248 
L inkssystem  143 
Lösung (insb . allgem eine, 

p a rtik u lä re , singuläre) 
24, 257, 258, 202 

Logarithm us 12, 195, 190, 
225

M atrix  25 
M axim um  200 
M eridian 100, 102 
M inimalfläclie 253 
M inim alkurve 236, 248 
M inim um  200 
M itte lp u n k t 127,165 
M ittelw erte 7, 23 
M onat 107 
M orgenweite 108
N ordpunk t 103 
N orm ale 115,152, 227, 237 
N orm alebene 237 
N um erus 13
O rd inate  111 
orthogonale T ra jek to rien  
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O stp u n k t 102

P arabel 128, 129, 132 
Parabolo id  168, 172 
P ara llaxe  108 
P aram e te r 129, 161, 225, 

236, 244 
P aram eterlin ie  248 
P artia lb ruchzcrlegung  205 
partie lle  In te g ra tio n  203, 

211
P erm u ta tio n  14 
perspektiv ische Lage 56 
Pol 71, 113, 126, 164, 223 
Po lard re ieck  76 
P o la rd re ik an t 75 
P olare 71, 126, 169 
P o larebcne 164 
Pol höhe 104 
P o lkurve  243 
P olynom  24 
P o ten tia lfunk tion  270 
P o tenz  8, 11, 73 
Potenzlin ie 74, 131

Potenzreihe 192, 222 
p rim itive W urzel 45 
P rim zah l 40 
pro jektiv lsche P u n k t

reihen 125 
projektivischo S trahicn- 

büschel 125 
P roportion  6 
P unk tre ihe  123 
Q uadratischer R est 46 
R ad ikand  10 
R ad iusvek to r 112 
R ändern  einer D e te rm i

n an te  19 
R ang  25 
ra tionale Zahl 6 
R ech tssystem  143 
reelle Z ahl 6 
reguläre F u n k tio n  220 
reguläres P o lyeder 78 
R ektaszension 104 
rektifizierende E bene 238 
rektifizierende K a n te  241 
re la tiv  prim e Zahlen 40 
R esiduum  221 
R estsystem e 42 
R esu ltan te  35 
llich tungskosinus 152 
R o to r 188 
Scheitel 129 
Schm iegungsebene 237 
Schm iegungskugel 242 
S ehnentangentenw inkel 

53
Sekans 82, 83 
s im u ltane  D ifferential

gleichungen 267 
singuläre P u n k te  (S tellen) 

223, 232, 238 
Sinus 82, 83 
Skalar 144
skalares P ro d u k t 149 
S onnenw endepunkte 103 
Sonnenzeit 106 
sphärisches D reieck  75 
S ternzeit 106 
stetige Teilung 57 
S te tigkeit 180, 220 
S trah lenbüschel 123 
S treuung  23
Stundenw inkel I Q iy “; .

S u b stitu tio n  (T ransfo r
m a tio n ) 27, 29, 34, 204, 
218, 259 

S üdpunk t 103 
S upp 1 em en ta rd re ik a n t 75 
sym m etrische F u nk tionen  

32
System e von  Gleichungen 

24, 25, 27, 267 
Tag- u . N achtg leiche

p u n k te  103 
Tangens 82, 83 
T angen te 127, 227, 237 
Tangentenkegel 169 
T angentialebene 165, 245 
Torsion 240 
to tales D ifferential 186 
T ransfo rm ation  (S ubsti

tu t io n )  27, 29, 34, 204, 
218, 259 

transzenden te F unk tion  
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transzenden te  Zahl 24 
U nendlich ferne P unk te , 

G eraden, Ebenen 71, 
120, 157, 223 

V ariation 15
V ariation der K onstan ten  

266 
V ektor 144
vektorielles P ro d u k t 150 
V erhältnis 65 
V ertikalkreis 103 
vollständiges D ifferential 

186
vollständiges V iereck 69 
vollständiges V ierseit 70 
Volum en 217 
V olum enprodukt 150 
W ahrer W e rt 198 
W ahrscheinlichkeit 20 
W endepunk t 201, 230 
W estpunk t 102 
JFmiÄÄn'schc D ete rm i

n an te  266 
W urzel 10, 23 
Zeitg leichung 107 
Zen it 102
Z usam m enhang 177 
zyklische V ertauschung  60 
Zylinder 168, 173, 254
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a)  A U S  D E R  S A M M L U N G  G Ö S C H E N
Geschichte der M athem at ik . V on P ro f . D r. H e in r ic h  W ie le itn e r. 2 B än d e . 

1 : V on den ä l te s te n  Z e iten  b is  zu r  W ende des 17. J a h rh u n d e r ts .  
136 S e ite n . N e u d ru c k  1939. I I :  Von 1700 b is  zu r  M itte  des 19. J a h r 
h u n d e r ts . 154 S e iten . N e u d ru c k  1939. (S am m l. G öschen N r. 226, 8751

G eb. je  R M . 1.62

FUnlstellige Logarithm en.  M it m eh reren  g rap h isc h en  R ec h en ta fe ln  u n d  
h ä u fig  v o rk o m m en d en  Z a h lw erten . V on P ro fe sso r A. A dler. Z w eite  
A ufl. 117 S. u . 1 T a f. 1929. (S am m l. G öschen B d . 423) G eb. R M . 1.62 

Der Band enthält die gemeinen Logarithmen der ganzen Zahlen bis iooo , die 
der goniometrischen Funktionen, die wirklichen Werte dieser Funktionen und  
die Reihe von mathematischen, physikalischen und astronomischen H ilfsta tein , 
wie sie fünfstelligen Logarithmentafeln gewöhnlich beigegeben sind.

Vierstellige Tafeln und Gegentafeln fü r  lo g a r ith m lsch es  u n d  tr ig o n o 
m e trisch es  R ec h n en  in  zw ei F a rb e n  zu sam m en g es te llt. V on P ro fesso r
D r. H e rm a n n  S c h u b e rt. N eue A usgabe von  D r. R o b e r t  H a u ß n e r ,
o. ö. P ro fesso r a n  d e r  U n iv e r s i tä t  J e n a .  175 S e ite n . N eu e  A uflage.
1Ö38. (S am m l. G öschen B d . 8 1 ) ............................................... G eb . R M . 1.62

M ath emat is che  F o rm elsam m lu ng .  V on P ro fesso r O. T h . B ü rk le n  t .  Voll
s tä n d ig  u m g e a rb e ite te  N eu au sg ab e  von D r. F . R in g leb . M it 37 F ig u ren . 
D r itte , v e rb esse rte  A uflage . 272 S e ite n . 1936. (S am m lu n g  G öschen 
B d . 51) ................................................................................................ G eb. R M . 1.62

F o rm e l sa m m lu n g  zur  prak t ischen  Mathemat ik .  V on  D r. G ü n th e r  S chu lz . 
M it 10 A b b ild . 147 S. 1937. (S am m lu n g  G öschen B d . 1110.) G eb. R M . 1.62

Mengenlehre.  V on P ro fesso r D r. E . K a m k e . M it 6 F ig u re n . 160 S e lten .
1928. (S a m m l. G öschen B d . 9 9 9 ) ...............................................G eb . R M . 1.62

Arithm et ik . V on  S tu d ie n ra t  P ro f . P a u l  B . F isc h e r . M it 19 A b b ild u n g e n  
152 S e iten . 1938. (S a m m lu n g  G öschen B d . 47) . . . .  G eh. R M . 1.62  

Dieses Bändchen is t  a ls  einführendes W erk gedacht, es beschäftigt sich  
infolgedessen nur m it der niederen A r ith m e tik ;  einige weiterführende Dinge  
werden wenigstens gestreift. Sechs A bschn itte , Zählen  und Zahlen  (I) , B e 
reich der natürlichen ( I I ) ,  ganzen ( I I I ) ,  ra tionalen ( IV ) , reellen (V ) , kom 
plexen  (V I )  Zahlen, und  ein A nhang über einfache arithm etische und geo
m etrische Reihen, Z inseszins- und Rentenrechnung, K om bina torik  und  den 
binom ischen L ehrsatz ste llen  den äußeren Rahm en dar.

Elementare  Algebra vom höheren  Standpunkt .  V on  D r. W o lfg an g  K n il l ,
o. P ro fesso r a n  d e r  U n iv e r s itä t  B o n n . M it 6 Z e ich n u n g en . 1939. (S a m m 
lu n g  G öschen  B d . 9 3 0 . ) .................................................................... G eb. R M . 1.62



Höhere Algebra. V on D r. H e lm u t H asse , o . ö. P ro fesso r d e r  M a th e m a tik  
a n  d e r  U n iv e rs itä t  G ö ttin g en .

I :  L in ea re  G le ichungen . Z w eite , v e rb esse r te  A u flag e . 152 S e lte n . 1933.
(S a m m l. G öschen B d . 9 3 1 ) ...............................................G eb. R M . 1.62

I I :  G le ichungen  h ö h eren  G rades . Z w eite , v e rb e s s e r te  A u flag e . M it 
5 F ig . 158 S e ite n . 1937. (S a m m l. G öschen B d. 932) G eb. R M . 1.62

Aufgabensammlung zur höheren Algebra. V on D r. H e lm u t H asse , o. ö. 
P ro fesso r der M a th e m a tik  a n  d e r  U n iv e r s i tä t  G ö ttin g e n . 160 S eiten .
1934. (S a m m lu n g  G öschen  B d . 1 0 8 2 ) ................................ G eb . R M  1.62

Einführung in die Zahlentheorie . V on D r. A rn o ld  Scholz, D o z e n t d e r  M a
th e m a t ik  a n  d e r  U n iv e r s itä t  K ie l. 136 S e iten . 1939. (S a m m lu n g  
G öschen  B a n d  1 1 3 1 ) ...................... ............................................... G eb . R M . 1.62

Gruppentheorie . V on D r. L u d w ig  B a u m g a r tn e r  in  M ü n ch en . M it 8 F ig u ren . 
120 S e lte n . 1921. (S am m l. G öschen B d . 8 3 7 ) ....................G eb. R M . 1.62

D ete rm in an ten .  V on S tu d ie n ra t  P ro fesso r P a u l B . F isch e r . D r i t t e ,  v e r 
b esse rte  A u f l a g e .  D u rch g eseh en e r N eu d ru ck . 136 S e ite n . 1932. (S am m l. 
G öschen B d . 4 0 2 ) ............................................................................. G eb. R M . 1.62

Dif fe rent ia l rechnung. V on  P ro f. D r. A . W lttln g , O b e rs tu d ie n ra t 1. R . In 
D resd en . Z w eite , v e rb e sse r te  A uflage. M it 94 F ig u ren  u n d  189 B e i
sp ie len . 191 S e lten . 1936. (S a m m l. G öschen B d . 87) . . G eb. R M . 1.62

In teg ra l rech n un g .  V on P ro f . D r. A . W lttin g , O b e rs tu d ie n ra t i. R . in  D res
den . M it 63 F ig u re n  u n d  190 B eisp ie len . 176 S e ite n . 1933. (S a m m l. 
G öschen  B d . 8 8 ) ............................................................................. G eb. R M . 1.62

Repe ti torium und A ufg ab en s am m lu n g  zu r  D if ferent ia l rechnung.  V on
P ro fesso r D r. A. W ittin g . M it 58 F ig u re n  u n d  405 B eisp ielen  u n d  A uf
gaben . 136 S e ite n . 1935. (S a m m l. G öschen B d . 146) . G eb . R M . 1.62

Repe ti to r iu m und  A u fg ab en s am m lu n g  zur  In teg ra l rechn u ng .  V on P ro f . 
D r. A . W ittin g . M it 32 F ig u ren  u n d  305 B eisp ie len . 118 S e ite n . 1934. 

(S a m m l. G öschen B d . 1 4 7 ) .......................................................... G eb . R M . 1.62

E lem enta re  Reihenle hre .  V on D r. H a n s  F a lc k en b erg , P ro fesso r a n  d e r  
U n iv e rs itä t  G ieß en . M it 4 F ig u ren  im  T e x t. 136 S e ite n . 1926. (S am m i. 
G öschen B d . 9 4 3 ) ............................................................................. G eb . RM . 1.62

Komple xe  Reihen  nebst A ufgaben  Uber reelle und komplexe Reihen . V on
D r. H an s  F a lc k en b erg , P ro fesso r an  d e r  U n iv e rs itä t  G ießen . M it 3 F ig u ren  
im  T e x t. 140 S e ite n . 1931. (S a m m l. G öschen B d . 1027) . G eb. R M . 1.62

Gew öhnliche Different ia lg le ichungen.  V on P ro f . D r .  G. H o h e lse l. D r it te ,  
n e u b e a rb e ite tc  A uflage . 126 S e lte n . 1938 . (S a m m l. G öschen B d . 920)

G eb . R M . 1.62

Partielle Differen t ia lg le ichungen . V on P ro f . D r. G . H o h e ise l. 159 S e iten .
1928. (S a m m l. G öschen B d . 1003) . . . . . . . . . .  G eb . R M . 1.62

A u fg ab en s am m lu n g  zu den g ew öhnli chen  und  par t ie l len Dif fe ren t ia l
g le ichungen .  V on  P ro fe sso r D r. G. H oheise l. 148 S e ite n . 1933. (S a m m 
lu n g  G öschen  B d . 1 0 5 9 ) .............................................................. G eb . R M . 1.62

Inte gra lg le ichungen.  V on P ro f . D r. G. H o h e ise l. 136 S e iten . 1936. (S am m l. 
G öschen B d . 1 0 0 9 ) ...............................................................................G eb . R M . 1.62



V aria t ionsrechnung I. V on  D r. L o th a r  K o sc h m ic d e r, o. P ro fe sso r a n  de r 
D eu tsch en  T ech n isch en  H o ch sch u le  in  B rü n n . M it 21 F ig . 128 S e iten .
1933. (S am m l. G öschen B d . 1 0 7 4 ) ....................................... G eb. R M . 1.62

Elemente der F unk tionentheori e .  Von D r. K o n ra d  K n o p p , o. P ro f. a n  der 
U n iv e rs itä t T ü b in g e n . M it 23 F ig . 144 S e iten . 1937. (S am m l. G öschen 
B d . 1 1 0 9 .) ................................................................................................... G eb . RM . 1.02

F unkt ionen theor ie . V on D r. K o n ra d  K n o p p , o. P ro fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t 
T ü b in g en .
E rs te r  T e il: G ru nd lagen  d e r a llg em ein en  T h e o rie  d e r  an a ly tisc h e n  F u n k 
tio n e n . M it 8 F ig u ren . F ü n f te , v e rb esse r te  A uflage. 136 S e iten . 1937.
(S am m l. G öschen B d . 6 6 8 )    G eb. R M . 1.62
Z w eite r  T e il: A n w endungen  u n d  W e ite rfü h ru n g  d e r  a llgem einen  T heo rie . 
M it 7 F ig u ren . V ie rte , ve rb esse rte  A uflage . 138 S e iten . 1931. (S am m l.
G öschen B d . 7 0 3 )  G eb. R M . 1.62

A u fg ab en sam m lu n g  zu r  F unk t ionen theor ie .  V on D r. K o n ra d  K n o p p ,
o. P ro fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t T ü b in g en .
E rs te r  T e il: A ufgaben  z u r  e lem en ta ren  F u n k tio n e n th e o r ie . Zw eite, 
v e rb esse rte  A uflage . 136 S e iten . 1931. (S am m l. G öschen B d . 877)

G eb. R M . 1.62
Z w eiter T e il: A ufgaben  zu r  höheren  F u n k tio n e n th e o r ie . 143 S e iten . 1928. 
(S am m l. G öschen B d . 8 7 8 ) ............................................................. G eb. R M . 1.62

E inführung  In die konform e Abbi ldung. V on D r. L udw ig  B ie b e rb ach ,
o. ö. P ro fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t  B erlin . D r i t te  A u flag e . M it 42 Z e ich 
n u n g en . 136 S e iten . 1937. (S am m l. G öschen B d . 768). G eb. RM . 1.62

Ebene und sphär ische Trigonomet r ie . V on P ro fesso r D r. G erh ard  H esse n 
berg . M it 59 F ig u re n . V ierte  A uflag e . 171 S e lten . 1934. (S am m l. 
G öschen B d . 9 9 )   G eb. R M . 1.62

A nalytische Geometrie der Ebene.  V on D r. R . H a u ß n e r , o. ö . P ro fessor an  
der U n iv e rs itä t  J e n a . Z w eite , v e rb . A uflage. M it 60 F ig u re n . 164 S e iten .
1934. (S am m l. G öschen B d . 6 5 ) ....................................................G eb. R M . 1.62

S am m lu n g  von Aufgaben und Beispielen zur  ana lytischen  Geometrie der 
Ebene m i t  den  vo llstän d ig en  L ösungen . V on D r. R . H a u ß n e r , o. ö. P ro 
fessor a n  d e r  U n iv e r s i tä t  J e n a . M it 22 F ig u ren  im  T e x t. 139 S e iten .
1933. (S am m l. G öschen B d . 2 5 6 ) ............................................ G eb. R M . 1.62

Analytische Geometrie dos R aum es .  Von D r. R o b e r t  H a u ß n e r  o. ö. P ro 
fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t  J e n a .  M it 36 F ig u re n  im  T e x t. 132 Seiten .
1935. (S am m l. G öschen B d . 8 9 ) ...................................................... G eb. R M . 1.62

Koord in atensysteme.  V on P ro fesso r P a u l B . F isch e r, S tu d ie n ra t a m  G y m 
n asiu m  zu B e rlin -S teg litz . M it 8 F ig u ren . Z w e i t e ,  v e rb esse rte  A u f 
la g e .  128 S e iten . 1919. (S am m l. G öschen B d . 507) . . . G eb. R M . 1.62

Nichteuklidische Geometrie. V on P ro fesso r D r. R ic h a rd  B aldua . M it 71 F i 
g u ren . 152 S e ite n . 1927. (S am m l. G öschen B d . 970) . . G eb. R M . 1.62

Algebraische Kurven. N eue B e a rb e itu n g  v on  P ro f . D r. H . W ie le itn e r.
E rs te r  T e il: G es ta ltlich e  V erh ä ltn isse . M it 97 F ig u ren . D urchgesehener 
N eu d ru ck . 146 S e iten . 1930. (S am m l. G öschen B d . 435) G eb. RM . 1.62 
Z w eiter T e il: A llgem eine E ig en sch aften . M it 35 F ig u ren . N eu d ru ck . 
123 S e iten . N e u d ru c k  1939. (S a m m l. G oschen B d . 436). G eb. RM . 1.62



Projekt ive Geometrie . V on P ro fe s so r  D r. K a r l  D o ch lc m an n . N eu e  e in 
b ä n d ig e  A u sg a b e  v o n  D r. H . T im erd in g , P ro f. a n  d e r  T echn ischen  H o c h 
schu le  B rau n sch w e ig . M it 37 F ig u re n . 131 S e ite n . 1937. (S am m l. 
G öschen B d . 7 2 ) ............................................................................... G eb . R M . 1.02

A ufg ab en s am m lu n g  zu r  pro je k tiven  Geometr ie . V on D r. H . T im erd in g , 
P ro fesso r a n  d e r  T ech n isch en  H o ch sch u le  B rau n sch w e ig . M it 05 F ig u re n . 
140 S e iten . 1933. (S a m m lu n g  G öschen  B d . 1060). . . . G eb . R M . 1.62

Differen tialgeometrie I: R a u m k u rv e n  u n d  A n fän g e  d e r  F lä c h e n th e o rie . 
V on D r. R u d o lf  R o th e , o. P ro fe sso r a n  d e r T ech n isch en  H o ch sch u le  
B e rlin . M it 32 A b b ild u n g e n . 132 S e ite n . 1937. (S a m m l. G öschen 
B d . 1 1 1 3 ) ............................................................................................G eb . R M . 1.62

Vektorana lys is . V on D r. S ieg fried  V a le n tin e r , P ro fesso r fü r  P h y s ik  a n  der
B erg a k ad em ie  C la u sth a l. M it 16 F ig u ren . F ü n f t e ,  e rn e u t  du rchges . 
A u f  l ä g e .  13G S e iten . 193S. (S a m m l. G öschen B d . 354) . G eb. R M . 1 .62

Dars tel lende Geometrie . V on D r. R o b e r t  H a u ß n e r , o. ö. P ro fesso r der 
M a th e m a tik  an  d e r  U n iv e rs itä t  J e n a .
E rs te r  T e il: E le m e n te ; E b en fläch ig e  G eb ilde . V i e r t e ,  v e rb esse rte  
A u f l a g e .  M it 110 F ig u ren  im  T e x t. 207 S e ite n . 1930. (S a m m l. G öschen
B d. 1 4 2 ) ................................................................................................G eb. R M . 1.62
Z w eite r T e il: P e rs p e k tiv e  eb en er G eb ild e ; K eg e lsc h n itte . D r i t t e ,  v e r
b esse rte  u n d  v e rm e h r te  A u f l a g e .  M it 88 F ig u re n  im  T e x t. 168  S e iten .
1930. (S am m l. G öschen B d . 1 4 3 ) ............................................. G eb. R M . 1.62
D r i t t e r  T e il:  Z y lin d e r, K egel, K ugel, R o ta tlo n s -  u n d  S chraubenflftchen , 
S c h a t te n k o n s tru k tio n e n , A x o n o m etrie . V on D r. R o b e r t  H a u ß n e r , o .ö . P ro 
fessor d e r  M a th e m a tik  a n  d e r  U n iv e rs itä t  J e n a , u nd  D r. W olfgang H aack , 
D o zen t fü r  M a th e m a tik  a n  d e r  T ech n isch en  H o ch sch u le  D an z ig -L an g fu h r. 
M it 65 F ig u ren  im  T e x t. 141 S e lten . 1931. (S a m m lu n g  G öschen B d. 141)

G eb. R M . 1.62
V ie r te r  T e il: F re ie  u n d  g eb u n d e n e  P e rs p e k tiv e , P h o to g ra m m e tr ie , k o 
t i e r te  P ro je k t io n . V on D r. R o b e r t  H a u ß n e r , o. ö. P ro fesso r d e r  M a th e 
m a tik  a n  d e r  U n iv e r s itä t  J e n a ,  u n d  D r. W olfgang  H a a c k , D o zen t fü r 
M a th e m a tik  a n  d e r T e ch n . H o ch sch u le  D an z ig -L an g fu h r. M it 76 F ig u re n  
im  T e x t .  144 S e iten . 1933. (S a m m l. G öschen  B d . 1063). G eb . R M . 1.62

W ahrsch e in l ich k e i ts rech n un g .  Von P ro fesso r D r. O tto  K n o p f .I .  112 S e lten . 
1923. I I .  M it 10 F ig u re n . 112 S e lte n . 1923. (S a m m l. G öschen B d . 508 
u n d  8 7 1 ) ............................................................................................ G eb. je  R M . 1.62

Ausg le ic hungsrechnung  nach  der Methode der kle ins ten Q uadra te . Von
P ro fesso r W ilhelm  W e itb re c h t. Z w e i t e ,  v e rä n d e rte  A u f l a g e .
I .  T e il:  A b le itu n g  d e r  g ru n d le g en d en  S ä tz e  u n d  F o rm e ln . M it 8 F ig u re n . 
N eu d ru ck . 127 S e iten . 1938. (S a m m l. G öschen B d . 302) G eb . R M . 1.62
I I .  T e il: Z ah lenbeisp ie le . M it 8 F ig u re n . N eu d ru ck . 141 S e iten . 1920. 
(S a m m l. G öschen B d . 6 4 1 ) ..........................................................G eb . R M . 1.62

V ers ich eru ng sm a them at ik .  V on D r. F r ie d r ic h  B ö h m , P ro fe sso r a n  de r 
U n iv e rs itä t M ünchen.
I . E lem e n te  d e r  V e rs io h en m csre ch n u n g . 2 ., v e rm e h r te  u . v e rb e sse r te  
A uflage . 144 S e iten . 1937. (S am m lu n g  G öschen B d . 180) G eb  R M . 1.62
I I .  L e b en sv e rs ich e ru n g sm a th em a tik . E in fü h ru n g  in  d ie  te ch n isch en  
G ru n d lag en  d e r  S oz ia lvers iche rung . 171 S e lten . 1926. (S a m m l. G öschen 
B d . 9 1 7 ) ....................................................................................................G eb. R M . 1.62

Der erste Band behandelt den Z ins als erste, die Sterbetafel als zweite Rech
nungsgrundlage, die Prämienreserve und die Versicherung verbundener Leben. 
Der zweite Band enthält außer einer eingehenden Behandlung der Lebensver- 
siekerungsmathematik eine Einlührung in  die technischen Grundlagen der S o z ia l
versicherung.



Polit ische A ri thm et ik . (Z in sesz in sen -, R e n te n -  u n d  A n le ih erech n u n g .) V on 
D r. E m il F o e rs te r , H o n o ra rd o z e n t an  d e r  T ech n isch en  H o ch sch u le  in  
W ien . M it 7 F ig u re n . 155 S e iten . 1924. (S am m l. G öschen B d . 879)

G eb. R M . 1.62
Graphische Dars te l lung In W issenschaf t und Technik . V on P ro fesso r D r. 

M. P ira n i .  Z w e i t e ,  v e rb esse rte  A u f  l ä g e ,  beso rg t d u rch  D r. J .  R u n g e . M it 
71 A b b ild u n g e n . 149 S e it . 1931. (S am m l. G öschen B d . 728) G eb. R M . 1.62 

Von der einlachen Darstellung von Größen mit unbekanntem Zusammenhang 
in  Form von Kurven oder Skalen ausgehend, geht der Verfasser zur Darstellung 
von Größen bekannter Abhängigkeit ( Funktionsskalen, insbesondere logarithmische 
projektive Teilung)  über und bespricht dann die Aufstellung von Rechentafeln 
namentlich mit der Methode der fluchtrechten Punkte oder mit H ilfe  mehrerer 
gekreuzter L in ien .

Numer ische In te gra tion .  V on P ro fesso r D r. F r . A. W illera. M it 2 F ig u ren . 
116 S e ite n . 1923. (S am m l. G öschen B d . 864) . . . .  G eb. R M . 1.62

Graphische In te g ra tion . V on P ro fesso r D r. F r . A . W illers. M it 53 F ig u ren . 
142 S e iten . 1920. (S am m l. G öschen B d . 801) . . . .  G eb. R M . 1.62

Prakti sc hes  Z a h len rec h n en .  V on P ro fesso r D r.-In g . P . W e rk m e is te r . M it 
60 F ig u ren . Z w e i t e ,  v e rb esse rte  A u f l a g e .  136 S e iten . 1929. (S am m l. 
G öschen B d . 40 5 )....................................................................................G eb. R M . 1.62

Mathemat is che  In s t ru m en te .  V on P ro fesso r D r. F r . A. W illers. M it 68 F i 
g u ren . 144 S e iteu . 1926. (S am m l. G öschen B d . 922) . . G eb. R M . 1.62

Geodäsie (L an d esv e rm essu n g  u . E rd m essu n g ). V on P ro f . D r .G u s ta v  F ö rs te r . 
M it 33 F ig u re n . 122 S e iten . 1927. (S am m l.G ö sch en  B d .102) G eb. R M . 1.62

Vermessungskunde. V on P ro fesso r D r.- In g . 1*. W e rk m e is te r .
I :  S tllckm essung  u nd  N ivellie ren . M it 145 F igu ren . S e c h s t e  A u f l a g e .  

1C2 S eiteu . 1938. (S ara in i. G öschen B d. 468) . . . G eb. R M . 1.62 
I I :  M essung von H o rizo n ta l w inkeln , F estleg u n g  von P u n k te n  im  K o 

o rd in a te n sy s te m . A bsteck u n g en . M it 93 F ig u ren . V i e r t e  A u f l a g e .  
147 S e lten . 1939. (S am m l. G öschen B d . 469) . . . G eb. R M . 1.62 

I I I :  T rig o n o m e trisch e  u n d  b a ro m e trisch e  H öhen m essu n g . T a ch y m e tr le  
u n d  T op o g rap h ie . M it 63 F ig u ren . D r i t t e  A u f l a g e .  144 S e iten .
1934. (S am m l. G öschen B d . 8 6 2 ) .................................... G eb . R M . 1.62

Graphische Sta tik m i t  besonderer B e rü c k sich tig u n g  d e r E in f lu ß lin ie n . Von
D ip l.-In g . O tto  H enkel, B au in g en ie u r u n d  S tu d ie n ra t  a n  de r B a u 
gew erkschu le  in  E r fu r t .  2 T e lle . 1929. (S am m l. G öschen  B d . 603 u . 695).

G eb . R M . 1.62
Stat ik . I .  T e il: D ie G rund lagen  d e r  S ta t ik  s ta r r e r  K ö rp e r. Von P ro fesso r 

D r.- In g . F e rd . S ch le icher in  B e rlin . M it 47 A bb ild u n g en . 143 S e iten . 
1930. (S am m l. G öschen B d . 1 7 8 ) ............................................   G eb. R M . 1.62

D ynam ik .  Von P ro f. D r. W ilhelm  M üller. I :  D y n am ik  des E inzelkö rpe rs. 
M it 70 F ig u ren . 160 S e iten . 1925. (S am m l. G öschen B d . 902) G eb .R M . 1.62 
I I :  D y n a m ik  von K ö rp e rsy stem en . M it 51 F ig u re n . 137 S eiten . 1925. 
(S am m l. G öschen B d . 9 0 3 ) ............................................................. G eb. R M . 1.62

Hydrau lik . V on P ro fesso r D ip l.-In g . W . H a u b e r  in  S tu t tg a r t .  Z w e i t e ,  
v e rb esse rte  u n d  v e rm e h rte  A u f l a g e .  N eu d ru ck . M it 45 F ig u ren .
156 S e iten . 1925. (S am m l. G öschen B d . 3 9 7 ) ................... G eb. R M . 1.62

Das Buch enthält eine Darstellung der Hydrostatik und bringt aus der Hydro
dynamik: A u sflu ß  des Wassers aus Gefäßen; Überfall des Wassers über Wehre; 
D ie Bewegung des Wassers in  F lüssen und Kanälen; D ie Bewegung des Wassers 
in Röhren m it konstantem Querschnitt; Stoß eines zylindrischen oder prisma
tischen Wasserstrahls auf eine Zylinder/läche.



Elastiz itä ts lehre für Ingen ieure.  Von P ro fesso r D r.-In g . M ax E n ß lln  an  
d e r  H ö h eren  M asch ineubauschu le  E ß lin g en . 2 B de. (S am m l. G öschen 
B d . 519 u n d  9 5 7 ) ........................................................................... G eb. je  R M . 1.62

E in füh ru n g  In die geometr lscho Optik. V on D r. W . H in r lc h s , B erlin -W ilm ers 
do rf. M it 56 F ig u re n . Z w e i t e ,  ve rb esse rte  A u f l a g e .  143 S e ite n . 1924. 
(S am m l. G öschen B d . 5 3 2 ) ......................................................... G eb. R M . 1.62

Technische Tabellen und Formeln .  V on R e g .-B a u ra t a . D . P ro f. D r.- In g . 
W . M üller. M it 105 F ig u ren . D r i t t e ,  v e rb esse rte  u n d  e rw e ite r te  A u f l a g e .  
151 S e ite n . 1930. (S am m l. G öschen B d . 5 7 9 ) ................... G eb. R M . 1.62

b) W E I T E R E  L I T E R A T U R

J o u r n a l  für  die reine und  an gew andte  M athem at ik . G e g rü n d e t von 
A. L . C relle 1826. H erau sg eg eb en  von  H e lm u t H asse . B a n d  1 — 140 
P re ise  a u f  A nfrage, B an d  141— 144 je  R M . 16 .—, B an d  145— 147 je  
RM . 12 .—, B a n d  148— 151 je  R M . 10.— , B a n d  152 R M . 12 .—, B a n d  153 
RM . 17.50, B and  154 R M . 30 .—, B an d  155 u . 156 je  R M . 36 .— , B an d  157 
u. 158 (J u b ilä u m s b a n d  I /1 I) , B a n d  159— 166 je  R M . 36.— , B an d  167 
11M. 5 0 — , B an d  168 R M . 3 6 . - ,  B a n d  169 R M . 35.— , B a n d  170 R M . 35.— , 
B a n d  171— 180 je  R M . 30 .— .

Das von A . L . Crelle gegründete „ Journal für die reine und angewandte M athe
m atik1' darf auf eine über hundertjährige ruhmvolle Vergangenheit zurückblicken. 
Seit seiner Gründung im Jahre 1826 wurde es der Sammelplatz für die Arbeiten 
der großen Männer, welche seit dieser Zeit der Mathematik einen neuen A u f
schwung gaben.

J a h r b u c h  über die F orts chrit te  der M athemat ik . H e rausgegeben  a b  B a n d  51 
von  d e r  P reu ß isch en  A k ad em ie  d e r  W issenschaften . S c h rif t le itu n g : 
H e lm u t G ru n sk y . J e d e r  d e r  n eu e ren  J a h rg ä n g e  u m fa ß t  8— 9 H e fte  ä  
10 D ru ck b o g en . P re is  je d es  H cfte3  R M . IS .— . D ie P re ise  d e r  f rü h e re n  
J a h rg ä n g e  w erd en  a u f  W u n sch  m itg c te il t .

Das „Jahrbuch über die F ortschritte  der M a them a tik"  bringt eingehende 
Besprechungen säm tlicher periodischen und nichtperiodischen Neuerscheinun
gen a u j dem Gebiete der M athem atik  und  ihrer w ichtigsten Anwendungen. 
A uch  die Geschichte und d ie Grundlagen aer M athem atik  finden  sorgfältige 
Berücksichtigung.
D as J a h rb u c h  k a n n  a b  B a n d  51 (1925) n ic h t n u r  a ls  G anzes, so n d e rn  
au c h  in  e in ze ln en  S o n d e rh e ften  bezogen  w erd en . J e d e s  S o n d e rh e ft u m 
fa ß t  e in en  o d e r zw ei d e r  H a u p ta b s c h n i t te  d es  J a h rb u c h s .  E s  e rscheinen  
fo lgende S o n d e rh e f te : I .  G esch ich te . G ru n d lag en  d e r  M a th e m a tik . 
A b s t r a k te  M engen leh re . I I .  A r ith m e tik  u n d  A lg eb ra . I I I .  A n a ly s is . 
IV . G eo m e trie . V. A n g ew an d te  M a th e m a tik . —  P re ise  a u f  A n frag e .

Geschichte der M athem at ik .  I .  T e il: V on d en  ä l te s te n  Z e iten  b is  C artes lu s . 
Von P ro fesso r D r. S . G ü n th e r  in  M ünchen . M it 56 F ig u re n . V I I I ,  
428 S e iten . N eu d ru ck  1927. (S am m l. S c h u b e rt B d . 18) . G eb. R M . 17.40
I I .  T e il: V on C artes lu s  b is  zu r W ende des 18. J a h rh u n d e r ts .  V on P ro f . 
D r. H e in r ic h  W le le itn e r. 1. H ä lf te :  A rith m e tik . A lgebra, A naly sis . M it 
6 F ig u re n . V II I ,  251 S e lte n . 1911. (S am m l. S c h u b e r t . B d . 63.) G eb. 
R M . 8.40. 2. H ä lf te :  G eo m e trie  u n d  T rig o n o m e trie . M it 13 F ig u re n . 
V I, 220 S e ite n . 1921. (S am m l. S c h u b e rt B d .64) . . . .  G eb. R M . 3.50



Geschichte der E lem e n ta r -M a th e m a t ik  in sys temati scher  Dars te llung . Voii 
P ro fesso r D r. J o h a n n e s  T ro p fk e , O b e rs tu d ie n d irc k to r  i. l t . ,  B e rlin . 
L e x ik o n -O k tav .
B an d  1 : R e c h n en . V II , 222 S e lten . 5. A ufl., 1930.

R M . 12 .—, geb . R M . 13.20 
B and  2: A llgem eine A r ith m e tik . IV , 266 S e iten . 3. A ufl., 1933.

RM . 1 2 — , geb . R M . 13.20 
B and  3 : P ro p o rtio n e n , G le ich u n g en . IV , 239 S e lte n . 3 ., v e rb esse r te  u .

v e rm e h r te  A ufl., 1937 ......................... R M . 10 .— , geb . 1ŁM. 11 .—
B and  4 : E b e n e  G eom e trie . IV , 240 S e iten . 2. A u fl., 1922.

R M . 9.— , geb . R M . 10 .— 
B a n d  6 : I .  E b e n e  T rig o n o m etrie . I I .  S p h ä rlk  u n d  sp h ä risch e  T rig o n o 

m e tr ie . IV , 185 S e iten . 2. A ufl., 1923. R M . 7.50, geb . R M . 8.50 
B an d  6 : A nalysis , A n a ly tisch e  G eom etrie . IV , 169 S e ite n . 2. A ufl., 1924.

R M . 7 .—, geb . R M . 8 .— 
B a u d  7 : S te re o m e trie . V erzeichn isse. V, 128 S e ite n . 2. A ufl., 1924.

R M . 6.50, geb . R M . 7.50

Mathemat ische  Forschung  In den le tzten 20 J a h r e n .  R ede , g e h a lte n  am  
31. J a n u a r  1921 v o r  d e r  M a th e m a tisch en  G esellschaft B enares von 
d e ren  V orsitzendem  G anesh  P ra s a d . A us dem  E n g lisch en  ü b e rs e tz t von 
I )r . F r ie d r ic h  L ange. G ro ß -O k tav . 37 S e iten . 1923 . . . .  R M . 0.80 
D a n o l b e  ln  e n g l i s c h e r  S p rach e . 1923 ......................................... R M . 0.80

Neue Rechentafe ln . F ü r  M u ltip lik a tio n  und  D iv ision  m i t  a llen  e in - bis 
v ie rste lligen  Z ah len . H erausgegeben  von  P ro fesso r D r. J .  P e te rs . O bse r
v a to r  a m  A stro n o m isch e n  R e c h e n in s ti tu t.  F o lio -F o rm a t. V I, 500 S eiteu .
1909  G eb. R M  2 0 .—
Diese R ec h en ta fe ln  von  P e te rs  s in d  eben fa lls  in  f r a n z ö s i s c h e r  wie 
e n g l i s c h e r  A usgabe  zu h a b e n ..........................................G eb. je  R M . 20 .—

Dr. A. L. Crelles Rechentafe ln , w elche alles M u ltip liz ie ren  u n d  D iv id ieren  
u ii t  Z ah len  u n te r  T au sen d  g an z  e rsp a ren , be i g rö ß eren  Z a h len  a b e r  
d ie  R ec h n u n g  e r le ich te rn  u n d  s ich e re r m ach en . N eue A usgabe. B esorg t 
von O. S eeliger. M it T afe ln  d e r  Q u a d ra t-  u nd  K u b ik za h len  von l — 1000. 
V II, 501 S e iten . F o lio . 1938. G eb . R M . 22 .—
D iese R ec h en ta fe ln  von  C relle liegen au c h  in  e n g l i s c h e r  u nd  f r a n z ö 
s i s c h e r  A usgabe vo r. G eb . je  R M  22.—

R echen-Resu lta te . T a b e llen  zu m  A b lesen  d e r  R e s u lta te  von  M u ltip lik a 
tio n e n  u n d  D iv is io n e n  b is  100 x  1000 <=* 100 000 in  B ru c h te ile n  u n d  ganzen  
Z a h le n  sow ie fü r  R e c h n e n  m i t  Z a h len  je d e r  G röße, R ad iz ie re n  (W u rze l-  
su ch en ) n ac h  v e re in fa c h te m  V e rfa h re n . V on  F .  T rieb e i, T ech n isch em  
O b erin sp e k to r  d e r  R e ich sd ru ck e re i i. R . S ech s te  A u flag e , 21 .— 25. T a u 
sen d . M it S e ite u re g is te rn . 290  S e ite n . (V erlag  v o n  M. K ra y n .B c r lin ) .

G eb . R M  18.—

Fünfstellige Logari thm enta fe ln  d e r  tr ig o n o m e tr isc h e n  F u n k tio n e n  für je d e  
Z e itsek u n d e  des Q u a d ra n te n . H erau sg eg eb en  v on  P ro f . D r. J .  P e te rs , 
O b se rv a to r  a m  A stro n o m isch en  R e c h e n in s ti tu t.  L e x ik o n -O k tav . IV , 
82 S e iten . 1 9 1 2 .....................................................................G eb . R M . 7 .—

Vollständige logar lthm ls che  und tr igonometr is che  Tafeln. Von P ro fesso r
D r. E . F . A u g u st. N e u n u n d v ie rz ig s te  A uflage  in  d e r  B e a rb e itu n g  von  
P ro fesso r D r. F . A u g u st. O k ta v . V II, 204 S e iten . 1931 G eb . R M . 2 .—

Vierstellige Loga r ithm enta fe ln . V on P ro fe s so r  D r. M ax Z a ch a ria s  u nd
D r. P au l M eth . G ro ß -O k tav ....43 S e iten . 1927 ...................G eb. R M . 1.50



Logarlthmlsche  Rechenta fe ln  für Chemiker , P h a rm a zeu te n ,  Mediziner und 
Physiker.  G e g rü n d e t von P ro fesso r D r. F . W . K ü s te r  f-  F ü r  den  Ge
b rau ch  im  U n te r r ic h ts la b o ra to r iu m  und  ln  d e r  P ra x is  b e re c h n e t und  
m i t  E r lä u te ru n g e n  verseh en . N ach  dem  geg en w ärtig en  S ta n d e  d e r  
F o rsch u n g  b e a rb e ite t  von  D r. A. T h ie l, o. ö. P ro fesso r d e r physik a lisch en  
Chem ie, D ire k to r  des P h y sik .-C h em . I n s t i tu ts  d e r  U n iv e rs itä t  M arburg . 
E in u n d v ie rz ig s te  b is  fü n fu n d v ie rz ig s te  A uflage. O k ta v . 216 S e iten . 
1935 ...........................................................................................................G eb. RAI. 6.80

Fünfste llige  Tale in  der Kreis- und Hyperbelfunkt ionen sowie der Funk tionen
fX und e - x  m i t  d en  n a tü r lic h e n  Z ah len  a ls  A rg u m en t. Von D r.-In g . 
K c iich i H ay a sh l, P ro fesso r a n  d e r  K a ise rlich en  K y u sh u -U n lv e rs itil t  
F u k u o k a -H a k o sa k i, J a p a n .  O k ta v . IV , 182 S e ite n . N eu d ru ck  1938.

RAI. 9 .—
Der bekannte japanische Verfasser hat aus der Notwendigkeit, die Werte 

beider Funklionsarten gleichzeitig zur Verfügung zu haben, Tafeln berechnet, in 
denen nicht nur die Hyperbelfunktionen, sondern auch die Kreisfunktionen tnil 
verschieden großen Abstufungen, auf fünf Dezimalstellen angewendet sind. Die 
Anordnung dieser Tafeln  ist äußerst praktisch, Druck und Papier sind ausge
zeichnet, so daß die Benutzung sich bequem und einfach gestaltet. Für alle, die 
zahlenmäßige Rechnungen mit den genannten Funktionen häufiger auszuführen 
haben, ist der Gebrauch der Tafeln als praktisch und zeitsparetul zu empfehlen.

M ath emat is che  Mußestunden. E in e  S am m lu n g  von  G edu ld sp ie len , K u n s t
s tü c k e n  u n d  U n te rh a ltu n g sau fg ab e n  m a th e m a tisc h e r  N a tu r . V on P ro f . 
D r. H e rm a n n  S c h u b e r t .F ü n f t e  A u f l a g e ,  neu  b e a rb e ite t  v on  P rofessor 
D r. F . F i t t in g ,  A Iünchen -G ladbach . O k ta v . 2 6 0 S e iten . 1935. G eb. RAI.4.80  

Dieses bekannte hier in  der 5. A uflage erscheinende Buch wendet sich  in  erster 
L in ie an Jen mathematischen Laien , den es in leicht faßlicher und spannender 
Form  in  das Wesen der verbreiteten m athematischen S p ie le  einführen w ill. 
Doch sind auch einzelne Abschnitte auf genommen, welche sich, oft durch kleineren  
Druck gekennzeichnet, hauptsächlich an den mathematisch interessierten Leser 
uenden und diesem Anregungen zu eigenen Untersuchungen au f dem Gebiete 
der Unterhaltungsm athematik geben wollen.

Le hrbuch der M ath em at ik  für  Studierende  der Natu rw is senschaften  und 
der Te chnik .  E in e  E in fü h ru n g  ln  d ie  D iffe ren tia l-  u n d  In te g ra lre c h n u n g  
u n d  ln  d ie  a n a ly tisc h e  G eo m e trie . V on P ro fe s so r  D r. G eorg  Scheffers . 
M it 438 F ig . S ieb e n te  A ufl. L e x .-O k t. V I I I ,  743 S. 1938 G eb. RAI. 15 .— 

Dieses vor allem für Studierende der Naturwissenschaften und der Technik 
geschriebene Lehrbuch ist in  erster L in ie für den Selbstunterricht bestimmt und 
geht daher von dem denkbar geringsten M aß von Vorkenntnissen aus: der Leser 
braucht nur im Buchstabenrechnen, in  der Auflösung von Gleichungen ersten 
Grades mit einer Unbekannten und in der niederen Geometrie bewandert zu sein.

Lehrbuch  de r  h öheren  M a th e m a t ik  fü r  U n iv e rs itä te n  u n d  T e ch n isch e  H o ch 
sch u le n , b e a rb e i te t  n a c h  d en  V o rlesungen  v o n  D r. G e rh a rd  K ow alew sk i,
0 . P ro f. a n  d e r  T ech n isch en  H o ch sch u le  zu  D resd en , 0. M itg lied  d e r  
S ächsischen  A k ad em ie  d e r  W issen sch aften  zu  L e ip z ig . 3 B än d e . 1933.
J e d e r  B a n d  Is t e inzeln  k äu flic h .................................................G eb . je  R M . 3.80

I .  V e k to rre c h n u n g  u n d  a n a ly tisc h e  G eom e trie .
I I .  H a u p tp u n k te  d e r  a n a ly tis c h e n  G eo m e trie  des R au m es . —  G ru n d 

b eg riffe  d e r  D iffe ren tia l-  u n d  In te g ra lre c h n u n g .
I I I .  F o r ts e tz u n g  d e r  D iffe ren tia l-  u n d  In te g ra lre c h n u n g . — D iffe re n tia l

g le ich u n g en . D iffe ren tia lg eo m e trie . F u n k tio n e n  e in er kom p lex en  
V erän d e rlich e n . —  P ro b lem e  d e r  V a ria tio n s re c h n u n g .

„ . . . K la re  und anschauliche Darstellung, mathematische Strenge, pädago
gisches Geschick in  der Verwertung der jew eils geeigneten Methoden (ich  weise 
auf die durchgängige Verwendung der Vektorrechnung h in), Geschlossenheit in



dem S in n , daß alle H ilfsm itte l, die für die Darstellung nötig sind, in  dem 
Werk selbst bereitgestellt werden, A llgem einheit der leitenden Gesichtspunkte 
und W eite des B lick s  sowie Veranschaulichung der vorgetragenen Theorien  
durch geeignete Anwendungen zeichnen es aus.“

Unterrichtsblätter für M athem atik, N r . 5 ,1 9 3 5 .

Grundbegrif fe und H auptsät ze  der höheren M athemat ik ,  in sb eso n d ere  fü r  
In g e n ie u re  u n d  N a tu rfo rs c h e r . V on  D r. G e rh a rd  K o w a lew sk i, 0 . P ro 
fesso r a n  d e r  T e ch n isch en  H o ch sch u le  zu  D resd en . M it 40 F ig u re n .
G ro ß -O k ta v . 150 S e iten . 1938 ............................................... G eb . R M . 5 .—

D ieses B u ch  w ill den jungen Ingenieuren und Naturforschern behilflich  
sein, die Grundbegriffe und H auptsätze der höheren M athem atik klar zu 
erfassen. E s  stü tzt sich  au f eine fast 40-jährige Lehrerfahrung des V er
fassers an U niversitäten und Technischen H ochschulen. Angesichts der 
starken Zurückdrängung der M athem atik in  den Lehrplänen unserer höheren 
S chu len  ist es an den H ochschulen mehr denn je  notwendig, m it allen  
M itte ln  vereinfachender D arstellungskunst dafür zu sorgen, daß wenigstens 
die G rundkenntnisse der höheren M athem atik fest angeeignet werden, ohne 
die ein  gedeihliches Studium  der Technik und Naturw issenschaf t undenkbar 
is t. H ierbei w ill dieses B u ch  m ithelfen. In h a lt: Vektorrechnung und 
Determ inantentheorie. — Lehre von den Grenzwerten. — D ifferen tia l- und 
Integralrechnung.

E in füh ru n g  in die A x iom a t lk  der Algebra.  V on D r. H . B eck , o. P ro fesso r 
an  d e r  U n iv e rs itä t  B o n n . X , 197 S e ite n . 1926. (G öschens L e h rb ü ch e re i
B d . 6 ) .............................................................................R M . 9 .— , geb . R M . 10.50

Das vorliegende Buch enthält im wesentlichen den Stoff einer an der Bonner 
U niversität gehaltenen Anfängervorlesung: es erschöpft sich nicht in  axiomatischen 
Dingen, sotidern bringt darüber hinaus eine Reihe anderer Gebiete, die der S tu 
dierende braucht.

Algebra  I :  Die G rundlagen. V on D r. O sk a r P e rro n , o. ö. P ro fesso r an  
d e r  U n iv e rs itä t M ünchen . Z w eite , ve rb esse rte  A uflage . M it 4 F ig u ren . 
V I I I ,  301 S eiten . 1932. (G öschens L eh rb ü ch e re i B d . 8) G eb. R M . 11.50

Algebra  I I :  Theor ie  der a lgebraischen Gle ichungen.  V on D r. O sk a r P e r ro n ,
0 . ö . P ro fesso r an  d e r U n iv e r s itä t  M ünchen . Z w eite , v e rb esse rt«  A uflage. 
M it 5 F ig u re n . V I I I ,  261 S . 1933. (G ö sch en s  L e h rb ü c h e re i B d . 9)

G eb. R M . 9.50
Band I  enthält die Grundbegriffe, es folgt ein K apitel über den polynomischen 

und den Taylorschen Satz und der für den Ingenieur wichtige Abschnitt über 
Determinanten. Anschließend folgen K ap itel über symmetrische Funktionen  
Teilbarkeit und über die Existenz von Wurzeln. Band I I  ist der Gleichungs
theorie geicidmet.

Ein fü h ru ng  in die D ete rm inan ten theor ie  e in sc h lie ß lich  d e r  F redho lm schen  
D e te rm in a n te n . V on D r. G erh ard  K ow alew sk i, o . P ro fesso r an  der 
T echn ischen  H o ch sch u le  in  D resd en . Z w eite , ve rb esse rte  A uflage. G roß- 
O k ta v . I V .  304 S e lte n . 1925 ........................ R M . 1 4 .—, geb . R M . 15.50

Grundlehren  der neue re n  Z ah len theor ie . V on P ro fesso r D r. P a u l B ac h m an n . 
D r i t te ,  n eu  d u rchgesehene A uflage . H erau sg eg eb en  von  D r. R o b e rt 
H a u ß n e r , o rd . P ro fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t  J e n a .  M it 10 F ig u ren . X V I, 
252 S e lte n . 1931. (G öschens L e h rb ü c h e re i B d . 3) R M . 9.50, geb . R M . 10.50

Synthet ische  Zah le n theor ie .  Von D r. R u d o lf  F u e te r , o. P ro fesso r an  der 
U n iv e rs itä t Z ü rich . Z w eite , v e rb esse rte  A uflage . V I I I ,  276 S e iten . 1925. 
(G öschens L e h rb ü ch e re i B d . 4 ) ........................R M . 10 .—, geb . R M . 12 .—



Das Ferm a tp rob lcm  in seiner  bisherigen E n twick lu ng . Von P rofessor
D r. P a u l B a c h m a n n . O k ta v . V I I I ,  160 S e ite n . 1919 . . . .  U M . 2.50 

I n  der vorliegenden Abhandlung gibt der Verfasser eine Übersicht von den 
Beweisverfahren und den Theorien, welche E uler, Legendre, Gauß, D irichlet, 
Kumm er und andere Forscher in  ihren Studien über das allgemeine Fcrm at- 
problem angewandt und entwickelt haben.

I r ra tionalz ah le n ,  V on D r. O sk a r P e rro n , o. ö . P ro fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t
M ünchen. Z w eite , du rch g es . A ufl. V I I I ,  199 S e iten . 1939. (G öschens
L e h rb ü c h e re i B d . l ) .............................................................................G eb. ItM . 9.80

K om ple x-Sym bolik ,  e ine  E in fü h ru n g  in d ie  a n a ly tisc h e  G eo m e trie  m e h r
d im e n s io n a le r  B ä u m e . V on P ro f . D r. l to la n d  W citzeu b ö ck . (S a m m 
lu n g  S c h u b e r t  B a n d  LY  11.) G r. S° V I, 191 S . 1908. G eb . R M . 0.40

Reihenentwicklungen in der mathematischen  Physik. Von D r . J o se f  L ense ,
0. ö . P ro fesso r d e r  T ech n isch en  H ochschu le  M ünchen . M it 30 A b b ild u n 
gen . 178 S e iten . 1 9 3 3 ........................................................ G eb . R M . 9.50

Gew öhnliche Dif feren tialgle ichungen . V on D r. J .  H o rn , em . o. P ro fesso r an  
d e r  T ech n isch en  H o ch sch u le  D a rm s ta d t.  D r i t t e  A uflage . M it 4 F ig u ren . 
V I I I ,  195 S e iteu . 1937. (G öschens  L e h rb ü c h e re i B d . 10). G eb. RM . 10.50

Par tiel le  D if feren tialgleichungen . V on D r. J .  H o rn , c m .o .  P ro fesso r an  d e r  
T ech n isch en  H o chschu le  D a rrn s ta d t. Z w eite , u m g e a rb e ite te  A uflage. 
M it 8 F ig u re n . V I I I ,  228 S e lte n . 1929. (G öschens  L e h rb ü c h e re i B d . 14)

RAI. 11 .— , geb . RAI. 12 .— 
Grundzage und  Aufgaben der  Differential- und Integra lrechnung  n e b s t den  

R e s u lta te n . V on D r. H . D ö lp . N eu  b e a rb e i te t  v on  D r. E u g e n  N e tto , 
18. A uflage . O k ta v . 214 S e iten . 1935. (V erlag  v on  A lfred  T ö p e lm a n n ,
B erlin  W  35.) .  RM . 1.95

Das Bändchen ste llt eine elementare Aufgabensammlung zur D ifferential- und 
Integralrechnung m it eingefügten Erläuterungen dar. Der erste Abschnitt, D iffe
rentialrechnung für Funktionen einer und mehrerer Veränderlichen, bringt die 
Differentiation der elementaren Funktionen, einschließlich im plizite Funktionen, 
die Erm ittlung der Werte unbestimmter Formen, M axim a und M inim a , Taylor- 
sehe Reihe. Der zweite Abschnitt, Integralrechnung, führt das Integral als un
bestimmtes ein, entwickelt die Integrationsformeln im Bereiche der elementaren 
Funktionen und geht dann kurz auf das bestimmte Integral ein. Schließlich  
werden noch verhältnismäßig ausführlich geometrische Anwendungen der In 
finitesimalrechnung gebracht: Tangentenbeslimmung, singuläre Punkte, K rüm 
mung; Quadratur, Rektifikation, Kubatur.

In teg ra lg le ichungen. V on D r. G erh ard  K ow alew sk i, o . P ro fesso r a n  d e r  
T echn ischen  H ochschu le  D resd en . A lit 11 F ig u ren . G ro ß -O k tav . 302 S e iten . 
1930. (G öschens L e h rb ü ch ere i B d . 18) . . RAi. 15.— , geb . R M . 16.50

Differential- und In tegral rechnung. U n te r  b e so n d e re r  B e rü c k s ic h tig u n g  
n eu e re r E rg e b n isse . V on D r. O tto  H a u p t ,  P ro fe sso r a n  d e r U n iv e rs itä t  
E r la n g e n . U n te r  M ita rb e it  v o n  D r. G eorg  A u m aiin , P ro fe s so r  a n  d e r  
U n iv e r s i tä t  F r a n k f u r t  (M ain). G ro ß -O k tav . 193S.
1. B a n d : E in fü h ru n g  in  d ie  re e lle  A n a ly s is . M it 2 F ig u re n . 190 S eiten .

G eb . R M . 11.20
2. B a n d :  D iffe re n tia lre c h n u n g . 168 S e i t e n ..................... G eb. RAI. 9 .80
3. B a n d :  I n te g ra lre c h n u n g . 183 S e i t e n ..............................G eb. U M . 10 .60

(G ö sch en s L e h rb ü c h c re i B a n d  24, 25, 20 .)
Der erste B and  bringt alles fü r  das Verständnis der D ifferen tia l- und  

In tegralrechnung Erforderliche u nd  dam it zugleich eine E in führung  in  die 
w ichtigsten Begriffsbildungen und  Verfahren der reellen A v a ly s is  überhaupt. 
I n  R ücksich t a u f den A nfänger, welcher noch keine weitgehenden K enn tn isse  
besitzt, werden die benötigten H ilfsm it te l  im  Buche selbst en tw ickelt. U n 
beschadet der W ahrung eines elem entaren S tandpunktes werden dabei auch



neuere, insbesondere für die Anwendungen wichtige Betrachtungsweisen  
herangezogen. Im  zweiten Bande erscheint die Integralrechnung lediglich  
als Umkehrung der D ifferentialrechnung, während sie im dritten Bande 
ausgehend von der Lehre vom Flächen inhalt entw ickelt wird. Im  Rahmen 
eines elementaren Standpunktes werden dabei auch neuere wichtige Ergebnisse 
dargestellt, die in  einführenden Lehrbüchern bis jetzt noch nicht behandelt 
worden sin d. F ü r  das Verständnis des einzelnen Bandes ist lediglich das 
erforderlich, und dies nur gelegentlich, was in  den vorausgehenden Bänden  
schon entwickelt wurde.

F unkt ionen theore t ische  Vor lesungen . V on H e in r ic h  B u rk h a rd t . N eu  h e r 
ausgegeben  v on  D r. G eorg F a  h er, o. P ro fesso r au  d e r  T ech n isch en  
H o ch sch u le  in  M ünchen .
1. B a n d  1 . H e f t.  D r itte ,  n m g e a rb e ite te  A uflage. G ro ß -O k tav . X , 
182 S e ite n . 1920 ............................................................ RAI. 6 .—, geb . RAI. 7 .20
I .  B a n d  2. H e f t .  F ü n f te , u m g e a rb e ite te  A uflage . G ro ß -O k tav . X , 
286 S e lte n . 1 9 2 1 ......................................................... R M . 9 .— , geb . RAI. 10.50
I I .  B an d . D r it te , v o lls tän d ig  u m g e a rb e ite te  A uflage. G ro ß -O k tav . V I, 
44-1 S e ite n . 1920 .....................................................RAI. 14 .—, geb . RAI. 15.50

Elliptische F un k t ion en .  V on D r. R . K ön ig , o. P ro fesso r der A la them atik  
an  d e r  U n iv e rs itä t  J e n a , u n d  D r. M. K ra f f t ,  a . o . P ro fesso r a n  d e r  U n iv e r
s i t ä t  A larburg  i. H . A iit 4 F ig u re n . 263 S e ite n . 1928. (G öschens L e h r
b ü ch e re i B d . 11) ................................................ RAI. 13 .— , geb . RAI. 14.50

Elliptische F unk t ionen .  V on D r. K a rl B oehm , P ro fesso r a n  d e r  T e ch 
n ischen  H o ch sch u le  K arls ru h e .

I .  T e il: T h e o rie  d e r e llip tisch en  F u n k tio n e n  au s  an a ly tisc h e n  A us
d rü ck en  en tw ick e lt . M it 11 F ig u ren . O k ta v . X I I ,  356 S eiten , 
N eu d ru ck  1930. (S a m m l. S ch u b e rt B d . 30) . . G eb . RAI. 2 0 .—

I I .  T e il:  T h e o rie  d e r  e llip tisch en  In te g ra le . U m k eh rp ro b lcm . A iit 28 F i 
g u ren . O k ta v . V II , 180 S e iteu . 1910. (S am m l. S c h u b e rt B d . Gl)

G eb. RAI. 7.80
E inführung  In die Theorie  der algebraischen Fu nk t io nen  einer V eränder

lichen. Von H e in r ic h  W . E . J u n g , o. ö . P ro fesso r a n  d e r  U n iv e rs itä t  
H a lle -W itten b e rg . A iit 35 A b b ild u n g e n  im  T e x t. G ro ß -O k tav . V I, 
240 S eiten . 1923 .............................................................RAI. 3.50, geb. R M .4 .—

Grundlagen  der Geometrie . Von P ro fesso r D r. G erh ard  I le ssen b e rg . H erau s- 
gegeben von  D r. W . S chw an . A iit 77 F ig u re n . 143 S e lten . 1930. (G öschens
L ch rb ü ch ere i B d . 1 7 ) ................................................... RAI. 6.50, geb. RAI. 7 .80
, Inhalt: I .  Gleichheit, Ordnung und Stetigkeit. I I .  Die Messung durch Zahlen. 

¿(Streckenmessung, Winkelmessung, Flächenmessung.) I I I .  D ie projektive Geo
metrie in der Ebene. (Der Fundamentalsatz. Analyse des Fundamenlaisatzes. 
Beweis des Fundamentalsatzes.) I V . D ie projektive Geometrie im Raume. (Der 
Fundamentalsatz. Der Desarguessche Satz. D ie Koordinatengeometrie.) V . K ü n st

liche Geometrien.

GrundzUge der ebenen Geometrie . Von P ro fesso r D r. F . B o h n e r t  in H a m 
b u rg . A iit 220 F ig u ren . V I I I ,  223 S e iten . 1915. (S a m m l. S c h u b e r t  B d . 2)

G eb. RAI. 3.90
Ebene und sphär ische Tr igonometrie . Von P ro f. D r. F . B o h n e r t in  H a m b u rg . 

Z w eite  A uflage. D r i t te r  N eu d ru ck . A iit 63 F ig u re n . V I I I ,  167 S eiten . 
1919. (S a m m l. S c h u b e rt B d . 3 ) ....................................................G eb. RAI. 4 .40

E in fü h ru n g  in die ana lytische Geometrie . V on P ro fesso r D r. G erhard  
K o w a lew sk i. A iit 112 F ig u ren . D r it te , u n v e rä n d e rte  A uflage. L ex ikon-
O k ta v . V I I I ,  360 S e iten . 1929 ............................................G eb. RAI. 11.20

Das aus Vorlesungen entstandene Buch ist namentlich zum Gebrauch für 
Studierende bestimmt.



Elem enta rgeom etr le  der Ebene und des R aum es .  Von .P ro fessor D r. M ax 
Z acharia s, S tu d ie n ra t in  B e rlin . M it 196 F ig u ren  im  T e x t. 252 S e iten .
1929. (G öschens L e h rb ü c h e re i B d . 16) . . . BAI. 13 .— , geb . R M . 14.50 

D ie Elementargeometrie wird nicht vom Standpunkte des Schulunterrichts* 
sondern von dem der Wissenschaft aus behandelt. Ausgangspunkt ist das (etwas 
modifizierte) Hilbertsche Axiomensystem. In  der Darstellung treten zwei M o 
mente in  den Vordergrund: die geschichtliche Entwicklung und die prinzipielle  
Begründung der einzelnen Gebiete.

Analytische Geometrie auf der Kugel . V on  D r . R ic h a rd  H e g e r , P ro fe sso r 
a n  d e r  T e ch n isch en  H o ch sch u le  in  D resd en . A iit 4 F ig u re n . (S a m m lu n g  
S c h u b e r t  B d . L IV .)  G r.-O k ta v . V I I , 152 S. 1908 . . . G eb . RAI. 5 .20

P u n k t -  und V ek to r -R ech nu n g .  V on D r. A lfred  L o tze , P ro fe sso r fü r  M athe* 
n ia tik  an  d e r  T ech n isch en  H o ch sch u le  S tu t tg a r t .  A iit 7 F ig u re n . 192 S e iten .
1929. (G öschens  L e h rb ü c h e re i B d . 13) . . . R M . 12 .— , geb . R M . 13 .—

Kreis und Kugel. V on D r. W ilhelm  B laschke, o. P ro f. a . d . U n iv . H am b u rg . 
M it 27 F ig . im  T e x t. G ro ß -O k tav . X , 169 S. 1916. R M . 4.40, geb. RM . 5.50

Lin iengeometrie mit A nwendungen . V on P rofessor D r. K o n ra d  Z in d le r in 
In n s b ru c k . I .  T e il. M it 87 F ig u re n . N eu d ru ck . V I I I ,  380 S e iten . 1928.
(S am m l. S c h u b e rt B d . 3 4 ) ............................................................. G eb. R M . 18 .—
I I .  T e il. M it 24 F ig u re n . V II, 252 S e lten . 1906. (S am m l. S c h u b e rt B d . 51)

G eb. RAI. 9.50

Projektive  Liniengeometr ie . V on  D r. R o b e r t  S au er, P ro f. a n  d e r  T e ch 
n ischen  H o ch sch u le  A ach en . A iit 36 A b b ild . G ro ß -O k tav . 194 S e iten . 
1937. (G öschens  L e h rb ü c h e re i B d . 2 3 ) .....................................G eb. R M . 9 .—

Geometrische T ransfo rm a t ionen . V on D r. K arl D oeh lem ann , w eil. P ro fesso r 
an  d e r  T e chn ischen  H ochschu le  M ünchen . Z w e i t e  A u f l a g e ,  h e ra u s 
gegeben v on  D r. W ilhelm  O lb rich , P ro fesso r an  d e r  H ochschu le  fü r 
B o d e n k u ltu r  In  W ien . M it 89 F ig u ren  im  T e x t u n d  4 A b b ildungen . 
254 S e iten . 1930. (G ö sc h en sL eh rb ü ch e re iB d .1 5 )  RAI. 13 .— , geb . RAI. 14.50

Vorlesungen über allgemeine natü r liche  Geometrie und  Liesche T ransfo r 
mat ionsgruppen .  V on D r. G erh ard  K ow alew sk i, o. ö . P ro fesso r d e r  reinen  
M a th e m a tik  a n  d e r  T ech n isch en  H o chschu le  zu  D resden . Aiit 16 F ig u ren . 
G ro ß -O k tav . 280 S eiten . 1931. (G öschens L eh rb ü ch ere i B d . 19)

RAf. 15.50 geb . R M . 1?4—
Affine Differentialgeometrie. V on D r. E r ich  S alkow sk l, o. P ro fessor a n  de r 

T ech n isch en  H o ch sch u le  B erlin . G ro ß -O k tav . M it 23 F ig u re n . 200 S eiten .
1934. (G öschens  L e h rb ü ch e re i B d . 2 2 ) . . . . . . . .  G eb. RAI. 10 .—

D ie vorliegende Darstellung tst aus Vorlesungen hervor gegangen, die der Ver
fasser an den Technischen Hochschulen Hannover und Berlin gehalten hat. Das 
Z iel dieses neuen Bandes von Göschens Lehrbücherei ist, den Anfänger, dem 
nur die Grundtatsachen der Vektorrechnung und der Differentialgeometrie geläufig 
sein müssen, m it den Begriffsbildungen der Tensorrechnung vertraut zu machen, 
die für das Verständnis der neueren differential-geometrischen und mathematisch- 
physikalischen Forschung unentbehrlich sind. Dabei wurde darauf Bedacht ge
nommen, von den einfachsten, allgemein bekannten Tatsachen ausgehend und 
in  dauernder Verbitulung m it der geometrischen Anschauung den Formelapparat 
der Ricci-Rechnung allm ählich so zu entwickeln, daß er dem Lernenden nicht 
als ein analytisches Kunststück entgegentritt, sondern steh als ein naturgemäßes 
H ilfsm ittel der geometrischen Forschung aufbaut. A us diesetn Grunde wurde die 
Untersuchung auf die einfachsten Gegenstände beschränkt und grundsätzlich nur 
zweiditnensionale analytische Gebilde betrachtet.



Anwendung  der Differential- und  In tegra l rechnung  auf Geometrie. V on
P ro fe sso r  D r. G eorg Scheffers. I .  M it 107 F ig u ren . D r it te , v e rb esse rte
A uflage. X I I ,  482 S e lten . 1923 ........................... R M . 13 .—, geb. R M . 14.50
I I .  A iit 110 F ig u re n . D r it te , v e rb esse rte  A uflage. X I ,  582 S e iten . 1922.

RM . 15 .— , geb . RAI. 16.50

Theorie  der R au m k u rv en  und k ru m m en  Flächen . V on O b e rs tu d ie n d ire k to r  
P ro f. D r. V. K om m erell in  T ü b in g en  u n d  P ro f . D r. K . K o m m ere ll in  
T üb ingen . I :  K rü m m u n g  d e r  R a u m k u rv e n  u n d  F lä c h e n . V ie rte  A uf
lage. A iit 38 F ig u re n . 205 S e iten . 1931. (G öschens L eh rb ü ch e re i B d . 20)

G eb. R M . 10.—
I I :  K u rv e n  a u f  F läc h en . S pezielle F läc h en . T h eo rie  der S tra h le n 
sy stem e . V ierte  A uflage. A iit 22 F ig u ren . 194 S e iten . 1931 . G eb. RAI. 10 .—

Lehrbuch der dars te llenden  Geometrie . V on D r. K a rl R o h n , G eh. R a t ,  
w eiland  P ro fesso r an  d e r  U n iv e rs itä t L eipzig , u n d  D r. E rw in  P a p p e r i tz , 
G eh . R a t . P ro fesso r an  d e r  B e rg a k ad em ie  in F re ib e rg  l. Sa. D re i B än d e . 
G ro ß -O k tav . 1. O r th o g o n a lp ro jek tio n . V ielflache, P e rs p e k tiv l tä t  ebener 
F ig u ren , K u rv en , Z y lin d er, K ugel, K egel, R o ta tlo n s- u nd  S c h rau b en 
fläch en . V ierte , e rw e ite r te  A uflage. X X , 502 S e lten . M it 351 F ig u ren . 
N e u d ru c k  19 3 2 ......................................................................................G eb . RM  18.90
I I .  A x o n o m etrie , P e rsp e k tiv e , B e leu ch tu n g . V ie rte , u m g e a rb e ite te  A uf
lage. V I. 194 S e iten . M it 118 F ig u ren . N e u d ru c k  1932. G eb. RAI. 8.55
I I I .  K eg e lsch n itte , F läch en  zw eiten  G rades, R egel-, ab w ic k e lb are  und  
a n d e re  F läc h en . F lä c h en k rü m m u n g . V ierte , u n v e rä n d e r te  A uflage. X , 
334 S e iten . A iit 157 F ig u ren . 1923 .......................................... G eb. R M . 12.—

Darstel lend« Geometrie. V on T h eo d o r S chm id , o. ö. P ro fesso r a n  der 
T ech n isch en  H o chschu le  in  W ien. I .  T e il: E ck ige  K ö rp e r, K ugel, Z y 
lin d e r , K egel, P la n k u rv e n  u n d  R a u m k u rv e n  m i t  d en  zugehörigen  T orsen  
im  N o rm a lriß v e rfah re n  u n d  in  o rth o g o n a le r A x o n o m e trie . D r i t te  A uflage. 
A iit 170 F ig u ren . 283 S. 1922. (S am m l. S c h u b e rt B d . 65) G eb. R M . 6 .—
I I .  T e il:  Schiefe u n d  ze n tra le  P ro je k t io n . D reh-, R o h r-, S ch rau b en - und  
R ege lflächen . G e län d ed ars te llu n g , K a rte n p ro je k tio n , N om ograph ie . Z w eite  
A uflage. M it 163F ig . 3 4 0 S . 1 9 2 3 .{ S a m m l.S c h u b e rt B d .66) G eb .R M . 7.50

Die Lehre von der Zen tra lp ro jektion  im  v ie rd im e n s io n a le n  R a u m e . V on 
D r . n. de  V ries, P ro fe sso r a n  d e r  U n iv e rs itä t  zu  A m s te rd a m . A iit 25 F I-
g u ren . Lex.-8*  178 S . 1905 .................................................................... R M . 3.—

A ngew andte  Potent ia l thcorie  In e lem enta re r  Behandlung,  i .  Bd. V on  P ro 
fesso r E . G rim seh l. A iit 74 F ig . [S a m m lu n g  S c h u b e r t B d . X X X V I I I .1 
G r. 8° V I I ,  219  S. 1905 ................................................................ G eb . R M  7.40

Methoden der prak t is chen  Analysis. Von P rofessor D r. F r . A. W illers. 
A flt 132 F ig u re n . 344 S e iten . 1928. (G öschens L eh rb ü ch e re i B d . 12)

R M . 2 0 .—, geb. RM . 21.50 
Der Band gibt dem Mathematiker einen Einblick in  die Anwendungsmöglich

keiten der Methoden und macht den Naturwissenschaftler und Ingenieur mit 
den theoretischen Grundlagen bekannt.

Wahrschein li chkei ts rechnung für  N ich tmathemat ik er . V on  D r. K a r l D örge , 
o. P ro fe sso r a n  d e r U n iv e r s itä t  K ö ln , u n te r  M itw irk u n g  v o n  H a n s  K le in . 
G ro ß -O k tav . 113 S e iten . 1939 .......................................................G eb. RAI. 6.—

Ballistik. Von P ro fe sso r D r. T h e o d o r V ah len . M it 53 A b b ild u n g e n . G ro ß - 
O k ta v . X I I ,  231 S e iten . 1922  RAI. 9 .—  , geb . RAI. 10.—



Flug technisches Handbuch. U n te r  M ita rb e it z a h lre ic h e r F a c h le u te  h e ra u s 
geg eb en  v on  R o la n d  E isen lohr.
4 B än d e . I :  A e ro d y n am ik  u nd  F lu g ze u g b au . I I :  F lu g z e u g fü h ru n g , 
L u f tv e rk e h r  u nd  S egelflug . I IC : T rieb w erk  u n d  S o n d e rg cb le te  des 
F lu g w esen s . IV : F lu g w e tte rk u n d e , B allo n e , L u ftsch iffe .

J e d e r  B an d  k a r t .  RAI. 7.50 
A erodynamik des Fluges. E in e  E in fü h ru n g  in  d ie  m a th e m a tisc h e  T ra g 

fläch en th eo rie . V on P ro fesso r D r. H a r ry  S c h m id t. A iit 81 F ig u ren . 
V II , 258 S e ite n . 1929 ..............................................RAI. 15 .— , geb. RAI. 1G.50
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D i e  „ G e i s t i g e  A r b e i t “  w i l l  n i c h t  e i n e  „ F a c h 

z e i t s c h r i f t “  s e i n ,  s o n d e r n  e i n e n  Q u e r s c h n i t t  g e b e n  

d u r c h  d a s  w i s s e n s c h a f t l i c h e  u n d  g e i s t i g e  L e b e n .  Z n  
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Ü b e r s i c h t  ü b e r  d i e  w i c h t i g s t e n  N e u e r s c h e i n u n g e n  

d u r c h  z u s a m m e n h ä n g e n d e  B e s p r e c h u n g e n .

D i e , , G e i s t i g e  A r b e i t “  k o s t e t  j ä h r l i c h  R M .  6 . — ,  

v i e r t e l j ä h r l i c h  R M .  1 . 5 0 ,  m o n a t l i c h  R M . — . 5 0 .  B e s s e r  

a l s  a l l e  W o r t e  u n t e r r i c h t e t  S i e  e i n e  P r o b e n u m m e r ü b e r  

S i n n  u n d  Z i e l e  d e r  Z e i t s c h r i f t .  D i e s e  P r o b e n u m m e r  

s t e l l e n  w i r  I h n e n  a u f  W u n s c h  g e r n  z u r  V e r f ü g u n g .
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M I N E R V A
J A H R B U C H  D E R  G E L E H R T E N  W E L T

H erausgegeben von  D r .  G E R H A R D  L Ü D T K E

33. J a h rg a n g  

A b t e i l u n g :

Universitäten und Fachhochschulen 

B a n d  I: Europa
O k ta v .  1330 Se iten.  1938. G ebunden  R M . 4 2 . —

B a n d  l l :  Die außereuropäischen Hochschulen
O k ta v .  1029 Seiten. 1938. G ebunden R M . 3 8 . —

32. J a h rg a n g  

Abte i lung :

Forschungsinstitute, Observatorien, Bibliotheken, 
Archive, Museen, Kommissionen, Gesellschaften

O k ta v .  1765 Se iten .  1937. Gebunden  R M . 5 8 . —

W eltkalender der Gelehrten
H erausgegeben v o n  D r .  G E R H A R D  L Ü D T K E  

R e d a k t io n e l le  L e i t u n g  D r .  F R I E D R I C H  R IC H T E R

O k ta v .  V I I I .  1481 Se iten.  1936. G ebunden R M . 4 5 . —
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Handbuch der neuzeitlichen 
Wehrwissenschaften

H erausgegeben im  A ufträge der D eu tsch en  G esell
sch aft für W ehrpolitik  und W ehrw issenscliaften  und  
unter M itarbeit zahlreicher Sachverständ iger von  

H E R M A N N  F R A N K E , G eneralm ajor a .D .

•4 B änd e. L exikon-O ktav.
B i s h e r  s i n d  e r s c h i e n e n :

1 . B a n d :  W ehrpolitik  und K riegführung. M it 81 far
b igen  und schw arzen T afe ln  und 147 Skizzen im  
T ex t. X I I I ,  749 S eiten . 1936.

2. B a n d :  B a s H eer. X I I , 804 S eiten . 1937.
Subskrip tionspreis  fü r Bond I und  2 bei Bezug des GcsnmtW erkes 
gebunden je  R M . 3 2 .—, b ei E inzclbczug gebunden je  R M . 3 0 .—.

3. B a n d :  l . T e i l :  D ie  K riegsm arine. M it 27 farbigen
und schw arzen T afeln  und 113 A b bildun gen  bzw . 
Sk izzen  im  T ex t. X I I , 451 S e iten . 1938.
2. T e i l :  D ie  L uftw affe. M it 46 farb igen  und  
schw arzen T afeln  und 105 A b bildun gen  bzw . 
Skizzen  im  T ex t. X II , 451 S eiten . 1938.

S ubskrip tionspreis fü r B ond 3, 1. und 2. Teil bei Bezug des G esam t- 
w erkes geb. je  R M . 2 7 .—, bei Einzelbczug geb. je  R M . 3 0 .—•

I n  V o r b e r e i t u n g  b e f i n d e t  s i c h :

B a n d  4: W ehrw irtschaft und W ehrtechn ik .
„ . . .  Insgesam t k ann  m an von d ie se m  a u s g e z e ic h n e te n ,  m i t  u n g e 
w ö h n l ic h e m  F le iß  u n d  V e r s tä n d n is  n u rg e b a u te n  N a c h s c h la g e 
w e r k ,  d a s  a l le  F r a g e n  d e r  W c l i rp o l l t lk  u n d  K r ie g f ü h r u n g  b e 
a n t w o r t e t ,  n u r  w ünschen, daß  es die allcrw citcste  V erbreitung  finden 
möge. D ankensw erterw eise h a t  de r Verlag eine ratenw eise Bezalilung 
zugebillig t, so daß  auch der junge Offizier und  jed er kriegsw issensebaft- 
lich  in teress ierte  Leser sich das W erk  beschaffen kan n . Es is t  dabei 
zu bem erken, daß  der B and b ei de r Fülle des In h a lts , insbesondere 
in  A nsehung der v ie len  kostspieligen Skizzen, als p reisw ert zu bezeich
n en  is t, d a  d a s  W e r k  d ie  B e s c h a f f u n g  v ie le r  B ü c h e r  e r ü b r i g t . “  

General d. In t . W etzell im  M ilitär-W ochenblatt N r . 37, 1936.

D a s  W e r k  w ird  d u rc h  E r g ä n z u n g s «  
lio f te  v o r  d e m  V e ra l te n  g e s c h ü tz t .
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IV . 39. B tic h d n ic k e re i O tto  Regel G m b H ., L e ipzig
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