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I. Abschnitt.

Arithmetik und Kombinatorik.

§ 1. Reelle Zahlen.

1.) Zu der Gesamtheit der reellen Zahlen rechnet man
1.) die rationalen Zahlen, d. s. die positiven und negativen
ganzen Zahlen, die Briiche, gebildet aus solchen Zahlen, und die
Rull, 11.) alle Zahlen, welche sich auf die Form eines Dczimal-
bruchs mit unbegrenzter Stellenzahl bringen lassen und
nicht zu den vorigen gehdéren. Das sind die irrationalen
Zahlen (s. § 11).

Der absolute Betrag einer reellen Zahlx ist ihr (posi-
tiver) Wert ohne Ricksicht auf das Vorzeichen. Er wird
mit | x | bezeichnet. Der absolute Betrag der Null ist 0.

2.) Fur die absoluten Betrdge von zwei reellen Zahlen xx
und K gelten die Formeln:

I+ % iSSjl *L 1+ [1*2], M+ %11 1*1 11— 1%211)
iSi-z2r~:U *il-|z2li, lah—z21™ Ixil+ | L
| Mo U, X111\
IXU'X'i\— 1% !1*2 I |~ = ).

§ 2. Proportionen.

1.) Es besteht die Proportion a :b— c :d (in Worten

a c
a verhalt sich zu i, wie ¢ zu d), wenn die Gleichung -|5 = —

d
erfullt ist. a und d heiBen AuBenglieder, 6 und c Innen-
glieder der Proportion.

2.) Das Produkt der AuRenglieder ist gleich dem Produkt
der Innenglieder.
3.) In einer Proportion kann man die Innenglieder unter

1) Division durch Null wird stets ausgeschlossen.
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sich, die AuBenglieder unter sich und die Innenglicder mit
den Aufengliedern vertauschen.
4.) Multiplikation und Division zweier Glieder mit einer
Zahl m:
am :Im —c:d, (@a:m):(b:m)=c:d,
am b= cm :d, (a:m) :b— (c:m) :d.
5.) Korrespondierende Addition und Subtrak-
tion:
a:(a-j-6)= c:(c d), b:(a-f-b)= d :(c-j-d),
a:(a—b)=c:(c—d), b:(a—b)—d:(c—d)),
(a+ b) :(a—b)— (c-f-d) : (c—d).
6.) (ma+ nb) :(mc+ nd)= (pa+ gb):(pc-f qd).
7)a:al=b: —c:cl= mmm— (ma nb-fpc-j-e°)
:(mal+ nbl+ pcl-\--—---- ).
8.) Aus a :b= c:d und ax:bl= cx :d2 folgt:
(aa,) : (¢&i) = (ccj) : (rzrfdj
(a:ax) :{b :bl)= (c :c2) : (d :dx).
9.) Stetige Proportion: a:b=b :c.
10.) Harmonische Proportion: (a—b) : (c—d) = a :d
11.) Stetige harmonische Proportion: (a—b):(b —d)
= a:d

12.) Von n positiven GroBen xv x2, ..., xn(n > 1) ist:
a) das arithmetische Mittel x= XI ~ X*
n
n ®
b) dasgeometrische Mittel x = I/x1-x2.... xn,
¢) das harmonischeMittel x = 1: + —4fe -
n\x1l x2 XN

13.) Satz von Cauchj:

n\x1l x2 X j
Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn x1—x2'= « mm— X,, ist.
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§ 3. Potenzen mit ganzen Exponenten.
1.) Ist m eine positive ganze Zahl, so gilt

am= ama...a (m Faktoren), a~m= —, a°= 1 (fur a=)=0).

a heilRtBasis, w bzw.—m Exponent, ambzw.a~"Potenz.
2.) Fur positive und negative m und r ist

a’ " mar= amtr, am:ar= am-~r,

a\m am
(a mb)m= ommbm, (- 1= = , (amr— amr.

§ 4. Binomialkoeffizienten und Binome mit positiven ganz-
zahligen Exponenten.

1.) Unterr! (,r Fakultat®“), wobei r eine ganze positive
Zahl ist, versteht man das Produkt
ri= 1«2m3 ... 1.
Ferner setzt man 01=1.

2.) lIst r eine positive ganze und n eine beliebige Zahl, so
heilt der Bruch

»(« —0)(n —2)... (n—r+ 1) _ j

(gelesen ,,n Uber r*) Binomialkoeffizient. Es sei

Flr positive ganze n gelten die Formeln:

3) (;) = 0, wenn r>n; (7)=1

Allgemein gilt:
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8.) Binomischer Lehrsatz fir ganze positive n:
(«xi)"=(j) a"s (M«->&

+ (") «"-2VE e+ (£ 1)T1(n "]

+ (£ 1)“(”) 6" (vgl- § 96,2).

9.) Spezialfalle:
(«iiy = b
(axbh)2= a2+2ab + b2
b)3= a3-~ 3a2b+ 3ab2+ b3
(«i by —a*i 4a3b+ 6«2&" 4«ii3+ b*

10.) Die Koeffizienten (Faktoren von a‘'b') in den Ent-
wicklungen 9.) ergeben sich aus folgendem Schema, wobei
jede Zahl imlInneren des Schemas gleich der Summe der
beidenrechts und links Uber ihr stehenden Zahlen ist (Pascal-

sches Dreieck):
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11.) Eine haufig gebrauchte Identitat ist:
2 @A)~ Ut (M2 (n2 e 22
= (07+ &+ «?)(«!'+ b\+ C|)- («I*2+ \b2+ (CjCa2

§ 5. Wurzeln und Potenzen mit gebrochenen Exponenten.

1.) Es sei » eine positive oder negative ganze Zahl, a sei

nicht Null, ferner sei a positiv, wenn n gerade ist. Dann heif3t
P
eine reelle Zahl x eine nuW urzel aus a, in Zeichen x = ]/a,

wenn xn= aist. a heilft Radikand, «<Wurzelexponent;
Ist «gerade, so soll in den folgenden Formeln fiir x der positive
Wert genommen werden. Flr ungerade « und negative a ist x

negativ. Man schreibt fur jz/a nur fla.
(Uber Wurzeln mit geradem Exponenten aus negativen
Zahlen und die Mehrdeutigkeit der Wurzeln vgl. §8 Gund 14.)
2.) Fur positive und negative ganzzahlige n,m und r
gelten die Formeln:

n n_ n n__ n n _

Yamb= Ya-Yb, Va :b — :Yb,
h_ nm__
Yar=\Ya) , Yar= Yarm,

1 Wr_ w rin
Yar= Ya~ ' Ka= Ka= ] Ka,

n—_

a Yb — Yanb, wobei a > 0 sei, wenn « gerade ist.
Rationalmachen der Nenner von Briichen:
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3.) n und r seien positive oder negative ganze Zahlen,
und es sei" ar positiv, wenn n gerade ist. Dann setzt
r

man an— Var. aist die Grundzahl (Basis) der Potenz a’l
mit dem im allgemeinen gebrochenen Exponenten -

(vgl. § 6).

4.) Fur positive und negative ganzzahlige r, n, p, q gelten
die Formeln:

r Vv AN+ P | P r_p
ane al= ar™an:a?= an ?,
r r r

(am b)n—an-<bn,

an) = ani.

8§ C. Imagindre und komplexe Zahlen.

1) Die imagindre Einheit i ist definiert durch die
Gleichung f2= — 1. Sind a und | beliebige reelle Zahlen,
so heilt ib eine imagindre, z—a+ib eine komplexe
und z=a - ib die zu z konjugiert komplexe Zahl.
a heilt reeller Teil von z, in Zeichen a—91(a), und b
imagindrer Teil von z, in Zeichen b= ”(a).

2) i— i, i2= —1, t3= —1t, i4= -1,
4n+ 1l — it Hn+2 — _ (4n+3 _ _ N iAn+d L)
3.) Ist = ai+ ibl und z2— a2 -f-ib2 so ist zs= z2

falls ax= a2 un(l &= h 'st- Aus z= a+ ib==0 folgt
a= 0,b= 0.
4) Zix @2— (aii «2)+ $& = b2),
h mh = («i2- hh) + i(«ih + fl2A)>



12 Arithmetik und Kombinatorik,

z,_ «<2,+ 672 flo& - aj b2
11 0. M JC2*FN*

5= 379 80 “t* Wb
5) (a-f-ii)(a —ib) = a2+ b2
6.) Setzt man a=rcos93 b= rsin B r= "a2-\-b2

so folgt z— a-f-ib ==»'(cos B+ ¢sin 93) (Normalform).
r heilt absoluter Betrag, 9? die Amplitude oder das
Argument von 2, in Zeichen:
r=|z|, 9— arg2.
Entsprechend gilt
z= a—ib= r(cos B—isin B),
r=|z|, —cp—argz
Durch a und b sind die Amplituden von z und 2 nur bis
auf ganzzahlige Vielfache von 2jz bestimmt.
7.) Die absoluten Betrdge zweier komplexer Zahlen z1
und z2 geniigen den Formeln § 1,2.
8.) (cos <p=i sin <p)(cos i sin y»)
= cos(p+ B+ isn(<P+ w)>

<p=zisi L.
cos Lp_|5|n_<|p: cos (m — m)+ tsin (m— w).

cos Bi “1sin 9
9.) Satz von Moivre: Sind m, n ganz, n=f=0, so ist
m Al bl

(cos Bi JIsin tp)n= cos -- (2kn + <p)=xi sin - (2kn + 93),
k=10, 1, £ 2,...
(cos Vi isin pn— cosn Vi isinn <p,
2kn+(p , .. 2kn+<p
s — - £ 1sin —

(cos B+ 1sin BW)”= co
(Vgl. auch §14))

§ 7. Logarithmen.

1.) Unter dem Logarithmus einer positiven Zahl a in be-
zug auf eine positive Zahl ¢ gr 1 versteht man diejenige Zahl x.
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mit der man c potenzieren muf}, um a zu erhaltenl). In
Zeichen

c

x = loga, wenn cc= a
¢ heiBt Basis, a Numerus, x Logarithmus.

2) c¢”s"= a, log(cn)= w, logl= 0,
Cc
log0= + o0 je nachdem ¢ 1,
[
logco= = oo je nachdem c” 1.
C C C

3.) log (amb)= loga+ logh.

0 a c c
4.) log&= loga- logft
C C
5.) logan= n log a.
° IH- 1 C
6.) log Za— —log a
n
7.) Die Basis der kinstlichen, gemeinen oder Briggs-
schen Logarithmen, welche mit log bezeichnet werden, ist 10.
Die Basis der natiirlichen, mit Log, log nat, In oder 1
bezeichneten Logarithmen ist e= 2,71828 ... (s. § 96, 3).
8.) Umrechnungen von Logarithmen mit verschiedenen

Basen ineinander:
h c b

a) loga= loga. logc.
b) Berechnung der natirlichen Logarithmen aus den
gemeinen:
Loga— — _?,loge—0,43429...,Log 10 = = 2,30259...,
loge log e
Loga— 2,30259 ... log a
Weiteres Uber Logarithmen s. § 96,4.

1) Beziglich irrationaler z vgl. Il. Uurkhardt, Algebraische Analysis,
Berlin und Leipzig 1920, § 35. .
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§ 8. Kombinatorik.
I. Permutationen.

1.) Unter den Permutationen von n Elementen ver-
steht man die verschiedenen Anordnungen, die man aus
samtlichen n Elementen bilden kann.

Die Permutationen der Elemente a, b, ¢ in lexikographischer
Anordnung sind

abc, acbh, bac, bca, cab, cha

2.) Die Anzahl der Permutationen aus n verschiedenen

Elementen ist
P(n)=1.2.3...«=»1

Zur ndherungsweisen Berechnungvon n!dientdie Stirlingsche
Formel (vgl. § 87, 5).

3.) Sind von denn Elementen je unter
sich gleich, so ist die Anzahl der Permutationen

D I\ «l
R s ~a'jlal ...a,lI'
Wenn insbesondere die n Elemente aus zwei Gruppen von
r und n —r je unter sich gleichen Elementen bestehen, ist
die Anzahl der Permutationen:

W 5 4)

4.) Es sei eine Anzahl verschiedener Elemente in einer
bestimmten Anordnung und eine Permutation dieser An-
ordnung gegeben. Dann bilden zwei Elemente der Permu-
tation eine Inversion, wenn sie in umgekehrter Reihenfolge
als in der urspringlichen Anordnung stehen.

Z.B. seien die Elemente a, b,c,d und deren Permutation
adb cgegeben. In dieser Permutation bilden die Elemented und b
einerseits und die Elemente d und c andererseits je eine Inversion.

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Permutation
andert sich die Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.

Man bezeichnet eine Permutation als gerade oder ungerade,
je nachdem die Anzahl der Inversionen gerade oder ungerade
ist. Die Anzahl .der geraden Permutationen von n verschie-



Kombinatorik. 15
denen Elementen ist gleich der Anzahl der ungeraden, also

gleich j (n>1).

1. Kombinationen.

5.) Die Kombinationen aus n Elementen zur rt®D
Klasse sind die Anordnungen, die sich aus je r der n Elemente
bilden lassen, wobei aber die Keihenfolge der Elemente aufler
Betracht bleibt.

Die Kombinationen der vier Elemente ab cd zur 2. Klasse
sind
ohne Wiederholung: ab, ac, ad, bc, bd, cd,
mit Wiederholung: aa, ab, ac, ad, bb, bc, bd,cc, cd, dd.

6.) Die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur
.ten Klasse ohne bzw. mit Wiederholung ist:

*(«)=(") bzw. A » = (,i+r_1j.

I1l. Variationen.

7.) Die Variationen von n Elementen zur rten Klasse
entstehen durch Permutation der Elemente aller Kombi-
nationen von n Elementen zur r Klasse.

Die Variationen der vier Elemente ab cd zur 2. Klasse sind:

ohne Wiederholung mit Wiederholung
ab ac ad aa ab ac ad
ba bc bd ba bb bc bd
ca cb cd ca cb cc «cd

da db de da db de dd.

8.) Die Anzahl der Variationen aus n Elementen zur rten
Klasse ohne Wiederholung ist

Fr(«)= (7)m>el,
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speziell V,,(n) = n\ (Permutationen), mit Wiederholung
Vr(n) — nr.

§ 9. Determinanten.

1.) Unter der Determinante n-ten Grades

au ai2 *13 o @ *¢
aZl w22 +23 « . am

&nl 2 *«3 .
versteht man die Summe aller Produkte

+ ala+a2B+®3reeeano,
welche entstehen, wenn die Indizes a,R,y,...g samtliche
Permutationen der Zahlen 1,2,3,... n durchlaufen. Jedes
Glied ist positiv oder negativ zu setzen, je nachdem die Anzahl
der Inversionen dieser Indizes gerade oder ungerade ist (vgl.
88,1,4). Die GroRen an,al? .... a2l, a2, ..., a,,, heiBen E le-
mente. Nenntman die Horizontalreihen der Determinante
Zeilen, die Vcrtikalreihnen Spalten, so ist aik dasjenige
Element, welches in der Zeile und in der 7cell Spalte steht.
Jedes Glied der Summe enth&lt aus jeder Zeile und jeder
Spalte genau ein Element. Die Determinante wird abgekirzt
geschrieben:
Dt = |U*j.
Uii U2
.— Uuna2 hiGii-
2 2|

3.) Regel von Samts (nur fur Determinanten 3. Grades
gultig): Um eine Determinante 3. Grades auszuwerten, setzt
man die beiden ersten Horizontalreihen unter die letzte.
Alsdann bildet man die Summe der 6 Produkte aus je drei
Elementen, welche auf den Diagonalen des Quadrates und auf
Parallelen zu diesen liegen. Dabei ist den Produkten der
Elemente, welche in der Richtung der Diagonale des An-
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fangselementes liegen, das positive, den anderen das nega-
tive Vorzeichen zu geben:

aar

az, ' azi
j& sl >/$/" 'ms/7 \ ~ «11«22«33 + «21«32«13 + «31 «12«23

jify a,"'a,} * «31 «22«13  «11 «32 «23 «21 «12 «33-
fhi & i

Man kann auch die beiden ersten Vertikalreihen hinter
die letzte setzen und dann ebenso verfahren.

Fur Determinanten von beliebigem Grade gelten die
Satze:

4.) Die Anzahl der Glieder einer Determinante nten
Grades ist n !

5.) Der Wert einer Determinante wird nicht geédndert,

wenn die Zeilen als Spalten und die Spalten als Zeilen ge-
schrieben werden, z.B.:

«l «12 «11 «21j
a2l (o9 fli2 g |
6.) Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander ver-
tauscht, so d&ndert die Determinante ihr Vorzeichen.

7.) Wenn entsprechende Elemente zweier Parallelreihen
gleich oder proportional sind, ist der Wert der Determinante
gleich Null.

8.) Unter der dem Elemente aik adjungierten Unter-
determinante Aik versteht man die mit dem Vorzeichen
(— 1)i+i versehene Determinante (n — Grades, welche
entsteht, wenn man in der gegebenen Determinante die ite
Zeile und die kle Spalte streicht.

9.) Dn= aik Alk + azicAojc + <me+ onkA nk

i, = «i Aii + a<2A& -)—m- 1- ainAi,, .
| i, Borklep-Kiflgleb, Mathematisch© Formelsammlung. 2
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Beispiel an an al3au

2 23 «21 «12 «13 «14

j«21 «22 «23 «21
a «33 «31 «21 «32 «33 «31

1«31 «32 «33 «34
«12 «43 «44 «12 «43 «44

1«41 «42 «43 «14
al2«13 «14 «12 «13 «11
+ «31  «22 «23 «21 -  «41 «22 «23 «24
«42 «43 «41 «32 «33 «34

10.) Wenn alle Elemente einer Zeile oder einer Spalte
mit demselben Faktor multipliziert werden, so wird die Deter-
minante mit diesem Faktor multipliziert; z. B.

Jecan e «lIn «11 «12 m - @i,
Jea2l (o2 w e«2n _ | @l «@2 * c«2u
Jca.ii «n2 s ¢ «nn « 1«l12 « m«nn

11.) Jedes Element einer Reihe sei eine Summe von
zwei GroéfRen. Dann ist die Determinante in die Summe
zweier Determinanten zerlegbar; z. B.

«l+ all «12 »o- &iN «l«l2 » * «In aC\i «12 « +«lIn

«@1l+ <21 022 o0 "2n _ «21 «22 e «2n a21«22+ *«2n
= +

«nl + <*nj an2. ednn «m «n2 m e «)in <*nl «rt2 ¢ *«nn

12.) Der Wert einer Determinante bleibt ungedndert,
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einer be-
liebigen Zahl multiplizierten entsprechenden Elemente einer
parallelen Reihe addiert; z. B.

«11 «12 + *d\n «ll + J«In «12m +aln

«1 flzz * - d>n «21 H” Je«2n 22 » . fl2n
.

;«nl dn2 . e dfxn «ni+ Je«nn @n2. .dnn

13.) Das Produkt der beiden Determinanten nte" Grades
Dn~ |dall, An~ \btk|

ist gleich jeder der vier Determinanten nuu Grades
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T, = |cik]|,
wobei
o) ci)t= *iiFi F *2Fs F s+mF *i» F«
(Komposition der Zeilen von Dn mit den Zeilen
von Jn),

11-) cil: — ®IliFI F *2iF-2 F '''+ *niF-n
(Komposition der Spalten vonD,mit den Zeilen
von ¢ln),

1) Gk— %1 FI'+ *2h 1m+eee + ainFik
(Komposition der Zeilen vonZ),mit den Spalten
von zJn),

IV.) Ccik — «lii 1F *2ihk + eme-)- %itFit
(Komposition der Spalten von D, mit den Spalten
von /1,,).

Beispiel:
*1*2jiFIF2'_ ;*ILFIF *12F2 ®AFRIF *12F2
*1*2 | IFI F2 ULFIF *2F2 *21FIF *2F2
— I*I1FIF *21F2 *1FIF *21"2
I*12Fi F *2F2*12hl F *2F2
*1FI F *12hl *11 F2F *12F2
UFI F #2720 "1 "RF *2F2
*nFi"F*2LFi *11IF2F *21F2
*12FI F *2F1 *12F2F ~9s
14.) Randern einer Determinante: Es ist
*11 *12 mmm®In <*i
*11#12 '®In Tk nr A
*RL*2" 20! 21 2 2
\ jam am2*’&mné&n |
&L @2 " *f jo O oooo 1
Durch gleichartige Hinzufugung weiterer Zeilen und
Spalten kann eine Determinante n“ Grades in eine Deter-
minante mten Grades (m >?i) verwandelt werden.
a*
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15.) Wenn alle Elemente einer Determinante (n -f- r)ten
Grades verschwinden, welche n Spalten mit r Zeilen gemein-
sam haben, so laR3t sie sich in das Produkt zweier Determinan-
ten zerlegen, von denen die eine den Grad«, die andere den Grad
r hat:
an al2m m@In allal2w’ «Ir
Qide" 021022 ™" 6Cor

all ai2 « maw bn b\2 «-61r
U] d)22 * “dnn *OiHr 11 @ md>n 121422 « o521
0 0 ¢ ¢ 0 MIM2"''a« ' '
0 0  * 0 ~QAp *hor Rl di2 ‘drm  bfibrii =T

© ° e 0 prlbrR2’ .«

§ 10, Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1.) Es sei fur ein Ereignis die Anzahl aller mdéglichen
Féalle m, die der gunstigen Féalle (Treffer) t. Dann ist die
W ahrscheinlichkeit fiur das Eintreffen des Ereignisses

L

m
und die Wahrscheinlichkeit fur das Nichteintreffenu= 1 — w.
Zum Verstandnis und zur richtigen Anwendung der hier for-
mulierten Satze denke man an das sogenannte Urnenschema und
wende sie nur an, wenn die Wahrscheinlichkeitsaufgabe einem
solchen aquivalent ist. Die obige Definition ist dementsprechend
nur als andere Ausdrucksweise der folgenden Definition aufzufassen:
Sind in einer Urne m gleichgrofe Kugeln gemischt, von denen t
schwarz sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf bei Ziehung einer

Kugel eine schwarze erscheint, w= —.

tn
2.) Ist w( die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreffen eines
Ereignisses E{ (i= 1,2,...,«), und sind Ev E2 ..., En ein-

ander ausschliefende Ereignisse, so ist die Wahrscheinlichkeit
dafur, dal entweder Ex oder E2 usf. oder En eintrifft,
W=wl+ w2-\ h wn
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Urnenschema: Gegeben sei eine Urne mit m Kugeln, von
denen t{ die Nummer i tragen (i— 1 ,..n). Es ist also
mS: + t2+ eme+ t,und die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit

der Nummer i zu ziehen, wi = — . Dann ist die Wahrscheinlich-

m
keit, entweder eine Kugel 1 oder eine Kugel 2 usf. oder eine
Kugel n zu ziehen, TF= tvt + tt2-f o+ wn.
3.) Die Wahrscheinlichkeit dafiur, dal mehrere unab-
héngige Ereignisse Et mit den Wahrscheinlichkeiten w(

(i—1,...,n)gleichzeitig (odernacheinander) eintreffen,ist
W = jij ew2... wn.
Urnenschema: Gegeben seien n Urnen Ui (¢=1,2 n)

mit bzw. 2 Kugeln, von denen bzw. s; schwarz sind. Die Wahr-
scheinlichkeit, aus der itea Urne eine schwarze Kugel zu ziehen,
ist w; = el Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dalR bei gleich-
zeitiger (oder nacheinander ausgefiihrter) Ziehung einer Kugel aus
jeder Urne n schwarze erscheinen, W = 9% mw2. ..,

4.) Die Wahrscheinlichkeit dafur, dal von zwei unab-
hangigen Ereignissen Elund E2nlt den Wahrscheinlichkeiten
wl bzw. w2 das Ereignis  n mal und das Ereignis Et m mal in
bestimmter Reihenfolge eintrifft, ist TF= w" ewf. Ist
die Reihenfolge beliebig, so ist

W — AL +iliL 170" muf.

nim\
5.) Das Ereignis E moge infolge einer der Ursachen
Ui (i= 1,2,..., n) eingetreten sein. Die Wahrscheinlichkeit

fur das Eintreten von E infolge der Ursache Ui bei Aus-
schluB der anderen Ursachen s e i D i e Ursachen Ui mdgen
bzw. die Wahrscheinlichkeiten «j haben. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit daftr, dafl das Ereignis E (bei Zulassung aller
Ursachen) infolge der Ursache Uk eingetreten ist,
Tf_
Ml«!" + U2W2 H b «A

(Wahrscheinlichkeit von Ursachen).
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Urnenschema: Von der Urne Ui mit m* Kugeln, von denen si

schwarz sind, mdgen /(s Exemplare gegeben sein (t —1,2,...,«)>
n
und cs sei = fi. Die Wahrscheinlichkeit die Urne Uk zu

i=i
Itk
wahlen, ist dann nk — — . Die Wahrscheinlichkeit aus der Urne

- . . S’
Ui eine schwarze Kugel zu ziehen, ist W, — — . Hat man nun aus
mi

einer Urne eine schwarze Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlich-
keit, daB diese aus der Urne Uk stammt,

~ + U2V)2 H + unwn'

6.) Wenn von n + | Ereignissen Ev E2 ..., En+l mit
den Wahrscheinlichkeiten uiv w2, ..., wn+l eines der Ereig-
nisse Ek, E2, ..., En eingetreten ist, so ist die Wahrschein-
lichkeit dafur, dal Ek (k= 1,2 ,..n) eingetreten ist,

wXx + w>H b wn
(Relative W ahrscheinlichkeit).
7.) Von den einander ausschlieBenden Ereignissen EX,

E2 ..., En mit den Wahrscheinlichkeiten wv w2, ..., wn
soll eines eintreten, so dalR wk+ w2+ m— |-wn= 1. Bringt
der Eintritt des Ereignisses Ek (fc= 1, 2,..., n) den Gewinn

ak, der auch Null oder negativ (Verlust) sein kann, so heil3t
e= akwx+ aZo2+ eee+ anwn

der mathematische Erwartungswert. Esist e der Wert,

dem der durchschnittliche Gewinn mit wachsender Zahl der

Spiele bei gleichen Bedingungen zustrebt.

8.) Einige Begriffe der Fehlerrechnung und ma-
them atischen Statistik:

Die GroBen < X2< see< Xrmogen bzw. px p2 ..., pr mal
als Messungsergebnissc gewonnen sein (Beobachtungsreihe, sta-
tistische Reihe, Kollektiv). Es sei px+ p2-f -j-pT= n. Dann

heiBt n der Umfang der Reihe, xr— xx die Variationsbreite,
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ro o1 r :

— yj Vixi= *4-— yj ViXi— X) der Mittelwert, wo-
_ 14 1—

bei x ein durch Schatzung gewonnener provisorischer Mittelwert ist,

* —

a=Vv F‘<(xi-x>2=]'/1

=1
der mittlere Fehler, die Streuung, mittlere quadratische Abweichung

oder Standardabweichung, fx —-~ der mittlere Fehler des Mittcl-
)i«

wertes f = ~B= der mittlere Fehler der Streuung.
° y2n
Der wahrscheinliche Fehler wird in beiden Féllen gleich dem
mit 0,674 multiplizierten mittleren Fehler gesetzt.

Il. Abschnitt.

Algebra.

§ 11. Begriff der algebraischen Gleichung.

1.) Unter einer algebraischen Gleichung w-ten
Grades (n2& 1, ganz) mit der Unbekannten x versteht
man eine Gleichung von der Fonn

AlQa«+ Ajx"~i + A2xn~* + mee+ 4 -ix+ An= 0.

Die bekannten GroRen ri0, Av .... Anheien die K oeffi-
zienten der Gleichung (Ag+ O). Eine solche Gleichung
l6sen, heil3t alle x zu bestimmen, welche, in die Gleichung einge-
setzt, dieselbebefriedigen. Diese Werte von x heiBen W urzeln.

Unter einer algebraischen Zahl versteht man eine
reelle oder komplexe Zahl, welche einer algebraischen
Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten genligt. Gendgt eine
Zahl einer Gleichung mit algebraischen Koeffizienten, so
geniigt sie auch einer Gleichung mit ganzzahligen Koeffi-
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zienten. Genugt eine Zahl keiner derartigen Gleichung, so
heilt sie transzendent.

2.) Unter einer algebraischen Gleichung mit den
m Unbekannten x1, x2, verstehtman eine Gleichung
G(xv X2, ..., xm)= 0, wo G(xu x2,.>* xm) eine Summe von
Gliedern der Form

SXi X\ x\ eemx'm

ist. Essind die A~gtr  ? (die Koeffizienten) beliebige, die
a,B,y,.. ..q dagegen positive ganze Zahlen, die auch teil-
weise oder sdmtlich Kuli sein kénnen. Der groRte Wert,
den «x+ B+ y + eme+ Q in der Gleichung annimmt, ist
der Grad der Gleichung. Den Ausdruck G(x1, x2, ..., xm)
nennt man auch ein Polynom oder eine ganze rationale
Funktion von xv x2...., xm.

Ein System von Gleichungen mit m Unbekannten
l6sen, heillt alle Wertesysteme Xxv x2,...,Xm zu bestimmen,
welche die Gleichungen gleichzeitig befriedigen.

Im folgenden werden die Koeffizienten stets
reell vorausgesetzt.

§ 12. Gleichungen ersten Grades.
1.) Die Gleichung ersten Grades mit einer Unbe-
kannten x lautet
ax + 6= 0, a4=0.
b

1hre Losung ist X — ——.
a

2.) Das System der n Gleichungen ersten Grades

aUxl + + "'+ Uin™n= M
°21 X1 a22 X2 ‘m' H” a2nxn — <X,
am X\ anlX2_r e+ ttnnxn = <*n
mit den Unbekannten x~x”,..., xn besitzt eine und nur eine

Lésung xl, axj,. . X,, wenn
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«u an . . m«m
D= «21 «22 * * m«2n

«ni @,,2-  e«nn

von Null verschieden ist. Der Wert fur xvwird erhalten, indem
man in der Determinante D die v'c Spalte durch die Werte
At x2, ersetzt und die auf diese Weise entstandene
Determinante durch D dividiert. Sind Aik die adjungierten
Unterdeterminanten von D (vgl. 8 9, 8), so hat man daher
_ AP/ “h jAER *7 7 Anh

%,

3.) Das System (S) heift homogen, wenn al= «s

= eee= oin= 0 ist. Die notwendige und hinreichende Be-

dingung dafir, dalR die n homogenen Gleichungen nicht

nur die Lésung xx— x2— ... = xn= 0 besitzen, ist D = 0.
4.) Das Schema

'dl «12 mmmcin’

«1 €22 . mm«2H

¢ml «m2 e - ONN
heillt eine Matrix. Sie hat den Rang r (wo r hochstens
gleich der kleineren der Zahlen m und n ist), wenn alle Deter-
minanten (r + I)ten Grades, jedoch nicht alle Determinanten
rten Grades verschwinden, welche sich durch Streichung von
Zeilen oder Spalten oder Hinzufugung von Nullzeilen oder
Nullspalten aus der Matrix bilden lassen.

Das System

«Ql X1+ «12 ™2 H-----—--- I «l« Xn= Oj
QL X «2 X2-j- m "' f- «2h Xn~ W

OILBL~" )2« + "' ®b« % — *tn
ist dann und nur dann lésbar, wenn die Matrizen
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d]2 eee3in @\ /<hx * . aln'
~» "0082’]% 1. % fiz * Mo 52n

Qfro * WP Rmn Q@1 a2 * e amm
denselben Rang haben. Ist | dieser Rang und etwa

an em-eau

4=0,
atl ...
so sind nur die ersten | Gleichungen wesentlich. Die ubrigen
m — | Gleichungen sind lineare Kombinationen der ersten |I.
Den Variablen xI+1,. . xn konnen alsdann willkUrliche

Werte beigelegt werden.

§ 13. Gleichungen zweiten Grades und Gleichungen, welche
au! solche zuruckfiuhrbar sind.
1.) Die Gleichung 2. Grades (quadratische Gleichung)
mit einer Unbekannten x lautet
ax2+ hx-f-c= 0, «4 0.
Sie besitzt die Wurzeln
— 64 Vir—4ac
Xi = é_a .
Die GroRe A —b2—iac heillit Diskriminante der Glei-
chung. Die beiden Ldsungen sind
reell verschieden, wenn A > 0,
reell zusammenfallend, wenn A = 0,
konjugiert komplex, wenn A < 0 ist.
2.) Im Falle a— 1 hat man
XI-\-x2— —I, xxmX?= c.
Die Gleichungen z2+ &z-{-c= 0 und x2— &+ c=1
haben absolut gleiche, aber mit entgegengesetzten Vor-
zeichen versehene Lodsungen.
3.) Auf zwei im allgemeinen quadratische Gleichungen wird
die Gleichung
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(«*+Rz+Y _ Y+J&«M tizizY+c=o0
XA+R.x+yJd ~ ar+pBr+yJ A
o - I

durch dieSubstitution 2T S—~ —= y zurlckgefuhrt.
txix -f- P|x~ry|

4)) Spezielle Systeme von Gleichungen mit zwei
Unbekannten, welche die Lésung quadratischer Gleichungen
erfordern:

ax2+ bxy + cy2+ dx + ey + /= 0]
ixx+ By + y = 0)

Bestimmt man y oder x aus der zweiten Gleichung und
setzt den gefundenen Wert in der ersten ein, so erhdlt man
zur Bestimmung von x bzw. y eine quadratische Gleichung.

Andere Systeme und deren Ldsungen:

x+ y=a\xUi=i(a Va?—4i)
Xy = ij i(a —4j)
x—y=a\xlt2= 1(ai Va*-f-4b)
xy= bfyi,i=h(—axVa* + 4:b)
*+ y= «lsis=1i(ax 1"26— al)
X-+ y*= biyi,2= I (aq: yfb ~ )
X—y= «lxlts= i (ax ]2t — as)
= Jjl,2= | (_ax "2)J—a)
x!'+ j== a\xi,j= £(t Ka+ 2ix Ka—2J)
xJ= b>x3li= 1 (i J/a+ 267" ]/a- 2b)
yx,t=>I(tVa + 2b3pVa-21)
=i (xJN+24 £ Ki7T26)

§ 14. Binomische Gleichungen.
1.) Die Gleichung xn=a heilt binomische Gleichung.
2) xn— + 1= cos2kn + isin2kn hat die ZLdsungen

i/ — 2kn . . 2kn
XxX= V+ 1= cos Lisin
n

wo k die Werte 0, 1, 2, ...., (n — 1) durchlauft.
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3) xn= — 1= cos (2A+ 1)Tr+ isin (2%-f I)n hat
die n Losungen
28& 4-1 ., 2k -f-1
x= V— 1= cos + tsin Ti,
n n
fe= 0,1,2,..., (n — 1).
4.) Insbesondere hat die Gleichung
) t— - 2kit ., 2Kt
= + 1 d. Losungen x,, 2= ]/+ 1= cos -+ isin— = + 1.

. 2k+\_ , .. 2fc+l .
=—1, " Xi2=|/— 1= cos—g—Ti+ ism -g—JI=+t.
= +1 ii i, xi—1.

x2= ¢0s 120° 4 isin 120°= — 4 ~-/3 = a,
x3= cos 120°— i sin 120°  -----5-— -|-)/§ = R.
Xj= cos60°4 isin60°= -i-+ ~ |/3= —RB,
i&gi—lz
X3= cos 60°— isin 60° = 5 - 5-/3 = —a.
5.) xn— a liefert x — ka °*1/+ 1, a> 0
n n
xn= —a, x= Va mV-i,

171
wobei \Va' die reelle positive nt0 Wurzel aus a bedeutet

(s. 81 und §5).
Insbesondere ist fur die reine kubische Gleichung

x3=a: xx= \ya\, x3= —a: xl=

x2= «|J/o], x3= —oi\]/a

§ 15. Kubische Gleichungen.
1.) Die allgemeine kubische Gleichung

a? 4 » + bx4-e= 0
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wird durch die Transformation x = y — 5 auf die reduzierte

Form y34 3py4 29g—0
ebracht, wobei 3p= — ~ + b, 2= — ® + C ist.
g P 0 d 27 3
2.) Cardanischv Formeln: Ist 82+ p3i> 0, und

werden unter

.*4_ 37_
u= V—5-- ™ ~3> v—1/—q—\q2 |
die reellen Wurzeln verstanden, so sind die Ldsungen der
reduzierten Gleichung:

yl=u + v,
ud-v i

2/2 = e 2 2 -~ V>
ud-v i

P T F—— 2 A .

3.) Trigonometrische Ldsungen: (p=4=0, ?4= 0)

1) 32+ p3~ 0.
a) p> 0.
1"V
+
tg9 = — . tgy>m , B 2
71 71 71 71
~~2<(p<2'" ~ 4<V <T”’
2i= — 2 1lipctg 2%,

! ctg 2yi F
) " ( QY¢§in2 ,

iK3 \
2/3= etg 2y sin 275) "
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b)) p< 0
p3 3
sin p= t-—, tgy=]/tg-,
71 Ti 71 71
i
1= —2K—p  -—,
+ sin

. V— - hi ¥Sctg 2
weoy E(/sian ESCR Ay

= V~p [-J- i y¢ ctg 20
vee % N7 \ginTip yeclg

11.) g2+ p3 0 (Casus ixreducibilis).
eos B — — T,
K - V3
yt= 2[y—peos

y2= — 2 K—peos + 60° ,

ys= ~ 2V - Veos(1-60.

4.) Die kubische Gleichung besitzt demnach drei reelle
verschiedene Ldsungen, wenn der Ausdruck g2+P3< 0 ist,
3rci reelle Ldsungen, wovon mindestens zwei gleich sind,
venn g2+ p3= 0, und eine reelle und zwei Kkonjugiert
komplexe Lésungen, wenn g2+ p3> 0 ist.

g 16. Blquadralisclie Gleichungen.
1.) Die biquadratische Gleichung
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wird durch die Transformation x = f _Ian dio reduzierte

Form £4+ pf2+ + r= 0 gebracht.
2.) Losung nach der E«to-schen Methode:
Man bildet die kubische Resolvente

N2y N 16 y 64
Sind ylty2,y3 die Wurzeln dieser Gleichung, so erhalt man
samtliche vier Losungen der reduzierten Gleichung aus

(= £ "yiz +72/3>
wobei die Vorzeichen derart zu kombinieren sind, dal3

Vyl- (lys= - |-

§ 17. Allgemeine Séatze Uber Gleichungen n-ten Grades.

1.) Die allgemeine Gleichung ntea Grades

AOXn+ AX"-'+ A2xn-2-1 t-A*= 0
laRt sich durch Division mit A04= 0 auf die Form

f(x) = xn+ fliX*"* 1+ a2xn~2H La,= 0
bringen.

2.) Hat 1(x)~ 0 die Wurzel x —a, so ist f(x) durch
X — « ohne Rest teilbar. Ist f(x) durch (x— a)r, dagegen
nicht durch (x — «)r+1 teilbar, so heiRt« einer fache Wurzel
(vgl. § 17, 10).

3.) Fundamentalsatz der Algebra: Eine Gleichung
M«n Gracies Jiat n> aber auch nur n Wurzeln, wenn jede mit
Bericksichtigung ihrer Vielfachheit gezahlt wird.

4.) Wenn at,«2, — «,, die Wurzeln der Gleichung/(x) = 0
sind, welche auch samtlich oder teilweise gleich sein kénnen,
so ist

)= {x- «,) (x—20) ... (X—«,,).

5.) Zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln der

Gleichung f(x) = 0 bestehen die Beziehungen:
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flj = (4~ «, 4“*em iX») GA((X), Knt m** &n),
a2= (Xt 4" "e" 4" Kna3't '  Kn—a»
— ZC2(xv =2>.. ., Kn)j
a3= — («jar2ix3-}- jor2ixd 4 h sea3ad4--—---
4- Kn—2Kn— Knj — N C2(dj, £2, ¢+ ., Kn),

a,= (—l)n«l(...«n.

Hierbei ist ¢7(7v(a,, <2, . . <) (v= 1,2 ,..n) die Summe
der Produkte von denjenigen Elementen a4,a2,. . <x, welche
den Kombinationen zur v,m Masse ohne Wiederholung an-
gehdren. Jede dieser Summen heit eine symmetrische
Grundfunktion der Wurzeln.

Eine Funktion von n Variablen < x , hei 8t sym-
metrisch, wenn sie bei jeder Permutation der «j,
ungeédndert bleibt.

Jede ganze rationale symmetrische Funktion g(av m.., «,,
ist als ganze rationale Funktion der symmetrischen Grund-
funktionen dera,, darstellbar mit Koeffizienten, die ganzzahlige
lineare homogene Funktionen der Koeffizienten von g sind.

Newtons Formeln fur die Potenzsummen der Wurzeln:

Setzt man ** 4- 02 4- ¢4 -a»= s* ganz)>l,nd 'st *m

Falle 0 der Koeffizient a, 4=0, so gilt

. A4- «1= 0, sn+l 4- s;i4 tran—14-ansl = 0,
Q4- l«lb-2«s= 0, sn+2+ «4s, +14 ho, Is3+ ans,= 0,
s,, + als,, i + e¢+ 0,i—«! + nan= 0,

1. a,s_i+ «,_!'=0,

onS—24“ «<n— s—14~2a,,_2= 0,

ans—h + an— s—n—1) 4+ «i«—14*» = 0,
“n®—(n+i) 4- an— s—n4- ' 4- «]S_2 4-s—i = 0,
°lis—n+2) 4- a,, _is_(,,+1i) 4- e 4-ijis—34-s_2= 0,
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Unabhéngige Formel:
1 0 ... 0

2 a2 1 ... 0

«i

3a, «2 aIl'O

rarar—_qg(X—2-+. .a,
Aus den Potenzsummen der Wurzeln erhdlt man umge-
kehrt die Koeffizienten der Gleichung:

si 1 0 o ... 0
s2 sl 2 0
s3 % % 3 ...0

SrSr—i Sr— sr—3 « msj

6.) Eine Gleichung von ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Wurzei, deren Vorzeichen entgegengesetzt ist dem
Vorzeichen von an.

Ist in einer Gleichung mit geradem n das konstante Glied
an negativ, so sind mindestens zwei reelle, mit verschiedenen
Vorzeichen versehene Wurzeln vorhanden.

7.) Versteht man unter den Zeichenwechseln bzw. -folgen
der Gleichung f(x) = 0 die Zeichenwechsel bzw. -folgen der
Koeffizientenreihe a0— 1, ax, a2 an, so gilt der Satz von
Descartes: Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten hat
ebensoviele reelle positive Wurzeln wie Zeichenwechsel oder
eine gerade Anzahl weniger und ebensoviele reelle negative
Wurzeln, wie /(— a;)=0 Zeichenwechsel hat, odereinegerade
Anzahlweniger (die fehlenden Glieder sind mit ¢ 0 zuergdnzen).

Bei einer Gleichung, die nur reelle Wurzeln haben
kann und bei der kein Koeffizient verschwindet, ist die Anzahl
der positiven Wurzeln gleich der Anzahl der Zeichenwechsel,
die Anzahl der negativen Wurzeln gleich der Anzahl der
Zeichenfolgen.

8.) Wenn eine Gleichung mit reellen Koeffizienten die
Wurzel p + qi hat, ist auch p — gqi Wurzel der Gleichung.

Birklen-Kingieb, Mathematische Formelsammlung 3
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Die Gleichung hat, wenn sie komplexe Wurzeln hat, stets
eine gerade Anzahl derselben.

9.) Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen von
x (x° eingeschlossen) gleich Null, so hat die Gleichung rmal
die Wurzel Null.

10.) Wenn« eine Wurzel der Gleichung /(x)= 0 ist, er-
gibt die Division mit x — « die Gleichung (n — |) ten Grades

JQL = a»-i+ 6jx"-2+ b2an-3 m------- h&, 2x+ =0,
X —«
wobei b, = « + ar, bo= 1 ist.

Um die ganzzahligen oder die rationalen Wurzeln einer
Gleichung mit rationalen Koeffizienten aufzufinden, multi-
pliziert man die Gleichung mit dem Hauptnenner der Koeffi-
zienten und zerlegt dann den ersten und den letzten Koeffi-
zienten auf alle méglichen Weisen in positive ganzzahlige Fak-
toren. Sodann bildet man alle rationalen Zahlen pv p2,..., de-
ren Zahler ein Teiler des letzten und deren Nenner ein Teiler des
ersten Koeffizienten ist, und versucht, ob die Gleichung
durch die GréRen x -j- pv p2,... ohne Rest teilbar ist.

11.) Durch die Transformation x — f — k geht die
Gleichung ntecn Grades f{x) = 0 in eine Gleichung nte*
Grades in f Uber.

In der transformierten Gleichung fehlt das Glied mit

wenn

n
gewahlt wird (vgl. § 15,1 u. 16,1).
12.) Mehrfache Wurzeln der Gleichung
f(x) = xn+ al*»-1+ Qgjx"~2+ mm

-j-an~27Z2+ an—Xx + an — o.
Man versteht unter f'(x) den Ausdruck:
f(x) = ii'xtt 1+ (n- IKa;'x2+ (n- 2)a2zxn~z -)----—--
-f- 2«,_2 X+ «n—11

unter f”(x) denjenigen Ausdruck, welcher aus j'(x) ebenso
gebildet wird, wie f(x) aus f(x), also
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f'(x) = n(n — I)xn~2-)-(«—I)(w — 2) aj x’I~ 3
+ (n— 2)(n — 3)a2xn~i H (-2a,_2.
In analogerWeise werden /***(a), /(Iv>(rc),...,fW(x), ... gebildet.

Ist oc eine Wurzel von f(x) = 0, ist also f(x) durch x —
teilbar, so ist a eine (fc+ 1) fache Wurzel, falls f-k>(x) durch
X — ix teilbar, jedoch f‘k+r(x) nicht durch x — a teilbar ist.

Versteht man unter der Diskriminante der Gleichung
1(x) = 0 den Ausdruck

10 S ...S_ 1 |= [(«! GQR) (Alm *3)eee

ISi 2 ...% @ o) (& ®...C2* @
,_i— a«)]2= 11 («.=— «,,)2,

|07|('Q*. C I-’E’:‘anz! }.<u
wobei s; (t= 1,2,..., 2« — 2) die Summe der ite" Potenzen
der Wurzeln alta?2 anist (s. Nr.5), so ist D = 0 die Be-
dingung dafir, daB ](x) = 0 mindestens eine mehrfache
Wurzel besitzt.

13.) Gemeinschaftliche Wurzeln zweier Glei-
chungen. Resultante. — Eine gemeinschaftliche Wurzel
zweier Gleichungen f(x)— 0 und cp(x)= 0 ist Wurzel der
Gleichung, die man durch Nullsetzeu eines gemeinschaftlichen
Teilers von j(x) und <p(x) erhalt(s. § 18, 4). Es sei

f(x)= a0xn+ Uytit 1d---------- ban= 0,

<PX) — + M"*-1 e b bm— 0.
Als Resultante dieser beiden Gleichungen bezeichnet man
die Determinante (»t + «)ten Grades

n Zeilen

00... b2. .. bm
3*
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Die Bedingung fir die Existenz mindestens einer gemein-
schaftlichen Wurzel der Gleichungen j(x) = 0 und rp(x) = 0
ist R — 0.

14.) Elimination einer Unbekannten aus zwei Glei-
chungen mit zwei Unbekannten x und y. — Man ordne beide
Gleichungen nach Potenzen der einen Unbekannten, z. B.
von X, und bilde die Resultante aus beiden, indem man die
Koeffizienten jener Unbekannten als bekannte GréRen be-
trachtet. Die Resultante verschwindet wegen des gleichzeitigen
Bestehens beider Gleichungen. Diese Resultante, das Elimi-
nationsresultat von x, ist im allgemeinen eine Gleichung vom
m mntcn Grade in .

§ 18. Hohere numerische Gleichungen und Né&herungs-
methoden.

1) f(x) = 0 hat zwischen den reellen Zahlen x = p und
X = g eine gerade (einschl. 0) oder eine ungerade Anzahl
von Wurzeln, je nachdem f(p) und f(q) gleiche oder entgegen-
gesetzte Vorzeichen haben. Jede Wurzel ist dabei entspre-
chend ihrer Vielfachheit zu zéhlen.

2.) Es sei am der erste negative und a, der numerisch
m

grolte negative Koeffizient. Dann ist 1 + V-apeine obere
Schranke fir die positiven Wurzeln. Vertauscht man x mit
—x und sucht in der neuen Gleichung wieder die obere
Schranke fur die positiven Wurzeln, so ist dieselbe mit
negativem Zeichen versehen eine untere Schranke fur die
negativen Wurzeln der gegebenen Gleichung.

3.) Satz von Budan(-Fourier). Bildet man die Reihe
f(x), f'(x), f"(X),..., I<Kn>(X) (s. § 17, 12) und setzt hierin
Xx = aund x =1, wobei a< &/(a)4=0, /(i) 5=0, so hat die
Gleichung f(x) = 0 ebensoviele Wurzeln zwischen a und b,
wie die Reihe Zeichenwechsel verliert, .wenn man von a zu 6
Ubergeht, oder eine gerade Anzahl weniger. Der letzte Fall
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tritt nicht ein, wenn die Gleichung nur reelle Wurzeln besitzt.
In den Reihen evtl. auftretende Nullen bleiben fort.
4)) Algorithmus zur Bestimmung des grdRten
gemeinsamen Teilers von f(x) und cp{x) (vgl. § 19,1).
j{xX) habe den Grad n, <p(x) den Grad m n. Man divi-
diert f(x) durch <p(x) und erhélt im allgemeinen einen von x
abhéangigen Rest cp”x) von kleinstem Grade. Nunmehr wird
cp(x) durch qx(x) dividiert. Der im allgemeinen vorhandene
Rest kleinsten Grades sei q2(x). Jetzt wird cpx{x) durch 42(x)
dividiert usf. Man gelangt zu folgender Kette von Formeln:
1(x) = g(x) <p(x) + <Pi{x),
<p(x)=g1(x) Ix(x) + P2(X),
= &(*) 92(x) + $8{x).

Der Grad von <x(x) ist kleiner als der von cp(x), der
Grad von <2(% kleiner als der von ¢9x(x) usf. Wenn die
Division mit einem Reste cpv(x) aufgeht, ist cp,(x)> nach-
dem man durch den hoéchsten Koeffizienten dividiert hat, der
gesuchte groRte gemeinsame Teiler. Andernfalls gelangt man
zu einem konstanten Rest. Die Ausdricke j(z) und <p(x)
sind dann teilerfrcmd.

Satzvon Sturm: j(x) — 0 habe keine mehrfachen Wurzeln.
Man bilde nach dem Divisionsalgorithmus:

i{x)= 9(x) f(x) — X(x),
f(x)— 9i(x) li(«)— /2(®).

Es ist wesentlich, daR man die Reste mit negativem Zeichen
nimmt. Der letzte Rest sei/,,. Er ist, da f(x) keine mehr-
fachen Wurzeln hat, also zu f(x) teilerfremd ist, eine von
0 verschiedene Konstante. Setzt man alsdann in der Reihe
L1, ], fs o, fur x einmal a, das andere Mal b (a, b
reell und keine Wurzeln von f(x), a<,b), so hat die erste
Reihe gerade so viel Zeiehenwcchsel mehr als die zweite,
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wie die Gleichung f(x) = 0 verschiedene Wurzeln zwischen a
und b hat. Ein bei a oder b verschwindendes /,. ist fortzulassen.

5.) Newtons Naherungsmethode: Man habe durch
Versuche oder durch Aufzeichnung der Kurve y = f(x)
(s. §86, 2) gefunden, daB « anndhernd eine reelle Wurzel der
Gleichung f(x) = 0 ist. Dann ist im allgemeinen tx+ p ein

besserer Naherungswert, wenn
— (_N+ aioc’l" 14— - an) /(«)
V* na» -i+ (» - 1)«,a"-2+ oo+ «n-i ~  ['(*)
gesetzt wird. Wenn man nun a. -f V an Stelle von &einfihrt,
erhalt man aus der angegebenen Beziehung eine weitere Kor-
rektion mi usf.

6.) Regula falsi (Fig.1). Hat die Gleichung j(x)— 0
eine reelle Wurzel zwischen oc und [/(«) und /(«i) haben
also entgegengesetzte Vorzeichen], so erhélt man einen ange-
néherten Wert fir diese Wurzel, wenn man an Stelle des
Schnittpunktes der Kurve mit der .X-Achse den der Sehne
setzt, welche die zu den Abszissen x und x 1gehdrigen Kurven-
punkte verbindet; der N&herungswert lautet:
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r }{«\.

I(«) — I(«i)
Mit dem neuen Wert und einem benachbarten kann das Ver-
fahren wiederholt werden usf. Es ist bei algebraischen und
transzendenten Gleichungen anwendbar.

Beispiel:

X=o0c—

x*= 100, also
xlogx= 2 oder xlogx—1 O
'j(x) = xlogx — 2

3 — 0,5686
4 + 0,4082
X= 34-17 — 358
0,98 a
358 + 0,0171
3,60 — 0,0027
<= 358 0,02-0,0171
- 0,0198

= 3,58+ 0,01727 = 3,69727 usf.
(dio richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).
7.) Schema von Horner:
Zur Berechnung des Ausdrucks
a0xn+ a + a2xn~-H b «n-i X+ an
fur einen Wert X = p bildet man die GréRen
\ —«wV+ + i
b2= p+ a2,
&= 2P + «3>

bn=b n*1p + an.
bHist der gesuchte Wert. Man benutzt das Schema

flo & R ([ = &n
a0 p blp...bn*"2p bn—vp

mbn. bn
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I11. Abschnitt.
Zalilentlieorie.
§ 19. Teilbarkeit der ganzen Zahlen.

1) Euklidischer Algorithmus: Dergroflte ge-
meinsame Teiler der positiven ganzen Zahlen a und &wird
folgendermalien bestimmt. Man dividierta durch b. Der Best
sei bv Weiter dividiert man b durch bv Der Rest sei b2
Dann dividiert man bl durch b2 usf. Dabeisei 0 < & ,< &,,_i

fur v=1, 2 b0= b, &,+i= 0. Es gilt also:
a = b uq + ,
b =& il + &>
bx = b2 mg2 + 63,

bn—2* bn—1 *4n—1 ~f'bn,
bg—l~ bn eqgn,
wobei die GroRen g, qltg2, ..., q, die groBten ganzen Zahlen

bedeuten, welche bzw. < sind. Esist 5= 0

u gl
fur b> a. b, ist der groRte gemeinsame Teiler. Die Zahlen
a undi sind teilerfremd (relativ prim), falls sich bn— 1
ergibt.

Eine von 1 verschiedene positive ganze Zahl, die nur
durch 1 und durch sich selbst teilbar ist, heilt Primzahl.
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

2.) Dann und nur dann, wenn der gréRte gemeinsame

Teiler von av «2, ..., a, in k aufgeht, ist die Gleichung
%Xi + a2zx2+ «— allx,, —k
in ganzen Zahlen % ,..., xnlosbar. Speziell ist ox+ Ry — 1

in ganzen Zahlen x, y lésbar, wenn <cund R teilerfremd sind
(vgl. § 22).

3.) Kettenbriche.

aund b seien teilerfremde positive Zahlen. Aus dem Euklid -
sehen Algorithmus ergibt sich die Kettenbruchentwicklung
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?=09q+ ~= 09+ — b2==gq+ — 1
& & 7i+ r- <%+ n .,
Ui R~r7
2
L] = + 07+ i
22+ -00 + .
5«
Unter dem pen Ndherungsbruch (o= 1,2 ,..n) von

~versteht man den Bruch

A i1 1
B, ?+ 71+ - 1 -
. R+ " Heeee
Es ist $7—i
-l= 9 42= £ i 4» = HI?2xi + 1*
Bi B2 q} B3 gxoz -j-1

Setzt man AO= 1, BO= 0, At= g, B1= 1, so folgt:
X+i= DX + X—+, -H=PX + X—+;
X Be-1— B, Ag—i= ( 1)?,
wobei A ,und B,, teilerfremd sind.

4.) Jede positive ganze Zahl a > 1 kann, abgesehen von
der Reihenfolge der Faktoren, auf eine und nur auf eine
Weise als ein Produkt von endlich vielen Primzahlen
Pv \fi>e ¢ e>Vn dargestellt werden:

a— ?>i*eP“ 'P3.meP“le

5.) Es sei d der groRte gemeinsame Teiler von a und b.

Dann ist a-b
~T
ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches.

§ 20. Kongruenz der Zahlen.

1.) a heilt kongruent zu b modulo m, in Zeichen
a= b (mod. m),
wenn a— b durch m teilbar ist (a, b, m ganz, m > 0).
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2.) Aus a= | (mod.m), a= c(mod. m)
folgt &= ¢ (mod. m).
3.) Aus a== Db (mod. m), a'= 6’ (mod.m) folgt
a-(-a'= &+ &

(n eine ganze positive Zahl).
4.) Es sei d der grofite gemeinsame Teiler von ¢ und m.
Dann ergibt sich aus der Kongruenz
aesc==6¢c(mod. m)
die Kongruenz

§ 21. Reslsysteme und Enlcrschc Funktion.

1) Aus der Gesamtheit aller positiven und negativen
ganzen Zahlen (einschl. 0) kann man Systeme von m und nur
m Zahlen auswahlen, von denen je zwei mod. in inkongruent
(nicht kongruent) sind. Ein derartiges System
rQrvrz, ..., r,,_1

heil3t ein vollstandiges Restsystem. Das einfachste ist
0,1,2,..., m — 1.

Jede andere Zahl ist einer von diesen mod. rri kongruent.

2.) Streicht man aus einem vollstandigen Restsystem
alle zu m nicht teilerfremden Zahlen, so bleibt ein redu-
ziertes Restsystem ubrig. Die Anzahl der einem redu-
zierten Restsystem angehdrigen Zahlen h&ngt nur von m ab
(nicht von der besonderen Art des Systems) und wird mit
rp(m) bezeichnet (Eulersche Funktion).

Wenn alta2,..., & zu je zweien teilerfremde Zahlen
sind und m= Ojma2... ai ist, gilt

<p{m) = <p(ai) * <p{<h) mmm<P@i) =
Die Primfaktorendarstellung von m sei m = N
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§ 22. DiopTiantisdie Gleichungen ersten Grades.

Unter den Ldésungen der Dioplmnuschen Gleichung
ax—b= my,
in welcher a, b, m gegebene ganze Zahlen sind (a4=0, m > 0),
versteht man alle ganzzahligen Wertepaare x,y, welche die
Gleichung erflllen. Es ist die ganze Zahl x also derart zu be-

stimmen, dall — eine ganze Zahl wird. Die Ldsung der
7

gegebenen Gleichung erfordert somit die Bestimmung von
x aus der Kongruenz ax = b (mod. m).

1.) a) Es sei a zu m teilerfremd. Man multipliziert die
Zahlenfolge 0,1,2,3,...., m—1
mit a und bestimmt die Reste, welche die Vielfachen bei
Division mit m lassen. Es sei x0 die Zahl der Zahlenfolge,
welche mit a multipliziert einen Rest liefert, der zur Zahl 5
kongruent ist. Dann ist jede Zahl

X ~ X0 (mod. m)
eine Ldsung der gegebenen Kongruenz (vgl. § 19,2: a=cc,
m——R, b=1).

Die Kongruenz hat in diesem Falle eine und nur eine
Ldsung, wenn alle mod. m kongruenten Ld&sungen als eine
einzige gerechnet werden.

b) a und m mdogen den gréf3ten gemeinsamen Teiler
d haben. Ferner sei d auch Teiler von b. Setzt man
alsdann

a=da"', b=db", m—dm’
und ist z = a0 (mod. m') die Lésung der Kongruenz
a'x = b' (mod. m"),
so besitzt die gegebene Kongruenz die d in bezug auf den
Modul m inkongruenten Ldsungen
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X= XQ
m

X= *0 + d
2m

X= 0+ d (mod. tn).
(d-1)m

X= X0+

~~d
Wenn andernfalls d nicht ein Teiler von b ist, ist die Kon-
gruenz unldsbar.

2.) Kettenbruchmetliode von Lagrange: a>0
sei teilerfremd zu rn (im Falle a < 0 ersetzt man x durch — f).

m
Man entwickelt — in einen Kettenbruch:
a

m- ol b 4t i .
a Tj- t
in
A )
Wenn — der N&herungsbruch st (s. § 19,3), lautet

die Losung der Kongruenz
Xss Xxg= (— 1)" bA,, (mod. tu).
Die zu x0 gehorige Losung der Diophanlhchca Gleichung
ax — b= mrj ist
y0= (- 1)Iben.
3.) Methode von Euler (Absonderung der gréBten Ganzen).

Beispiel: 61 x+ 7y = 1000.
1000 —, 61a- - . 2x—1  2x—1
y= - b = 143 — 9 xH-—-- = — =
Tu+l u'tl  u-41
x= 2 . 3u+ -1,
u= 2v—1L

Dann ergibt sich x=7v —3, y= 169 —61lv.
LaRt man v alle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhalt man
samtliche ganzzahligen Lésungen der gegebenen Gleichung.
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§ 23. Satze von Fermat und Wilson. Indizes.

1) Satz von Fermat: Jede durch die Primzahl p
nicht teilbare Zahl a gentgt der Kongruenz
flp-1 ==1 (mod.p).
2.) Verallgemeinerung von Euler: Die Lésungen der
Kongruenz
X<pMm = i (mod. m),
wo <p(?n) die Eulersche Funktion ist, werden durch alle Zahlen
eines reduzierten Bestsystems (mod. m) gegeben.

3.) Satz von Wilson: Die notwendige und hinreichende

Bedingung dafir, dal p > 1 eine Primzahl ist, lautet
(p—1!= —1 (mod.p).

4.) x = g heillt eine primitive Wurzel der Kongruenz
XV— = 1 (mod. p) oder kurz eine primitive WuTzel mod. p
(p eine ungerade Primzahl), wenn p — 1 der kleinste Ex-
ponent ist, fur den g 1= 1 (mod. p) ist. Die Anzahl der
mod. p inkongruenten primitiven Wurzeln der Kongruenz
xP~1= 1 (mod. p) ist <p(p — 1).

5.) a sei eine durch die Primzahl p nicht teilbare Zahl
und g eine primitive Wurzel mod. p. Dann gibt es einen
mod. p — 1 eindeutig bestimmten Exponenten i, fir welchen

u= if (mod. p)
ist. i heilt der Index von a in bezug auf g, in Zeichen

1
i= ind. a
Sind a und b durch die Primzahl p nicht teilbar, und ist
g eine primitive Wurzel mod. p, so ist

0 9 0
ind. a-b = ind. a-f-ind. b (mod. p — 1).
Fir die primitiven Wurzeln g und y (mod. p) gilt
0 0 r
ind. a= ind.y mind. a (mod. p — 1).
Die Formeln fir Indizes sind nach dem Vorhergehenden
denen der Logarithmen analog.
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§ 24. Quadratische Iteste.

1.) p sei eine ungerade Primzahl. Je nachdem die Kon-
gruenz x2= a (mod. p)
losbar ist oder nicht, heilt a ein quadratischer Rest
oder Nichtrest mod. p. a mdge durch p nicht teilbar sein.
Wenn die Kongruenz lésbar ist, besitzt sic zwei und nur
zwei mod. p inkongruente Wurzeln x — a0 und x= — x0
(mod. p).
2.) Kriterium von Euler: a ist quadratischer Rest
oder Nichtrest, je nachdem
p—i y—1
a2 —1 oder a 2 = — 1 (mod.p)
ist.
3.) Das Symbol von Legendre: Man setzt

(“)= + loder(") = -1,

je nachdem a quadratischer Rest oder Nichtrest ist. Nach
dem Eulerschen Kriterium ist
p—i
a2 1 N)(mod.p).
p)

Es gilt fir cn=b (mod. p),

und fur beliebige durch p nicht teilbare Zahlen a und b:

p / \p> \p)
4) Lemma von Gaul: Es sei jj, die Anzahl derjenigen
unter den absolut kleinsten Resten mod. p der Zahlen
—1
a, 2a, 3 a p‘ -a,
die negativ ausfallen. Dann ist a quadratischer Rest oder Nicht-
rest, je nachdem /t gerade oder ungerade ist:



Arithmetische Reihen erster Ordnung. 47

6.) Reziprozitatsgesetz: Wenn p und g verschiedene
ungerade Primzahlen sind, gilt

Vgl. ferner §28,4 (Bernoullischo Zahlen), §28,5 (Polygonal- und
Pyramidalzahlcn), §33, 1,1 (Pythagoreische Zahlen, Aufldsung der
Gleichung a2-f-i2=c ! in ganzen Zahlen a, i, c).

IV. Abschnitt.

Elementare Reihen.
§ 25. Arithmetische Reihen erster Ordnung.
1.) Unter einer arithmetischen Reihe erster Ord-
nung versteht man die Summe
at+ (@a+ d)-f-(a 2d)-f--e¢+ (a+ (n—1)d).
Schreibt man an Stelle der Summe ttj+ «2d— <+ «n

in abgeklrzter Weise Zu, (gelesen: Summe u, von v= 1

bis v—n), so lautet die arithmetische Reihe auch
n

a heilt das Anfangsglied, d=~0 die Differenz.

2.) Wenn n die Anzahl der Glieder ist, lautet das End-
glied

2= a-j- (n—1a .
Die Summe der Reihe ist
{a-\-z)n [2a + (n—1)d]n

2

n(n + 1)

Beispiel: 1 + 2+ 3+ ,--+ n= 2
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§ 2G. Geometrische Reihen.

1.) Unter einer geometrischen Reihe versteht man
die Summe
n
a+ aq+ ag2+ eee+ aq"—1l= Z aq 1.
T=L

a ist das Anfangsglied, 174=1und 4=0 der Quotient.
2.) Ist n die Anzahl der Glieder, so lautet das Endglied
der Reihe z= aq'H1,
und ihre Summe ist
a(gnh—1) gz —a

S~ qg-1 ~ q- 1"
am _ ol
3)) r-= a1+ am~-b + a»-3 & 4-----
a—0
+ abm~-+ bm~1,
a2m+l . 52m+1
— — == @2m - a2m—16 + a2"t 262 T mee
ad"o
— ai2"*-14-62m,
li2m J2m
a2m 1- a-m -b4- adm~3h- 4= mm
as4-6

4- ap'2"t— — 52m- i .
4.) Wenn in der Reihe 1) ]1q| < 1 ist, erhdlt man fur
n-* 00als Summe (vgl. §§ 87 und 93)
a
S=1=~q
(Unendliche geometrische Reihe).
5.) Fur \x|< 1 gilt

14-X4-%X24-a?4- eee in inf.= —-— .
1 — X
Insbesondere ist:
1 1.1 . o1
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§ 27. Zinseszins- und Rentenrechnung.

1.) Bezeichnungen: Zinsfullp°'0, Zinsfaktor <p=I-f- 1\(;—0

ursprungliches Kapital a, angewachsenes Kapital b, Zahl der
Zinsperioden (Jahre) n, Rente r.

2.) Der Endwert, auf den das Kapital a in n Jahren
durch Zinseszins anwéchst, ist

b—agqg'l.

3.) Der Endwert, den das Kapital a durch Zinseszins
erreicht, wenn es am Ende eines jeden Jahres noch um r
vermehrt oder vermindert wird, ist

6= agnx — i
Q1
Wird a in n Jahren aufgezehrt, so ist 6= 0.
4.) Bis zum Ende des nI™ Jahres ist, wenn am Ende
eines jeden Jahres die Zahlung r erfolgt, die Summe er-

reicht: ;oor(3* 1)

? -1 5
wenn aber die Zahlung am Anfang eines jeden Jahres
erfolgt: _ rg(gn—1)

5.) Das Abldsungskapital (Mise) einer n mal am Jahres-
ende wiederkehrenden Rente ist
,, ff -1 f (, 1
(@—Nan g -1\ an)
Das Ablésungskapital einer immerwéhrenden Rente erhélt
manflrw-> oo. Sein Wert ist

i~ q - 1°'

6.) Amortisation: Ein geliehenes Kapital soll in n Jahren
dadurch abgetragen werden, da am Ende eines jeden Jahres
dieselbe Rat bezahlt wird. Das Kapital bzw. der Restbetrag
wachse dabei um p°/o (Zinsfaktor g) jahrlich an. Die jahrliche

Edtklen-Elngleb. Matbematische FormelsammlunR. 4
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Rate setze sich aus p°/0 fir das Anfangskapital berechnete
Zinsen und einem Amortisationssatz von p~ja des Anfangs-
kapitals zusammen. Dann lautet die Bedingung dafur,
daR das Kapital am Ende des n-ten Jahres getilgt ist:

§ 28. Arithmetische Reihen hdherer Ordnung.
1.) Gegeben seien die Glieder einer Reihe (die Folge)
20 2 2a 2/s 2/m>eem 2/»e
Man bezeichnet als 1. Differenzenreihe die Reihe mit den
Gliedern Ay~ Ay~ Ayn™ AN Ayn N

als 2. Differenzenreihe die Reihe mit den Gliedern
21220 A2y2... zI2il,_2,
als 3. Differenzenreihe die Reihe mit den Gliedern

. ¢(1320A3Vi me  « -432/n-3
usf., wobei -

21r 1 2m — .ym+l Iym
gesetzt ist. Die 0*' Differenzenreihe ist mit dergegebenen
identisch.
Sind die Glieder der rten Differenzenreihe konstant und
0, so heilt die gegebene Reihe "
o+ 26i+ 2Za+ "+ Z«—L(\)/»
v=
eine arithmetische Reihe rtor Ordnung.
2.) Es gilt

1. Vo+ () Alo+

Wenn die Reihe mit ?/, anfangt, ist:
l« -1\ . Sfn-1) gi2j/r (no- 1)
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3.) Die Summe der Glieder von y0 bis zum Glied
ijn (einschlieBlich) ist:

« . -PtVCtW CIV*

D) L

oder wenn die Reihe mit y1 begi'nﬁt:"
»= (") VI+ (3) AVI+ (3) A*VI+ """+ Ir+ |) A&’

4) 12+ 22+ 32+ eee+ u2=J (2n+ 1) (n+ 1)en,

13+ 23+ 33H , 0+ H2-n2.

Bezeichnet man allgemein mit S»1 die Summe der kim
Potenzen der Zahlen von 1 bis n, also

) ¥+ 2%+ 3*4 Hn = Sfk>,
so ist

1k\ B.
+ ()
wobei die Gréen Blt B2, B3, ... Bernoullischc Zahlen heif3en.
Es ist

RBi= 0* 02=880" ~ = 42’ Bi= 30’

n 5 ®elr Z r mi

B5= cg, 2730 7~76" 8™ 510 *
Die Bernoullischm Zahlen gentgen der Rekursionsformel:

2, + 1) _ 2» + 1j + ..+ I r ., (2» +1)Bj
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5.) Figurierte Zahlen,
a) Polygonalzahlen.

Dreieckszahlen: 1, 3, 6, 10, 15, .. ., -)-1Q),
Viereckszahlen: 1, 4, 9, 16, 25, ..., ~j + 2 = n2,
Funfeckszahlen: 1,5,12,22, 35,..., ("j+ 3 (Fig. 2),
r-eckszahlen: (?)+ r—2)UuU
Fig. 2. Fig. 3.

b) Pyramidalzahlen.
Dreiseitige: 1, 4, 10, 20, 35........... "+ *)+ I(H+ X(Fig. 3),
vierseitige: 1, 5, 14, 30,55, ...J XY+ 2~ ,

funfseitige: 1, 6, 18, 40, 75, ..~ A * + 3/~ A *),

r-seitige: W+ *)+ (r--2)f‘+ L.
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§ 29. Interpolation bei arithmetischen Reihen.

Sollen bei einer arithmetischen Reihe rtor Ordnung, deren
allgemeines Glied durch die Formel y ngegeben ist (s. §28,2),
zwischen je zwei Glieder p weitere Glieder so eingeschaltet
werden, dal die neue Reihe wieder eine Reihe rtcr Ordnung
ist, so geschieht dies, indem man in dem Ausdruck fir das
allgemeine Glied fur n der Reihe nach

1 J_ 3 p 1
P RS P
U U

setzt. Die SchluBRdifferenz der neuen Reihe ist

Haufig ist es zweckmé&RBig, nur so viel Glieder der neuen
Reihe zu berechnen, daR sich daraus die Anfange der Diffe-
renzenreihen ergeben, und dann die Reihe von der Schlu3-
differenz aus weiter zu berechnen. (Weiteres Uber Inter-
polation s. § 86,4.)

V. Abschnitt.
Ebene Geometrie.

§ 30. Saize Uber den Kreis.

1.) Ein Peripheriewinkel (Umfangswinkel) ist die
Halfte des Zentriwinkels (Mittelpunktswinkel) Uber dem-
selben Bogen. Alle Peripheriewinkel Uber demselben Bogen
sind einander gleich (Fig. 4).

2.) Jeder Sehnentangentenwinkel ist gleich dem
Peripheriewinkel auf dem vom Sehnentangentenwinkel nicht
eingeschlossenen Bogen (Fig. 4):

a= «', R= R
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Ebene Geometrie.

Jeder Umfangswinkel Uber einem Durchmesser ist gleich
90° (Satz des Tlialcs).
Der geometrische Ort fur die Spitzen aller Dreiecke auf

Fig. 4.

4) Im Tangentenviereck ist die

derselben Seite der gemein-
samen Grundlinie ¢ mit dem-
selben Winkel y an der Spitze
ist der Kreisbogen mit der
Sehne ¢ und dem auf der
anderen Seite von cgelegenen
Sehnentangentenwinkel vy.

3.) Im Sehnenviereck
ist die Summe zweier gegen-
Uberliegender Winkel gleich
der Summe der zwei anderen,
also gleich 2R und umge-
kehrt.

Summe zweier

gegenlberliegender Seiten gleich der Summe der zwei anderen

und umgekehrt.

§ 31.

1.) Werden die Schenkel

Proportionalitat von Strecken.

Ahnlichkeit.
eines Winkels oder zweier

Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind die

P
F's-

Abschnitte auf dem
einen Schenkel pro-
portional den ent-
sprechenden auf dem
anderen und umge-
kehrt. Die Parallelen
verhalten sich wie
die zugehdrigen Schei-
telabschnitte dessel-
ben Schenkels.

2.) Die Halbierungslinie eines Winkels im Dreieck teilt
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die Gegenseite innerlich im Verhaltnis der Anseiten. Die

Halbierungslinie des AulRenwinkels teilt sie duf3erlich in dem-

selben Verhéltnis und umgekehrt (Fig. 5):
J):qg=pl:q= a:b

3.) Vielecke mit gleicher Seitenzahl heifen &ahnlich,
wenn entsprechende Winkel einander gleich und entsprechende
Seitenpaare proportional sind.

4.) Zwei Dreiecke sind &hnlich, wenn

a) zwei Seitenpaare proportional und der eingeschlossene

Winkel gleich,

b) zwei Winkel gleich,

c) die drei Seitenpaare proportional,

d) zwei Seitenpaare proportional und die Gegenwinkel

des groBeren Seitenpaares gleich sind.

Wenn eine Seite eines Dreiecks der entsprechenden in
einem ahnlichen Dreieck gleich ist, so sind beide Dreiecke
kongruent, d. h. sie lassen sich zur Deckung bringen. Die
Ahnlichkeitssatze gehen alsdann in die Kongruenzsatze tber.

5.) Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sieh umgekehrt
wie die Seiten, auf denen sie senkrecht stehen:

ha:hb:he= —: <= |c:ac :ab.
a o ¢

6.) a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zwischen der Hypotenuse und dem
anliegenden Hypo-
tenusenabschnitt
(Fig. G):

p:a—a:c,

g:l= b:c.

b) Die Hohe
eines  rechtwink- »
ligen Dreiecks ist c
mittlere  Propor- Fig. 6.
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tionale zu den Hypotenusenabschnitten (Fig. 6):
p:h—h:q.

7.) Zwei Parallelogramme sind &hnlich, wenn zwei
entsprechende Winkel gleich und die sie einschlieBenden
Seitenpaare proportional sind.

8.) Ein Vieleck heilt regelmaRig (regular), wenn es nur
gleiche Seiten und gleiche Winkel besitzt. Regelmé&Rige
Vielecke sind dhnlich, wenn sie die gleiche Seitenzahl haben.

9.) a) Durch die Diagonalen aus zwei entsprechenden
Ecken werden zwei dhnliche Vielecke in paarweis dhn-
liche Dreiecke zerlegt.

b) Werden zwei Vielecke durch die Diagonalen aus zwei
Ecken in paarweis &hnliche in gleicher Reihenfolge liegende
Dreiecke zerlegt, so sind die Vielecke &hnlich.

10.) Die Umfénge &hnlicher Vielecke verhalten sich wie
entsprechende Lé&ngen; die Inhalte &hnlicher Vielecke ver-
halten sich wie die Quadrate entsprechender L&ngen.

11.) a) Zwei n-Ecke Av A2, ..., An und RBI,B2,..., Bn
befinden sich in perspektivischer Lage, wenn die Geraden
Aldij, AB%..., A,Bn sich in einem Punkte S schneiden.
S heillit Zentrum der Perspektivitat, alle durch S gehenden

71 Geraden heiBen Strah-
len der Perspektivitat.

b) Befinden sich
zwei «-Ecke in bezug
auf S in perspektivi-
scher Lage und sind
n— 1 in bezug aufS in
perspektivischer Lage
befindliche Seitenpaare,
von denen keines mit
einem Strahlenpaar zu-
sammenfallt, einander
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parallel, so ist auch das ntc Paar parallel und die Vielecke
sind ahnlich.

c) Sind zwei Vielecke ahnlich und zwei entsprechende
Seitenpaaxe parallel, so sind auch die Ubrigen parallel und die
Vielecke sind in perspektivischer Lage.

12.) a) Sekantensatz: Schneiden sich zwei Sekanten
eines Kreises, so ist das Produkt der Abschnitte der einen,
vom Schnittpunkt aus gemessen, gleich dem Produkt der
Abschnitte der anderen Sekante (Fig. 7):

Der Schnittpunkt kann innerhalb und auflerhalb des Kreises
liegen.
b) Sekanten-
Tangentensatz:
Eine Tangente eines
Kreises werde von
einer Sekante ge-
schnitten. Dann ist
das Quadrat des Tan-
gentefiabscImitts
gleich dem Produkt
der Sekantenab-
schnitte (Fig. 7):
ii=s1-s2.

a
13.) An einen Kreis vom Radius | sei eine Tangente voij

der Lange a gelegt (die Lange von dem Beruhrungspunkt
aus gerechnet). Es sei x der kiirzere Abschnitt der vom End-
punkt der Tangente durch den Mittelpunkt des Kreises
gezogenen Sekante. Dann gilta :x —x :(a—Xx). (Stetige
Teilung der Strecke a, goldener Schnitt, vgl. 8§ 2,9;
s. Fig. 8))

Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis gleich
dem groBeren Abschnitt des stetig geteilten Schenkels, so
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ist der Winkel an der Spitze 2/5 R und umgekehrt. (Bestim-
mungsdreieck des regelméaRigen Zehnecks.)

S 22. Pythagoreische Siitze.

1.) Das Quadrat Uber einer Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und
dem anliegenden Hypotenusenabschnitt (vgl. § 31, 6a).

2.) Das Quadrat uUber der Hohe eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen-
abschnitten (vgl. § 31, 6 b).

3.) Pythagoreischer Lehrsatz: Im rechtwinkligen
Dreieck ist das Quadrat Uber der Hypotenuse gleich der
Summe der Quadrate Uber den Katheten (vgl. § 33,11 a).

4.) Allgemeiner Pythagoreischer Lehrsatz: Kon-
struiert man Uber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
ahnliche Figuren, so ist die Figur Uber der Hypotenuse gleich
der Summe der Figuren Uber den Katheten.

5.) Pythagoreischer Lehrsatz fur das schief-
winklige Dreieck: Das Quadrat Uber einer Dreiecksseite
ist gleich der Summe der Quadrate der andern Dreiecksseiten
vermehrt oder vermindert um das doppelte Rechteck aus
einer dieser Seiten und der Projektion der andern auf sie,
je nachdem der Gegenwinkel der ersten Seite stumpf oder
spitz ist (vgl. 8 33, I 1¢).

§ 38. Langen- und FJaehenbereclmungen.

I. Unregelmé&fRige Vielecke.

1) Das Dreieck.

Bezeichnungen: a,i, ¢ Seiten; a, B, y Gegenwinkel;
ha, h,,, hcHbéhen; r Radius des umschriebenen Kreises; o Ra-
dius des Inkreises; Qa,Qb,Qc Radien der Ankreise; mamb,mc
Mittellinien; wa, WB, wr Halbierungslinien der Innenwinkel;

wr Halbierungslinien der AuBRenwinkel; ta,th, Q Ab-
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schnitte, in welche die Berihrungspunkte des Inkreises die
) . . ) a-j-b-j-c
Seiten teilen; J Flacheninhalt; s =
a) Rechtwinkliges Dreieck.
y=90°; a, b Katheten, c¢ Hypotenuse.

a? + Vv J== a-b ' ab ¢
, 5
a-(- 6- a+ c- b+ c—a a+b+ ¢
2 & 2 B 2 2

Sind u und v ganze positive Zahlen (u > v), so ergeben sich die
rationalen rechtwinkligen Dreiecke (Pythagoreische Dreiecke)

aus c—us+ V2, a= u2—v2, b= 2uv.

u \Y U2-j-v2= ¢ Uu2—v2— a 2uv=b

2 1 5 3 4

3 1 10 8 6

3 2 13 5 12

4 1 17 15 8

4 2 20 12 16

4 3 25 7 24

5 1 26 24 10

5 2 29 21 20

b) Gleichschenkliges Dreieck.
a— b (Schenkel), ¢ Grundlinie (Basis).

2.7
K= 2VAa2- Q- J-- |/4a2— 2, ha= h = .
c(2a —¢) c(2a-f c)

oh> 9 gpT @Hh7Q

c) Allgemeines Dreieck.

ap= bg (pProjektion von b auf a, g Projektion von a
auf b).

2— a2-{-b2::f2b q (Pythagoreischer Lehrsatz fiir das schief-
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winklige Dreieck). Es gilt das negative oder positive Zeichen,
je nachdem y 90° ist.
a2—h2= p2_ g2 ~ Und Projektionen von a und b

auf c).
V:a2+_bi_cz, 3= 32+62.—e2,

bc abc ahtl
a=27" r= 47" T °
«= jls(s—a)(s—6)(s—c)= | }4a2i2— (a2+ & — c2)2.
23 27 1_1

e _a+ 6+ c’ A" 6+ c- a’ pa 06 gc’
/= Bs— pa(s- 0), J2= POopbBc, j7a+ et+ 0C- (2= 4r.

ma= j/* (62+ c2- 2f2)sw«+ mi+ mc= 4 («2+ 2+ <Om
wa= f—— jlic(@a+ i+ c)(—a+ 6+ c),
(o] C

idx — r
0o— C

Bezeichnen u, v bzw. u’, v' die Abschnitte, welche iva bzw. Ja
auf a erzeugt, gemessen von den Endpunkten von a aus,
so gilt:

li>c(a+ b—c)(a—6+ c).

wi = bc— uv, w32= uv' — bc.

Da im schiefwinkligen Dreieck keine Seite eine bevorzugte
Stellung einnimmt, ergeben sich weitere richtige Formeln, wenn man
gleichzeitig a durch b, b durch ¢, ¢ durch a, a durch B,... ersetzt
(Zyklische Vertauschung). Auf die durch zyklische Ver-
tauschung erhaltenen Formeln kann nochmals zyklische Ver-
tauschung angewendet werden. Man erhélt z. B. in dieser Weise aus

hg = 2y die weiteren Formeln hb = hczo/%-r,

2r
2.) Das Parallelogramm.
a, b Seiten, ha, h Hdéhen, dIt d2 Diagonalen, J Inhalt.
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J — xha— hhi))

dui= 1* + 62+ 2al/&V-1 2

Im gleichseitigen Parallelogramm (Rhombus) stehen die
Diagonalen aufeinander senkrecht.

3.) Das Trapez.
a, & parallele Seiten, c,d nichtparallele Seiten (Schenkel),

h Hihe, J Inhalt, s = - —

r_ («+ 6)d
2 ’
h—-- Hs(s—a+ & (s—c) (s— d).
Diagonale vom Eckpunkt (ac) nach (&d):
ac2— 2
&+
a—b

4)) Das Sehnenviereck.
a, & ¢, d Seiten, zyklisch geordnet, r Radius des umschrie-

benen Kreises, J Inhalt, du d, Diagonalen,s = aT"

J= l/(s—a)(s—B6)(s—c)(s—d),
r— \J(Jz]/(abcd) (acbd)(ad-fbc

Diagonale dj vom Eckpunkt (ab) nach (cd):

ib + cd)(ac + bd)
= ad + bc
Satz des Ptolemaeus: dld2= ac + bd.

Ist das Sehnenviereck gleichzeitig ein Tangentenviereck,
so gilt
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J —yab cd

Weitere Formeln s. § 46.

Il. Regelmé&Rige Vielecke.

Bezeichnungen: a Seitenlange, r Radius des um-
schriebenen Kreises, g Radius des einbeschriebenen Kreises,
d Diagonale, J Inhalt.

Ist n die Anzahl der Seiten, so betragt der zu einer Seite

4
gehorige Zentriwinkel R und der Polygonwinkel (Innen-

winkel) ZZi-n— 1R
1.) Dreieck.
A= I|/3 = ~r=3q (Hohe),
r= %ﬂ::ydl’ 3=20Q

h aifa r
*= T« 61/3= 21

J = |1/3=1]j/3=™ 1/3=302l/3.
2.) Sechseck.
r=a= jB \ri, Q=~ 13=1y |/3,
J=3:,/3="~V 3=2c¢2l/3.
3.) Quadrat.

r=jlva=-cell, 2=2=y1/2

J= a2=2r2= 4?2,
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4.) Achteck.

r= g -1/4+ 272'= pl/4- 2]/2,
f2= f- (1/2+ 1)= |1/2 + p
a= r]/2-3/2 = 2% (}/2-1),
J=2a2(|/2+ 1) = 2r2[/2= 8p2(j/2 —1) .
5.) Funfeck.
r=i6J/50+1°~=¢e(V 5- 1).
J=7~Y)/25+ 10 inr=[(1/5+ 1),
0= 21/10-2)/5= 2p |/5- 2|5,
m=J (/5+ 1)= ] YIO+ 2|/5=p

J= “I\/25+ 101/5= 1/10 + 21/5= 5p2]/~ T j71.
6.) Zehneck.
r=y ~ + x)=f y&- 10v~»,

0= j V5+ 21/5= -1yiO+21/5,

a= L (y5- |[|= 1'25 - 107¥,

J= 5/- I/5+ 2]/5= ~ ]/10—2)/5= 2p2]/25-101/5.
I1l. Der Kreis.

1.) Es ist ti= 3,14159... der halbe Umfang des Kreises

. . 5 e 22
mit dem Radius 1. Naherungsweise ist 71= - .
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Der Umfang des Vollkreises mit dem Radius r ist
u= 2m .
2.) Unter dem Bogenmall b= arcl des Winkels B ver-
steht man die Lange des zum Mittelpunktswinkel B gehdrigen
Bogens des Kreises mit dem Radius 1:

h=UXcR=1"R"
g= O» 1° 45° 90° 180« 270° 360°
b= 0 n7n n 37
B 180 2 =« ) 2
In einem Kreise vom Radius r gehdrt zum Winkel R der
Bogen

u*=r-m°-B=zrh-
3.) Der Inhalt des vom Mittelpunktswinkel R gebildeten
Kreissektors ist

Der Inhalt des Vollkreises ist
J=r2n.

§ 84. Besondere Linien und Punkte am Dreieck.
In einem Dreieck schneiden sich:

1.) die M ittellote zu den Seiten in einem Punkt, der
von den Ecken gleiche Entfernungen hat (Umkreismittel-
punkt 0);

2.) die Halbierungslinien der Winkel in einem Punkt,
der von den Seiten gleiche Entfernungen hat (Inkreism ittel-
punkt M); desgleichen die Halbierungslinie eines Winkels und
die der beiden AuRenwinkel an der Gegenseite (Ankreis-
mittelpunkte Ma,Mb M c)\

3.) die Schwerlinien (Seitenhalbierende Transversalen)
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in einem Punkt und teilen sich (von den Eckpunkten aus ge-
rechnet) gegenseitig im Verhaltnis 2 :1 (Schwerpunkt £);

4.) die Héhen in einem Punkt (H6henschnittpunkt H).

In einem Dreieck liegen:

5.) der lidlienschnittpunkt, der Schwerpunkt und der Um-
kreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist hierbei H S :SO
=21,

6.) die drei FuRpunkte der Hohen, die drei Halbierungs-
punkte der Seiten und die drei Halbierungspunkte der oberen
Hohenabschnitte auf einem Kreis (Feuerbaehchm- Kreis).
Sein Mittelpunkt halbiert die Strecke HO.

§ 35. Gerichtete Strecken und Winkel. Verhéltnis und
Doppelverhaltnis.

1.) Auf einer Geraden werde eine Richtung als positive

festgelegt. Die entgegengesetzte Richtung ist die negative.

Dann gibt man der absoluten Lange AB einer Strecke der Ge-
raden ein positives Zeichen, wenn die Durchlaufung der Strecke
von A nach B im positiven Sinne und ein negatives Zeichen,
wenn sie im negativen Sinne erfolgt. Eine in dieser Weise
mit einem Vorzeichen versehene Strecke heit gerichtete
Strecke und wird mit

AB
bezeichnet, wobei die Reihenfolge der Buchstaben und der Pfeil
die Durchlaufungsrichtung der Strecke angeben *).
2.) Sind A,B,C beliebige Punkte einer gerichteten Ge-
raden, so gilt )
AB = - BA,

AB+ BC +GA = 0.
~3.) Der Punkt G teilt die Strecke HR im Verhéltnis Z:I,

*) AR bedeutet die gesamte Gerade durch die Punkte A und B, dagegen

AB die absolute und AH die gerichtete Strecke,” die von den Punkten A und B
begrenzt wird.

Biirklen-Itingleb, Mathematische Formelsammlung. p
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wenn —

CB
ist. Der Wert des Verhéltnisses ist von der Richtung der Ge-
raden unabhéngig.
Man erhalt die Werte, welche X annimmt, wenn C die Ge-
rade AB in der Richtung A-+B vollstéandig durchlauft (s. Fig. 9),
aus folgender Tabelle:

Bewegt sich C so nimmt X
von 00 bis A die negativen Wertevon —1 bis0 an,
A , B . Ppositiven . o 0 ,00 .,
B , oo ,» hegativen ” . CO
C* 00 LRV R - 00
_0_
I =0 s 0 o +0 0 - o -/
Fig. 9.

Bemerkung: Damit jedem Punkte der Geraden nur ein
Wert Xund umgekehrt jedem Werte X nur ein Punkt der Geraden
entspricht, ist hierbei angenommen worden, dalR eine Gerade
nur einen unendlich fernen Punkt (co) besitzt, und dalR die
Uber alle Grenzen wachsenden und die Uber alle Grenzen ab-
nehmenden Zahlen einem und demselben Werte oo zustreben.

4.) Unterdem Doppelverhaltnis der PunkteMjB.G, D
einer Geraden versteht man den Wert

CB DB
Die Reihenfolge der vier Punkte ist wesentlich. Die Punkte
A und B einerseits und C und D andererseits heillen zuge-
ordnet oder konjugiert. Das Doppelverhéaltnis ist unab-
héngig von der Richtung der Geraden.
Das Doppelverhaltnis &ndert sich nicht, wenn man 1.) die
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ersten beiden Punkte mit den beiden letzten oder 11.) die
ersten beiden Punkte unter sich und gleichzeitig die letzten
beiden unter sich vertauscht oder I11.) beide Vertauschungen
gleichzeitig ausfuhrt:
{ABCD)= (CDAB)= (BADC)= (DGBA).
Von den fir die Punkte ABCD mdglichen 41=24
Doppelverhéaltnissen sind daher hochstens 6 verschieden:
u
[ABCD)=fi, (AGBD)=1-fi, (ADCB) - 1
u —
ABDC ! ACDB ADBC
- - - r— O = -~ ==,
( ) ( )= = fi ( )

Die Werte von ju, welche angenommen werden, wenn D die
Gerade in der Richtung A° C =B vollstdndig durchlauft,
erhélt man aus folgender Tabelle (s. Fig. 10):

Bewegt sich D so nimmt /i

AC
von 00 bis A die negativen Werte von - bis 0o an

CB

. A o0 . positiven » 0 n1 »
. C . B ) P noo3 1,0,

. AC
. B oo ,» hegativen 0
2)=00....... A e, Covrerrres ...R. ... 30
11,-41- o1 o AC
r ch CB

Fig. 10.

5.) Unter dem Doppelverhaltnis von vier Strahlen
a,b,c,d, wo a und b einerseits, ¢ und d andererseits zuge-
ordnet (konjugiert) sind, versteht man den Wert:

sin (a c) sin (ad) (abcd).
sin (c b) sin (d b)
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Hierbei sind (ac),... die (gerichteten) W inkel zwischen
den Strahlen a und c,.... Sie werden dadurch bis aul
Vielfache von 2n eindeutig bestimmt, dal man jedem Strahl

eine positive Richtung erteilt und z. B. als Winkel ac
zwischen den Strahlen a und c denjenigen Winkel bezeichnet,
um welchen man den Strahl a im positiven Sinne drehen
muB}, damit er seiner Richtung nach mit ¢ zusammenfallt.
Die Winkel werden im entgegengesetzten Uhrzeigerdrehsinn po-
sitiv gerechnet. Das Doppelverhéltnis /aist unabhéngig davon,
welche Richtungen auf den Strahlen man als positiv festsotzt.

6.) Werden vier Strahlen a, b, ¢, d von einer Geraden bzw.
in den Punkten A, B, G, D geschnitten, so ist

(ABCD) = (abcd).

§ 36. Harmonische Teilung.

1.) Die Strecke HB wird durch die Punkte G und D har-
monisch geteilt, wenn das Doppelverhaltnis

(ABCD) = —1,
wenn also

AC__A-~D

CB DB

ist. G ist innerer, D &ulerer Teilpunkt der Strecke AB. Die

Strecke CD wird durch A und B ebenfalls harmonisch geteilt.
A, B, G, D heiBen vier harmonische Punkte, wobei A und B
einerseits, C und D andererseits zugeordnet (konjugiert)
sind.

C und D teilen die Strecke AB innerlich und &uBerlich
in demselben absoluten Verhaltnis; denn setzt man
AC . AD

so ist— r= —X.
CB DB
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2.) Gehen die Strahlen eines Buschels durch vier harmo-
nische Punkte, so heilRt dasselbe ein harmonisches Bischel;
je zwei Strahlen, welche durch zwei zugeordnete Punkte
gehen, heilRen selbst zugeordnet.

Fir vier harmonische Strahlen 6, b, c, d gilt (abcd) — — 1.

3.) Jede Gerade schneidet ein harmonisches Buschel in
harmonischen Punkten.

4.) Zu einem Teilpunkt einer Strecke gibt es nur einen
harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teilstrahl eines
Winkels gibt cs nur einen harmonisch zugeordneten Strahl.

5.) Der zum Halbierungspunkt einer Strecke harmonisch
zugeordnete Punkt ist der unendlich ferne Punkt; der zur Hal-
bierungslinie eines Winkels harmonisch zugeordnete Strahl
ist das Lot zur Halbierungslinie.

6.) a) Wenn man zu einem Strabl eines harmonischen
Bischels eine Parallele zieht, so wird das Stiick derselben
zwischen dem &ndern Paar zugeordneter Strahlen von dem
zum ersten zugeordneten Strahl halbiert.

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines Buschels
auf einer Geraden gleiche Strecken abgeschnitten, und ist
der vierte Strahl dieser Geraden parallel, so bilden die vier
Strahlen ein harmonisches Buschel. (Bestimmung des vierten
harmonischen Punktes bzw. Strahles zu drei gegebenen.)

7.) Wenn M der Halbierungspunkt der durch G und D
harmonisch geteilen Strecke AB ist, ergibt sich

AM*= Wc msMD.

8.) a) Vier Punkte A,B,C,D, von denen nicht drei in
gerader Linie liegen, und ihre 6 Verbindungsgeraden bilden
die Ecken und Seiten des vollstdndigen Vierecks jLBCD.
Diejenigen Schnittpunkte L, M, N der Seiten, welche nicht
mit den Ecken identisch sind, heiBen Diagonalpunkte.
Sie bilden das Diagonaldreieck. Die Verbindungsgeraden
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der Diagonalpunkte sind die Seiten des Diagonaldreiecks.
Eine Seite des Diagonaldreiecks bestimmt mit zwei Seiten

Fig. 11.

des Vierecks je einen
Schnittpunkt (Fig. 11).
b) Vier Gerade a,b,c,d,
von denen nicht drei durch
einen Punkt gehen, und
ihnre 6 Schnittpunkte bil-
den die Seiten und Ecken
desvollstandigen Vier-
seits abcd. Diejenigen
Verbindungsgeraden |, m, n
der Ecken, welche nicht
mit den Seiten identisch
sind, heilen Diagonalen.
Sie bilden das Diagonal-
dreiseit. Die Schnitt-

punkte der Diagonalen sind die Ecken des Diagonaldreiseits.
Eine Ecke des Diagonaldreiseits bestimmt mit zwei Ecken
des Vierseits je eine Verbindungsgerade (Fig. 12).

FS,,. io.

9.) a) In einem voll-
standigen Viereck gehen
durch jede Ecke des Dia-
gonaldreiecks vier harmo-
nische Strahlen. Auf jeder
Seite eines vollstdndigen
Vierecks und auf jeder
Seite des Diagonaldreiecks
liegen vier harmonische
Punkte.

b)
digen Vierseit liegen auf
jeder Seite des Diagonal-
dreiseits vier harmonische
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Punkte. Durch jede Ecke eines vollstdndigen Vierseits und
durch jede Ecke des Diagonaldreiseits gehen vier harmo-
nische Strahlen. (Vgl. § 65, 3.)

10.) Der geometrische Ortfiir die Spitzen aller Dreiecke auf
derselben Seite der gemeinsamen Grundlinie ¢ mit demselben
Verhdltnis X : 1 fur die Seiten a und | ist der Halbkreis Gber
der Strecke zwischen den beiden Punkten, welche c innerlich
und &uBerlich im Verhéltnis X : 1 teilen (Satz des Apullonius).

§ 37. Krcispolaren.
1) Sind A,B,P,Q vier harmonische Punkte und be-

schreibt man tUber AB als Durchmesser einen Kreis und er-
richtet in P ein Lot auf AB, so heil3t dieses Lot die Polare
des Poles Q in bezug auf den Kreis. Ebenso ist das Lot
in Q die Polare von P. Zu einem Pol gehdrt nur eine Polare
und umgekehrt (s. Nr. 2). Zwei Punkte heilen harmonische
(reziproke) Pole, wenn jeder auf der Polaren des anderen
liegt. Zwei Gerade heiBen harmonische (reziproke) Polaren,
wenn jede durch den Pol der anderen geht.

2.) Die Beruhrungssehne der von einem Punkt an einen
Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes Punktes. Eine
Tangente ist Polare ihres Berihrungspunktes.

Bewegt sich der Pol auf einem Radius nach dem Mittel-
punkte M des Kreises, so wird die Polare parallel verschoben,
und ihre Entfernung von i¥ strebt gegen oo.

Damit auch dem Mittelpunkt des Kreises eine und nur
eine Polare entspricht, nimmt man an, daR die Gesamtheit
aller unendlich fernen Punkte eine Gerade erfillt, die
unendlich ferne Gerade. Dann gilt:

Die Polare des Mittelpunktes eines Kreises ist die unend-
lich ferne Gerade.

Entsprechend ist der Pol eines Durchmessers der unend-
lich ferne Punkt des zu ihm senkrechten Durchmessers.

3.) Wandert ein Punkt auf einer Geraden, so dreht sich
seine Polare um einen Punkt, den Pol dieser Geraden.
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Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchlauft ihr
Pol eine Gerade, die Polare dieses Punktes.

4.) Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden ist
die Verbindungsgerade der Pole dieser Geraden.

Der Pol der Verbindungsgeraden zweier Punkte ist der
Schnittpunkt der Polaren dieser Punkte.

5.) Jede durch einen Punkt gehende Sekante wird durch
diesen, durch seine Polare und die Kreislinie harmonisch ge-
teilt.

6.) In einem vollstindigen Sehnenviereck ist ein
Diagonalpunkt der Pol zur Verbindungsgeraden der beiden
anderen Diagonalpunkte.

In einem vollstdndigen Tangentenvierseit ist eine
Diagonale die Polare zum Schnittpunkt der beiden anderen
Diagonalen.

§ 38. Satze von Ceva, Menelaos, Pascal, Brianchon.

Die positive Umlaufsrichtung eines Dreiecks sei die von
A —B->C-*A. Dann gilt:

1.) Satz von Gern: Schneiden

sich drei Ecktransversalen eines

Dreiecks in einem Punkt inner-

halb oder auRerhalb des Drei-

ecks, so ist das Produkt dreier

nicht aneinanderliegender (ge-

B richteter) Seitenabschnitte gleich

p- ia dem Produkt der drei anderen

und umgekehrt (Fig. 13):

BA1mICj «CBj.= |{C -C~B mB"A .
2.) Satz von Menelaos: Schneidet eine Transversale eines

Dreiecks die drei Seiten oder ihre Verlangerungen, so ist
das Produkt dreier nicht aneinanderliegender (gerichteter)
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Seitenabschnitte gleich dem negativen Produkt der drei
anderen und umgekehrt (Fig. 14):
B mCBi "ACX
= - AjC<B[A mC~iB.
Ferner gelten fur den Kreis
die Séatze:
3.) Satz von Pascal: Die
drei Schnittpunkte je zweier
Gegenseiten eines Sehnensechs-
ecks liegen in einer Geraden.
4.) Satz von Brianchon: Die
drei Verbindungslinien je zweier
Gegenecken eines Tangenten Fig. 14.
Sechsecks schneiden sich in einem Punkt.

§ 39. Ahnlichkeitspunkte und Potenzlinien (Chordulen).

1.) Alle Geraden, welche die Endpunkte paralleler gleich-
gerichteter Radien zweier Kreise verbinden, schneiden sich
in einem Punkt, dem &uBReren Ahnlichkeitspunkt.
Ebenso schneiden sich alle Geraden, welche die Endpunkte
paralleler aber entgegengesetzt gerichteter Radien verbinden,
in einem Punkt, dem inneren Ahnlichkeitspunkt. Die
Verbindungsgeraden heiBen Ahnlichkeitsstrahlen. Die
Anhnlichkeitspunkte liegen auf der Zentralen und teilen diese
harmonisch.

2.) Satz von Monge: Die drei auReren Ahnlichkeits-
punkte dreier Kreise und ebenso je zwei innere und ein
auBerer Ahnlichkeitspunkt liegen auf je einer Geraden. Diese
vier Geraden heiRen Ahnlichkeitsachsen.

3.) Unter der Potenz eines Punktes S in bezug auf
einen Kreis versteht man das stets konstante Produkt der
Abschnitte einer durch S gelegten beliebigen Sekante,
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Sind St und S2 die Schnittpunkte der Sekante mit dem
Kreis, ist d der Mittelpunktsabstand des Punktes S und r
der Radius des Kreises, so ist die Potenz

SSI ~SS2=d 2-ri
(Vgl. §831,12).

Der Ort aller Punkte, welche in bezug auf zwei Kreise
gleiche Potenz haben, ist eine Gerade, die Potenzlinie
(Chordale), welche auf der Zentralen senkrecht steht.

Die Tangenten von irgendeinem Punkte der Potenzlinie
an die beiden Kreise sind einander gleich.

Sind gemeinschaftliche Tangenten vorhanden, so werden
sie von der Potenzlinie halbiert.

Schneiden oder bertihren sich die Kreise, so ist die Potenz-
linie gemeinschaftliche Sekante bzw. Tangente. Die Potenz-
linie liegt auerhalb beider Kreise, wenn diese keinen Punkt
gemeinsam haben. Die Potenzlinie konzentrischer Kreise ist
die unendlich ferne Gerade.

4.) Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen Kreisen
schneiden sich entweder in einem Punkt, dem Potenz- oder
Chordalpunkt der drei Kreise, oder sie sind parallel (An-
wendung zur Konstruktion der Potenzlinien zweier Kreise
bei beliebiger Lage derselben).

VI. Abschnitt.

Stereometrie.
8§ 40. Windschiefe Geraden.

1.) Zwei Geraden heiBen windschief, wenn sie nicht in
einer Ebene liegen. Unter den Winkeln, welche zwei wind-
schiefe Geraden miteinander bilden, versteht man die beiden
Winkel, welche zwei zu den windschiefen Geraden parallele,
sich schneidende Geraden miteinander bilden.
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2.) Der kurzeste Abstand zweier windschiefer Ge-
raden ist der Abstand derjenigen Ebenen durch die beiden
Geraden, welche einander parallel sind.

§ 41. Sé&tze Uber das Dreikant und das sphérische Dreieck.

1) Ein Dreikant ist gegeben durch drei von einem
Punkte (dem Scheitel) ausgehende, nicht in eine Ebene
fallende Halbgeraden (Kanten). Unter den Seiten a, b,c
des Dreikants versteht man die Winkel, welche die Halb-
geraden miteinander einschlieBen und welche < 1800 sind.
Unter den Innenwinkelnct,/9,y versteht man die Winkel,
welche die von den Kanten bestimmten Ebenen miteinander
einschlielfen, welche < 180° sind, bzw. den Seiten a,b, ¢ gegen-
Uber liegen und diesen zugewandt sind. Diejenigen Winkel,
welche die Innenwinkel zu 180° erganzen, heilen AuBen-
winkel des Dreikants.

Féallt man von einem Punkte im Inneren des Dreikants
die Lote auf dessen Seitenflachen, so erhéalt man ein Supple-
mentardreikant. Verschiebt man dieses parallel so, daR
sein Scheitel mit dem Scheitel des gegebenen Dreikants zu-
sammenfallt, so entsteht das Polardreikant zu dem gege-
benen Dreikant. Sind «', V, c¢' die Seiten,«', B’,y die Winkel
des Polardreikants, derart, daR die Schenkel von a aufl und c
senkrecht stehen und der Winkel«" der Seite a' gegenliberliegt
usw., so gilt

"«'+« = 180°,.. .,«"+ a= 180°,...

2.) Unter einem grofRten Kugelkreise versteht man
einen Kreis auf der Kugel, dessen Ebene durch den Mittel-
punkt der Kugel geht. Legt man durch zwei Punkte der
Kugel einen groBten Kreis, so ist der durch die Punkte ge-
bildete kleinere Abschnitt des Kreises die kiirzeste Entfernung
der beiden Punkte auf der Kugel.

Unter einem sphérischen Dreieck versteht man das
(von grofiten Kreisen gebildete) Dreieck, welches von einem
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Dreikant aus der Kugel ausgeschnitten wird, dessen Scheitel
im Mittelpunkt der Kugel liegt. Als Seiten, Innen- und Aufen-
winkel des sphéarischen Dreiecks bezeichnet man die ent-
sprechenden Stucke des Dreikants. Alle Seiten und Winkel
des sphérischen Dreiecks sind somit < 180° vorausgesetzt.
Unter dem Polardreieck versteht man das vom Polar-
dreikant aus der Kugel ausgeschnittene Dreieck. Die Seiten
bzw. Winkel des Polardreiecks erganzen sich mit den Win-
keln bzw. Seiten des ursprunglichen Dreiecks zu je 180°.

3.) Zwei Dreikante oder zwei sphéarische Dreiecke gleicher
Kugeln sind kongruent oder spiegelbildlich symmetrisch, wenn

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,

b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,

e) die drei Seiten,

d) die drei Winkel,

e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen gleich sind,
und der Gegenwinkel der &ndern in beiden zugleich ~ 90° ist,

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen gleich sind,
und die Gegenseite des andern in beiden zugleich ~ 90° ist.

4.)) In jedem Dreikant und jedem sphérischen Dreieck

a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegenuber und
umgekehrt,

b) liegt dem groBeren Winkel die grdlRere Seite gegen-
Uber und umgekehrt,

c) ist die Summe zweier Seiten groReralsdiedritte,

d) ist die Summe zweier Winkel kleinerals der um 2R
vermehrte dritte,

e) ist, wenn die Summe zweier Seiten ; ' 180° ist, auch
die Summe der Gegenwinkel 180° und umgekehrt.

5.) In einem Dreikant und in einem spharischen Dreieck
liegt die Summe

a) der Seiten zwischen 0 und 4 R,

b) der Winkel . 2R , 6R.
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6.) In einem Dreikant schneiden sich

a) die Seitenhalbierenden Ebenen in einer Geraden, der
Schwerlinie des Dreikants,

b) die Halbiernngsebenen der Innenwinkel in einer
Geraden und die Halbierungsebenen je eines Innenwinkels
und zweier AuBenwinkel in einer Geraden; die vier Geraden
sind die Achsen der Kegel, welche die drei Seitenflachen
beruhren,

c) die Mittellotebencn (Ebenen, welche auf den Seiten
senkrecht stehen und durch deren Winkelhalbierende gehen)
in einer Geraden, der Achse des dem Dreikant umschriebenen
Kegels,

d) die Hohenebenen (senkrechte Ebenen der Seiten, welche
durch die gegenuberliegende Kante gehen) in einer Geraden.

7.) Bezeichnet man diejenigen GroRkreise, welche von
den in 6.) angegebenen Ebenen aus der Kugel ausgeschnitten
werden bzw. als Mittellinien, Winkelhalbierende, Mittellote
und Hohen des sphéarischen Dreiecks, so schneiden sich diese
je in einem Punkte.

8.) In einem sphérischen Dreieck gibt cs einen Inkreis,
drei Ankreise und einen umschriebenen Kreis. Diese Kreise
werden bzw. von den unter Nr. 6.) b) und 6.) c) angegebenen
Kegeln aus der Kugel ausgeschnitten.

§ 42. Allgemeine Sé&tze Uber Polyeder.

1.) Unter einem Polyeder versteht man einen nur von
ebenen Flachen begrenzten, im Endlichen gelegenen Korper.
Ein Polyeder heillit konvex, wenn die Neigungswinkel be-
nachbarter Begrenzungsebenen, im Innern des Korpers
gemessen, samtlich kleiner als 180° sind.

2.) Satz von Euler: Ist E die Anzahl der Ecken, F die
Anzahl der Flachen, K die Anzahl der Kanten eines kon-
vexen Polyeders, so ist

E+ F= K+ 2.
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3.) Die Anzahl K der Kanten eines konvexen Polyeders
ist halb so groR rvie die Anzahl W der Winkel zwischen den
Kanten: w

* = 2_

4.) Unter einem reguldren Polyeder versteht man
ein Polyeder, dessen Oberflache aus kongruenten reguldren
Vielecken besteht, und an dessen sédmtlichen Ecken die
gleiche Anzahl Vielecke zusammenstof3en.

5.) Es gibt nur 5 reguldre konvexe Polyeder:

a) das Tetraeder, begrenzt von 4 gleichseitigen Dreiecken,
b) den Wiirfel, ” ., 6 Quadraten,

c) das Oktaeder, " ., 8gleichseitigen Dreiecken,

d) das Dodekaeder, ,, ,» 12 reguléren Funfecken,

e) das lIkosaeder, " ,» 20 gleichseitigen Dreiecken.

§ 43. Siilze und Formeln zur Berechnung von Kdrpern.

1.) Ein Parallelschnitt zur Grundflache einer Pyra-
mide ist ein der Grundflache &hnliches Vieleck, und es verhalt
sich der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundflache
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen ent-
sprechender Ecken von der Spitze der Pyramide.

2.) Satz des Cavalieri: Haben zwei Korper gleiche
Hohe und gleiche Grundflachen, und sind alle Parallelschnitte,
die in denselben Entfernungen von den entsprechenden
Grundflachen gelegt sind, einander gleich, so sind die Kérper
selbst inhaltsgleich.

3.) Ahnliche Kérper verhalten sich der Oberflache nach
wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben ent-
sprechender Langen.

Bezeichnungen: M Mantel, 0 Oberflache, V Raum-
inhalt, G Grundflache, Gl Deckflache, h Héhe, r Grundkreis-
halbmesser, r, Dcckkreishalbmcsser, R Kugelhalbmesser,
a, b, ¢ Kanten, d Diagonale, s Mantellinie. S Mittelschnitt
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4) Quader: 0= 2(ab+ bc+ ca).
V= abc, d= [/a2+ N
5.) Prisma: F= Gumh.
Gerades regelmafiges Oseitiges Prisma (Grundkante 0):

V= ~a2h\f3, 0=30(a |/3+ 2/t).
u

h
6.) Pyramide: F = (?-6.

Gerade regelméafige Bseitige Pyramide (Grundkante a):

V=ja?h\/3 ,0= 30(g k3+ |A 2+ 4 fi2)-

7.) Kreiszylinder:
beliebig: V —r2nh,
gerade: ili= 2mli, 0 = 2tti(h+ v).
Hohlzylinder: V — (r2—r2)rr h (ra innerer Grund-
kreisradius).
8) Kreiskegel:

beliebig: V——r2nh,
O
gerade: M —rns, 0= m(s + r),
s= 1/r2+ 2.

9.) Pyramidenstumpf (Deckflache parallel zur Grund-
flache): 7
VAjiG+liGa. + G)).

10.) Kegelstum pf (Deckflache parallel zur Grundflache):
beliebig: F = (r2+ rex+ r\),

gerade: ill = (r+ r3)ns = 2pjzk
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse).

h
11.) Prismatoid: V— —(G+ (?, + 45).
0

12) Schiefabgeschnittenes gerades dreiseitiges
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13))

14.)

15.)

16.)

17)

Stereometrie.

. a4-b-4c
Prisma: F= B- X. T.,.
O
4 Tizrr
Kugel: 0=4+#«, V= ~n.
0

Kugelzone (ausgeschnitten von zwei parallelen
Ebenen im Abstande h voneinander):

M= 2Rn\,0= n @2+ 2Rh + rj),
F=1vy @r*+ 3rf+A*).

Kugelabschnitt (Kugelsegment, h seine Hdhe):
i¥ —2Rnh —n (r2+ M), 0=ot(2r2+ 7),

K= ~A(3r2+ ®)= ~ (3A —Tt).

Kugelausschnitt (Kugelsektor, r Radius, *Hohe der
Kalotte):

— JiR(r - ., V=\&nh.
0 JIR(r -1 270 S

Kugelkeil: F= 2~ |~ -

(a ist der Winkel der beiden durch den Mittelpunkt
gehenden Begrenzungsebenen des Keils).

4
Ellipsoid: F = --Tiabc (a,b,c Halbachsen).
0

4
Umdrehungsellipsoid: V— 8nab2(2aDrehachse).

Uindrehungsparaboloid: V— * r2izh.
Abgestumpftes Uindrehungsparaboloid:
F==-ijr(r2+ r2yi

(r, fj Halbmesser der Endflachen, & Hdhe).
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18.) Kreisring: F=2n2Rr\ 0 =1in 2Rr
(r Halbmesser des gedrehten Kreises, R Abstand seines
Mittelpunktes von der Drehachse).
19.) Schief abgeschnittener gerader Kreis-
zylinder: V= nr2~1l — | 1/ = zrr(/i, -f- hz)
u
(/tj kurzeste, h2 langste Mantellinie).
20.) Zylinderhuf:

K =% J[a(3r2—«2)+ 3r2(6 —r)cp],

M = [(6—r)p+ a]

(h langste Mantellinie, 2a Hufkante,
b Lange des Lotes vom Fuf3punkt von
h auf 2a, 2cp Lange des Bogens be-
zogen auf den Halbmesser 1; Fig. 15).

21.) Reguldare Polyeder: R Halb-
messer der umbeschriebenen, r derjeni-
ge der einbeschriebenen Kugel, a Kante.

Fig. 15.
Tetraeder: R r=
B ™ -
0= a2|/3, V—
a
W irfel: R r—
y
0= 6a2, = a3.

Oktaeder: R=| v2, r=# 6,

d3
0=2a2\/3, V—- ]1/2
3

Dodekaeder: A =~ (I + j/6) 1/3,

ISOrklen-Eing leb, Mathematische Formelsammlung. 6
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a 1/50 + 221/5 -
-] = actg 36° cos 38°%,

0= 3a2|/6(5+ 2yf),
y = 4F wmr (F Seitenflache)

a3 —
(15+ 7 1'5) = 5a3ctg236° cos 36°.

Ikosaeder: R —~*-]/2(5+ ]/5),

r= a 1/7+ 31/5 __ a 3+ 1/5

21 6 4 /'3
2ac0s236°
—TT“1
0= 5a2|/3,
F _?2tii_ "~ (3+y6)
“W
o]

VIlI. Abschnitt.

Ebene Trigonometrie.
I. Goniometrie.
§ 44. Die trigonometrischen Funktionen einfacher Winkel.
1)) Unter den trigonometrischen Funktionen
Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens, Sekans, Cose-
kans eines spitzen Winkels a im rechtwinkligen Dreieck
mit der Hypotenuse c (Fig. 16) versteht man bzw. die Werte:

. a a c
SiU « = - tga= , , tS)ECXZ—,

e
b
COS« = —
C

b c
, ctga=—,coseca= —.
a a
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2.) In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (8 61,1)
sei x die Abszisse, y die Ordinate, r der Radiusvektor eines

Punktes aufeinem Schenkel des beli ebigenWinkels«, dessen
anderer Schenkel mit der positiven x-Achse zusammenfallt
(Fig. 17). Dann sind die trigonometrischen Funktionen von
a definiert durch die Gleichungen:

. _y y _r
sina=—, tga— —, seca= —,
r X X
X X T
cos C— — , ctgex— —, coscca = —.

y \
Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate, der
cos das der Abszisse, tg und ctg haben gleiches
Vorzeichen.

Vorzeichen in den vier Quadranten:

sin as 1 tg i ctg

l. + | o+ 1 + j +
1 + 1 - 1 - -
e - om— 1+ 1.
v — Iy io- 1 -

6*
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3-)| -« R+ « 2Rx<x 3Ri « 14nBF;«
sin  —sin« C0S« T sinoc — QOB + sin«
cos COS « °r sin«k  —cosoc + sine& CO0S«
tg - tg« Fctg« =+ tg« Tectg« | tg «
ctg —ctg« Ttg « + ctg« =Ftg « = ctga
4.) Grenzwerte und besondere Werte:
u
0 . o o .
360° 90 180 270 45 30 60
. 1
sin 0 1 0 1
t V» o
1
as 1 0 -1 0
* * 2
0 oo 0 + ® 1 JI3
tg + £ V*
ctg az0 O j o O 1 I'3
5.) Zusammenhang der Funktionen:
sin2« + cos2« — 1
sin a 1
tg« =
COS« ctg«
COS« 1
ctg« = |
sSin a tg«
tg« ectg« = 1
1
1+ tg2«
€0S2«
1

sin2a ’
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| sinx COS« tg« ctg«

tg« 1
sin« = j K1 —cos2«
11 + tg2« )/ -j-ctg2X

. 1 ctg«
cosx —\|/1—sin2«

1/1 + tg2« 11+ ctg2«

sin x )/ 1— cos2« 1
tg« —:
\/l —sin2« €0s « ctg«
[/i —sin'2x Cos « 1
ctgx = |
sinx |/l — cos2« tg«

Die Vorzeichen der Wurzeln ergeben sich aus der Vorzeiclien-
tabello in Nr. 2.

Vifsin'a cosa / ctga

Fig. 18.

§ 45. Funktionen zusammengesetzter Winkel.

1) Additionstheoreme (Umformung der Funktionen
von Summen und Differenzen):

sin (« i B)= sinx cosB T cosa sinB

cos(«+ RB) = cos« cosB T sin« sin

tg« x tgR
tg(xxB) =

I=Ftga tgR

ctgoc ctglR T I
ctg(azx B) =

ctgl8+ ctgx
Im besonderen ist:
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86
sin 2« = 2sina cos« €os 2« = €052« — Sin2«
2 tg« ctg2« — 1
a) tg 2« = g ctg E« = 9o« T2
1— tg2« 2 ctg«
2 sin2« = 1 — cos 2a 2c0s2« = 1+ cos2a
b) cos2a sin 2« l—cos2a
tg« = | + cos2« | + cos2« sin 2«
sin 3« = 3sina — 4sin3« cos 3« = 4 cos3« — 3 cos«
©) tr3o(r din LIM cfr3« = Ctg3fX~ 3C~
1— 3tg2« 0 3ctg2« — 1

sinn« = cos"-1a sina — cost 3 « sin3«

n
+ 1g] cos"-5a sin5« 4- m

cos" « — (n) €OS"- 2«sin2«

d) .
cosm« =

+ () cos”" 4« sind« T o

(n positiv ganz).
und D ifferenzen

2.) Umformung von Summen
der Funktionen:
. . L «+ XK— B
sina + sinf = 2sin — — cos -
. ¢ 0 -\- oc— R
sin« —sinf3 = ch—— sin — ~
a)
h § & H-R LA}
cosa + cosfB= Zcos—m— coS— —
B m&~ 1R
—SI —n

cosa —COS[?— — ESIH —-

cos« = sinB = 2 sin (45° — } sin ~5° — a ~
cos (« = iS)

b) .
ctgazx tg/?7= .
g g sina cos i3
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cos« + sina = Y2 esin (B + «)
Cos« — sin« = |"2 ecos (150 -f-«)
cdgat+tga _° - ctge—tge= 2dg2«
9 1+ tga

<)

Il. Dreieck und Yieleck.

8§ 46. Formeln fur das schiefwinklige Dreieck.

Bezeichnungen s 833 side ah S @) (AMisde
\Artasdu).

«+ B+y= 2R, R

aB+y)= an(ZR  «)= sin«
as®R+y) = B(R a)——005a

1-
" P | RR-YEcus X
st 2Y - aB(R- y )= snd,
1 =adng —ban« (Hienford),
sinasing

K —c¢ ny T

2) a:b :e= SNk SiNg : Siny  (Snussatz),
a— 2rsin« ( 5

(Fg 19
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3.) a— bcosy + ccos/? (Projektionssatz).

,ooat
4.
a —

7b ? (i tz)
, (iangenssatz).
b tx — g
tg 2

U +I cX!IIII—A =0COS B—7y (Miltoe,d(scile

5)
(i-c)cos|-«sinfczZ Gleichungen).

6.) Pythagoreischer Lehrsatz fiir das schiefwinklige

Dreieck (Kosinussatz):
a2= 62-f-c2— 2bc mcos tx.

Folgerungen:

(b+ e)2— 4bccos2 ~
(b —c)2+ 4i csinZ—(X.

nl =1 / E « . coS|_ 1/* z 3

- b)(s- e
s(s—a)

Die Wurzeln haben positives Zeichen.

sin« = —
bc

8. J= Nabsiny,

u

at)c

J= 2r2stn« sinR siny =
4r

9.) g= (s—a)tg]|, g0= stg”~ (Fig. 20).
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Fig. '20.

fo= A s hBshL

10.) r 2 2 2

m4 rcosX—cos? cos ~ V

u u u
Weitere Formeln s. § 33.

§ 47. Beispiele fur Berechnungen.

I. Das rechtwinklige

1. Gegeben ¢, a:
a=csin«, i = ecos«.

2. Gegeben a, «:
6=actg«., C— 0.

89

Dreieck (c Hypotenuse):
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3. Gegeben ¢, a:
sin«= ", 1=1/cz—a:= ccos«= actg«; «< 90°
4. Gegeben a, b:

tge= 3. ©= Va8 mo= e

o*

2J= ab= accos it= (jsinz«: a2ctg «.

Il. Das gleichschenklige Dreieck (c Grundlinie):
1. Gegeben a, «:
c= 2acos« hc= asina.
2. Gegeben ¢, y:
a= ¢ . h,= ¢
2sinf 2tg |

3. Gegeben a, c:

CoS « = 2(; , /r%: asin « = 7fg « = VﬂZ— 51>

J= |-sin/= | tg«.

1. Das regelmafRige (regulare) n-Bck.
Bezeichnungen: a Seite, r Radius des umschriebenen,
e Radius des einbeschriebenen Kreises, J Inhalt.

1. Gegeben a:

a a 180° . tiab , 180°
r= ;I'inW - t= oCg~n~" J=T -ctS— *»

n

2. Gegeben r:

, 180° 180° ] «r! , 360°
a= Zrsin ., Nh= rcos , = sin

n n 2 n

3.  Gegeben «:

_ 180» _ .,180»
180° ° a= Qo%eq L J= nq ilg .
cos -

«

IV. Kreissektor und Kreissegment.
Der Inhalt des zum Winkel n gehdrigen Sektors im Kreise mit
dem Radius r ist

rm a._ r- a
360° 7arc .
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H
Der Inhalt des zugehdrigen Dreiecks ist —sin «. Der Inhalt des

zum Winkel « gehdrigen Segments ist
r2/ nn \ r2, .
2 (i805-smV = 2 (arc" - s)n«)-
V. Das schiefwinklige Dreieck.
1. Gegeben a, /2, y:

. . ) asin asiny
«= 180°-(/?+>"). 1= sin « sin «
2. Gegeben i, e, «:
N v - oder: )
2 2 bsin «
tgf
R—y _b—c{tTB+ r c—bcosn
19 b+c 2 bsina c—bcosn
/S-f- y BR—y sin B cosfd ,
B= 2 1 2
_ B+v B—r
y 2 2
_ b_sinn
sm R

= 1/62 c2—2bcmosn
3. Gegeben a,b,c:

J= (Is(s —a)(s—b)(s- c) o=

< B Pt
g¥ s—c*
Proben:
T e 90
4. Gegeben a,b,R:
ali >n.
sin « = a—SI’O—B, « < 90°,

Y= 180»— («+£),
bsiny asiny
sin B
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. asin 9
b) b< a sin « = -~y ~'

hierbei sind « und 180° — n brauchbar, daherergeben sich 2 Werte
fur c:
c,= acos B+ bcos «, c2—acosB— ¢cos a.

§ 48. Anwendungen.
1. Das Problem der unzugénglichen Distanz (Fig. 21):

Die Entfernung X zweier unzugénglicher Punkte A und B
zu bestimmen:
Gegeben: ay, yu d, d,, gesucht:x.

asin di __ asiny
sin (y+<!))” C~ sin(y+ dj’

_ asiny, _ asind
IS | sin(d+y,)’ sin(d+yi)*
Y/ "B X | Die Berechnung von X erfolgt dann

entweder aus dem Dreieck ABC oder
aus dem Dreieck AB D nach § 47, V.
c n D 2. Das Vorwartseinschneide
Fig. 21. (Fig. 22):
Gegeben: b, ¢, a, B, y, gesucht: X, v,z.

C
Fig. 22. Fig. 23.

Es werden bestimmt:
a aus dem Dreieck ABC,
Bi<Yi ii i n A BC,
f2=R —RL, y.= y—n-
y und z werden aus dem Dreieck BCP berechnet, und X ergibt
sich dann aus dem Dreieck A B P oder aus dem Dreieck A CP.
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3. Das Ruckwartseinschneiden (Fig. 23):
Gegeben i, ¢, a, iplt f/2, gesucht: X, y,z.
Hilfsgréen: <f>= A+ <2

- csin 1f’s ~s'n Ti
tg«i = . o =
g 6sin (n+ ip)sin tp,”’ tng csin (« -f- <f) sin <. ¢
Dann ist:
ctgry=- °° (n - P— M  tey= - cos (»n+ y-t»)
cos fi sin («+ (p)’ cos f, sin (« + <p)'

Die Berechnung von x, 7, z erfolgt nunmehr aus den Dreiecken
ADP und ACP mit Benutzung von R und Y.

VIII. Abschnitt.

Spharische Trigonometrie.
8§ 49. Das rechtwinklige sphérische Dreieck.
I. Formeln.
Vgl. § 41 (c Hypotenuse).
1.) cos ¢c— cos a mcos &
Die Hypotenuse ist spitz, wenn beide Katheten zugleich

spitz oder stumpf sind. Sie ist stumpf, wenn eine Kathete
spitz, die andere stumpf ist.

2)) cosc= ctga ectg/3 ; 90°< a + B < 270°.
3.) cosijx— cosd sinf} , cos/S = cosf» msin« ;
- 90°< a- RB< + 90°
o sina . sin )

4) sinoi— | , sin/? = . .
sin ¢ sinc sina; ,sinc
tg6 tgfl sinS: sinc.

5.) cosoc = 98 cos/? = 9
tgc ’ tgec,
tg«

t = .-
) g« sinb’ tol sina’

Eine Kathete und ihr Gegenwinkel sind zugleich spitz
oder stumpf.
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c 7.) Nepers Regel: Der cos irgend-
eines der in Fig. 24 angeschriebenen
Sticke ist gleich dem Produkt der sin
der getrennten und gleich dem Produkt
der ctg der anliegenden Stiicke.
Nach dieser Gedachtnisregel lassen
aqqo.Jj " QO0°-a sich die Formeln 1.) bis 6.) ohne wei-
Fig. 24. teres hinschreiben.

Il. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks.
1. Gegeben ¢, a:

cos C tga \ sin a
cos b= - , cosB— " - sin « = — .
cos a tg ¢ sin ¢
Nur lésbar, wenn sin a < sin ¢ ist. a und « sind gleichzeitig
=§90°.
2. Gegeben a, b:
cosc= cosa ecost, tg/J=|U

3. Gegeben ¢, «:
ctgBR = coscetgre, tgft= tgc ecos «, sina= sinc mwin re
a und « sind gleichzeitig ~90°.

4. Gegeben a, «:
. sin a .
sinc= — , sinb—
sin re tg «
Nur l6ésbar, wenn sina< sin« und a mit a gleichzeitig spitz
oder stumpf ist. Es ergeben sich im Falle a 4= a zwei verschiedene
Dreiecke.

5. Gegeben a, B:
tg b= sinaetg R, cos«= cosa min Q.

tga . ,_COs

tgc= s
% cos/3
6. Gegeben «, B:

cos« cos
cosc= ctg«, ctgBR, G a = N , cosh=~""-a.
Nur lésbar, wenn 90° < r-f-R < 270° und —90°< r— R

< + 90° ist.
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§ 50. Das schiefwinklige sphérische Dreieck.
I. Formeln.
1.*) sin a msin/? = sinb msin« = sinhc (Hoéhenformel),
sin« :sin6 :sinc= sinc :sin/9 :siny  (Sinussatz).

2.) cosa— coshbcosc+ sinbsinccos« (”gsiuussatz
die Seiten).

cos« = - CcosB cosy+ sinf siny cosa A AUt far
r y r Y ( die Wnnkel)

3.) sinacosR= cos 6sin c— sinbcos cos «
sin «cosy — cos ¢ sin b — sin c cos b cos *
sin« cos 6= cosB siny + sinB cosy cos a
sin« cos ¢c— cosy sin/? + siny cosB cos

.. ..« . b+ c .a B —y
4.) sin— sin —_ ==sin —c0s
2 2 2 2
. b ¢ a B -f-
sin‘ cos —— %2 cos cos Y (Delambresehe
U a J a bzw.
cos « sinb—_ c_ sin a R —)/ GaulRsehe
Gleichungen).
« b—c a R4-y
€0S — COS —— — C0S — Sin ——
2 2 2,

b+ ¢ B+ a R —
5)tg 2 cos ‘2 - tg --cos' —L
&+ ¢ Loa b— ¢

BT = c'tg-cos--

2 2 (Nepersehe
b—c . P — i
tg — Csin /.-12- y .a . B y  Gleichungen).
=N 28m 2
00—y . &fF (x b— ¢
tg sm — — = ctg- sin—

6.)a+ b+ c= 2s, «+ 9-fy =2,

*) Weitere Formeln ergeben sich durch zyklische Vertauschung (s. S. 00).
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14 /sin (s — &)*sin (s—¢) X _ "lsin s esin (s—a)
e sinJ-sinc 2 (I sin6-sine
© COS Crecos (er—<x) a l/cos{o—~R) cos (er—y)
2 sinB siny 2 0\ sinf siny
7.) S — [/sin s msin (s— a) *sin (s — & *sin (s—¢),
+ . 2S
sina = . .
sin o sin ¢
27= j/l— cos < mcos (a — a) mcos (a — R) mcos (a —Y),
+
. 227
sina= .
sin/3 esiny '
'sin (s — a) msin (s—i) esin (s—¢c
8, k ( ) (- ) ( )
sin s
a siu (s — a)
ctg-
K '
= ‘cos (a —a) *cos (er—R) *cos (er—y)
— cos a
a cos (er — x)
by = -

9.)s=a + /3+y — 180° (sphérischer ExzeR),

e / S
« i- |/

s—a
t* a t* —

s—b
‘sS-r*?

s—¢
j-.

s—6 s—c¢
tg-tg-j-

S s —a

tgg *8-2

(L"Huiliersche Gleichung).
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d= 360°— (a+ &+ c) (sphéarischer Defekt),

d
1/— tg (45° + 1g(46*— « (" x- tg (4&« —
o—R a—y
tg
a a—a
2 2

10.) Der spharische Umkreishalbmesser r des sphérischen
Dreiecks ist der Winkel zwischen Achse und einer Mantellinie
des dem zugehdrigen Dreikant umschriebenen Kegels (s. §41,8).
Es ist:

ctgr= x. (s. Nr.8).
11.) Sphérischer Inkreishalbmesser g (vgl. Nr. 10):
tgQ =k . (s. Nr.8).
12.) Inhalt des sphéarischen Dreiecks: (Kugelradius R)
J= R2-arce. (s. Er.9).

13.) Inhalt des sphérischen Zweiecks mit dem Winkel «:
(Kugelradius R) J — 2EZ2arca.

Il. Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks.
1. Gegeben a,i,c:
a+b + ¢c=2s, k= 1/Sin(S (S~ A

sin S

ctg“ = ?2ini* - a) ctg”™= 8Dl 3- a) . r = sin(S-c¢)
2 K e AY kK 7 Clg2 K
Nur lésbar, wenn die Summe je zweier der gegebenen Stlicke
groRer als das dritte ist.
2. Gegeben «, B, y.

a+ B+r=2a, X=T/ljL™ r c o s”™ ) cos(a-y)

— COS o
+

Birklen-Bingleb, Mathematische Formelsammlung. 7
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a costo—m , b cos (n—R) . ¢ cos(h—y)

fs2= © 2~ w
Nur losbar, wenn Q>Ili>«-\-B-\-y>2R und die Summe

zweier Winkel kleiner als der nm 2E vermehrte dritte Winkel ist.
3. Gegeben b, ¢ «:

n b—c
f+y COSgCOSs-"- z

2 L« b+ N’
sin| cos —g
« . 6—c
Y cosg sm —g Z.
N 2 = .« . b6+ C v
sing sin —t—
a Zz' N’ a 4 N

sin2 ~ smB T cosBEy c0s2 sin 23 cosB Y

oder Anwendung des Kosinussatzes fur die Seite a.
4. Gegeben RB,y,a:

.a BR—y
b+ ¢ SmIl°0S 2 z
46 2 a +y N’
C0s-g COs—~ *
.a. B—y
b—cSm 2 Sm 2 zZ'
82 - cosa?s'inrzif-‘y-~ N
Lo« Z 2\/. « z' N'
SN2 G4-c” B+ ¢ YT T iZ¢ TTThIe
sm— €08 —~— sm—g—  cos

oder Anwendung des Kosinussatzes fur den Winkel «.
6. Gegeben a,b, «:
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a—b . a—b

iY «+B CS 2 Sn 2
®2—C 2 a+hb 8 2 ., a+t b'
cos — sin —g—

Nur Iésbar, wenn sin bsin « <sin a ist. Fur B ergeben sich
zunéchst im allgemeinen zwei Werte. Bei der Entscheidung, ob

beide zulassig sind, ist zu berticksichtigen, daR fur a” 6 bzw.auch
n”~ B undfura-f- 625s180° bzw. auch «-j- 8~ 180° sein muB.

Es bestehen dann folgende Madglichkeiten: Anzahl
Fur Dredisgke:
1) « < 90° 1) 6<90° i<a folgt @< 90° 1
P oon ~ Qo p
2) b>90° 180°< a+ b B> 90° 1
180° > a-f-b .. B £;90° 2
1) «>90°: 1)) b>90° b>a . 9> 90° 1
b<a . B~90° 2
2) 6<90°180°ac+t , B< 90° 1
180°<a+t , B 90° 2.

6. Gegeben «,B,a:

sinb—slInasin B alsdann ergeben sich ¢ und y aus den
Sin«

c
unter 6. benutzten Formeln fur tg ~ und tg X .

Die Aufgabe ist nur lésbar, wenn sin a sin BiS sin « ist. Die
Entscheidung dartber, welche der beiden Werte von b zulassig
sind, erfolgt wie im Falle 5. Es bestehen folgende Mdglichkeiten:

Anzahl
der

Fur Dreiecke:
1) as< 90°: 1) (S<90° ga K folgt J< 90° 1
R> « 1 JS;90° 2
2) 9>90° 180° < n+ B 5 i> 90° |
180°> a+ R 11 i~90“ 2
1) a>90°: 1) /9>90° a 1 6>90° 1
R< N n i~ 90 2
2) /5<90° 180°> «+ R , b< 90° 1
180°< «+ R U i 90° 2.
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Anmerkung. Die Aufgaben 2, 4, 6 sind die Polarfalle zu
den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lésung kann daher durch Ubergang
zum Polardreieck auf die Losung der Aufgaben 1, 3, 5 zurick-
gefiihrt werden. Insbesondere kann die Aufgabe 6 mit a = 1)0° auf
das rechtwinklige sphérische Dreieck zuruckgefuhrt werden.

IX. Abschnitt.

Mathematische Geographie und
Astronomie.
§ 51. Die Erde.

1)) Das Koordinatensystem*) der Erde:

Grundkreise: Aquator (GréRter Kreis senkrecht zur
Drehungsachse der Erde) und Meridian durch Green-
wich. (GroBRter Kreis durch Greenwich, senkrecht zum
Aquator.)

Koordinaten: Geographische L&ange A, gerechnet von
0° bis 180° positiv in Richtung der Erddrelmng (nach Osten),
negativ in entgegengesetzter Richtung (nach Westen);
geographische Breite o gerechnet vom Aquator aus
von 0° bis 90° nach Norden positiv, nach Suden negativ.

2.) Sphérische Entfernung e zweier Punkte Al( (pl
und A2, (p2 der Erdoberflache:

cos e — sin (plsin g2+ cos gwcos (p2cos™—Aj).
Liegen beide auf demselben Meridian, so ist

e= .ft- (p2.
Liegen sie auf demselben Parallelkreis zum Aquator,
so st (px= R— P
e . Al
und sm = oS cp msin -

8.) Flacheninhalt ./ einer Zone zwischen den geo-
graphischen Breiten <x und cp2 (r Erdradius):
J = 2r7th= 2rn{r sin ipx—r sin )

*) Vgl. 8§61,1 und 76,2.
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2 2
der Teil dieser Zone, der von den Meridianen mit den L&ngen
Pj und Z2 begrenzt wird, ist

7-h~A 4r~cos sin71 2%
360« * 2 Sin 2

(Berechnung des Inhalts von Kartenblattern).

4) Kimm und Kimmtiefe. Die Kimm ist der Kreis,
in welchem die von einem Punkte in der Héhe h Uber der
Erdoberflache an die Erdkugel gezogenen Tangenten diese
beruhren. Er stellt die Grenze der Sehweite dar. Der Radius
der Kimm sei a. Die Kimmtiefe («) ist der Winkel zwischen
der Tangente (dem Sehstrahl) und der Horizontalen. Da
der Erdradius r im allgemeinen groR gegen h ist, folgt

a= \/2rh,

a
oc— (im Bogenmaf)
r

oder a =t .180 60" = {/27i .206265” fllw*"
r ji r keimaR).

5.) Einige Daten fur die Erde (als Umdrehungs-
ellipsoid):
GroRe Halbachse (Aquatorialhalomesser)
r= 6378,4 km .
Kleine ” (Polarhalbmesser) r= 63569 ,,
Mittlerer Meridianhalbmesser (Radius des Kreises von
gleichem Umfang wie ein Meridian) r'* — 6366,7 km .

Aquatorgrad 11,3
Mittlerer Meridiangrad 1111,
Abplattung ~ ~~ee ~ 0°334 =
Oberflache 0= 509 950 714 gkm.

Rauminhalt V= 1082 841 322 036 ckm.
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8§ 52. Ausgezeichnete Linien und Punkte der scheinbaren
Himmelskugel.

S. Figur 25.

1.) Unter der W eltaciise versteht man die verlédngerte
Erdachse, die Drehungsachse der Himmelskugel. Der Nord-
pol (P) und der Sudpol (P') sind die Schnittpunkte der

Weltachse mit der
Himmelskugel.

2.) Unter dem
Aquator des Him-
mels versteht man
die Schnittlinie der
durch den Erdmittel-

$ punkt gehenden, zur
Weltachse senkrech-
ten Ebene mit der
Himmelskugel.

3.) Meridiane
oder Deklinations-
kreise sind Kreise

z' durch die Pole. Sie
Fig. 25 (schematisch). stehen senkrecht auf
dem Aquator.

4.) Der scheinbare Horizont ist der Kreis, in welchem
die Tangentialebene der Erdkugel im Beobachtungsort die
Himmelskugel schneidet. Der wahre Horizont ist der
groRte Kreis, in welchem die zum scheinbaren Horizont
parallele Ebene durch den Erdmittelpunkt die Himmelskugel
schneidet.

5.) Die Zenitlinie ist die Senkrechte zum Horizont im
Beobachtungsort. Sie schneidet die Himmelskugel im Zenit
Z (Scheitelpunkt) und im Nadir Z' (FuBpunkt).

6.) Ostpunkt (0) und W estpunkt (TF)sind die Schnitt-
punkte des wahren Horizonts mit dem Himmelsédquator.
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Sudpunkt (S) und Nordpunkt (Ar) sind diejenigen Punkte
des wahren Horizonts, welche vom Ost- und Westpunkt um
je 90° entfernt sind. Die M ittagslinie (Hauptmeridian
des Beobachtungsortes) ist der Kreis durch Siudpunkt, Zenit
und Nordpunkt.

7.) Vertikalkreise (Hoheukreise) sind die Schnitt-
kreise der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der
Himmelskugel.  Sie stehen senkrecht auf dem Horizont.
Der erste Vertikalkreis geht durch Ost- und Westpunkt.

8.) Die Ekliptik ist die scheinbare jahrliche Bahn der
Sonne, d.i. die Schnittlinie der Ebene der Erdbahn mit der
Himmelskugel. Die Schiefe der EKkliptik ist ihre Nei-
gung gegen den Aquator. Sie ist veranderlich, fir den An-
fang des Jahres 1936: 23° 26" 51,39” (jéhrliche Abnahme
0,47”). Die Achse der EKliptik ist das Lot im Erdmittel-
punkt auf der Ebene der Ekliptik. Die Endpunkte dieser
Achse heiBen Pole der EKliptik.

9.) Die Tag- und Nachtgleichepunkte sind die
Schnittpunkte der Ekliptik mit dem Aquator, Friihlings-
aquinoktium (Fruhlings- oder Widderpunkt °p) und Herbst-
aquinoktium (in der Jungfrau lip gelegen). Sie sind etwas
veranderlich (vgl. § 55, Nr. 8). Die Sonnenwendepunkte
oder Solstitien liegen auf der Ekliptik und stehen von den
vorigen Punkten um je 90° ab.

10.) Breitenkreise sind die GroRRkreise durch die Pole
der EKkliptik senkrecht zu dieser.

§ 53. Koordinatensysteme.

1.) Grundkreise: Horizont und Hauptmeridian. Der Ort
eines Sternes wird bestimmt durch (die Koordinaten):

die Hohe h, gezéhlt auf dem Vertikalkreise vom Horizont
aus von 0° bis 90° nérdlich positiv, sidlich negativ *).

*) Wir sagen kurz, ein Stern befindet sich nérdlich oder stdlich von einem

GrofBkreise, je nachdem er auf derselben Halbkugel liegt wie der Nordpol oder
nicht.
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Das Azimut a, gezdhlt auf dem Horizont vom Sudpunkt
aus uber W, N, 0 von 0° bis 360°.

Die Polhdéhe (H6he des Hinmielsnordpols) ist gleich
der geographischen Breite cp des Beobachtungsortes.

Sichtbare Sterne fir einen Ort von der geographischen
Breite < sind diejenigen, deren Abstand vom sichtbaren Pol
< ISO*“— (p, vom unsichtbaren > ¢p ist.

Zirkumpolarsterne haben vom sichtbaren Pol einen
Abstand gl o

2.) Grundkreise: Aquator und Hauptmeridian. Koor-
dinaten :

Die Deklination <§ ndrdlich positiv und sidlich negativ
gerechnet, ist der spharische Abstand des Sternes vom Aqua-
tor. Die Poldistanz des Sternes ist 90° — <& Der Kreis durch
die Pole und den Stern heillt Deklinationskreis.

Der Stundenwinkel t ist der Winkel zwischen dem
Hauptmeridian und dem Deklinationskreis des Sternes,
gezéhlt von dem ersteren aus Uber W und N (wie das Azimut)
von 0° bis 300°. Statt Gradzablung kann man auch Stunden-
zahlung anwenden: 15°= 1/, 360° = 24".

3.) Grundkreise: Aquator und Meridian des Friihlings-
punktes.

Koordinaten:

Die Deklination d (wie in Nr. 2).

Die Rektaszension «, gezahlt auf dem Aquator
vom Frublingspimkt (rp) aus, entgegengesetzt dem Sinne
der taglichen Bewegung der Sonne von 0° bis 360°.

4.) Grundkreise: Ekliptik und Breitenkreis durch den
Frihlingspunkt.

Koordinaten:

Die Breite B ist der ndrdliche (positive) oder sudliche
(negative) Abstand des Sternes von der Ekliptik, gezéhlt von
der Ekliptik aus.
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Die Lange X ist der Bogen der Ekliptik zwischen Fruh-
lingspunkt und Breitenkreis, gezdhlt vom Frihlingspunkt
aus von 0° bis 360° entgegengesetzt dem Sinne der téaglichen
Bewegung der Sonne.

8§ 64. Umrechnung der verschiedenen Koordinatensysteme
ineinander.
l. Die geographische Breite cp des Beobachtungsortes
wird als bekannt vorausgesetzt.
1.) Gegeben a, h, gesucht t, 6 (s. Fig. 25 u. 26).
sin $= sin h sin ¢p — cos h cos ¢p cos a ,

cos h sin a sin h cos cp+ cos 7sin ¢pcos a
sm | = — , COSt= —-mmmmmmmemm — — e e .
cos 0 cos 0
2.) Gegeben /, § gesucht a,h z
(s. Fig. 26).

sin h= sin &sin @
+ cosibcos cpceost,

. cos &sint
sin a =
cosh '
— sin $cos 9?-j- cos 6 sin cp cos t
cosa—
cos h
1. Die Schiefe der Ekliptik e wird als bekannt voraus-
gesetzt.
1.) Gegeben «, <} gesucht B, X
sin = — cos 6 sin « sine + sin (Gcos s ,
. cos 6sin ix cos £ -j- sin $sin e €0S 605«
sin X= Vv ,
cos p

2.) Gegeben B, X, gesucht «, &
sin 6 = cos R sin Xsins -f-sin R cos s,
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§ 56. Die Zeit.

1) Unter der oberen Kulmination eines Sternes ver-
steht man seinen Durchgang durch den Hauptmeridian des
Bcobaehtungsortes, bei dem er die grofRte Hohe erreicht.

2.) Unter einem Sterntag (zu 24 Sternstunden) versteht
man die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden oberen Kul-
minationen des Fruhlingspunktes am Beobachtungsort.

Unter der Sternzeit 0 versteht man den Stundenwinkel
des Fruhlingspunktes (je 15°= 1 ). Es ist Ch Sternzeit,
wenn der Fruhlingspunkt im Hauptmeridian steht. Um
I'h Sternzeit ist der Stundenwinkel des Frihlingspunktes 15°.

Zwischen der Sternzeit 0, einem Stundenwinkel t und
der Rektaszension « besteht die Beziehung

& — 1= ex.

3.) Unter einem wahren Sonnentag (zu 24 Stunden)
versteht man die Zeit zwischen zwei oberen Kulminationen
der Sonne. Unter der wahren Sonnenzeit (wahren
Ortszeit: w. Z.) versteht man den Stundenwinkel der Sonne
(je 15°= 1h). Der wahre Sonnentag ist keine konstante
GrolRe, da die Sonne sich nicht gleichférmig bewegt.

4.) Unter dem mittleren Sonnentage (blrgerlichen
Tage) versteht man die Zeit zwischen zwei oberen Kulmi-
nationen einer gedachten (mittleren) Sonne, welche sich im
Aquator mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt und die-
selbe Umlaufszeit wie die wahre Sonne hat. Unter der
mittleren Sonnenzeit (mittleren Ortszeit: m. Z))
versteht man den Stundenwinkel der mittleren Sonne. Der
mittlere Sonnentag hat 24 Stunden mittlerer Sonnenzeit.

Um den Ort der mittleren Sonne zu bestimmen, denkt man
sich zunachst an die Stelle der wahren, sich in der Ekliptik
mit ungleichformiger Geschwindigkeit bewegenden Sonne
eine solche mit gleichformiger Geschwindigkeit gesetzt, welche
mit der wahren im Augenblick der groRten téglichen Be-
wegung zusammenféllt. Mit dieser gedachten Sonne geht die
mittlere Sonne gleichzeitig durch den Frihlingspunkt.
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5.) Die Zeitgleichung g ist die Differenz zwischen

mittlerer und wahrer Sonnenzeit:
g=m. Z —w. Z
Sie nimmt positive und negative Werte an.

6.) Beziehungen zwischen Sterntag und mittlerem
Sonnentag:

24h Sternzeit= 23,935h= 23h56m4,1* m. Z

24h m. Z. = 24h 3ra56,6J Sternzeit.

7.) Unter einem siderischen Jahr verstellt man die
Zeit, welche die Sonne braucht, um von einem Fixstern
zu diesem zuriickzugclangen. Das siderische Jahr ist die
wirkliche Umlaufszeit der Erde um die Sonne. Es betréagt
365,2564 mittlere Tage = 365" 6h9m9,54sm. Z. = 366,2564
Sterntage.

8.) Das tropische Jahr ist die Zeit, welche die Sonne
braucht, um vom Fruhlingspunkt zu diesem zuriuckzuge-
langen. Es betragt 365,2422i m. Z. = 365d5h 48 46*m. Z.
= 366,2422 Sterntage.

9.) Der siderische Monat ist die Umlaufszeit des Mon-
des von einem Fixstern bis zu diesem zuriuck = 27,32d m. Z.

10.) Der synodisehe Monat ist die Zeit von Neumond
zu Neumond, d. i. die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Zeitpunkten, in denen Sonne und Mond dieselbe Lange haben
(Konjunktionen).

11.) Astronomische Jahreszeiten.

Beginn des Friihlings am 21. Marz, Sonne im Aquator, im

T Punkt, Tag- und Nachtgleiche.

Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis
des Krebses, langster Tag (Sommersolstitium).
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im Aquator,

Tag- und Nachtgleiche.

Beginn des Winters am 22. Dezember, Sonne im Wende-
kreis des Steinbocks, kirzester Tag (Wintersolstitium).
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§ 56. Aufgang und Untergang der Gestirne.

1.) Fir Auf- und Untergang der Gestirne ist h= 0.
Bei gegebener geographischer Breite des Beobachtungs-
ortes und gegebener Deklination <% des Sternes ergeben sich
die beiden Stundenwinkel des Auf- und Untergangspunktes
aus (vgl. §54,12)

cosi= —tg o otg P
Die Azimute von Auf- und Untergangspunkt erhélt man aus
sin &
cosa= —
cos P

2.) Die Tageslange ist gleich dem doppelten Stunden-
winkel des Untergangspunktes. Ergibt sich z. B. als Stunden-
winkel des Untergangspunktes t= 120°= 8h, so ist die
Tageslange 16h.

3.) Fur Morgen- und Abendweite w (Bogen zwischen
Ost- und Aufgangspunkt, bzw. zwischen West- und Unter-
gangspunkt) ist : sin d

sinw =
cos P

§ 57. Die Parallaxe.

1) Die Hoéhenparallaxe p ist der Winkel, unter
welchem vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort gehérige
Erdradius r erscheint. Sind h' und h die Hohen des Gestirns
Uber dem wahren und dem scheinbaren Horizont, so ist

p—h" —Ii.
Die Entfernung R des Gestirns ist dann

2.) Steht das Gestirn im Horizont, so heilt p die Hori-
zontalparallaxe und wird mit n bezeichnet. Es ist
Tl
Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Aquatorhalb-
messer, so heiRt Tzdie Aquatorial-Horizontalparallaxe.
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3.) Die Horizontalparallaxe des Mondesistim Mittel
57" 2,7".
" " der Sonne ist im Mittel 8,80".
4.) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalbmessers
(téagl. Parallaxe) verschwindend; man benutzt fur sie die
Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die jahrliche Paral-
laxe. Sie ist bei keinem Fixstern groRer als 1.

§ 58. Weltsysteme.

1.) Ptolemaisches System. Die Erde ist Mittelpunkt
des Weltalls, um sie bewegen sich Mond, Merkur, Venus,
Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Die Bewegung wird durch
Epizykeln erkléart.

2.) Kopernikanisches System. Die Sonne steht
still, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde, Mars. Jupiter,
Saturn in nahezu kreisfdrmigen, exzentrischen Bahnen.

Keplers Gesetze.

1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren
einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Der Planet bewegt sich so, daB der Leitstrahl in
gleichen Zeiten gleiche Flachen beschreibt.

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie
die dritten Potenzen der groflen Achsen.

8§ 59. Planeten, Sonne und Mond.

Mittlere PO An-
N seshlgeL:E-J-p Mitt- zahl
f\;e(;?]u(?g laufszeit Sﬁ:ih-Masse Dichte Rodt:lzleorns- %I_er;_
Sonne Inmittl tnzltat oo ban-
Millkm agen ten
Merkur $ 57,85  87,969j0,20562 0,39 0,04 0,7 88d
Venu3 $ 108,10 224,701{0,00681 097 081 0,88 225"?
Erde$ 149,50 365,256 0,01674 1 1 1*  23h56m4s 1
Mars (5 227,72 686,080: 0,09333 0,53 0,11 0,72 24*1B7rn23s 2

*) Auf Wasser — 1 bezogen ist die Dichte der Erde 5,5,
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Plane-
toiden

Jupiter2J.

Saturn X)

Uranus »
Neptun £
Pluto 9
Sonne ©

Mond C

Widder
Stier
Zwillinge
Krebs

Analytische Geometrie der Ebene.

§ 61.

Analytische Geometrie der Ebene.

Mittlere Sideri-

Ent-  sohe Um-
fernung .. Exzen-
von der lauiszeit trizitat

in mittl.

Sonne

Mill.kni ~ 1agen

3-121
777,6  4332,589 0,04837

1425,6 10759,20 0,05582

2S68,1 30685,93 0,04710
4494,1 60187,6 0,00855

5907,9 90737  0,24864

von d.

Erde

60,267 27,322 0,05490
Aqu.-

Halb-

messer

d. E.

Mitt-

lere

Durch- Masse

messer

10,95 316,94
9,0 949
4,0 14,66
3,9 17,16

0,1?

109,05 331950

0,27 0,0123

- Rotations -
Dichte dauer
0,24 9h50m
0,13 10h 14nl
0,23 I1h
0,29 15h ?

0,26 25d—27d

0,60 27d7h43m

§ 60. Die Sternbilder des Tierkreises.
Die zwolf Sternbilder des Tierkreises sind:

Lowe
Jungfrau
Wage
Skorpion

ocx<dH

Q.
np
tnj
TU

X. Abschnitt.

Schitze
Steinbock
Wassermann
Fische

I. Punkt und Gerade.
Punktkoordinaten und deren Transtormation.

An-
zahl

der
Tra-
ban-

ten

11

IOund
Ring

4

1

"
)(

1.) Gegeben seien zwei sich schneidende gerichtete Ge-
raden OX und QY, die jr-Achse und die j/-Achse, wobei 0
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der Schnittpunkt (Anfangspunkt, Ursprung, Null-
punkt) sei. Die Geraden seien so gelegen, dalR die positive
Richtung der z-Achse durch Drehung um einen posi-
tiven Winkel ca < 180° in die positive Richtung der y-Achse
Ubergefuhrt werden kann (vgl. 8 35). ca heillt der Achsen-
winkel. Die durch einen Punkt P der Ebene zu den Achsen
gezogenen Parallelen schneiden von den Achsen zwei Sticke
X bzw. y ab, welche positiv oder negativ zu rechnen sind,
je nachdem sie, von 0 aus durchlaufen, ihrer Richtung nach
mit den positiven oder nega-

tiven Achsenrichtungen  zu-

sammenfallen. x und y heil3en

die Parallel- oder Karte-

sischen Koordinaten des

X Punktes P; x ist insbesondere

seine Abszisse, y seine Ordi-

p,v. 27. nate (s- FSg. 27).

Jedem im Endlichen ge-
legenen Punkt der Ebene entspricht ein und nur ein
Wertepaar x,y und umgekehrt entspricht jedem Wertepaar
X,y ein und nur ein Punkt der Ebene.

2)Parallelverschiebung des Koordinaten-
systems: Es seien die Achsen eines Koordinatensystems
(x’,y") den Achsen des (x,y) Systems bzw. parallel und gleich-
gerichtet. Der Anfangspunkt des (x',y') Systems habe im
(x,y) System die Koordinaten a, b. Sind x',y' die Koor-
dinaten eines Punktes im (z',y') System, so hat der Punkt
im (x,y) System die Koordinaten
XxX=a + X', y=b + y’,
und umgekehrt ist
X'—x—a, y—y—>b.
3.) Transformation beliebiger Koordinaten-

systeme ineinander: Die z'-Achse unddie y'-Aehse eines

{x',y") Systems mdgen mit der z-Achse des (z,y) Systems
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bzw. die Winkel « und B einschlieBen, sodaB o= (X, x'),
B = (x,y") ist. Der Anfangspunkt 0’ des (xy ') Systems habe
im (x,y) System die Koordinaten a und b. Der Achsenwinkel
des (x,y) Systems sei co. Sind dann x', y' die Koordinaten
eines Punktes im (x',y') System, so sind seine Koordi-
naten im (x,y) System:

Umgekehrt ist
(x— a)sinf — (y — b) sin (co —R)

sin (R — a)
, - (x— a)sinac+ (y— b)sin (co— a)
y = sin (R — a)
4.)) Parallelverschiebung und Drehung des recht-
winkligen Koordinatensystems: Sind die Achsen-

winkel beider Systeme gleich 90° und beide Systeme kongru-
ent, d. h. durch Verschieben und Drehen innerhalb der Ebene
einschlieBlich der Richtung miteinander zur Deckung zu
bringen, so folgt aus den Formeln Nr. 3 wegen co= 90° und
B = 90°+ «:
%— a+ X' cos« —y'sina, y—b-f-x"sin «-f-y' cos tx
bzw. Xx'= (x— a)cosa + {y— b)sin a,

y'= — (X — a) sinx+ (y — b) cos \.

Ist a—b= 0, d. h. fallen die Anfangspunkte beider
Systeme zusammen, so stellen die letzten Formeln lediglich eine
Drehung des rechtwinkligen Systems um den Winkel < dar.

5.) Polarkoordinaten: Durch den Anfangspunkt 0
des rechtwinkligen Koordinatensystems {x, y) werde eine
gerichtete Gerade g gelegt, welche durch den Punkt P geht.

Die Strecke OP — r heiBt der Radiusvektor des Punktes
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P und der Winkel # zwischen der positiven tr-Achse (der
Polarachse) und der gerichteten Geraden g seine Ampli-
tude. r und # sind die Polarkoordinaten des Punktes P.
0 heiBt der Pol des Polarkoordinatensystems. # wird von der
positiven z-Achse aus im entgegengesetzten Uhrzeigerdrehsinn
positiv gerechnet. # ist durch g nur bis auf additive Vielfache
von 2jr bestimmt.

Zwischen den rechtwinkligen und den Polarkoordinatcn
bestehen die Formeln:

X —rcos#,y= rsin#. jr|= 1/ x2+ y-.
Homogene Koordinaten: vgl. § 64,1.

§ 62. Allgemeine Siitze Uber Gleichungen zwischen Punkt-
koordinaten.

1.) Es sei G(x,y) eine Summe, deren Glieder von der
Form arlixry'l sind, wo a4i eine beliebige reelle Konstante
ist und v, fi 12:0 ganze Zahlen bedeuten, d. h. es sei
G{x, y) ein Polynom in x und y (8§ 11, 2). Unter dem Grade n
der Gleichung G(x,y) — 0 versteht man den hdchsten Wert,
welchen v + fi annimmt. Die Gesamtheit aller Punkte x, vy,
welche der Gleichung G(x, y) = 0 gentgen, erfillen im all-
gemeinen eine Kurve (Kurve nm Ordnung). (Vagl.
hierzu § 86, 2, 3.)

2.) Der Grad einer Gleichung G(x,y) = 0 wird durch
Koordinatentransformation nicht gedndert.

3.) Ist! ein konstanterWert (1 :0), so stellt XG(x,y) — U
dieselbe Kurve wie G{x,y)= 0 dar.

4.) Die Wertesysteme x,y, welche den Gleichungen zweier
Kurven G(x,y)= 0 und g(x,y) = 0 gleichzeitig genugen,
sind die Koordinaten der Schnittpunkte beider Kurven.

Setzt man speziell in G(x,y)— 0 fur y den Wert 0, so
ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung mit der Unbe-
kannten x die Abszissen der Schnittpunkte der durch

Birklen -Kingleb, Mathematische Formelsammlung. 8
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G(x,y) = 0 dargestellten Kurve mit der z-Achse. Ebenso
liefert x — 0 die Schnittpunkte mit der ¢/-Achse.
5.) Es sei X irgendeine reelle Zahl. Dann stellt
G{x,y) + Xg(x,y)= 0
die Gleichung einer Kurve dar, welche durch die Schnitt-
punkte der Kurven G(a;,t/) = 0 und g(x,y) = 0 hindurchgeht,
und deren Ordnung nicht groRer istals die Ordnung derjenigen
der letzteren Kurven, welche die hdhere Ordnung besitzt.

§ 03. Grolenbeziehungen in Punktkoordinaten.

Hier wie in den folgenden 88 beziehen sich alle
Formeln auf das rechtwinklige Koordinatensystem,
falls nicht ausdricklich eine andere Angabe ge-
macht ist.

1.) Koordinaten x,y des Punktes P, welcher die

Strecke P2P2 im Verhdaltnis m:n = X: 1 teilt:

PjP :PP2—m :n = X: 1.
Pj und P2 mégen bzw. die Koordinaten x1,y 15 x2,y2 haben.
Dann gilt
mx2-f nxi __ x1+ Xx2

X m+n ’
= mVz2+ nyl= Vi+Xy2
T-j-n 13X

Uber die Lage von P in bezug auf P1und P 2 bei verschiedenen
Werten von X vgl. § 35,3.

Koordinaten des Halbierungspunktes:

x1+ x2 _ yx+ y2
2 . 2

Vorstehende Formeln gelten auch fir schiefwinklige Koor-
dinaten.

2.)) Entfernung zweier Punkte x1,y1; x2,y2:

V'fo —x%?+ Ulj~ Vif;
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im schiefwinkligen Koordinatensystem mit dem Achsen-

winkel cd:
e= \/{xx- x2f + (;/,- y2f + 2(x1- xi){yl - y2)cos .
+

Sind die Punkte in Polarkoordinaten r2,$ 2 gegeben,

S0 ist
e= Yr\+ rz —2Vs cos (2 —&1)m

3.) Inhalt des Dreiecks mit den Ecken xv y1\ x2,y2m

Um

1 1 1] |
J= 9 a;i(iy2-?/3)+~(?/3-?A) + a3(i/i-2/2) -

2~ 1 2
Dieser Ausdruck ist positiv, wenn bei Umlaufung des Dreiecks
in der Richtung PiP2PSP1 das Innere zur Linken bleibt.
Andernfalls ist J negativ, oder es ist J — 0, wenn die drei
Punkte in einer Geraden liegen.

Fallt x3,y3 in den Anfangspunkt, so wird

J=vy (%2z- a*yi)-

Inhaltdes Dreiecks mit den Ecken rj,”™; r2,m},; r3,#3:

-NM»57'2Sin(i92-19 1) + r 2r3sin(i?3—?2) + r3rlsin(61—# 3)},

und falls r3=0 ist: J — —r2r2sin (#2—#j).
4)Inhalt des n-Ecksmit denEcken xv,y,(v—I,2

2J=x1(y2-y n)+x2(y3-y 1) +x3(yi-y 2)+ ~+ x;i(yt- y n-i).
Uber das Vorzeichen gilt Entsprechendes wie in Nr. 3.

§ 64. Die Gleichung der Geraden.
Bezeichnungen: Mit einer Geraden g der Ebene eines
(x,y) Systems wird stets ein in dieser Ebene liegendes ge-
richtetes Lot (Normale) fest verbunden gedacht. Die Gerade
g teilt die Ebene in zwei Halbebenen, und man bezeichnet
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als positive (negative) Seite der Geraden g oder Halbebene
diejenige Halbebene, nach der die positive (negative) Rich-
tung der Normalen zeigt. Der Winkel zwischen der z-Achse
und der positiven Normalenrichtung sei oc. Setzt man als
positive Richtung der Geraden g diejenige Richtung fest,
die man erhalt, wenn man die Normale um + 90° dreht, so
ist der Winkel zwischen der z-Achse und der Geraden

71
(p— a + — . Die Richtungskonstante der Geraden ist

m= tgcp. Das Lot p von 0 auf die Gerade werde positiv
oder negativ gerechnet, je nachdem es die gleiche Richtung
wie die Normale oder die entgegengesetzte hat. Die Ab-
schnitte der Geraden auf den Koordinatenachsen seien a
und b.

1) Gleichungsformen der Geraden:

I.) Ax + By + C— 0 (Allgemeine Form), wobei A und B
nicht gleichzeitig Null sein madgen.

G

\'AHB2"'

cosa= — ____ SiN K — —mmmmmmmmeee .
1/A2-fR 2 YA2+ B2
Durch die Wahl des Vorzeichens der Wurzel ist die Rich-
tung der Normalen festgelegt. Wahlt man im Falle C5=0
das Vorzeichen entgegengesetzt zu dem Vorzeichen von C,
so liegt 0 auf der negativen Seite der Geraden.

I1.) x cosoc4-ysin« —v= 0 (Bessesehe Normalform)
HI)y —mx —b= 0

\}’.) ux ¥ i;y-{-1= 0, wo v,= —1,v= _ s N3
a b1l

Die Gleichung jeder Geraden ist vom 1. Grade und laRt



Die Gleichung der Geraden. 117

sich, abgesehen von der unendlich fernen Geraden (s. 8 37, 2
und §65,1), auf die Form!) bringen. Die Formen I1.)—V.)
sind Spezialfélle von 1). Aus jeder im folgenden fur 1.)
angegebenen Formel lassen sieh daher im allgemeinen durch
spezielle Wahl der Konstanten A,B,C entsprechende For-
meln fur die Gleichungen 11.)—V.) aufstellen.

Um eine Gleichungsform zu erhalten, in der auch die un-
endlich ferne Gerade enthalten ist, fUhrt man homogene Ko-

ordinaten ein, indem man x= * vy — - setzt. Die nicht

gleichzeitig verschwindenden Zahlen £1tf2, |3 heiBen homo-
gene Punktkoordinaten. Durch diese ist ein Punkt
eindeutig bestimmt. Umgekehrt jedoch sind durch einen
Punkt nur die Verhaltnisse der zugehdrigen homogenen Koor-
dinaten eindeutig bestimmt. Die allgemeinste Gleichung der
Geraden lautet dann

Afi + -j- C£3= 0.
Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist speziell
fa= 0.

Die homogenen Koordinaten des unendlich fernen Punktes
der Geraden Ax + By + C — 0 (B 4= 0) haben die Gestalt:

fi, f.“ -8 fi, fa“ 0,

wobei eine beliebige reelle Zahl 4= 0 ist.

Will man in einer Aufgabe der analytischen Geometrie
unendlich ferne Elemente mit in Betracht ziehen, so hat
man am besten die homogenen Punktkoordinaten zu be-
nutzen (vgl. auch § 65, 1).

Die linke Seite der Gleichung einer Geraden, deren
rechte Seite 0 ist, werde mit L bezeichnet, so daB die Gleichung
der Geraden L—o0
lautet. Soll L die linke Seite einer speziellen Gleichungs-
form, z. B. der Z/meschen Normalform sein, so wird dies in’
folgenden besonders erwéhnt.
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Gleichung der Geraden in Polarkoordinaten:
rcos (# —x) —p.

2.) Besondere Falle:
x = a Gleichung einer Geraden parallel zur «/-Achse,
y b b " ) i) J z-Achse,
insbesondere sindx = O0undy = 0die Gleichungen der Achsen.

3.) Gerade durch den Punkt xv yt:

A(x - zx)+ B(y- yx)= 0.

Speziell lautet die Gleichung einer Geraden durch den Null-
punkt Ax + By—O.
lhre Achsenabschnitte sind beide gleich Null.

4.) Gerade durch zwei Punkte X2,y 2:
y—Vi= — — (x—x{) oder --— '/ = —— —1 oder
X2 - X 1 y2 VI x2- X,
x y 1
iiJil = 0.
x2 y2 1

Letztere Gleichung ist auch die Bedingung dafiir, dall drei
Punkte x,y; Xxv yx; x2,y2 in einer Geraden liegen.
Gerade durch den Anfangspunkt und xl,y1:
xil —yi» =0.
5.) Abstand p* des Punktes zl1,yl von der Ge-
raden
Aa;-fBy -J]-C= 0 oder x cos « -j- dsinx —p = O0:

Az f-Bw-fG .
Vi= - — = X, C0SX + W SinX —y.

ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt xIt  auf
der positiven oder negativen Seite der Geraden liegt (vgl.
die Bezeichnungen und Nr. 1).

6.) Koordinaten des Schnittpunktes der Ge-
raden Alx+ Bly+ Ci= 0 A2x+ B 2y + C2= 0, wobei
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BX2- TLG, G1A2-G 2A1
X~ A b,- az2b;’ y- 4 b2-a 2b1 e
7.) Winkel r zwischen zwei Geraden
Alx + Bly + Cl1= 0 und A2x-fB2y + C2= 0
oder y —mix--bi1— o und y—m2x —b2—o :

ter= ~N1N2~ _ w2 T
4 4 4 4 KWz + 1
Unter dem Winkel z wird hier derjenige positive Winkel

verstanden, um den man die erste Gerade drehen muB.
damit sie mit der zweiten einschlieBlich der Kichtung zu-
sammenfallt.
Die Geraden sind parallel (schneiden sich in einem un-
endlich fernen Punkt, vgl. Nr. 1), wenn
Ax:A2= Bx:B2 oder m2= m1
ist und fallen zusammen, wenn
Ai :A2 —By :B2= :C2
oder m2 — m1, b2=\
ist.  Die Gleichungen paralleler Geraden lassen sich auf
Formen bringen, welche sich nur in dem von x und y freien
Gliede, dem konstanten Gliede, unterscheiden:
Ax-j-By-f-Gi—0, Ax--By-f-C2~—0.
Die Geraden sind senkrecht zueinander, wenn

A1A2-f-B,B2= 0 bzw. m= —~ ist.

8.) Gleichung der Geraden, welche mit der Ge-
raden Ax -f-By -f C= 0den Winkel x (vgl. Nr.7) bildet
und durch den Punkt a® yx geht:

Btgr— A

9.) Der Abstand der Geraden g2 von der parallelen
Geraden g1 ist das gerichtete Lot von einem Punkte von
di nach g2 Es wird mit Benutzung von 0 gemaR Nr.5
bestimmt.
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10.) Drei Geraden
LI — Aix-\-Bxy-\-G1=Q, L2= A2x + B2y -f-C2= 0,
L3 — A3x -(- B3y C3= 0
"eben durch einen Punkt, wenn

\A BI c1\
\At B2C21=0
|As C3:
ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn sich drei
Zahlen 1, A3 so bestimmen lassen, daR
Lj “f /~21jn -p 2.3L3 :-0
wird. Hierbei bedeutet == identisch gleich, d.h. dal}

die Gleichung fir alle x und y erfullt ist. Das ist nur dann
der Fall, wenn alle Koeffizienten fiir sich Null sind, wenn also

A1+ 22A2+ X3As3= 0, ?2xBl+ B2 -j-13B3 = 0,

/} Ol §* 220n"f*a303“ 0
ist. Der Schnittpunkt kann auch ein unendlich ferner Punkt
sein (vgl. Nr.1 u. 7).

11.) Eine Kurve nter Ordnung (s. 8 62,1) wird von
einer Geraden in n Punkten geschnitten, welche auch teil-
weise oder samtlich zusammenfallen und auch imagindr sein
oder im Unendlichen liegen kénnen (vgl. Nr. 1).

8 65. Linienkoordinaten und die Gleichung des Punktes.

1.) Ist die Gleichung einer Geraden in der Form
ux + vy + 1= 0

gegeben, so ist die Lage der Geraden durch die Konstanten
u und v eindeutig bestimmt. Umgekehrt gehdrt zu jeder
Geraden ein Wertepaar u, v. Diese Konstanten heien daher
die Koordinaten jener Linie oder kurz Linienkoordinaten,
u und v sind die negativen reziproken Aehsenabsclmitte der
Geraden (§ 64,1).

Ist eine der Linienkoordinaten Null, so ist die Gerade
einer Achse parallel.

Festsetzung: Die Gesamtheit aller unendlich fernen
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Punkte ist eine Gerade, die unendlich ferne Gerade. Man
legt ihr die Koordinaten u— 0, v= 0 bei.
Die Koordinaten einer Geraden durch den Nullpunkt

sind unendlich. Man legt — — in diesem Falle den Wert
v

der Richtungskonstanten der Geraden bei.

Die Gleichung ux+ vy + 1= 0 stellt bei konstanten
Werten u, v die Gleichung der Geraden mit den Linien-
koordinaten u,v in Punktkoordinaten x,y dar. Sind
X,y konstant und veréndern sich u, v derart, dal jene Glei-
chung stets erfillt ist, so erhalten wir die Gesamtheit aller
Geraden, welche durch den Punkt x, y gehen. Obige Gleichung
nennt man daher die Gleichung des Punktes (Normal-
form) mit den Punktkoordinaten x,y in Linienkoordi-
naten u, v.

Au-\-Bv-\-C=Q
ist die allgemeine Form der Gleichung eines vom Nullpunkt
verschiedenen Punktes. Sie laRt sich auf die Normalform
bringen, falls C4=0 ist. Die Koordinaten des Punktes sind

Die Gleichung Au + Bv= 0, A B=j=0,0,
stellt einen unendlich fernen Punkt dar, zu welchem man
gelangt, wenn.man sich langs der Geraden mit der Gleichung
B
y = -X
(gleichgultig nach welcher Seite) ins Unendliche bewegt. Um
eine Gleichungsform des Punktes zu erhalten, welche auch
den Nullpunkt umfallt, hat man homogene Linienko-

ordinaten ?u n2, rj3 einzufihren, indem manu — —,v = -~

% %

setzt. Die allgemeinste Gleichungsform des Punktes ist dann
*Ai?i + -B% + C}?3= 0.
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Die Gleichung des Nullpunktes lautet speziell
Va= °-
(Vgl. hierzu § 64, 1))

Die linke Seite der Gleichung des Punktes werde mit
P bezeichnet.

2.) Es sei F(u, v)— o eine algebraische Gleichung vom
Grade n in bezug auf u, v (vgl. §62,1). Deutet man u, v als
veranderliche Linienkoordinaten, so stellt diese Gleichung
eine Gesamtheit von Geraden dar, welche im allgemeinen
eine Kurve umhillen (Kurve nter Klasse). J'(u,v)=0
heilRt die Gleichung der Kurve.

Von einem Punkte lassen sich an eine Kurve nter Klasse
n Tangenten ziehen, welche aber teilweise oder samtlich
zusammenfallen und auch imagindr sein kdénnen.

Es mégen F~u, v) = 0 und F2(u, v) — 0 die Gleichungen
zweier Kurven mit den Klassenzahlen nL und n2 F. «j be-
deuten. X sei eine beliebige Zahl. Dann stellt

A(«V)+xr2uv) =0
eine Kurve dar, welche alle gemeinschaftlichen Tangenten
von F1— o und F2= 0 berihrt, und deren IQasse hdchstens
gleich n, ist.

3.) DasDualitatsprinzip: Ein Satz, welcher nurLage-
beziehungen zwischen Punkten und Geraden und Doppel-
verhéltnisse zwischen diesen Elementen enthdalt, geht in
einen richtigen Satz Uber, wenn man Punkt und Gerade in dem
Satze vertauscht.

Beispiele: (Vgl. § 64.)

Je nachdem man f, y, L, 'hl «- als Punkt- oder als Linien-
koordinaten deutet, ist:

1)_ Bn+t C=0

die Gleichung einer Geraden. die Gleichung eines Punktes.
2.) (($-f)+Bi*-<?,)=0

die Gleichung einer Geraden die Gleichung eines Punktes

durch einen gegebenen Punkt. auf einer gegebenen Geraden,
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die Gleichung der Geraden die Gleichung des Schnittpunk-
durch zwei gegebene Punkte. tes zweier gegebener Geraden.

fi til

4) 221 =0

3|
die Bedingung dafiir, dal3 drei die Bedingung dafiir, daB drei
Punkte in einer Geraden liegen. Geraden d. einen Punkt gehen.

Bx02— B2C1 CIAt CjAj

1 AIBt— AtBx
das Koordinatenpaar d. Schnitt- das Koordinatenpaar der Ge-
punktes der Geraden raden durch die Punkte
+ f+B 13+ C 1=0, A2f+ Ba'l+ C2= 0.
6.) A.B.C,
A3BtC2 = 0
A3B3Cj
die Bedingung dafur, daR die die Bedingung dafir, daR
Geraden die Punkte
+ f+ Bvr/+ Cv* 0,
v= 12,3
durch einen Punkt gehen. auf einer Geraden liegen.

§ 66. Stralilenbuschel und Punktreihe.

1) Sind 1= 0,L2= 0 die Gleichungen zweier sich im
Endlichen schneidender Geraden, so ist die allgemeine Glei-
chung einer dritten Geraden, die durch den Schnittpunkt der
beiden ersten geht,

z3 1 =0.

Wenn Lx und L2 die Normalformen bedeuten, ist X
das negative Abstandsverhaltnis eines Punktes der Geraden L3
von den Geraden Lx und L2

Die Halbierenden der Winkel, welche von den in den
Normalformen gegebenen Geraden Lx— 0, L2= 0 gebildet
werden, haben die Gleichungen

Lj+ L2= 0, Lx— L2= 0.
Bei verdnderlichem X stellt die Gleichung Lx+ XLt —0
ein Strahlenbischel dar.
Sind die Geraden Lxund L2 parallel, so stellt Lx+ XL2= 0
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die zu Lxund ¢ 2 parallelen Geraden dar (Parallel-Strahlen-
buschel).

2.) Sind P1— 0, P2= 0 die Gleichungen zweier Punkte,
so ist die allgemeine Gleichung eines dritten Punktes, der auf
der Verbindungsgeraden der ersten beiden liegt,

"P3 Pj+ XP2= 0.
Wenn P1und P2 die Normalformen bedeuten, ist X das Ver-

haltnis, in welchem P3 die Strecke Pj P2 teilt,

P ils

p.K
Die Halbierungspunkte der Strecken, welche von den in

den Normalformen gegebenen Punkten gebildet werden,
haben die Gleichungen
Pi+ P2= 0, ?2!'-P 2= 0.

Die zweite stellt den unendlich fernen Punkt der Geraden
Pj P2 dar.

Bei veranderlichem 2 liefert die Gleichung P1+ XP2= 0
eine Punktreihe.

3.) Vier sich in einem Punkte schneidende Geraden kdnnen
dargestellt werden durch die Gleichungen
¢x= 0, L2= 0, Lj~ Lx+ ?xL2—0, L, ?j+ h2 = 0.

)
Das Doppelverhéltnis dieser vier Strahlen ist E (vgl. 835,5).
Das Doppelverhdltnis des Buschels

20+ AI22—0,6j F-/j¢2= 0,Lj+ ASL2— 0, (1+A4;2=0
1.1 3-3

4.) Vier in einer Geraden liegende Punkte konnen dar-
gestellt werden durch die Gleichungen
P1= 0, p2= o, p3=-pl+ ;1p2= 0, P4 P!+ ;2P2= 0.

Ilhr Doppelverhéltnis ist y (vgl. 8 35, 4).
«2
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Das Doppelverhaltnis der vier Punkte

Pl f-~ = *1+ 2P*— 01 11 7”32 —0!
PxXH-~P,= 0
ist huh VvV zii

5.) Vier Strahlen sind harmonische Strahlen, wenn
ihr Doppelverhdltnis gleich — 1 ist. lhre Gleichungen lauten:
Lj= 0, L2= 0, Lj ~7L2=—0, Lj—AL2 0.
Vier durch den Anfangspunkt gehende Geraden
y=mlx,y=m2x,y=n1lx,y — n2x
sind harmonische Strahlen, wenn
2(wij w2 -f-njn2) — (Wj -f w2) (rij -f n2)
ist.
6.) Vier harmonische Punkte haben die Gleichungen
Pj= 0, P2=10, Pj+ *P2=0, P1-~P 2= 0.
Falls an 22,y2; f2,?J2 die Koordinaten der vier
harmonischen Punkte sind, gelten die Beziehungen:
2(x1a2+ 1jf,,) = (Xj-f x2) + f2),
2(Mi12+ Viv2) = (@x+ U2) (Pi + %)

7.) Zwei Strahlenbischel mit je vier Strahlen heiRen
projektivisch, wenn ein Doppelverhéltnis des einen
Buschels gleich dem entsprechenden Doppelverhéltnis des
anderen Buschels ist. lhre Gleichungen lauten:

Lj4“/j L2= 0, Lj-p?22Lg= O,Lj+ "3 —0 (l+ AjL2= 0

und

il/j -+-/j M2= 0, illj -- Lg472= 0, ilij-f- x2= 0,
i/j + ;4 2= o.

8.) Entsprechend sind die Gleichungen von zwei pro-
jektivischen Punktreihen:

Pj+ ;Jp2=o0,p1l+/~p2=0,p1+;.3P2=0,Pj+ ;4p2= 0
und
Qi + s2— o, Qi+ 22Qi= 0,Qi- - 283Qi— o, t2j+ rigz= 0.
9.) Drei Strahlenpaare
Lj -j- AvL2= 0, Lj-f-/xjL2—0, v= 1,23
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bilden eine Strahleninvolution, wenn sich ein viertes
Strahlenpaar finden laf3t, welches zu jedem der gegebenen
harmonisch ist. Die notwendige und hinreichende Bedin-
gung daflr ist

'm+ /h (1/6 1j

PP /2 M2P2 i =6+

W+ «3 (3«3 1j

10.) Unter der gleichen Bedingung bilden die drei
Punktepaare
1\ + A,P2= 0, Pj+ /ryP2= 0,v= 1,23

eine Punktinvolution.

I1. Kurven zweiter Ordnung (Kegelschnitte).
§ 67. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

1.) Die allgemeine algebraische Gleichung zwei-
ten Grades in x.y lautet
f(x,y) = anx2+ 2al2xy+ a22y2+ 2alda+ 2a’y + =0
oder
(an x + al2y + ald)a: + {a2Ilx + a2y + ay
+ (alia + a32v+ «33)= 0,
wobei aik— am (i, 2— 1,2,3) ist. Man bezeichnet die
Klammern in dieser Gleichung bzw. mit jj, /2,/3, so daR die
allgemeine Gleichung zweiten Grades auch lautet
f(x,y)= hx + f2y + 3~ 0.
Hat man in flt /2, /3fir x und y die Koordinaten eines festen
Punktes xr,yx eingesetzt, so mdgen diese Groflen bzw. mit
fil/2l m>bezeichnet werden. %)
2.) Unter der zum Pol x1,yl gehdrigen Polaren ver-
steht man die Gerade mit der Gleichung
fix + f2y+ /3= 0
oder

* Uber die Verwendung und Bedeutung der homogenen Koordinaten
vgl. hier und im folgenden § 64, 1 und § 65, 1.
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an xxx + an (yxx + xxy) + az2yxy + ali(xl + x)
+ «230/1+ V) + % = 0Om

Regel: Die Gleichung der zum Pol x1} y1 gehdrigen Polaren
wird erhalten, indem man in der Kurvengleichung fur x2
2XYy,y2,2x,2y bzw. xxx, y~ + xtf, vyiy,x1+ X, yi+y
einsetzt.

Die Polare ist Tangente im Punkte x1,y1, wenn dieser
auf der Kurve liegt, d. h. f(xv yx) — 0 ist.

Die Koordinaten der Tangente sind in diesem Falle

WEI['v=tfz
Diese Gleichungen lassen sich nach xv yx auflésen, wenn
lan a2 a3
A= axz a2 ¢23 ™ 0
1131 632
ist (eigentlicher, nicht zerfallender Kegelschnitt). Setzt man
die gefundenen Werte in /jlxa1 + fay1+ /,= 0 ein, so erhalt
man die Gleichung des Kegelschnitts in Linienkoordinaten. Sie
kann durch Multiplikation mit einer Konstanten auf eine Form
gebracht werden, bei welcher ihre Koeffizienten Aik{i, k =
1,2,3) die zu aikadjungierten Unterdeterminanten von A sind.
3.) Der Mittelpunkt einer eigentlichen Kurve zweiter
Ordnung ist der Pol, dessen Polare die unendlich ferne Ge-
rade ist. Seine Koordinaten x,y geniigen den Gleichungen
/i==an x + al2y + als= o,
12= «21* + a32y + aZB= 0
und werden aus diesen bestimmt.
Eine Kurve zweiter Ordnung besitzt dann und nur dann
einen im Endlichen gelegenen Mittelpunkt, wenn
2~ = 01 rjro
az2i a2
ist. Ist ~33=0 und eine der Determinanten

013 «12 an fl13!

°23 A22i 1 ®23 ;
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von Null verschieden — die andere ist dann ebenfalls un-
gleich Null —, so besitzt eine Kurve zweiter Ordnung einen
Mittelpunkt im Unendlichen.

4.) Unter einem Durchmesser versteht man den Ort
der Mittelpunkte paralleler Sehnen. Er ist eine Gerade durch
den Mittelpunkt. Der Durchmesser heillit konjugiert zu
der Sehnenschar, welche er halbiert. Zwei Durchmesser
heiBen zueinander konjugiert, wenn jeder die zu dem anderen
parallele Sehnenschar halbiert.

Der Durchmesser, welcher zu der Sehnenschar konjugiert
ist, die mit der a-Achse den Winkel oc (vgl. § 64, Bezeich-
nungen, wie bei cp) bildet, hat die Gleichung

/j cosa+ /[2sina —0
oder
(au x + al2y + al3) cosa + (a2lx + aXy + a23) sina= 0.

5.) Eine Kurve zweiter Ordnung besitzt hdchstens zwei
konjugierte Durchmesser, welche aufeinander senkrecht
stehen. Zwei derartige Durchmesser heien Hauptachsen.
Die Richtungen der Hauptachsen, von welchen eine mit
der ar-Achse den Winkel ac bildet, ergeben sich aus

6.) Diskussion der Kurven 2. Ordnung in rechtwinkligen
oder schiefwinkligen Koordinaten (s. Nr.2 u. 3).
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades stellt dar:
1.) einen eigentlichen. Kegelschnitt, wenn A=f=0,
und zwar
1.) eine Ellipse, wennM ~X) ist. Sieist reell oder
imaginér, je nachdem an und A verschiedene oder gleiche
Vorzeichen haben. Fur rechtwinklige Koordinaten ist sie
ein Kreis, wenn an = a® und al2= 0 ist;
2.) eine Parabel, wenn 4,3=0 ist;
3.) eine Hyperbel, wenn A< 0 ist.
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11.) einen zerfallenden Kegelschnitt, wenn .1=0
ist, und zwar

1.) ein reelles sich im Endlichen schneidendes
Geradenpaar, wenn zI33< 0 ist;

2.) ein paralleles Geradenpaar, wenn il3= 0 ist
(reell und verschieden, zusammenfallend oder imaginar, je
nachdem An oder A2 0).

3.) ein imagindres Geradenpaar mit reellem
Schnittpunkt im Endlichen, wenn A,,, > 0 ist.

7.) Zwei eigentliche Kegelschnitte

an x2+ 2 al2xy + a2y--\-2al3a + 2a22y 4-= 0,
(XuX2-j- 2<d2xy + tx22y- + 2 al3x -f2/x"y + =0
sind einander &hnlich, wenn
a.) an a2— a]2= o — txX\2= 0 oder
b.) 2 Uo "0, oy Ajg 0 und

%1 ®12__ a2
=1 N2 N2

8.) Die Gleichung jedes eigentlichen Kegelschnitts lait
sich durch Koordinatentransformation auf die Form

y-= 2px — (1 —s2)x2
bringen (Seheitelgleichung). Die jr-Aehse ist Haupt-
achse, die j/-Achse Tangente des Kegelschnitts.

Die Gleichung stellt den Ort aller Punkte dar, fur welche
das Verhéltnis der Entfernung von einem festen Punkt F,
dem Brennpunkt, und einer festen Geraden |, der Leit-
linie, einen konstanten Wert e besitzt. s heiBt numerische
Exzentrizitdt. Die z-Achse ist die Senkrechte zur Leit-
linie durch F. Die j/-Achse teilt den Abstand des Punktes F
von der Leitlinie von F aus im Verhéltnise :1 (im Scheitel-
punkt). Die Ordinate p im Brennpunkt heilt Parameter.

Der Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie ist v

Die Scheitelgleichung stellt eine Ellipse, Parabel
Birkleu-Ringleb, Mathematische Formelsammlung. 9
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oder Hyperbel dar, je nachdem e ™1 ist. Dem Werte
e = 0 entspricht ein Kreis.

9.) In Polarkoordinaten o,# lautet die Gleichung der
eigentlichen Kegelschnitte

\Y
1+ ecos#’

wenn der eine Brennpunkt Pol, die z-Achse Polarachse ist,
und# von dem Scheitel aus gerechnet wird, der dem Pol am
néchsten liegt.

8§ 68. Der Kreis.

Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r.
1) Allgemeine Gleichung des Kreises:

K= x-+ y2-f 2Ax + + C= 0 oder
(x~a)2+ (y-b)2=r2;
a——A, b= —B, r=1M2+ B2—-G.

Ist A2= C oder B2= C , dann beriihrt der Kreis die
X- bzw. die | -Achse; ist C = 0, so geht der Kreis durch den
Ursprung. — FiUr die Koordinaten der Schnittpunkte mit
den Achsen ist x1+ x2= 2a, ™ + 2= 2A

Der Ursprung ist Mittelpunkt:

X- + y2= r2 (Mittelpunktsgleichung).

Jlittelpunkt auf der X-Achse im Abstand r vom
ursprung:

y2— 2rx — x2 (Scheitelgleichung).
Gleichung fur ein schiefwinkliges System:
(x—a)2+ (y—b)2-(-2(x—a)(y —b)cosco= r2
(co Achsenwinkel).

Sind und #j die Polarkoordinaten des Kreismittel-
punktes, so lautet die Kreisgleichung in Polarkoordinaten
0,#: p2— 2p pj cos (# —#j) + pj—r2= 0.
Gleichung in Linienkoordinaten:

r2{u2+ v2)— (au+ bv—1)2= 0.
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2.) Tangente im Berthrungspunkt x, yy Mittelpunkt
0,0: xx1+ yyi= r2
Mittelpunkt a, b:
(x- aZj- ajy+ {y- b)lyj- b= r2
Tangenten vom Punkt a™ t/j an den Kreis um 0 mit r:

3.) Die Gleichung der Polaren des Punktes xi,yl in
bezug auf den Kreis x2+ y2= r2 ist
zzi+ W= +
Die Koordinaten des Pols der Geraden Ax By \-G—0
. i ylr2 Br2
sind Zj= - — N~ .

4.) Gleichung des Kreises durch die drei Punkte
20§ "> U2 »
X2+ y2 x y 1
H+y *iihl _
*1+ vl *21/21
4 +y| ~ 2/3L
(Zugleich Bedingung dafir, dal vier Punkte auf einem Kreise
liegen.)
5.) Zwei Kreise
z2+ y2+ 2AXX+ 2Bty + =0,
z2+ y2+ 2M2z + 2B.2y + C2= 0
sind konzentrisch, wenn Al1l— A2,B1= B2 ist.
6.) Die Gleichung des durch die reellen oder imaginéaren
Schnittpunkte zweier Kreise Kx= 0, K2= 0 gehenden

Kreisbischels ist
K+H¥=.

Zu den Kreisen des Buschels gehort fur X— — 1 cine Ge-
rade, die Potenzlinie beider gise:
Kj - —0

oder  2{Al-A i)x+ 2(B1-B 2)y + G1-G 2=10.
9*
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§ 69. Formeln fur die Parabel.

Gleichungen: y2= 2px; £= —V »(Pol = Brenn-
1+ cosv

2m
punkt), n2= — (in Linienkoordinaten).
1.) Polare des Poles x1,yl: yyl= p(x + xy).
(Tangente im Punkte xv ylt wenn dieser auf der Kurve
liegt.)
2.) Koordinaten desPoles der Geraden Ax + By -\-C~0:
C Bp
*i-j. « .--S j-
3.) Tangenten vom Punkte xv yt an die Parabel:

Vit Vy\— I

y~ VI 2X I XN
4) Tangente mit gegebener Richtungskonstante m:
v
% —mx = -—.
2m

5.) Normale im Punkte xxyx:
VV- 2+ viCe- xj=0.
6.) Gleichung des konjugierten Durchmessers zur
Sehnenschar mit der Richtungskonstante m:

Y-*m
7.) Gleichung der Leitlinie (Polare des Brennpunktes
mit den Koordinaten -V\-,O): X = —~.

8.) Lénge des Brennstrahls zum Punkte x/y”.

\Y
r=X1+ J-

9.) Inhalt des Segments, abgeschnitten von der Schno
mit den Endpunkten x1,y1\ x2,y2:
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9= (i~ Vz?= xi~3 .&L~y
12 v 6 I+ I>
Ist die Sehne mit dem Endpunkt x1, i/Asenkrecht zur a:-Achse,

§ 70. Formeln fir Ellipse und Hyperbel.
Hauptachsengleich ungen:

Ellipse™ + fj = 1, Hyperbel ~ =1,

a groRe Halbachse, b kleine Halbachse (bei der Hyperbel
imaginér).
Polargleichungen in bezug auf den Mittelpunkt als Pol.

b2 — b2

Elllpse p2- | i Hyperbel 92— — 5—- ¢
1 — E2 COS2!? 1 — £2 COS2!/

(vgl. ferner § 67,9.)
G leichungen in Linienkoordinaten:
Ellipse a2u2+ b2v2= 1,
Hyperbel a2u2— b2v2= 1.
In den folgenden Formeln gilt das obere Zeichen
fur die Ellipse, das untere fur die Hyperbel.
XX, V_V-,
1.) Polare des Punktes Nt -IN= 1,
(Tangenteim Punkte xx, yv wenn dieser auf der Kurve liegt.)
2.) Koordinaten des Pols der Geraden Ax -J-By + C = O0:
d2A b2B
Ih - (O
3.) Tangenten vom Punkte x1,yl an die Kurven:

- Flvi+ V't vxl+ oa~\ T



134 Analytische Geometrie der Ebene.

4.) Tangenten mit der Richtungskonstanten m:
y —mx = -f- y>«2a2+ b 2, y —mx = —]/Vk2a2+ b 2.
5.) Asymptoten der Hyperbel (Gerade, denen sich
die Kurve unbegrenzt ndhert, ohne sie im Endlichen zu er-

reichen):
X+ ¥=0, * Y=o
ab' T ap ¥ T
Ist der Asymptotenwinkel 2 (d. i. der Winkel, in dem die

Kurvendaste liegen), so ist tg g = Q_

Bei der gleichseitigen Hyperbel (b= a) stehen die
Asymptoten aufeinander senkrecht.

Ein Durchmesser y = mx schneidet die Hyperbel, berihrt
sie in einem unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote)
oder trifft die Hyperbel nicht, je nachdem

m2 b2
&

6.) Normale im Punkte x1,y1:

7.) Zwei konjugierte Durchmesser:
A*+B,j=0,
a- b
Jede Asymptote der Hyperbel ist mit ihrem konjugierten
Durchmesser identisch. ip-rx&<vo'y”™ n-'K-eC,

Gleichungen der Kurven in bezug auf zwei konjugierte
Durchmesser 2av 2bl:

Sind gjj und <2 die Winkel, welche zwei konjugierte
Durchmesser 2a+ und mit der groBen Achse bilden (vgl.
§ 64, Bezeichnungen), so ist
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b2
tg<Ptg<Pi= T ¢2¢ “Ih Ul (<Pi— <Pi)= ab
(s. 874, 7 und 8).
Gleichung der Hyperbel in bezug auf die beiden Asymp
toten als Koordinatenachsen:
e2 a2+ b2
Xy = —= — -— (s. Nr. 8).
8.) Abszissen der Brennpunkte (lineare Exzentri-
zitat):

e= + (/a2 62,e' = —Jo2™ i2= --¢e.
9.) Gleichung der Leitlinie (Polare des Brennpunktes
e,0): &= —= — (s. 867,8).
e e

10.) Lange der Brennstrahlen zu dem Punkte x"y”.
rl= a+xle, r2= = (a— xle), rtx r2= 2a.
11.) Inhalt der Ellipsenzone zwischen der kleinen Achse

und derim Abstandx;j (0 ~ a) zu dieser parallelen Sehne:
Z= —(x,Va-—x? + a2arcsin —), 0~ arcsin —¢; 1.
a\ i a' a

Gesamte Ellipsenflache: J — abn.
Inhalt des Hyperbelsegments, abgeschnitten von der
Sehne x = x1 (senkrecht zur x-Achse,

S — ZiVi ab Log + |

§ 71. Konfokale Kegelschnitte.
1.) Di« Gleichung _ * + j £ |j 1 , >s!

a2— X b2— A
stellt bei verénderlichem X eine Schar konfokaler (mit den
gleichen Brennpunkten versehener) Ellipsen und Hy-
perbeln in bezug auf die Hauptachsen als Koordinaten-
achsen dar. Man erhalt die Ellipsen fur X= w, wo u < b2.

und die Hyperbeln fir X= v, wo a2>v >b 2 ist:
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FUr v > a 2 ergeben sich imagindre Kurven.

Je zwei konfokale Ellipsen und je zwei konfokale Hy-
perbeln schneiden sich nicht.

Jede Ellipse wird von jeder konfokalen Hyperbel senk-
recht geschnitten. Die Gesamtheit der konfokalen Ellipsen
und Hyperbebt bildet ein Netz von sich senkrecht schnei-
denden (orthogonalen) Kurven (vgl. § 74, 4).

Die Schnittpunkte einer durch u gegebenen Ellipse mit
einer durch v gegebenen Hyperbel sind

Durch jeden Punkt der Ebene geht eine Ellipse und eine
mit ihr konfokale Hyperbel.

Jedem Punkte x > 0, y > 0 ist hierdurch ein und nur
ein Wertepaar u, v zugeordnet, und umgekehrt entspricht
einem den angegebenen Bedingungen geniigenden Wertepaar
m v ein positives Wertepaar x,y, wenn man die Wurzeln
positiv wahlt, mv heilen die elliptischen Koordinaten
des Punktes x, .

2.) Die Gleichung

stellt bei verdnderlichem X die Gesamtheit aller konfokalen
Parabeln dar, deren Brennpunkt der Nullpunkt und deren
Achse die rr-Achse ist.

Parabeln, deren /.-Werte gleiche Vorzeichen haben,
schneiden sich nicht. Haben diese Werte entgegengesetzte
Vorzeichen, so schneiden sich die zugehdrigen Parabeln recht-
winklig.

Entgegengesetzt gleichen X-Werten entsprechen in
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bezug auf die »/-Achse symmetrische Parabeln. Fur die
y-Achse selbst ist 1=0.

Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei konfokale
Parabeln.

§ 72. Allgemeine Satze Uber Kegelschnitte.
(Vgl. § 67.)

1.) Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier
projektiver Strahlenbuschel liegen auf einer Kurve 2. Ord-
nung.

Die Verbindungsgeraden entprechender Punkte zweier
projektiver Punktreihen gehdren einer Kurve 2. Klasse an.

Die Tangenten einer eigentlichen Kurve 2. Ordnung bilden
eine eigentliche Kurve 2. Klasse und umgekehrt umhullen
die Geraden einer eigentlichen Kurve 2. Klasse eine eigent-
liche Kurve 2. Ordnung (ldentitdt der eigentlichen Kur-
ven 2. Ordnung und 2. Klasse). Ein Kegelschnitt ist
im allgemeinen durch 5 — r Punkte und r Tangenten
(r= 0,1, 2,...,5) vollstdndig bestimmt.

2.) Bewegt sich der Pol auf einer Geraden, so dreht sich
seine Polare um einen Punkt, den Pol jener Geraden, und um-
gekehrt.

3.) Die Beridhrungssehne zweier von einem Punkt aus-
gehender Tangenten ist die Polare dieses Punktes. Eine
Gerade durch den Pol liefert mit dem Kegelschnitt und der
Polaren Schnittpunkte, die zusammen mit dem Pol harmo-
nisch sind.

4.) Ein Durchmesser ist Polare eines unendlich fernen
Punktes.

5.) Der zu einer parallelen Sehnenschar konjugierte
Durchmesser geht durch den Berihrungspunkt einer zu der
Sehnenschar parallelen Tangente.

6.) Zieht man in den Endpunkten einer durch den Brenn-
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punkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden sich diese
auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie des Schnitt-
punktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht auf der Sehne.

7.) Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf dem-
jenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen den Be-
rihrungspunkten konjugiert ist.

8.) Satz des Pascal: Bei jedem einem Kegelschnitt
einbeschriebenen (geschlossenen) Sechseck schneiden sich die
drei Paare von Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden.
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus funf Punkten.)

9.) Satz des Brianction: Bei jedem einem Kegelschnitt
umbeschriebenen Sechsseit schneiden sich die drei Verbin-
dungslinien von je zwei Gegenecken in einem Punkte. (Kon-
struktion eines Kegelschnittes aus funf Tangenten.)

§ 73. Séatze uber die Parabel.
1.) Die Durchmesser einer Parabel sind parallel zur Achse.

2.) Der FuBlpunkt des Lotes vom Brennpunkt auf eine
Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Konstruktion der
Parabel durch Umhillung.)

3.) Der Ort des Schnittpunktes zweier Parabeltangenten,
die senkrecht aufeinander stehen, ist die Leitlinie.

4.) Die Entfernung des Beruhrungspunktes einer Tan-
gente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung des letzteren
vom Schnittpunkt der Tangente mit der Achse. (Konstruktion
der Tangente.)

5.) Die Tangente halbiert den einen der Winkel zwischen
dem Brennstrahl und dem durch den Beruhrungspunkt
gehenden Durchmesser, die Normale den &ndern. (Kon-
struktion der Tangente und Normale.)

6.) Der Scheitel halbiert das Stiick der x-Achse zwischen
dem Schnittpunkt der Tangente und dem FuBpunkt des
Lotes vom Beridhrungspunkt auf die x-Achse.
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Das Stuck zwischen dem Schnittpunkt der Normalen
und dem FuBpunkt des Lotes hat die konstante Lé&nge p.

§ 74. Satze uber Ellipse und Hyperbel.

1) Hat man ein System von Ellipsen bzw. Hyperbeln,
welche eine Hauptachse gemeinschaftlich haben, so schneiden
sich alle Tangenten, welche auf dieser Achse dieselbe Koor-
dinate fur den BeriUhrungspunkt haben, in einem und dem-
selben Punkt der gemeinschaftlichen Achse. (Konstruktion
der Tangente.)

2.) In jedem umbeschriebenen Parallelogramm sind die
Diagonalen konjugierte Durchmesser; in jedem einbe-
schriebenen Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten
Durchmessern parallel.

3.) Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte von
einer Tangente ist unverdanderlich (= i2), und die FuBpunkte
der Lote liegen auf einem Kreis, der die groBe (bzw. reelle)
Achse zum Durchmesser hat. (Konstruktion des Kegel-
schnitts durch Umhullung.)

4.) Die Tangente und die Normale in einem Punkt der
Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche die
Brennstrahlen nach diesem Punkt miteinander bilden. (Kon-
struktion der Tangente und der Normale.)

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr konfokale
Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln (vgl. 8§ 71,1).

5.) Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel die
Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der Kurve
unveranderlich und zwar gleich der groRBen (reellen) Achse.
(Fadenkonstruktion der Kurven.)

6.) Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden
Abschnitte, weiche zwischen der Kurve und ihren beiden
Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt einer
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den Be-
rihrungspunkt halbiert.
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(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und die
Asymptoten derselben gegeben sind.)

7.) Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei konju-
gierten Halbmessern einer Ellipse und der Verbindungslinie
ihrer Endpunkte liegt, ist unverénderlich.

8.) Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asymptoten
und einer zwischen denselben liegenden Tangente einer
Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveranderlich.

9.) Zwei Ellipsen mit den Halbachsen %, a2, b2 Bind

einander &hnlich, wenn ~ = p ist. Hvperbcin sind ein-
1 2
ander dahnlich, wenn dieselbe Bedingung erfullt ist, d. h.

wenn sie gleiche Asymptotenwinkel haben.

§ 75. Konstruktion der Kegelschnitte.

1.) Parabel.
a) DX Achse, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie,

DS — SF = % Man ziehe durch einen Punkt C der Achse

Fig. 28. Fig. 29.
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die Parallele zur Leitlinie und beschreibe um F mit DG als

Radius den Kreis. Dieser schneidet die Parallele in den
Parabelpunkten A und B
(Fig. 28).

b) DurchUmhillung.
SX Achse, SY Scheitel-
tangente, F Brennpunkt.
Man verbinde F mit einem
Punkte A der Scheitel-
tangente und errichte auf
AF in A das Lot, Die-
ses umhullt die Parabel
(Fig. 29).

2.) Ellipse,
a)
Achse; OY = b, halbe kleine Achse. Man beschreibe um 0
mit a und b Kreise, ziehe durch 0 eine Gerade, welche die
Kreise in B und C
schneidet und ziehe
GA || OY, BA || OX,
so ist A ein Punkt
der Ellipse (Fig. 30).
In entsprechender
Weise kann man die
Ellipse nit Benutz-
ung zweier konjugier-
ter Halbmesser OX'
und OY' Kkonstruie-

Fig. 30.

ren. Fig. 3L
b) OX = OA'j= a, OY = 0OYx= I|I. Man bestimme die
Brennpunkte F und F, durch FI'"" — FIY = a. Man nehme

auf X Xt den Punkt «, beliebig an und beschreibe um F mit
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X ai und um F1 mit Xj,
Kreisbdgen, die sicli in A,
und jBy schneiden. Axund
13, sind Punkte der Ellipse
(Fig. 31).

3.) Hyperbel.
OX=0X1=a,
OF = OF1= |¢¢+¢2.

Man nehme auf der Ver-
langerung von X XX einen
Punkt % an und beschreibe
um F mit Xat und um F,
mit Xlai Kreisbdgen, die
sich in Al und Bt schnei-
den. X, und B1sind Punkte der Hyperbel (Fig. 32).

XI1. Abschnitt.

Analytische Geometrie des Raumes und
Vektorrechnung.
I. Punkt, Ebene und Gerade.

§ 76. Punktkoordinaten und Vektoren.

1) Rechtwinklige Koordinaten: Gegeben seien
drei sich schneidende gerichtete Geraden OX, OY, 0z, die
X-, y- und die z-Achse. Der Schnittpunkt 0 heiRt Null-
punkt, Anfangspunkt oder Ursprung. Die Achsen
mogen aufeinander senkrecht stehen und so orientiert sein,
dall fur einen auf der (z, ?/)-Ebene (Ebene der x- und der
y-Achse) in Richtung der positiven z-Achse stehenden Be-
obachter die j/-Achse um den positiven Winkel 90° gegen die
z-Achse, also links herum, gedreht erscheint. Ein derartig



Punktkoordinaten und Vektoren. 143

orientiertes Sy-
stem heillit ein
Reclitssystem
(andernfalls  ein
Linkssystem),
eine Bezeichnung,
die auch dann an-
gewendet  wird,
Y wenn die Achsen
beliebige Winkel
zwischen 0° und
180° miteinander
einschlieBen. Die
durch einen Punkt
P gehenden zuden
Ebenen (x,y), (y,z), (z,x) parallelen Ebenen schneiden auf den
Achsen die Koordinaten x,y,z des Punktes/* ab, welche
von 0 aus in den positiven Achsenrichtungen positiv ge-
rechnet werden, in den entgegengesetzten Richtungen da-
gegen negativ (Fig. 33).

Jedem im Endlichen gelegenen Punkte des Raumes ent-
spricht ein und nur ein Wertetripel x, y, z, und umge-
kehrt ist jedem Wertetripel x,y, z ein und nur ein Punkt
des Raumes zugeordnet.

2)) Kugelkoordinaten: Es sei OP=r und < der

Winkel zwischen OP und der (x, y)-Ebene, gezahlt von der
letzteren gegen die positive z-Achse positiv, gegen die nega-
tive z-Achse negativ (von 0° bis 90°). ip sei der Winkel,
den die Ebene durch die z-Achse und durch r mit der (x,z)-
Ebene bildet, gezahlt von der positiven z-Achse aus im
positiven Drehungssinn von 0° bis 360°. r, <p, tp heil3en
Kugelkoordinaten oder rdumliche Polarkoordinaten.

Umrechnung von rechtwinkligen Koordinaten in Kugel-
koordinaten und umgekehrt:
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r= ]/x-+ y-+ z1, sin o= --,
+ .
X . y
asw= . Sin W= .
JErEE y I~ + 02
*f +
X = rcoscpcosy), y=r coscpsinxp, z= rsinep.
3.) Zylinderkoordinaten g, vyi, z
g ist die Projektion von r auf die (x,t/)-Ebene. rp hat
dieselbe Bedeutung wie in 2.).

0=)V-+r, cosip——=="-, sinv==-— ==,
+ ytf+y?2 \X-+y*
+ _ +
X= gcosy> y= Qsin™, z—1z

Uber homogene Koordinaten vgl. § 8U,1.

4.) Vektoren. Ein Vektor a wird durch eine gerich-
tete Strecke im Raum dargestellt, wobei zwei gerichtete
Strecken, welche sich durch Parallelverschiebung ihrer Lénge
und ihrer Richtung nach zur Deckung bringen lassen, denselben
Vektor darstellen sollen, andernfalls aber verschiedene Vekto-
ren. Die Lange der Strecke, welche einen Vektor darstellt,
heil3t seine Lange oder sein absoluter Betrag |a |, die Rich-
tung der Strecke heif3t seine Richtung.

Im folgenden werden Vektoren durch deutsche, reelle Zahlen
(Skalare) durch griechische oder lateinische Buchstaben be-
zeichnet. Eine den Vektor o darstellende Strecke wird eben-
falls mit n bezeichnet.

Die Vektoren a und b werden addiert,
indem man in den Endpunkt einer den
Vektor a darstellenden Strecke den An-
fangspunkt der den Vektor b darstellenden
Strecke legt. Dannist j = a+ b der ein-
deutig bestimmte Vektor, welcher durch

flie Strecke AB dargestelltwird, die den An- Pig. 3t,
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fangspunkt A von a mit dem Endpunkt B von b verbindet
(Fig. 34). Fur beliebige Vektoren fl, £5 ¢ gelten die Kegeln:
a+ b= b+ a,
(n-j-b)+c = a-f-(b+c)=a+ b+ c
Unter — a verstellt man den Vektor, welcher die gleiche
Lé&nge wie der Vektor a, aber die entgegengesetzte Richtung
besitzt. Ist Aeine positive Zahl, soist Act= a Ader eindeutig
bestimmte Vektor, welcher die A-fachc Lange und die gleiche
Richtung wie der Vektor a besitzt. Ferner ist
1. a= a (—Aa= A(—a)= — Aa.
Es sei & der Vektor vom absoluten Betrage 1 (Einheits-
vektor), welcher dieselbe Richtung wie fl hat. Ist a der
absolute Betrag von o, so ist
a = «fl.
Unter der Differenz a — b der Vektoren n und b
(b 4=Al) versteht man den Vektor n -f (— b). Man betrachtet
die Summe a + (— fl), wie auch a gewahlt sei, als einen ein-
deutig bestimmten Vektor, den Nullvektor. Er werde mit
o oder auch einfach mit 0 bezeichnet. Man setzt 0O ma = o.
Sind Aund u beliebige reelle Zahlen, so gilt:
A(ua) = A(a+ b)= Aa-i-Ab,
A+ juyo= /fl 4“utt
Sind fl und b gegebene Vektoren, so besitzt die Gleichung
a+ E= b die eindeutig bestimmte Ldésung j = b—o. Ins-
besondere ist die Losung der Gleichung n+ j = fl der Null-
vektor e= o.
Besteht zwischen zwei Vektoren a, b eine lineare Be-
ziehung a a-f- 8 b= 0, so sind sie parallel und umgekehrt.
Besteht zwischen drei Vektoren a, b, ¢ eine lineare Be-
ziehung aa-f-/?b-f-yc = 0, so sind sie derselben Ebene
parallel und umgekehrt.
5.) Koordinaten von Vektoren. Gegeben sei ein
rechtwinkliges X, y, a-Koordinatensystem im Raum. Es seien
i, j, fdie Vektoren vom absoluten Betrage 1, deren Rieh-

Pirklen-Rinjzleb, Mathematische Formelsammlung. ]0
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tungen bzw. mit den Richtungen der Achsen zusammenfallen.
Dann laRt sich jeder Vektor a eindeutig in der Form
a= xx+ y\+ 2f
darstellen, wobei X,y, z reelle Zahlen, die Koordinaten des
Vektors a, sind. Man schreibt auch
a= (ay, 2.

§ 77. Allgemeine Sétze.

1.) Eine Flache wird dargestellt durch eine Gleichung

zwischen x,y,z in der Form
y,2)= 0
oder in der Form
2= f(x,y)
oder durch drei Gleichungen, die zwei verénderliche Para-
meter u,v enthalten
x= <p(u,v), y= x(uv), z= y>(Uuv)

oder durch den Vektor tu mit diesen Koordinaten:

w= (x,y, 2= (@MW), x(u,v), y>u, v)) = 1im v),
wobei man sich den Anfangspunkt des Vektors im Null-
punkt gelegen denkt, so dalR sein Endpunkt die Flache be-
schreibt.

2.) Eine Linie (Kurve) ist durch zwei Gleichungen in X,
y und 2 bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der durch
jene zwei Gleichungen dargestellten Flachen. Jeder Punkt,
dessen Koordinaten die beiden Gleichungen F(x,y, 2)= 0
und j[x,y,z)— 0 befriedigen, liegt auf der Schnittlinie der
durch die beiden Gleichungen dargestellten Flachen.

Eine Kurve laRt sich ferner durch drei Gleichungen dar-
stellen, welche einen verénderlichen Parameter t enthalten:

*=9(0» y= (0 .3= W)
oder durch den Vektor b mit diesen Koordinaten:
0= (*,vy,2)= (P(), X©O>V (0)= 0(0.

dessen Anfangspunkt wie in Nr. 1 in O gedacht wird.

3.) Setzt man in der Gleichung F(x,y,z)— 0 eine der
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Koordinaten, z. B. z, gleich Null, so erh&lt man die Gleichung
der Schnittlinie der Flache mit der Ebene der anderen Koor-
dinaten, z. B. der XF-Ebcne.

4.) Eliminiert man aus den Gleichungen zweier Flachen
eine Koordinate, so erhalt man die Gleichung der Projektion
der Schnittlinie beider Flachen auf die Ebene der beiden
anderen Koordinaten. Bestimmt man aus den Gleichungen
dreier Flachen die gemeinschaftlichen Werte von x, vy, z, so
stellen diese die Koordinaten der Schnittpunkte der drei
Flachen dar.

5.) F(x,y,2)+ Al(i,;/,z)= 0 gibt die Gleichung einer
Flache an, welche durch die Schnittlinie oder die gemein-
schaftlichen evtl. imagindren Punkte der beiden Fléchen
F(x,y,z) — 0, f(x,y,z) = 0 geht.

Uber den im vorhergehenden benutzten Funktionsbe-
griff vgl. 8§ 86, 105, 106.

§ 78. GrolRenbeziehungen.
Bezeichnungen: Es seien x,y,z die Koordinaten des
Punktes P, r seine (positive) Entfernung von 0 (Radius,
Radiusvektor) und <x,R,y die Winkel, welche r mit den
positiven Achsen einschlieBt, und die 180° sind. Es sei
a der Vektor mit den Koordinaten X, y, z, ferner af der Vektor
mit den Koordinaten xt, y{, 4.

1.) Die Koordinaten von P sind die Projektionen von
OP — r auf die Achsen:

a:=rcosoi, y=r cosB, z=rcosy, r=}/x*y2-fz2,
cos2x-f- cos2/?-(- cos2y = 1. jn —r.
2.) Entfernung zweier Punkte xl,yv z1; x2,y222:
e= j/'fo - x2f + (& —y2)2+ (zx- z22? m

3.) Koordinaten des Punktes P, welcher die Strecke
10*
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PjP2, gebildet von den Punkten xJyv z1;x2,y2,z2im Ver-
haltnis m :n—?2 :1 teilt (P1P :PP2= m :n= X:1):

_ mx2+ nxt = my2+ nyy mz2+ nzl
X= m+ n n tn-j-ti °’ m+ n
*1+ Aar2 h
X ~1+ /[ 7 J 1+ A’ 1+k ~
(vgl. § 35, 3).
. TO02 + )
Vektoriell: O+ «LQ

4.) Wenn Iv 2,13 die Projektionen einer Strecke |
auf die Koordinatenebenen sind, gilt
IN+1\V+ [1=2V.
Wenn Iv 12,13 die Projektionen einer Strecke | auf die
Koordinatenachsen sind, ist

5.) Sind fv /2,/3 die Projektionen einer ebenen
Flache / auf die Koordinatenebenen, so ist
2+ M+ 1= [
li= [ cosA, /2= [cosR, /3= /cosy ,
wobei €4B, y die spitzen Neigungswinkel der Flache / gegen
die Koordinatenebenen sind. Ferner ist
/= Ixcos« + [2cosB + /3cosy .
Anwendung auf das Dreieck:
Der Inhalt < des Dreiecks mitden Ecken x1,y1z1;
x"y2,z2\ x3,y3,z3 ergibt sich aus
J2=Jl+jz+jz,

wo
vio2i 1 1 X}y 1 1 a'li 2i1
22 z2 1 0 127 "2zl A3 - 2 eww & 1
2/3 *3 1 “3 31 1+3 2/3 A
ist, oder aus 1 ri2ih
= 212 ¢

*3 1/3 h
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wo 6 der Abstand der Dreiecksebene vom Anfangspunkt ist
(s. § 80, 5).

Die Ebene des Dreiecks wird mit einer gerichteten Nor-
malen versehen. Dann ist der Inhalt positiv oder negativ,
je nachdem fiir einen Beobachter, der in Richtung der posi-
tiven Normalen auf der Dreiecksebene steht, die Eckpunkte
im positiven oder negativen Sinne aufeinander folgen.

3.) Volumen des Tetraedersmitden Ecken

P2(x2iy2)c2) , 13(283i/3,c3), 14(4,24,-4)-

*IVi h1

y _ 1 32 y2z21 !
6 j3*32/3 z31 |°

1%4 2/4 1
Das Volumen ist positiv oder negativ, je nachdem die drei
Vektoren ftft, ftft, ftft ebenso zueinander liegen wie
OX, 0Y, OZ oder nicht (vgl. Nr. 9).

7 =0 ist die Bedingung dafur, daR die vier Punkte
in einer Ebene liegen.

7.) Winkel x 5S 180° zwischen zwei Radienvek-
toren rv r2 nach den Punkten (x1,y1,zz), (@, 22, z2):

3:2+ yly2+

rir2

0 a
coS t = cosa! COS R2-f- COSft cosft

+ cosyxcosy2.
Z und r2 stehen senkrecht aufeinander, wenn
cos &aj cos x2+ cos ft cosft + cosyxcosy2= 0

ist.
Skalares Produkt der Vektoren (ij — (%, ylt Sj),

a, = (x2,y212,):

axa2= (axa2) = ™ x,-fylyz+ zx%= |axll a2lcos (ax a2),
wobei (alta2) der Winkel zwischen den Richtungen der Vek-
toren ox und a2 ist, der ft 180° ist. Das skalare Produkt
ist gleich dem absoluten Betrag des einen Vektors multipliziert
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in die Projektion des anderen auf die Richtung des ersten.
Das skalare Produkt wird auch als inneres Produkt bezeichnet.
8.) Vektorielles Produkt der Vektoren ax= (ai,2/i, zx),
02 == (32 2, 22)*
[axa2] = axx a2= (ftz,—y2zv zxx2— z2xIt xly2— a "),
I Caia2] | == | Qi 11 a2 1sin (al3a2).
Das vektorielle Produkt ist der Vektor, dessen absoluter Be-
trag gleich dem Inhalt (vgl. Nr. 5) des aus axund a2 gebilde-
ten Parallelogramms ist, der auf dessen Ebene senkrecht
steht und der gegen Uj und a2 ebenso orientiert ist, wie die
z-Achse gegen die x- und die y-Achse. Das vektorielle Produkt,
vielfach &ufleres Produkt genannt, wird auch, wenn not-
wendig (s. Nr.9), mit [ax n2] bezeichnet.
9.) Weitere Formeln fur Vektoren (vgl. § 7G, 5):

ab = ba, [ab] = — [Da],
(a+ b)c= ac-f bc, [a-f b, c]= [nc]+ [bc],
(Aa) b= A(ab); [Aa, b] = [a, Ab] = A[ab],
ii=ij= ff=1, [@l= 0il= [ffl1= 0,

ii= jf= fi= 0; [ij1= f [0Ofi=1i [fil]= j.

Die Vektoren a und b sind senkrecht zueinander,
wenn ab = 0, und parallel, wenn [ab] = 0 ist. Speziell gilt
(aa) = a2= a2 (Norm von a), [aa] = 0, a[ab] = 0.

a[bc] = b[ca] = c[ab],
[a [bc]] = b(ac)— c(ab),
[ab] [cb] = (ac)(bb)-(bc) (ab),
[[ab] [cb]] = c([ab] b)— b ([ab] c).

Zerlegung des Vektors a in zwei Komponenten, von
denen die erste parallel, die zweite senkrecht zu einem belie-
bigen Einheitsvektor e ist:

a= e(ea)+ [c[ae]].

Die von einem Punkte ausgehenden Vektoren av a2, n3 bilden

ein Tetraeder mit dem Volumen

V= (0az a3) = |a 3[alo?]
(vgl. Nr. 6). Der Ausdruck (Oj, a2, g3) heiRt das Volumenprodukt
der drei Vektoren. Es ist also in Koordinaten
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*1 21 d
(01, 02, 03) : Vi %
*3 21373

§ 70. Koordinatentransformation.

1.) Parallelverschiebung des Koordinatensystems.

Die Achsen eines Systems (x',y',z') seien den Achsen
des (x,y, a)-Systems parallel und gleichgerichtet. Der An-
fangspunkt des neuen Systems (x',y\z') habe im urspring-
lichendie Koordinaten a,b,c. Sind nun x',y',z" die Koor-
dinaten eines Punktes im (x't?/',2')-System, so sind seine
Koordinaten im (X, y, z)-System

Xx=a + x', y=b +y’, z=c¢c + 77,
und umgekehrt ist
X'=x—a, y =y—b, 7'=z7—cC.

2.) Drehung und Parallelverschiebung des Ko-
ordinatensystems:

Der Anfangspunkt des (x',y'la')-Systems, dessen Achsen
gegeneinander ebenso orientiert sein mdgen, wie die des
(x,y, 2)-Systems, habe in diesem die Koordinaten a, b, c.
Die positiven Achsen des (x\ f/*,a')-Systems mdgen mit den
positiven Achsen des (x,y, a)-Systems Winkel (< 180°) ein-
schlieBen, deren Kosinus gemdafl: der folgenden Tabelle be-
zeichnet werden:

X y ?
X« Rivi
y' & @z Yz
8 gz ovs
Dann gilt:
X= a+ x'oi+ yt2+ a«3,
V—b+ xBL+ y'R2+ 2R3,
z= e+ X'y2+ y'y2+ z2'y3,
X'= (*—a)«!'+ {y—Db)BRi + (e—e)yx,
y'= (F*— Q>+ (y— b)B2+ («— ) 7z.
7'= (x—a)«3+ (y—b)Bs+ (z— c)y3
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Zwischen den Kosinus yt(i= 1, 2,3) bestehen die
Beziehungen:

«f+ o€+ <8= 11 + B+ yj~ 1>

Bi H’BlI + Bi= 1> Br,y\ —1,

yit+yl+y§8=11 @+pi+yn-~ 1>

«Jft + «2ft -fa3ft= 0, «l«2+ ftR2+ yly2= 0,
RBi Yi+ Bl 72+ R373= 0, « 2«3+ ftR3+ y,y3= 0,
Ti«l+ y2«2+ Zs«3= 0; «3«! + BiRl+ YaYl= 0.
Hieraus folgen die weiteren Beziehungen:

l«i Bi Yi

w2 R Y = 1,

1«3 ft ZS
«l= fty3—fty2, Bi= Y2a<3— Yi*2, yi = «2ft — 93ft,
a2=ft7 givzi gi~vial 7NABA=<X®i Agi>
3= fty2* ftyii ft = yi«2—y2ui y3=«ift—«aft-

§ 80. Die Ebene.

Bezeichnungen: Mit einer Ebene wird stets eine gerich-
tete Normale fest verbunden gedacht. Die Ebene teilt den
Raum in zwei Halbrdume. Als positive (negative) Seite
bezeichnet man denjenigen Halbraum, nach dem die posi-
tive (negative) Richtung der Normalen zeigt. Es seien
«, fty die positiven Winkel ~ 180°, welche die positive
Normale mit den positiven Achsen bildet. lhre Kosinus
heiBen die Richtungskosinus der Ebene. «, 6, c seien die
Achsenabschnitte der Ebene. Das Lot p von 0 auf die Ebene
werde positiv oder negativ gerechnet, je nachdem es die glei-
che Richtung wie die Normale oder die entgegengesetzte hat.

1) Gleichungsformen:
1.) Ax -j- By + Cz -f- D — 0 (allgemeine Form), A, B,C
nicht gleichzeitig Null
D D D D

1~ 4 7 - 5 7 C~ C’V-~ y/12Jr B2+ (?
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A B
COS« = ... —.- , COSPp = = -—_
1/A2+ & + C2 fA*+B* + CP
cosvV= m—

| A2+ B2+ GZ.

Durch die Wahl des Zeichens der Wurzel ist die positive
Richtung der Normalen festgelegt. WA&hIt man iin Falle
D=j=0 das Vorzeichen entgegengesetzt zu dem Vorzeichen
von D, so liegt 0 auf der negativen Seite der Ebene.

11.) 3cos« + ycosR zcosy — p = 0 (/lessesche Nor-
malform).

my + + f+.L 1.0
a b c — a4=0, b4=0,
IV.) ux+ vy+ wz+ 1= 0, c4=0
| 1 1 (s. Nr.?2).
a'’ b c

Die Gleichung jeder von der unendlich fernen (vgl.
§ 81, 1) verschiedenen Ebene laBt sich auf die Form 1.)
bringen. Die Formen 11.)—I1V.) sind Spezialfélle von 1.).
Aus jeder im folgenden fur 1.) aufgestellten Formel lassen sich
daher im allgemeinen durch spezielle Wahl der Konstanten
A,B,C,D entsprechende Formeln fur die Gleichungen 11.)
bis IV.) herleiten. Um eine Gleichungsform zu erhalten,
welche auch die unendlich ferne Ebene umfalt, fihrt man
homogene Punktkoordinaten fj,f2|3,f4 ein, indem
mabD f

X— \y= 2, z— = (IX, £2,£3»£44= > °> °)

54 54 54
setzt. Die allgemeinste Gleichung der Ebene lautet dann

Afi+ BE2+ "E3 4" 4= 0,
die Gleichung der unendlich fernen Ebene speziell
£4= 0
(vgl. hierzu 8§ 64,1).
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Die linke Seite der Gleichung einer Ebene werde mit
E bezeichnet, so daB ihre Gleichung E — 0 ist.

2.) Besondere Falle:

x — a: Ebene parallel zur (y, z)-Ebene.

2 = 0: Gleichung der (y, z)-Ebene.

Ax + By + D — 0: Ebene parallel zur z-Achsc.

Ax-\- By -\-Cz— 0: Ebene durch den Ursprung.

Ax + By — 0: Ebene durch die z-Achse.

3.) Ebene durch den Punkt x0,y0,z0:

A(x - x0)+ B(y- y0)+ C(z—1z0)= 0.

Ebene durch die Punkte xg) X2' \i* 72>
813l B3
Xy z
x1 Vi 2
X2 22 22
X3 2/3 Z3

4)) Vektorielle Formen:

Eine Ebene sei bestimmt durch den Endpunkt eines von 0 aus-
gehenden Vektors tudund zwei Vektoren a und B, denen die Ebene
parallel ist. tu sei der variable Vektor von 0 nach einem Punkte der
Ebene.

Dann gilt

tu= to0+ f g+ rjb
(£, 7] Parameter).

In Koordinaten:

tu= (*v,z), 0= @0,y0,20), a= K ,a2as), 6= (BitB2,R3):
x= x0+ fa, + r/Bl
y=yo+ £oi2+ nR,
Z= D+ f«3+ VR3

(Paramcterdarstellung der Ebene).

Setzt man y — 0, so ergibt sich die Gleichung der Geraden

durch den Endpunkt von tu0 parallel zu a:
tu= to0+ |a,
in Koordinaten:
x= x0+ fau y=yO0+ £36,s = z0+ £a3
(Parameterdarstellung der Geraden).
Die Gleichung der Ebene durch den Endpunkt des Vektors tuo,
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deren Normale durch den Vektor n= (A, B, C) gegeben ist,
lautet
(tu—to0)n= 0
(vgl. Nr. 3).
Die Gleichung der Ebene durch die Endpunkte der von 0
ausgehenden Vektoren n2, a3 lautet:
(a, — tu, a2— tu,a3— tu) = 0
(vgl. Nr.3 und § 78, 9).
5.) Abstand pj des Punktes xv yx, von der Ebene
Ax-\-By -\-Gz-\-D = 0 bzw.
2cos + ycos/d+ «cosy —p= O0:
~xi+ BH~PG:zi+ D
1~ Y1*+'B2 -f C2
= cosoc+ t/jcosB + Gcosy —p.
Der Abstand ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt
xi>Vvzi auf der positiven oder negativen Seite der Ebene
liegt.
Der Abstand des Endpunktes des Vektors tU von der Ebene
(tu— to0) tt= 0 ist

Vi= (»i— t0)~L

und von der Ebene tu= t0+ |a + rfi gleich
p = (tUy— io0> ’[a_bL .

Die Normale bildet hierbei mit den Vektoren a und 6 ein Rechts-
system, und ist positiv oder negativ, je nachdem der durch tUj
bestimmte Punkt auf der positiven oder der negativen Seite der
Ebene liegt. Setzt man pl = 0 und = tu variabel, so erhalt
man die Hessesche Normalform der Ebenengleichung.

6.) Der Winkel r, unter welchem sich die Ebenen
Ala:-f-S12 + Cie + D1= 0, A2x B2y C2z-\-D2= 0
schneiden, ist bestimmt durch

AlAz+ DjB2-j- GxC2
cosr = mm.... [ J— S [T :
1/A? + B*+ C*y Al+B 1| + CI
(Uber die Vorzeichen der Wurzeln vgl. Nr. 1.)



156 Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.

Die Ebenen sind parallel, wenn

Al = h = gL
a2 b2 c2
ist, und identisch, wenn diese Quotienten auch - gleich

2
sind. Sic sind senkrecht zueinander, falls
A2#"~-B"B2--0°C2= 0 ist.
Der Abstand paralleler Ebenen ergibt sich in Analogie zu
§ 64, 9 aus Nr. 5 mit Benutzung des Anfangpunktes 0.
Die Ebenen
tu= Wg+ fe + ?2b, m'= méd-i‘a'+'i'b"
sind parallel oder identisch, wenn
[[ab] [N'&Jj= O
und senkrecht zueinander, wenn
[ab] [a'b'd = O
ist. Allgemein ist der Winkel t zwischen diesen Ebenen gegeben
durch
[ab] [a'b]
05X = ffabil - labTH
7.) Koordinaten des Schnittpunktes der Ebenen

A-Bly A-CAz  D1— QI A2x + B2y £ C2zf-D2— 0,
A ®+ B3y + C32+ D3—O0:

1 I/~ a1 I A - Dio1

Al A> ®2 A2 i V.= -1 A2 — D2 C2

\ - d3 b3 C3\ A3 —T)3 C3
x |At Br-D J 'wil B1 CI
z—-. A2 B2 - D21, A= M2B2C2
A A, B, - D, A, B, C,

Ist A = 0, so sind entweder alle drei Ebenen parallel oder
zwei parallel, oder sie schneiden sich in derselben Geraden.

8.)Ebenenbiischel: Sind E~O,E2=0 die Glei-
chungen zweier Ebenen, so ist

E3ss Ey+ XE2= 0
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die Gleichung einer Ebene durch die Schnittgerade der ge-
gebenen Ebenen. Wenn Ea und Z2 die Normalformen be-
deuten, ist A gleich dem negativen Abstandsverhdltnis eines
Punktes der Ebene E3 von den Ebenen E1 und E2. Die
Schnittgerade kann auch eine unendlich ferne sein (Parallel-
Ebencnbuschel).

Als Gleichungen der Winkelhalbierenden ergeben sich
daher:

Et -j-E2“ 0, Ej—ht=0.

9.) Drei Ebenen =0, Et= 0, Ez— 0 gehen durch
eine Gerade, wenn drei Zahlen Au A2, A3 existieren, fuir welche

/,A. -p A2E0 -p A3E3 =0
ist (vgl. § 64,10).

10.) Vier Ebenen7i\= 0, E2= 0, Ea= 0, E4= 0Ogehcn
durch einen Punkt, wenn vier Zahlen A,, A2, A3, Ad existieren,
so dal

AJEj + AE2-f- XaEa-p ME4= 0
ist, d. h. wenn
4 Bi C, I\ |
A3 "2 3| a
A3B3CiDjl-U
adbdcd d,
ist. Der Schnittpunkt kann auch ein unendlich ferner sein.

§ Sl|. Ebenenkoordinaten und die Gleichung des Punktes.

1) Istm -Pvy + luz+ 1= 0 die Gleichung einer Ebene,
so bezeichnet man in Analogie zum § 65 die konstanten
Groéllen u=s — - ,v= — W= — —

a 0 c
als Koordinaten der Ebene. Ist eine dieser Koordinaten
Null, so ist die Ebene einer Achse parallel, wenn zwei Koor-
dinaten Null sind, ist sie einer Koordinatenebene parallel.

Festsetzung: Die Gesamtheit aller unendlich fernen
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Punkte des Raumes bildet eine Ebene, die unendlich ferne
Ebene. Man legt ihr die Koordinatenu = 0,v= 0, w= 0 bei.
Die Koordinaten jeder Ebene durch den Nullpunkt sind
unendlich. Doch legt man den Ausdricken
LT} v w

Ju2+ 2+ M2 v2+w2' V«2+ v-+ w2

bestimmte Werte bei, ndmlich die Werte der Richtungsko-
sinus der Ebene.

Sind X, vy, z konstant und u, v, w veranderlich, so stellt
die Gleichung ux + vy + 1 =0 die Gleichung (Nor-
malform) des Punktes in Ebenenkoordinaten dar.
Au + Bv -f Cio+ D = 0 ist die allgemeine Gleichung
eines vom Nullpunkt verschiedenen Punktes. Sie
143t sich auf die Normalform bringen, falls D 4= 0 ist. Dann
sind die Koordinaten des Punktes

A B C
X~ D'y~ D' Z~ D*
Die Gleichung Au + Bv Cw=20

liefert den unendlich fernen Punkt, zu welchem man gelangt,
wenn man sich langs derjenigen Geraden nach dem Unend-
lichen bewegt (gleichglltig nach welcher Seite), deren Rich-
tungskosinus

A B C

\/Ai~+ B2+ C2’ 1/J2+ B2+ 02’ + B-+ &
sind.
Homogene Ebenenkoordinaten: Man setzt

u= -, v= 2 w=~" (j y fjarji#=0,0,0,0).
Vi Vi Vi
rjy, rjo, r]3, ifa heilen homogene Ebenenkoordinaten. Die all-
gemeinste Gleichung des Punktes lautet dann
Si??t+ Brjy+ Ct]3+ Dr?,= 0,
die Gleichung des Nullpunktes speziell rji — 0 (vgl. 8 65,1).
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2.) Eine Gleichung zwischen u, v, w:
F(u v,i0)= 0
stelltim allgemeinen eine Flache dar, welche von allen Ebenen,
deren Koordinaten der Gleichung gentigen, umhullt wird.
Fr(u, v, w) + AF2(u,v,w) —0

ist eine Flache, welche die den Flachen F1= 0 und F2= 0
gemeinsamen Tangentialebenen berihrt.

3.) Das Dualitatsprinzip: Ein Satz, welcher nur
Lagebeziehungen zwischen Punkten, Ebenen und Geraden

und Doppelverhéltnisse zwischen diesen Elementen ent-
halt, geht in einen richtigen Satz Uber, wenn man Punkt
und Ebene in dem Satze vertauscht, Gerade jedoch beibehalt.

Beispiele: (Vgl. § 80.1
Je nachdem man f. 4, f;
Ebenenkoordinaten deutet, ist:
1) AS+ Bn+tC!+ D=0
die Gleichung einer Ebene. die Gleichung eines Punktes.
2)) A(f-fO + BU -Vl)+ C(f-f,) =0
die Gleichung einer Ebene die Gleichung eines Punktes
durch einen gegebenen Punkt. in einer gegebenen Ebene.
3) i f 1l
fi »i fi 1 0
fl 2f &t
fl *3£31

m £,;... als Punkt- oder als

die Gleichung der Ebene durch
drei gegebene Punkte oder die
Bedingung dafur, daB vier
Punkte in einer Ebene liegen

die Gleichung des Schnittpunk-

tes dreier gegebener Ebenen

oder die Bedingung dafur, daR

vier Ebenen durch denselben
Punkt gehen.

-D, Bt C Ai — D, Ci

D* B2 ¢, - v~ 'A* ~ Di C.

-D, B3 C3 A A -D.Cl
Al Bl - Di Ai Di C,
f= AtB, —Di , Z1= a2 b2 c2
A2 B3 — D3 713 b3 ¢3

das Koordinatentripel des
Schnittpunktes der Ebenen

das Koordinatentripel der
Ebene durch die Punkte

AV f -f- BAtj-L Cvf-f- D¥= 0,
v= 1,23
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5) (¢.,5+ 7?>+C,f+ D,)+ =m(;,5+ Btr,+ C2+ Dt)= 0
die Gleichung des Ebenenbischels die Gleichung der Punktreihe

(Ebenen durch eine Gerade). (Punkte in einer Geraden).
6.) A, Bl Ct D,
A2 B2 C2 Di 0
A3 Ba Ca D2
A\ B+ C4 Dt
die Bedingung dafiir, daRB die die Bedingung dafur, daR
vier Ebenen die vier Punkte
A»S+ B,<|+ Cvf-j- Dv= 0.
>e= 1,2 34
durch einen Punktgehen. in einer Ebene liegen.

§ 82 Die Gerade.

1.) Gleichungsformen: Eine Gerade ist durch zwei
unabhéngige Gleichungen ersten Grades zwischen Xx,vy, z
bestimmt.

1.) AiX+ Btij+ Ciz 4- Dx—0, abgekurzt Ex—O01 allgemeine

B,I/+ C2!j D2=0, . R2=0| Form.
(Gerade als Schnitt zweier beliebiger Ebenen.)
1) y= mx-\-b.

zZ= nx + c,
(Gerade als Schnitt zweier Ebenen, von denen die eine
auf der (x, ?/)-Ebene, die andere auf der (ar,z)-Ebene senk-
recht steht. Die Gerade ist also durch ihre Projektionen
auf die betreffenden Ebenen bestimmt. S. Nr. 2))
Zur Umrechnung der im folgenden fiur 1.) aufgestellten
Formeln in die fur 11.) gultigen dienen die Beziehungen:

AX— —m, Bx= 1, <V 0, />,= 6;
A2= —n, B,= 0, c2= 1, D,= c;
uCl A1l m M i Br
X’ |GZ,A, al2b2

N2= 1+ w2+ n2
2.) Besondere Falle: Eine zur (y, a)-Ebene parallele
Gerade ist durch 11.) nicht darstellbar. Ihre Gleichungen sind
X=a,y—pz+ Q-
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y=b, z— e: Gerade parallel zur z-Achse.

y = 0, z= 0: Gleichung der z-Achse.

y=mx, z=nx: Gerade durch den Anfangspunkt.

Ax 4-By -f D= 0, z=0: Gerade in der (x,i/)-Ebene.

(Spur der Ebene Ax + By + Gz + D= 0 in der (x y)-
Ebene.)

3.) Winkel % B,y zwischen der Geraden E1= 0,
E2=0 wund den Achsen:

cos e BiCi . p_ CrAl cosy = L |ArSri.
N B,,OoA’ N CoA,| Y= AB, "’
N2 = P C A > Aaterp

b2c2!* \C2A2 T oA

Dem doppelten Vorzeichen von W entsprechend erhélt man
zwei Tripel von Richtungswinkeln, welche die beiden ent-
gegengesetzten Richtungen auf der Geraden bestimmen.

4.)) Gerade durch den Punkt x1,yl,z1 mit der
Richtung a, B,y:

X—xl=y—2r_ z—h

c0s oC cos cosy
Bezeichnet man den (veranderlichen) Quotienten mit I, so
folgt:

X= X, + tcosoc, y= yl+ tcosB, z=Zi+ icosy
{Parameterdarstellung der Geraden). Die Gleichung
jeder Geraden &Rt sich auf diese Form bringen. Vgl. § 80,4.

Allgemeiner lautet die Gleichung der Geraden durch einen
gegebenen Punkt

X—Sr_y-yr_ z—1zl
2 vn n
el l:m :n— cosoc:cosRB :cosy
ist.

Man erhalt im Nenner die Kosinus, wenn man |, m, n
durch ]/P + m2+ n2 dividiert.

5.) Gerade durch zwei Punkte x~y~z”™, x2,y2,z2:

Btirklen-Ringleb, Mathematische Formelsammiuug. 11
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X ~ Xi y-yi n
xz x1 y2 yl 2\
Gerade durch den Anfangspunkt und xv yv z1:
X y z
xi yl 14
6.) Winkel t zwischen zwei Geraden mit den
Richtungen und <,82,y2 (vgl. §78,7):

cost= cos0jcos -2-f cos fr, cosR2+ cosyj cosy2.
Es ist ferner:
sinr= (/(cosBxcosy2— cos fRcosy j2+ (cos”™ cos«?2
+ —cosy2cos0j)2+ (cos<xlcosB2—cosa2cosft)2
Die Geraden sind senkrecht zueinander, wenn cost=0,
sie sind parallel, wenn
cosaj = dt cosa2, cosft= ft cosBR2 cos i cosy?2
ist. Im Falle des positiven Zeichens sind sic gleichgerichtet,
andernfalls entgegengesetzt gerichtet.
7.) Kirzester Abstand der Geraden
X Xi=y-vl1l= 2-h und x-3 =y-y2=
cos cos ft cosyj cosa?2 cosi 2 cosy?2
% — x2 cos <Xl cos <
Vi~ yi cosft cosB2j(s. Nr.6).
—sS2 cosyl cosy2

sinr

(Das Vorzeichen bleibt unbericksichtigt.)

Die Geraden schneiden sich, wenn dieDeterminante
Null ist.

Setzt man fur xltyv zI veranderliche Koordinaten x,y, 2,
so stellt die gleich Null gesetzte Determinante die Ebene dar,
welche durch die zweite Gerade geht und der ersten parallel ist.

Diese Ebene ist die Ebene durch die beiden Geraden,
wenn sie sich schneiden.

Der Abstand zweier paralleler Geraden ist
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d= 1/(x1- x2f + (7h- y2)" + - z2f - Q2,
+

wo g= (Yo—a2)cosix+ (yl—y2)coslB -j- (22— z2)cosy
ist.
Der Abstand der Geraden
to= 100+ £n,
m'= i+ i'a’
ist
__ (iog— )PO)[aa’l
|/[aa’'f
Sind die Geraden parallel, und ist n ein Normalvcktor in der
Ebene der beiden Geraden zu diesen, so ist
W — »Pg)h
[/n*
8.) Der Neigungswinkel co, den die Gerade
X-Xj™Ny-yx _ g-gt
COS« coshi cosy
mit der Ebene Ax + By + Gz+ D —0 bildet, ist der
spitze Winkel, fur den

A cosa + Bcosr5+ Ccosy
SIN CO= iy ~ mmmmmem T e ist,
1A2+ BZ+ C2

wobei die Wurzel dasselbe Vorzeichen wie der Zahler hat.

Die Gerade ist parallel der Ebene, wenn
A cosccd- B cosB + Gceosy = 0
ist. Sie liegt in der Ebene, wenn Uberdies
Ax1-\-Byl-\-Cz1J-D =0
ist.
Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wenn sich
A :B :C—cos« :cosB :cosy

verhaélt.

9.) Ebene durch den Punkt senkrecht
zur Richtung a,B,y:

(x — a-j) cos £X4- (y — Vi) cos B + —h) cosy — 0«

11«
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10.) Gerade durch den Punkt x1,yv z3 senkrecht
zur Ebene Ax + By + Gz+ T= 0:
X — y —vyi 2—h
A B ~ C
11.) Pliickcrs Linienkoordinaten: Zwei Punkte einer
Geraden seien durch dieVektoren tUj und tu, gegeben. Dann heif3en
die Koordinaten der Vektoren
n= p(lu2— tu,), ff= gfluj tu2]
die Pliclcersehen homogenen Linienkoordinaten der Geraden.
Dabei ist g 4=0 ein beliebiger Faktor, und es ist
aff = 0.

Il. Fléachen zweiter Ordnung.

§ 83. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

1.) Die allgemeine Gleichung zweiten Grades in
X,Yy,z lautet:
/(*. 2)= «l1z2+ 2anxy + any2+ 2al3xz + 2 a23yz
+ «332+ 2«l4x + 2auy + 2aMz + aM= 0
oder
I (x,V,z) = (an®+ anV + «i32+ an)x
+ («*i® + «222 + «zs2 + aM)y
+ («31X + a32y + a33z + «34)2
+ («4lX + «42¥ + «432+ «44)= 0,
wobei aa= am fur i,k= 1,2,3,4 sein soll. Wenn man
die Klammern bzw. mit flt /2,/3./4bezeichnet, folgt
f{x,y,z) = flx+ f2y + hz+ U= 0=~
Hat man in fv /2,/3,/4 fur x,y, z die Koordinaten eines
festen Punktes xv ylt zx eingesetzt, so modgen diese Grolen
bzw. mit /j, /2,/3,/i bezeichnet werdenl).
2.) Unter der zum Pol x1,y1z1 gehdrigen Polarebene
versteht man die Ebene mit der Gleichung
t[x + fiv+ 13z+ /i= 0

1) Uber die Verwendung homogener Koordinaten vgl. § 80, 1; §81, 1
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oder au xtx + X+ x1ly) + anyly + axf{zxx + )
+ «23(21V + VI2)+ «33212+ «lifo + *) + «24 (VI + 2/)
+ «3Bi(2i+ 2)+ au= 0. (Vgl. 8 67,2.)
Die Polarebeneist Tangentialebene im Punkte xv yv zv
wenn dieser auf der Flache liegt (Beruhrungspunkt).
Die Koordinaten der Tangentialebene sind
M =/i vz-lfs, Wz-lb.
14 14 /4
Diese Gleichungen lassen sich nach x1,y1,z1 auflésen, wenn

|an «12 «13 «141
4t 2203 i 4= 0
«31  «32«33 «34
«41 «42 «43 «44
ist (eigentliche Flache zweiter Ordnung). Die gefundenen
Werte, in f1xl + f2yl + j3zx+ /' = 0 eingesetzt, liefern die
Gleichung der Flache in Ebenenkoordinaten. Sie laRt sich
durch Multiplikation mit einer Konstanten auf eine Form
bringen, in welcher die Koeffizienten Au; (i, k= 1,2,3, 4)
die zu a,i adjungierten Unterdeterminanten von A sind.
3.) Der Mittelpunkt einer Flache zweiter Ordnung ist
der Pol der unendlich fernen Ebene. Seine Koordinaten
gentigen den Gleichungen
/i =anx+ al2y + «I3z+ «M= 0,
Iz == «21 X + «22y 4~ «232 4" «24* 0 >

U=Ff «31X + «32V + «3324- «34= 0
und werden aus diesen bestimmt.

Es gibt eineu und nur einen im Endlichen gelegenen
Mittelpunkt, wenn
w11 049 w13
M= & ez~ rro ist
ARl Riw &3
Ist A44= 0 und mindestens eine der Unterdeterminanten
A4l Ai2i A&Z von A von Null verschieden so besitzt die
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Flache einen Mittelpunkt im Unendlichen. Wenn samtliche
Unterdeterminanten J.4; (i=1, 2, 3, 4) Null sind, hat die
Flache unendlich viele Mittelpunkte, die in einer Ebene liegen,
falls die Ebenen /x= 0, /,= 0, /3= 0 identisch sind, oder
in einer Geraden, wenn diese Ebenen sich in einer Geraden
schneiden.

4.)) Unter einer Durchmesser-(Diametral-jEbene
versteht man eine Ebene durch den Mittelpunkt. Unter
einem Durchmesser versteht man eine Sehne durch den
Mittelpunkt. Der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen ist
eine Durchmesserebene. Sie heilt den Sehnen (bzw. deren
Richtung) konjugiert (zugeordnet). Der zu den Sehnen
gehorige Durchmesser heit konjugiert zu der Durchmesser-
ebene und den zu ihr parallelen Ebenen. Drei Durchmesser
sind zueinander konjugiert, wenn jeder zur Ebene der beiden
anderen konjugiert ist.

Die Gleichung der Durchmesserebene, die der Richtung
X, B,y konjugiert ist, lautet

jxcosa + l2cosR + /f3cosy= 0.

Die Gleichungen des Durchmessers, welcher zur Ebene
x cos \ -f-y cosB -j-z cosy — p — 0 konjugiert ist, sind

N h I8

€0S X cos B cosy’

5.) Hauptdiametralebene oder Hauptebene heilt
jede Ebene, welche senkrecht steht auf den von ihr hal-
bierten Sehnen, den Hauptsehnen. Die Riehtungskosinus
einer Hauptebene gentigen den Gleichungen

(au — A) cos x+ «12cosR + «I3cosy = O,
Ojj cos x-f- («22— A) cosB + 0Bcosy = 0,
adlcosx + fljjcosR + (aB3— A)cosy — 0,

cos2x + cos2B 4-cos2y = 1,
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wo X eine Losung der kubischen Gleichung (Hauptachsen-
gleichung)

«l1- X al2 «13
«21 «22 #23 =0
«31 «32 «33 A

oder 13— 4«A2+ 4 4A_ 44 = O ist.

Deren Koeffizienten haben die Werte
Au — an -f- «2-{- &g
an av NP N3

44: «33 «31 !
¢ a2l a2 13 %11 A
Tell «12 «13 i
(44 = i«21 «22 «231°
i Y51 G0 (I3 |
Die Wurzeln Xt dieser Gleichung sind stets reell,

brauchen aber nicht verschieden zu sein.
Man setzt noch:
A'= An -+~ 483+ H33+ Adi,
A" = «il «12 «l1l «13 «l1l «14 «22 «23
= + + +
«21 «22 «31 «33 «41 «44 «32 «33

«22 «24 «33 «34

+
«42 «44 «43 «44
A" — il + @+ 33+ «a4-

6.) Die Durchmesser, in denen sich die Hauptebenen
schneiden, heilen Hauptachsen. Sind x1,y1,z1 die Koor-

dinaten des Mittelpunktes, so sind die Langen der halben
Hauptachsen gleich

- u=* _
Ill a7-1’ Ii 2’ U-&

7.) Ubersicht iber die Flachen 2. Ordnung:
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I. Eigentliche Flachen: A~j-0.

A >0
A <0
i . AU, A'AU
AtLA AU> 0 ichiheide > 0
AU > 0 i .
AUAU > 0 Imag. Ellipsold Ellipsold
Au 40
AU, AuAtt Einschaliges Zwelschallges
nicht beide > 0 Hyperboloid Hyperboloid
Elliptisches
Au = 0, AU >0 Paraboloid
AU * 0 Hyperbolisches
AU <0 Paraboloid
Il. Uneigentliche Flachen: A — 0.
A' =40 A'=0, A" 0 A >0
au >0 A-n, A'AU A" - 0
A'AU > 0 mch)tbglde A" >0 A" <0 Am=* g
AU > 0 Imag.
A14A'U > 0 eil. Kegel
/144 4= 0
N ML NG Ellipt.
nicht beide > 0 Kegel
. . Imag.
Imag. eil. Ellipt. R
AU >0 Zylinder  Zylinder ~ EPenen
o«* « 0, paar
AU * 0
Hyperb. Reelles
AU <0 Zylinder Ebenen-
paar
Imag. Reelles R
A= 0, wid= 0,a U4=0 Parabol.  prailel-  parallel-  DOPPe!
Zylinder ebene
eb.-Paar eb.-Paar

§ 84. Allgemeine Séatze.

1.) Eine Flache zweiter Ordnung

ist

durch r Punkte und 9-~r Tangentialebenen

stimmt (r= 0,1, 2,..., 9).

Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.

im allgemeinen
vollstandig be-
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2.) Eine Flache zweiter Ordnung wird von einer Ebene
in einer Kurve zweiter Ordnung und von einer Geraden in
zwei Punkten geschnitten, oder die Gerade gehdrt der Flache
ganz an.

3.) Wenn ein Teil des Schnittes zweier Flachen zweiter
Ordnung eine ebene Kurve ist, so ist auch der Ubrige Teil
eine solche.

4.) Wenn ein Punkt eine Ebene durchlauft, so dreht sich
seine Polarebene um einen Punkt, den Pol dieser Ebene und
umgekehrt.

5.) Wenn ein Punkt eine Gerade durchlauft, so dreht
sich seine Polarcbene um eine Gerade und umgekehrt. Die
beiden Geraden heiBen reziproke Polaren.

6.) Eine Verbindungsgerade des Poles mit einem Punkt
der Schnittkurve seiner Polarebene mit der Flache ist Tan-
gente an diese. Die Gesamtheit derartiger Geraden bildet
den zum Pol als Spitze gehérigen Tangentenkegel der
Flache. Ist die Polarebene die unendlich ferne Ebene, der
Pol also der Mittelpunkt, so ist der zugehdrige Tangenten-
kegel der Asymptotenkegel. Die Tangentenkegel brauchen
nicht stets reell zu sein.

§ 85. Die einzelnen Flachen zweiter Ordnung.

XI\ N
1.) Das reelle Ellipsoid: — + -iw-+ -w (bezogen
a2 b2 c2

auf die Hauptachsen).
Die Flache liegt ganz im Endlichen. Sie wird von jeder
Ebene in einer reellen oder imagindren Ellipse geschnitten.
Polarebene zum Pol ar,yu zt:
xXi, yjh< *3 _ i
a2”™ i2n 2
Liegt .t,, y,, ¢, auf der Flache, so stellt diese Gleichung die Tan-
gentialebene mit dem Berihrungspunkte xIt ?,,  dar.
Gleichung der Durchmesserebene, welche der Richtung «, B,y
konjugiert ist:
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XCosj* ycosf , jcosj _ _
a2 bor 1 "

Es seien nv /i ], « 2 /2 «3 /%, y3die Richtungen dreier kon-
jugierter Durchmesser. Dann ist

" * t2 n c2
COS <2 COS «3 cos Bt cosB3 , cos cos)’3
> b 2 c2
COS«3 COSAX , COSRK, COSRt  COSJ'3COSyi
nz «2 c2

Sind zwei Hauptachsen des Ellipsoids einander gleich,
so ist die Flache eine Umdrehungsflache mit der dritten
Achse als Drehungsachse.

Die Flache ist eine Kugel, falls alle drei Hauptachsen
einander gleich sind. Wenn r der Radius und der Anfangs-
punkt ihr Mittelpunkt ist, lautet ihre Gleichung

X2+ y- 72— r*,
und wenn der Mittelpunkt die Koordinaten x1,y1,z1 hat,
(z- XIf + (y-yyf+ {z- zrf= r2
Die allgemeine Gleichung der Kugel hat die Form
A(z2+ R 22+ 2jBz-f2Cy+ 2D2+ F= 0, AF=0.

Das Produkt der Abschnitte aller Kugelsekanten durch
denselben Punkt PO(x0,yn, z0) ist konstant. Sind R und S
die Schnittpunkte einer Sekante mit der Kugel, so ist dieses
Produkt (die Potenz)

POR ¢« P0S = z2+ yl + *2->-2=
wenn die Gleichung der Kugel z2-f y2+ z2= r2 und d die
Lange der Tangenten von PO an die Kugel ist.
2.) Das einschalige Hyperboloid:
22 ir 2
a2~ b2
(bezogen auf die Hauptachsen).

=1

Die Flache besteht aus einem sich ins Unendliche er-
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streckenden Mantel. Sie besitzt einen reellen in ihrem Inneren
liegenden Asymptotenkegel mit der Gleichung

Seine Achse ist die z-Achse.

Eine Ebene schneidet die Flache in einer Hyperbel,
Parabel oder Ellipse, je nachdem die Ebene zwei Mantel-
linien, einer oder keiner Mantellinie des Asymptotenkegels
parallel ist.

Auf dem Mantel der Flache liegen zwei Scharen gerader
Linien;

wobei A und jI alle Werte von — oo bis + 00 annehmen
kénnen.

Jede Gerade der einen Schar schneidet alle Geraden der
anderen Schar. Zwei Gerade derselben Schar schneiden sich
nicht. Durch jeden Punkt der Flache gehen zwei Geraden.
Die Flache ist derOrt einer Geraden, welche drei feste Geraden
schneidet.

Ist a— b, so ist die Flache eine Umdrehungsflaiche mit
der z-Achse als Drehungsachse.

Die Gleichungen der Polarebene und der konjugierten Durch-

messer erhélt man aus den entsprechenden fur das Elupsoid (Fr. 1),
indem man cl durch — cs ersetzt.

3.) Zweischaliges Hyperboloid:

(bezogen auf die Hauptachsen).
Die Flache besteht aus zwei sich ins Unendliche erstrecken-
den Ménteln. Sie enthalt keine reellen Geraden. Der Asymp-
totenkegel mit der Gleichung



172 Analytische Geometrie des Raumes und Vektorrechnung.
*2 R

a2 T J* c2
liegt auRerhalb der Flache. Uber die Schnitte einer Ebene
mit der Flache gilt dasselbe wie bei 2.), nur kann die Ellipse
auch imaginar sein, a— b liefert eine Umdrehungsflache

mit der z-Achse als Rotationsachse.

Die Gleichungen der Polarebenc und der konjugierten Durch-
messer ergeben sich aus den fur das Ellipsoid gultigen, indem man
a2 und b- durch —a2 und — I2 ersetzt.

. xR oyn

4.) Elliptisches Paraboloid: Ia— F:ZZ (aund b
haben gleiches Zeichen). Die (x,z)- und die (?,2z)-Ebene
sind Symmetrieebenen. Die (2,y)-Ebene ist Tangential-
ebene im Anfangspunkt (Scheitelpunkt). Jede zur z-Achse
parallele Ebene schneidet die Fl&dche in einer Parabel, jede
andere Ebene schneidet sie in einer reellen oder imaginaren
Ellipse. a=Db liefert ein Umdrehungsparaboloid mit der
z-Achse als Drehungsachse.

y2

X2
5.) Hyperbolisches Paraboloid:—————-—-F=2Z (a,b
a

positiv).

Die (x,z)- und die (?,z)-Ebene sind Symmetrieebenen.
Die (x,y)-Ebene ist Tangentialebene im Anfangspunkt. Sie
schneidet die Flache in zwei Geraden. Der Anfangspunkt
heilt Sattelpunkt. Jede Ebene schneidet die Flache in einer
Parabel oder Hyperbel, je nachdem sie der z-Achse parallel
ist oder nicht. Die Flache enthéalt zwei Scharen von Geraden:

X » X 2z
1.) —=+ ))i = X, y
jla |/b |'a /& X

) X y X A\ y\ 37 ]
wo Xund u alle Werte von — 00 bis -j- 00 durchlaufen kénnen.
Die Wurzeln haben gleiche Vorzeichen. Die Geraden der
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X \Y
Schar 1.) sind parallel der Ebene —. H— - = 0, die der Schar
\/a |fl

X %
I1.) sind parallel der Ebene — - — 0.

ya ]/l
6.) Kegel (mit der Spitze im Ursprung und der z-Achse

als Achse). )
X y2 g2

Imaginarer Kegel: —+ — + ~ = 0.
32 52 52

Reeller Kegel: — + j.2 0
g a2 Jir c2

Letztere Flache enthélt eine Schar von Geraden (die
Mantellinien), welche durch die Spitze gehen:
X z y X 7 _ Xy
a c bX * a ¢ b
Die Flache wird von jeder nicht durch die Spitze gehenden
Ebene in einer Hyperbel, Parabel oder Ellipse geschnitten,
je nachdem die Ebene zwei Mantellinien, einer oder Kkeiner
Mantellinie parallel ist.

Jede Gleichung von der Form
Ax? -\-By2-\-Gz2 Dxy Exz+ Fyz=0
stellt einen Kegel dar.

7.) Zylinder:

N\ N

a) Elliptischer Zylinder: — =1 Die (.r,z)- und

’ % J a2 b2 die (y,z) -Ebene
a* y* sindSymmetrie-

b) Hyperbolischer Zylinder: —— —= 1 ebenen.

. . XA 2y .
c) Parabolischer Zylinder:-— — =0. Die (y,z)-

Ebene ist Symmetrieebene, die (X, z)-Ebene Tangential-
ebene, welche die Flache in der z-Achse berihrt.
Jede zur (X, j/)-Ebene senkrechte Ebene schneidet die sich
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ins Unendliche erstreckenden Flachen in einem reellen oder
imagindren Geradenpaar. Jede andere Ebene schneidet die
Flachen a), b), ¢) bzw. in einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel.

XIl. Abschnitt.

Differential rechnung.
§ 86. Funktionen.

1.) Unter einem offenen Intervall (Bereich, Gebiet)
(a, b) der z-Achse versteht man die Gesamtheit aller
z-Werte, welche der Bedingung a < x <b genugen, aundb
sind die Endpunkte oder Grenzen des Intervalls. Werden die
Endpunkte mit zum Intervall gerechnet, so spricht man von
einem abgeschlossenen Intervall. Die zu diesem gehdrigen
z-Werte gentigen der Bedingung a”~ x-"~b. Es kdénnen auch
eine der Grenzen oder beide — 00 bzw. +00 sein.

2.) y heilt eine Funktion von x im Intervalla< x < b,
symbolisch geschrieben y = /(z), y = <p(z) u. dgl.,, wenn
jedem Werte von x aus diesem Intervall endlich oder un-
endlich viele Werte von y nach einem bestimmten Gesetze
zugeordnet werden, x heilt unabhé&ngige, y abhéangige
Verédnderliche. Deutet man x als Abszisse, y als Ordinate
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, so stellt die
Funktion im allgemeinen eine Kurve dar. Entsprechen
jedem Werte x des Intervalls n Werte von y, so hei3t die
Funktion n-deutig. Speziell heilt sie eindeutig, wenn
n =1 ist, und unendlich vieldeutig, wenn n— co ist.

Der Inhalt eines Kreises oder einer Kugel ist eine Funktion
des Halbmessers r. In diesen Féllen ist das Intervall der unab-
héngigen Verédnderlichen x = r gegeben durch 0 < X< o0 .

Im vorhergehenden wurde X als stetig veranderliche GréfRze
(s. § 88) im Intervall vorausgesetzt. Das ist nicht notwendig.
Z.B. ist y —xI (x Fakultat) eine nur fur positive ganze x erklarte

Funktion. Doch kommen in der Differential- und Integralrechnung
nur die ersteren Funktionen in Betracht.
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Wenn die Funktion y von z durch eine Gleichung gegeben
ist, auf deren linker Seite y und auf deren rechter Seite ein
Ausdruck mit x allein steht, so heilt y eine nach x ent-
wickelte oder eine explizite Funktion von x. Insbesondere
eine solche Funktion wird mity = f(x), y = <p(x) u. dgl. be-
zeichnet. Andernfalls heit eine Funktion unentwickelt
oder implizit und kann in der Form F(x,y) =
(p(x,y) = 0 oder dgl. geschrieben werden.

3.) Einteilung der Funktionen (a,l, a0, b0, ... Kon-
stanten):

y — a0+ ajX ganze lineare Funktion,

= r°
y (ON
y=ao0-

r|X gebrochcnR > rationale

a’\x + «*** + mme + anx" ganze ra- Funktionen,
tionale Funktion nten Grades, «,4=0. n, m positiv
a0 X -f-«Q 47* 0+ XN ganzzahlig.

AN b0+ \ X 4*F2x2+ C 4~ xm
gebrochene rationale Funktion,

X
ey
f

« m

Die Gleichung G(x,y) = E Ea,v,xf if — 0 definiert (im-
jj=0 =0

plizite) eine Funktion y von x(vgl.§2,1),die man als

algebraische Funktion von xbezeichnet.Diese enthélt
die rationalen als Spezialfalle.

Funktionen, die nicht algebraisch sind, heilen trans-
zendent. Zu diesen gehdren z. B. die trigonometrischen
Funktionen

y —sinx, y= cosx,y= tgx,y= ctgx
und deren Umkehrungen (Vertauschung von x und y und
Auflésung nach y), die zy klomeirischen Funktionen

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx,

ferner die Funktionen
y= Logz, y= el
u. dgl,
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Die zyklometrischen Funktionen sind unendlich viel-
deutig. Diejenigen Werte, welche den Beziehungen

n o, \ e n
g-~ arc sin X<; + —

0 g arccosx”™ n,
n
——<arctyg X< +y

0O <arcctga< Ti
geniligen, heilen die Hauptwerte der Funktionen.

4.) Interpolation. Es gibt eine und nur eine ganze
rationale Funktion u'™ Grades, welche an den voneinander
verschiedenen Stellen x0,xu x2, ..., xn die vorgegebenen
Werte yO,yu y2 ... ,yn annimmt. Man erhalt sie aus

a) der Interpolationsformel von Lagrange:

(z—X) (x-%x2) (x—x3) ... (X—xn)

(z0 j(*o 59)(™0 Xi) mmm(xo Xxn)
1 ~ ~ XN X~ N eee(X- ZY)
@ K@ *) =G e @ %)
(9—g0) {X-Xj)- *<(3-Z,-i)
(*« — 7o) — *)me-e (*, — *B i) yI

b) Newtons Interpolationsformel:

V=y0+ Ao(Xx- x0)+ A(x~ x0)(*—*1)
forxx o An— (X r0) 0@ = <= {X Xn—Ly»

wobei die -1* fur k= 0,1,..., n — 1 gegeben werden durch
A = Vo
fr* (20— &) (Y., — x2) mmm{x0 — xk+!)
+ h_
(% — *0) (®i — **)ee- (% — % +i)
i 1 y* o+ i

(**+1 — x0) (% +i — *1) e+ m(Xk+1l — XK) '
5.) Unter einem Bereich (Gebiet) B der Ebene ver-
steht man eine Menge von Punkten mit der Eigenschaft,
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daR um jeden ihrer Punkte eine Kreisflache existiert, welche
vollstdndig zu der Menge gehdrt, und dalR sich zwei be-
liebige Punkte der Menge durch eine stetige Linie (§8 88, 1)
verbinden lassen, deren samtliche Punkte zu der Menge
gehoren.

Ein Bereich ist entweder unbegrenzt, dann besteht er
aus der gesamten Ebene einschlieBlich des Unendlichen
oder er ist begrenzt. Die Begrenzung gehdrt zundchst nicht
zum Bereich. Nimmt man sie zum Bereich hinzu, so spricht
man von einem abgeschlossenen Bereich.

Die Anzahl der Begrenzungen eines sich nicht selbst Ubcr-
schneidenden Bereiches heit sein Zusammenhang.

Beispiel: Alle Punkte der Ebene mit den Koordinaten x,y,
welche der Bedingung rl < x2+ y2< genuigen, bilden einen
zweifach zusammenhéngenden Bereich (das Innere eines konzen-
trischen Kreisrings mit den Radien r, und r,). rfg x2+ y2 nr\
liefert einen abgeschlossenen zweifach zusammenhangenden Be-
reich.

6.) z heilBt eine Funktion von x und y im Bereiche B,
wenn jedem Wertepaar X,y des Bereiches B endlich oder
unendlich viele Werte von z nach einem bestimmten Gesetz
zugeordnet sind, x und y sind die unabhéangigen Verander-
lichen, z ist die von diesen abh&ngige Veranderliche.

Die Funktion z von x und y stellt im dreiachsigen recht-
winkligen Koordinatensystem im allgemeinen eineFlache dar.

In Analogie zu Nr.2 heiBt z= f(x,y) eine explizite
Funktion. F(x,y,z) = 0 definiert eine implizite Funktion z
von x und .

Beispiel: Der Inhalt z eines Rechtecks ist eine Funktion der
Seiten X und y, wo x und y dem Bereiche 0<a:<o00,0<t/<co,
d. h. dem Inneren des ersten Quadranten, angehéren.

Im folgenden werden alle Funktionen, soweit
nichts anderes gesagt ist, als eindeutig voraus-
gesetzt.

Biurklen -Ringleb, Mathematische Formelsammlung. 12
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§ 87. Limesreclmung.

1.) Die Folge derreellen Zahlen a0, alt a.,,..,, an,... strebt
mit wachsendem n gegen den Grenzwert a, in Zeichen

lim an— a, wenn nach Vorgabe eines beliebig kleinen positiven
Il —a0

e eine ganze positive ZahIN so bestimmt werden kann, daB fir
alle nS: N die Ungleichung | an— a | < e erfullt ist. Man

setzt lim a,= -f- oo bzw. lim a, = — 00, wenn sich nach
h—»co n—00

Vorgabe eines beliebig kleinen positiven e eine positive ganze
Zahl N so bestimmen laf3t, daB fur alle n Ss N die Ungleichung

an> — bzw. a, < —e-- erfullt ist. (Hinsichtlich des Grenz-
e s

wertes komplexer Zahlenfolgen vgl. § 103.)

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daR
die Zahlenfolge a , a,, ... einen endlichen Grenz-
wert besitzt, ist die Existenz einer positiven ganzen Zahl N,
derart, dalR fur alle n5: N und alle positiven ganzen y die
Ungleichung |anhe— a, | < e gilt.

Ein Wert a heilt Haufungswert einer Zahlenfolge,
wenn in jeder Umgebung von a unendlich viele Zahlen der
Folge liegen. Dabei versteht man unter einer Umgebung einer
endlichen Stelle a alle x, fur die [ x — a|< a ist, wo a eine
(kleine) positive Zahl bedeutet. Unter der Umgebung von

+ 00 bzw. — oo versteht man alle x, fur die x > - bzw.
a

X < — - ist. Besitzt eine Zahlenfolge nur einen Haufungs-
a

wert, so ist dieser der Grenzwert der Folge. Jede unendliche
Zahlenfolge besitzt mindestens einen H&aufungswert. Besitzt
eine Zahlenfolge mehr als einen Haufungswert, so gibt es einen
groften und einen kleinsten, genannt oberer bzw. unterer

Limes (lim bzw. lim).
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Eine endliche Zahl« heilt obere bzw. untere Grenze
einer Zahlenfolge, wenn kein Glied der Folge > « bzw. < «,
aber mindestens ein Glied >oc— e bzw. < « + e ist, wo s
eine beliebig kleine positive Zahl ist. Die obere bzw. untere
Grenze ist -j- oo bzw. — co, wenn es fur jedes s mindestens

ein Glied der Folge gibt, das > :EbZW' < — :EiSt' Jede Zahlen-

folge besitzt eine obere und eine untere Grenze.
2.) Essei lim an= a. lim b,, — b, (a, b endlich), dann ist:
n-* oo n —*co
lim (a,+ bn)—a+b , Ilim a,-bn= a-b
n-*oo n-vco
und, falls brjr O ist, lim A —
tt-*» Wh 0
3.) Die Funktion f(x) sei in einem Intervall héchstens mit
Ausnahme der Stelle a im Inneren des Intervalls erklart.
Dann sagt man, f(x) besitze bei Anndherung an die Stelle a
den Grenzwert lim f(x) = A, wenn fur jede von a verschie-

x—8

dene Zahlenfolge %, X2,..., X,,, ... aus dem Intervall, fir

welche lim xn— a ist, die Beziehung lim /(xn)= A gilt.
N—-00 Tt—*»

Gilt entsprechendes fur jede Zahlenfolge mit der Beschréan-
kung auf xn> a, so heilt der Grenzwert ein rechts-
seitiger, in Zeichen lim f(x) = A und analog im Falle
—*af-0
xn<a ein linksseitiger in Zeichen lim fix)— A. Die
X—ya—o

beiden letzten Grenzwerte bezeichnet man auch mit / (a -f- 0)
bzw. f(a — 0).

Ist f{x, y) in einem Bereiche hdchstens mit Ausnahme
der Stelle a, b im Inneren des Bereiches erklart, so sagt man,
fix, y) besitze bei Anndherung an diese Stelle den Grenzwert

lim f(x, y) = A, wenn stets lim f(xn,yn)= A gilt, wie auch
X—2n 7t—*»

12*
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die von a, i verschiedenen Punkte (@ ?/), (x2,y2),...,
(xn, yn),... aus dem Bereiche mit der Eigenschaft lim xn— a,
limyn= b gewdhlt sein mdgen. I >0

n—mo

4.) Es sei peine Funktion von h. Dann sagt man, c¢p werde
mit h von n4& Ordnung unendlich, wenn lim ein

h-+co RN
endlicher von Null verschiedener Wert ist.

Ebenso sagt man, <p(li) werde mit h von nter Ordnung
Null, wenn lim ein endlicher von Null verschiedener

>Wert ist.
5.) Haufig benutzte Grenzwerte:

lim (1 + h)h—lim (1+ —3 = e— 271828 . ..,
h—0 ik

n—»oV
. , x\n . ah—1 loga
hm (1 H —e*, lim = -7,
4 n i A >0 « loge
. sinA . . SinAa; . tgA . tg hx
lim = 1, lim = a: lim = T, lim =r"~= a,
A—O AM) A [i—>U h-+0 "
lim — = |

n-*30 n" e—» J/2am

(Stirlingsche Formel), (vgl. auch § 102, 6 Il\vVd/issches Pro-
dukt).

§ 88. Stetigkeit.

1.) Die Funktion (Kurve) y = j(x) sei im Intervall
a x Aerklart. Siehei3t an der Stellex = a0im Inneren
des Intervalls stetig, wenn sie bei Anndherung an diese
Stelle ihren Funktionswert f(x0) als Grenzwert besitzt
(vgl. §87,3). Ist lim f(x) = f(a), so heilt f(x) beia rechts-

X—»-a+0

stetig und analog im Fallelim I (x)= /(&) bei Alinksstetig.
x-+h—0
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Die Funktion heit im ganzen Intervall stetig, wenn sie
an jeder Stelle desselben stetig ist.

2.) Sind /(x) und g(x) im Intervall a <x <1 stetige
Funktionen, so sind auch die Funktionen f(x) i g{x), /(*)"s g(x)

und fir g(x) -|z 0 auch H(x) in diesem Intervall stetig.
X

3.) Die Funktion z = f(x, i/) sei in einem Bereiche B der
(z, ?/)-Ebene erklart. Sie heiBt an einer Stelle x = x0,
y = y0 im Inneren des Bereiches stetig, wenn sie bei An-
ndherung an diese Stelle ihren Funktionswert als Grenzwert
besitzt (vgl. § 87,3).

Die Funktion z = f(x,y) ist im ganzen Bereich stetig,
wenn sie an jeder Stelle desselben stetig ist.

Es gilt 2.) in entsprechender Weise auch fur Funktionen
von zwei Variabein.

§ 89. Diflerentialquotient und Differentiation.

1.) Unter dem D ifferentialquotienten der Funktion
V— f(x) an der Stelle x ihres Definitionsintervalls versteht
man den Grenzwert

iim

h-r 0 «
Bezeichnet man den Zuwachs h von x mit A x, die zugehdrige
Differenz der Funktionswerte f(x + h) — f(x) mit Ay, so
erhalt man als Differentialquotient

u., im 4 » _m
Itz 0 A X ¢1z—QAX
. . . . o du  df(x)
Der Differentialquotient wird auch mit j , ------ oder y’

Av
bezeichnet. heilt Differenzenquotient.
I X

Wenn der Grenzwert existiert (was nicht notwendig ist)
und endlich ist, heiBt die Funktion (Kurve) an der Stelle x
differenzierbar. Die Funktion heit in einem Intervall
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differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle des Intervalls diffe-
renzierbar ist.

Eine Funktion ist dort, wo sie differenzierbar ist, auch
stetig, jedoch braucht umgekehrt eine Funktion nicht diffe-
renzierbar zu sein, wo sie stetig ist. Es gibt stetige Funk-
tionen, welche stellenweise nicht differenzierbar, und solche,
welche nirgends differenzierbar sind.

Der Differentialquotient einer in einem Intervall diffe-
renzierbaren Funktion ist im allgemeinen wieder eine Funk-
tion von x, die abgeleitete Funktion oder kurz die (erste)
Ableitung. Durch Differentiation dieser Funktion (sofern
das maoglich ist) erhdlt man die zweite Ableitung usf.

Im folgenden werden alle Funktionen so oft wie notwendig
differenzierbar vorausgesetzt.
2.) Es seien u,v,w Funktionen von x; A,B,C Kon-
stanten.
diu d)y_ ~"_ u\
dx~°"’ dx dx

d”(AuA-Bv) .
3.) — AUW+BvVi»>,
dxn
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= (") UV + A u<»—D V' + (7 j «<n~2>1>" + omm

won (WL (1
I —1/

((/

4.) Wenn 7= y(a:) an der Stelle a und z = <p(i/) an der
Stelle y — y>x) differenzierbar ist, ist auch z — <p(y{x))
an der Stelle x differenzierbar und zwar ist:

dz dz dy

dx dy dx

5.) Wenn x und y Funktionen von t sind, und Ft.:jzo

ist, folgt
dy dy dx y'
dx dt* dl X"’
cPy jdx d?y dy d2x\ idx\s x'y" —y'x”
dx- dl dl2 dlI dt2)' 'dt) x's

6.) Ist x als Funktion vony gegeben, so ist fur ein Inter-
: dx :
vall, in dem — =0 ist,
dy

dy dx d?y d?x  1d.x\3

dx 'dy' dx2 dy2 ‘'dy)
Man schreibt auch

dy — f(x)dx

und nennt dy das Differential von y, welches zum Diffe-
rential dx gehort.

7.) Es seien f, rj, C Funktionen von t. Dann versteht man
unter dem D ifferentialquotienten desVektorsa = £)
nach der skalaren GroRe t den Vektor (vgl. § 76, 5)

cla—iB- LAt
Tt~~1t" + T ty+ dt
Ist X eine Funktion von t, so gilt
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d An dA , .da

dt jta dr*

Insbesondere gilt fir a= aa (s. § 76, 4):
da da_ da

— = —Ta+ a—.
dt dt dt

da
a ist ein zu a senkrechter Vektor. Ferner ist

d(a+h) da db
dt dt dt
d[ab] ‘da/ ro¢si
~dt~  Jthy " =dl
Hier ist die Eeihenfolge der Faktoren wesentlich.

§ 90. Spezielle Formeln.
1R8N psh b
dx

drxn
nin—1INMn —2)eee(»-r+ I)xn
dxr

2) da* L drax Jw X
) — m= az Log a, = aJ(Log a
dx g dxT g
de dre _
= c*.
Ix ~ C dxr
3)dloga: | 1 1 §96. 4
. -loge: -(s. ,
dx g x Loga x( )
¢M x =(.jy-r(r—Difal
dxr TooXr
d Log x 1 dr Log x .
(_ir-3r—1
dx x ' dxr Xr
d sin x = sin \
4) dx cosx = sin \x f) ’
drsinz

sin(a:+ry )f
axr
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d cos x .
sinx = cos 1x -f- —J,
dx
dr cos x
cos
dxT
d tg x 1 n
dx cos2x ’ [ fur hohere Ableitungen kein
d ctg x A1 | einfaches Bildungsgesetz.
dx sin2x * *
d arc sin x 1
. = , =-- fur- 1< x< + 1
dx 11 —x2

Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, wenn

n . T,
— —< arcsmr < —aist.
Z u

1 )
............................... — flir —1< x< 1.
dx 11 - x2
Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, wenn
0 < arccosx < zt ist.
Flr jedes x ist ferner
darctgx_ 1 darcctgx_ 1

dx 1+ x2° dx i-f-x2’

§ 91. Differentiation von Funktionen mehrerer Verander-
lichen.

1.) Betrachtet man in der Funktion z= f(x,y) die eine
der GrofRen x und y, z. B. x, als verénderlich, die andere als
konstant, so heit die Ableitung der Funktion nach dieser
Veranderlichen x die partielle Ableitung nach x. Sie

dz
wird mit Gx fx(x, 7)) oder fx bezeichnet. Es ist demnach

dz i~ /(*+ Ax,y) —/(X,y)
8Xx AX
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02 = Jimj(x,y+Ay)—I(x,y)

dy 0 Ay
Unter den partiellen Differentialen von z nach x und y
versteht man die Ausdricke

dz , dz

ei**-

Das totale (vollstdndige) D ifferential von z ist
dz = $"~dx -f-~ dy.
cX oy
Das totale Differential der Funktion u= f(x, vy, z) ist
d 03u .du .du
u— 3—dx + tt—dy -f dz.
ax dy d
Das totale Differential einer Funktion ist gleich der
Summe der partiellen Differentiale nach samtlichen Ver-
anderlichen.
2.) Sind x, y Funktionen von lundistz= f(x,y), so folgt
dz dz dx dz dy
dt dx dl dy dt
3.) Bezeichnungen hoherer partieller Differentialquo-
tienten von z = f(x,y).
Partielle Differentialquotienten zweiter Ordnung:

d (dz\_o2z_ d fdz\ c-2

, try>
cx \dx) dx2 dy \dx) dxdy
d (c?z\_ 02z _ d fdz\ 0‘z

dx vdy ) dydx OX  dy W8yll cy3— 1YY
Besitzt die Funktion z = f(x, y) an einer Stelle x, y ihres
Definitionsbereiches stetige partielle Differentialquotienten

dxdy’ dydx*
so ist daselbst
d2z d2z

dxdy dydx"
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Das totale Differential 2. Ordnung von z ist dann

Partielle Differentialquotienten 3. Ordnung:
d /S2z\_ d3z_ d id2z\ 33z

3 a:'ba;2/ dx? XIX dy dx2' dx2dy
Das totale Differential mtcr Ordnung ist:

usf.

g dmz . ""f'lm\ dﬁz , A
= gxm™ "Ny J'dxr’ﬁ~:-({y -
i dxm~2dv2-f eee + — dvm
+ \2)dx™ 2dy2 vV + +diry”’

vorausgesetzt, dall die partiellen Differential quotienten mter
Ordnung stetig sind.

4.) Unentwickelte (implizite) Funktionen.
Es sei f(x,y) = 0. Dann ist

df — ~ dx -f~ dy= 0,
d x dy

folglich, wenn — =j=0:
dy

dy = - f

d2u dh?2 da_df df , u2/ fdfy
d?y dx2'dy) dxdy dx dy”™ dy2\dx)
dx2 f

5.) Ist z als Funktion von x und y implizite gegeben durch
dz dz
f{x,y,z)= 0, so ergeben sich  und-g—aus den Gleichungen

df ,dfcz = df dfdz

dx dz dx ’ dy dz dy
Durch Differentiation dieser Gleichungen nach x und y erhalt
man ferner



188 Differentialrechnung.

322 022 d2z
dx2’ dxdy"' dy2
usf.
6.) Es sei < eine Funktion von x, y und 2. Dann verstellt
man unter dem Gradienten von o den Vektor
d(p. dep. dp
«e'» -B "+ ijl+ gi’
Seine Richtung fallt in die Richtung der groBten Anderung
von gpim Punkte x, y,2. Man sagt auch, der Gradient sei der

Differentialoperator |"0— f-i ’\9— hi a3— Mit ihm rechnet
0X 6y dz

manwie miteinem Vektor und falt grad cpals dasProdukt

von grad in die skalare GroRe rp auf. Dementsprechend bildet
man bei vektoriellem Argument a = (f,??, £), wo a eine Funk-
tion von x, y und 2 ist, zwei verschiedene Produktevon grad

und a, das skalare und das vektorielle gem&R 8§78, 7und 8.
Das erste bezeichnet man als Divergenz (diva), das zweite
als Rotor (rota), und es ist

diva = g— ho— h oj >

t (dC dr\i ./3f 3f\, ffdv
1\dy dz) + I\dz dx)+ \dx dy)’
Der Difi'erentialoperator heilt auch Hamiltonschcr Operator
und wird h&ufig mit V (nabla) bezeichnet, so dal3
rad9?— Vg>, diva= Pa, rota— Pa
9 q & [ !
ist. Dagegen ist A der Operator AN (s.Nr. 7).
7.) rot(grad ¢») — 0, div (rota) — 0,
32 32 32
div (grad®) = g—%]—+ P ®

rot (rota) = grad (diva) —Aa,
div (93.0) = 93 diva-f agrad 9,
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rot (3a) = <prota— [a grad <],
div [ab] = brota—arot6,
rot [ab] = (b grad)a— (agrad) b+ adivb—bdiva,
grad (ab) = (agrad) b+ (bgrad) a+ [arotb]+ [brota].

§ 92. Mittelwertsatze.

1.) Satz von Rolle: Es sei j(x) im Intervall a<x<b
difterenzierbar und /(a) = /(& = 0. Dann gibt es im Inneren
des Intervalls mindestens eine Stelle!, fur welche /*(!) = Oist.

2.) Mittelwertsatz: Es sei f(x) im Intervall a<_x<b
differenzierbar. Dann gibt es im Intervall mindestens eine
Stelle ! (<i< ! < b), fur welche

. b-a
ist.

Andere Fassung: Es sei a= x0, b— x0+ h. Dann gibt
es eine Zahl# mit der Bedingung 0 < # < 1, so dal

m =n,,+n)
ist.

3.) Verallgemeinerter M ittelwertsatz:

Die Funktionen f(x) und g(x) seien im Intervalla < x <b
differenzierbar, und es sei dortg‘(x) 0. Danngibtesim Inter-
vall eine Stelle |(a < |< b), fur welche

(& )-1(«)_I"(Y)
g(b)-g(fl)  g'{) '
Andere Fassung: Fur a=12z0, b= x0+ h ist
j{x0+ h) ~ f(x0)= f(x0-\-d h)
g(x0+ h) - g{x0) g (rO+#/i)’

§ 98. Konvergenz unendlicher Reihen.
1.) Die unendliche Reihe

00
£ Uv= UO0-f- Wj-{- U2 Fet4ooun 4 xR
v~0
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heiBt konvergent, wenn

lims,= s

n—«
existiert lind endlich ist, wo

SN= »o0+ u'l+ m2+ ' m' ~t~ U»

(die n,e Partialsumme der Reihe) ist. Andernfalls heilt
die Reihe divergent. Der Grenzwert s einer konvergen-
ten Reihe heil3t deren Sumrg)e.

Eine konvergente Reihe Zu, heilt absolut konver-

y=0
gent, wenn auch die Reihe der absoluten Betrdge 27|u,,|
v=0
konvergiert. Andernfalls heit sie bedingt konvergent.
Beispiel: Die Reihe 1 —-J+ 4 — "+ ... ist konvergent,

jedoch nur bedingtdia die Reihe 1+ 4 + |-+ -b+ .. divergiert.
2.) a) Wenn Z |u,| konvergiert, ist auch Z u, konvergent.
v=0 ® y=0
b) Wenn in der Reihe Zu, die Glieder abwechselnd
v—0
positives und negatives Zeichen haben, |«,+1|< |« y| fUr
fast alle v (d. li. fur alle mit endlich vielen Ausnahmen) und
limm, = 0 ist, ist die Reihe konvergent*).

V—>00

c¢) Eine Reihe ist divergent, wenn lim u, r|~ 0 ist.

V—>00
d) In einer konvergenten Reihe darf man Klammern setzen,
ohne an der Konvergenz und der Summe etwas zu andern.
e) Konvergente Reihen darf man gliedweise addieren oder
subtrahieren und gliedweise mit einer Konstanten multipli-
zieren.
3.) Reihen mit positiven Gliedern.

a) Wenn die Partialsummen einer Reihe mit positive
Gliedern unterhalb derselben positiven endlichen GroRe M
bleiben (beschrénkt sind), ist die Reihe konvergent.

*) Wenn nur lim uv= 0 i3fg braucht die Reihe nicht zu konvergieren.
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oo}
b) Ist Evv konvergent bzw. divergent und ist u,<v,
v=0
bzw. tg,> v, fur fast alle v (d. h. fur alle v héchstens mit
—>
Ausnahme von endlich vielen), so ist auch E u, konvergent
bzw. divergent. v=0
co

c) Ist Ev., konvergent bzw. divergent und

ANl [J2AW u»+l N W

u, = Vv, u, = v,
IC
fur fast alle r, so ist auch Zuykonvergent bzw. divergent.
=0
00
d) Die Reihe E u, ist
v=0
konvergent, wenn divergent, wenn
lim-— <1 >1
V— 00 tiy
vV__
lim [/«., <1 >1

V—+CO

(Kriterien von Cauchy)
limy (~ i-1 < -1 > -1
0 \5 u, )!

(Kriterium von Raabe)

ji;HlUr“D+11Us,'<| 1 »>-1
(Logarithmisches Kriterium).

Besitzen die links stehenden Zahlenfolgen mehrere Hau-
fungswerte, so hat man das Zeichen \I)_*rgo fur die Konvergenz

durch lim, fur die Divergenz durch lim zu ersetzen.

Sind die Limites in den ersten beiden Féllen gleich 1, in
den letzten beiden gleich — 1, so versagen die Kriterien.
Es kann Konvergenz und Divergenz eintreten. Das 4. Kri-
terium ist schérfer als das 3., dieses ist scharfer als die ersten
beiden.



192 Differentialrechnung.

4) In einer absolut konvergenten Reihe dlrfen die
Glieder beliebig umgeordnet werden, ohne dal an der Kon-
vergenz und der Summe etwas gedndert wird. Umgekehrt ist
eine Reihe, deren Glieder beliebig umgeordnet \/\ésrdenagl‘jrfen,
absolut konvergent. Sind die Reihen Eun Ev,, ab-

=0 r=0
solut konvergent mit den Summen s und t, so ist auch

»vo+ Uovi+ ui vo+ wov2 + «i«i + «2*0l absolut
konvergent mit der Summe s mt.

8§ 94. Potonzreihen und Reihen von Funktionen.

1.) Unter einer Potenzreihe versteht man eine Reihe

von der Form
®

f3(a;) = EaO,,xJ—a0+ axx + a2a2+ mee,
V:

wo die a, Konstanten sind und x veranderlich ist.

2.) Furjede Potenzreihe $(a:) existiert ein nichtnegativer
Wert g, so daB f3(a;) fur alle \X\ < g absolut konvergiert und
far alle \X\ > o divergiert, o kann auch 0 oder oo sein, d. h.
es gibt Reihen, welche fur kein endliches x, abgesehen von
x = 0, und solche, welche fur jedes endliche x konvergieren.
Der Wert g heilt Konvergenzradius, das Intervall von
— g bis +p Konvergenzintervall. Fur x = =g laRt
sich allgemein nichts Gber das Verhalten von $ (x) aussagen.

Der Konvergenzradius ergibt sich stets aus der Formel

1
Q -~_v e
lim V) a, |

Es ist ferner

hm -— |,
y—* 00 Iriy-f1 j
falls dieser Limes existiert.
3.) EinePotenzreihe iB(z) stellt in ihrem Konvergenz-

intervall eine Funktionvon x dar. Sie ist im Inneren des
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Intervalls gliedweise differenzierbar. lhre Ableitung ist also
M'(:r)= al+ 2a2a -f-3a3x2+ eem
f33'(a;) besitzt denselben Konvergenzradius wie $(»:).
4.) Es seien uQ,uv n2, e+« im Intervall a<x<b er-
klarte Funktionen von x. Setzt man
Rn — -p Unt+<+ o mm,
so heil3t die Reihe
SU,j
v=0
in dem Intervall gleichmd&RBig konvergent, wenn sich
nach Vorgabe einer beliebig kleinen positiven GroRe e eine
ganze positive Zahl N so bestimmen [&4Rt, dalR fur alle
n>N und alle x des Intervalls
IR>|< e
bleibt.
Hat die Potenzreihe $(«) den Konvergenzradius o,
so ist $(a;) fur | x |sS g < g gleichmaRig konvergent.

§ 95. Die Taylorsche und die Mac Laurin&che Eeihe.

1) In dem abgeschlossenen Intervall von x bis x + h
sei f(x) (n + l)mal differenzierbar. Dann gilt die Taylorsche
Formel:

h h2 hn
f(x + hy= fix) + n fix)+ ¥If*(x)+ ...+ _ fM ix)

wo # der Bedingung 0< $ < 1 genigt und vonn, xund h
abhéngt. Das letzte Glied heil’t das Restglied. Ist f(x) be-
liebig oft differenzierbar. und strebt das Restglied bei festem x
und h mit wachsendem n gegen Null, so erhdlt man aus der
Taylorscheu Formel die (im allgemeinen unendliche) an der
Stelle x konvergente Taylorsche Reihe fur /(x + h).

Biurkien-rtingleb, ilatliemutlsche Formelsammlung. 13
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2.) Wenn man 3+ /i= f, x=a setzt, folgt
m =/(«) + & ')+ @2L()+ eee
®__ n\n £
+!L-Lwa)+ ~“nTjyr/»'Ka+W - «)nm
3.) Fur a= 0 ergibt sich die Mac Laurinsche Formel:

m =/(o)+ || /'(o)+]i/"(0)+ < me+ | T/x>(0)
tnH
(w1

und aus dieser, wie bei 1.), die unendliche i¥ac Lawnwsche
Reihe.

4.) Eine Funktion /(£) heit an der Stelle a analytisch,
wenn sie sich an dieser Stelle in eine Taylorsehe Reihe
nach Potenzen von f — a entwickeln laRt.

§ 96. Spezielle Reihen.
“ 1 , 1 11

L) VE N = 1 + N + N + N + e
ist konvergent fur oc> 1, divergent fir tx< 1,
(x= 1 harmonische Reihe).
Z(B—— 7 konvergiert fur «x> 1, divergiert fur «x< 1
=2 (vLogv)“ =
2.) Binomische Reihe: Entwickelt man formal

(L X)-=1 + (") 1+ (") 1=4 eee s (") XF

so wird fir negative und gebrochene Werte vonn die Glieder-
zahl unendlich. Alsdann ist die Reihe fir |r| < 1 absolut
konvergent, fur |z| > 1 divergent. Sie konvergiert ferner
absolut, wenn x —”~ 1 und n > 0ist. Fur x = -f-1 konver-
giert sie auch dann noch, wenn n > — 1 ist. Furl= ~1
und n < — 1 herrscht in jedem Falle Divergenz.
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f b n ( b \'—
(«x&)» = «" (1x-J = «" (I =Fa+ J k> &

Beispiel: ]J/a*-f-'4*=a
=a(l+?V*+ (2 %+
Ist Tt gegen a klein, so gelten die Ndherungsformeln:

Ha?+b = axYa> \U3x b= a+x ~

3-)e*= 1+ A+ |j+ p 4 e . - C0O<*< + oo.

1 1 1 (. Iwn
Cit +a1+2A+3 +""“HM\1+ ni
= 2,71828 18284 ...

0*= c*log«= 1 + xLoga QL_o;g_al)_Z

L
(x Loga)3 1 , — C0O< X< + CO

X X2 x3 x4
4 )Log(l+a:)=T - 2-+ ----% ...,
1> x> — 1.
Leg (l--x)— —vy ~ vy =~ Y - " 1
I>x > —1.
I + x nj_ , r5
Log = 2{Z+ - + - +

1>x > —1.

0< z< 00.
« (.. * 1/ N3
Log («+ *)- Log«= 2\jj-p,+ j (ji-piJ)

+1 (ai|i)St-}. 0<«<».,—<»< »e
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+t (sTF») + ")

Ubergang vom natiirlichen zum Britischen System:
Logz

i to ’ .
10 L5132—2, logz.Log10 = Tog2, Iloog2: -—°" = MLog2
Liog 1U

M = j” "jg = 0,4342945 ... Modul desBritischen Systems

(s. auch § 7).
0) sing= X ¥+
) X2 , X4 X6
cosX=1l---f----+ ...
x in BogenmaB, — 00< x< + 00.
cos X -f- i sin x = cix,cos Xx — isin x = e~ix.
eiz+ e~ix . eix — e~ix
COS X = — , SINX = = — e (vgl. §103).
i/l= e*= g2*"<=I1, e(2t+i)7ii_ _ 11

k eine ganze Zahl, folglich
Logy —x + 2kni,
Log(-1)= (2fc+ 1)ni, Log(- y)= Logy+ (27c+ 1)ni.
Ist 2= x+ iy —rei(f, so ist
Log2= Log (x + iy) = Logr+ i(p+ 2kxi).
tgx = nS-O( - 1)”- 12~ (! B2n-. X | < l/\’
® 22n

XCtg X =S (— 1)"y---1 B2, «X2", IX|<71,
n=0 !
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® 227-1C227 .
Lofg*=- ¢ ¢ i) xo A >

I®l < f~
wobei die B2ndie Bernoullischen Zahlen sind (8 28, 4).

Hyperbolische Funktionen: (Sinus hyperbolieus
usw.)

~ . ez-j-e~z ez —e~*
(Eofx = — " -— @tnx= — 2—
C. ©itix (Eofx
J J @111X
1 03 1 5 kb5
6.) arcsinx=x+-.- +
1 3 5 x7 _n
+ 2-1-6-7+-"" -1~ 1 -
B kK
arctgx = X - j+ —- — - , - l<x <1.

4-"5tgl-1- 3+ 5~y
(Reihe von Lcibniz).

Zur Berechnung von n koénnen folgende Formeln be-
nutzt werden:

71 1 1
= 4arctg v-—arctg — (Machinsche Formel),

f-Sarctgi-arctgij-1~otgl-

(Meiselsche Formel).

Im vorhergehenden kommen dUberall die Hauptw-erte
der zyklometrischen Funktionen in Betracht.
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§ 97. Mittelwertsatz und 22 »/forsche Reihe liir Funktionen
von zwei Veréanderlichen.

1) Mittelwertsatz: In dem abgeschlossenen Bereiche
N XS + h, yO< y < yO+ k besitze z= /(x, y) stetige
partielle Ableitungen 1. Ordnung. Dann ist

f(xo+ h>Vo+ k)- /(*o>Vo)= h(~]j + k ,

X=x0+&h x =z 0-{-&h
=lotttre  y—y0+&K
wo 0< # < 1 ist

2.) Taylorschc Formel: In dem abgeschlossenen Be-
reiche x bis x + h, y bis y -f k besitze z= f(x, y) stetige
partielle Ableitungen bis zur (n -f I)-ten Ordnung. Dann ist

e+ \ y+ k) - f,y)= Yi+ \\ A fA + R

wo R = \n )ﬁTﬁL (d(n+"2§f§f > 0<# <1
und jix= h,dy = kzu setzen ist (s. §91, 3). Besitztz = f(x, y)
stetige partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung, und ist

lim R = 0, so erh&lt man hieraus die Taylorsche Reihe (vgl.
«—0

§95,1).

3.) Eine Funktion von zwei Verénderlichen heilt an der
Stelle a, banalytisch, wenn sie sich an dieser Stelle in eine
Taylorschc Reihe entwickeln laBt (vgl. § 95).

§ 98. Werte unbestimmter Ausdricke.

1.) Die Funktionen , f(x).<p(x),  (/(r)v{x),
(p{¥)
00

0
f(x)— (pix) konnen fur x ~ a die Formen T® 0. o0,
00
0°, oo0°, 1®, oo— oo annehmen, welche zunéchst keinen
Sinn haben. Man legt ihnen als wahre Werte diejeni-
gen Werte bei, welche man aus
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f(x) vfa)
Ao, oM g, W mve U, g G-~ )
erhélt, falls diese Grenzwerte existieren.

/(x) und <p(x) werden im folgenden sooft wie notwendig
in einer Umgebung von x = a stetig differenzierbar voraus-
gesetzt.

2.) Ist — flir x = a von der Form oder —, SO

<p(x) 0 00
kann der wahre Wert gelegentlich dadurch gefunden werden,
dal man solche Faktoren von j(x) und <p(x) kurzt, welche
Zahler und Nenner mit x -+a gleichzeitig gegen 0 oder oo
streben lassen. Z. B. ist

Qm Qin
lim -—meeemeemee = lim (xm-1+ xm—2a+ xm-~3a2+ emm+ an )
z—xt & X-Xi
— mam~x

3.) Wenn fur x ~a die Form ~ oder —annimmt.
p(x) 0 co

so bilde man die Quotienten

f{x) /" («O

<pt(X)” QX)) e
Sind dann f n\x) und g~n\x) diejenigen Ableitungen, welche
zuerst fir x — a nicht gleichzeitig 0 oder oo werden, so ist

Iim M =1lim .~ .
x—  <f(x) x—ya *P (#)
4.) Es sei f(x). (p(x) fur x = a gleich 0. oo. Dann ist
I(X). ¥>(*)- /(*>: ¢ 5

ein Ausdruck von der Form Sein Wert ergibt sich nach 3.).

5.) Nimmt der Ausdruck (J{x))'*X) fir x = a eine der
Formen 0°, oo°, I x an so setzt man
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(/(2))>W = ep(*>mLo? /(*)
und untersucht nach 3.) und 4.) den Ausdruck cp(x) . Log f(x).

6.) Wenn /(x) — cp{x) fur x — a die unbestimmte Form
00 — 00 annimmt, sucht man den Ausdruck in ein Produkt
oder in einen Bruch zu verwandeln, was z. B. folgendermafen
geschehen kann:

I(»)-2(*)-

cp(x) fix)

Der Wert hierfur wird nach dem vorhergehenden ermittelt.

7.) Man kann ferner den Wert eines unbestimmten Aus-
drucks bestimmen, indem man fir x zunéchst a -f h setzt,
den Ausdruck umformt oder nach steigenden Potenzen von h
entwickelt und die kleinste Potenz von h kiirzt, worauf sich
fir h = 0 der gesuchte Wert ergibt, vorausgesetzt, daR die
Reihenentwicklungen existieren.

§ 99. Maxlma und Minima.

1.) Man sagt: Die Funktion y — /(x) erreicht fir x = a

ein Maximum, wenn f(ax h) —/(a) < 0,

ein Minimum, wenn /(ax A)—f(a) > 0 ist fur alle
hinreichend kleinen h.

2.) 7/==I(rc) erreicht fur x=a

ein Maximum, wenn /'(“)= 0 und f"(a)< O,

ein Minimum , wenn /'(a)= 0 und /"(a) >0;
allgemein: Sind /(x),..., /<kn>(x) in der Umgebung von
X = a stetig, und verschwinden die (n — 1) ersten Ablei-
tungen for x = a, wahrend f n)(a)==0 ist, so ist, wenn n
gerade ist, f(a) ein Maximum oder Minimum von f(x), je
nachdem < 0 oder faj > 0 ist.

Ist die niedrigste fur x — a nicht verschwindende Ab-
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leitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster), so ist
f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum, sondern ein
Wendepunkt.

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder Mini-
mums zu finden, wird y gebildet, gleich Null gesetzt, und
die erhaltene Gleichung nach x aufgelést. Nun wird y" ge-
bildet, es werden die gefundenen Werte von x eingesetzt und,
falls y*" 4= 0, aus dem negativen oder positiven Ergebnis be
stimmt, ob ein Maximum oder Minimum vorliegt. Durch
Einsetzen der gefundenen Werte von x in y=j(x) ergibt
sich der Wert des Maximums oder Minimums selbst.

3.) MaximaundM inimaeinerFunktion zweier un-
abh&ngiger Verdnderlichen z= f(x,y) (mit stetigen
2. Ableitungen):

Man bestimmt x und y aus

gxl-.o und h{/l-o.
Wenn die erhaltenen Werte der Bedingung
/'~ \2_ ov 02 .0

\dx 8y dx2 dy2
genugen, findet ein Maximum bzw. Minimum statt, je nachdem
d2f o2f

dx2 Un dy2

fur jene Werte von x und y beide < 0 bzw. > 0 sind.
4.) Relative Maxima und Minima. Die Werte von
X, y, fur welche die Funktion z= f(x,y) unter gleichzeiti-
gem Bestehen der Bedingungsgleichung (Nebenbedingung)
<p(x,y) — 0 ein Maximum oder Minimum erreichen kann,
ergeben sich aus den Gleichungen
d/ dep __ 0J dep
dx dy dy dx 1.
cp(x, y) =

|
o
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XIIl. Abschnitt.
Integralrechnung.

§ 100. Begriff des unbestimmten Integrals. Grundlormcin.
1.) F(x) heiBt ein unbestimmtes Integral von f{x),
geschrieben
F(x)=J3 f{x)dx,
dF(x) . .
wenn — = "e= f(x) ist. Da mit F(x) auch F(x) + G (G
eine beliebige [reelle] Konstante) ein unbestimmtes Integral
von j(x) ist, schreibt man vollstdndiger:

J f(x)dx — F(x) + C.
Es ist

j -/ ffrydx= fix).

Uber die Existenz des Integrals s. § 102,1-

2) Grundformeln:
/e xn~1
/ xndx= — + C fur » == — 1,
J n+ 1

r dx
/| — = Logx + C= Logcx, .
wobei

rf% ) T C= Logg,
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fr dx ;
— =tgx-f-C,
J  cos-a; gx
/r dx
= — +
J sin2x ctgx+ C,
dx
arcsinx + C,
f\/1 -x
r dx
¢+ * = a" ts* + c -

§ 101. Allgemeine Formeln. Integrationsnicthodcn.
Es seien F{x), j{x), cf(x), u, v Funktionen von x, die
ubrigen GrolRen Konstanten.

1) j Cudx= Gt udx.

2) J'(uzx:v)dx=ju dx™NJv dx.

3.) Partielle Integration: j udo= uv—fv du.

Beispiele (insbesondere Rekursionsformeln):

a) J x nLogxdx—J, n —1.
uzl?;)gx, au—d—x, av—xrr]a’x, V— ——
X n+ 1
xX»+i XN+i
J="+ |L°SX~(~flji+C -
y ~rf* * |(Log*)'+c.
b) j'xnexdx= JH Jn—xnex—nJn-i> n eine ganze Zahl.

Hierdurchist Jnaufdas einfachere Integral Jn -i reduziert, falls
n> 0 ist. Umgekehrt ergibtsich aus Jn—i das einfachere Integral
Jn, wenn n < 0 (rt4=— 1)ist. Im Falle n > 0gelangt man nach
wiederholter Anwendung des Verfahrens zu dem Integral

evtl.
Im Falle n <0 erhalt man das in ge-

JO0= f exdx= ex-j-C.
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schlossener Form nicht lésbare Integral ~~dx, das durch die

Substitution e*—u auf das Integral th—. den Intcgral-
Log K

logarithmus, fuhrt.
Entsprechend:

(o] J xnsiaxdx—Jn, Jn= —x"cosx+ nJ'n-I,

J X ncosx dx— Jn, Jn= xnsin X — nJn—,

n 4=— 1 eine ganze Zahl.

Im Falle negativer n gelangt man zu denin geschlossener Form
nicht lésbaren Integralen
sin x / ’cos x

~x~dx’J ;- jrdx
(Integralsinus, Integralkosinus).
d) J sin»'x cos» x dx—Jm,n (M, n ganze Zahlen, m + n 4=0),

sin'»+ix cos»-is n—lJ. P

; -Jm.n »

n m+ n
sin™*-1* cos»+| x u— 1

Jm.n — r—— |—ﬁJm72,n.

4.) Integration durch Substitution: Setzt man
x = (p{z), so wird dx= cp'(z)dz und

ff(x)dx = j j{<p{2)) cp’(z)dz.

Beispiele:
j__d
y (a-f- bx)ndx, a+ bx—s, x= J—T—, dx :1;2.
j I**+1 , n (a+ia:)n+l , 0
J-J *7 “ br+1+C- ~b\n+i)
h)J'tgxdx — — Logcosx + C, CcOSX=r;

J ctgx dx— Logsinx-f- C, sinx=z.

[ = Losrtex C tg;rz z\ hieraus folgt
SINXCOSX
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fsi~B&e :E(r+l)+c

= arcsm rc—— ,
@“S b a
1 b . b
/ aZ+ bV~ a—garctg -1 C, BX

5.) Integration rationaler Funktionen (Partial-
bruchzerlegung):

Jede gebrochene rationale Funktion, in welcher der Grad
des Zahlers groRer oder gleich dem des Nenners ist, 148t sich,
wenn man den Zahler durch den Nenner dividiert, in die
Summe einer ganzen rationalen Funktion und einer gebrochenen
rationalen Funktion zerlegen, in welcher der Grad des Zahlers
kleiner als der des Nenners ist. Letztere Funktion werde

fix)
mit4 V4 bezeichnet.
F(x)
a) Die Wurzeln der Gleichung F(x) — 0 seien sédmtlich
reell und voneinander verschieden. Es sei
F(X) — (X —a)(x —b)(Xx —c) *me,
dann ist
1(*) 4 , 0
F(x) x—a x—b x—c
wobei
c= _m ist
' FIR)’ F*(b)’ F'(c) o™
b) F(x)= 0 habe reelle mehrfache Wurzeln. Es sei
F(x) = (x—aY (x —Db)3(x— c)r«me,
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Setzt man F(x) — (x — a)x . <p(x), so erhdlt man zur Be-
stimmung von A, Alt A2, ... folgende Gleichungen:

I(«) = A . <pfa),

i{a)= A. <p'(a) -f- Al<p(a),

1”(@) — A .cp”(a) + Ax.2cp'{a) + A2.2<p(a),

<t 1)(a) = A 9R-1) (a) + Al.x< p 2>(a)
+ ca(ex — 1), (<3 («) H f oc! cp{a).
Zusatz zu a) und b): Man kann auch zur Bestimmung
der A, B,C,... die betr. Zerlegungen mit F{x) multiplizieren
und die Koeffizienten gleicher Potenzen von x gleichsetzen.

¢c) F(x)=0 habekomplexe voneinander ver-

schiedene Wurzeln. Wenn a -\- ib eine Wurzel der Gleichung
ist, so ist auch a — ib eine Wurzel. Die Gleichung ist daher
durch (x— a)--\-b2 teilbar. Man zerlegt nun:

f(x) _ Pxx + Q! P2x + Q2

F[xj (x- aj+ b2+ (x- a2)2+
Durch Multiplikation mit F(x) und Gleichsetzung der Koefii*
zienten gleicher Potenzen von x erhélt man die Bestimmungs-

gleichungen fur die GroRen Pj, QIt... Es ist dann weiter
r Px+ Q _P /" 2x—a) J
J x-af + b2 2-' (x—a)2+ & *
+ <r«+ 9)/'(if -|j-,=] Lg«,-.)>+1)
+ 7 arCtg (VSL d) s'2T17)’

d) F[x)—0 habemehrfaehe komplexe Wurzeln. Es sei

F(x)= ((x- aj-+ 6%« ((*- a)2+
Man setzt:
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f(x) X + (¢l P'yX+ Qy
F(x) ((x- ayf+ bff+ ((x-«,)* +
PAXx + Qp
(X — Ctyf + I\
PtX + Q2 , PN+ Q;
(% Taj+ bir T [OE- a2f + b\f-i
P?)x+ Q(>
{x — a2f + 6f
+ .

Die GroBen P und Q werden durch Koeffizientenvergleichung
bestimmt.

r Px+Q
Das Integral [ - — ix, auf dessen LO&*
J ({x- af+ 62™
sung es ankommt, wird durch Substitution auf die Form
Py -UQ
— . d ebracht. Dann ist fur m > 1:
Gi+fr )1
y i i 1
1+ y2m"3 — 2 w—1 (1 -f-y2)m~1’
f dy  _ y
J 1+ y* 2(m- )1+ yT~N1

2m —3 r dy
+2m 2] (a-pi-1
und fir m — 1 (vgl. c)):

\]i +?CH:| Loga(+ 221 /r+ ? :mL

6.)/ 3i[a, |/fIx+£4) dx, wo 91 eine rationale

Funktion von x und der Wurzel ist, wird durch die Sub-

stltutlony—l/ T d in das Integral einer rationalen

Funktion ubergefuhrt.
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7.)1 9i(z, A -f~-Bxi Gx2)c, wobei G> 0ist, 1aBRt

sich auf die Form j 9l1(a:, ]/fl + bx + x2)ix bringen. Ist
danna>0, so fuhrt die Substitution

J«+ bx+ x2— Va+ Vx
das Integral in ein rationales Uber. Fur a< 0 sind die Wurzeln
X, und xz der Gleichung

stets reell, far

a+ bx —x2= 0
mussen sie reell vorausgesetzt werden, weil andernfalls
a+ bx — x2 fur beliebige x stets negativ ware, die Wurzel
daraus also imaginar, und dann gar kein reelles Integral
vorliegen wirde. Unter dieser Voraussetzung fuhrt die Sub-
stitution

/a + bx £ x1— (x — Xxr)y

das Integral in ein rationales Uber.

Beispiele (Es ist Uberall die Integralionskonstaute zu er-
ganzen):

fy;t:r-L°s(a+ )

I»*+ a*dx —j |Ix*ta* Log (x -j- \'x2-* a2),
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S dx . cx—b
e = -7= arc sin —---------
la-"-2bx—cxl yc¢ yb2-\-ac

f _J?dx 1 |/aJ_23x—\— cx1
J Ja+ 2bx~\-cx2 ¢
p=.Log (b-\- cz-j- \fc Ya+ 2bx-\- cx2),
v>
xdx

—-[/a+ 26s -cx
f\a+ 2bx — czs

H— 'P: arc sm
1/b2-\- ac

§ 102. Bestimmte Integrale.

1) Ist f(x) im Intervall a— x0< x < xn=b stetig,
und teilen die Punkte x1,x2,...,xn_-l das Intervall derart,
daB mit wachsendem n die Lange jedes Teilintervalls xr”™ xbis
xv gegen O strebt, so existiert unabhéngig von der Art der
Intervallteilung der endI]ilche Grenzwert

lim £ f(vV[Xy Xy 1),
It—vr» v—1

wo | r irgendein Punkt mit der Bedingung Zv-j < £v<xt

istt.  Wenn man J f(x)dx}= F(x).+C setzt, ist dieser

Grenzwert gleich
fm dx= F{b)- F(a).

Dieser Ausdruck heit das bestimmte Integral von f(x),
erstreckt zwischen den Grenzen a und b. (Vgl. § 104, 12)
Es stellt den Inhalt des Flachenstiickes zwischen der Kurve
y = f(x) und den Geraden x = a, x = b,y — 0 dar.

Die Stetigkeit von f(x) ist nicht notwendig tur die Exi-
stenz des bestimmten Integrals (s. Beispiele Nr. 6).

Ist die obere Grenze b — f verénderlich, so ist das Integral

Birklen-Itingleb, Mathematische Formelsammlung. 14
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in (a.b) eine stetige differenzierbare Funktion seiner oberen

Grenze
5

ff{x)dx=F{e)-F{a)=tp(t).

a
Integrale mit unendlichen Grenzen oder einer Un-

stetigkeitsstelle des Integranden heiBen uneigentliche
o0 b

Integrale. Man definiert j j(x)dx= lim [/ f(x) dx
=D,

und sagt, das IntegraIJ'f(X)dX konvergiere, wenn der Limes

a
existiert und endlich ist.
Ist f(X) bei &unstetig und existiert ein bestimmter end-
licher Grenzwert
b—e

(!E.p;f ) i

wie auch s > 0 gegen Null streben mdge, so setzt man
b—e

] l;‘{x)dxz im j(X)ax.

Entsprechend fir die untere Grenze. Bei Unstetigkeiten im
Inneren des Intervalles erfolgt Zerlegung nach 2.).

2) FE)dx——F F)ck

b

1 (OEp)R=I ] DRk

ok F)dxrd (9
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3.) judv = [uvlh—]j vdu,

wobei [uv]® = m(@J) v(b) — u(a) v(a).

4.) Es sei fur a~Lx”b die Funktion t= t(x) eindeutig,
t(a) = <« t(b) = B. Furocf~t~B sei die Umkehrfunktion
x = (p{l) eindeutig, und es mdgen I(x) und <p{t) in den betr.

Intervallen stetige Ableitungen besitzen. Dann gilt:
B

b
f 1(x)dx=J f((p(t)) <p'(t) dt.
a X
5.) Integration durch unendliche Reihen.
@

Ist 27«., eine Reihe, deren Glieder samtlich stetige Funk-
v=0
tionen von x sind, und konvergiert diese Reihe im Intervall
a<x<b gleichmé&Rig gegen die Grenzfunktion f(x),
so ist fur jedes x des Intervallcs
X X X X

fm d$=f «0(d ¢1+ f «(1)di+ ju,(t)di+se s,

a a a a
Eine gleichmafRig konvergente Reihe stetiger Funktionen

kann gliedweise integriert werden.
X

Zur Berechnung von j /(])d| kann man daher j{x) in

a
eine Reihe entwickeln, z. B. in eine Mac Laurinsche

I(*)=/(0)+ P fx + Ppx~+

und nach § 94,4 gliedweise integrieren:

fmk - +2 +3 + -

14*
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6.) Einige bestimmte Integrale:

1 ®
/r dx = L n< 1, /r dx- ""'I'n> 1,
J xn n—1 J xn n—1
o] 1
dx n I dx
2 |/ao (1+ x) /x
0
r dx ¥ /m x dx

J )1 —x2 n J Jl—xz
0 o]
Fir positive ganze n gilt:
1 x2n I-3-5..(2n—1) 7
2446 ...2n 2’

i X2»>+1 24 m6... 2»
7 7f=7~dX=i-3-5...(2n+1)’

(0]
T

. . 1-3-6...(2« —1) T i |
[%\vfinx dx= - 2.4.Gy 2n-~-Y =

/
0
] —
/ sinSn+11 = 123*.:fe y ij" [ COs2ntl*

0
2024 M4 o6 -6e-20(2n—2) *2» n
1¢3¢3¢6-5-7¢em(2n—1)(2n—1) 2~
(IFaHwschcs Produkt)
00

. (oo
/?'rlaé % = J]/(-a-> OZW y W7C088X 4% = oo,
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J X* e-a-r dx = @a> 0.
0
7.) Mittelwertsatze:
a) Es sei f(x) im Intervall a < x < b stetig. Dann gibt
es einen Wert £, fir den a<£<b und
b
J j{x)dx= (6- a)/'(f)
a
ist.
b) 1. M ittelwertsatz: Es seien f(x) und <p(x) im Inter-
vall a~xf~b stetige Funktionen, und cp(x) habe uberall
im Intervall dasselbe Vorzeichen. Dann gibt es einen Wert £,

fur den a< f <b und
b b

f I(xX)(p(x)dx = [(E) I <p(x)dx
a a
ist.

c) 2. Mittelwertsatz: Es seien /(x) und (p(x) im Inter-
vall a”x-~b stetig. <p(x) sei im ganzen Intervall nie ne-
gativ. Dann gibt es, falls cp(x) mit wachsendem x nie zu-
nimmt, einen Wert f, fir dena< £ < bund

- ? ?
J ioepeax= @ fex
a a
ist, und falls <p(x) mit wachsendem x nie abnimmt, einen
Wert £, fir den a< £< b und
b b
f f(x)<p(x)dx= cp(b)J f(x)dx
£
ist.  Nimmt g>(x) im Intervall mit wachsendem x entweder
nie ab oder nie zu (ohne notwendigerweise positiv zu sein),
so gibt es ein £(a < f < b) derart, dal
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f

b { t
f ) TRK—AQ] jYdx+ qj f(X)dx

£
E(711) Es sei q:()@ < a(X)< y(X) fir alle X des Intervalles
a<x <_b Dann gilt
t t

t
] PRK<I K Ak < yck.

o [ Q&M T |j¥)|ae

3.) Simpsonsche Regel. Um einen N&herungswert
*2n

von J %: zu finden, teile man die Strecke zwischen

xn und XAin 2n gleiche Teile von der Lange li und be-
stimme die zu den Teilpunkten gehdrigen Ordinaten yO0,yL,
Hz, » me>Dinj dann ist anndhernd

i

I h

J f(X)dX — -g- (2/0 + Y2N + 2 (t/2 + 24 + oo+ 2/2112)

+ 4(2/' + 213H + Vin-x)}e
9.) Differentiation nach einem Parameter: Ist
j{x,a) eine stetige Funktion von x und a fiur a<X<b,

ein < (X:i, und ist dort auch —da— stetig, so ist
t

*

3'f( )d—J/PA"{t)d-
d-j X, a,)dx= A {x,tx)d:

Integration nach einem Parameter: Ist f8(,(13)
eine stetige Funktion von x und « fur a<X<b

< g, so ist
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«] 0 Vv Ao
J f(x,tx)dx~jda= / ~ f f(x,cc)d<xjdx.
X a a X
10.) Fouriersehe Reihen. Die Funktion f(x) sei im
Intervall —n < x < n bis auf endlich viele Stellen stetig
und beschrédnkt. An jeder Stelle mdgen die Grenzwerte
f(x— 0), 0) existieren. Zwischen zwei Unstetigkeits-
stellen sei f(x) dilTcrenzierbar. Dann gilt in — tc< x< n
f(x-0)+f(x+0) 1 ' ., . N
————————————— 2 — 2 ac+ cos * + Sln *)

+ (a2cos 2 x + bh2sin 2z) + eem
wobei

an— ~ f f(x)cosnxdx, bn— ~ f f(x) sin nxdx
71 7

gilt.

11) Das Doppelintegral: Es sei z— f(x,y) im Be-
reiche a= z0< x< xn—b, c—y0<_y<ym—d eine ste-
tige Funktion von x und y. Die Punkte x1,x2, ..
mdgen das Intervall fa, &, die Punkte ylty2 ym—i das
Intervall (c, d) in Teilintervalle teilen, welche mit wachsendem
« und m gegen Null streben. Dann existiert unabhéangig von
der Art der Intervallteilung der endliche Grenzwert

n m p 8
Jm r  r/(™,?2jK)(xv-ar> D(y/1-~ _ ==/ ]f(x,y)dxdy,
ov=0 0 qd «
® c
wo yll—i<r]fl<yIList. Ferner gilt
b d b d

J J f(x,y)dxdy—J ( J'f(x, y)dy~dx

=/ ( /1 {x,y)dx) dy
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In analoger Weise erhédlt man den Begriffdes drei-
fachen und allgemein des n-fachen Integrals.

12.) Es sei B ein von einer geschlossenen stetigen Kurve
begrenzter abgeschlossener  Bereich. In diesem sei z —j{x,y)
stetig. B la4Rt sich durch ganz im Inneren von B gelegen
Kechtecke mit zu den Achsen parallelen Seiten approximieren.

Es existiert ein von der Art der Approximation unabhéngiger
endlicher Grenzwert fur die Summe aller Uber die Rechtecke
gemalR 11.) erstreckten Doppelintegrale. Dieser hei3t das Uber

B erstreckte Doppelintegral und wird mitJjf{x,y) dx dy
n

bezeichnet. Die Begrenzungskurve von B werde von Pa-

rallelen zu den Achsen héchstens in zwei Punkten geschnitten

oder falle mit diesen

zusammen. DieOr-

dinaten der Schnitt-

punkte (bzw. der

extremen  Schnitt-

punkte) einer Paral-

lelen zur ?/-Achse

mit der Abszisse x

seien  tfj = 9%BIQ2),

yz= <2(x), und

die Abszissen der

~  Schnittpunkte einer

Fig. 35. Parallelen zur x

Achse mit der Or-

dinate y seien entsprechend xx= y\(ij), x2— ip2(y). Die

extremen Abszissen bzw. Ordinalen der Begrenzung von
B seien a, b bzw. ¢, d (s. Fig. 35). Dann gilt:

b 91(1) d v,wW)

f'R(x,y)dxdy=f N '@Q,y)dyJdx=3 “B(x,y)dxjdy.
B a  2i(* C Vi)
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13.) Volumina und Flacheninhalte.

a) Das Doppelintegral 11.) stellt das Volumen des
Korpers dar, welcher begrenzt wird von der Flache z — f(x, y),
der (x, ?/)-Ebene und den vier Ebenen x — a,x = b,y — ¢,
y —d. Entsprechend stellt das Doppelintegral 12.) den
Inhalt des durch 2= f(x, y) abgeschnittenen geraden zylinder-
formigen Kdorpers Uber der Grundflache B dar.

Beispiel: Das Volumen der Kugel mit dem Radius r um den

Anfangspunkt zu bestimmen. Man bestimmt das Volumen %/5 des

Kugeloktanten zwischen den positiven Achsen. Fir diesen gilt:
2=+ \'r"~ s2—-y\ ip™) - 0, q(X) = + 3r2— xi, 77,(5) = 0O,
VAy) —+ [G2—y-,a—0,b= r,¢c—0,d = r, folglich

~J (J Kr2z—x2—R<hjdx = 2X m dx = gr3 V=|rbt.
00 o
Die fur XAb stetige und nirgends negative Kurve

y = f(X) rotiere um die z-Achse. Dann ist das Volumen des
von den Ebenen x — a, X= b begrenzten Kérpers
*

V=nj yUx.
a
Es sei der Flacheninhalt eines parallel zur (y, 2)-Ebene
durch einen Korper gefuhrten Schnittes eine fir a ~ x ~ b
stetige Funktion u(x) von x. Dann ist das Volumen des
Kdrpers zwischen den Ebenen x = aund x —b
b
V=Ff uxdx.
a
b) Das Oberflachenelement der Flache z —j(X,y)
mit stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung in B ist
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und das Uber dem Bereiche B der (X, y) Ebene gelegene Stick
der Flache hat den Flacheninhalt

n
Rotiert die fur stetig differenzierbare nirgends

negative Kurve y — j(x) um die «-Achse, so ist die Oberflache
des entstehenden Korpers zwischen den Ebenen x — a und

X = b
b

a

c) Séatze von Guldin (Voraussetzungen wie oben):

Der Inhalt eines Drehkdorpers ist gleich dem Produkt aus
dem Inhalt der erzeugenden Fldche und dem Wege des Schwer-
punktes derselben.

Die Oberflache eines Drehkdrpers ist gleich dem Produkt
aus der Lange der erzeugenden Linie und dem Wege des
Schwerpunktes derselben.

14.) Transformation des Doppelintegrals. Durch die
in einem ganz im Endlichen gelegenen Bereiche B (s. Nr. 12)
stetigen Funktionen u —u(x,y), v= v(x,y) werde B um-
kehrbar eindeutig auf den Bereich B' (bestehend aus Punk-
ten mit den Koordinaten u,v) abgebildet. Die Umkehr-
funktionen x = cp(u, v), y — yj(u, v) mdgen in einem B' im
Innern enthaltenden Bereich stetige Ableitungen nach u und
v besitzen, und es sei fur alle u, v aus B' die Determinante

| du dv
Dann gilt:

ffi(x> y)dxdld = ffm u , V), y(ic, v)) ID ldu dv.

B
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15.) Kurvenintegrale. Im Bereiche B seien die Funk-
tionen P(x,y), Q(x,y) mitihren ersten Ableitungen stetig.
G sei eine von bis U im Inneren von B verlaufende Kurve
x= 91(D), y= y>(f), welche im Intervall t15S t5S U stetige
Ableitungen <p'(t), ?/(<) besitzt, oder eine Kurve, die aus
endlich vielen solchen Kurvensticken zusammengesetzt ist.
Dann versteht man unter dem Kurvenintegral ersteckt
Uber G das Integral

i'pdx + Qdy

=1 (p o0 vy PO+ #)) yiopet.

t,
Ist Pdx -\-Q dy einvollstandiges Differential, also

dpP d
Q , S0 ist das Kurvenintegral zwischen zwei Punkten
ay X

eines einfach zusammenhéngenden Bereiches B vom Wege
G unabhéngig. Ist G eine geschlossene Kurve, so ist das
Integral Uber G somit gleich Null.

Ist B ein abgeschlossener «-fach zusammenhangender Bereich
und bedeutet G seine n Begrenzungen, so ist das Integral Gber G
Null, wenn die einzelnen Begrenzungen so durchlaufen werden,
daB das Innere des Bereiches zur selben Seite, etwa zur linken,
bleibt. Unter dem Integral Gber G versteht man dabei die Summe
der Integrale Uber die einzelnen Begrenzungen.

16.) Integralsatz von Gaull: Es ist

it J e
wobei die Bezeichnungen von Nr. 15 gelten und der Rand G
im positiven Sinne durchlaufen wird.

§ 103. Komplexes Integral. Funktionentheorie.

1.) Der Begriff des endlichen Grenzwertes einer Folge kom-
plexer Zahlen wird wie im Reellen definiert (vgl. § 87). Analog
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zum Reellen wird auch der Begriff der Funktion w—u+ tu
einer komplexen Variablen z= x + iy gefalt-, wobei an Stelle
des reellen Zahlenintervalles ein Bereich B der Gaufischen
Zahlenebene tritt, in welcher der reelle und der imaginare Teil
der komplexen Zahl z, also X und y als rechtwinklige Koordinaten
gedeutet werden. Eine eindeutige Funktion w = /(z) ordnet als-
dann jedem Punkte des Bereiches B der z-Ebene einen Punkt der
u)-Ebene zu, und man erhalt als geometrische Deutung der Funk-
tion eine Abbildung der einen Ebene auf die andere. Ent-
sprechend zum Reellen werden auch die Begriffe Grenzwert einer
Funktion und Stetigkeit eingefihrt (§8 87 und 88). Uber die
im folgenden verwendete Kurve G im Bereiche B vgl. § 102, 15.

2.) Die Funktion w— /(z), welche in einer Umgebung
der Stelle z stets eindeutig erklart sei, heilt an dieser Stelle

differenzierbar, wenn

li-+0 "
(h eine komplexe Variable) existiert und endlich ist. Die
Existenz dieses Grenzwertes zieht fur den reellen und den
imaginédren Teil der Funktion, also u(x, y) bzw. v(x, y), die
Existenz der partiellen Ableitungen 1. Ordnung nach sich.
AuBerdem bestehen die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen (vgl. § 110, 4)

du dv du dv

dx dy " dy dx '
Es gelten die Differentiationsregeln.

Ist. die Funktion f(z) an jeder Stelle des Bereiches B
differenzierbar, so heif3t sie eine in diesem Bereiche regulére
Funktion.

Eine regulére Funktion /(z) liefert an den Stellen z, fur
welche /'(z)=j=0 ist, eine konforme (winkeltreue) Abbil-
dung mit Erhaltung des Richtungssinnes.

3.) Integralsdtze. In B sei /(z) eindeutig und stetig,
z0 und z1 seien zwei Punkte von B, die durch die in B ver-
laufende Kurve G verbunden werden mégen. Dann existiert
das bestimmte Integral
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J t@) dz= J f(z)dz= ] udx —vdy-\-in udy + vdx.
e S C

Ist /(z) in dem einfach zusammenhéangenden Bereiche B
reguléar, und ist & eine geschlossene Kurve in B, so ist

f t(z)dz=o.

Das Kurvenintegral zwischen zwei Punkten des Bereiches ist
dann also vom Wege unabhéngig (Cauchijschcr Integral-
satz).

Hinsichtlich der Kurve 5 und mehrfach-zusammenhéngender
Bereiche vgl. § 102, 15.

Ist wieder f(z) in dem einfach zusammenh&ngenden Be-
reich B reguldr, so stellt das Integral

F§)= Ttz

*

falls die obere Grenze zx variabel gedacht wird, eine in B
j analytische Funktion von zx dar, und cs ist F'(2i) = ftzx).

Ist j(z) in B hoéchstens mit Ausndhme von z0 regular und
ist G eine geschlossene Kurve in B, welche z0 umléuft, so
heiBt das in positivem Umlaufssinn erstreckte Integral

G
des Residuum von /(z) im Punkte z0.
Ist f(z) mit Ausnahme von endlich vielen Stellen in B regular
; und umschlieBt G alle diese Stellen, so ergibt das letzte Integral

die Summe der Residuen an diesen Stellen (Cauc/iyscher Rcsiduen-
satz).

Ist /(z) in B reguldr und lauft z auf der geschlossenen den
Punkt z0einmal umschlieBenden Kurve G, so gilt bei positivem
Umlaufssinn
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(Caucliysche Integralformel) und fur «=1,2,3,...

d. h. eine einmal differenzierbare Funktion ist beliebig oft
differenzierbar (im Gegensatz zum Reellen, wo dieser Satz
nicht gilt).

4)) Potenzreihen.

Die Begriffe Konvergenz, Divergenz, absolute und gleichmaRige
Konvergenz werden wie im Reellen definiert, insbesondere gelten
auch alle S&tze des §94 fur Potenzreihen mit komplexen Koeffizien-
ten und der komplexen Variablen z, wobei an Stelle des Konvergenz-
intervalles der Konvergenzkreis vom Radius g tritt.

Ist /(a) an der Stelle z0 regulér, so existiert eine und nur
eine im allgemeinen unendliche Potenzreihenentwicklung fiir
j(z) an dieser Stolle

deren Konvergenzradius nach § 94, 2 zu berechnen ist. Jede
reguldre Funktion ist somit auch analytisch (vgl. § 95, 4).
Umgekehrt stellt jede nicht nur fir z — z0 konvergierende

00
Potenzreihe E c,(z— z0)n eine in ihrem Konvergenzkreis

reguldre (analytische) Funktion dar.
Ist0 < r< qund ili das Maximum von | f(z) | auf dem Kreise
|z— z0| = r, so ist

(Cauchysche Abschatzungsformel).

Satz von Abel: Konvergiert die Potenzreihe in einem Punkte
f auf dem Konvergenzkreis, so stellt sie eine in jedem abgeschlos-
senen Dreieck stetige Funktion dar, dessen Ecken der Punkt
f und zwei weitere Punkte im Inneren des Konvergenzkreises sind.



Komplexes Integral. Funktionentlieorie. 223

5.) Verhalten im Unendlichen.
Das Unendliche wird in der Funktionentheorie geometrisch
als Punkt gedacht. Man sagt, eine Funktion /(a) habe eine

Eigenschaftim Unendlichen, wenn/”~-j diese Eigenschaft an
der Stelle 2= 0 hat. Z.B. ist /(a) im Unendlichen reguléar, wenn

/(-) fur|2]< rdie Entwicklung/(-) = Z cnznbesitzt, wenn

\zJ " 110 @Bc

also J(z) fur 121> - die Entwicklung /(a) —Z — besitzt.
* n=o2n

6.) Singulare Stellen.

Im Kreisring um den Punkt z0 als Mittelpunkt mit den
Radien rl und r2> rl; wobei auch r2= 0 oder r2= 00 sein
darf, sei j(z) regular. Dann IaBt sich j(z) in eine Reihe von
der Form entwickeln

/(a) = Z cn{z— z0)n+ ~Zcn(z — 20)n,
=0 n=—1

von welcher der erste Bestandteil fir |z— z0\ < r2 und der
zweite fur |z— z0| > rx konvergiert, und es ist fur alle

ganzen n
Cn= = Jf{zﬁ%ni-ld

wobei £ im Inneren des Kreisrings den Punkt z0 einmal im
positiven Sinne umléuft (Laurenlschc Entwicklung).

Ist rx= 0, und sind nicht sdmtliche c,, mit negativem n
Null, so heiBt Zg eine isolierte singuldre Stelle. Sind
nur endlich viele solche cnvorhanden, und ist — in die héchste
negative Potenz von z— z0, so heil3t z0 ein Pol von der
Ordnung m. Sind dagegen unendlich viele negative Po-
tenzen vorhanden, so heit z0 wesentlich singuléar.

Eine regulére Stelle heiBt Nullstelle von der Ordnung
m, wenn in der Potenzreihenentwicklung c0= cl— mmm=
= 0> em==0 ist.
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Ist /(z) innerhalb der geschlossenen, sich nicht selbst
schneidenden Kurve E eindeutig und bis auf endlich viele
Pole regular und auf E reguldar und von Null verschieden,
so ist, wenn E im positiven Sinne durchlaufen wird,

Q'_m l\(/l)d => N — P,

d. h. gleich der Anzahl N der Nullstellen minus der Anzahl P
der Pole innerhalb von E, wenn jede solche Stelle gemaR
mihrer Ordnung gez&hlt wird.

7.) Spezielle Funktionen.
Die einzige Funktion, welche in der ganzen Ebene einschl.
des Unendlichen regular ist, ist die Konstante.
Die einzige Funktion, welche die Ebene umkehrbar eindeutig
und konform auf sich abbildct, ist die lineare Funktion
az+ 6
W —gz7 V4
Sie bildet die Gesamtheit aller Geraden und Kreise auf sich ab.
Die Funktion w = z“ bildet die schlichte z-Ebene auf die
»-fach Uberdeckte w-Ebene ab, wobei Ound co »-fache Windungs-
punkte sind. Im einzelnen ergibtnsich ihr Verhalten und das der

n-deutigen Umkehrfunktion w = ]/zaus dem Satz von Moivre (§6).
Eine Funktion, welche in der ganzen Ebene eindeutig und bis
auf Pole regulér ist, ist eine rationale Funktion. Besitzt die Funk-
tion lediglich im Unendlichen einen Pol, so ist sie ganz rational.
Ist der Konvergenzradius einer Potenzreihe unendlich, so heif3t
die durch sie dargestellte Funktion eine ganze transzendente, falls
sie nicht ganz rational ist. Zu diesen gehéren

< 2n
e*: J . -t ’
(tom1
ev + e~iz . ef'— e"’z
cos § = -z , smz=

2t

Es ist e1+2n = e~ Durch die Funktion <f, welche im Un-
endlichen wesentlich singular ist, wird ein Parallelstreifen zur
x-Achse der z-Ebene von der Breite auf die volle «'-Ebene ab-
gebildct, wobei die Rander des Streifens auf einen Halbstrahl von
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0 nach co in der w-Ebene fallen. Vgl. §96,5. Die Umkehrungs-
funktion von ez ist die unendlich vieldeutige Funktion Log z

Es gelten folgende Formeln:
arc cos z=1i Log (z+ i |/l — z2),
are sin s —i Log ([/l—a2— iz),

arc tg z= Nostia'?.

XIV. Abschnitt.

Differentialgeometrie.
§ 101. Ebene Kurven.
1) Darstellungen einer ebenen Kurve:
1) y= I(x), Il.) F(x,y) = 0, IIl.) x=<p{t), y= vyi)
(Parameterdarstellung), IV.) r = /(&) (r,#Polarkoordinaten).
Alle auftretenden Funktionen werden hier und im folgenden
als analytisch vorausgesetzt,, falls nichts anderes gesagt ist.

Unter der positiven Richtung der Kurve y = f(x)
versteht man diejenige Richtung, welche wachsenden x-
Werten entspricht. Ist die Kurve in der Parameterdarstellung
gegeben, so empfiehlt es sich, diejenige Richtung als positive
festzusetzen, welche wachsenden ¢-Werten entspricht. Beide
Festsetzungen sind identisch, wenn y(t) > 0ist. Alspositive
Richtung der Kurve r= /(#) wahlt man die Richtung
wachsender &

2.) Bezeichnungen:

dy . d?y
V
\Y, F-21 F - *1
1 8x’ 2 8y’ 1 dx2’
d2F d2F
FWW F 2l= ~ &5
dxay oy-

Burklen-Ri ngleb, Mathematische Formelsammlung. 15
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dw ,  dw ,  d~cp " d-w
V:Jt'V:Jp'*:Jp’-..
dr , o dfr
dtt * T  dd2°'
Es ist:
Fi_Vv’
\% F,
_ Fu F\ - 2F12F,Ft+ Fn Fj Yy -’ ep”
Fl '3
(s- § 91).
Diese Beziehungen gestatten, die im folgenden fur 1.)
angegebenen Formeln in die fur 11.) und I11.) glltigen um-
zurechnen.

3.) Das Bogenelement.
Die Bogenlédnge s der Kurve von einer Stelle x0 ab ist eine
Funktion von x. lhre Ableitung nach x ist

JH 'IT .

wo die Wurzel positiv zu wéhlen ist, wenn s mit x wachsend
definiert wird.

ds= ]/dx2+ dy2
ist das Bogenelement. Ferner ist

Auch hier ist die Wurzel positiv zu wéhlen, wenn man fest-
setzt, daR die Bogenlédnge in Richtung wachsender # bzw. i
positiv gerechnet werden soll.

Die gesamte Bogenlange von xgbis xx bzw. voni?0 bist?] ist
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4) Tangente und Normale.

Die Tangente im Punkte x,y der Kurve ist die Gerade
mit der Richtungskonstanten tg r, wo r den Winkel zwischen
der positiven x-Achse und der positiven Richtung der Geraden
bezeichnet. Dabei versteht man unter der positiven Richtung
der Tangente diejenige Richtung, welche der positiven Kurven-
richtung entspricht. Es folgt

! d 1 dx
sinr = y — y,COST::-"

:r:
Y+ / ds i/i+z/5 ds

Die Kurve steigt mit wachsendem x, wenn y’ >0, sie
fallt, wenn y' < 0 ist. Isty' — 0, so ist die Tangente der
x-Achse parallel, isty' = o0, so ist sie der y-Achse parallel.

Gleichung der Tangente (|, laufende Koordinaten,
X, ¥ Koordinaten des Beruhrungspunktes):
1)yr- V= y'd- x), 1) F& - x)+ F2(v—y) = 0,

1) g - x)w'-{v -y)<p'= 0.

Dreht man die positive Tangente um den positiven
Winkel 90°, so erhélt man die positive Normale (s. Fig. 36).
Ihre Richtungskonstante ist

;, ihre Gleichung also in Y

y
der Form 1.) /7 1N
ty/.t [
Vey = cdio-s o « o,
]
Unter den Langen t und .« \ §
n von Tangente und Nor- 0" 1Py sn

male versteht man ihre Ab-
schnitte zwischen dem Be-
rihrungspunkt x, y der Tangente und der x-Achse. t und n
sind positiv oder negativ, je nachdem die Schnittpunkte mit
der x-Achse auf den Kurvenpunkt im positiven oder negativen
Sinne folgen. Die Projektionen von t und n auf die x-Achse

15.

Fig. 36.
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(vom FuBpunkte der Ordinate des Beruhrungspunktes aus
auf der & Achse positiv oder negativ gerechnet) sind die
Subtangente stund die Subnormale s,. Dann gilt

t= —L J/i+ y2tn= -y]/l + y'2 st= ——,s,, = yVy.
y + -t y

Polarkoordinaten: Die Langen von Polartangente t
und Polarnormale n sind die Sticke von Tangente und
Normale zwischen dem Kurvenpunkt und den Schnittpunkten
mit dem Lot in 0 auf dem Ra-

diusvektor (s. Fig. 37). Die Po-

larsubtangente st und die Po-

larsubnormale sn sind die Pro-

jektionen von t und n auf das

Lot. Dem Strahl OP werde als

positive Richtung die von 0

nach P zugeordnet. Die posi-

tive Richtung des Lotes mdge

die sein, welche man erhélt,

Fig. 37. wenn man OP um -f- 90° dreht.

sei der positive Winkel zwischen der Richtung OP und der
Richtung der Tangente in P. s, und s, werden von 0 aus
positiv oder negativ gerechnet, je nachdem diese Strecken
mit derpositiven odernegativen Richtung des Lotes zusammen-
fallen. Dann gilt

fgM =7 . I= ~ 7 1~ + F2, n= 1/r2+ r'2,
r ro+ +

5.) Asymptoten.

Definition 1I: Eine Gerade heilt Asymptote einer
sich ins Unendliche erstreckenden Kurve, wenn die Ent-
fernung eines Kurvenpunktes von der Geraden gegen Null
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strebt, sobald der Punkt sich langs der Kurve nach dem
Unendlichen bewegt.

Falls Asymptoten parallel zu den Achsen vorhanden sind,
haben sie die Gleichungen

rj= limy, bzw. f = limx.
X—>C0 y—00

Jede der y-Achse nicht parallele Asymptote hat eine Gleichung
von der Form

rj= mC+ b,
wo
«
m= lim-, I —hm (y —mx)
% X—ub>
ist.
Definition Il: Eine Asym ptote ist eine Gerade, welche

die Grenzlage einer beweglichen Tangente darstellt, deren
Beruhrungspunkt sich langs der Kurve nach dem Unend-
lichen bewegt. (Definition | ist allgemeiner als diese Defi-
nition.)

Es sei
71—mE + b
die Gleichung der Asymptote. Dann ist
m= limy"', b= lim (y —mXx).
X—>C0 X—>CC

Ist die Kurve in Polarkoordinaten gegeben r=/(#),
so erhdlt man die Richtung einer Asymptote (Def. 1l) aus
der Gleichung

Ihr Abstand vom Pol ist
lim &= limi—
r—p» r—<x\ I
6.) Die x-Achse liege horizontal mit der positiven Rich-
tung nach rechts. Dann ist y == f{x)
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konvex nach unten,wenn y" >0,

konkav " ” y" < 0
ist. Eine Stelle, fur die y" = 0, dagegeny'" rfr Oist, stellt
einen Wendepunkt dar (s. Nr. 7, vgl. auch §99, 2).

7.) Berihrung zweier Kurven.

Zwei Kurven f(x) und <p(x) berthren sich an der Stelle x0
von n-ter Ordnung, wenn
f(?0) = <P(X0). t'(x0)= <P (x0>f"(x0)= ~"fco). oo

. I(n\* 0) = <PM (*0).
dagegen
f(n+2) (xQ rk 'n+l)(a-0)
ist. Eine Beruhrung n-ter Ordnung kann als eine Grenz-
lage aufgefaBt werden, bei welcher n + 1 Schnittpunkte
der beiden Kurven in einen zusammenfallen.

Die Gerade y = mx + b berdhrt im Punkte x0,y0 die
Kurve y — f(x) von nter Ordnung, wenn
I'(*,)= », I"(io)= [""(4)= < = [(n)(zo)= O, /<"™+1}io)+ O
und 6= /(*,) — *<,/'fco)
ist. Der BeriUhrungspunkt heift Wendepunkt, wenn
n gerade, Flachpunkt, wenn n ungerade ist.

Das Berthren ist mit Schneiden oder Nichtschneiden
im BeriUhrungspunkt verbunden, je nachdem die Beriuhrung
von gerader oder ungerader Ordnung ist.

8.) Der Krummungskreis.

Der Krimmungskreis einer Kurve ist derjenige Kreis,
der mit der Kurve eine Berithrung mindestens zweiter Ordnung
im Punkte x, y hat. Der Krimmungsradius ist

Unter der Krimmung der Kurve versteht man den Wert
—, wo dieser Ausdruck positiv oder negativ genommen

wird, je nachdem y" j2- 0, die Kurve also konvex oder konkav
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nach unten ist. Die Koordinaten des Krimmungsm ittel-
punktes sind
T_ ., tixi

Ist die Kurve durch x = <p{t), y = ip(t) gegeben, so hat man

o— /(y'2+ y'2)3 y_  _y'(y'2z+ y'2
99— g 1ocp'\pt — xpiep" *

y _¥+ 0 £+ 0 .
Rip — P
Die Quadratwurzel ist positiv zu wéhlen (s. Nr. 1 und 3).
Fur eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve ist

W+ T>*?

e= 2+ 2r'2—rr" >’
Es ist ferner

Hierbei bedeutet A x denjenigen gerichteten Winke), um den
man die erste von zwei Tangenten, deren Berihrungs-
punkte den Bogen A s einschlieBen, drehen muB, damit
sie ihrer Richtung nach mit der zweiten zusammenféllt.
Das Differential dz heilit Kontingenzwinkel. Es st
auch

dxd2y — cPxdy

ds2
1 dx d&A-dfx
q ds ds

Der zum Kurvenpunkt x,y gehdrige Krimmungsmittel-
punkt ist der Grenzpunkt, dem die Schnittpunkte zweier
Normalen zustreben, wenn sich die zu den Normalen ge-
horigen Kurvenpunkte dem Punkt x,y unbegrenzt nahern.
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9.) Evolute und Evolvente.

Die Evolute einer Kurve ist der geometrische Ort ihrer
Krimmungsmittelpunkte. Die Gleichung der Evolute wird
erhalten, indem man aus den Gleichungen fir X und Y
in Nr. 8 unter Benutzung der Kurvengleichung x und y
eliminiert oder eine der Koordinaten alsParameter beibehalt.
Die gegebene Kurve heilBt Evolvente. Jeder Krim-
mungshalbmesser ist Normale zur Evolvente und Tan-
gente an die Evolute. Die Differenz zweier Krimmungs-
halbmesser ist gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, biegsamer und
unausdehnbarer Faden in straffer Spannung abgeldst, so
beschreibt jeder Punkt des Fadens eine Evolvente.

10.) Singulédre Punkte.

Fir die Kurve F(x,y) = 0 seien an der Stelle x,y die
partiellen Differentialquotienten 1. Ordnung Fx= Fx= 0,
dagegen die partiellen Differentialquotienten 2. Ordnung
nicht samtlich Null. Dann besitzt die Kurve an der Stelle x, y
zwei Differentialquotienten, welche der Gleichung

genligen. Die zugehdrigen Tangenten sind daher reell ver-
schieden, zusammenfallend oder imaginédr, je nachdem

ist. Die Kurve besitzt an der Stelle x,y einen zweifachen
Punkt und zwar, den drei obigen Fallen entsprechend, einen
eigentlichen Doppelpunkt, eine Spitze (Ruckkehr-
punkt, evtl. Selbstberihrungspunkt) oder einen
isolierten Punkt. Der Punktx, y ist eine Spitze erster
oder zweiter Art, je nachdem die Kurve in der N&he der
Spitze auf beiden Seiten oder nur auf einer Seite der Doppel-
tangente verlauft.

Man erhélt die evtl. vorhandenen zweifachen Punkte
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einer Kurve, indem man das Gleichungssystem F1= 0,
F2= 0 nach x und y auflést. Genlgen die erhaltenen L0-
sungen auch der Kurvengleichung F(x, y) — 0 — das braucht
nicht der Fall zu sein —, so liegt ein zweifacher Punkt vor,
falls Fn, Fu, F2 nicht samtlich verschwinden.

Sind dagegen sdmtliche partiellen Ableitungen 2. Ordnung
Null, so ist der Punkt mindestens ein dreifacher. Alsdann

differenziert man die obige in d—}n/ quadratische Gleichung

d
nach x und erhdlt eine in d-y kubische Gleichung. Die Dis-
X

kussion von deren Diskriminante liefert die verschiedenen
dreifachen Punkte, die eine Kurve besitzen kann. Sind auch
die partiellen Ableitungen 3. Ordnung samtlich Null, so wird
nochmals differenziert, usf.

Besondere Punkte im Ursprung 0. Es sei

A+ (Bx+ Cy)+ (Dr2+ ExXxy + Fy2) + eos
+ (Pain+ Qx"~ly + mmm+-Syn)— 0
die Gleichung einer Linie u-tcr Ordnung. Ist nun

«) -4= 0, so geht die Linie durch 0, und esist Bx-\-Gy
— 0 die Gleichung der Tangente in O;

R)A= B=C—0, so ist 0 Doppelpunkt, und es ist
Dx2+ Exy + Fy2= 0 die gemeinschaftliche Gleichung der
Tangenten in 0. Ist dabei E2— 4DF ~ 0, so sind dieselben
bzw. reell getrennt, reell zusammenfallend oder imaginér,
und 0 ist bzw. eigentlicher Doppelpunkt, Spitze (bzw.
Selbstberihrungspunkt) oder isolierter Punkt; usw.

11.) Enveloppen von Kurvenscharen.

Die Gleichung F(x,y,j>)— 0, wo p ein veradnderlicher
Parameter ist. stellt eine (einparametrige) Kurvenschar
dar. Die Gleichung der Einhullenden ergibt sich (falls eine
solche existiert) durch Elimination von p aus den Gleichungen
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Die Einhillende hat mit jeder Kurve der Schar mindestens
einen Punkt gemeinsam. Dieser ist Beruhrungspunkt, wenn
er nicht ein singularer Punkt der zur Schar gehdrigen Kurve
ist.

12.) Quadratur der Kurven.

Der Flacheninhalt J des Stiuckes der Ebene zwischen
der Kurve y = /(z), der z-Achse und den Geraden z — z0,
X = Zj ist

(Vgl. § 102,1.)

Die Flache zwischen den zu i)a und i)1 gehérigen Radien-
vektoren der Kurve r—/($) ist

V.

13.) Spezielle ebene Kurven.

A) Algebraische Kurven.
1. Neilsche Parabel y — axA.

2. Lemniskate (z2-f-y2)2— a2(x2—y2)= 0 oder
r2(r2—a2cos W) = 0.

3. Konchoide x2y2= (b+ y)2(a2—y?2).

4. Cissoide y2(a —z) = z3.

5. Descarlesschcs Blatt z3+ y3= 3axy.

6. Cassinische Kurve (z2-f-y2)2 —2a2(x2 —y?2)

=V - a\
7. Kardioide (y2-)-z2— ax)2— a2{x? + y2) oder
r= a(l -f- cos#).
8. Astroide z$ + tB = a*.
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B) Transzendente Kurven.
X

1. Logarithmische Linie y = mea
2. ((ettenlim'e y —»\Mn+ e ).

3. Zykloide, beschrieben von einem bestimmten Punkt P
auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf einer Geraden
rollt (a Halbmesser des rollenden Kreises, a, Mittelpunkts-
abstand von P, M Mittelpunkt des rollenden Kreises,
i= arc KCPil/M, X Beruhrungspunkt, Anfangslage: t= 0,
x —0, y —a— 0j):

jx= at —axsint,
ly —a—axcost.

4. Epizykloide, beschrieben von dem PunktP (s. B 3),
wenn der Kreis auf der AulRenseite eines Kreises um O (Halb-
messer b) rollt (Anfangslage: t= 0, x — 0,y = a+ b— ax):

x= @+ §sina  pj%nat by

at ad-b
y — (a+ 6)cos — cos -- mt,

5. Hypozykloide, beschrieben von dem Punkt P (s. B 3),
wenn der Kreis auf der Innenseite eines Kreises um 0 (Halb-
messer b) rollt (Anfangslage: t—0,x=0,y —b— a -f- %):

, . .. at . b —a
(b —a)sin ~ —alsin —— t,

. at . b—a
y= (b— a) cos ~ -f- 6j cos —-— t.

Die Zykloide, ebenso die Epi- und Hypozykloide, ist
die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nachdem
a, a

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r= ad.
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7. Parabolische Spirale r2= 2 pc).

8. Hyperbolische Spirale r =
v

9

9. Logarithniische Spirale r= i»e*.

10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwischen
einem festen Punkt des Kreises und dem Beruhrungspunkt,
0 Mittelpunkt des Kreises, a sein Radius, t Winkel zwischen
ir-Aehse und dem auf der Normalen der Evolvente senkrechten
Radius, Spitze der Kurve: t= 0,r = a-&= 0):

r—aj/l + 2, ®&= t— arctgt.

§ 105. Raumkurven (doppelt gekrimmte Kurven).

1.) Darstellungen einer Raumkurve.

(x,y, z rechtwinklige Koordinaten).

1) x= 9t), y—y), z— xp{l) (Parameterdarstel-
lung). Vektoriell: b= (x,y, z)= b(0 (vgl. 88 76 und 77,2).

11) y = cpy(x), z= (p2(x) (Darstellung durch die Projek-
tionen der Kurve auf die (x,y)- und die (x,i)-Ebene).

1) f(x,y,z)= 0, F(x,y,z)~ 0 (Schnitt zweier
Fléchen).

Als die positive Richtung der durch 1.) dargestellten
Kurve wird diejenige festgesetzt, welche wachsenden Werten
von t entspricht.

2.) Das Bogenelement der Kurve T) ist

ds — )'cp'2-j- y'1+ cp2 (i,
J-

wo die Akzente die Differentiation nach t bedeuten. Die

Bogenlange der Kurve von f0 bis ly ist
h

s= f Y<p2+ y2+ cp2dt.

o
Imagindre Kurven (d. li. solche Kurven, deren Parameter-
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darstellungen durch komplexe analytische Funktionen gegeben
werden), deren Bogenladnge Null ist, heiBen M inimalkurven.

3.) Bezeichnungen:

dx , d3x " d3x
H =X" d? = X’ ds3~ X
dy_ &y_“" d*y_”'
ds J’ ds3 J ds3 J
dz , clz . CPz
ds ~’ ds2 * ds3

Es gilt

X1+ y'2+ 22=1; XX | yy"+ ¢¢" = 0-
4) Das begleitende Dreikant.

a) Die Grenzlage einer Sekante durch zwei Kurven-
punkte, welche sich einander unbegrenzt nadhern, ist eine
Tangente der Kurve. Die beiden zusammenfallenden
Kurvenpunkte bilden den Berihrungspunkt. Die positive
Richtung der Tangente entspricht der positiven Richtung
der Kurve.

Die Grenzlage der Ebene durch eine Tangente und einen
Kurvenpunkt, welcher sich dem BeriUhrungspunkt der Tan-
gente unbegrenzt néhert, heiBt Schmiegungsebene.

Die Ebene, welche auf der Tangente senkrecht steht und
durch deren BerUhrungspunkt geht, heiBt Normalebene.
Jede Gerade dieser Ebene, welche durch den Beruhrungs-
punkt geht, heilt Normale. Diejenige Normale, welche in
der Schmiegungsebene liegt, heiBt Hauptnormale. Die
positive Richtung der Hauptnormalen ist die Richtung vom
Kurvenpunkt nach dem auf ihr gelegenen Mittelpunkt des
Krimmungskreises (s. Nr. 5). Die Normale, welche auf der
Schmiegungsebene senkrecht steht und gegen die Tangente
und die Hauptnormale so orientiert ist, wie die z-Achse
gegen die x- und die ?/-Achse, heilft Bin or male. Die Ebene
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durch Tangente und Binormale heilt rektifizierende
Ebene.

b) Das begleitende Dreikant, gebildet aus Tangente,
Haupt- und Binormale, existiert in jedem Kurvenpunkte,
der nicht singuldr ist, d. h. in jedem Kurvenpunkte, fir
den nichts:', y*, z' oder y'z"—y"z', z'x"— z"x", X'y"—Xx"y'
gleichzeitig verschwinden.

c) Die (positiven) Winkel (5S 180°), welche Tangente,
Haupt- und Binormale mit den Achsen einschlielen, mdgen
entsprechend der folgenden Tabelle bezeichnet werden:

X y z
Tangente o R v
Hauptnormale | m n
Binormale X R \%

Zwischen den Kosinus dieser W nkcl bestehen Formeln
welche denjenigen von § 79, 2 analog sind,

d) cosa=a:"', cosB —y', cosy —z'\
cosl=pa;"™, cosm—gy"™, cosn= gz';
cos X= g(y'z" —z'y"), cosjil— g{z'x" —x'z"),

cosv= g (xXy"—yx").
(Uber g vgl. Nr. 5.)
Die Einheitsvektoren

til= (cos<x, cosR, cosy),

b2 = (cosi, cosm, cos»),

03= (cos cos fi, cos r)
heilen bzw. Tangenten-, Hauptnormalen- und Binormalenvektor,
wobei

do d-ti
Br = = beb2= QN = 6> b3 = [»1 »al

und b* 4= 0 ist.
Ist X, y, z ein fester Kurvenpunkt und bedeuten f, rj, £ lau-
fende Koordinaten, so ist
A(E-x) + B(r,-y)+ C(Z-2)=0
die Gleichung der Normalebene, der rektifizierenden Ebene
oder der Schmiegungsebene, je nachdem man fur A, B, C
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die Richtungskosinus der Tangente, Hauptnormale oder Bi-
normale einsetzt. Entsprechend stellen
C—x_rj—y_ C—1z
A~ B ~ G

die Gleichungen der Tangente, Hauptnormalen oder Binor-
malen dar.
Vektoriell, wobei j — (f, 7£):

Normalcbene: (j— b) b*—0

Rektifizierende Ebene:

(i—byb"=10
Schmiegungsebene:
j= b+ M+ vti" (Parameterform)
oder (j— b, b", b"™) = 0 (Determinantenform)

Tangente: j = b+ ib,

Hauptnormale: j = b+

Binormale: j = b+ ib3 (Parameterfonnen).

5.) Die Krimmung.

Derjenige Kreis, welchem der Kreis durch drei Kurven-
punkte P, Px, P2 zustrebt, wenn sich Pl und P2 dem Punkte
P auf der Kurve unbegrenzt ndhern, heiBt Krimmungs-
kreis. Er liegt in der Schmiegungsebene. Sein Mittelpunkt
heift Krimmungsmittelpunkt und liegt auf der Haupt-
normalen. Sein Abstand g von P heit (erster) Krim-
mungsradius. Die Senkrechte zur Schmiegungsebene im
Krimmungsmittelpunkt ist die Krimmungsachse. Es
ist nun:

1 _1//"cos«\2 Idcos M2 fdcosy"'
g (1 ds / \ ds ) \ ds
+

(KrimmungsmaR).
Vektoriell: —= |/b"2
7?7 +
Die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes sind
X=x+g*x\ Y=y+ g*y", z= s+ eV\
Vektoriell: SB—b -f- e2
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Ist Ax der Winkel, um den sich eine Tangente dreht,
wenn man ihren Berihrungspunkt um den Bogen As auf der
Kurve fortschreiten 14Rt, so ist das MalR der Krimmung auch

1 dz . AX
= y-= hm — .
Q As—0 (A S

Das Differential dx — J&;'"2+ y"2+ z"2ds heilBt Kontin-
+

genzwinkel.
6.) Die Torsion (Windung).

Es sei Am&der Winkel, um den sich die Binormale dreht,
wenn der zu ihr gehdrige Kurvenpunkt um das Stuck As
fortschreitet. Dann versteht man unter der Torsion den
Grenzwert

= . = hm - ".
ds ¢s>0As
r ist der Torsionsradius, das Differential di} der Tor-
sionswinkel. Man legt der Torsion einen positiven oder
negativen Wert bei, je nachdem die Kurve an der Stelle so
gewunden ist wie ein Korkzieher oder entgegengesetzt.
Man sagt auch, die Kurve sei gewunden wie eine rechtsgéngige
bzw. linksgdngige Schraube.
Es ist

1 | j'd cos X\2 (d cos jx 2 jd cos v\2
r \jl ds j 1 ds j I ds J

1 ds Ai}
g

X’ X7 X
z"2+ JM2+ 3 y'y y

Die Wurzel hat das Zeichen des rechts stehenden Aus-
drucks.
Vektoriell: ..
r ur2
Eine Kurve ist dann und nur dann eben, wenn die Deter-
minante identisch Null ist.
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7.) Formeln von Frenel:
d cos x cos | d cosRB cosm dcosy cos n

ds g ’ ds g ’ ds g
d cos | cos<x cosX dcosm cos R cos /X
ds g r ' ds g r ’
dcosn cosy cos v
ds g ~ r !
d cos X cos I d cos /x cosm dcosv cosn
ds r 7 ds r *ds r
Vektoriell:
dal _ 02
ds Q
ds - n r
do3 = ' 9
ds r*

8.) Die ganze Krimmung.

Es sei Ax der Winkel, um welchen sich die ITauptnormale
dreht, wenn der zu ihr gehdrige Kurvenpunkt um den Bogen
zIs fortschreitet. Dann heil3t

1 dx AXx
R= ds = “ As
die ganze Krummung, und es ist
1 (dcos22 Idcosm\2 Idcosn\2 1 1
R2~ \~ir) + 1 ir i + V 55 J= g2+ ?-'
dx2= dz2+ d&2.

9.) Die rektifizierenden Ebenen der Kurvenpunkte P
und Pj madgen sich in der Geraden G schneiden. Dann hei3t
diejenige Gerade, welcher G zustrebt, wenn sich der Punkt Pj
auf der Kurve unbegrenzt dem Punkte P né&hert, die rekti-
fizierende Kante von P.

lhre Kichtnngskosinus sind:

litrklen-Kingleb, Mathematische Formelsammlung. 16
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[cos A cosa\ , /cos a cos/?"
cosa= R [ — , coso= R 1 1
q ro) \'g
. lcosn  cosy'

cosc= A 3

\ 9 r
Ihre Gleichungen sind demnach:
| —x n—y

'z —zy g —x 7 X"y —y et
Fir den Winkel d zwischen der rektifizierenden Kante und
der Tangente geltendie Formeln:

. R , R .o,
smd = — cosd=s —, tgd= —.
(o] r q

10.) Die Schmiegungskugel.

Diejenige Kugel, welcher die Kugel durch vier Punkte
P,PVPVP» der Kurve zustrebt, wenn sich die Punkte
Pj, P2, P3 unbegrenzt dem Punkte P auf der Kurve néhern,
heilt die Schmicgungskugel im Punkte P.

Die Koordinaten ihres Mittelpunktes sind

dp
A= x4-pcosl+ r— cos
ds

i dp
Y= y+ pcosin r cos /I,
ds

5 dp
Z=1 p cosn r-- cosv.

ds

Vektoriell: 3L= o0 -j- p2+ tq' 63

Fur ihren Radius 9t folgt:

9t*=e*.+ (re,a)>
wo q" in den beiden letzten Formeln die Ableitung von n nach
der Bogenldnge bezeichnet. Der Mittelpunkt der Schrnie-
gurgskugcl (Schmiegungsmittelpunkt) liegt auf der
Krimmungsachse. Sein Abstand vom Krimmungsmittcl-
punkt ist r g". Dieser Abstand ist positiv oder negativ,
je nachdem die Strecke vom Krimmungsmittelpunkt bis zum
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Schmiegungsmittelpunkt mit der positiven Binormalen
gleichgerichtet ist oder nicht.

Der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln heil3t
Polkurve.

11.) Spezielle Raumkurven.

Eine Kurve, welche vollstdndig auf einer Kugel liegt,
heilt sphérisch. Eine Kurve, deren Krimmung nicht
konstant ist, ist dann und nur dann spharisch, wenn der
Radius der Schmiegungskugel einen konstanten endlichen
Wert hat. Fur sphérische Kurven gilt:

g+ g"r2+ gn' — 0.
Beispielx2+ y2+ 22 = a2, x2+ y2—ax = 0.

Unter einerallgemeinen Schraubenlinie versteht
man eine Kurve, welche die Mantellinien einer beliebigen Zy-
linderflache (s. § 106,11) unter konstantem Winkel schneidet.

Die Schraubenlinie des geraden Kreiszylinders hei3t
gemeine Schraubenlinie. [Ihre Gleichungen lauten:

x— acosl, y= asint, 2= At

2n
(h = Gangunterschied, a = Zylinderradius).

12.) Berihrung zweier Kurven.

Die Kurven y = f(x), z= g(x) und y = F(x), z= G(X)
berthren einander im Punkte x von der Ordnung n, wenn
/1(*) = F(x), f(x) = F\x),..., I«(*) = FM (*),

9{x) = G(x), g’(x) = G'(x),..., jwfcr) = GM(x),
dagegen nicht gleichzeitig

ye+i)(x)= F(ntl)(x), 3n+1(a:)= ()
ist.

Derjenige Kreis, der mit einer Kurve eine Beruhrung
maoglichst hoher Ordnung eingcht, ist der Krimmungskreis.
Die Beruhrung ist im allgemeinen von 2. Ordnung.

16*
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§ 106. Krumme Fléachen.
1.) Darstellungen einer Fléache.

1.) x= <p(u,v), y= v), s= vyi{u, v)\ (w, v Parameter).
Vektoriell tu= (x,y,z)= In(u,v) (vgl. 8876 und 77,1).
I.)e=f(x,y). Ill.) F{x,y,z) = 0.

Es wird vorausgesetzt, dal die Funktionen 1.) in einem
gemeinsamen w, v-Bereich erklart sind und nicht zwei der
drei Funktionen

3a: dy aydx dydz dzdy dzdx dxdz

dudv dudv’ dudv dudv' dudv dudyv
und damit die dritte identisch verschwinden.

Umrechnungen: Will man die im folgenden fur 1.) auf-
gestellten Formeln in die fur 11.) gulltigen umwandeln, so
hat man

u= x, v—y
zu setzen.
Bezeichnungen:

dl _df 8*1 02f , g 2f
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{ FI Fv Fj F3F2Z F2F3Fj3+ F, F2F33j,

'2FB~ 2F2Fg FB-f- FIF2}.
FI X

2.) Fundamentalgréen 1. Ordnung:

1) E- [6x\2 . fdy? Tdzy

\du>

dx dx dy Sy dz dz
dudv ~dudyv dudv '
dx\2
dv * (rJ

Vektoriell: E = mg, F = mumt, G— mg.

1) E=1+f- F=m, G=1+f.
3) Tangentialebene und Flachennormale.

Die Tangenten aller durch einen Punkt x, y, z der Flache
gehenden Flachenkurven liegen in einer Ebene, der Tangen-
tialebene der Flache mit dem Beruhrungspunkt x,y, z. Das
Lot auf der Tangentialebene im Berihrungspunkt ist die
Normale der Flache.

Gleichung der Tangentialebene (£,?/, £ laufende Koor-
dinaten):

dx dx
du dv
d 0
o ©
dz dz
du dv

Vektoriell, wenn x = (f,y, £): (j— tu) [tu«mA = 0.
Gleichungen der Normalen:
£E—X_rj—y —2
X ~ Y z
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wo
dp dz dz dy dz dx dx dz
v dudv dudyv dudv dudyv
[ = —_
1/EG — F2 /EG-F?2
+

dx dy dy dx
dudv dudv
JEG-F2

ihre Richtungskosinus sind.
Vektoriell, wenn 38 — (X, Y,Z):

IEG—F-'

Normalerigleichung: je= m+ (28 (Parameterdarstclhmg).

Dadurch, daBR man der Wurzel ein positives Zeichen gibt,
ist auf der Normalen eine positive Richtung festgelegt. Denkt
man sich den Flachenpunkt im Ursprung, die positive Tan-
gente der Linie v = const. zusammenfallend mit der positiven
s-Achse und die positive Tangente der Linie u = const. in
der &, t/-Ebene gelegen, und zwar auf der derpositivenj/-Achse
entsprechenden Seite der a:-Achse, so fallt die positive
Richtung der Normalen mit der positiven z-Achse zu-
sammen.

Fur die Darstellungen 11.) und I11.) ist bzw.:
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4.) FundamentalgréBen 2. Ordnung:

YA+ dwe ¥ Jaw

_ + A o\
13u3u dudu dudu J
322 52v 322
dudyv o dudv v dudv
ldXdx dYdy , 3232 1
T13u 88 * AJdYT Taumw o

_(dXdx_  di?JdLjrd™~1
1dv du dv du dv du

N- X — Y Qiy -1-Z —

st2t Y YV Y30

_jdX3® 3F3y 373a1l
13i>30~"3u3v~r~3t>3t; J

Vektoriell:

£ = — twSB,, = tuuu SB,

M ——to,,SB, = — tu,,SBU= raus SB,

N —— tov 38,, —)u,.,, SB,

oder auch

T = (lpu<’”™ . |°»)
JEG — F-
e

M = (ldot.I»u.IP»)
| £EG—F2 "’
4-

A7 (ne Ly’ lud)
Veg-
4

Formeln von Wangarten:
(FM—GL) tu« + (FL— EM) tov
EG—F2
(FN— GM) inc + (FM — EN) m,
SB» =
EG—F2
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Formeln von GauR:

1
tuce = 111 U + 5 io»+ £23,
\ 1

112 1 122 It>,,+ il/SB,
1221 22
tu- (ir u+ (9 ta, + um,
wobei
|11 1 GEu-2FFu+ FE,, 11 -FEu + 2EFuU-EEO
11} 2 zI2 2 2 zlI2
112 GEV— FGu |12 EGu- -FEV
111 2212 ’ 2 2z12
|22 1 —FGv4-20Fc—GGu 22 EGv - 2FF» + FGtl
\ 1/ 2212 {12 21212 {
Xu Xv X
zZl = yuyvY
Zu2vh
Die Symbole J | heiBen Christoffelsche Dreiindizessymbole.
Formeln von Mainardi-Codazzi:
1\, . f11 {12 (12)
121"
MV4-”21 |9 N= Nu+ 122U - . M.
113 In

5.) Kurven auf der Fléche.
Das Quadrat des Linienelements der Flache ist
ds2= Edu2+ 2Fdudv+ Gdv2

Differentialgleichung der Minimalkurven der Flache:
E du2+ 2 Fdudv + Gdv2= 0.

Die zu u= konst. und v— konst. gehdrigen Kurven
der Flache heiBen Parameterlirrien. Die Richtungen der
Kurven u— konst.. v— konst., welche bzw. wachsenden Wer-
ten vund u entsprechen, mégen die positiven Richtungen dieser
Kurven sein. Dann gelten fir die Richtungskosinus der
Tangenten der Parameterlinien die Formeln: u = Kkonst.:
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1 dx 1d 1 dz
cosdu= - — , COSp« = —:— , COSyu = — — .
/0 5b 1/0 5» /IGOv
v = konst.:
1 dx 1 dy 1 dz
COS«,= —, COS/t,= — = ,  COSy, = — - .
TEdu 1/Edu \/Edu

Der Winkel co(0:=j co¢i180°), welchen die positiven Richtun-
gen der durch den Flachenpunkt u, v gehenden Parameter-
linien miteinander bilden, ist gegeben durch

F . \'EG~~F*
cosco= -p =, sinco= }— —mm .
TEG YEG

Samtliche Wurzeln sind positiv zu wéhlen.

Die Parameterlinien stehen aufeinander senkrecht,
wenn F — 0 ist.

Die Winkel, welche eine beliebige Kurve F (mit der Fort-
schreit ngsricktung dv :du) der Flache mit den Parameter-
linien bilden, erhéalt man aus

\/IG ds
. IEG-F*dv
sin(r,»,= — jl=— s -

6.) Die Krimmung.

Satz von Meusnier: Eine Ebene durch die Flachcn-
normale schneidet die Flache in einem Normalschnitt.
Ein Schnitt, welcher die Flachennormale nicht enthalt,
heil3t schiefer Schnitt. Es sei R der Krummungsradius des
Normalschnitts, p derjenige eines schiefen Schnitts durch
dieselbe Tangente, i) der spitze Winkel, welchen die Schnitt-
ebenen miteinander einschlieBen. Dann ist
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0= R cos;?.
Der Krimmungsradius des schiefen Schnitts ist die Projektion
des Krimmungsradius des Normalschnitts auf die Ebene
des schiefen Schnitts.

dv
Die Krimmung des zur Fortschreitungsrichtung —

gehdrigen Normalschnitts ist
Il __Ldu2+2Mdudv + Ndv2
R Edu2+ 2F dudv -f- Gdv2'

R istpositiv, wenn diepositiveRichtungder Hauptnormalen des
Schnittes mit der positiven Flachennormalen Ubereinstimmt.
Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen, fir welche
R einen groBten (R{) und einen kleinsten Wert (ff2) erreicht,
heiRen Hauptnormalschnitte. Aj und ff2 werden aus
den Gleichungen

1 1 _LG-2 MF+ NE
~R EG-Fr ~ "'
11 LN — M-
T+;'T2- eg- f2
bestimmt. ~ + heil3t die mittlere Krimmung,
w — das Gaul sehe KrimmungsmalR der Flache.
"1 2

Punkte, fur welche
L-.-M :N= E :F :G
ist, heilen Nabel- oder Kreispunkte. Die Krimmung in
einem Flachenpunkt heillt elliptisch, parabolisch oder
hyperbolisch, je nachdem
LN-M?\|0
ist.

Satz von Euler: Ist ™ die Krimmung eines Normal-
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Schnitts und B der spitze Winkel zwischen der Ebene dieses
Schnitts und der ersten Hauptkrimmungsebene, so ist
1 cos2(*) sin2(w
R Rl + R2 =m
Sind pj und 02 die Krimmungshalbmesser zweier aufein-
ander senkrechter Normalschnitte, so ist

1+ 1-JL+ L.
Qi Qi Ri 12
7.) Abbildung von Flachen aufeinander.
Unter einer Abbildung einer Flache
x= <p{u,v), y=yu,v), z= rp{uv)
auf eine Flache
x= ipH U, y=y@wv, z= 0,0
versteht man eine Zuordnung der Punkte beider Flachen
durch Gleichungen
tt= 0(u, V), v= IF(u, u).
Insbesondere liegt eine Abbildung zweier Flachen aufeinander
vor, wenn sie dieselben Parameter U =u,v—v haben.

Eine Abbildung heilt flachentreu, wenn jedes Flachen-
stick in ein inhaltsgleiches Ubergeht, winkeltreu (kon-
form), wenn jeder Winkel in einen gleichgrofRen ubergeht,
langentreu, wenn jedes Kurvenstick in ein gleichlanges
abgebildet wird.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir eine
flachentreue Abbildung ist

80 d'F S 0060 _~" TEGAF*
du dv du dv VIUG — F~"

Sind die Flachen durch gleiche Parameter aufeinander
abgebildet, so ist die notwendige und hinreichende Bedin-
gung dafur, dalR die Abbildung winkeltreu (konform) ist:

E:F:G—E:F :G.

Man sagt, zwei Flachen lassen sich aufeinander ab-

wickeln (verbiegen), wenn sie Iladngentreu aufeinander
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abbildbar sind. Zwei durch gleiche Parameter aufeinander

abgebildete Flachen sind aufeinander abwickelbar, wenn
E=E, F=F G=G

ist.

Satz von GauRB: Das KrimmungsmalR bleibt bei
einer beliebigen Verbiegung der Flache ungedndert. Oder:
Sind zwei Flachen aufeinander abwickelbar, so haben sie
in je zwei entsprechenden Punkten gleiches Krimmungs-
mafR (nicht umkehrbar).

Die in die Ebene abwickelbaren Flachen haben
Uberall das Krimmungsmafl? Null und umgekehrt.

8.) Ausgezeichnete Kurven.

Die Richtung eines Linienelements und die Richtung
der Geraden, in welcher sich die Tangentialebenen in den
Endpunkten des Linienelements schneiden, heiBen kon-

jugiert. Sind , 2= konjugierte Rich-

tungen und <x B die Winkel, welche sie mit der ersten Haupt-
krimmungsriehtung bilden, so ist

A -f- §1(%-f- N = 0,
tg«. tg = — ~

Im Falle L= M —N = 0 (Flachpunkt) sind je zwei be-
liebige Richtungen konjugiert. Die in konjugierten Rich-
tungen verlaufenden Kurven eines Netzes heillen konjugiert.
Die Parameterlinien sind konjugiert, wenn M = 0 ist.

Richtungen, welche sich selbst konjugiert sind, heiflen
Asymptotenrichtungen, die zugehdrigen Kurven Asym -
ptotenlinien (Haupttangentenkurven). lhre Differen-
tialgleichung ist

Ldnm2+ 2ilidudv+ Ndvli—O0.

Die Parameterlinien u = konst. bzw. v = konst. sind Asym-
ptotenlinien, wenn N = 0 bzw. L — 0 ist.
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Die Kurven eines Netzes, welche in jedem Punkte der
Flache in den Hauptkrimmungsrichtungen verlaufen, heifen
Krimmungslinicn. Sie sind, abgesehen von den Krcis-
und Flachpunkten, senkrecht zueinander und konjugiert.
Ilhre Differentialgleichung ist

di'? — dudv du2
E F G =0.
L M N

Die Parameterlinien sind Krimmungslinien, wenn F — 0,
M = 0 ist.

Kurven, deren Schmiegungsebenen die Flachennormalen
enthalten, heilen geodéatische Kurven. Die Differential-
gleichung der geodétischen Kurven v = v(u) ist

i IdE BE, IdF 1dG\. 2 T
E+ Fv -—-—v+{,—-—1a £ 'k
2 du dv dv 2du) _
. , dF I1dE dG , 1dG ~ U
I A —— —+ -V + -1 t-+ G
du 2 dv du 2 dv
., dv d2v,
wobei 'v — ,v = | st
du du2

Die kiuirzeste Entfernung zweier Punkte auf der Flache gehort
einer geodatischen Kurve an (nicht umkehrbar).

9.) Minimalflachen sind Flachen, deren mittlere Krim-
mung Null ist. lhre Differentialgleichung lautet
GL-2F M+ EN = 0.
10.) Hullflache. Die Gleichung
F(z,y,z,v) = 0,
worin p ein verénderlicher Parameter ist, stellt eine Flachcn-
schar dar, welche eine Hiullflache besitzen kann. Die Glei-
chung der Hullflache ergibt sich durch Elimination von p aus
I N(x,V,zP)= 0 und



254 Differentialgeometrie.

Enthalt die Gleichung der Flache zwei voneinander
unabhéngige Parameter p und g, so ergibt sich die Gleichung
der Hullllache als Elinhnationsresultat von p und q aus

dF dF
F(x,y>z,V,?)=0, ~ =0, = 0.

11) Erzeugung von Fléachen.
Allgemeines: Enthalten die Gleichungen
V,z,p)=0 wund f(x,y,z,p)= 0

einer Linie einen verdnderlichen Parameter p, so stellen
sie eine bewegliche (verénderliche) Linie dar. Die Gleichung
der durch die bewegte Linie erzeugten Flache wird erhalten,
indem man aus den beiden Gleichungen p eliminiert.

Enthalten  die Gleichungen F (x,y,z,p,q,...) —0,
f(x,y,2z,p,q,...) == 0 n verénderliche Parameter p,q, ...,
die durch n — 1 Gleichungen miteinander verbunden sind,
so ist die Gleichung der erzeugten Flache das Eliminations-
resultat der n Parameter p,q,... aus den beiden Gleichungen
F—0, /= 0 und den n —1 Bedingungsgleichungen.
Letztere sind in der Regel der analytische Ausdruck dafir,
dall die bewegliche Linie auf n — 1 festen Linien gleitet.

Regelflachen werden erzeugt durch die Bewegung
einer Geraden; da die Gleichungen einer Geraden im allge-
meinen vier Konstanten (Parameter) enthalten, sind drei
Leitlinien ndtig. Man unterscheidet abwickelbare und
windschiefe Regelflachen. Bei den ersteren liegen zwei
unendlich nahe Mantellinien in einer Ebene (z.B. Zylinder-
und Kegelflache), bei den letzteren nicht (einschaliges Hyper-
boloid, hyperbolisches Paraboloid).

A) Zylinderflachen.
I. Leitlinie: 1.) cp(x,y,z)= 0,
2) y(x,y,z)=0.
Erzeugende: 3.) y= mz + y0, 4.) x= pz + X0.
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Eliminationsresultat von a, y, z aus 1.) bis 4.):
50 Vo) = 0.
Gleichung der Zylinderllaclie:
6.) F(x —pz, y —mz)= 0.
1. Allgemeine Gleichung der Zylinderflachen:
F[(ax + by + cz+ d), (axx+ \y + cxz+ dj]= 0.

B) Kegelflachen.
Spitze. (Xj, y2, Cj).
I. Leitlinie: 1) <p(xy, z) = 0,
2.) y>(x,y,z) = 0.
Erzeug. Mantellinie: 3.) x — x1— p{z — z2),
4y y~Vi= m\z~ 2i)-
Eliminationsresultat von x, vy, z aus 1.) bis 4.):
5.) F(m,p)= 0.
Gleichung der Kegelflache (Elim.-Rcsultat von m und p
aus 3.) bis 5.)):

. -Jdh
{Z --h
Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung der
Kegelflache F = 0, d. h. sie ist homogen (vgl.
§ 85, 6).

Il. Allgemeine Gleichung der Kegelflachen:
plI<hx +\y + clz+ dl a2x + b2y + c2z + d2\= Q
\'ax+ ly+ cz+ d ° ax-f-ly+ cz+ d J

C) Drehflachen.
I. Z-Achse ist Drehachse.
Erzeugende: 1.) <p(x,y,z)= 0, 2.) yj(x,y,z) — 0.
Parallelkreis: 3,)x2+ y2=r2, 4.) z=d.
Bedingungsgleichung (Elim.-Result. von x, y, z aus 1.)
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bis 4.)): 5.) F(r,d)= 0; Gleichung der Drehfliichc (Elim.-
Result. von r und d aus 3.) bis 5.)):
6.) F (I/a;2+ y2,z) = 0.
1. Drehachse durch den Punkt @0, y0, zQ, tx, B,
Richtungswinkel derselben:
Erzeugende: 1.) und 2.) wie bei I.

Parallelkreis: | =~ ~ e’
araflelkreis A.)x costx+ ycos B+ zcosy —d— 0.

Bedingungsglcichung (Elim.-Resultat von X, y, z aus 1.)
bis 4.)):

5.) F(r,d) = 0.
Gleichung der Drehfliiche (Elim.-Resultat von r und d
aus 3.) bis 5.)):

cX(F(V(x~ *0)2+ iV~ Vof+ 0 - 7?0)2<
| xcos<x-f-ycosB+ zcosy)= 0.
Geht die Drehachse durch den Ursprung, so geht 6.)uber in
6'.) E(l/a-2+ y2jr z2, xcostx+ ycosB + zcosy)=0.

D) Konoidflachen.

Eine Konoidflache entsteht, wenn eine Gerade sich so
bewegt, dalR sie die z-Achse und eine Leitlinie bestéandig
schneidet und dabei der AT-Ebene parallel bleibt.

Leitlinie: 1.) cp(x, y, z)— 0, 2.) y(x, vy, z)— 0.
Erzeugende: 3.) V- m, 4.)z= d

Elim.-Resultat von x, y, z aus 1.) bis 4.):
5.) F(m, d)—0.
Gleichung der Konoidflache (Elim.-Resultat von
m uud d aus 3.) bis 5.)):
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Beispiel: Schraubenflache (Wendelflachc): Die Leit-
linie dieser Konoidflache ist die Schraubenlinie:

X= acost, y= asint, z—m ,
2n
deren Achse die z-Achse ist. Die Gleichung der Sehrauben-
flache ist: - = tg ZKA'
X

XV. Abschnitt.
Differeiitialgleicliungen.
§ 107. Allgemeines.
1.) Man versteht unter einer gewodhnlichen D iffe-

rentialgleichung n-ter Ordnung eine Gleichung von

der F -
er rorm Ffr,y,y,y”,..., 5= 10,

wo F eine gegebene Funktion der in der Klammer stehenden
GroRen ist. Die gegebene Differentialgleichung lésen (inte-
grieren), heiBt alle Funktionen y — <p(x) zu bestimmen,
welche zusammen mit ihren ersten n Ableitungen nach x:
y' = y" = mm- yw = " nx)

die gegebene Differentialgleichung identisch befriedigen.

2.) Die allgemeine Lo6sung (das allgemeine Litegral)
einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung
hat die Form

y = cp(x, Cx C2,.. ..Gn),

wo Cv C2, ..., Gnwillkurliche voneinander unabhéngige Kon-
stanten sind. Differenziert man umgekehrt eine solche
n-parametrige Funktion «-mal nach x und eliminiert aus den
(n + 1) Gleichungen die Grofen CVC2 ..., C,, so erhélt
man eine gewo6hnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

3.) Erteilt man den Konstanten spezielle Werte, so erhélt
man eine partikuldre Ldsung.

Birklen -ttingleb, Mathematische Formelsammlung. 17
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AuBer der allgemeinen Losung kénnen noch Ldsungen exi-
stieren, die im allgemeinen nicht durch spezielle Wahl der Kon-
stanten erhalten werden. Sie heilen singulédre L6sungen.

§ 108. Gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung.
Durch eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
V>y') — 0 wird jedem Punkte x0, /0, fur den F(x, vy, y')
definiert und eindeutig nach y' auflésbar ist, eine Richtung
y' zugeordnet. Die allgemeine Lodsung stellt eine einpara-
metrige Kurvenschar dar, deren Kurven an jeder Stelle
Xg, y0 jene Richtung als Tangentenrichtung besitzen.

I. Lésungsmethoden¥*).
1) Trennung der Veranderlichen.
Die allgemeine Ldsung der Differentialgleichung
M (X)N(t/)dx + P(x)Q(y)dy= 0,
wo M, P Funktionen von x allein, N, Q Funktionen von y
allein sind, ist

2.) Integration vollstdndiger Differentiale.
Wenn fir die Differentialgleichung
M(x,y)ix-\- N(x,y)dy = 0
die Bedingung
3M _ cW
dy dx
erfallt ist, stellt die linke Seite der Differentialgleichung
ein vollstandiges Differential dU dar, und die allgemeine
Losung ist

U+ C= fitdx + fFAN - A /'mdx dy+ C= 0

3.) Methode des integrierenden Faktors (Euler-
scher Multiplikator).

*) Unter der Voraussetzung, daf Lesungen existieren.
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Die Funktion ji= pi(x,y) wird so bestimmt, daB
X, ¥) {M(x, y)dx + N(x,y) dy)
ein vollstandiges Differential wird, /x muB der (partiellen)
Differentialgleichung
(dMm BN\ 8 fx , dfi

gentigen und ist aus dieser zu bestimmen.
4.) Transformation.
Es werden zwei neue Veranderliche u, v vermittels der
Gleichungen
x= X(u,v), y= Y(u,v)
eingefihrt. Man findet

dF dy

jr- + 75—V
f_ ou oll

d x aT /

3733

dv . . . . .
wo v = oy gesetzt ist, und die leferentlalgelc%ung

F(x>\y )= 0 geht Uber in die Gleichung
8y dY

f1X M, YU, v -

du dv
Diese kann einfacher sein als die gegebene Gleichung.

5.) Wiederholte Differentiation.
Gegeben sei die Differentialgleichung in der Form

a) y = ip(x,p), p= y"
Vollstdndige Differentiation nach x ergibt
do dtp dp

n dx~"~dp dx '
Aus dieser Differentialgleichung zwischen x und p sucht man
17
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p als Funktion von x, oder x als Funktion von p zu bestimmen
und erhalt durch Einsetzen in die gegebene Gleichung ent-
weder y als Funktion von x, oder x und y als Funktionen des
Parameters p.

b) X= cp(y,p), p=Yy.
Vollstdndige Differentiation nach x ergibt

dy dpdx dy dpdy
Hieraus sucht man p als Funktion von y, oder y als Funktion
von p zu bestimmen. Die Einsetzung in die gegebene Glei-
chung liefert entweder x als Funktion von y, oder x und y
als Funktionen des Parameters p (vgl. Il, 7,8).

Il. Spezielle Differentialgleichungen.

1.) Die homogene Differentialgleichung y* ==/(""* )¢

Transformation: u=x, Vv = —.
X

f-~-+c
Allgemeine Losung: u= eJ IW—V

2.) Die verkirzte (homogene) lineare Differential-
gleichung y' = fO(x)y.
Ldsung durch Trennung der Verdnderlichen:
y= Celd
3.) Die lineare Differentialgleichung y' = fO(x)y + ii(x).
yO0 sei eine partikuldre Lésung der zugehdérigen verkirzten
Gleichung y' = /0(x)y. Dann lautet die Transformation

u—x, v— —. Allgemeine Lo&sung:
%

y= ed'Udx {fk ix) e~FLK)k dx + C].

4.) Die Bernoullische Differentialgleichung y'= f0o{x)y
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+ fi(x)yn geht durch die Transformation u= x, v=y "
in eine lineare uber.
5.) Die verallgemeinerte homogene Differentialgleichung

<piy){xy -y) + YW, ¥)y'+ y>xy) = 0
geht durch die Transformation u= x, v = v in eine Bei-
X

noullischc Uber.

0.) Die allgemeine Riccatische Differentialgleichung

y' = Jo(™)y2+ zti(x)y + U(x)
ist geschlossen integrierbar, wenn eine partikulare Ldsung
y0 bekannt ist. Alsdann fuhrt die Transformation u=x,
v =y —y0auf eine Bernoullischc Gleichung. Das allgemeine
Integral der Riccalischen Gleichung hat die Form
_ C<pl(x) + 92(x)
Co>3(x) + (pt{x)

Unter der speziellen Riccatischcn Differentialgleichung

versteht man die Gleichung
y'+ aill = bxm,
wo a, b, m Konstanten sind. Im Falle m — 0 ist sie durch
Trennung der Verédnderlichen integrierbar. Sie ist fernerinte-
grierbar, wenn
4 k
m-~ |~ 2k

{k eineganzeZahl) ist, und zwar durch wiederholte Anwendung
der Transformation

1 1

H '

X-yt ax
welche die spezielle Riccatische Gleichung in eine ebensolche
Uberfuhrt. Diese lautet

-
X = XIm+3, y =

+ ®IL\W i\ bei
dxj I xi \ wobei

B> , a m+ 4 .
m+ 3° bi = rn~;l'%> mi= — 3Ist-
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7.) Die Clairaulsche Differentialgleichung y = px-\- f(p),

p —y'. Lo6sung durch Differentiation. Allgemeine Ld&sung

y — Cx + f(C). Singuldre Losung (s. 111) x = — f(p),
= —pf(v) + f(v) (P Parameter).

8.) Differentialgleichung von Layrange y = xf(p) + <p(p),

p —y'. Losung durch Differentiation. Allgemeine Lésung:

i"W?p. v'(v f |
X = E—Jrll—|\\,/\§7-pv . /r v) eliw-r dp + C}.
1 J f(P)~P 1

Singulare Lésung: x = — ,y= —~ ~ f(p) + <p(p)

(p Parameter).

I1. Singuldre Lo6sungen.
1.) Die Gesamtheit aller Punkte der Kurve, welche man
durch Elimination von p aus den Gleichungen
8F
F(X,y,p)=0, ~ =0
erhéalt, bilden eine singuldre Losung der Differentialgleichung
F(x,y,p)= 0, p=y', falls fur alle diese Punkte

‘dF , dF n

und fur keinen dieser Punkte

dx dy
oder

dp2
ist.
2.) Es sei <p(x,y,G) das allgemeine Integral der Diffe-
rentialgleichung. Dann bilden alle Punkte der Kurve (der

Einhillenden) a

<p{X,y,C): 01 ¢ N = 01
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fur welche nicht
djp= djP= 0
dx dy

oder

He2 ©

ist, eine singuldre Lésung der Differentialgleichung. Diese
gehort der singularen Ldésung 1.) an.

IV. lsogonale Trajektorien.
Die Kurven einer einparametrigen Schar, welche sdmtliche
Kurven einer gegebenen einparametrigen Schar unter dem-

selben "Winkel# schneiden, heilen isogonale Trajektorien.
Tst

F(x,y,C)=10
die Gleichung der gegebenen Schar, so findet man die Diffe-
rentialgleichung der isogonalen Trajektorien durch Elimi-
nation von C aus der gegebenen Gleichung und aus

(de 4 dF _#)\” . (idF ,#_q\F #\d 0
— cos# — J—sin#) iia;-j- ( — sin#-j- ~—cos — 0.
\dx _(ij | ! \d x de ; y
Fur die orthogonalen Trajektorien (#=90°) geht

die letzte Gleichung Uber in

dF dF

-°dx -fJ dy= 0.
dy dx

§ 105). Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
und Systeme von simultanen Differentialgleichungen.
1.) Durch die Differentialgleichung 2. Ordnung
F(x,y,y'y")= 0
wird jedem Punkte x, y und einer Fortsclireitungsrichtung y"
in diesem Punkte, soweit F(x, y, y', y") definiert und nach y*
eindeutig auflosbar ist, ein Wert y" und damit eine be-
stimmte Krummung zugeordnet. Jede Ld&sungskurve hat

an der Stelle x, y diese Krimmung.
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2.) Die Differentialgleichung F(y,y")=0.
a.) y" = f(y), allgemeine Ldsung

/e dy . .

J 1/2fj(y)dy+ C1 2'
b.) y= f(y"). Man setzt y" = p und findet

. rm N o+ cCc,,s4m
J V%fpi'(p)dP+ Ci
c.) F(y,y") = 0. Man bestimme die Funktionen cpund y>
so, daB y = <p(t) und y" — ip(t) die gegebene Gleichung
erfillen. Dann ergibt sich
cp'(l) dl .
-/ \M2ly(h<p'(t)dt + C1
3.) a) Die Differentialgleichung
F(x, yM, yen+l), ..., i/n+™= 0
geht durch Einfuhrung von t/n)= p Uber in die Differential-
gleichung
F(x,v,p', mm-,P{m) = 0-
b) Die Ordnung der Differentialgleichung
Fiy,yuy",. . ym=0
wird um L vermindert, wenn man ?' = p einfihrt und y als
unabhéngige Veranderliche betrachtet:
F(y.p.p\ .- p(n_1)= 0.
¢) Wenn die Differentialgleichung
F(x,y,y\y",. . 2Mn)= 0
in bezug aufy, y', y",.. homogen ist, kann ihre Ordnung
durch Einfuhrung der neuen abhé&ngigen Verénderlichen

v = —um 1 erniedrigt werden.

4.}3 Lineare Differentialgleichungen.

a) Die homogene (verklrzte) lineare Differer
tialgleichung nter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten lautet:

AN+ My -+ hym-2)+ — Bn-iy"'+ a>y= 0
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Unter der charakteristischen Gleichung dieser Diffe-
rentialgleichung versteht man die algebraische Gleichung «ten
Grades
cp(@) = n-f «J Q*-t -Faz2z~- + f- Q+ an—0.

1.) (p{n) —O0 habe die voneinander verschiedenen Wurzeln
Qu Qu mm<Q m Dan» lautet die allgemeine Loésung der Diffe-
rentialgleichung

y= Cle®*+ C2& *- 1 b Gne”x

Sind gl— a -f- ib, g2= a— ib konjugiert komplex, so kann

man Gl e?"* -f- C2 durch cax(A cos (bx) + B sin (bx))
ersetzen. Cx ..., C,, A, B sind willkirliche Konstanten.
11.) Ist gx eine jyfache, g2 eine jyfachc,..., om eine
r -fache Wurzel von g>(g) —0 + r2-f--——-—-2%rn= n),
so lautet das allgemeine Integral
y = (CH-j- C\2a+ eoomj- ari—i1)
+ eQz(C2 -j- CR2* + eee-§e G2txr'~1)

+ cQIW(Gmi + G,2x + Gmrmx'm~ i),
wobei die Ca- willkiirliche Konstanten bedeuten.

Ist eine r-fache Wurzel komplex, so ist auch eine r-fachc
zu dieser konjugierte Wurzel vorhanden, und die zugehdrigen
konjugiert komplexen Glieder des allgemeinen Integrals lassen
sich, wie bei 1.), zu einem reellen zusammenfassen.

b) Die lineare homogene Differentialgleichung

x"yn)-f a.jz'*-1 -f- a2xn~2ik7- 2) -1 f a,_ixy’
+ «»!/ = 0,
worin «j,...; g» Konstante sind, geht durch die Transfor-

mation x = ¢“ y —v in eine lineare homogene Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten uber.

c) Die allgemeine lineare Differentialgleichung
n-ter Ordnung lautet
yn)+ h(x) + f2(x) 4 fn-t(x) y

+ L (x)yT= ().
Die Differentialgleichung, welche entsteht, wenn man f(x)
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durch 0 ersetzt, heilt die zugehdrige homogene (ver-
kurzte) Differentialgleichung.

Ein System ylt ..., yn von partikuldaren Integralen der
verkilrzten Gleichung heil3t linear unabhé&ngig, wenn die
Gleichung Clyl+ m— b G, yn— 0 mit konstanten Clt..., G,,
nur bestehen kann fir C1—C2= ... = G,,— 0. Andern-
falls heilen yv ..., ynlinear abh&ngig. Die notwendige
und hinreichende Bedingung fir die lineare Unabhangigkeit
der yv ...,yn ist, daR die Wronskische Determinante

Viy'ieoome2/<"-])
20222«

2n2in- me. 27711
nicht identisch verschwindet. Ein linear unabhéngiges
System yt,.. ,,yn heilt auch ein Fundamentalsystem.
Es seiyv .. ,,ynein Fundamentalsystem von partikuldaren
Integralen der verkiurzten Gleichung. Dann lautet die allge-
meine Ldésung der allgemeinen Gleichung:
y — Cjfli+ mme+ G,yn,
wobei jetzt Gv ..., Gn Funktionen von x sind, deren erste
Ableitungen GI[,..., Gn sich aus dem folgenden linearen
Gleichungssystem bestimmen lassen:
AVA byn —o
y1C[ + ---+ ynCn=0

y[n~2)C[ -i byph~2)C = o
yic-i}c;+ ...+ jd-«cC; 1(*).

Setzt man
i=1,2,....,n,
so lautet also das allgemeine Integral
y = 2/i( ] Fi{x)dx + H bVvn(/ Fn(x)dx +

wobei Kv . . K,, willkiurliche Konstanten sind (Methode
der Variation der Konstanten).
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d) Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
V' )Y+ kix)d= 0
v
geht durch die Transformation u = x,v = - in die Riccatische

Gleichung
V' + [2(«) + h(u)v+ v2= 0

Uber. Umgekehrt kann jede Riccatische Gleichung in eine
lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung uber-
gefuhrt werden.

5.) Systeme von simultanen Differentialglei-
chungen 1. Ordnung.

Zwischen den n + 1 Veranderlichen

xli ¥2e e exm N

mogen die n simultanen Differentialgleichungen 1. Ordnung
bestehen:

x\ = Xx2>x2X<+mMxn, 0.
x2 = U fa, x2>x3 xn,t),
dx
xn ~ fn{xi,X2,X3, ...,Xn,t), Wobei Xv= (v= 1,2,...«).
Die Funktionen x,(t), x2(1),. . xn(t), welche dem System

gentigen, werden gesucht.

Man kann zur Bestimmung jeder der Funktionen eine
Differentialgleichung n-ter Ordnung zwischen zwei Ver-
anderlichen folgendermalen herleiten:

Aus x\ folgt durch Differentiation

Kl ~~dx, 1+ dx2X2+ + dxnXn+ dt e
Durch Einsetzen der gegebenen Ausdricke fur x» Xv ..., Xn
in diese Gleichung erhélt man eine Beziehung

X\ — APz(XV A2» '+t xns>0
und entsprechend durch Differentiation dieser Gleichung
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X[ == X2, ¢ «., Xnt I)i
XN o= (pn{x~ X2l . . ., 0*
Aus den Gleichungen x\, x2 x<"-D werden x2,x3, ..., Xn

bestimmt und in die Gleichung xM eingesetzt. Man erhélt
eine Gleichung von der Form

xW>=ipx(xIt Xv x[*,..., -D.i).
Entsprechendes gilt fur x2,x3, .. ., xn.

6.) Eulersehe Differentialgleichung der Varia-
tionsrechnung. Es sei f(x,y,y') eine dreimal stetig
differenzierbare Funktion von x, y, y'. Dann muB eine Kur-
ve y(x), welche durch die Punkte xv yy, 62 vy, geht, eine
stetigeAbleitung y' besitzt und dem Integral

\]/(*- y.y")dx

einen groRten oder kleinsten Wert erteilen soll, folgender
Differentialgleichung geniigen:

oder ausfuhrlich:
= kyx—hy ¥ — Fyy~ ¥ —0.

§ 110. Partielle Differentialgleichungen.

1.) Unter einer partiellen Differentialgleichung
1. Ordnung versteht man eine Gleichung von der Form

Fx v,z p9)=Q
dz dz . . .
wov—Tr-, q= ist. Eine solche Gleichung ldsen, heif3t
0X dy

alle Funktionen z — (p(x, y) bestimmen, welche zusammen
mit p und q die Gleichung erfillen.
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2.) Die lineare Differentialgleichung
P(x, V,2)P + Q(x,V>2)? = Ar,y, 2).
Man integriert das System
dx dy dz
~R‘
Seine Losungen (Charakteristiken) seien
cp{x,y,z) = Clt y>xvy,z)= C2
Dann ist yi — W{cp)
die allgemeine Loésung der gegebenen Gleichung, wobei W
eine willkurliche Funktion ist.
3.) Die Differentialgleichung F(x,y,z,p,q) = 0.
Zur Losung dieser Gleichung integriert man das System (S)

dx dy dz
dj= dF BF
dp dg ~dp~~dg
*1 = _ d* = du
dF BF dF , dF

wo u als unabhéngige Veranderliche gedacht wird. Die ge-
suchten Funktionen x,y,z,p,q mdgen fir u=u 0 die der
Gleichung F = 0 genlgenden Anfangswerte a0,y0, z0, p0, q0
annehmen, so dal die Ldésungen lauten:

X — <Pi{u\x0,y”"z0,p 0,q0)

V ~ F2(M! x0>flo. 20. Po. 70)

2= x 0<Po> 20. Po. 70)

p = tp~u; x0,y0, z0, p0, q0)

q— % («; 20>Po. 20. Po, 70)-

Sie enthalten drei wesentliche Parameter. Die ersten
drei Gleichungen stellen daher eine dreiparametrige Kurven-
schar dar (die Charakteristiken).

Die beliebigen Funktionen x0=x0(v), y0 — y0(v), z0 — z0(v)
mogen fur v— v0 obige AVerte x0,y0,z0 annehmen, jedoch
nicht die beiden ersten Gleichungen (S) erfillen. Die Funk-
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tionen p0— 79(v), q0— qO(v) werden aus den Gleichungen
P(x0(v), yO(v), z0(v), p0, q0)= O,
dzo0 dxo,, dWw
dv 0dv 0dv
bestimmt. Dann ergibt sich als Lésung die Flache
X= cp™u,Vv), y= (pAu, V), z= <g3(u, v).

4) Die Laplacesehe Differentialgleichung

d2z d2z
dx2”~ dy2

Jede Funktion z= z(x,y), welche dieser Differential-
gleichung genigt, heillt eine harmonische oder Potential-
funktion. Das allgemeine Integral der Gleichung ist

2= Wx(x + iy)+ W2(x —iy)
(T, 11*2 willkurliche Funktionen).

Die Funktion u + iv= u(x, y) + iv(x, y) istdann und nur
dann eine analytische Funktion, wenn uund v stetige
partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzen, welche denCauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

du dv du dv
dx dy’ dy d x
genigen.

Der reelle Teil u und der imagindre Teil v einer analy-
tischen Funktion sind Potentialfunktionen.

5.) Die Eulersehe Differentialgleichung

Das allgemeine Integral ist
z= T\\(x -f- Ajy) + IV2(x + ?22y),
wobei und 22 die Wurzeln der Gleichung
C/2+ 2BI1+A =0
sind (TFj, W2 willkarliche Funktionen). Fur A, = A2 ist

g= yWx(x + Ay) + W2x + 2¥).
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Asymptotenlinien 252
Azimut 104

Basis 8, 11, 13
Bereich 174, 17G
JJernou/lische Zahlen 51
Binome 9
Binomiakocfflzient 8
binomische Gleichung 27
Binormale 237
Bogenelement 226, 230
Breite e. Sternes 104
Breitenkreise 103
Brennpunkt 129, 135

Charakteristiken 269
charakteristische Glei-
chung 265
Cosekans 82, 83
Cosinus 82, 83
Cotangcns 82, 83

Deklination 104
Determinante 16
Differential 183, 180
Differentialgleichung 257.
268
Differentialquotient 181
Dilferenzcnquotient 181

Unterdcter-

diflerenzierbar 181

Diophaiitischc  Gleichung
43

Diskriminante 26, 35

Divergenz 188, 190

Doppelintegral 215

Doppelverhéltnis 66

Dreikant 75

Durchmesser 128, 16G

Durchmesserebene 166

Ekliptik 103

Elimination 36

Ellipse 128, 129, 133

EUipsoid 168, 109

Enveloppe 233

Erwartungswert 22

Evolute 232

Evolvente 232

Exponent 8, 10

Exzentrizitat 129, 135

Fakultdt 8

Fehler 22

figurierte Zahlen 52

Flachpunkt 230

Flache 140, 244, 254

Flache 2. Ordnung 164

Flacheninhalt 209

Fourisrachc Reihe 215

FundamentalgroRen 245,
247

Fundamentalsystem 260

Funktion 174, 177, 219

GaujOsche Zahlenebene 220

Gebiet 174, 176

geodatische Linien 253

geographische Léange wu.

Breite 100
geometrische Reihe 48
Grad 16, 23

Gradient 18S

Grenzwert 178

llaufungswert 178

Harmonische Punkte 68,
125

harmonische Strahlen 69,
125

harmonische Teilung 6S

Hauptebene 16G

Hauptnormale 237

Héhe e. Sternes 103

homogenes System 25

Horizont 102

HfiUflftche 253

Hyperbel 128, 130, 133
Hyperboloid 168,170, 171

Imaginare Zahl 11

Index 45

Integral 202, 209, 215, 219
Interpolation 53, 176
Intervall 174

Inversion 14

Involution 126
Irrationale Zahl 6
Isogonale Trajektoricn 203

Jahr (siderisches, tro-
pisches) 107
Kegel 173, 255
Kegelschnitt 128
Kettenbriiche 40
Kimm 101
Koeffizient 23
Kombination 15
komplexe Zahl 11
Komposition 19
konfokale Kegelschnitte
135
Kongruenz 41, 55
konjugiert 128, 166, 252
konkave Kurve 230
Kontingenzwinkel 231,240
Konvergenz 189, 193
Konvergenzkreis 222
Konvergenzradius 192
konvexe Kurve 230
konvexes Polyeder 77
Koordinaten 110, 117,
120, 130, 142, 153, 157,
164
Kreispunkte 250
Krimmung 230, 239, 241,
249, 250
Krimmungslinien 253
Kulmination 106
Kurve 113, 120, 122, 146,
225
Kurvenintegral 219
Kurve 2. Ordnung 126
Lange e. Sternes 105
Laurent-Entwicklung 223
Legendre's Symbol 46
Leitlinie 129
Limes(oberer,unterer) 178



272

lineare Abhéangigkeit 200

lineare Differentialglei-
chungen 200, 264

Linienelement 248

Linkssystem 143

Losung (insb. allgemeine,
partikulare, singulére)
24, 257, 258, 202

Logarithmus 12, 195, 190,
225

Matrix 25

Maximum 200
Meridian 100, 102
Minimalflaclie 253
Minimalkurve 236, 248
Minimum 200
Mittelpunkt 127,165
Mittelwerte 7, 23
Monat 107
Morgenweite 108

Nordpunkt 103

Normale 115,152, 227, 237
Normalebene 237
Numerus 13

Ordinate 111
orthogonale Trajektorien

263
Ostpunkt 102

Parabel 128, 129, 132
Paraboloid 168, 172
Parallaxe 108
Parameter 129, 161, 225,
236, 244
Parameterlinie 248
Partialbruchzcrlegung 205
partielle Integration 203,

Permutation 14
perspektivische Lage 56
Pol 71, 113, 126, 164, 223
Polardreieck 76
Polardreikant 75

Polare 71, 126, 169
Polarebcne 164

Polh6he 104

Polkurve 243

Polynom 24
Potentialfunktion 270
Potenz 8, 11, 73
Potenzlinie 74, 131

Potenzreihe 192, 222
primitive Wurzel 45
Primzahl 40
projektivlische Punkt-
reihen 125
projektivischo
buschel 125
Proportion 6
Punktreihe 123

Quadratischer Rest 46

Radikand 10
Radiusvektor 112
Réndern einer Determi-
nante 19
Rang 25
rationale Zahl 6
Rechtssystem 143
reelle Zahl 6
regulare Funktion 220
reguldres Polyeder 78
Rektaszension 104
rektifizierende Ebene 238
rektifizierende Kante 241
relativ prime Zahlen 40
Residuum 221
Restsysteme 42
Resultante 35
Ilichtungskosinus 152
Rotor 188

Scheitel 129

Schmiegungsebene 237

Schmiegungskugel 242

Sehnentangentenwinkel
53

Strahicn-

Sekans 82, 83

simultane Differential-
gleichungen 267

singulére Punkte (Stellen)
223, 232, 238

Sinus 82, 83

Skalar 144

skalares Produkt 149

Sonnenwendepunkte 103

Sonnenzeit 106

sphérisches Dreieck 75

Sternzeit 106

stetige Teilung 57

Stetigkeit 180, 220

Strahlenbiischel 123

Streuung 23

Stundenwinkel 1Qiy*;

Verzeichnis der wichtigsten Begriffe.

Substitution (Transfor-
mation) 27, 29, 34, 204,
218, 259

Sudpunkt 103

Supplementardreikant 75

symmetrische Funktionen
32

Systeme von Gleichungen
24, 25, 27, 267

Tag- u. Nachtgleiche-
punkte 103

Tangens 82, 83

Tangente 127, 227, 237

Tangentenkegel 169

Tangentialebene 165, 245

Torsion 240

totales Differential 186

Transformation (Substi-
tution) 27, 29, 34, 204,
218, 259

transzendente Funktion

transzendente Zahl 24
Unendlich ferne Punkte,

Geraden, Ebenen 71,
120, 157, 223

Variation 15

Variation der Konstanten
266

Vektor 144

vektorielles Produkt 150
Verhaltnis 65
Vertikalkreis 103
vollstandiges Differential
186
vollstandiges Viereck 69
vollstandiges Vierseit 70
Volumen 217
Volumenprodukt 150
Wahrer Wert 198
Wabhrscheinlichkeit 20
Wendepunkt 201, 230
Westpunkt 102
JFmiAAn'schc Determi-
nante 266
Wurzel 10, 23
Zeitgleichung 107
Zenit 102
Zusammenhang 177
zyklische Vertauschung 60

. Zylinder 168, 173, 254
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a) AUS DER SAMMLUNG GOSCHEN

Geschichte der Mathematik. Von Prof. Dr. Heinrich Wieleitner. 2 Bénde.
1: Von den é&ltesten Zeiten bis zur Wende des 17. Jahrhunderts.
136 Seiten. Neudruck 1939. Il: Von 1700 bis zur Mitte des 19. Jahr-
hunderts. 154 Seiten. Neudruck 1939. (Samml. Géschen Nr. 226, 8751

Geb. je RM. 1.62

FUnlstellige Logarithmen. Mit mehreren graphischen Rechentafeln und
haufig vorkommenden Zahlwerten. Von Professor A. Adler. Zweite
Aufl. 117 S. u. 1 Taf. 1929. (Samml. Géschen Bd. 423) Geb. RM. 1.62

Der Band enthalt die gemeinen Logarithmen der ganzen Zahlen bis iooo, die
der goniometrischen Funktionen, die wirklichen Werte dieser Funktionen und
die Reihe von mathematischen, physikalischen und astronomischen Hilfstatein,
wie sie funfstelligen Logarithmentafeln gewdhnlich beigegeben sind.

Vierstellige Tafeln und Gegentafeln fiur logarithmlsches und trigono-
metrisches Rechnen in zwei Farbenzusammengestellt. Von Professor
Dr. Hermann Schubert. Neue Ausgabe von Dr. Robert HaufBner,
0. 0. Professor an der Universitdtlena. 175 Seiten. Neue Auflage.
1038. (Samml. Goschen Bd. 81) . Geb. RM. 1.62

Mathematische Formelsammlung. Von Professor O. Th. Birklen t. Voll-
stdndig umgearbeitete Neuausgabe von Dr. F. Ringleb. Mit 37 Figuren.
Dritte, verbesserte Auflage. 272 Seiten. 1936. (Sammlung Gédschen
Bd. 51) Geb. RM. 1.62

Formelsammlung zur praktischen Mathematik. Von Dr. Ginther Schulz.
Mit 10 Abbild. 147 S. 1937. (Sammlung Gdéschen Bd. 1110.) Geb. RM. 1.62

Mengenlehre. Von Professor Dr. E. Kamke. Mit 6 Figuren. 160 Selten.
1928. (Samml. Goschen Bd. 999) . Geb. RM. 1.62

Arithmetik. Von Studienrat Prof. Paul B. Fischer. Mit 19 Abbildungen
152 Seiten. 1938. (Sammlung Goschen Bd. 47) . ... Geh. RM. 1.62

Dieses Bandchen ist als einfihrendes Werk gedacht, es beschaftigt sich
infolgedessen nur mit der niederen Arithmetik; einige weiterfihrende Dinge
werden wenigstens gestreift. Sechs Abschnitte, Zahlen und Zahlen (1), Be-
reich der natirlichen (11), ganzen (I11), rationalen (1V), reellen (V), kom-
plexen (V1) Zahlen, und ein Anhang uber einfache arithmetische und geo-
metrische Reihen, Zinseszins- und Rentenrechnung, Kombinatorik und den
binomischen Lehrsatz stellen den &uReren Rahmen dar.

Elementare Algebra vom hoheren Standpunkt. Von Dr. Wolfgang Knill,
0. Professor an der Universitdt Bonn. Mit 6 Zeichnungen. 1939. (Samm-
lung Gdschen Bd. 930.) e Geb. RM. 1.62




Hoéhere Algebra. Von Dr. Helmut Hasse, o. 6. Professor der Mathematik
an der Universitat Gottingen.
I: Lineare Gleichungen. Zweite, verbesserte Auflage. 152 Selten. 1933.
(Samml. Goschen Bd.931). .Geb. RM. 1.62
I1: Gleichungen héheren Grades. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
5 Fig. 158 Seiten. 1937. (Samml. Gdschen Bd. 932) Geb. RM. 1.62

Aufgabensammlung zur hoheren Algebra. Von Dr. Helmut Hasse, o. 0.
Professor der Mathematik an der Universitdt Goéttingen. 160 Seiten.
1934. (Sammlung Goéschen Bd. 1082)..cccciicvnccnncnnn Geb. RM 1.62

Einfiihrung in die Zahlentheorie. Von Dr. Arnold Scholz, Dozent der Ma-
thematik an der Universitdit Kiel. 136 Seiten. 1939. (Sammlung
Goschen Band 1131) Geb. RM. 1.62

Gruppentheorie. Von Dr. Ludwig Baumgartner in Minchen. Mit 8 Figuren.
120 Selten. 1921. (Samml. Géschen Bd. 837).... .Geb. RM. 1.62

Determinanten. Von Studienrat Professor Paul B. Fischer. D ritte, ver-
besserte Auflage. Durchgesehener Neudruck. 136 Seiten. 1932. (Samml.
Goschen Bd. 402) Geb. RM. 1.62

Differentialrechnung. Von Prof. Dr. A. Wlttlng, Oberstudienrat L R. In
Dresden. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 94 Figuren und 189 Bei-
spielen. 191 Selten. 1936. (Samml. Goéschen Bd. 87) . . Geb. RM. 1.62

Integralrechnung. Von Prof. Dr. A. Wltting, Oberstudienrat i. R. in Dres-
den. Mit 63 Figuren und 190 Beispielen. 176 Seiten. 1933. (Samml.
Goschen Bd.88) Geb. RM. 1.62

Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differentialrechnung. Von
Professor Dr. A. Witting. Mit 58 Figuren und 405 Beispielen und Auf-
gaben. 136 Seiten. 1935. (Samml. Goschen Bd. 146) . Geb. RM. 1.62

Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integralrechnung. Von Prof.
Dr. A. Witting. Mit 32 Figuren und 305 Beispielen. 118 Seiten. 1934.
(Samml. Goéschen Bd. 147) Geb. RM. 1.62

Elementare Reihenlehre. Von Dr. Hans Falckenberg, Professor an der
Universitat GieRen. Mit 4 Figuren im Text. 136 Seiten. 1926. (Sammi.
Goschen Bd. 943) Geb. RM. 1.62

Komplexe Reihen nebst Aufgaben Uber reelle und komplexe Reihen. Von
Dr. Hans Falckenberg, Professoran der Universitdt GieRen. Mit 3 Figuren
im Text. 140 Seiten. 1931. (Samml. Gdoschen Bd. 1027) . Geb. RM. 1.62

Gewodhnliche Differentialgleichungen. Von Prof. Dr. G. Hohelsel. Drritte,
neubearbeitetc Auflage. 126 Selten. 1938. (Samml. Géschen Bd. 920)
Geb. RM. 1.62

Partielle Differentialgleichungen. Von Prof. Dr. G. Hoheisel. 159 Seiten.
1928. (Samml. Géschen Bd. 1003) . P Geb. RM. 1.62

Aufgabensammlung zu den gewdhnlichen und partiellen Differential-
gleichungen. Von Professor Dr. G. Hoheisel. 148 Seiten. 1933. (Samm-
lung Goéschen Bd. 1059)..... Geb. RM. 1.62

Integralgleichungen. Von Prof. Dr. G. Hoheisel. 136 Seiten. 1936. (Samml.
Goschen Bd. 1009) Geb. RM. 1.62




Variationsrechnung I. Von Dr. Lothar Koschmicder, o. Professor an der
Deutschen Technischen Hochschule in Brinn. Mit 21 Fig. 128 Seiten.
1933. (Samml. Goschen Bd. 1 07 4 ) e Geb. RM. 1.62

Elemente der Funktionentheorie. Von Dr. Konrad Knopp, o. Prof. an der
Universitdt Tubingen. Mit 23 Fig. 144 Seiten. 1937. (Samml. Gdschen
Bd. 1109.) Geb. RM. 1.02

Funktionentheorie. Von Dr. Konrad Knopp, o. Professor an der Universitat
Tubingen.

Erster Teil: Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funk-
tionen. Mit 8 Figuren. Funfte, verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1937.

(Samml. Géschen Bd. 668) Geb. RM. 1.62

Zweiter Teil: Anwendungen und Weiterfuhrung der allgemeinen Theorie.

Mit 7 Figuren. Vierte, verbesserte Auflage.138 Seiten. 1931. (Samml.

Goschen Bd. 703) Geb. RM. 1.62
Aufgabensammlung zur Funktionentheorie. Von Dr.Konrad Knopp,

0. Professor an der Universitdt Tibingen.

Erster Teil: Aufgaben zur elementaren Funktionentheorie. Zweite,

verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1931. (Samml. Goschen Bd. 877)

Geb. RM. 1.62
Zweiter Teil: Aufgaben zur héheren Funktionentheorie. 143 Seiten. 1928.
(Samml. Gdschen Bd. 878) Geb. RM. 1.62

Einfahrung In die konforme Abbildung. Von Dr. Ludwig Bieberbach,
0. 0. Professor an der Universitat Berlin. Dritte Auflage. Mit 42 Zeich-
nungen. 136 Seiten. 1937. (Samml. Gdschen Bd. 768). Geb. RM. 1.62

Ebene und sphérische Trigonometrie. Von Professor Dr. Gerhard Hessen-
berg. Mit 59 Figuren. Vierte Auflage. 171 Selten. 1934. (Samml.
Goschen Bd. 99) Geb. RM. 1.62

Analytische Geometrie der Ebene. Von Dr. R. HaufRner, o. 6. Professor an
der Universitat Jena. Zweite, verb. Auflage. Mit 60 Figuren. 164 Seiten.
1934. (Samm]l. Goschen Bd. 6 5) Geb. RM. 1.62

Sammlung von Aufgaben und Beispielen zur analytischen Geometrie der
Ebene mit den vollstdindigen Lo6sungen. Von Dr. R. HauBner, o. 6. Pro-
fessor an der Universitat Jena. Mit 22 Figuren im Text. 139 Seiten.
1933. (Samml. Goschen Bd. 2 56 ) .o Geb. RM. 1.62

Analytische Geometrie dos Raumes. Von Dr. Robert HauBner o. 6. Pro-
fessor an der Universitdt Jena. Mit 36 Figuren im Text. 132 Seiten.
1935. (Samml. Goschen Bd. 89) .. Geb. RM. 1.62

Koordinatensysteme. Von Professor Paul B. Fischer, Studienrat am Gym-
nasium zu Berlin-Steglitz. Mit 8 Figuren. Zweite, verbesserte Auf-
lage. 128 Seiten. 1919. (Samml. Gdschen Bd. 507) . . . Geb. RM. 1.62

Nichteuklidische Geometrie. Von Professor Dr. Richard Baldua. Mit 71 Fi-
guren. 152 Seiten. 1927. (Samml. Gdschen Bd. 970) . . Geb. RM. 1.62

Algebraische Kurven. Neue Bearbeitung von Prof. Dr. H. Wieleitner.
Erster Teil: Gestaltliche Verhéltnisse. Mit 97 Figuren. Durchgesehener
Neudruck. 146 Seiten. 1930. (Samml. Géschen Bd. 435) Geb. RM. 1.62
Zweiter Teil: Allgemeine Eigenschaften. Mit 35 Figuren. Neudruck.
123 Seiten. Neudruck 1939. (Samml. Goschen Bd. 436). Geb. RM. 1.62



Projektive Geometrie. Von Professor Dr. Karl Dochlcmann. Neue ein-
bandige Ausgabe von Dr. H. Timerding, Prof. an der Technischen Hoch-
schule Braunschweig. M it 37 Figuren. 131 Seiten. 1937. (Samml.
Goschen Bd.72) Geb. RM. 1.02

Aufgabensammlung zur projektiven Geometrie. Von Dr. H. Timerding,
Professor an der Technischen Hochschule Braunschweig. Mit 05 Figuren.
140 Seiten. 1933. (Sammlung Gdschen Bd. 1060). . . . Geb. RM. 1.62

Differentialgeometrie I: Raumkurven und Anfange der Flachentheorie.
Von Dr. Rudolf Rothe, o. Professor an der Technischen Hochschule
Berlin. Mit 32 Abbildungen. 132 Seiten. 1937. (Samml. Gdschen
Bd.1113) Geb. RM. 1.62

Vektoranalysis. Von Dr.SiegfriedValentiner, Professor fir Physik an der
Bergakademie Clausthal. Mit 16 Figuren. F infte, erneut durchges.
Auflage. 13G Seiten. 193S. (Samml. Gdoschen Bd. 354) . Geb. RM. 1.62

Darstellende Geometrie. Von Dr. Robert HauBner, o.06.Professor der
Mathematik an der Universitat Jena.
Erster Teil: Elemente; Ebenflachige Gebilde. Vierte, verbesserte
Auflage. Mit 110 Figuren im Text. 207 Seiten. 1930. (Samml. Goschen
Bd. 142) Geb. RM. 1.62
Zweiter Teil: Perspektive ebener Gebilde; Kegelschnitte. D ritte, ver-
besserte und vermehrte Auflage. Mit 88 Figuren im Text. 168 Seiten.
1930. (Samml.Goschen Bd.1 4 3 ) s Geb. RM. 1.62
Dritter Teil: Zylinder, Kegel, Kugel, Rotatlons- und Schraubenflftchen,
Schattenkonstruktionen, Axonometrie. Von Dr.Robert HaulRner, 0.6.Pro-
fessor der Mathematik an der Universitat Jena, und Dr. Wolfgang Haack,
Dozent fir Mathematik an der Technischen Hochschule Danzig-Langfuhr.
Mit 65 Figuren im Text. 141 Selten. 1931. (Sammlung Go6schen Bd. 141)
Geb. RM. 1.62
Vierter Teil: Freie und gebundene Perspektive, Photogrammetrie, ko-
tierte Projektion. Von Dr. Robert HaulRner, o. 8. Professor der M athe-
matik an der Universitat Jena, und Dr. Wolfgang Haack, Dozent fir
M athematik an der Techn. Hochschule Danzig-Langfuhr. Mit 76 Figuren
im Text. 144 Seiten. 1933. (Samml. Goéschen Bd. 1063). Geb. RM. 1.62

Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von Professor Dr. Otto Knopf.l. 112 Selten.
1923. Il. Mit 10 Figuren. 112 Selten. 1923. (Samml. Géschen Bd. 508
und 871) Geb. je RM. 1.62

Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Von
Professor Wilhelm Weitbrecht. Zweite, verdnderte Auflage.
I. Teil: Ableitung der grundlegenden Séatze und Formeln. Mit 8 Figuren.
Neudruck. 127 Seiten. 1938. (Samml. Géschen Bd. 302) Geb. RM. 1.62
Il. Teil: Zahlenbeispiele. Mit 8 Figuren. Neudruck. 141 Seiten. 1920.
(Samml. Goschen Bd. 641) Geb. RM. 1.62

Versicherungsmathematik. Von Dr. Friedrich Béhm, Professor an der
Universitdt Minchen.
I. Elemente der Versiohenmcsrechnung. 2., vermehrte u. verbesserte
Auflage. 144 Seiten. 1937. (Sammlung Gdschen Bd. 180) Geb RM. 1.62
Il. Lebensversicherungsmathematik. Einfihrung in die technischen
Grundlagen der Sozialversicherung. 171 Selten. 1926. (Samml. Géschen
Bd. 917) Geb. RM. 1.62

Der erste Band behandelt den Zins als erste, die Sterbetafel als zweite Rech-

nungsgrundlage, die Pramienreserve und die Versicherung verbundener Leben.
Der zweite Band enthalt auBer einer eingehenden Behandlung der Lebensver-
siekerungsmathematik eine Einliihrung in die technischen Grundlagen der Sozial-
versicherung.




Politische Arithmetik. (Zinseszinsen-, Renten- und Anleiherechnung.) Von
Dr. Emil Foerster, Honorardozent an der Technischen Hochschule in
Wien. Mit 7 Figuren. 155 Seiten. 1924. (Samml. Géschen Bd. 879)

Geb. RM. 1.62

Graphische Darstellung In Wissenschaft und Technik. Von Professor Dr.
M. Pirani. Zweite, verbesserte Auflédge, besorgtdurch Dr.J. Runge. Mit
71 Abbildungen. 149 Seit. 1931. (Samml. Gdschen Bd. 728) Geb. RM. 1.62

Von der einlachen Darstellung von GréRen mit unbekanntem Zusammenhang
in Form von Kurven oder Skalen ausgehend, geht der Verfasser zur Darstellung
von GroRen bekannter Abhangigkeit (Funktionsskalen, insbesondere logarithmische
projektive Teilung) uber und bespricht dann die Aufstellung von Rechentafeln
namentlich mit der Methode der fluchtrechten Punkte oder mit Hilfe mehrerer
gekreuzter Linien.

Numerische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willera. Mit 2 Figuren.
116 Seiten. 1923. (Samml. Gdoschen Bd. 864) .. .. Geb.RM. 162

Graphische Integration. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 53 Figuren.
142 Seiten. 1920. (Samml. Gdschen Bd. 801) .. .. Geb.RM. 162

Praktisches Zahlenrechnen. Von Professor Dr.-Ing. P. Werkmeister. Mit
60 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1929. (Samml.

Goschen Bd. 405) Geb. RM. 1.62
Mathematische Instrumente. Von Professor Dr. Fr. A. Willers. Mit 68 Fi-
guren. 144 Seiteu. 1926. (Samml. Gdschen Bd. 922) . . Geb. RM. 1.62

Geodésie (Landesvermessung u. Erdmessung). Von Prof. Dr.Gustav Forster.
Mit33 Figuren. 122 Seiten. 1927. (Samml.Géschen Bd.102) Geb. RM. 1.62

Vermessungskunde. Von Professor Dr.-Ing. 1* Werkmeister.

I: Stllckmessung und Nivellieren. Mit 145 Figuren. Sechste Auflage.
1C2 Seiteu. 1938. (Saraini. Goschen Bd. 468) . . . Geb. RM. 1.62

Il: Messung von Horizontalwinkeln, Festlegung von Punkten im Ko-
ordinatensystem. Absteckungen. Mit 93 Figuren. V ierte Auflage.

147 Selten. 1939. (Samml. Goschen Bd. 469) . . . Geb. RM. 1.62

I11: Trigonometrische und barometrische Hohenmessung. Tachymetrle
und Topographie. Mit 63 Figuren. D ritte Auflage. 144 Seiten.
1934. (Samml. Gdoschen Bd. 862) . .ccovvvvicrcrrncnnns Geb. RM. 1.62

Graphische Statik mit besonderer Berlicksichtigung der EinfluRlinien. Von
Dipl.-Ing. Otto Henkel, Bauingenieur und Studienrat an der Bau-
gewerkschule in Erfurt. 2 Telle. 1929. (Samml. Gdschen Bd. 603 u. 695).

Geb. RM. 1.62

Statik. I. Teil: Die Grundlagen der Statik starrer Korper. Von Professor

Dr.-Ing. Ferd. Schleicher in Berlin. Mit 47 Abbildungen. 143 Seiten.
1930. (Samml. Gdschen Bd. 1 7 8 ) cooviievevecireeeecnieeene Geb.RM.1.62

Dynamik. Von Prof. Dr. Wilhelm Mdller. 1: Dynamik des Einzelkdrpers.
M it 70 Figuren. 160 Seiten. 1925. (Samm|l. Géschen Bd. 902) Geb.RM. 1.62
Il: Dynamik von Kdrpersystemen. Mit 51 Figuren. 137 Seiten. 1925.
(Samml. Géschen Bd. 903) Geb. RM. 1.62

Hydraulik. Von Professor Dipl.-Ing. W. Hauber in Stuttgart. Zweite,
verbesserte und vermehrte Auflage. Neudruck. Mit 45 Figuren.
156 Seiten. 1925. (Samml. Goschen Bd. 397) .Geb. RM. 1.62

Das Buch enthalt eine Darstellung der Hydrostatik und bringt aus der Hydro-
dynamik: AusfluB des Wassers aus GefaBen; Uberfall des \Wassers tiber Wehre;
Die Bewegung des Wassers in Flussen und Kanélen; Die Bewegung des Wassers
in Rohren mit konstantem Querschnitt; Sto eines zylindrischen oder prisma-
tischen Wasserstrahls auf eine Zylinder/lache.




Elastizitatslehre fir Ingenieure. Von Professor Dr.-Ing. Max EnBlIn an
der Hoheren Maschineubauschule ERlingen. 2 Bde. (Samml. Géschen
Bd. 519 und 957) Geb. je RM. 1.62

Einfihrung In die geometrischo Optik. Von Dr. W. Hinrlchs, Berlin-Wilmers-
dorf. Mit 56 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 143 Seiten. 1924,
(Samml. Gdoschen Bd.532). Geb. RM. 1.62

Technische Tabellen und Formeln. Von Reg.-Baurat a. D. Prof. Dr.-Ing.
W. Miiller. Mit 105 Figuren. D ritte, verbesserte und erweiterte Auflage.
151 Seiten. 1930. (Samml. Gdschen Bd. 57 9) cccovevrccnne Geb. RM. 1.62

b) WEITERE LITERATUR

Journal fur die reine und angewandte Mathematik. Gegrindet von
A. L. Crelle 1826. Herausgegeben von Helmut Hasse. Band 1— 140
Preise auf Anfrage, Band 141—144 je RM. 16.—, Band 145—147 je
RM. 12.—, Band 148— 151 je RM. 10.—, Band 152 RM. 12.—, Band 153
RM. 17.50, Band 154 RM. 30.—, Band 155 u. 156 je RM. 36.—, Band 157
u. 158 (Jubilaumsband 1/11), Band 159— 166 je RM.36.—, Band 167
11IM. 50—, Band 168 RM. 36 .-, Band 169 RM. 35.—,Band 170 RM. 35.—,
Band 171— 180 je RM. 30.—.

Das von A. L. Crelle gegriindete ,, Journal fur die reine und angewandte Mathe-
matikl' darf auf eine Gber hundertjahrige ruhmvolle Vergangenheit zurickblicken.
Seit seiner Grundung im Jahre 1826 wurde es der Sammelplatz fur die Arbeiten
der groBen Manner, welche seit dieser Zeit der Mathematik einen neuen Auf-
schwung gaben.

Jahrbuch dber die Fortschritte der Mathematik. Herausgegeben ab Band 51
von der PreuBischen Akademie der Wissenschaften. Schriftleitung:
Helmut Grunsky. Jeder der neueren Jahrgdnge umfat 8—9 Hefte &
10 Druckbogen. Preis jedes Hcfte3 RM. IS.—. Die Preise der friheren
Jahrgange werden auf Wunsch mitgcteilt.

Das ,,Jahrbuch uber die Fortschritte der Mathematik" bringt eingehende
Besprechungen samtlicher periodischen und nichtperiodischen Neuerscheinun-
gen auj dem Gebiete der Mathematik und ihrer wichtigsten Anwendungen.
Auch die Geschichte und die Grundlagen aer Mathematik finden sorgfaltige
Bericksichtigung.

Das Jahrbuch kann ab Band 51 (1925) nicht nur als Ganzes, sondern
auch in einzelnen Sonderheften bezogen werden. Jedes Sonderheft um-
falt einen oder zwei der Hauptabschnitte des Jahrbuchs. Es erscheinen

folgende Sonderhefte: 1. Geschichte. Grundlagen der Mathematik.
Abstrakte Mengenlehre. Il. Arithmetik und Algebra. [111. Analysis.
IV. Geometrie. V. Angewandte Mathematik. — Preise auf Anfrage.

Geschichte der Mathematik. I. Teil: Von den &ltesten Zeiten bis Carteslus.
Von Professor Dr. S. Giunther in Minchen. Mit 56 Figuren. VIII,
428 Seiten. Neudruck 1927. (Samml. Schubert Bd. 18) . Geb. RM. 17.40

Il.  Teil: Von Carteslus bis zur Wende des 18. Jahrhunderts. Von Prof.
Dr. Heinrich W leleitner. 1. Halfte: Arithmetik. Algebra, Analysis. Mit
6 Figuren. VIIl, 251 Selten. 1911. (Samml. Schubert. Bd. 63.) Geb.
RM. 8.40. 2. Halfte: Geometrie und Trigonometrie. Mit 13 Figuren.
VI, 220 Seiten. 1921. (Samml. Schubert Bd.64) . .. . Geb. RM. 3.50



Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Darstellung. Voii
Professor Dr. Johannes Tropfke, Oberstudiendircktor i. It., Berlin.
Lexikon-Oktav.

Band 1: Rechnen. VII, 222 Selten. 5. Aufl.,, 1930.
RM. 12.—, geb. RM. 13.20
Band 2: Allgemeine Arithmetik. 1V, 266 Seiten. 3. Aufl.,, 1933.
RM. 12—, geb. RM. 13.20
Band 3: Proportionen, Gleichungen. 1V, 239 Selten. 3., verbesserte u.
vermehrte Aufl., 1937 RM. 10.—, geb. 1tM. 11.—
Band 4: Ebene Geometrie. 1V, 240 Seiten. 2. Aufl.,, 1922.
M. 9.—, geb. RM. 10.—
Band 6: |I. Ebene Trigonometrie. Il. Spharlk und sphérische Trigono-
metrie. 1V, 185 Seiten. 2. Aufl.,, 1923. RM. 7.50, geb. RM. 8.50
Band 6: Analysis, Analytische Geometrie. IV, 169 Seiten. 2. Aufl., 1924.
RM. 7.—, geb. RM. 8.—
Baud 7: Stereometrie. Verzeichnisse. V, 128 Seiten. 2. Aufl., 1924.
RM. 6.50, geb. RM. 7.50

Mathematische Forschung In den letzten 20 Jahren. Rede, gehalten am
31. Januar 1921 vor der Mathematischen Gesellschaft Benares von
deren Vorsitzendem Ganesh Prasad. Aus dem Englischen Gbersetzt von
I)r. Friedrich Lange. GroR-Oktav. 37 Seiten. 1923 . . .. RM. 0.80
Danolbe In englischer Sprache. 1923 ... RM. 0.80

Neue Rechentafeln. Fir Multiplikation und Division mit allen ein- bis
vierstelligen Zahlen. Herausgegeben von Professor Dr. J. Peters. Obser-
vator am Astronomischen Recheninstitut. Folio-Format. VI, 500 Seiteu.
1909 Geb. RM 20.—
Diese Rechentafeln von Peters sind ebenfalls in franzésischer wie
englischer Ausgabe zu haben ... Geb. je RM. 20.—

Dr. A. L. Crelles Rechentafeln, welche alles Multiplizieren und Dividieren
uiit Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bei groBeren Zahlen aber
die Rechnung erleichtern und sicherer machen. Neue Ausgabe. Besorgt
von O. Seeliger. Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von I—1000.

VI1l, 501 Seiten. Folio. 1938. Geb. RM. 22.—
Diese Rechentafeln von Crelle liegen auch in englischer und franzo-
sischer Ausgabe vor. Geb. je RM 22.—

Rechen-Resultate. Tabellen zum Ablesen der Resultate von Multiplika-
tionen und Divisionen bis 100 x 1000 <*100 000 in Bruchteilen und ganzen
Zahlen sowie fir Rechnen mit Zahlen jeder GroRe, Radizieren (Wurzel-
suchen) nach vereinfachtem Verfahren. Von F. Triebei, Technischem
Oberinspektor der Reichsdruckerei i. R. Sechste Auflage, 21.—25. Tau-
send. Mit Seiteuregistern. 290 Seiten. (Verlag von M. Krayn.Bcrlin).

Geb. RM 18.—

Finfstellige Logarithmentafeln der trigonometrischen Funktionen fir jede
Zeitsekunde des Quadranten. Herausgegeben von Prof. Dr. J. Peters,
Observator am Astronomischen Recheninstitut. Lexikon-Oktav. IV,
82 Seiten. 1912 Geb. RM. 7.—

Vollstandige logarlthmlsche und trigonometrischeTafeln. Von Professor
Dr. E. F. August. Neunundvierzigste Auflage in der Bearbeitung von
Professor Dr. F. August. Oktav. VII, 204 Seiten. 1931 Geb. RM. 2.—

Vierstellige Logarithmentafeln. Von ProfessorDr. Max Zacharias und
Dr. Paul Meth. GroR-Oktav...43 Seiten. 1927 ... Geb. RM. 1.50



Logarlthmlsche Rechentafeln fiir Chemiker, Pharmazeuten, Mediziner und
Physiker. Gegrindet von Professor Dr. F. W. Kister f- Fir den Ge-
brauch im Unterrichtslaboratorium und In der Praxis berechnet und
mit Erlduterungen versehen. Nach dem gegenwartigen Stande der
Forschung bearbeitet von Dr. A. Thiel, o. 6. Professor der physikalischen
Chemie, Direktor des Physik.-Chem. Instituts der Universitat Marburg.
Einundvierzigste bis funfundvierzigste Auflage. Oktav. 216 Seiten.
1935 Geb. RAI 6.80

Finfstellige Talein der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen
fX und e-x mit den natirlichen Zahlen als Argument. Von Dr.-Ing.
Kciichi Hayashl, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Unlversitilt
Fukuoka-Hakosaki, Japan. Oktav. IV, 182 Seiten. Neudruck 1938.

RAI. 9.—

Der bekannte japanische Verfasser hat aus der Notwendigkeit, die Werte
beider Funklionsarten gleichzeitig zur Verfigung zu haben, Tafeln berechnet, in
denen nicht nur die Hyperbelfunktionen, sondern auch die Kreisfunktionen tnil
verschieden groBen Abstufungen, auf funf Dezimalstellen angewendet sind. Die
Anordnung dieser Tafeln ist auBerst praktisch, Druck und Papier sind ausge-
zeichnet, so daR die Benutzung sich bequem und einfach gestaltet. Fur alle, die
zahlenmagige Rechnungen mit den genannten Funktionen haufiger auszufiihren
haben, ist der Gebrauch der Tafeln als praktisch und zeitsparetul zu empfehlen.

Mathematische MuRestunden. Eine Sammlung von Geduldspielen, Kunst-
sticken und Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur. Von Prof.
Dr. Hermann Schubert.Finfte Auflage, neu bearbeitet von Professor
Dr. F. Fitting, Alinchen-Gladbach. Oktav. 260Seiten. 1935. Geb. RA1.4.80

Dieses bekannte hier in der 5. Auflage erscheinende Buch wendetsich in erster
Linie an Jen mathematischen Laien, den es in leichtfaBlicher und spannender
Form in das Wesen der verbreiteten mathematischen Spiele einfiihren will.
Doch sind auch einzelne Abschnitte aufgenommen, welche sich, oftdurch kleineren
Druck gekennzeichnet, hauptsachlich an den mathematisch interessierten Leser
uenden und diesem Anregungen zu eigenen Untersuchungen auf dem Gebiete
der Unterhaltungsmathematik geben wollen.

Lehrbuch der Mathematik fir Studierende der Naturwissenschaften und
der Technik. Eine Einfihrung In die Differential- und Integralrechnung
und In die analytische Geometrie. Von Professor Dr. Georg Scheffers.
Mit 438 Fig. Siebente Aufl. Lex.-Okt. V111, 743 S. 1938 Geb. RAI. 15.—

Dieses vor allem fur Studierende der Naturwissenschaften und der Technik
geschriebene Lehrbuch ist in erster Linie fur den Selbstunterricht bestimmt und
geht daher von dem denkbar geringsten MaR von Vorkenntnissen aus: der Leser
braucht nur im Buchstabenrechnen, in der Auflésung von Gleichungen ersten
Grades mit einer Unbekannten und in der niederen Geometrie bewandert zu sein.

Lehrbuch der héheren Mathematik fiir Universitdten und Technische Hoch-
schulen, bearbeitet nach den Vorlesungen von Dr. Gerhard Kowalewski,
0. Prof. an der Technischen Hochschule zu Dresden, 0. Mitglied der
Séchsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. 3 Bande. 1933.

Jeder Band Ist einzeln kauflich Geb. je RM. 3.80
I. Vektorrechnung und analytische Geometrie.
Il. Hauptpunkte der analytischen Geometrie des Raumes. — Grund-
begriffe der Differential- und Integralrechnung.
I1l. Fortsetzung der Differential- und Integralrechnung. — Differential-
gleichungen. Differentialgeometrie. Funktionen einer komplexen
Veranderlichen. — Probleme der Variationsrechnung.

» ... Klare und anschauliche Darstellung, mathematische Strenge, padago-
gisches Geschick in der Verwertung der jeweils geeigneten Methoden (ich weise
auf die durchgangige Verwendung der Vektorrechnung hin), Geschlossenheit in



dem Sinn, daB alle Hilfsmittel, die fur die Darstellung nétig sind, in dem
Werk selbst bereitgestellt werden, Allgemeinheit der leitenden Gesichtspunkte
und Weite des Blicks sowie Veranschaulichung der vorgetragenen Theorien
durch geeignete Anwendungen zeichnen es aus.“

Unterrichtsblatter fur Mathematik, Nr.5,1935.

Grundbegriffe und Hauptsdatze der hoheren Mathematik, insbesondere fir
Ingenieure und Naturforscher. Von Dr. Gerhard Kowalewski, 0.Pro-
fessor an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mit 40 Figuren.
GroR-Oktav. 150 Seiten. 1938 ... Geb. RM. 5.—

Dieses Buch will den jungen Ingenieuren und Naturforschern behilflich
sein, die Grundbegriffe und Hauptsatze der héheren Mathematik klar zu
erfassen. Es stutzt sich auf eine fast 40-jahrige Lehrerfahrung des Ver-
fassers an Universitaten und Technischen Hochschulen. Angesichts der
starken Zuruckdrangung der Mathematik in den Lehrplanen unserer hoheren
Schulen ist es an den Hochschulen mehr denn je notwendig, mit allen
Mitteln vereinfachender Darstellungskunst dafiir zu sorgen, daB wenigstens
die Grundkenntnisse der hoéheren Mathematik fest angeeignet werden, ohne
die ein gedeihliches Studium der Technik und Naturwissenschaft undenkbar
ist. Hierbei will dieses Buch mithelfen. Inhalt: Vektorrechnung und
Determinantentheorie. — Lehre von den Grenzwerten. — Differential- und
Integralrechnung.

Einfihrung in die Axiomatlk der Algebra. Von Dr. H. Beck, o. Professor
an der Universitat Bonn. X, 197 Seiten. 1926. (Gdschens Lehrbiicherei
Bd. 6 ) RM. 9.—, geb. RM. 10.50

Das vorliegende Buch enthalt im wesentlichen den Stoff einer an der Bonner
Universitat gehaltenen Anfangervorlesung: es erschépft sich nichtin axiomatischen
Dingen, sotidern bringt dartber hinaus eine Reihe anderer Gebiete, die der Stu-
dierende braucht.

Algebra I: Die Grundlagen. Von Dr. Oskar Perron, o.06. Professor an
der Universitat Minchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 4 Figuren.
VI, 301 Seiten. 1932. (Goschens Lehrbicherei Bd. 8) Geb. RM. 11.50

Algebra Il: Theorie der algebraischen Gleichungen. Von Dr. Oskar Perron,
0. ©&. Professor an der Universitdt Minchen. Zweite, verbessert« Auflage.
Mit 5 Figuren. VIII, 261 S. 1933. (Gdschens Lehrbicherei Bd. 9)

Geb. RM. 9.50

Band | enthéalt die Grundbegriffe, es folgt ein Kapitel tber den polynomischen
und den Taylorschen Satz und der fir den Ingenieur wichtige Abschnitt Uber
Determinanten. AnschlieRend folgen Kapitel Uber symmetrische Funktionen
Teilbarkeit und Uber die Existenz von Wurzeln. Band Il ist der Gleichungs-
theorie geicidmet.

Einfihrung in die Determinantentheorie einschlieRlich der Fredholmschen
Determinanten. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o.Professor an der
Technischen Hochschule in Dresden. Zweite, verbesserte Auflage. GroR3-
Oktav. 1V .304 Selten. 1925 ... RM. 14.—, geb. RM. 15.50

Grundlehren der neueren Zahlentheorie. Von Professor Dr. Paul Bachmann.
Dritte, neu durchgesehene Auflage. Herausgegeben von Dr. Robert
HauBner, ord. Professor an der Universitdit Jena. Mit 10 Figuren. X VI,
252 Selten. 1931. (Goschens Lehrbicherei Bd. 3) RM. 9.50, geb. RM. 10.50

Synthetische Zahlentheorie. Von Dr. Rudolf Fueter, o. Professor an der
Universitat Zirich. Zweite, verbesserte Auflage. V111, 276 Seiten. 1925.
(Goschens Lehrbicherei Bd. 4) .vvcviicnnens RM. 10.—, geb. RM. 12.—



Das Fermatproblcm in seiner bisherigen Entwicklung. Von Professor
Dr. Paul Bachmann. Oktav. VIII, 160 Seiten. 1919 . . . . UM. 2.50

In der vorliegenden Abhandlung gibt der Verfasser eine Ubersicht von den
Beweisverfahren und den Theorien, welche Euler, Legendre, GauB, Dirichlet,
Kummer und andere Forscher in ihren Studien uber das allgemeine Fcrmat-
problem angewandt und entwickelt haben.

Irrationalzahlen, Von Dr. OskarPerron, o. 6. Professor an der Universitat
Miinchen. Zweite, durchges.Aufl. V111,199 Seiten. 1939. (Goschens
Lehrbicherei Bd. |) Geb. ItM. 9.80

Komplex-Symbolik, eine Einfithrung in die analytische Geometrie mehr-
dimensionaler Baume. Von Prof. Dr. Itoland Wcitzeubdck. (Samm-
lung Schubert Band LY 11.) Gr.S° VI, 191 S. 1908. Geb. RM. 0.40

Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik. Von Dr. Josef Lense,
0. 6. Professor der Technischen Hochschule Minchen. Mit 30 Abbildun-
gen. 178 Seiten. L1933 s Geb. RM. 9.50

Gewdhnliche Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, em. 0. Professor an
der Technischen Hochschule Darmstadt. Dritte Auflage. Mit 4 Figuren.
V111, 195 Seiteu. 1937. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 10). Geb. RM. 10.50

Partielle Differentialgleichungen. Von Dr. J. Horn, cm.o. Professor an der
Technischen Hochschule Darrnstadt. Zweite, umgearbeitete Auflage.
Mit 8 Figuren. V1II, 228 Selten. 1929. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 14)

RAI. 11.—, geb. RAI. 12.—

Grundzage und Aufgaben der Differential- und Integralrechnung nebst den
Resultaten. Von Dr. H. D6lp. Neu bearbeitet von Dr. Eugen Netto,
18. Auflage. Oktav. 214 Seiten. 1935. (Verlag von Alfred Topelmann,
Berlin W 35.) . RM. 1.95

Das Bandchen stellt eine elementare Aufgabensammlung zur Differential- und
Integralrechnung mit eingefigten Erlauterungen dar. Der erste Abschnitt, Diffe-
rentialrechnung fur Funktionen einer und mehrerer Veranderlichen, bringt die
Differentiation der elementaren Funktionen, einschlieBlich implizite Funktionen,
die Ermittlung der Werte unbestimmter Formen, Maxima und Minima, Taylor-
sehe Reihe. Der zweite Abschnitt, Integralrechnung, fihrt das Integral als un-
bestimmtes ein, entwickelt die Integrationsformeln im Bereiche der elementaren
Funktionen und geht dann kurz auf das bestimmte Integral ein. SchlieRlich
werden noch verhaltnisméaRig ausfuihrlich geometrische Anwendungen der In-
finitesimalrechnung gebracht: Tangentenbeslimmung, singuldre Punkte, Krium-
mung; Quadratur, Rektifikation, Kubatur.

Integralgleichungen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, o. Professor an der
Technischen Hochschule Dresden. Alit 11 Figuren. GroB-Oktav. 302 Seiten.
1930. (Goschens Lehrbicherei Bd. 18) . . RAIi. 15.—, geb. RM. 16.50

Differential- und Integralrechnung. Unter besonderer Bericksichtigung
neuerer Ergebnisse. Von Dr. Otto Haupt, Professor an der Universitat
Erlangen. Unter Mitarbeit von Dr. Georg Aumaiin, Professor an der
Universitat Frankfurt (Main). GroB-Oktav. 193S.

1. Band: Einfuhrung in die reelle Analysis. Mit 2 Figuren. 190 Seiten.
Geb. RM. 11.20
Geb. RAIL. 9.80
.Geb. UM. 10.60

2. Band: Differentialrechnung. 168 Seiten.
3. Band: Integralrechnung. 183 Seiten
(Goschens Lehrbichcrei Band 24, 25, 20.)

Der erste Band bringt alles fur das Verstandnis der Differential- und
Integralrechnung Erforderliche und damit zugleich eine Einfithrung in die
wichtigsten Begriffshildungen und Verfahren der reellen Avalysis uberhaupt.
In Ricksicht auf den Anfanger, welcher noch keine weitgehenden Kenntnisse
besitzt, werden die bendtigten Hilfsmittel im Buche selbst entwickelt. Un-
beschadet der Wahrung eines elementaren Standpunktes werden dabei auch




neuere, insbesondere fur die Anwendungen wichtige Betrachtungsweisen
herangezogen. Im zweiten Bande erscheint die Integralrechnung lediglich
als Umkehrung der Differentialrechnung, wahrend sie im dritten Bande
ausgehend von der Lehre vom Flacheninhalt entwickelt wird. Im Rahmen
eines elementaren Standpunktes werden dabei auch neuere wichtige Ergebnisse
dargestellt, die in einfihrenden Lehrbichern bis jetzt noch nicht behandelt
worden sind. Fir das Verstandnis des einzelnen Bandes ist lediglich das
erforderlich, und dies nur gelegentlich, was in den vorausgehenden B&nden
schon entwickelt wurde.

Funktionentheoretische Vorlesungen. Von Heinrich Burkhardt. Neu her-
ausgegeben von Dr. Georg Faher, o. Professor au der Technischen
Hochschule in Miinchen.

1. Band 1.Heft. Dritte, nmgearbeitete Auflage. GroB-Oktav. X

182 Seiten. 1920 ... RAI. 6.—, geb. RAI. 7.20
I. Band 2. Heft. Funfte, umgearbeitete Auflage. GroR-Oktav. X,
286 Selten. 1921 RM. 9.—, geb. RAI. 10.50
Il. Band. Dritte, vollstdndig umgearbeitete Auflage. GroBR-Oktav. VI,
44-1 Seiten. 1920 RAI. 14.—, geb. RAI. 15.50

Elliptische Funktionen. Von Dr. R. Konig, o. Professor der Alathematik
an der Universitat Jena, und Dr. M. Krafft, a. 0. Professor an der Univer-
sitdt Alarburg i. H. Aiit 4 Figuren. 263 Seiten. 1928. (Go6schens Lehr-
biucherei Bd. 11) e RAI. 13.—, geb. RAI. 14.50

Elliptische Funktionen. Von Dr. Karl Boehm, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Karlsruhe.

I. Teil: Theorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Aus-

dricken entwickelt. Mit 11 Figuren. Oktav. X II, 356 Seiten,
Neudruck 1930. (Samml. Schubert Bd. 30) . . Geb. RAI. 20.—

Il. Teil: Theorie der elliptischen Integrale. Umkehrproblecm. Aiit 28 Fi-
guren. Oktav. VII, 180 Seiteu. 1910. (Samml. Schubert Bd. Gl)
Geb. RAI. 7.80
Einfiahrung In die Theorie der algebraischen Funktionen einer Verédnder-
lichen. Von Heinrich W. E. Jung, o.0. Professor an der Universitat
Halle-Wittenberg. Aiit 35 Abbildungen im Text. GroB-Oktav. VI,
240 Seiten. 1923 RAI. 3.50, geb. RM .4.—

Grundlagen der Geometrie. Von Professor Dr. Gerhard Ilessenberg. Heraus-
gegeben von Dr. W. Schwan. Aiit 77 Figuren. 143 Selten. 1930. (Go6schens

Lchrbicherei Bd. 1 7 ) o RAI. 6.50, geb. RAI. 7.80
, Inhalt: I. Gleichheit, Ordnung und Stetigkeit. I1. Die Messung durch Zahlen.
¢(Streckenmessung, Winkelmessung, Flachenmessung.) I11. Die projektive Geo-

metrie in der Ebene. (Der Fundamentalsatz. Analyse des Fundamenlaisatzes.
Beweis des Fundamentalsatzes.) 1V. Die projektive Geometrie im Raume. (Der
Fundamentalsatz. Der Desarguessche Satz. Die Koordinatengeometrie.) V. Kiinst-
liche Geometrien.

GrundzUge der ebenen Geometrie. Von Professor Dr. F. Bohnert in Ham -
burg. Aiit 220 Figuren. V111, 223 Seiten. 1915. (Samm]l. Schubert Bd. 2)
Geb. RAI. 3.90

Ebene und sphérische Trigonometrie. Von Prof. Dr. F. Bohnertin Hamburg.
Zweite Auflage. Dritter Neudruck. Aiit 63 Figuren. VIII, 167 Seiten.
1919. (Samml. Schubert Bd. 3 ) Geb. RAI. 4.40

Einfuhrung in die analytische Geometrie. Von Professor Dr. Gerhard
Kowalewski. Aiit 112 Figuren. Dritte, unverdnderte Auflage. Lexikon-
Oktav. VIII, 360 Seiten. 1929 Geb. RAI. 11.20

Das aus Vorlesungen entstandene Buch ist namentlich zum Gebrauch fir
Studierende bestimmt.




Elementargeometrle der Ebene und des Raumes. Von .Professor Dr. Max
Zacharias, Studienrat in Berlin. Mit 196 Figuren im Text. 252 Seiten.
1929. (Goschens Lehrbicherei Bd. 16) . . . BAI. 13.—, geb. RM. 14.50

Die Elementargeometrie wird nicht vom Standpunkte des Schulunterrichts®
sondern von dem der Wissenschaft aus behandelt. Ausgangspunkt ist das (etwas
modifizierte) Hilbertsche Axiomensystem. In der Darstellung treten zwei Mo-
mente in den Vordergrund: die geschichtliche Entwicklung und die prinzipielle
Begriundung der einzelnen Gebiete.

Analytische Geometrie auf der Kugel. Von Dr. Richard Heger, Professor
an der Technischen Hochschule in Dresden. Aiit 4 Figuren. (Sammlung
Schubert Bd. LIV.) Gr.-Oktav. VII, 152 S. 1908 . . . Geb. RAI. 5.20

Punkt- und Vektor-Rechnung. Von Dr. Alfred Lotze, Professor fir Mathe*
niatik an der Technischen Hochschule Stuttgart. Aiit 7Figuren. 192 Seiten.
1929. (Goschens Lehrbicherei Bd. 13) . . . RM. 12.—, geb. RM. 13.—

Kreis und Kugel. Von Dr. Wilhelm Blaschke, o. Prof. a. d. Univ. Hamburg.
Mt 27 Fig. im Text. GroR-Oktav. X, 169 S. 1916. RM. 4.40, geb. RM. 5.50

Liniengeometrie mit Anwendungen. Von Professor Dr. Konrad Zindler in
Innsbruck. I. Teil. Mit 87 Figuren. Neudruck. VIIl, 380 Seiten. 1928.
(Samml. Schubert Bd. 34) Geb. RM. 18.—
Il. Teil. Mit 24 Figuren. VI, 252 Selten. 1906. (Samm|. Schubert Bd. 51)

Geb. RAI 9.50

Projektive Liniengeometrie. Von Dr. Robert Sauer, Prof. an der Tech-
nischen Hochschule Aachen. Aiit 36 Abbild. GroR-Oktav. 194 Seiten.
1937. (Goschens Lehrbicherei Bd. 23) . Geb. RM. 9.—

Geometrische Transformationen. Von Dr. Karl Doehlemann, weil. Professor
an der Technischen Hochschule Miinchen. Zweite Auflage, heraus-
gegeben von Dr. Wilhelm Olbrich, Professor an der Hochschule fir
Bodenkultur In Wien. Mit 89 Figuren im Text und 4 Abbildungen.
254 Seiten. 1930. (GoschensLehrbichereiBd.15) RAI.13.—, geb. RAI. 14.50

Vorlesungen (ber allgemeine natiirliche Geometrie und Liesche Transfor-

mationsgruppen. Von Dr. Gerhard Kowalewski, 0. 6. Professor der reinen

M athematik an der Technischen Hochschule zu Dresden. Aiit 16 Figuren.
GroR-Oktav. 280 Seiten. 1931. (Goschens Lehrbicherei Bd. 19)

RAf. 15.50 geb. RM. 1?4—

Affine Differentialgeometrie. Von Dr. Erich Salkowskl, o. Professor an der
Technischen Hochschule Berlin. Gro-Oktav. Mit 23 Figuren. 200 Seiten.
1934. (Goschens Lehrbicherei Bd. 2 2 ) .. ... ... Geb. RAIL 10.—

Die vorliegende Darstellung tst aus Vorlesungen hervorgegangen, die der Ver-
fasser an den Technischen Hochschulen Hannover und Berlin gehalten hat. Das
Ziel dieses neuen Bandes von Goschens Lehrbicherei ist, den Anfanger, dem
nur die Grundtatsachen der Vektorrechnung und der Differentialgeometrie gelaufig
sein mussen, mit den Begriffsbildungen der Tensorrechnung vertraut zu machen,
die fur das Verstandnis der neueren differential-geometrischen und mathematisch-
physikalischen Forschung unentbehrlich sind. Dabei wurde darauf Bedacht ge-
nommen, von den einfachsten, allgemein bekannten Tatsachen ausgehend und
in dauernder Verbitulung mit der geometrischen Anschauung den Formelapparat
der Ricci-Rechnung allméahlich so zu entwickeln, daR er dem Lernenden nicht
als ein analytisches Kunststiick entgegentritt, sondern steh als ein naturgemaBes
Hilfsmittel der geometrischen Forschung aufbaut. Aus diesetn Grunde wurde die
Untersuchung auf die einfachsten Gegenstande beschrankt und grundsatzlich nur
zweiditnensionale analytische Gebilde betrachtet.



Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. Von
Professor Dr. Georg Scheffers. |I. Mit 107 Figuren. Dritte, verbesserte
Auflage. X1, 482 Selten. 1923 ...ccovvvenrenne RM. 13.—, geb. RM. 14.50
Il.  Aiit 110 Figuren. Dritte, verbesserte Auflage. X1, 582 Seiten. 1922.

RM. 15.—, geb. RAI. 16.50

Theorie der Raumkurven und krummen Flachen. Von Oberstudiendirektor
Prof. Dr. V. Kommerell in Tubingen und Prof. Dr. K. Kommerell in

Tibingen. |: Krimmung der Raumkurven und Flachen. Vierte Auf-
lage. Aiit 38 Figuren. 205 Seiten. 1931. (Géschens Lehrbiicherei Bd. 20)
Geb. RM. 10.—

I1: Kurven auf Flachen. Spezielle Flachen. Theorie der Strahlen-
systeme. Vierte Auflage. Aiit22 Figuren. 194 Seiten. 1931. Geb. RAI. 10—

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. Karl Rohn, Geh. Rat,
weiland Professor an der Universitat Leipzig, und Dr. Erwin Papperitz,
Geh. Rat. Professor an der Bergakademie in Freiberg |. Sa. Drei Bénde.
GroR-Oktav. 1. Orthogonalprojektion. Vielflache, PerspektivItdt ebener
Figuren, Kurven, Zylinder, Kugel, Kegel, Rotatlons- und Schrauben-
flachen. Vierte, erweiterte Auflage. XX, 502 Selten. Mit 351 Figuren.
Neudruck 1932 Geb. RM 18.90
Il. Axonometrie, Perspektive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auf-
lage. VI. 194 Seiten. Mit 118 Figuren. Neudruck 1932. Geb. RAI. 8.55
I11. Kegelschnitte, Flachen zweiten Grades, Regel-, abwickelbare und
andere Flachen. Flachenkrimmung. Vierte, unveranderte Auflage. X,
334 Seiten. Aiit 157 Figuren. 1923 ... Geb. RM. 12.—

Darstellend« Geometrie. Von Theodor Schmid, o.0. Professor an der
Technischen Hochschule in Wien. I. Teil: Eckige Korper, Kugel, Zy-
linder, Kegel, Plankurven und Raumkurven mit den zugehérigen Torsen
im NormalriBverfahren und in orthogonaler Axonometrie. Dritte Auflage.
Aiit 170 Figuren. 283 S. 1922. (Samml. Schubert Bd. 65) Geb. RM. 6.—
Il. Teil: Schiefe und zentrale Projektion. Dreh-, Rohr-, Schrauben- und
Regelflachen. Geldndedarstellung, Kartenprojektion, Nomographie. Zweite
Auflage. M it 163Fig. 340S. 1923.{Samm|l.Schubert Bd.66) Geb.RM. 7.50

Die Lelre von der Zentralprojektion im vierdimensionalen Raume. Von
Dr. de Vries, Professor an der Universitdt zu Amsterdam. Aiit 25 FI-
guren. Lex.-8* 178 S. 1905 RM. 3.—

Angewandte Potentialthcorie In elementarer Behandlung, i. Bd. Von Pro-
fessor E. Grimsehl. Aiit 74 Fig. [Sammlung Schubert Bd. XXXV III.1
Gr. 8° VII, 219 S. 1905 . ..Geb. RM 7.40

Methoden der praktischen Analysis. Von Professor Dr. Fr. A. Willers.

Aflt 132 Figuren. 344 Seiten. 1928. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 12)

RM. 20.—, geb. RM. 21.50

Der Band gibt dem Mathematiker einen Einblick in die Anwendungsméglich-

keiten der Methoden und macht den Naturwissenschaftler und Ingenieur mit
den theoretischen Grundlagen bekannt.

Wahrscheinlichkeitsrechnung fir Nichtmathematiker. Von Dr. Karl Dérge,
0. Professor an der Universitdt Koéln, unter Mitwirkung von Hans Klein.
GroB-Oktav. 113 Seiten. 1939 Geb. RAI 6.—

Ballistik. Von Professor Dr. Theodor Vahlen. Mit 53 Abbildungen. GroR-
Oktav. X II, 231 Seiten. 1922 RAI. 9.— , geb. RAI. 10.—



Flugtechnisches Handbuch. Unter Mitarbeit zahlreicher Fachleute heraus-
gegeben von Roland Eisenlohr.

4 Bande. 1: Aerodynamik und Flugzeugbau. 1Il: Flugzeugfihrung,
Luftverkehr und Segelflug. 11C: Triebwerk und Sondergcblete des
Flugwesens. IV: Flugwetterkunde, Ballone, Luftschiffe.

Jeder Band kart. RAI. 7.50

Aerodynamik des Fluges. Eine Einfuhrung in die mathematische Trag-
flachentheorie. Von Professor Dr.Harry Schmidt. Aiit 81 Figuren.
VI, 258 Seiten. 1929 ..o RAI. 15.—, geb. RAI. 1G.50

ALLE WISSENSGEBIETE

finden Sie vertreten in der Zeitschrift

GEISTIGE ARBEIT

Zeitung aus der wissenschaftlichen Welt

Die .Geistige Arbeit“ will nicht eine ,Fach -
zeitschrift* sein, sondern einen Querschnitt geben
durch das wissenschaftliche und geistige Leben. Zn

diesem Zweck bringt die Zeitschrift u.a. regelmdaRige

Berichte iber Leistungen, Fortschritte und Probleme

einzelner Gebiete der Wissenschaft, Gber die histo-
rische Entwicklung, den Stand und die Organisation
in- und auslandischer Forschung, sie bringt biogra-

phische und historische ROckblicke und gibt eine
Ubersicht uber die wichtigsten Neuerscheinungen

durch zusammenhangende Besprechungen

Die.,.Geistige Arbeit®" kostetjahrlich RM . 6.—
vierteljahrlich R M 1.50, monatlich R M .— 50 Besser
als alle W orte unterrichtet Sie eine Probenummeraber
sinn und Ziele der Zeitschrift. Diese Probenummer

stellen wir Ilhnen auf Wunsch gern zur Verfigung.

WALTER DE GRUYTER & CO IBERLIN W 35



MINERVA
JAHRBUCH DER GELEHRTEN WELT

Herausgegeben von Dr. GERHARD LUDTKE

33. Jahrgang

Abteilung:

Universitaten und Fachhochschulen

Band I: Europa
Oktav. 1330 Seiten. 1938. Gebunden RM.42.—

Band Il: Die aufRereuropédischen Hochschulen
Oktav. 1029 Seiten. 1938. Gebunden RM.38.—

32. Jahrgang

Abteilung:
Forschungsinstitute, Observatorien, Bibliotheken,
Archive, Museen, Kommissionen, Gesellschaften

Oktav. 1765 Seiten. 1937. Gebunden RM.58.—

Weltkalender der Gelehrten

Herausgegeben von Dr. GERHARD LUDTKE
Redaktionelle Leitung Dr. FRIEDRICH RICHTER

Oktav. VIIlI. 1481 Seiten. 1936. Gebunden RM.45.—

WALTER DE GRUYTER & CO. / BERLIN W 35



V.

Handbuch der neuzeitlichen
Wehrwissenschaften

Herausgegeben im Auftrage der Deutschen Gesell-

schaft fur Wehrpolitik und Wehrwissenscliaften und

unter Mitarbeit zahlreicher Sachverstandiger von
HERMANN FRANKE, Generalmajor a.D.

*4 Bande. Lexikon-Oktav.
Bisher sind erschienen:

1.Band: Wehrpolitik und Kriegfihrung. Mit 81 far-
bigen und schwarzen Tafeln und 147 Skizzen im
Text. XI1I, 749 Seiten. 1936.

2.Band: Bas Heer. XII, 804 Seiten. 1937.

Subskriptionspreis fir Bond | und 2 bei Bezug des GcsnmtWerkes
gebunden je RM. 32.—, bei Einzclbczug gebunden je RM. 30.—.

3.Band: |.Teil: Die Kriegsmarine. Mit 27 farbigen
und schwarzen Tafeln und 113 Abbildungen bzw.
Skizzen im Text. X 11, 451 Seiten. 1938.

2.Teil: Die Luftwaffe. Mit 46 farbigen und
schwarzen Tafeln und 105 Abbildungen bzw.
Skizzen im Text. XII, 451 Seiten. 1938.

Subskriptionspreis fur Bond 3, 1. und 2. Teil bei Bezug des Gesamt-
werkes geb. je RM. 27.—, bei Einzelbczug geb. je RM. 30.—

In Vorbereitung befindet sich:
Band 4: Wehrwirtschaft und Wehrtechnik.

. ... Insgesamt kann man von diesem ausgezeichneten, mitunge-
wohnlichem Flei und Verstdndnis nurgebauten Nachschlage-
werk, das alle Fragen der Wclirpolltlk und Kriegfihrung be-
antwortet, nur wiinschen, daB es die allcrwcitcste Verbreitung finden
moge. Dankenswerterweise hat der Verlag eine ratenweise Bezalilung
zugebilligt, so daB auch der junge Offizierund jeder kriegswissensebaft-
lich interessierte Leser sich das Werk beschaffen kann. Es ist dabei
zu bemerken, daB der Band bei der Fille des Inhalts, insbesondere
in Ansehung der vielen kostspieligen Skizzen, als preiswert zu bezeich-
nen ist, da das W erk die Beschaffung vieler Biicher eriibrigt.”

General d. Int. Wetzell im Militar-Wochenblatt Nr. 37, 1936.

Das W erk wird durch Erganzungs«
liofte vor dem Veralten geschitzt.
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