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Einleitung.

Bei der Feststellung von Tatsachen und Größen mit
tels sinnlicher Wahrnehmung sind wir Irrtümern und 
Fehlern unterworfen, welche teils der menschlichen Un
vollkommenheit, teils der Mangelhaftigkeit der angewandten 
Hilfsmittel und Methoden entspringen. Dies zeigt sich, 
sobald irgend ein von mehreren Menschen beobachteter 
Vorgang genau festgestellt werden will, oder wenn auch nur 
ein einziger Beobachter die Ausdehnung oder die physi
kalischen Eigenschaften eines und desselben Gegenstandes 
mehrmals unabhängig bestimmt. Es zeigt sich auch, wenn 
man mehrere Größen, welche vermöge eines Naturgesetzes 
in bestimmter Beziehung zueinander stehen, einzeln und 
unabhängig mißt (z. B. die beiden Katheten und die Hy
potenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, die drei Winkel 
eines Dreiecks usw.).

Will man daher Widersprüche in der Feststellung von 
Größen oder Tatsachen v e rm e id e n , so muß man ent
weder die Augen vor etwa vorhandenen überschüssigen 
und daher unter allen Umständen widersprechenden Be
obachtungsergebnissen verschließen, oder —  auf über
schüssige Beobachtungen überhaupt verzichten. Beide Aus
kunftsmittel wären identisch mit dem Verfahren eines Rich
ters, der über jeden einzelnen Vorgang nur einen einzigen 
Zeugen hören wollte, auch wenn er von mehreren mehr 
oder weniger abweichend beobachtet wurde. Das Ergebnis 
einer solchen Untersuchung hätte wenig Aussicht, die
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Wahrheit zu treffen. Dagegen wird man der gesuchten 
Wahrheit um so näher kommen, je mehr Beobachtungen 
bei der Feststellung eines Yorganges oder einer Größe be
rücksichtigt werden und je zuverlässiger sie sind.

Wollen wir alle, teilweise widersprechenden Beobach
tungen zu einem einheitlichen Ergebnis —  dem richter
lichen Urteil gleich —  verarbeiten, so müssen wir jede 
von dem ihr anhaftenden Fehler zu befreien, „ a u s z u 
g le ic h e n “ suchen. Auf sachlichem Gebiet kann die 
F e h le r  U rsache außer in der Unzulänglichkeit unserer 
Sinne bloß noch in der M angelhaftigdro ft d e r  v e r 
w e n d e te n  M ethoden  u n d  I n s tru m e n te  liegen. Die 
Untersuchung von Größe und Ursache der Fehler liefert 
daher neben ihrem eigentlichen Zwecke (der Schaffung 
eines einheitlichen Resultates) noch wertvolle Fingerzeige 
für künftige Einschränkung der Beobachtungsfehler.

§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler.
Die U rsach e , welcher ein Felder seine Entstehung 

verdankt, ist häufig auch bestimmend für dessen E ig e n 
s c h a f t  u n d  G röße, so daß man umgekehrt aus letzteren 
häufig auf die Ursache schließen kann.

Entspringt der Fehler z. B. äußeren Einflüssen (Witte
rungsunbilden und anderen Naturereignissen, Böswilligkeit 
dritter usw.), oder ungewöhnlicher Nachlässigkeit des Be
obachters , so läßt er die Beobachtungsgröße meist um 
e rh e b lic h e  B e trä g e  und zwar ebenso wahrscheinlich 
in der einen, wie in der anderen Richtung unrichtig er
scheinen, er ist ein „ g ro b e r  F e h le r “.

Die groben Fehler lassen sich in den meisten Fällen 
vermeiden, jedenfalls aber durch überschüssige Beobach
tungen und geeignete Beobaehtungsverfahren ihrer Größe 
und Richtung nach erkennen und ausmerzen. Sie gehören
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n ic h t  zu denjenigen, welche der A u s g le ic h u n g  unter
liegen, und wir werden uns mit ihnen im folgenden nicht 
beschäftigen.

Außer diesen, sowohl nach Richtung und Größe, 
als auch nach ihrer Ursache meist leicht erkennbaren 
groben Fehlern gibt es aber noch k le in e re  F e h le r  (Ab
weichungen des Beobachtungsresultates vom wahren Wert), 
die sich zwar durch geeignete Hilfsmittel und Beobach
tungsverfahren und namentlich durch erhöhte Aufmerk
samkeit und Erfahrung des Beobachters wesentlich ein- 
schränken, n ie m a ls  a b e r  g an z  v e rm e id e n  lassen. — 
D ie F e s ts te l lu n g  d ie s e r  u n v e rm e id lic h e n  F e h le r  
an  den B e o b a c h tu n g s e rg e b n is s e n  n ach  w a h r 
s c h e in l ic h e r  U rsa c h e  und  G röße u n d  ih re  A u s
m e rz u n g  b i ld e t  d ie  A u fg ab e  d e r  A u s g le ic h u n g s 
re c h n u n g .

Auch sie zeigen übrigens bei näherem Zusehen prin
zipielle Verschiedenheiten, die der Verschiedenartigkeit 
der Fehlerquellen entstammen, und die uns zwingen, sie 
in zwei Gruppen getrennt zu betrachten. Wenn es nämlich 
im einzelnen Beobachtungsfall auch kaum möglich ist, jede 
einzelne Fehlerquelle und ihren Anteil am schließlichen 
Gesamtfehler der Beobachtungsgröße festzustellen, so zeigt 
doch die einfachste Überlegung, daß die eine Fehlerursache 
eine nach ihrem Vorzeichen sich gleich bleibende, in ge
setzmäßiger Abhängigkeit von der Beobachtungsgröße 
wachsende Fehlerwirkung ausüben kann, während die 
andere einen Fehleranteil erzeugt, der nach Größe und 
Vorzeichen von Beobachtung zu Beobachtung wechselt. 
Wird z. B. eine Strecke durch mehrfaches Anlegen eines 
Maßstabes gemessen, der um ein gewisses, wenn auch 
kaum erkennbares Maß zu kurz ist, so liefert dieser Maß
stab, falls sein Längenabmangel die einzige Fehlerquelle



darstellt,’ unter allen Umständen ein zu großes Maß für 
die Strecke, und zwar wächst der hieraus entspringende 
Streckenfehler proportional zur festgestellten Anzahl von 
Maßstablagen, also p ro p o r t io n a l  zu r S tre c k e n lä n g e . 
Einen solchen Fehler nennt man „ r e g e lm ä ß ig e n  
F e h l e r “.

Hat umgekehrt der Maßstab zwar die richtige Länge, 
schleicht sich aber bei jeder neuen Lage ein zufälliger 
kleiner Anlegefehler ein, so wird dieser ebenfalls das Ge
samtresultat der Strecke schädlich beeinflussen. Da aber 
der Fehler in der Maßstablage gleich wahrscheinlich in 
der Vorwärts- wie in der Rückwärtsrichtung wirken kann, 
so werden einige der entsprechenden, positiv wirkenden 
Fehlerelemente einige der negativen aufheben. Als Ge
samtwirkung dieser Fehlerquelle auf die Strecke wird 
daher nur der Überschuß der einen Fehlerrichtung über 
die andere auftreten. Dieser kann e b e n so g u t p o s itiv  
w ie  n e g a tiv , und wird seiner absoluten Größe nach im 
günstigsten (aber u 11 wahrscheinlichen) Fall =  0 sein, wenn 
nämlich die Gesamtwirkung der positiven gleich derjenigen 
der negativen Fehlerteile ist. Im ungünstigsten, ebenso un
wahrscheinlichen Fall (wenn alle Fehlerelemente in gleicher 
Richtung wirken) wäre die Gesamtwirkung, wie im Fall 
des regelmäßigen Fehlers, proportional zur Streckenlänge. 
Weder der eine noch der andere dieser äußersten Fälle 
wird regelmäßig auftreten. Sicher ist daher, daß die 
wahrscheinliche Gesamtwirkung dieses „ z u fä l l ig e n “ 
(unregelmäßigen) Fehlers la n g sa m e r  w ä c h s t, als die 
des regelmäßigen Fehlers.

Wenn nach Vorstehendem das Wachstum des regel
mäßigen und des unregelmäßigen Fehlers verschiedenen 
Gesetzen folgt, und wenn weiter die Möglichkeit vorliegt, 
daß beide Fehlergruppen in den auszugleichenden Beob

§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 9
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achtungsresultaten gleichzeitig auftreten, so wird nur die 
Trennung beider die richtige Erkenntnis der Fehler- 
Ursachen und die Fehlerverbesserung an der richtigen 
Stelle ermöglichen.

Eine solche Trennung läßt sich in einzelnen Fällen 
durch einfache Überlegung ermöglichen.

"Wird z. B. ein und dieselbe Größe (etwa eine Strecke) 
mit denselben Geräten unter denselben äußeren Um
ständen und nach derselben Methode mehrmals gemessen 
und weisen die Messungsresultate Unterschiede auf, die 
zu klein sind, um als Folgen grober Fehler angesehen 
werden zu können, so können diese Unterschiede n u r  zu 
fä l l ig e n , unregelmäßigen F e h le rq u e l le n  entspringen. 
Sind aber die verschiedenen Wiederholungen der Messung 
je mit anderen Geräten nach anderen Methoden oder 
unter veränderten Umständen ausgeführt worden, so 
können die kleinen Unterschiede zwischen den verschie
denen Resultaten ebensowohl z u fä ll ig e n , als r e g e l 
m äß ig en  Fehlern und ihrem Z u sa m m e n w irk e n  ent
springen. Durch Vergleichung beider Fehlerbeträge können 
wir den Anteil beider Gruppen von Fehlern am Gesamt
unterschied ermitteln.

§ 2. Wahrscheinlichster Wert einer Größe aus einer 
Reihe gleich genauer, mit zufälligen Fehlern behafteter 

Beobachtungsresultate.
Ist die Beobachtung einer Größe mit denselben Hilfs

mitteln und Methoden und unter denselben äußeren Verhält
nissen mehrfach ausgeführt worden, kann also jedes der er
haltenen, um geringe Beträge voneinander abweichenden 
Resultate als gleich zuverlässig angesehen werden, so würde 
die Annahme irgend eines dieser Beobachtungsresultate als 
endgültigen Wertes der Beobachtungsgröße eine Vergewal
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tigung der übrigen und eine nutzlose unwirtschaftliche 
Arbeitsvergeudung darstellen. Denn letztere hätten, falls 
es sich bei ihrer Beobachtung etwa nur um Schutz gegen 
g ro b e  Fehler handelte (Kontrollbeobachtungen), zum min
desten mit geringerem Aufwand an Sorgfalt und Zeit er
mittelt werden können. Wählen wir dagegen den end
gültigen Wert der Beobachtungsgröße unter gleichmäßiger 
Berücksichtigung aller beobachteten Einzel werte aus, so 
erzielen wir damit zweifellos eine Genauigkeitssteigerung, 
weil zum mindesten ein Teil der zufälligen, ebenso wahr
scheinlich positiven wie negativen Einzelfehler sich dabei 
aufhebt.

Die Voraussetzung, daß sämtliche Beobachtungen mit 
gleicher Sorgfalt, also vermutlich auch gleicher Genauig
keit ausgeführt sind, führt zum Zweck der Auswahl 
eines endgültigen ausgeglichenen Mittelwertes L  für die 
Beobachtungsgröße zu der Forderung, an sämtlichen Be
obachtungswerten l gleich große, im Vorzeichen wechselnde 
Verbesserungszuschläge v anzubringen, welche dem bei der 
Beobachtung eingeschlichenen gleich wahrscheinlich posi
tiven wie negativen und gleich großen zufälligen Fehler 
entsprechen. Diese Forderung läßt sich aber nur im Fall 
zweifacher Beobachtung erfüllen.

Trägt man nämlich die Beobachtungswerte lt l2 . . . 
als Ordinaten zu e in e r  beliebigen Abszisse auf (Fig. la), 
so läßt sich nur dann ein Punkt finden, der von den End
punkten der Ordiuaten gleichen Abstand v hat, wenn die 
Zahl der letzteren = 2  ist.

In diesem Fall sind die Verbesserungszuschläge 
i \  =  — v2 . Legt man der vom Endpunkt der l aus in 
der Ordinatenrichtung verlaufenden Verbesserung v das 
Vorzeichen + ,  der ändern das Vorzeichen — bei, so wird
(1 ) +  i '2 =  0
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Fig. la. Fig. Ib.

zu beliebigen Abszissen auf, so ist es unmöglich, eine 
Parallele zur Abszisse zu ziehen, deren Abstände v von 
allen Ordinatenendpunkten gleich groß sind. Wir müssen 
also auf die Forderung verzichten:

absolut i>, =  absolut v2 =  • • • =  absolut vr =  • • ■
(Fig. lb). Immerhin kann man zwei der Beobachtungs

werte , z. B. und l2, zu einem Resultat L \  =  ^ ^
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damit ebenso viele Werte L', als Beobachtungs p a a re  vor
handen sind. Gleichzeitig ist dann wie vorhin

vi +  v2 =  0 )
«3 + * h = t>  >[»]*) =  0 .

Faßt man jetzt je zwei der so gefundenen Werte U  wieder 
zu einem Wert L "  zusammen und heißt die an den Wer
ten U  anzubringenden Verbesserungen ?/, so ist wieder

und man hat nur noch den vierten Teil der ursprüng
lichen Beobachtungswerte.

Fährt man mit der paarweisen Zusammenfassung der 
gewonnenen Werte zu Mittelwerten L " \  IV " . . . fort, 
wobei wieder r,,,n _  n

so bleibt schleißlich ein Wert L  als endgültiger Mittelwert 
übrig. Heißen die an den lusprünglichen Beobachtungs
werten l anzubringenden Zuschläge, welche nötig sind, 
um sie auf diesen Mittelwert L  zu bringen, F , so wird;
(1 ) ( L - l 1) +  ( L - l 2) +  ...^ [ v ]  +  [v'] +  [v"l +  -  =  m  =  0

*) Das von K. F. Gauß (geb. 30. April 1777, gest. 23. Febr. 
1855), dem Begründer der Methode der kleinsten Quadrate, 
eingeführte Zeichen [ ] , für die Summe einer endlichen Zahl 
gleichartiger Größen, entsprang dem griechischen 2  =  Summe 
aller. Der einfacheren Schreibweise halber entstand daraus [ 
und, zur genauen Begrenzung des zusammenzufassenden Aus
drucks, []. Es wird aus sachlichen und aus Gründen der 
Pietät im folgenden beibehalten werden.

-  =  L'2 usw. und erhält

[»"] — o
[©'"] =  0 usw.
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als E ig e n s c h a f t  des e n d g ü lt ig e n  M itte lw e r te s  L  
a u s  e in e r  A n zah l 2 wg le ic k  g e n a u e r  B eo b ach tu n g en .

Die in (1 ) gefundene Eigenschaft des endgültigen 
Mittelwertes L  aus einer Anzahl 2M nur mit zufälligen 
Fehlern behafteter, gleich genauer Beobachtungen l wohnt 
dem wahrscheinlichen Mittelwerte inne, auch wenn die 
Beobachtungszahl nicht gerade = 2 ” ist. Denn die un
gefähr gleich großen zufälligen Beobachtungsfehler V  wer
den gleich wahrscheinlich positiv wie negativ auftreten, 
sich also bis auf einen im Vergleich zu [/] sehr Meinen 
Best um so eher aufheben, je größer die Zahl der Be
obachtungen l ist. Mit großer Wahrscheinlichkeit dürfen 
wir daher Gleichung (1 ) als allgemein gültige Bedingung 
für die Auswalil des wahrscheinlichsten Mittelwertes L  
einer beliebigen Anzahl gleich genauer Beobachtungen l 
festsetzen. Wir gewinnen damit allerdings nur eine Hy
pothese für ein Naturgesetz, die aber um so gesicherter 
ist, je mehr daraus zu ziehende Schlüsse mit der Wirk
lichkeit übereinstimmen. Wie man nun aber auch den 
wahrscheinlichsten W ert L  der Beobachtungsgröße wählen 
möge, immer wird die Beziehung bestehen:
Verbesserung V  =  L  — l , oder (wenn man V  durch v ersetzt): 

L  =  ll -\-vl 
L  =  l2 -\-v2

L  =  ln-\~vn
n L  =  [l\ +  [r] . Für (1): [v\ == 0 wird daraus

(2) Endwert L  =  U  =  dem a r i th m e t is c h e n  M itte l d e r  
n

B e o b a c h tu n g s w e r te , übereinstimmend mit unserem 
natürlichen Empfinden.



Wir erkennen, daß jeder neue Beobachtungswert l einen 
neuen Widerspruch v gegen den Mittelwert L  und damit 
eine kleine Veränderung des letzteren bedingt. Je größer 
aber die Zahl n der zur Mittelbildung bereits verwendeten 
Beobachtungswerte l und je größer ihre Genauigkeit ist, um so 
geringer wird der Einfluß einiger neu hinzukommender Be
obachtungswerte auf das Endergebnis sein. Die Veränderung 
des Endresultates durch neu hinzutretende Beobachtungswerte 
würde aber erst dann gleich 0 , wenn die Zahl der bereits 
verwendeten oo groß wäre. Dann hätte man den auf dem 
Weg der Beobachtung tatsächlich unerreichbaren w ahren 
W ert der Beobachtungsgröße gefunden.

§ 3. Grundbedingung für die Ausgleichung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. Einteilung der Aus

gleichungsaufgaben.

Die Bedingung (1) führt auf einem sehr einfachen 
Weg zur eindeutigen Erlangung des wahrscheinlichsten 
Wertes L  aus einer Anzahl gleich genauer Beobach
tungen l , wenn, graphisch betrachtet, die gesuchte Aus
gleichungslinie (s. Fig. 1  b) ihrer Richtung nach (hier als 
Parallele zur a;-Achse) zum voraus bekannt ist. Trifft 
dies nicht zu, so genügt die Bedingung \v\ =  0 nicht zur 
eindeutigen Auswahl dieser Ausgleichungslinie. Ist z. B. 
die beobachtete Größe L  (statt wie bisher konstant) ab
hängig von einer zweiten veränderlichen Größe, so kann 
man zwar die Beobachtungswerte l , wie in Fig. 1  a und 1  b, 
als Ordinaten und zwar diesmal zu den korrespondierenden 
Werten der zweiten Veränderlichen als Abszissen auf
zeichnen.

Mögen, z. B. bei gleich bleibender Temperatur, aber ver
änderlichem Luftdruck an einem Quecksilber- und gleichzeitig 
an einem Federbarometer korrespondierende Ablesungen ge
macht worden sein, um die Beziehung zu finden zwischen der 
Anzahl von Teilen, um welche sich der Zeiger des Aneroid

§ 3. Grundbedingung für die Ausgleichung usw. 15
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barometers fortbewegt, und der Anzahl von mm, um welche 
sich aus denselben Ursachen die Höhe der Quecksilbersäule 
verändert. Es sei ferner festgestellt worden, daß die gesuchte 
Beziehung zwischen den Quecksilberhöhen b und den Aneroid- 

ablesungen a von linearer Form ist:
b — a x  -\- c .

. Trägt man nun die Quecksilber
ablesungen b als Ordinaten zu den zu
gehörigen Aneroidablesungen a als Ab  ̂
szissen auf und verbindet die so erhal
tenen Bildpunkte, so ist bei fehlerfreien 
Ablesungen derenVerbindungslinie eine 
Gerade. Ihr Richtungskoeffizient (tgdes 
Richtungswinkels) stellt die gesuchte 
Multiplikationskonstante x  vor, ihr Ab

schnitt auf der y  -Achse 
die (uns zunächst nicht 
interessierende) Additio
nalkonstante c. Nun sind 
aber die Ablesungen an 
beiden Barometern mit 
kleinen Fehlern behaftet, 
welche zur Folge haben, 
daß die Verbindungslinie 
der Bildpunkte keine Ge
rade wird, wenn die Zahl 

der letzteren > 2 , d. h. wenn Überbestimmung vorhanden ist. 
Die Abweichungen einer den Bildpunkten möglichst angepaßten 
Geraden von diesen sind auch hier nichts anderes, als die Ver
besserungen v (s. Fig. 2), welche an den Quecksilberablesungen b 
anzubringen sind, damit die der Aneroidablesung a entsprechende 
g e m i t t e l t e  Quecksilberablesung B  erscheint, deren al
gebraische Summe wir laut Bedingung (1 ) =  0 machen 
sollen.

Nun kann man aber jede Richtung parallel mit sich 
selbst so verschieben, daß schüeßlich [algebr. v\ =  0 wird, 
jede liefert ein anderes c und x , d. h. es g ib t u n e n d 
l ic h  v ie le  G e rad e , w e lch e  d e r  g e s te l l te n  B e
d in g u n g  [;<;] =  0 e n tsp re c h e n . Zur Auswahl der best

hy
O- Achse/
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möglichen Ausgleichungslinie brauchen wir eine weitere
Bedingung, welche die unter (1) aufgestellte ersetzt
oder ergänzt. Als solche weitere Bedingung könnte man
etwa wählen: r , , . , .[absolut rj =  Minimum.

Diese Form wurde in der Tatvon L a p la c e  im Jahre 1802 
aufgestellt und begründet.

Sie leidet aber an verschiedenen Mängeln. In erster 
Linie tut sie den V e rb e s se ru n g e n  v , welche ohne Vor
zeichen undenkbar sind, Z w ang  an , indem sie ihnen das 
V o rze ich en  ra u b t.

Sodann verursacht die A u fs te l lu n g  e in e s  a l l 
gem ein  g ü l t ig e n  A u sd ru c k e s  für den absoluten Wert 
jedes einzelnen v oder für deren Summe jabs. »], welche 
zum Minimum werden soll, erhebliche Schwierigkeiten. 
Denn je nach der Größe des Beobachtungswertes l , bzw. 
desjenigen von L  ist abwechselnd abs. » =  L  — l oder 
abs. v =  l — L .

Endlich nimmt die Bedingung [abs. v\ =  Min. k e in e  
R ü c k s ic h t  a u f  d ie  W e rtu n g  d e r  e in z e ln e n  B e
o b a c h tu n g s fe h le r  v n a c h  ih r e r  G rö ß e . Handelt es 
sich nämlich darum, die Güte einer Beobachtungsreihe im 
ganzen zu beurteilen, so wird man dazu am besten den 
Wert derjenigen Funktion der Beobachtungsfehler v ver
wenden, die man zum Zweck und anläßlich der Auswahl 
des bestmöglichen Mittelwertes L  zum Minimum gemacht 
hat, im vorüegenden Fall also [abs.»] oder

(3 ) tabs.«]
n

Der Wert d stellt dabei den absoluten Durchschnittswert 
aus n  Beobachtungsfehlern v , den „ d u rc h s c h n i t t l ic h e n  
F e h le r  e in e r  B e o b a c h tu n g “ vor.

W e i t b r e c h t ,  A usg leich u n g srech n u n g . 2
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Möge nun z. B. ein be
stimmter Beobachter mit 
einem gewissen Instrument 
und unter Einhaltung einer 
gewissen Messungsmethode 
beim Nivellement gleich 
langer geschlossener Schlei
fen etwa folgende Abschluß
differenzen gegen den (in 
diesem Fall bekannten) Soll
wert 0 erzielt haben:

Ein zweiter Beobachter 
habe dagegen beim Nivelle
ment derselben Schleifen mit 
anderem Instrument und nach 
anderer Methode folgende 
Abschlußdifferenzen erzielt :

Sch le ife
A bsch luß  

-t- mm
differenz v 

-  mm Sch le ife
A bsch lußd iffe renz  v 

+ mm ! -  mm

1 4 1 1
2 5 2 1
3 6 3 1
4 5 4 10
5 5 5 12
6 5 6 0
7 5 7 1
8 6 8 0
9 5 9 15

10 4 10 9

24 26 2 48

[abs. »] == 50 [abs. u] =  50

(i==[abs1 u] =  5 ¿ =  1 ^ 3  =  5 .
n n

Beide Beobachtungsreihen zeigen denselben Betrag für 
[abs. «] und daher denselben durchschnittlichen Fehler d. Trotz
dem sind die dadurch ausgeführten Höhenbestimmungen durch
aus nicht gleich zuverlässig. Schon der Umstand, daß die 
Zahl der positiyen Abweichungen v in der zweiten Reihe gegen
über derjenigen der negativen erheblich verschieden ist, wider
spricht ihrer Eigenschaft als zufällige Fehler und weist auf



die Einwirkung grober oder regelmäßiger Fehler hin, die sich 
möglicherweise bis auf den schließlich festgestellten Betrag 
gegenseitig aufgehoben haben können.

Noch mehr aber spricht die absolute Größe der A b
sch lußd ifferenzen  gegen die Gleichwertigkeit der beiden 
Gruppen von Messungen. Jede dieser Differenzen setzt sich 
nämlich zusammen aus einer Reihe von in ihrer Ursache und 
Wirkung teilweise unbekannten Fehlerelementen, die sich teils 
addieren, teils gegenseitig aufheben. Die Abschlußdifferenz 
ist nur ihr in die Erscheinung tretender Rest. Ist dieser 
Rest in den einzelnen Beobachtungsfällen sehr verschieden, so 
beweist dies, daß die Fehlerelemente selbst verhältnismäßig 
groß sind, so daß einige von ihnen, welche ausnahmsweise der 
Regel widersprechen, gleich wahrscheinlich positiv wie negativ 
zu sein, hinreichen, das Beobachtungsresultat und die Abschluß
differenz merklich zu beeinflussen. Das zufällige, eben hieraus 
erklärliche Vorkommen einiger auffallend kleiner Abschluß- 
differenzen ändert an der Tatsache der geringen Zuverlässig
keit ebensowenig, als etwa einige zufällige Kernschüsse den
jenigen zum hervorragenden Schützen stempeln, der mit anderen 
seiner Schüsse nicht einmal die Scheibe trifft. Wird ja auch 
nicht derjenige Mensch als der brauchbarere von zweien an
gesehen, der zwar im Falle zufällig glücklicher Disposition 
einmal eine ganz hervorragende Leistung hervorbringt, aber 
zwischenherein, vielleicht gerade wenn man ihn nötig braucht, 
versagt!

Sollen aber nach dem Ausgeführten die Beobachtungs
fehler v in dem Sinne gewertet werden, daß größere Fehler 
progressiv wachsend in die Wagschale fallen, so bleibt nichts 
übrig, als irgend eine P otenz von ihnen in Vergleich zu 
ziehen. Dabei hat eine Potenz mit geradem Exponenten 
noch den Vorzug, das lästige Vorzeichen des Fehlerbetrages v 
auf natürliche Weise zum Verschwinden zu bringen. Die 
Frage, w elche gerade Potenz der v gewählt werden soll, be
antwortet sich aus der Eigenschaft der Fehler als Natur
erscheinungen, die gewissen (uns zunächst unbekannten) Ge
setzen unterworfen sind: Im Zweifelsfalle ist die einfachste Form 
die richtige, sofern sie anderen, bereits festgestellten Gesetzen
(im vorliegenden Falle (1): [algeb. «] =  0 und (2): L  =  ® j
nicht widerspricht.

§ 3. Grundbedingung für die Ausgleichung usw. 19
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Unter letzterer Voraussetzung und an Stelle der als 
unrichtig erkannten Annahme [abs. v\ =  Min. setzen wir 
jetzt für die W e r tu n g  d e r  e r r e ic h te n  B eo b ach 
tu n g s g e n a u ig k e i t  sowohl, als für die A u sw a h l des 
w a h r s c h e in l ic h s te n  W erte s  der Beobachtungsgröße L  
die Bedingung
(4) \v v\ =  Min.

Ob diese Bedingung den für gleich genaue Beobach
tungen einleitend bewiesenen, oben angegebenen Gesetzen 
(1 ) und (2 ) nicht widerspricht, untersuchen wir wie folgt:

v1 =  L  — li also v\ — L 2 — 2 L
v2 =  L - l 2 „ v\ =  V ~ 1  L l2 +  P2

v„ =  L - l „  „ rjj =  i 2- 2  L ln+ r n

B eh afte t m an die 
an den Beobach
tungsw erten  ¿an

zubringenden 
Yerbesserungs- 

b e träge  v  m it a l
gebraischen Vor
zeichen , so is t 
allgem ein gültig , 

w elcher W ert 
auch fü r L  ge
w ählt werden 

m öge:

Soll nun der wahrscheinlichste W ert L  so ausgewählt 
werden, daß [vv] =  Min., wobei also L  die einzige Ver
änderliche der rechten Seite ist, so muß sein 

d[v »]
<IL

oder

woraus

2 n L  — 2 [Z] =  0 

. 2 [l] _  \l\
2 n

-  M ra=o
n

in  Ü b e re in s tim m u n g  m it G le ic h u n g e n  (2) und (1).
Die G le ic h u n g  (4) b i ld e t  d ie  g ru n d le g e n d e  

B e d in g u n g  f ü r  d ie  g e sa m te  A u s g le ic h u n g s re c h 



n u n g. Nach ihr erhielt letztere die Bezeichnung „M ethode  
d e r k le in s te n  Q u a d ra te “ (besser: Methode der kleinsten 
Quadratsümme). Sie läßt, wie Gleichung (1 ), eine be
merkenswerte mechanische Deutung zu. Denkt man sich 
nämlich die Beobachtungswerte l (wie in Fig. 1 ) als Or- 
dinaten aufgetragen, so stellen deren Abweichungen v 
vom Mittelwert L  die Ordinaten ihrer Endpunkte vor in 
bezug auf die durch den Endpunkt dieses Mittelwertes 
parallel zur Abszisse gezogene Achse. Betrachtet inan 
diese Ordinatenendpunkte als Massenpunkte, denen ver
möge der gleichen Beobachtungsgenauigkeit je dasselbe 
Gewicht 1  zukommt, und denkt sich die Gewichte in 
ihnen angreifend und parallel zur Achse wirkend, so be
deutet [v] die Summe der statischen Momente für Drehung 
um den Endpunkt des Mittelwertes L ,  und (1 ) [v\ =  0 
das vorhandene G le ic h g e w ic h t, [vv] stellt das axiale 
T rä g h e itsm o m e n t für die durch den genannten End
punkt gehende Achse vor, und (4) [vv\ =  Min. be
deutet wie ( 1 ) \y] =  0 , daß dieser E n d jiu n k t des 
M itte lw e r te s  L  d en  S c h w e rp u n k t des S y s tem s  
g le ic h  g e w ic h tig e r  M a sse n p u n k te  vorstellt; ganz 
in Übereinstimmung mit unserem praktischen Gefühl.

Zum Schluß möge noch untersucht werden, welche Werte 
die Summen der Quadrate der Abschlußdifferenzen in beiden 
Beobachtungsreihen (s. S. 18) annehmen.

Die erste Reihe liefert:

lfi 4- 25 +  36 +  25 +  25 +  25 +  25 +  36 +  25 +  16 =  254 .

Die zweite Reihe liefert:
1 +  1 +  1 +  100 +  144 +  0 +  1 -f- 0 +  225 - f  81 =  554 .

Es ist also, wie vorauszusehen war, die Summe der 
Fehlerquadrate in der zweiten Reihe größer, die Beobach
tungsgenauigkeit geringer als in der ersten.

§ 3. Grundbedingung für die Ausgleichung usw. 21
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E in te i lu n g  d e r  A u sg le ic h u n g sa u fg a b e n .

In den §§2 und 3 sind zwei Aufgabenfälle angedeutet 
worden, deren erster durch die Bedingung, daß die Summe 
der an den einzelnen Messungsresultaten anzubringenden 
Verbesserungen gleich 0 sein soll, ([n] =  0 ), eindeutig ge
löst werden konnte, während dieser Bedingung im zweiten 
Falle eine unendlich große Zahl von Lösungen entsprach. 
Dies zeigt, daß beide Fälle prinzipielle Verschiedenheiten 
aufweisen müssen. In der Tat hat es sich im ersten um 
die Auswahl eines bestmöglichen Wertes für die d i r e k t  
und mehrfach beobachtete Größe L  gehandelt, während 
im zweiten Falle andere, zu ihr in Beziehung stehende 
Größen beobachtet wurden, d u rc h  deren V e rm itt lu n g  
die gesuchte Multiplikationskonstante x  e r s c h lo s s e n  
werden mußte.

Im ersten Falle handelte es sich um die A u s g le i
ch u n g  d i r e k te r  B e o b a c h tu n g e n , im zweiten um die 
A u sg le ic h u n g  v e rm it te ln d e r  B eo b ach tu n g en .

Es ist auch möglich, daß zwar die mehrfach beobach
teten Größen selbst gesucht, daß sie aber unter sich 
nicht unabhängig sind, sondern streng zu erfüllenden Be
dingungen unterliegen (Winkel im Dreieck usw.). In 
diesem Falle spricht man von der Ausgleichung b e 
d in g te r  d i r e k te r  B eo b ach tu n g en . Endlich können 
die direkt beobachteten Größen zur Bestimmung anderer 
Größen dienen, die aber ihrerseits gewisse Bedingungen 
erfüllen müssen (z. B. Einschaltung eines durch Winkel
beobachtung bestimmten Dreiecknetzes in ein als fehler
frei anzunehmendes Netz höherer Ordnung): man hat den 
Fall der Ausgleichung b e d in g te r ,  v e r m it te ln d e r  B e
o b a c h tu n g e n . Für jeden dieser Aufgabenfälle wird ein 
besonderer Gang der Lösung aufzustellen sein, der ge-
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rade für ihn zweckmäßig ist. Doch ist diese Unterscheidung 
keineswegs so scharf, daß sich nicht auf spezielle Aufgaben 
sowohl die eine als die andere Lösung anwenden ließe.

Die Ausgleichung selbst kann auf re in  r e c h n e r i 
schem  Wege durchgeführt, oder durch g ra p h is c h e  Dar
stellung unterstützt werden. Das erstere Verfahren hat 
den Vorzug größerer Genauigkeit, das letztere denjenigen 
größerer Übersichtlichkeit und des Erkennenlassens 
etwaiger bei der Beobachtung unterlaufener grober 
Fehler vor Abschluß der Ausgleichung.

I. A b schn itt.

Ausgleichung d irek ter Beobachtungen.

1. Kapitel.

Direkte Beobachtungen von gleicher Genauigkeit.
§ 4. Untersuchung der einer Einzelbeobachtung inne

wohnenden Genauigkeit.
Die wichtigste Aufgabe der Ausgleichungsrechnung: 

Feststellung des wahrscheinlichsten Wertes der Be
obachtungsgröße, haben wir für den Fall gleich genauer, 
direkter Beobachtungen gelöst. Von Interesse, namentlich 
im Hinblick auf die Auswahl möglichst zweckmäßiger 
Beobachtungsmethoden ist nun noch ein Einblick in die 
bei der Einzelbeobachtung erreichte Genauigkeit. Wir 
haben zu diesem Zwecke schon auf S. 17 die durchschnitt
liche Abweichung d der Beobachtungen vom w a h re n  
S o llw e r t der beobachteten Größe berechnet. Wir haben 
aber dabei erkannt, daß dieser Durchschnittsbetrag d einen
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Maßstab für die erreichte Genauigkeit der Einzelmessung 
nicht abzugeben vermag, weil Beobachtungsreihen von 
ganz verschiedener Zuverlässigkeit identische Werte für d 
ergaben.

Um die größeren Abweichungsbeträge v stärker in die 
Wagschale zu werfen, haben wir statt ihrer selbst eine 
Potenz von ihnen verglichen und hierfür die zweite 
Potenz gewählt. Wir haben schließlich für die richtige' 
Auswahl des wahrscheinlichsten Wertes der Beobachtungs
größe die Bedingung festgesetzt: =  Min. Diese zum
Minimum zu machende Quadratsumme der Abweichungen v 
kann nämlich aus dreierlei Ursachen heraus einen großen 
Betrag erreichen: 1. durch unzweckmäßige Auswahl des 
End wertes L  aus den Beobachtungswerten l , 2. durch 
fehlerhafte Beobachtungen l und 3. durch große Anzahl n 
der Beobachtungen l, also der Abweichungen v. Wurde L  
nach Gleichung (2) gewählt, so ist \v v\ =  Min., also ein 
kleinerer W ert \v v] durch andere Auswahl von L  nicht 
zu erreichen. Dann ist der Wert von [v ?;] lediglich noch 
abhängig von der Beobachtungsgenauigkeit und von der 
Zahl n  der Beobachtungen. Da die Genauigkeit j eder Einzel
beobachtung von deren Zahl unabhängig ist, so ist zu ihrer 
Erkenntnis die Quadratsumme \yv\ durch Division mit 
der Wiederholungszahl n  auf das Quadrat des Fehlers 
e in e r  Beobachtung zurückzuführen, und man erhält unter 
der V o ra u s s e tz u n g , daß d ie  A b w e ic h u n g e n  vw 
w a h re  B e o b a c h tu n g s fe h le r  vorstellen, als Maßstab für 
die im Mittel bei einer Beobachtung erreichte Genauigkeit:

\vw vtr |
n

(5 a)
[Go»n>] _  I m i t t l e r e r  F e h le r  e in e r

n  ( B eo b ach tu n g .
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Die Voraussetzung, daß wir es mit w ahren Beobach
tungsfehlem zu tun haben, trifft in denjenigen Fällen zu, 
in denen der Sollwert der Beobachtungsgröße zum voraus be
kannt ist (Winkelsumme im Dreieck oder im Vieleck; Summe 
der Projektionen der Seiten eines geschlossenen Polygons auf 
eine beliebige Achse; Summe der Höhenunterschiede einer 
Nivellementsschleife, bei welcher an identischem Punkt an- und 
abgeschlossen wurde usw.).

So liefert das hierhergehörige Beispiel S. 18 und 21
als mittleren Fehler einer Beobachtung der ersten Keihe

als mittleren Fehler einer Beobachtung der zweiten Reihe

Der Vergleich mit dem durchschnittlichen Fehler d — 5 mm 
(s. S. 18) zeigt nebenbei, daß der m ittle re  Fehler nicht bloß 
ein gerechterer, sondern auch ein strengerer Richter ist, als 
der d u rch sch n ittlich e  Fehler.

Ist der Wert der Beobachtiingsgröße nicht zum voraus 
bekannt, muß er vielmehr erst aus einer endlichen Zahl 
von Beobachtungen nach Gleichung (2) erschlossen wer
den, so ist er selbst nicht fehlerfrei, also sind es auch 
nicht die aus ihm abgeleiteten Verbesserungsbeträge v 
der Beobachtungswerte l .

Möge der nach Gleichung (2) berechnete Mittelwert L  
Tun den nach Vorzeichen und Größe unbekannten Be
trag +  M  unrichtig sein, so daß sein wahrer (aber 
unzugänglicher) Wert =  L  -f- M  ist, möge ferner die 
unzugängliche, w ah re  Abweichung jedes einzelnen Be
obachtungswertes l von ihm mit vw, die uns zugängliche 
Abweichung vom Mittelwert L  mit v bezeichnet werden, 
so ist



„fPi =  (L + M ) — l1= L  — l1+ M  =  v1 +  M  
vic[ =  (L +  M) — =  L  — +  M = v.2 +  J f

u,fn =  (X +  Af) -  t,, =  £  -  i„ +  3f =  ph+  M __________

[u,„uj =  [uu]-f«M 2- f  2 M [»]
und, da nach Gleichung (1) [v] =  0 ,
(6 ) [»„ • v„] =  \vv\ +  n M 2 .

Jedes der drei Glieder ist als Summe quadratischer 
Einzelsummanden positiv, folglich [»,„ v„] >  [v v \ .

Hieraus geht hervor: Treten an Stelle der w a h re n  Ab
weichungen v„, in Gleichung (5a) die w a h rs c h e in lic h e n  
Abweichungen v , so wird dadurch der Zähler [»c] 
kleiner, also muß dies beim Nenner n  im gleichen Ver
hältnis der Fall sein. Die Bestimmung des Beduktions- 
verhältnisses ist aber einwandfrei jetzt noch nicht mög
lich, weil w ir den Fehler M  des Mittelwertes L  der Be
obachtungsgröße [s. Gleichung (6 )] noch nicht berechnen 
können. Immerhin können wir jetzt schon erkennen, daß 
der an Stelle von n  in (5 a) tretende Nenner so beschaffen 
sein muß, daß er: 1. im Falle mangelnder Überbestim
mung, d. h. wenn nur e in e  Beobachtung l vorhanden ist, 
für die dabei erreichte Genauigkeit einen unbestimmten 
Wert liefert, weil diese hieraus überhaupt nicht erschlossen 
werden kann; 2. im Falle vorhandener Überbestimmung 
gegen die Wiederholungszahl n  konvergiert, wie der Aus
druck \vv\ gegen [vmvw]. Beides trifft zu für den Nen
ner n  — 1 .

Denn im Falle einer einzigen Beobachtung wird die 
Abweichung v ihres Besultates vom Mittelwert L ,  gleich 0, 
ebenso der Nenner n  — 1 =  0 , folglich

[» » ]  0  .»r =  ——~  =  — =  unbestimmt. n — 1  0

26 Ausgleichung direkter Beobachtungen.
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Im Falle einer sehr großen Zahl n  von Beobachtungen 
nähert sich L  dem wahren Wert, v der wahren Abwei
chung vw ,? i — l  der Wiederholungszahl n , folglich

Wir setzen daher vorbehaltlich später zu erbringenden 
Beweises (s. S. 35) unter Ersetzung der wahren, unzugäng
lichen Abweichung v„ durch die zugängliche Abweichung v 
einer Beobachtung l vom wahrscheinlichen Wert L

S atz . D as Q u a d ra t des m i t t le r e n  F e h le rs  
e in e r  B e o b a c h tu n g  i s t  g le ic h  d e r  Sum m e d e r 
Q u a d ra te  ih r e r  A b w e ich u n g en  je vom M itte lw e r t,  
d iv id ie r t  d u rc h  d ie  Z ah l d e r ü b e rs c h ü s s ig e n  B e 
o b ach tu n g en .

Aus den Fehlergleichungen S. 14 und 20

erkennen wir, daß die Abweichungen v Größen gleicher 
Art und Gattung vorstellen, wie die Beobachtungsgrößen l , 
sie bedeuten Yerbesserungszuschläge zu den Beobach
tungswerten l , welche nötig sind, um diese in den Mittel
wert L  überzuführen. Als benannte Größen lassen sie 
sich aber weder quadrieren noch differenzieren, wie dies
S. 20, 25 und 26 geschah!

Den hierin liegenden Widerspruch überwinden wir, 
indem wir jedes v mittels Division durch seine eigene 
Maßeinheit auf eine unbenannte Zahl zurückführen, ohne

fi — 1
(5 b)

m i t t le r e r  F e h le r  e in e r  
B eo b ach tu n g .

v =  L  — l oder L  =  l -j- v
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dabei an der absoluten Zahlengröße etwas zu ändern. 
Zum Schlüsse führen wir dann für den mittleren Fehler m 
die der Verbesserung v geraubte Benennung wieder ein.

§ 5. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes L  und 
der Summe der Fehlerquadrate [rr] aus den Beobach

tungswerten l .

Sind die Beobachtungswerte l durch große Zahlen, 
oder gar durch Benennungen ausgedrückt, deren Be
ziehung nicht dezimal ist (z. B. Winkel in alter, sexa- 
gesimaler Teilung), so wird die Ausrechnung des Mittel-

mwertes L  nach Formel (2) L  — —  sehr schwerfällig.
n

Führen wir dagegen einen dem Mittelwert L  sich mög
lichst anschmiegenden Näherungswert N  ein und be
zeichnen die an diesem anzubringenden kleinen Zuschläge 
mit v ,  so daß

Beobachtungswert — N  -f-
12 — A — r2

L  =  N  +  vn
[1] =  n ■ N +  [v] , 

n 1 1

Zur Berechnung des mittleren Fehlers m  einer Be
obachtung brauchen wir nach Gleichung (5 b) die Summe 
[vv\ der Fehlerquadrate, welche wir durch Quadrierung 
der Verbesserungszuschläge v =  L  — l [s. Gleichung (1)] 
erhalten. Um die Fehlerquadratsumme direkt zu finden, 
setzen wir

so wird 

( ')
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V i = L _ j i . v‘1 =  L2 — 2 L l 1+ l ,1

vn = L - i n - v i = r - 2 L i n+ r n
[vv]= nL *  — 2L[l\-\-[lT] 

und durch Einsetzung von

X =  ün

Diese Gleichung ist praktisch nicht verwertbar. Da
gegen können wir sie verbinden mit der zur Ableitung 
von (7) verwendeten Gleichung v =  / — N .  Aus dieser 
kommt

v\ =  % _  2 1, N +  N 2 

vl =  e „ - 2 l„ N + N 2
[w]  =  [ll] — 2N[l ]  +  n - N \

Durch Einsetzung von [l 1] = [««]-[- ßL
n

und L =  -E- 
n

kommt

[ " ]  =  +  [„„] _j_ n(L — N )2
oder

i
\yv\ =  [vv] n (L  — N )2 und unter Beachtung von (7)

r i M 2~ [vv \-
n

Damit läßt sich der mittlere Fehler einer Beobachtung 
ohne vorgängige Ausrechnung der einzelnen Beobach
tungsfehler v ,  ja sogar ohne Berechnung des Mittel-
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■wertes L  der Beobachtungsgröße gewinnen. Gleichung (8) 
zeigt in Übereinstimmung mit (4), daß für L  ^  N  unter 
allen Umständen [v v] >  \v v \ .

§ 6. Mittlerer Fehler M  des Mittelwertes _L aus 
n  gleich genauen Beobachtungen l .

W ir haben schon S. 26 das Bedürfnis empfunden, 
einen Einblick in die Genauigkeit des Mittelwertes

(2) L  =  —  zu erlangen. Auch praktisch ist es oft wich- 
n

tiger, die Genauigkeit des schließiichen Endwertes L , als 
diejenige der einzelnen Beobachtungswerte l zu kennen. 
Um hierüber Klarheit zu erhalten, ziehen wir in (2) den 
Summenzähler [Z] auseinander und schreiben

+   |—— .
n n n

Wir erkennen dann, daß von jedem Beobachtungs
wert l der w-te Teil in den schließiichen Mittelwert L  
übergeht, der sich derart aus n  Teilen zusammensetzt. 
Unsere Aufgabe besteht daher jetzt darin, zu ergründen:
1. Welcher Teil des mittleren Fehlers m  einer Beobach-

l
tung l der Größe L  geht auf den Anteil — über?

n  l
2. Wie pflanzen sich die Fehler der Einzelgrößen — aüf 

deren Summe fort? n
D ie F ra g e  1. fassen wir allgemeiner wie folgt: Wie 

groß ist der mittlere Fehler einer Bestimmung eines Viel
fachen a • l der Beobachtungsgröße L , wenn der mittlere 
Fehler m  einer Beobachtung l bekannt und a ein fehler
freier Faktor ist? W ir werden in § 12 die Fortpflanzung 
von Beobachtungsfehlern auf beliebige Funktionen der 
Beobachtungsgrößen allgemein behandeln. Hier wollen
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wir vorläufig durch Überlegung an einem speziellen Bei
spiele uns Klarheit verschaffen:

Das Gewicht a • L  eines Wagens Kohle ist zu be
stimmen aus der Anzahl a darauf geschütteter gefüllter 
Körbe und aus dem durch w-fache Wägung , l2 . . . ge
fundenen mittleren Nettogewicht L  einer solchen Korb
füllung, wo

L  =  lt -f- Vj =  l2 -j- vt =  ■ • • =  ü  un(j [o] =  o .

Würde man den ersten Beobachtu ngswert ly des 
Nettogewichtes jener Korbfüllung der Bestimmung des 
Gesamtgewichtes a L  zugrunde legen, so erhielte man 
gleichsam als d e s se n  ersten Beobachtungswert: a • ,

würde man den V e i te n  Beobachtungswert 1.2 seines 
Nettogewichtes der Bildung von d)L, zugrunde legen, 
so erhielte man als d e ssen  z weitem'tleobachtungs- 
wert: a • l2 , '■ ‘

würde man den ra-ten Beobachtungswert ln jenes 
Nettogewichtes der Bildung von a L  zugrunde legen, 
so erhielte man als d e s s e n  w-ten Beobachtungs
wert: a ■ lH.

Aus allen diesen n  Bestimmungen des Gesamtgewichtes 
ei’gäbe sich als dessen endgültiger, bestmöglicher Mittel
wert: „ ; 1 +  a z2 +  . . .  +  a ; ffl

a L  = ------------------ ----------=  a • .n n
Bezeichnet man die Abweichung einer derartigen Be- 
Stimmung a • l vom Mittelwert a L  mit V , so wird:

V1 =  a L  — al^ =  a{L — /,) =  a • v1 
Vz =  a L  — al2 =  a(L — 12) =  a ■ v2

Vn =  a L  ~  aln = a { l  — ln) =  a ■ vn
[F] =  [a • r] =  a [r] =  0 und [ W ]  =  a2[uuj .
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Nach Gleichung (5 b) wird demnach der mittlere Fehler 
einer Bestimmung der Größe a L :

D ie F ra g e  2. fassen wir ebenfalls allgemeiner wie 
folgt: Wie groß ist der mittlere Fehler der Größe

wenn die mittleren Fehler mIn , m . . . der Summan
den L x , L 2 . . . bekannt sind?

Die Art der Größenbestimmung selbst unterscheidet 
sich von der vorigen dadurch, daß dort der wahrschein
lichste Wert L  eines, aber nur dieses einzigen Teiles 
der Beobachtungsgröße (durch beliebig oft wiederholte 
Beobachtung) ein für allemal gemessen wurde. Die ge
suchte Größe wurde dann durch Multiplikation dieses 
Wertes mit einem (fehlerfreien) Faktor a gewonnen, wäh
rend hier für jeden einzelnen der n  Teile je in w-facher 
Wiederholung sowohl dessen Mittelwert L , als der mittlere 
Fehler m  einer Beobachtung ermittelt wird. Angewandt 
auf das vorige Beispiel wird jetzt jeder einzelne Korb 
Kohlen, der auf den Wagen auf- oder von ihm abgeladen 
wurde, w - mal gewogen und hieraus gleichzeitig der mitt
lere Fehler einer Wägung jedes Korbes bestimmt.

Für das auf dem Wagen schließlich vorhandene 
Quantum Kohlen hat man daher ebenso viele (nämlich w) 
Wägungen, als für jeden der n  auf- oder abgeladenen Körbe 
ausgeführt wurden. Bezeichnet man die Ordnungszahlen

(9) ftl-a-L — +
'a2 [:v v] 
n  — 1 =  a ■ nit .

f n Körbe mit Indices 
der 1

( w  Wägungen mit Akzenten 
Quantum die

der j ,  so liefert für dieses



1-te Wägung jedes Korbes das Gewicht L' =  l\ -f-. . .  -f- l'n
2-te „ „ „ „ „ L" =  l'{ -f-. • • 4 - l'J

T  W ,U1 , , _'MJ!«-te „ „ „ „ „ =  ¿7 +  ■ • • +  F  .

Daraus ergibt sich nach Gleichung (2) das wahrschein
lichste Gesamtgewicht zu

wenn Lx , L s . . . je das Mittel aus den w  verschiedenen 
Wägungsergebnisssen des 1 -ten , 2-ten . . . Korbes vor
stellen.

Bezeichnet man die an den einzelnen Wägungen 
jedes Korbes anzubringenden Verbesserungen, welche 
nötig sind, um die w  Wägungsresultate des gesamten Quan
tums einander gleich, d. h. U  =  L 'r =  • • • =  L -  =  L  
zu machen, unter Beibehaltung der Akzente und Indices 
mit v , so liefert als Gesamtgewicht des Wagens die

1-te Wägung jedes d. Körbe L =  (l[ -)-»;) +  • • • -j- v^)
2 -te „ „ „ „ L  =  (l" +  v { ')± - - -± ( lZ  +  K)
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» -te  „ „ „ „ L  =  +
-<-------------- n  Körbe-------------- >

Hieraus ergibt sich als Verbesserungszuschlag für 
die 1 - te , 2 -te  . . . w -te  Wägung des Gesamtquantums 
aus der
1 -ten Wägung jedes Korbes L — L ’ =  V’ =  v', +■■■ +  Vn
2 -ten „ „ „ ¿ _ Z "  =  7 "  =  «" +  . . .  +  <

T Tw ~TW w , w,w -ten „ „ „ L L  == V = v ,  -|~ • • • 4~
W e i t b r e c h t ,  A u sg le ich u n g srech n u n g . 3



Gleichzeitig haben wir aber nach Gleichung (1 ) für 
die Abweichungen v  der w  verschiedenen Wägungsergeb
nisse eines und desselben Korbes je vom Mittelwerte:

[Wäg.-Verbesserungend. 1. Korbes] =  «>] -|------ -|- v f  =  [»,] =  0

u  i i  n  2 .  „  =  - j -  • • • - f -  vf =  [ n 2]  =  0

woraus
[7] =  [»,] +  [v2] H f  [«,] =  0 ,

analog Gleichung (1).
Nach Gleichung (5 b) haben wir endlich als Quadrat 

des mittleren Fehlers einer Wägung

< + < ? ’+ • • •  +  < *  [«?]

34 Ausgleichung direkter Beobachtungen.

des 1-ten Korbes mr =  •' 1 w — 1  w — 1

w  —  1 w  —  1

und analog als mittleren Fehler einer Wägung des ganzen 
Wagens

[VV]

=  4 . 1  /K l  +  H 1- [<] ± 2 «;u; +  .- .  +  2 ^ _ a^
~ \  w —  1

Entsprechend der Eigenschaft der v als zufälliger 
Fehler und der Gleichung [ V] =  \i\\  - f  . . .  =  0 sind 
die einzelnen Summanden von der Form 2 vr vr+ 1 im 
Zähler des Eadikanten im Gegensatz zu den quadratischen 
Summanden gleich wahrscheinlich positiv, wie negativ. 
Ihre algebraische Summe tritt also gegenüber derjenigen 
der quadratischen Summanden um so mehr zurück, als
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sie überdies als Produkte ungleicher Faktoren durch
schnittlich kleiner sind, als letztere. , %

Trotzdem die Zahl dieser doppelten Produkte =  w  I ^ I ,

also (n — l)-m al größer ist, als die Zahl w • n der qua
dratischen Summanden, läßt sich demnach ihre Summe 
gegenüber derjenigen der letzteren vernachlässigen, so 
daß wir erhalten:

(10)

/  [®?] +  K ]  H +  K l, i / r a  l 2J -t- • 
fnLl±u ±  -  ±*. ~  ± \   — ~ i

1 M  , N ]  , , K \

~  ± i m l l +  f"'l2 --------1- m ln ■
Nun kehren wir zur eigenthchen Aufgabe des § 6 zu

rück. Gleichung (9) zeigt, daß, wenn einer Bestimmung 
der Größe L  der mittlere Fehler m  zukommt, auf die durch 
Multiplikation erlangte a-fache Größe auch der a-fache

1  m
Fehler, auf die — fache Größe also der Fehler —  über-

n  l. L n ln
geht. Demgemäß kommt jedem der Teile — , — , . . .  — ,

aus denen sich (s. S. 30) der Mittelwert L  gerade so zu
sammensetzt, als ob jeder von ihnen nur einmal beobachtet

7)1/
worden wäre, der mittlere Fehler —  zu, und der Summe der

n
Teile, d. h. dem  R e s u l ta t  L  aus n  g le ic h  g e n a u e n  
B eo b a c h tu n g e n  l je  vom  m it t le re n  F e h le r  m  nach 
Gleichung (10) d e r  m it t le r e  F e h le r :
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Die Gleichung (11) kann man sich durch folgende Über
legung plausibel machen. Die Genauigkeit des Resultates aus 
einer Reihe gleich genauer Beobachtungen kann nur abhängen 
von der Genauigkeit der Einzelbeobachtungen und von ihrer 
zur Mittelbildung verwendeten Anzahl. Kann man — etwa 

durch Wahl einer besseren Beobachtungs- 
-h ,£>. - flrAchsa methode — den Fehler jeder Einzelbeobach

tung l reduzieren, so wird im gleichen V er- 
hältnis auch der Fehler des Mittelwertes L  
abnehmen. Ebenso läßt sich der letztere 
aber auch verringern durch Steigerung der 
Wiederholungszahl n . Kur wird die Wir
kung dieser Genauigkeitssteigerung un
möglich proportional zur Wiederholungs
zahl sein können, weil der wahre Wert 
der Beobachtungsgröße, d. h. der Fehler 0 
für den Mittelwert erst durch oo viele 
Beobachtungswiederholungen erzielt wer
den könnte (s. S. 15). Denkt man sich die 
Zahl der Wiederholungen als Abszissen, 
die zugehörigen, im Mittelwert L  noch 
zurückbleibenden Fehler als Ordinaten auf

getragen und die so er- 
haltenen Punkte durch 

G>- +IJ uu-Achse* eine stetige Linie ver- 
MitäarerFehler desMitteboerts bunden, so muß demnach

. m, diese Linie sich der Ab-
~ Vri szissenachse asymptotisch

nähern. Dies trifft zu für 
F ig . 3. m

die Beziehung M  =
| n

(s. Fig. 3). Die langsame Abnahme von M  im Falle auch 
erheblicher Steigerung der Wiederholungszahl über 2 oder 3 
hinaus zeigt, daß es i. A. viel wirtschaftlicher ist, etwa 
wünschenswerte Genauigkeitssteigerung durch Verbesserung 
der Beobachtungsmethoden und -Instrumente, als durch 
Steigerung der Wiederholungszahl herbeizuführen.

Setzen wir den gefundenen Ausdruck für den mittleren 
Fehler M  des Mittelwertes L  in Gleichung (6) S. 26 ein, so 
erhalten wir [vw „ j  =  [»«]_)_ m2

1 *  1
3 *5 €¡¡45 7/11

4 0,50m\

J 0,58 m \

2 0,71h \

/ m



und durch Benutzung von Gleichung (5 a)
n ■ m2 =  [vw » J  =  [v v] +  m2 , 

woraus ____
, [v v] -1 /  [v v]m =  , m =  + y -±—ten — 1  — }' n  — 1

in Übereinstimmung mit der S. 27 diu-ch direkte Über
legung gewonnenen Gleichung (5 b).

§ 7. Größter Betrag des unvermeidlichen Beobach
tungsfehlers.

Für viele praktische Aufgaben ist die Kenntnis des 
m i t t le r e n  Fehlers von geringerer Bedeutung, als die
jenige des äußerstenfalls zu befürchtenden M ax im a l
fehlers.

Soll z. B. eine bauliche Anlage (Brücke usw.) auf Grund 
vorgängiger Messung konstruiert und zum Versetzen fertig 
hergerichtet werden, so darf der Fehler der Maßangabe ohne 
erhebliche Unzuträglichkeiten einen gewissen Maximalbetrag 
nicht überschreiten. Ebenso werden amtliche Genauigkeits
vorschriften da, wo solche im öffentlichen Verkehr nötig 
werden, die äußersten.fa 11 s 'noch zulässige Abweichung 
des durch Messung oder Wijgung lijw. ermittelten Maßes eines 
Gegenstandes vom richtigra Betrag' feststellen müssen. —

In Übereinstimmung mit. dem Bisherigen nehmen wir 
an, daß g ro b e  F e h le r  durch entsprdeBte^de Sicherungs- 
maßregeln erkannt undaus den Beobachtungsfesultaten aus
gemerzt sind, ehe die Weiterverarbeitung'TSer letzteren 
beginnt. Diese enthalten also nur noch die aus mehr oder 
weniger Fehlerelementen sich zusammensetzenden u n v e r 
m e id lich en  Fehler. Die Fehlerelemente sind uns nun 
weder nach Ursache, noch nach Größe und Vorzeichen im 
einzelnen sicher bekannt. Wir wissen von ihnen nur, daß sie 
gleich wahrscheinlich positiv, wie negativ; bald größer, bald 
kleiner sind, sich das eine Mal häufen, das andere Mal

§7. Größter Betrag d. unvermeidlichen Beobachtungsfehlers. 37
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ganz oder teilweise aufheben können. Der mittlere Fehler 
einer Beobachtung ist ihre im Mittel, d. h. unter Ausschluß 
der besonders günstigen und der besonders ungünstigen 
Fälle am Schlußresultat in die Erscheinung tretende Summe. 
Aber auch im ungünstigsten Falle, in welchem die ein
zelnen Fehlerelemente ihren Maximalbetrag und dazu 
noch gleiches Vorzeichen erlangen, wird ihre Summe, 
d. h. die Abweichung irgend eines Beobachtungs- vom 
wahren oder vom Mittelwert ein gewisses Maß nicht über
schreiten, das abhängig ist einerseits von der möglichen 
Größe der Fehlerelemente, d. h. der Beobachtungsgenauig
keit bzw. dem mittleren Beobachtungsfehler*), und anderer
seits von der Zald der Beobachtungs Wiederholungen. Dieses 
Maß ist der M a x im a lfe h le r  einer Beobachtung. Ihn bei 
irgend einer der Beobachtungen einmal zu erreichen ist 
um so mehr Wahrscheinlichkeit vorhanden, je öfter die 
Beobachtung wiederholt wird.

Durch nähere Untersuchung auf Grund der Wahr
scheinlichkeitsrechnung findet man, daß durch Häufung 
der mivermeidlichen Fehlerelemente der:
1 fache mittl. Fehler m unter 3 Beob. wahrscheinl. lmal

überschritten wird. (Vgl. hierüber K o ll, Methode d. kl. 
Quadr.; Jo rd a n , Ausgleichungsrechnung u. a. a. 0.)**)

*) Die mehrfache Messung z. B. einer Streckenlänge wird 
erheblich größere unvermeidliche Abweichungen gegenüber 
dem Mittelwert ergeben, wenn sie mittels optischer Distanz
messung, oder Abschreitens, oder gar Schützens, als wenn sie 
normalerweise mit Meßgeräten erfolgte.

**) Läßt man von einer und derselben Stelle einer schiefen 
Ebene aus auf ihr nach Größe und Gewicht gleiche Kugeln,

2  „
3 „
4 „
5 „

11 ^  11 „  
„ 5 m „ 1750000 „

„ 2 m „ 22
„ 3 m „ 368
„ 4 m „ 15 800
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Benützt man also, wie man zumeist genötigt ist, die 
Größe der auftretenden Beobachtungsdifferenz zur Ent
scheidung darüber, ob man es im einzelnen Falle mit 
einem groben (durch Nachbeobachtung auszumerzenden), 
oder mit einem unvermeidlichen (einteilbaren) Fehler zu 
tun hat, so läuft man Gefahr, ohne daß tatsächlich ein 
grober Fehler vorläge, der zur Nachbeobachtung zwingt: 
unter je 3 Beob. 1 wiederholen zu müssen, wenn man 1 m

als äußerste Abweichung einer Beobachtung vom Mittel
wert noch zuläßt.

Die Annahme des dreifachen mittleren, als äußersten
falls zu tolerierenden Maximalfehlers einer Beobachtung:

ist in der Vermessungspraxis allgemein.
Sie zwingt im Laufe eines Jahres zur unverschuldeten 

Aufwendung einer Tagesarbeit für Nachmessungen, weil 
grobe Fehler da vermutet wurden, wo der durch unglück
liche Häufung der Fehlerelemente entstandene unver
meidliche den dreifachen mittleren Fehler zufälligerweise 
überschritt, läßt aber andererseits auch tatsächlich grobe 
Fehler bis zum Betrage 3 m  durchschlüpfen!

eine nach der anderen, abrollen, und bringt man, beliebig 
verteilt, Hindernisse (etwa in Form eingeschlagener Stiftchen) 
an, welche die abrollenden Körper vorübergehend ebenso vom 
richtigen Wege (der Linie des stärksten Gefälles) ablenken, 
wie die während der Beobachtung auftretenden Fehlerelemente, 
das Messungsergebnis vom Ziele der Messung, dem wahren 
Werte der Beobachtungsgröße, so werden die Kugeln den 
Fuß der Ebene in verschiedenen Punkten erreichen. Größere 
Abweichungen vom mittleren Ort des Auftreffens werden aber, 
entsprechend den vorstehenden Zahlen, viel seltener sein als 
kleine. Eine gewisse, nur bei sehr vielen Kugeln einmal er
reichte Maximalabweichung wird keine der Kugeln überschreiten.

„  2 m
„ 3 m

(12) ^Max — ^ ill
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2. Kapitel.

Direkte Beobachtungen von verschiedener 
Genauigkeit.

§ 8. Wahrscheinlichster Wert einer Beobachtungs
größe ans einer Reihe verschieden genauer Beobach
tungen. Gewicht der Beobachtung. Gewichtseinheit.

W ir haben in Gleichung (2) das einfache arithmetische 
Mittel als den wahrscheinlichsten Wert einer Beobach

te
tungsgröße festgestellt: L  =  -, unter der Voraussetzung,

daß den Beobachtungswerten l gleiche Genauigkeit inne
wohnt. Trifft diese Voraussetzung nicht zu, d. h. ist ein 
Beobaclitungswert einer schärferen Beobachtung ent
sprungen, als der andere, so wäre es eine unbillige Zu
rücksetzung des genaueren ersteren, wollte man dem letz
teren wahllos denselben Einfluß auf die Gestaltung des end
gültigen Resultates einräumen, wie ihm. Niemanden würde 
es z. B. einfallen, als wahrscheinlichsten Wert L  für eine 
Streckenlänge das einfache arithmetische Mittel zweier 
Beobachtungswerte l einzuführen, deren einer mittels ge
nauer Meßgeräte und -Methoden, der andere durch bloßes 
Abschreiten erlangt w urde! Dagegen verursacht die Frage, 
a u f  w e lc h e  W eise  der verschiedenen Zuverlässigkeit 
der Einzelbeobachtungen bei der Bildung des gemein
samen Endresultates Rechnung getragen werden soll, 
zunächst noch Schwierigkeiten*).

*) Diese Schwierigkeiten können dazu zwingen, vorüber
gehend, d. h. bis zu ihrer Überwindung, entweder auf die 
differentielle Behandlung verschieden genauer Beobachtungen, 
oder auf die Mitbenützung weniger zuverlässiger Beobach
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Der Unterschied in der Genauigkeit der beobachteten
Einzelwerte kann verschiedenerlei Ursachen entspringen.
Hat z. B. die mehrfache Beobachtung einer Größe L  

«,-mal den Wert lx
?i 2 “ mal ,, ,, 1-2

nH-mal „ „ l„
ergeben, so ist ohne weiteres klar, daß nicht etwa 

L  =  h  +  l> +  - - -  +  ln
n

sondern nach Gleichung (2 ) zu setzen ist:
-< « i  >- -<---D-2----- >- -<----- »n------>-
h  +  * * • +  +  * ’ “Mm

(13 a)
L

»i +   b n >,
n i h "b h ~b ■ ' ' ~b nn hi   lh 1̂

«i +  n2 H f- n„ [¿]
Den fehlerfreien Zahlenwert n  , welcher im vorliegen

den Falle angibt, wie oft ein und derselbe Wert l bei 
mehrfacher Beobachtung einer gewissen Größe aufgetreten 
ist, nennt man das ihm zukommende ,,G e w ic h t“.

Es ist nun aber auch denkbar, daß die Werte \  bzw. 1.2... 
nicht eigentliche Beobachtungswerte darstellen, sondern 
selbst wieder entstanden sind als Mittel aus % bzw. n2 . . . ,  
Beobachtungen von durchweg gleicher Genauigkeit, die 
man aus irgendwelchen Gründen (z. B. infolge zeitlicher 
Beobachtungsunterbrechung) gruppenweise zusammen
gefaßt hat.

tungen bei der Bildung des Endergebnisses überhaupt zu 
verzichten. Dies geschieht z. B. in bezug auf eine viel
umstrittene, häufig mehr nach politischen, als sachlichen Er
wägungen beurteilte Frage: die des politischen Wahlrechtes 
(allgemeines, gleiches Wahlrecht, Ausschluß als inferior ge
haltener Personen vom Wahlrecht).
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Bezeichnen wir sie zur Unterscheidung gegen vorhin 
diesmal mit l ' , l". . . und die zu ihrer Gewinnung ver
wendeten Urbeobachtungen mit

so daß nach Gleichung (2) gewonnen wurde

Mi ’ n2 nu ’

so könnten wir zur Bildung des Endwertes L  die ursprüng
lichen Beobachtungswerte benützen, d. h. die bereits ge
mittelten Werte l' wieder auseinanderziehen. Gleichung (2) 
würde dann liefern:

L K +  K + -  +  q,1 +  y + -  +  % +  -  +  g  +  -  +  %.
»i +  n2 H------ 1- n u

[ ¿ ' ] + [ n + - • • + [ £ ]

«1 +  «2 H-------
Nun ist aber nach Gleichung (2) auch |7 ] usf.,

so daß der obige Bruch übergeht in

(13 b) L   ^ ~t~ n2 l" • • • -\~_____ _ [n  V]
ni +  n2 +  • '  • nn [n] ’

wo l' die aus den Urbeobachtungen gewonnenen Zwischen
mittel und n die dazu jeweils verwendete Anzahl der 
ersteren vorstellen.

Die Gleichung (13 b) entspricht vollkommen der Glei
chung (13a) und zeigt, daß das jedem Einzelwert zu
kommende Gewicht n  auch gedeutet werden kann als An
zahl der zu seiner Bildung verwendeten gleich genauen 
Ur beobacht nn gen.

Der Wert L  des endgültigen Mittels der Beobach
tungsgröße bleibt ferner unverändert, wenn man jedes



der Gewichte n  mit einer konstanten Zahl g multipliziert, 
denn man hat:

L  _  nt V l" _  Q n J '+ e n ^  V  -j 1- e nn P
~~ »! +  «2 H—  — q +  e n2 ------- 1- e

oder durch Einsetzung von g n  =  p

(13c) l  --------- >-P“ l* iP lr]
P l + P i + ’ - ’ + P n  YP\

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen, 
die Beobachtungen seien ursprünglich von gleicher Ge
nauigkeit und ihre in Gleichung (13 a) bis (13 c) einzu- 
fiihrendeii Beträge l bzw. I' nur deshalb verschieden
wertig, weil sie als Extrakt aus einer verschieden großen 
Zahl von Urbeobachtungen gewonnen seien. Die Ge
wichte ergaben sich in diesem Falle gleich, oder propor
tional den Repetitionszahlen.

Entspringt die Verschieden Wertigkeit anderen Ur
sachen, z. B. der Verwendung verschieden genauer In
strumente oder Beobachtungsmethoden usw., so müssen 
die den einzelnen Beobachtungswerten l zukommenden 
Gewichte p  erst erschlossen werden, etwa aus der ihnen 
innewohnenden Genauigkeit, d. h. ihrem irgendwie fest
gestellten mittleren Fehler m . Möge der mittlere Fehler m  
einer solchen Beobachtung l bekannt, derjenige einer —  
mit irgend einem Instrument, nach irgend einer Methode, 
oder vielleicht nur gedachten, überhaupt nicht ausge
führten — Normalbeobachtung =  p  festgesetzt sein, so 
kann man jeden der Beobachtungswerte l sich gewonnen 
denken als Mittel aus einer Anzahl p solcher Normal
beobachtungen, durch deren Zusammenfassung statt des 
Einheitsfehlers /r ,  für das Zwischenresultat . der 
mittlere Fehler m i . . . erzielt wurde. Die hierfür nötige 
Z ah l p  von N o rm a lb e o b a c h tu n g en  stellt vor: das

§ 8. Wahrscheinlichster Wert e. Beobachtungsgröße usw. 43
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G e w ic h t einer solchen wirklichen Beobachtung und 
ergibt sich nach Gleichung (1 1 ) aus

Die nach dem Vorstehenden eventuell nur g e d a c h te  
(nicht wirklich ausgeführte) Normalbeobachtung heißt 
„ G e w ic h ts e in h e i t“, ihr mittlerer Fehler /z „ m it t le r e r  
F e h le r  d e r  G e w ic h ts e in h e i t“. Damit geht die Glei
chung (13 b) bzw. (13 c) über in

Das Verschwinden von fi  aus der Gleichung (13d) 
sagt: D as R e s u l ta t  L  e in e r  B e o b a c h tu n g s re ih e  
w ird  d u rc h  v e rä n d e r te  A n n ah m e d e r  G e w ic h ts 
e in h e i t  n ic h t  g e ä n d e rt.

Sind endlich die Beobachtungen l nicht bloß mit ver
schieden großen mittleren Fehlern m  behaftet, sondern die 
in (13d) einzuführenden Werte l selbst wieder je aus einer 
veränderlichen Zahl n  solcher Beobachtungen gemittelt, 
so wächst ihr Gewicht entsprechend Gleichung (13 a) pro
portional dieser Wiederholungszahl und es ist allgemein:

(14a)

(13d) <
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das G e w ic h t p  d es  au s w -facher, je mit dem 
mittleren Fehler m  behafteter Wiederholung erschlossenen 
Beobachtungswertes

(14) P
■

der wahrscheinlichste W ert, das „ a llg e m e in e  a r i t h 
m e tis c h e  M it te l“ au s  e in e r  B e ih e  v e rsc h ie d e n  
g e n a u e r  B e o b a c h tu n g e n

n u 2 1

(13) M
[p]

Aus (14 a) ergibt sich für das Verhältnis der Gewichte 
zweier, aus gleich oftmaliger Wiederholung ungleich ge
nauer Beobachtung entsprungener Beobachtungswerte lL 
und lt , denen bzw. die mittleren Fehler ■ml  und m 2 zu
kommen:

Pi
p 1:p2 =  m ;:m l

(15) m, : m.

sichd. h. d ie  m i t t le r e n  F e h le r  v e rh a lte n  
g e k e h r t ,  w ie  ih re  G e w ic h tsw u rz e ln .

Die Gleichung (13) läßt eine schöne Deutung aus 
dem Gebiete der Mechanik zu: D en k t m an s ich  d ie  
B e o b a c h tu n g sw e r te  l a ls  O rd in a te n  zu e in e r  b e 
l ie b ig e n  A b sz isse  a u fg e tra g e n  u n d  d ie  E n d 
p u n k te  je  m it dem  G ew ich t p d e r  z u g e h ö rig e n  
B e o b a c h tu n g  b e h a f te t ,  so b e z e ic h n e t das e n d 
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g ü l t ig e  M itte l L  d ie  O rd in a te  des S c h w e rp u n k te s  
des  so g e w o n n e n e n  S y s te m s  von  M a sse n p u n k te n , 
w e il d ie  S um m e d e r  s ta t i s c h e n  M om ente i s t  
1>] l  -  [P ¿1 =  0 •

§ 9. Eigenschaften des allgemeinen arithmetischen 
Mittels.

Wir haben in Gleichung (13) für den endgültigen 
Wert L  aus einer Reihe verschieden genauer Beobach
tungen l ,  denen die Gewichte p zukommen, ermittelt:

T _  [P l]
[P] '

Rückwärts können wir jetzt die Verbesserungen (Zu
schläge) v  berechnen, welche an den einzelnen Be
obachtungswerten l anzubringen sind, um sie zum Mittel
wert zu ergänzen:

— vl = L  , also v, =  L  — 
analog vi =  L  — li .

Hieraus erhalten wir
Pt vi = P i  L  — Pi k 

Pnvn= P n L — P jn
(16) _PiVi+jW2fl2 H \-PnVj, ----- \pv\ =  L  [p] — \j>l\
wegen Gleichung (13) =  0 ,

übereinstimmend mit Gleichung(l), wop x= p 2 — "  =Pn =  1 
und [v] =  0 war. Gleichung (16) liefert eine wertvolle 
Rechenprobe für die richtige Bildung des Mittelwertes L  . 
Sie zeigt aber auch eine schöne Analogie mit der Statik 
(Kräftepolygon).
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W ir haben schon im vorigen Paragraphen aus der 
Gleichung [p] L  — [p /] =  0 erkannt, daß der endgültige 
Mittelwert L  die O rd in a te  des S c h w e rp u n k te s  vor
stellt, eines Systems von Massenpunkten (nämlich der 
Endpunkte der Ordinaten Z), wenn man jeden von ihnen 
mit dem der betreffenden Beobachtung l zugehörigen Ge
wichte p  behaftet. Die Abstände der einzelnen Massen
punkte von der durch den Schwerpunkt gezogenen 
Parallelen zur »-Achse sind dann L  — l =  v und es 
muß sein — als Eigenschaft des Schwerpunktes —  das 
Trägheitsmoment in bezug auf diese Parallele
(17) =  \]pvv\ =  Min.

Zur Probe bilden wir
v\ =  L 2 — 2 L  Z, +  l]

Pi vi = P i  L 2 — ‘¿Pi L l 1 -Pp, l\

Pn Vn '»n =  P n L 2— '2 P n L  ln +  P n  Kl
[pvv} =  L 2 [p] — 2 L [p l] +  [p 11] .

Verlangen wir nun die Auswahl des endgültigen
Wertes L  so, daß r , . . .[p v v] =  Mm.,
so erhalten wir

^ f ^  =  2 i [ p ] - 2 [pZ] = 0
r  _  M

[p]
in Übereinstimmung mit Gleichung (13) und mit Glei
chung (4), wenn man beachtet, daß die Gewichte p  der 
einzelnen Beobachtungswerte dort =  1 waren.
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§ 10. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes i  und 
des Trägheitsmomentes [ pv v \ .

Die Berechnung des Mittelwertes L  mittels Glei
chung (13) ist schwerfällig. Führen wir dagegen einen 
Näherungswert N  möglichst nahe bei L  ein und betrachten 
als neue Unbekannte den an ihm anzubringenden Zu
schlag x , so daß L  =  N  x , zerlegen wir ferner die 
Beobachtungswerte l in zwei Summanden, so daß

= N + v }

l„ =  N +  vn i
so wird

pt l1 = p i N + p 1v1

p j „  =  P „ N  +  P u v» ,  

somit L? Q — N  [p] -|- [p )•]
und

„ 8) ¿ - M - j f + h d  
[-?] j>j_

analog Gleichung (7), wenn man beachtet, daß jedes Ge
wicht p  dort = 1  war.

Den Wert des Trägheitsmomentes [pvv \  entwickeln 
wir wie folgt:

v ^ k - N ,
also

v\ =  ll — 2 7, N +  N 2
und

Pi »i n  = Pl Z; — 2p, Z, N  +  Pl N 2

[pvv\  =  [pll\ —  2 A[pZ] +  A7S[J>] •



Um [pl l \  zu eliminieren und gleichzeitig [pvv]  in 
die Gleichung einzuführen, substituieren wir aus der 
S. 47 angeschriebenen Minimumsbedingung

Lp » ®] =  L 2 [p] — 2 L  [p l] +  \p 11\ , 

oder weil L  =  - y y

wodurch
[p r „] =  [p V v] +  -  2 N  [p T\ +  N* [p]

also (in Übereinstimmung mit Gleichung ( 8 ) ,  wo 
Pi = P 2 =  • • • =  1)
(19) [p v v\ =  [p v v] — [p] (L  — N ) 2.

Der Subtrahend ist unter allen Umständen positiv, 
also \ p w \  <  [p v v] , solange L  — N  nicht gleich 0 , in 
Übereinstimmung mit Gleichung (17).

§ 11. Erreichte Beobachtungsgenauigkeit. Gewicht 
und Genauigkeit des Endwertes.

Im § 8 haben wir festgestellt, daß das Gewicht p  
einer Beobachtung I nichts anderes ist, als diejenige Anzahl 
von (wirklich ausgefühsten oder nur gedachten) Beobach
tungswiederholungen je vom mittlere^ ^Fehler ¡x, welche 
nötig ist, um den mittleren Fehler m  ner« / zu erreichen. 
Dasselbe trifft natürlich auch zu für das fxewicht P  des 
endgültigen Wertes L :  es ist gleich der Anzahl der zur 
Erzielung seines mittleren Fehlers M  benötigten Be
obachtungen je vom mittleren Fehler t i . Sind die zur

W e i t b r e c h t ,  A usg le ich u n g srech n u n g . 4

§ 11. Erreichte Beobachtungsgenauigkeit. 49
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Ermittlung des Endwertes L  benützten Beobachtungs
werte l ungleich genau und kommt dem Beobachtungs
werte :

lx d. Gewicht px zu, so sind zu seiner Bildg. px Beob. v. Gew. 1

verwendet worden. Die Zahl der zur Bildung des End
wertes L  verwendeten —  gleichgültig, ob tatsächlich 
ausgeführten oder (vgl. § 8) nur substituierten —  Be
obachtungen vom Gewicht 1 ist daher

d e r  au s  e in e r  A n zah l von  B e o b a c h tu n g s w e r
te n  d en e n  bzw. d ie  G e w ic h te  p t , p 2 ■
zukom m en, g e b ild e te  E n d w e r t  L  h a t d as  G e w ic h t

Diese Eigenschaft des Endwertes L  entspricht der in 
§ §8  und 9 gegebenen statischen Deutung: Die im Schwer
punkt angreifende Gegenresultante muß beim Vorhanden
sein nur parallel wirkender Einzelkräfte p  gleich der 
Summe der letzteren sein, wenn Gleichgewicht bestehen 
soll.

Is t —  etwa aus der Beobachtungsreihe heraus oder 
durch Schätzung —  der mittlere Fehler ¡u einer Normal
beobachtung (Gewichtseinheit) bekannt, so sind wir jetzt 
imstande, sowohl den mittleren Fehler m r irgend eines 
Beobachtungswertes lr als auch den mittleren Fehler M  
des Endwertes L  abzuleiten. Die Gleichung (15) liefert 
hierfür:

ih+JPsH i>„, d.h.

(20) Pl =  I>] •
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m m
1

(21)

(22)

Bei der Ableitung der Gleichungen (20) bis (22) haben 
wir vorausgesetzt, es sei nicht bloß das Gewicht p  jedes 
einzelnen Beobachtungswertes l, sondern auch der mittlere 
Fehler p  der Gewichtseinheit von vornherein bekannt, 
(etwa bei Bildung der in die Rechnung einzuführenden 
Werte l als Teilmittel aus gleich genauen, wirklich aus
geführten Reihen von Normalbeobachtungen erschlossen). 
Sie benützend, ist es gelungen, v o r d e r A u sg le ic h u n g  
der Beobachtungen und der Ausrechnung des Endwertes L  
die ihm innewohnende Genauigkeit, seinen mittleren 
Fehler M , zu ermitteln: auf die Kenntnis von p  und p  
gründete sich die Ableitung von P ,  m  und M .

In vielen praktischen Fällen der Vereinigung ungleich
wertiger Beobachtungsresultate ist aber neben deren 
Werten l nur ihr Gewicht^? o d er ihr mittlerer Fehler nt 
bekannt. Auch in diesem Falle muß uns ein Einblick in 
die erreichte Beobachtungsgenauigkeit möglich sein, denn 
wir können nach Gleichung (13) den Endwert der Be

rn ZI
obachtungsgröße L  =  - -  ■ und nach Gleichung (16) die

an den Beobachtungswerten anzubringenden Zuschläge v 
berechnen:
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L  — l.

Je kleiner die nötigen Zuschläge („Verbesserungen“) v 
sind, um jeden Beobachtungswert l zum wahrschein
lichen, dem Endwert L  , zu ergänzen, um so genauer sind 
offenbar die Beobachtungen l ausgeführt, um so sicherer 
ist also auch der Endwert L  bestimmt.

Die Genauigkeitsermittlung stützt sich in diesem Falle 
auf das Ergebnis L  der Ausgleichung, ein etwa daraus er- 
rechneter mittlerer Fehler m der Beobachtungswerte l , und M  
des Endwertes L , muß im Gegensatz zum Vorhergehenden 
als mittlerer Fehler nach der A usg le ichung  bezeichnet 
werden. Selbstverständlich müßten, strenggenommen, der 
mittlere Fehler vor uud der mittlere Fehler nach der Aus
gleichung, da, wo beide sich überhaupt berechnen lassen, ein
ander gleich sein. Entgegengesetzten Falles wäre zu er
gründen, wodurch eine Verschiedenheit beider Werte für die
selbe Größe verursacht werden kann (s. S. 58).

Wären statt der n  Beobachtungswerte lx . . . l„, denen 
je bzw. die Gewichte ■ ■ ■ p« zukommen, die Werte /  
der —  gleichgültig, ob tatsächlich ausgeführten oder nur 
gedachten — Urbeobachtungen je vom Gewicht 1 be
kannt, von denen

K "f" K  “I“ ' ‘ ' ~i~ Vpx zur Ermittlung des Wertes i, = ----------- -------------

dienten, so hätte man den Fall gleich genauer Be
obachtungen. Man erhielte nach Gleichung (5 a) und

[>] » Z = J£L
[p]
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(5 b) den mittleren Fehler einer solchen Urbeobach- 
tung

wenn die Werte cp die Yerbesserungszuschläge darstellen, 
welche jeden eingewichtigen Beobachtungswert X zum 
Endwerte L  ergänzen und welche sich aus den Fehler
gleichungen ergeben:

Je größer die Zahl der eingewichtigen Urbeobach- 
tungen X und ihre Genauigkeit ist, um so näher kommt 
der End wert L  dem wahren Wert, um so näher kommen 
also die Verbesserungszuschläge cp den wahren Ver
besserungen (pw der Urbeobachtungen X , und wir kömien 
nach Gleichung (5a) sehr genähert setzen: Mittlerer 
Fehler einer Urbeobachtung X , berechnet aus der:

1-ten Beobachtungsgruppe i

V i —  L  —

2 -ten

«-ten
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Damit liefert Gleichung (11):

Mittlere Fehler m  der Teilresultate l aus denen der ein
gewichtigen Beobachtungen /

Wir haben clamit die Möglichkeit erlangt, die mitt
leren Fehler m  der (verschieden-gewichtigen) Beobach
tungen l aus den Verbesserungen cp der Urbeobachtungen 
zu errechnen. Zwar sind diese selbst nicht bekannt, 
wohl aber die an den Beobachtungswerten l (deren jeder 
als Resultat aus p  Urbeobachtungen erscheint) anzu
bringenden Verbesserungen v.

Die zwischen v und cp bestehende Beziehung können 
wir aber aus Gleichungen (5b) und (11) ermitteln:

nach (5 b) ist das Quadrat des mittleren Fehlers e in e r  
von n  gleich genauen Beobachtungen

nach (11) ist das Quadrat des mittleren Fehlers des 
R e s u l ta te s  von n  gleich genauen Beobachtungen

[vv\

n

n

d. h. das Q u a d ra t des m it t le r e n  F e h le r s  vom R e 
s u l ta t  u n d  das Q u a d ra t d e r  an den  B e o b a c h tu n g e n
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a n z u b r in g e n d e n  V e rb e s s e ru n g e n  v w a c h se n  im 
g le ic h e n  V e rh ä l tn is ,  oder

m2: p2 =  v2: <p2 ; <p2 =  v2 ■ ‘U =  v2 ■ p .m
Man könnte jetzt zur Bestimmung des mittleren 

Fehlers ju der Gewichtseinheit die aus v errechnete Ver
besserung <p einer Beobachtung vom Gewicht 1  in Glei
chung (23) einsetzen. Allein diese Gleichung setzt das 
Vorhandensein von [p\ solcher Verbesserungen <p voraus, 
während wir deren, entsprechend der Anzahl von Ver
besserungen v , nur n  besitzen. Wir müssen daher ent
weder [cp 99] auf den Betrag erweitern, den diese Summe 
annimmt, wenn die Zahl der Verbesserungen cp von n  auf [p\

r«!
erhöht wird, d.h. [9999] =  [pvv\  mit W  erweitern, wodurch 
wir erhalten

(23 a) H =  -U l/ VPw V-J [p] _  , 1 / [pv „vw\
[p] ' n  n  ’

oder besser der Zahl n  von Summanden entsprechend 
den Nenner reduzieren, wodurch der mittlere Fehler der 
Gewichtseinheit wird

(23 a)' fi

Wir erhalten schließlich durch Einsetzung von fi in 
(21) und (22) als mittlere Fehler n ach  der Ausglei
chung:

(23 b) mittL Fehh d' U  . «, _  _  _r 1  /  f
h - ’" ' = s = ± h

(23 c)

Beob.-Wertes lf [  ' y p r — f  (n — l)p,

mittl. Fehler d. 1
Endwertes L  j ' ~f[p\

M  =  - ^  =  +  ] ß l - v v l . .  
m  t  (»—i)[p j



B eispiel. Eine Strecke L wurde je mit gleicher Genauigkeit gemessen: 
a) mit Meßstangen

CT05
[h =  285,34 b) mit Meßband \ h =  285,40 c) mit Meßkette la =  285,30

h =  285,40 zu h =  285,56 zu .1 ,=  285,46
k =  285,30 =  285,51

u =  285,44
Es liefert:

die Messungs- das M essungsergebnis die m ittle ren  F eh le r v o r  der Ausgleichung
gruppe G leichung (2) Gleichung (5b) G leichung (11)

Stangenmessung Lsl =  285,37 msi =  =  +  6,2 cm =  + ] / — +  3,1 cm.

Bandmessung — 285,49 mB =  + 1 / - |^  =  +  8,2 cm Mß =  + | / =  +4,7 cm.

Kettenmessung £^=285,38 »iA. = + j / l ^  = + 1 1 ,3  cm MK =  + =  +  8,0 cm.

Zur Vereinigung der drei ungleichwertigen Ergebnisse der Stangen-, Band- und Ketten
messung haben wir zunächst deren Gewichte ps i , p B und pK festzustellen. Wählen wir als 
Gewichtseinheit eine einmalige Kettenmessung, welcher der mittlere Fehler

ft — mK =  +yl28 =  +  11,3 cm 
anhaftet, so wird nach Gleichung (14)

n 3-128 8,02 _  4■ 128__ 0 8,0* _
P K - ^ y  Pb -  134  — 2 ■ 4?J 5,7, pst 2 31, 13,2,

T  S

woraus nach Gleichung (20) und (22)

PL =  LP] =  20,9
u 11,8 ( a l s  mittlerer Fehler des Endresultates

M,  =  +  —  =  +  - = =  =  + 2 ,5  cm \
yP ('20,9 ( vor der Ausgleichung.

V ere in ig u n g  der drei E rgebn isse : Für N =  285,30 liefert Gleichung (18) und (19)

V P p  V p v  V V p  V p v v
cm cm qcm cm cm qcm

Lst — 285,37 + 7 13,2 92,4 646,8 +  3,4 +  44,9 152
Lß =  285,49 +19 5,7 108,3 2057,7 —8,6 -4 8 ,9 422

£ A- =  285,38 + 8 2 16,0 128,0 | +  2,4 +  4,8 1 1
20,9 +216,7 2832,5 +  49,7 1 4- OO CD 585

[pv] 216,7 _L 1 fl A
pvv =  28326 — 20,9 • 10,42 

=  28 326 —2250=583
Abrundungs

>a*rn 3
[P] 1 20,9 

somit

£ - * + ? ?  = [P]
-  285,40,

differenz 0,8

mdungsfehler 
>83 

(s. links) =

als Endresultat aus den drei 11 cm
CO CD

Messungsgruppen. 1 CD
CS

Ausgleichung 
direkter 

Beobachtungen. 
§ 

11. 
Erreichte 

B
eobachtungsgenauigkeit.
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Hieraus liefert:

(23 a)

(23 b)

(23 c)

, 1 /  585 
^ = —r 2 +  17,2 cm

/ 585
2 ■ 13,2 —+  4,7 cm

■ , = ± f

■ , - ± Y -

585 
2 • 5,7

585

+  7,2 cm
als mittlere Feh
ler nach der Aus

gleichung.

2 - 2
585~

+  12 ,1  cm

- 3,7 cm2 • 20,9
Die mittleren Fehler v o r der Ausgleichung weichen 

von denjenigen n ach  der Ausgleichung erheblich ab 
(vgl. S. 56). Die Abweichung hat ihre Ursache teils in 
Ungenauigkeiten der mittleren Fehler m , welche durch 
solche Beobachtungsfehler erzeugt werden, die, ihrem 
Betrag nach zwar nicht erheblich genug, um zur Nach
messung zu veranlassen, nach ihrer Entstehung doch 
den g ro b e n  Fehlern zugerechnet werden müßten und 
welche das Messungsergebnis und die Bestimmung des 
mittleren Fehlers um so stärker beeinflussen, je kleiner die 
Wiederholungszahl ist. Namentlich wird die Abweichung 
aber hervorgerufen durch re g e lm ä ß ig e  Fehler, die, bei 
den verschiedenen Beobachtungsgruppen in verschiedenem 
Betrag auftretend, innerhalb jeder einzelnen Gruppe gleich 
wirken, in ihr also überhaupt nicht bemerkbar werden.

Hierher gehören: Unrichtigkeiten in der Länge der Meß
werkzeuge (die bei derselben Messungsgruppe überhaupt nicht, 
wohl aber beim Vergleich der Resultate zweier Gruppen, z. B. 
einer Stangen- mit der Bandmessung, in die Erscheinung 
treten), oder in den zur Wägung benutzten Gewichten; Be
leuchtungsphasen und Abweichungen von der Vertikalstellung 
der Signalstangen beim Anzielen; regelmäßige Teilungsfehler 
an Ereisteilungen usw.
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I I . A b sch n itt. 

V erm ittelnde Beobachtungen.

1. Kapitel.

Fortpflanzung von lieobachtungsfehlern auf 
Funktionen der Beobachtungsgrößeu.

§ 12. Mittlerer Fehler M  und Gewicht P  
einer expliziten Funktion F  der beobachteten Größen 
L t , L 2 . . .  L n , welche mit den mittleren Fehlern 

m | , m 2 . . .  m n behaftet sind.

Die gesuchte Größe X  sei als explizite Funktion der 
Beobachtungsgrößen I/1, L 2 . . . L H ausgedrückt:

(24a) X  =  F ( L y , L 2 . . .  L „) .

Die Beobachtungsgrößen L  seien mit den mittleren 
Fehlern + m 1, + w 2> • ■ • + m n behaftet. Denken wir uns 
jeden der Beobachtungswerte um seinen (zunächst als 
positiv vorausgesetzten) mittleren Fehler m  vergrößert, 
so wird der Einfluß dieser Änderung der Bestimmungs
größen L  auf den Funktionswert X  sein:

E = F ( L 1 +  m1, L i +  m1, . . . L n+ m „ ) - F ( L l , L 2 . . .L n).

Entwickeln wir den Minuenden mittels der T a y lo r-  
schen Reihe, und setzen die mittleren Beobach tun gsfehler?« 
als so klein voraus, daß wir berechtigt sind, Potenzen von 
ihnen, gegenüber den Beobachtungswerten selbst, zu ver
nachlässigen, so erhalten wir
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Dieser Ausdruck geht über in
E =  +  m1ll + m 2l2-(-------|- mn ln .

wenn man den Differentialquotienten

(24 b)

setzt.
Nun werden wir berechtigt sein, die Gesamtvnrkung 

der mittleren Fehler m  der Beobachtungsgrößen L  auf 
die Funktion X  als deren mittleren Fehler Mx  zu be
zeichnen, wenn es uns gelingt, bei Berechnung dieser 
Gesamtwirkung der Tatsache Bechnung zu tragen, daß 
diese mittleren Fehler im Vorzeichen unbestimmt sind, 
sich also im Zusammenwirken teilweise aufheben können. 
Der soeben berechnete Fehlereinfluß E  setzt aber, im 
Gegensatz hierzu, alle mittleren Beobachtungsfehler m  
als gleich gerichtet voraus, ist also jedenfalls > M X . 
Immerhin wird er uns zum gesuchten mittleren Feliler Mx 
führen, wenn wir durch Quadrieren die Vorzeichen der m  
eliminieren. Kehren wir zu diesem Zwecke zur tatsächlich 
vorhandenen Unbestimmtheit der Vorzeichen von m  zu
rück, so erhalten wir als Quadrat des Einflusses der 
Änderungen +  m  an den Beobachtungsgrößen L

E 2 =  ml % + ml l22-\ j- ml Pu +  2 m, m2 Z, l2 +  2 to3 1, ls_+ ■ ■ ■
+  2 wämi !! is +  - + 2  m n _ t mn ln _ l lt■n - 1 -n *n - 1  fc/t  *
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Die Zahl der Summanden von der Form m 1 m,2 !., 
ist =  n • (n — 1), diejenige der quadratischen Summan
den nur gleich n . Dem absoluten Wert nach ist aber die 
Summe je zweier quadratischer Summanden unter allen 
Umständen größer als das zugehörige doppelte Produkt 
(a2 -|- b 2 > 2 a 6 , weil a2 -f- b2 — 2 ab =  \a —b]2 =  positiv). 
Überdies sind die quadratischen Summanden alle positiv, 
die anderen gleich wahrscheinlich +  und von ähnlicher 
Größe, so daß sie gegen die ersteren um so mehr zurück
treten, je größer ihre Zahl ist. Die Unbestimmtheit des 
Vorzeichens von m  hat also zur Folge, daß die letzteren 
Summanden sich in der Hauptsache gegenseitig aufheben 
und daß der ermittelte Wert für E 2 übergeht in das 
Quadrat des mittleren Fehlers:

(24 c) M \  =  m \ +  m \ l\ +  • • • -f- m2n l2 — [rum 11] .

Das Gewicht Px  der Unbekannten X  erhalten wir 
durch Vergleichung der mittleren Fehler nach Gleichung 
(15). Ist nämlich p  der (event. beliebig festgesetzte) 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit (p — 1 ), so ist

Px : 1 =  p 2 : M 2
1 7|f2 1

(24 d) —  =  — =  =  ^ J l  +  -u +

Durch Einführung der Gewichte p  für die Beobach
tungsgrößen L  imd unter Benutzung von (14) wird hieraus

p x Pi  P2 P .

1. B e i s p ie l .  Wie groß ist der mittlere Fehler m 
und das Gewicht P  von Z = a h ,  wenn a ein fehlerfreier 
Faktor und L  eine mit dem mittleren Fehler m beobachtete 
Größe ist?



Gleichung (24c) liefert: / f i x \ 2
M h  =  [m m ! ! ] = » ! XßJJ =  ° 2 m2 
M lL =  a ■ mL

in Übereinstimmung mit der früher abgeleiteten Gleichung (9). 
Gleichung (24d) liefert:

1 _  ill] _
T ^ ~ [ p \  ~  p  ’
P  _  p  ü_r X a-L al '

wenn p  das Gewicht der Beobachtungsgröße L  vorstellt.
2. B eisp iel. Wie groß ist der mittlere Fehler M  und 

das Gewicht P  der Größe X  =  L l + £ 2 +  • • • +  A , > wenn 
Lt . . .  beobachtete Größen sind, denen die Gewichte p 1. •. 
und die mittleren Fehler m, . . .  zukommen.

Gleichung (24c) liefert:
M l  =  [mmll\  =  m\ ( | * ) +  ml ■ ( | ^ )  +  • • •

=  m\ -f- »»2 -|------- 1-  m* =  [m m]
in Übereinstimmung mit Gleichung (10).

Gleichung (24d) liefert:

Px  IbJ Pi ' Pt Pn yP-
Sind die Gewichte und die mittleren Fehler der Einzel

größen L einander gleich (wie das z. B. beim Wägen einer 
Masse in n Teilen, beim Messen von Strecken für jede ein
zelne der n  Stangenlagen, oder bei Bildung eines Winkels 
durch Zusammensetzung aus n Teilen usw. der Fall ist), so
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wird Ml ±/ ± ... =  + / [ » » j  =  +V« ■ m2 — m]/n 
1  1 , 1 , __| _1_ =  n

P Ll ± Lt ±  . . .  Px Px P '  Px

P = P-Lt ± ¿2 ± • • • yi 1
1 h. der mittlere Fehler einer Summe oder Differenz gleichwertiger 

Einzelgrößen wächst proportional der Wurzel aus ihrer Anzahl,



das Gewicht einer Summe oder Differenz gleichwertiger Binzei
größen nimmt ab proportional ihrer Anzahl.

Es zeigt sich hier ein bemerkenswerter Unterschied, der 
für die Genauigkeit einer Größe bezeichnend ist:
Wird eine Größe gewonnen als Mittel aus n Beobachtungen 

je vom Gewicht p =  1, so ist das Gewicht des Mittel
wertes P  =  n ,

wird eine Größe gewonnen durch Addition oder Subtraktion 
von n Binzeigrößen je vom Gewicht p =  1, so ist ihr Ge
wicht P — — , n

wird eine Größe gewonnen durch Multiplikation einer beobach
teten Größe vom Gewicht p  =  1 mit einer Konstanten n ,
so ist ihr Gewicht P  =  (Distanzmesser usw.).

Es bedürfte also im zweiten Falle w-facher, im dritten 
Falle n‘-facher BeobachtungsWiederholung der Teilgröße, um 
das Gewicht und die Genauigkeit einer einzigen einfachen 
direkten Beobachtung für die gesuchte Größe zu erzielen.

3. B eispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler einer 
Dreiecksieite A B  =  c und ihr Gewicht, wenn gemessen wurde: 

■¡i =  4 ( 7 =  106,00 +  0,06 m 
<££ =  29° 39' + 1 '
<^y =  120° 07' + 2 ' ?

Die Trigonometrie liefert die Beziehung
b . c — - . siny , sm ß

woraus mittels Gleichung (24 c)
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sm2y , , bsmy . y  , , / b \2 , *»6 +  ~ t-tw  cos/? mi  +  . cosysm2/? 0 \ am ß p \ smß ?

^ m 2 +  c2ctg2/?m2 + c 2 c tg V m 2sm'
(m„ und m in analytischem Maß ausgedrückt).
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Statt die mittleren Beobachtungsfehler niß und m durch 
Division mit g' auf analytisches Maß zurückzuführen, können 
wir auch die zugehörigen partiellen Ableitungen mit q' divi
dieren und als Winkeleinheit die Minute, als Längeneinheit 
das cm wählen, wodurch wir erhalten:

sin2 7
m  c sin2/?

b
e sin/? 

sin/

2-02531
0-30566
9-93702

185,35 =  c 2-26799

• 62 + ‘ctg2 1 2 + c2 ctg2y
• 22

90,25 =  l\ 
h

sin,? 9-6943 ctg^ 0-2447
sin 7 9-9370 c 4-2680

h 0-2427 S Qf 6-4637

3,06 =  11 0-4854 ctg 7 9-7635

k 0-4952
9,78 =  ll 0-9904

1-9528
0-9764

■M2 =  3,06 ■ 36 +  90,25 ■ 1 +  9,78 • 4 
=  110 +  90 +  39 =  239 =  ,

Mc =  +y239 =  15,5 cm. S
Also ist c — 185,35 +  0,15s m.

Einfacher noch läßt sich der mittlere Fehler einer Funk
tion von der obigen Form mittels Logarithmieren finden. Wir
haben logc =  logb +  log sin y — log sin/? ,
somit nach Gleichung (10)

loge  - « l o g  b ~t"~ “ log  sin  y « l o g  s in ß

Man hat jetzt nur beim Aufschlagen von gleich-
log b
log sin y 
log sin ß I

zeitig zu notieren, welchen Einfluß auf die letzte (fünfte) Stelle
16 cm j

des log eine Änderung des numerus um ■ I ausübt (s. unten).
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miog "'log
b 2-02531 246 605

e sinß 0-30566 22 484
sin 7 9-93702 7 49

185,35+0,15= c 2-26799 +  34 1138 'a u s  m l o g c = + 1 /1 1 3 8
=  + 3 4  .

Ein mittlerer Fehler des löge von + 3 4  Einheiten der 
fünften Stelle liefert (gleichzeitig mit dem Aufschlagen von c)
den mittleren Fehler des numerus -4^ = + 1 5  cm.

Das Gewicht P  der berechneten Seite c erhalten wir 
mittels Gleichung (24 d)

1 1 r ... 239-p =  , [m nill] =  — - .
Pc f1 !l

Geben wir der Messung der Seite b das Gewicht 1, so
wird =  6 cm und +  =  36 , somit 

J _ =  239 
Pc ~  36

P  — ^  — 0 15 
c ~  239 ~ U’ 5 •

2. Kapitel.

Ausgleichung vermittelnder gleich genauer 
Beobachtungen.

Durch den Abschnitt I  wurden wir in die Lage ver
setzt, den wahrscheinlichsten Wert einer direkt und mehr
fach beobachteten Größe, seinen mittleren Fehler und sein 
Gewicht zu bestimmen. Dagegen hat er uns nicht ge
lehrt, in überschüssiger Zahl vorhandene Beobachtungen 
auszugleichen, welche zur Bestimmung einer oder meh
rerer anderer, von ihnen abhängiger Größen dienen sollen.

W e i t b r e c h t ,  A usg le ich u n g srech n u n g . 5
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Auch das 1. Kapitel des gegenwärtigen Abschnittes 
zeigte uns nicht, wie die Werte L  für solche vermittelnde 
Größen auszugleichen, wenn sie in überschüssiger Zahl 
vorhanden sind, sondern nur, wie sich der ihnen anhaftende 
Fehler m  auf einen (nicht überbestimmten) Funktionswert 
fortpflanzt.

Jetzt wollen w ir Beobachtungswerte, welche zur Be
rechnung anderer, von ihnen abhängiger Größen dienen 
sollen und in überschüssiger Zahl vorhanden sind, so aus- 
gleichen, daß letztere sich übereinstimmend ergeben, gleich
gültig, welche der ersteren auch zur Rechnung benützt 
werden mögen.

Ist die Zahl der gesuchten Unbekannten nicht größer 
als 2, so läßt sich die Ausgleichung der zu ihrer Berechnung 
dienenden Beobachtungs werte häufig auf graphischem Wege 
bewirken, womit der Vorzug erhöhter Anschaulichkeit und 
der alsbaldigen Erkenntnis etwaiger grober Beobachtungs
fehler verbunden ist. Wir behandeln daher zuerst die:

§ 13. Graphische Ausgleichung zusammengehöriger, 
beobachteter Argument- und Funktionswerte bei zw i
schen ihnen bestehender bekannter oder unbekannter 

Beziehung. Beobachtungsfehler.
Um zu untersuchen, ob zwei Größen voneinander ab

hängig sind, und zutreffendenfalls, welche Beziehung 
zwischen ihnen besteht, kann man korrespondierende (zu
sammengehörige) Beobachtungswerte beider als Abszissen 
und Ordinaten in bezug auf ein beliebiges Koordinaten
system auftragen und die dadurch erhaltenen Punkte 
durch eine stetige Linie (Funktionskurve) verbinden. Ver
läuft die Linie gesetzlos oder parallel, bzw. senkrecht 
zur Abszisse, so besteht entweder keine Beziehung zwi
schen den korrespondierenden Beobachtimgswerten, sie
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sind . voneinander unabhängig, oder die beobachteten 
Funktionswerte sind nicht bloß von den der Beobachtung 
unterworfenen, sondern überdies noch von anderen Argu
menten abhängig.

Im letzteren Falle kann man die korrespondierenden Be
obachtungen unter gewissen abgewarteten oder künstlich her
beigeführten, die Wirkung jener weiteren Argumente vor
übergehend ausschaltenden Umständen wiederholen.

Läßt die „Funktionskurve“ nach den Sätzen der ana
lytischen Geometrie ein gewisses Gesetz erkennen — 
gerade Linie zeigt lineare Beziehung, n-  fache Oszillation 
algebraische Beziehung (n  +  l)-ten  Grades an — , so 
kann man der Zeichnung die Lage- und Formbeziehungen 
(Abschnitt auf der «/-Achse, Bichtungskoeffizient, Para
meter usw.) entnehmen: D ie V e rb in d u n g s lin ie  d e r 
m it den  z u sa m m e n g e h ö rig e n  B e o b a c h tu n g s 
w e r te n  a ls  K o o rd in a te n  a u fg e tra g e n e n  P u n k te  
(F u n k tio n s lin ie )  v e r m i t te l t  u ns d ie  K e n n tn is  
d e r  z w isc h e n  b e id e n  b e s te h e n d e n  B ez ieh u n g .

Dabei wird das Wesen der Funktionskurve von der 
Walil der Verjüngungsverhältnisse für die Abszissen und 
die Ordinaten und von der Lage der Koordinatenachsen 
nicht berührt. Ja, es kann sich sogar empfehlen (auch 
ohne daß die zusammengehörigen Beobachtungswerte 
Größen verschiedener Gattung sind, in welchem Falle 
für jeden von beiden je ein passendes Verjüngungs- 
Verhältnis gewählt werden muß), Ordinaten und Ab
szissen in verschiedener Verjüngung zu zeichnen, wenn 
sie sich erheblich voneinander unterscheiden, oder wenn 
man auf schärfere Darstellung von Veränderungen einer 
von ihnen besonderen W ert legt.

Wären die Beobachtungswerte fehlerfrei, so müßte 
die zu zeichnende Funktionskurve durch sämtliclie auf

5*
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Grund solcher zusammengehöriger Werte gezeichnete 
Punkte gehen. Es zeigt sich in der Durchführung je
doch, namentlich wenn ein genügend großer Maßstab 
gewählt wird, sofort, daß die derart zu zeichnende Linie 
Unregelmäßigkeiten aufweisen würde, die nicht in der 
Natur der Beziehung zwischen beiden Beobachtungsgrößen 
liegen können. Dies tritt besonders in solchen Fällen 
in die Erscheinung, in denen das Wesen der Beziehung 
auch noch auf deduktivem Wege erschlossen werden kann. 
Solche Unregelmäßigkeiten rühren von den d en  B eo b 
a c h tu n g s w e r te n  a n h a f te n d e n  F e h le rn  v her, und 
unsere Aufgabe besteht jetzt darin, eine der erschlosse
nen Beziehung entsprechende oder (falls diese nicht er
schlossen werden kann) eine möglichst einfache Funktions
linie den gezeichneten Punkten so anzupassen, daß die 
in der Ordinatenrichtung gemessenen Abweichungen v der 
Linie von jenen Punkten den Bedingungen (1) [»] =  0 
und (4) \v v\ =  Min. entsprechen.

Als Nebenprodukt dieser Lösung ergibt sich dann auf 
bequemste Weise:
a) diejenige Stelle, wo zur sicheren Ermittelung der be

stehenden Beziehung, und Zeichnung der Funktions
linie die korrespondierenden Beobachtungen zu häufen 
sind, bzw. wo andererseits Häufung unnütz wäre,

b) der Nachweis etwaiger grober Fehler,
c) der dem einzelnen Beobachtungswerte anhaftende, 

durch Ausgleichung wegzuschaffende Fehler v ,
d) der irgend einem Argumentwerte zugehörige aus

geglichene Fimktionswert.
B eispiel. Zum Zwecke der Wiederherstellung der wahr

scheinlichen Lage einer Baulinie an einer bauplanmäßig 15,00 m 
breiten Straße wurde eine Anzahl sicherer Gebäudeecken auf 
eine vorläufige, zu ihr im Abstande von 3 m ungefähr parallel
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verlaufende Abszisse aufgenommen. Gesucht ist die Lage 
der allen Gebäudeecken möglichst sich anpassenden, endgültigen 
Parallelen.

Lösung. Die abgesteckte Abszisse sowohl, als die ge
suchte endgültige Parallele zur wahrscheinlichen Baulinie sind 
gerade Linien. Wäre es daher möglich, die Entfernungen 
irgendwelcher, einander gegenüberliegender Punkte beider Ge
raden zu finden, so könnte man sie als Ordinaten zur ab
gesteckten Linie als Abszissenachse und zu den zugehörigen 
Abszissenmaßen auftragen. Die Verbindungslinie der dadurch 
erhaltenen Punkte müßte dann eine Gerade sein und die 
Abszissenachse in demselben Punkte schneiden, in dem in 
Wirklichkeit die gesuchte Parallele die abgesteckte Aufnahme
linie schneidet. Daran würde nichts geändert, auch wenn die 
genannten Entfernungen (die nur klein sein können) etwa in 
größerem Maßstabe als die Abszissen aufgetragen würden. 
Diese Entfernungen zwischen beiden, nur um weniges diver
genten Geraden lassen sich nun wie folgt berechnen: Setzen 
wir voraus, daß die aufgenommenen Gebäudeecken genau auf 
den Baulinien liegen, also genau den Abstand =  3 m bzw. 
a2 =  12 m von der gesuchten Parallelen haben. Setzen wir 
ferner voraus, daß ihre von uns aufgenommenen Ordinaten y 
fehlerfrei gemessen sind, so erhalten wir von der abgesteckten 
Abszisse aus je einen Punkt der gesuchten Parallelen, wenn 
wir (unter Beachtung, daß wegen der geringen Divergenz von 
abgesteckter und SolUinie die bezüglichen Ordinaten ihrer 
Lage nach zusammenfallen) im betreffenden Fußpunkt die
Ordinate , . ,

I — Vi ai 03 — Vi ai )
l ha =  Vt — a-t t)4 — y4 — at /

nach Richtung und Größe auftragen. Die wahre gegenseitige 
Lage beider Geraden ist dann in der Figur direkt ersichtlich: 
Die Funktionslinie stellt die Solllinie vor. Da die berechneten 
und für die gesuchte Lage der Solllinie bestimmenden Ordi
naten t) von Punkten der letzteren sehr klein sind im Ver
hältnis zu den zugehörigen Abszissen, so wird man beide in 
verschiedenem Maßstabe (etwa die Abszissen im Maßstabe 
1:1000, die Ordinaten t) in 1: 10) auftragen.

Würde nun die (durch Überlegung als Gerade erkannte) 
Funktionslinie durch alle derart gezeichneten Punkte gehen, 
so wären Lage der Gebäudeecken und eigene Messung fehler
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frei und eine Ausgleichung unnötig. Anderenfalls muß jetzt 
diejenige Gerade gesucht werden, für weiche die algebraische 
Summe der in der Ordinatenrichtung gemessenen Abstände v 
von den Fehlerbildpunkten =  0 ([f] =  0) und, da die Zahl 
solcher Geraden oo ist, gleichzeitig [vv] =  Min. wird.

Alle die Geraden, für welche [v] =  0 , gehen durch einen 
Punkt, den Schwerpunkt 8  des Systems gezeichneter Punkte, 
dessen Koordinaten r-t

n
M
n sind.

Z ahlenbeispiel.

Punkt
Nr.

Gemessen 
Abszisse 1 Ordinate

+ *  y
m 1 m

Sollordinate
a
m

V) =  y — a 

cm .
1 53,95 — 3,06 — 3,00 — 6
2 57,02 +  11,94 +  12,00 — 6
3 72,54 +  11,98 +  12,00 _ 2
4 94,86 -  2,94 -  3,00 +  6
5 140,22 +12,08 +  12,00 +  8
6 161,05 -  2,95 -  3,00 +  5
7 212,84 -  3,00 -  3,00 - 0 >
8 221,95 +  12,07 +  12,00 +  ^
9 245,36 — 2,90 — 3,00 +  10

xa = 1259,79
s ~  9 

— 139,98 m

+ 22

=  +2,44 cm
Um die Lage der Geraden zu finden, für welche 

[rt)],=  Min., kann man jetzt für 3 oder mehr verschiedene, 
durch den Schwerpunkt 8  gehende Versuchsgeraden die Ab
stände v von den Fehlerbildpunkten (in der Ordinatenrichtung) 
abgreifen (wobei [u] =  0 sein wird) und je [vv] berechnen. Trägt 
man dann diese Werte.[»«?] als Ordinatenin den Schnittpunkten
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I ,  II usw. dieser Versuchsgeraden mit irgend einer der ur
sprünglichen Ordinaten als Fußpunkten auf und zeichnet durch 
die erhaltenen Punkte eine zu dieser neuen Ordinatenrichtung 
($: zur alten x-  Achse) symmetrische Kurve, so stellt die Ordi

nate des unteren Kulminationspunktes den niedersten Wert 
für [» v] , deren Fußpunkt einen zweiten Punkt der Sollgeraden 
vor. Nach Ein Zeichnung der letzteren wird man für das 
gegenwärtige Beispiel aus der Figur ablesen: D ie gesuchte
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G erade schneidet die abg esteck te  bei der A bszisse 
98 m und is t  gegenüber der le tz te re n  um 6 cm auf 
100 m L änge im p o sitiv en  S inn verd reh t.

Das gezeigte Verfahren zur rein graphischen Auffindung 
der Funktionslinie ist schwerfällig. Bequemer ist es, zu 
diesem Zweck das graphische Verfahren durch Rechnung zu 
unterstützen.

Zieht man durch S eine beliebige Gerade S  — I und greift 
in der Ordinatenrichtung deren Entfernungen V  von den ge
zeichneten Punkten ab , so wird für sie zwar [ V\ =  0 , aber 
nicht [VV] =  Min. sein. Es ist vielmehr zu diesem Zwecke 
noch eine gewisse Verdrehung um den unbekannten Winkel g 
und um den Schwerpunkt S  nötig. Diese Verdrehung ändert 
sämtliche Entfernungen V  um den Betrag j  •g , wenn j  die 
Entfernungen der Fußpunkte vom Schwerpunkt S  darstellen. 
Es wird daher an Stelle von V der Abstand v der endgültigen 
Funktionslinie vom Fehlerbildpunkte treten, wo bei Ein
führung von Vorzeichen für die verschiedenen Richtungen 
von j , v , V und g allgemein gültig

v — V — j  g
und wobei wir verlangen:

[v u] =  Min.
Es muß demnach sein

[(7 -  E f)2] =  7? -  2 7lElf  +  E? f  +  • •• +  7 2 -  2 Vn U g
+  S2 f2 =  Min.

Die einzige Veränderliche ist jetzt g , und man hat
% = [ ( 7 - e £)*]= Min.

für
=  0 = - 2 FlEl +  2 f? f - -  — 2V„Sn +  2 f n g ,

woraus
e  2 7 t Ei -|- 2 V2 ; 2 -j [- 2 V„ _  [V g]

2 Ei +  2 e! +  H 2 En [ES]
Für die praktische Durchführung wird man natürlich 

nicht eine beliebige Gerade verwenden, von der aus der Ver
drehungswinkel g berechnet wird, sondern eine Parallele zur
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Aufnahmelinie durch den Schwerpunkt 8 . Damit wird all
gemein gültig: j-x-j

n
JM
n

Man hat also nur die Durchschnittswerte der Abszissen und der 
Ordinaten je von den letzteren abzuziehen, ein Verfahren, das 
wir noch des öfteren, z. B. bei der trigonometrischen Punkt
bestimmung durch Rückwärtseinschnitt anwenden werden. 

Die obige Tabelle liefert jetzt

£ =  x  — x s =  x  - 

7 = i>  — =  t) —

Punkt E ==■* — xs 7  = 1 — Vs S 7

Nr m cm (Rechenschieber) t l
+ — + — + —

1 86,03 8,44 725 7 401
2 82,96 8,44 700 6 882
3 67,44 4.44 299 4 548
4 45,12 3,56 161 2 036
5 0,24 5,56 1 0
6 21,07 2,56 54 444
7 72,86 2,44 178 5 309
8 81,97 4,56 374 6 719
9 105,38 7,56 797 1 11 105

281,52 281,55 23,80 23,76 2950 339 44 444-
Abrundung- 3.

2 6 ,1 1

+2611
oder 26,11 für v in Mtrn.

-0,000 587 ,
an a ly tisc h  4 4  4 4 4

also: nötige Verdrehung S in positivem Sinn um 5,9 cm auf 100 m. 
Schnittpunkt der Solllinie mit der Abszisse

vom Schwerpunkt S  rückwärts um 100 ■ 2,44
5,87 = 41,5 m.

d. h. bei Abszisse 139,98 — 41,5 =  98,5 m.
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§ 14. Rechnerische Ausgleichung in überschüssiger Zahl 
vorhandener Beobachtungswerte L  bei bekannter Be
ziehung zwischen ihnen und den von ihnen abhängigen, 
gesuchten Größen X ,  Y  . . .  bis zur Aufstellung der 

Normalgleichungen.
Die zwischen den Beobachtungsgrößen L  und den 

von ihnen abhängigen Unbekannten X ,  Y  . . . bestehen
den Beziehungen mögen von der Form sein:
(25)' F { X ,  Y ,  Z  . . .) — L =  0 ,

so daß sie jede Beobachtungsgröße L  als explizite 
Funktion der Unbekannten X , Y  . . .  ergeben. Diese 
Gleichungen werden von den Beobachtungswerten L  nur 
dann scharf erfüllt sein können, wenn letztere entweder 
fehlerfrei sind, oder wenn keine Überbestimmung vor
handen ist. Beides ist für unsere gegenwärtige Betrach
tung ausgeschlossen. Wir müssen vielmehr, uni die 
Beziehungen scharf zu erfüllen, unseren Beobachtungs
werten kleine, zunächst noch unbekannte Verbesserungs- 
zusehläge beifügen, die wir wie bisher mit v bezeichnen 
wollen. Dann stellt L  -\- v den wahrscheinlichsten Be
obachtungswert und v den Beobachtungsfehler vor, und 
die Gleichung (25) geht über in die Form
(25a) F ( X ,  Y , Z  . . . )  — L  =  v .
Wir suchen nun zunächst diese Beziehungen in l in e a re  
F orm  überzuführen, eine Aufgabe, die allgemein nur 
möglich ist, wenn es uns gelingt, die Unbekannten 
X ,  Y ,  Z  . . . durch andere x . y , z  zu ersetzen, die so 
klein sind, daß wir höhere Potenzen von ihnen vernach
lässigen dürfen. Zu diesem Zweck schlagen wir folgen
den Weg ein: W ir zerlegen jede der Unbekannten analog 
Gleichung (7) und (18) in 2 Summanden, nämlich
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(25 c)

einen möglichst genauen, irgendwie zu gewinnenden 
Näherungswert N x ■ . ■ und einen kleinen, nach Rich
tung und Größe unbekannten Zuschlag x  , wodurch 
unsere Gleichung (25 a) übergeht in

(25b) F {(JVx +  x), (NT +  y),  (Nz  +  * ) , . . .}  — L  =  v .

Sodann entwickeln wir nach T a y lo r  in eine Reihe 
und erhalten unter vorstehender Voraussetzung:

dF  SF  

BF
+  Z ~dNz +  L = V -

Fassen wir die bekannten Summanden zusammen 
(wozu jetzt auch F ( N X , N r\  N z . . . )  gehört) und 
führen zur Vereinfachung der Schreibweise folgende 
Bezeichnungen ein:

I
ö F  _  6 F  h BF  
~ d N x ^ a ' ~ 6 N y ~  ’ =

F ( N X , N r , N z , . . . ) - L  =  l ,
so geht die gegebene Beziehung (25) in die Form der 
„ F e h le r g le ic h u n g “ über:

(25 e) a x - \ - b y - \ - c % - \ - ' ' ‘ - \ - l — v .
Solcher Fehlergleichungen haben wir ebenso viele, als 

Beobachtungen L  vorhanden sind, nämlich X. Überbestim
mung ist vorhanden und Ausgleichung der Werte l kann also 
erst eintreten, wenn die Zahl X der Beobachtungen größer 
ist, als die Zahl x  der Unbekannten. Für X =  k  werden 
die Verbesserungen v der Beobachtungswerte =  0 : für 
die Unbekannten x , .  . . ist in diesem Falle keine Über
bestimmung vorhanden.



Aus den /. Fehlergleichungen für die v. Unbekannten
«i * +  \  y +  ci * H-------h h =  vi |
«2 * +  2/ +  C2 2 -(-------H* =  »* J?o’S

ai  x  +  bi. y  +  c>.z  H------- 1- h  =  v>. > 7
>e U n b ek an n te -* - T

wo /  >  y. , ergeben sich die Werte der unbekannten Zu
schläge x , y , die wir künftig kurz als Unbekannte 
bezeichnen wollen, eindeutig, wenn wir noch die in Glei
chung (4) ausgedrückte Bedingung zu Hilfe nehmen, daß 
die Summe der Quadrate der an den Beobachtungswerten L  
anzubringenden Verbesserungen v ein Minimum sei:

[v v] =  Min.
Man erhält nämlich:

^  =  a\ x2 - f  2 a, b, x  y -}- 2 a, ct x  z -)------- |- 2 al 1, x  - f  b\ y1
2 bi c, yz  -)------ (- 2 6, 1, y -}- c, z2 -|—  • -f- 2 c, 1, 2 -(-------[-

=  a\ x* +  2 a2 ¿<2 * y  -f- 2 a2 c2 a;« -| f- 2 «2 1, x  b\ y2
-\-‘2 \ c t yz-\ \-2b.31,y +  clz2   H j ,

woraus durch Addition
[v*] =  [a a] x 2 +  2 [a b] a; y -j- 2 [a c] x  z -\-----+  2 [a ij x  -f- [b2] y2

+  2 [6 c\yz-\  \-2[bl]y +  [c2]z2-] h 2 [el\z +  [i2] .
Wir haben jetzt diejenigen Werte für x , . . .  zu suchen, 

für welche [«»] =  Min. Hierfür haben wir:

=  2 [d a] * +  2 [a ö] 2/ +  2 [o c] a H 1- 2 [a 1] =  0

=  2 [o 6] * +  2 [6 6] y +  2 [6 c] z -|------- (- 2 [6 1] =  0
»2/

=  2 [a c] x  - f  2 [& c] y  -j- 2 [c c] z -| f- 2 [c Q =  0 .
oz
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Eine kurze Betrachtung zeigt, daß wir auf dieselbe 
Weise ganz allgemein ebenso viele Gleichungen für 
x , y ,  x  . . . in der vorstehenden Form erhalten, als Un
bekannte vorhanden sind, und damit ein Mittel für die 
eindeutige Bestimmung der letzteren. Durch Kürzung 
mit 2 erhält man aus ihnen die ,,N o rm a lg le ic h u n g e n “ 

[a a] x  +  [a 5] y  +  [a c] x  -f- • • • -f- [a l\ — 0
[ab\x -\- [b b]y -\- [b c \ z  [b 1} =  0
[a c\ x  +  [ft c] y  +  [c c] % - f  • • • - f  [c l\ =  0

§ 15. Auflösung der Normalgleichungen. 77

(26)

mit deren Aufstellung die Ausgleichungsaufgabe prin
zipiell gelöst ist.

§ 15. Auflösung der Normalgleichungen.
a) Ist nur e in e  e in z ig e  U n b e k a n n te  X  vorhan

den, welche mit den X Beobachtungswerten L  in der Be
ziehung steht =  o ,

so erhält man nach § 14 durch Einführung eines Nähe
rungswertes N x  für X  (so daß X  =  N x -\- x) die X Fehler
gleichungen von der Form 

6 F
J X x x  +  (FX x ~ L) =  v ' 

oder mit Benützung der unter (25 d) eingeführten Zeichen 
a, x  -f-1, =  Kj 
ai x - \ - l2 =  vi

woraus v\ =  a\ x2 -f- 2 a, 1, x  -j- l\ 
v\ =  a\ x? 2 o2 12 x  ll

Aus [v r] =  [a a] x2 -)- 2 [a l\ x  -)- [11\ =  Min.



erhält man die Normal gleicliung

=  2 [a a] x  -(- 2 [a l] =  0

und aus ihr den gesuchten Zuschlag 
[all

(27) x  =  —y—=;, woraus X  =  Ax 4- x  .
[aaj

Die Gleichung (27) steht im Einklang mit Gleichung (7)
ly I

L  =  N  -— , wonach der gesuchte Zuschlag zum
n  MNäherungswert N  war x  =  - — . Denn die Koeffizien-

n
ten a der Unbekannten in (27) waren dort alle =  1 . Nur 
ist zu beachten, daß der zur Berechnung dieses gesuchten 
Zuschlages x  dienende r e d u z ie r te  B e o b a c h tu n g sw e r t 
dort hieß v =  B e o b a c h tu n g  — N ä h e ru n g  — l — N ,
während er jetzt heißt l =  F  (Xx d. h.
N ä h e ru n g  — B eo b a c h tu n g . Das Absolutglied l ist 
also jetzt m it e n tg e g e n g e s e tz te m  Vorzeichen ein
geführt.

Auch die Gleichung (1) [u] =  0 findet mit
a, ■ a2 • * * * . 1

ihre Bestätigung:
Multiplizieren wir nämlich jede Fehlergleichung des 

gegenwärtigen Paragraphen mit ihrem Koeffizienten a,  
so erhalten wir

a \x -\-  a1 ll =  a, t>,
-j- == a:2 r 2
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und durch vertikale Addition die linke Seite der Normal
gleichung
(28) [a a\ x  +  [a Z] =  [a v] — 0 .
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b) Beim Vorhandensein von zw ei U n b e k a n n te n  X  
und Y  laute die Form der Beziehung zwischen ihnen 
und der Beobachtung L

F ( X , T ) - L  =  0 ,  
woraus durch Einführung der Näherungswerte N x  und Ny  
(so daß X  =  Ä'x +  x , Y  =  Ny  -f- y) und der Bezeich
nungen

d F  , dF  
a ~ l N x ' ~dNy' l =  F (Nx< N y) — L

die Fehlergleichungen entstehen:
al xs +  bl y  +  lt = v l 
a t x  +  bt 2/ +  k  =

Aus ihnen ergeben sicli durch partielle Differentiation 
des Ausdruckes für \v v] die zwei Normalgleichungen 
zur Bestimmung der unbekannten Zuschläge x  imd y :

( [a a] x  [a 6] y -f- [a l\ =  0

|  [a &] x  - f  [6 6] y  -|- [6 q =  Q .

Zum Zwecke der Reduktion der Zahl der Unbekannten 
um eine und Ausrechnung der anderen könnte man irgend 
eine der bekannten algebraischen Methoden anwenden, 
ln  Rücksicht auf möglichst bequeme, schematische Durch
führung der Rechnung und unter Berücksichtigung der 
symmetrischen Anordnung der Koeffizienten von x  und y 
(in der einen Diagonalen, von links oben nach rechts 
unten, stehen nur Quadratsummen, in der anderen iden
tische Produktensummen) hat jedoch der Schöpfer der
Methode der kleinsten Quadrate, G auß, im Jahre 1810 
einen vom üblichen etwas abweichenden Reclmungsweg- 
gewiesen, dem wir folgen wollen. Hiernach wird grund
sätzlich zuerst die links stehende Unbekannte eliminiert
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und zu "diesem Zwecke die mit —
2 Koeffiz. der I. Keihe
1  Koeffiz. der I. Keihe

multiplizierte erste Gleichung zur unveränderten zweiten 
Gleichung addiert. Dabei ergibt sich als erste und ein
zige Reduktionsstufe

Für die schwerfälligen Differenzausdrücke im Zähler 
und im Nenner hat G auß Symbole eingeführt, welche 
durch die Ziffer 1 ausdrücken, daß es sich um Erzeugnisse 
der ersten Reduktionsstufe handelt. J e d e r  Ausdruck der 
e r s te n  Reduktionsstufe hat (vgl. obige Reduktionsregel) 
als Nenner des Subtrahenden das Summenglied [a a\ , 
also braucht das Symbol diesen Nenner nicht besonders 
anzugeben. Der Zähler des Subtrahenden ist ein Produkt 
zweier Faktoren, deren jeder wieder die Summe von Pro
dukten je zweier Faktoren ist, von denen je einer a 
heißt, während der andere je  einer der Faktoren des 
Minuenden ist. Es genügt daher zur eindeutigen Be
zeichnung

woraus y =

des Zählers [6 f] — [® fl
[««]

[a T\ das Symbol [bl- 1]

(29) „ Nenners [661 — -j— j-[« 6]
[aa]

[bb-1]

allgemein d. j 
. Ausdruckes /

[6 s - 1 ]

USW. ,
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womit die obige Gleichung übergeht in

(30) „  =  .
J  [6 6 - 1]

Um den Wert der l in k s  stehenden Unbekannten x  zu 
berechnen, könnte man jetzt entweder den berechneten 
Wert der anderen in eine der Normalgleichungen ein- 
setzen, oder statt der links stehenden jetzt die rechts 
stehende Unbekannte eliminieren. Damit würde aber der 
Schematismus in der Berechnung gestört, auf den man 
W ert zu legen hat, wenn es sich um häufig auftretende 
Bechenarbeiten handelt, deren mechanische Ausführung 
man untergeordneten Hilfskräften übertragen will. Der 
erstgenannte Weg der Einsetzung verhindert überdies 
die Berechnung des Gewichtes und mittleren Fehlers der 
zuletzt bestimmten Unbekannten, wie wir später sehen 
werden. Man zieht es daher vor, die Normalgleichungen 
so umzustellen, daß die Diagonale der Quadratsummen 
dieselbe Bichtung hat wie zuerst, aber die bisher links 
stehende Unbekannte x  nun rechts erscheint:

[6 6] y  +  [a b] x  +  [6 l] =  0

[a 6] y - f -  [a «] * +  [« J] =  0 .
Jetzt ergibt sich der Wert von x  genau auf dem

selben Wege, wie vorher derjenige von y .

Auch im Falle der Berechnung zweier Unbekannten er
hält man ein Analogon zu Gleichung (1): Multipliziert man die
1 . Fehlergl. mit al , so erhält man oJ*-|-o1 6, y-\-a1ll = a i v l
2. „ ,, i n ii ii — .

Vertikale Addition ergibt die erste Normalgleichung: 
(31) [a a] x  -j- [a 6] y  +  [ft l\ =  \a v\ =  0 .

W e i t b r e c h t ,  A usg le ieh u n g srech n u n g . 6
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Durch Multiplikation der Fehlergleichungen mit \ , b 2 . . . 
und vertikale Addition erhält man ebenso \bv\ =  0 in 
Übereinstimmung mit Gleichungen (1) und (28), die nur 
spezielle Fälle des gegenwärtigen darstellen.

c) A u flö su n g  d e r  N o rm a lg le ic h u n g e n  fü r  d re i  
und  m e h r U n b ek an n te .

Die Normalgleichungen für drgi Unbekannte x , y , z  
sind in § 14 aufgestellt worden und lauten

' [a a \x  -\-[ab\y -\-[a c\z - \ -[al]=0  

■ [ab]x +  [ bb \y - \ - [b c]z +[ bl }= 0

. [a c] x  +  [6 c] y +  [c cj z +  [c l\ =  0 .
Gerade wie bei der Bestimmung zweier Unbekannten 

zeigt sich auch hier in der Anordnung der Koeffizienten 
eine bemerkenswerte Symmetrie. Die Diagonale durch 
die Koeffizienten von links oben nach rechts unten trifft 
die Quadratsummen. Zu beiden Seiten von ihr sym
metrisch angeordnet sind identische Produktensummen. 
Die Entwicklung in § 14 läßt erkennen, daß dieselbe 
Symmetrie auch für 4 ,  5 . . .  x  Unbekannte zutrifft. 
W ir verwenden daher in allen Fällen das dieser Eigen
tümlichkeit Rechnung tragende Gaußsche Reduktions
verfahren, mit Hilfe dessen wir grundsätzlich
in der 1. Reduktionsstufe die 1. Unbekannte links eliminieren,
ii n  n  ii 2 . , ,  „  ,,

11 11 11 11 ^  11 11 11

bis schließlich in der (x — l)- ten  Reduktionsstufe von 
den x  Unbekannten nur noch eine übrig ist.
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Die Eliminierung der linksstehenden Unbekannten 
erfolgt allgemein in jeder Eeduktionsstufe, indem wir zur
o xt t i ., 2 .Koeff. der I.Reihe2. Normalgl. d.e mit r ,Koetf, der L Rcihe multipL 1. Gl. addieren,

„ 3.Koelf. derLEeihe
O. „ r

4.

1. Koeff. der I. Reihe
4. Koeff. der I. Reihe 
1. Koeff. der I. Reihe

wodurch jede folgende Reduktionsstufe gegenüber der vor
hergehenden eine Unbekannte und eine Gleichung verliert. 
Auf obige drei Gleichungen . angewandt, ergibt dieses 
Verfahren unter Benutzung- der: Symbole (29) als e rs te  
R e d u k tio n s s tu fe  zwei Gleichungen mit zwei Un
bekannten und derselben bemerkenswerten Symmetrie 
der Koeffizienten wie bisher:

I ß  & • 1] V +  ß  c • 1] z [ft M ] =  0 
I. Reduktionsstufe ■!

I [6 c • 1 ] y  +  [c c • 1 ] z -f- [c M ]  =  0
Wenden wir das Gaußsche Reduktionsverfahren jetzt 

auf die erste Reduktionsstufe an, und addieren die mit 
[ft c • 1 1  . .

— [ft ft—l j  nudtiphzierte erste Gleichung zur zweiten,

so erhalten wir aus den obigen Gleichungen mit den 
Unbekannten y  und z  die zweite Reduktionsstufe:

[ c ' ' 1 1  -  W U T  +  d [ "  - 11 -  P U T  - 1 ' )  =  0

und daraus die letzte, dritte Unbekannte:

["«-H ur “ ' 11
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ein Ausdruck, so schwerfällig, -«de der auf S. 80 für y  
erhaltene.

Für die zweite und (im Falle von mehr- als drei 
Unbekannten) jede folgende Reduktionsstufe müssen wir 
daher zur Schreib Vereinfachung die in (29) eingeführte 
Symbolik fortsetzen. An Stelle des Nenners [aa~\ der 
ersten tritt für die zweite Reduktionsstufe der Nenner 
[bb • 1 ] ,  und es bedeutet in ihr ganz analog wie in (29)

(29)
[6 6 - 1]

[d /M ]
[ b d - 1 ]

i- [ b f - \ }  =  [ d f - 2 ]
usw.,

[6 6 - 1]
für die dritte Reduktionsstufe kommt der Nenner [ec • 2], 
und es bedeutet beispielsweise 

[ee • 2 ]
[ec • 2 ]

(29)
[ e f -  2 ] - [e /" • 2] =  [e /  • 3]

USW .,

\ f l * 2 1 \.c l ' ~  \ f l ' 3]

für die vierte Reduktionsstufe kommt der Nenner [d d • 3 ], 
und es bedeutet

[d f -  3]
(29) [ f l  ■ 3] - [dl ■ 3] =  [fl  ■ 4] usw.,

[d d • 3]
für die fünfte Reduktionsstufe kommt der Nenner [ee • 4 ], 
und es bedeutet u. a.

[e f  - 4]
(29) [fl  - 4] - [e l ■ 4] =  [fl  - 5][ee • 4]
usw. Damit geht der oben gefundene Ausdruck für 
über in:

(32) [ d -  2 ]
[ec • 2 ]
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Auch bei drei und mein- Unbekannten erliält man 
dm-ch Multiplikation der Fehlergleichungen 1 , 2 . . .  1 
der Reihe nach mit alt a2 . . .  a.x, bzw. , b2 . . .  b i , 
bzw. Cj, ct . . .  C), Addition der vertikalen Reihen und 
Vergleichung mit den Normalgleichungen:

[« «] x  -[- [n b\ y  +  \n c] z  -f- [« l\ =  \av\ =  0 
(33) . [a b\ x  +  [6 b\ y  +  \b c] * +  [6 l] =  [¿> v] =  0

[a c] x  +  [6 c] y  - \- [cc\ z -f  [c /J =  [c v] =  0

in Übereinstimmung mit Gleichungen (31) und (28).
Auf gleiche Weise bestimmen wir jetzt die bisher 

vorletzte Unbekannte y , nachdem wir die Normal
gleichungen so umstellten, daß s ie  als letzte erscheint 
und die Quadratsummenkoeffizienten in derselben Diago
nale von links oben nach rechts unten stehen wie folgt: 

[c c] z -{- [a c] x  +  [6 c] y  +  [c 1] =  0

[a c] z -}- [a a] x  -f- [a 6] y -)- [a f] =  0

[b c\ z [ab]x [6 b] y  -f- [6 1} =  0 .
Ist y  bestimmt, so sorgen wir endlich durch abermalige 
Umstellung nach der vorgeführten Regel, daß die jetzt 
zu bestimmende Unbekannte x  hinten steht. Die An
ordnung der Gleichungen wird dann die folgende:

[b 6] y -(- [6 c] z -(- [a 6] * -j- [& l] =  0

[6 c] y  +  [c c] 2 +  [a c] x  +  [c l\ =  0

[ab]y -\- [ac]z -\- [a a] x  -|— [a ¿] =  0 .
Die Arbeit der Reduktion und Auflösung der Gleichungen 
kann auf diese Weise völlig schematisch erfolgen.

Wir haben damit einen Weg der Auflösung gefunden, 
der sich in ganz gleicher Weise für beliebig viele Un



86 Vermittelnde Beobachtungen.

bekannte anwenden läßt. Die Zahl der nötigen Reduktions
stufen ist dabei immer um eins kleiner als die Zahl der 
Unbekannten.

Das Ergebnis der Auflösung war für:

eine Un- 1 [al]
bekannte 1 [oa] ’
zwei Un- 1 [ b l . l ]
bekannte 1\ y - - [bb-  1 ]

drei Un- 1[ [el • 2 ]
bekannte r [ce • 2]

[av] =  0 , |  (27) u. (28)

' : : S io > o)'Msi)
(32) u. (33)

Die Fortsetzung des Verfahrens ergibt (was sich durch 
Analogieschluß voraussehen läßt) als Wert der letzten von:

[av\ =  0
31vier Un

bekannten

fünf Un- I 
bekannten I

x.  =

X -  =

[dl 
' [ d d -  3]

[e l • 4]
[ee • 4] ’

usw.

[ii;] =  () 
[er] = 0  
\d v\ =  0 , 
[a f] =  0

[e v\ =  0

(34) u. (35)

(34) u. (35)

§16.  Bestimmung der mittleren Fehler m  der Be
obachtungswerte L  aus den ihnen zuzuschlagenden 

Verbesserungen v .
Die ursprünglichen Beziehungen zwischen den Unbekann

ten X  .. . und den Beobachtungswerten i ,  . . .  L n hießen
f Ft (X ,  Y  . . .)  — Z, =  0 .
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Da die Beobachtungswerte L  unmöglich fehlerfrei sein können, 
sahen wir uns genötigt, ihnen — zunächst noch unbekannte — 
Verbesserungsbeträge -\-v zuzuschlagen, so daß wir uns mit 
den Gleichungen genügen lassen mußten:

womit die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsgrößen 
lauteten T _i

Wir haben sodann zum Zweck der Einführung linearer Form 
der Beziehungen die Unbekannten

wobei Nx , N y . . .  Näherungswerte der Unbekannten und 
x , y . . .  die jetzt als neue Unbekannte aufzufassenden 
kleinen Zuschläge zu diesen Näherungswerten darstellten. Die 
Fehlergleichungen gingen damit über in die Form:

so daß an Stelle des negativen Wertes der Beobachtung L  
der Uberschuß l desjenigen Wertes über ihn trat, den man 
durch Einsetzen der Näherungswerte Nx , N r . . .  in die Be
ziehungen F ( X , Y) errechnete.

Der an der Beobachtungsgröße L  anzubringende Ver- 
besserungszuschlag -f- v erlitt durch diese Additional
konstante F ( N x ,  Ny  . . .) natürlich ebensowenig eine 
Änderung, als die der Beobachtung oder der gesuchten 
Größe X . . . (s. § 18) innewohnende Genauigkeit.

Die den Beobachtungswerten L  zuzuschlagenden Ver
besserungen v lassen sich nun nach erfolgter Ausrech
nung der neuen Unbekannten x , y  . . .  oder der Un
bekannten X ,  Y  . . . aus Gleichung (25 e) bzw. (25 a)

(25 a)

Y  l ersetzt durch

(25 e)
a, x  +  hi y -\ ( ¡ i  =  c, ,
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berechnen. Je kleiner diese nötigen Verbesserungen 
sind, um so genauer ist die Beobachtung ausgeführt. 
Als Kriterium für die erreichte Beobachtungsgenauigkeit 
kann demnach die Größe dieser Verbesserungszuschläge v 
dienen. Dabei hat ims aber schon die bisherige Unter
suchung gezeigt, daß nicht etwa der durchschnittliche

Wert d =  â^S°— 1 dieser Verbesserungszuschläge einen 
n

zutreffenden Genauigkeitsmaß stab liefert, sondern daß 
wir, um größere Beobachtungsfehler stärker in die Wag- 
schale zu werfen und gleichzeitig den störenden Vor
zeichenunterschied wegzubringen, die Quadrate dieser 
Verbesserungen betrachten müssen. Wir verfahren dabei 
in Übereinstimmung mit der Bedingung [vv\  =  Min., 
welche mis die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten 
lieferte. Denn es liegt nichts näher, als den Wert der
jenigen Funktion der Beobachtungsfehler, welche wir 
durch entsprechende Auswahl der Unbekannten zum Min. 
machen wollen, gleichzeitig als Maßstab für die erreichte 
Beobachtungsgenauigkeit zu benutzen.

Ist nur eine einzige Unbekamite vorhanden, zu deren 
Bestimmung n Beobachtungsweite L  dienen, so daß 
unsere Fehlergieichungen heißen

£C -j— Z, — vt =  0 ,

so tritt a x  an Stelle von L  in Gleichung (2), und wir 
haben wie dort nach Gleichung (5 b) direkt den mittleren 
Fehler einer Beobachtung

m i/ET.
— ) n — 1

Es fragt sich aber, ob der Nenner (n —  1) auch im Falle 
der Bestimmung von 2 ,  3 . . .  x  Unbekannten aus
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X Beobachtungen bzw. /  unabhängigen Bestimmungs
gleichungen gilt. Diese Frage läßt sich durch direkte 
Entwicklung, einfacher aber noch durch folgende Über- 
legimg beantworten:
a) Welches auch die allgemeine Formel für die Berech

nung des mittleren Fehlers m  einer Beobachtung aus 
den Verbesserungen v sein möge, für den Fall der 
Bestimmung einer einzigen Unbekannten aus X Be
obachtungen heißt sie:

b) Ist X <  x , so lassen sich aus den Gleichungen nicht 
einmal die Werte der x  Unbekannten, also noch viel 
weniger die bei der Beobachtung erreichte Genauig
keit errechnen. Die Einsetzung von X und x  in die 
gesuchte Formel für in muß also zu einem imaginären 
W ert führen.

c) Ist X =  x , so lassen sich wohl die Werte der Un
bekannten X ,  F . . . ,  aber keine den Beobachtungs
werten zuznschlagenden Verbesserungen v berechnen. 
Die zwischen den Werten für die Unbekannten und 
den Beobachtungsgrößen bestehenden Beziehungen 
werden durch die Beobachtungswerte, so fehlerhaft sie 
sein mögen, genau erfüllt. Der mittlere Beobachtungs
fehler m  bleibt somit unbestimmt, was die für ihn 
aufzustellende Formel zum Ausdrucke bringen muß.

d) Ist A > x ,  so ist für die Unbekannten Überbestimmung 
vorhanden, folglich gehen jetzt die Beziehungen (25) 
in die Fehlergleichungen (25 a) und (25 e) über. Letztere 
liefern X, den Beobachtungswerten L  zuzuschlagende 
Verbesserungen » , aus denen sich der mittlere Be
obachtungsfehler m  um so sicherer ergibt, je größer X .



e) Der gesuchte Ausdruck für den mittleren Beobach
tungsfehler m  kann nach dem Vorstehenden nicht bloß 
abhängig sein von \yv\ und der Zahl k von Bestim
mungsgleichungen, sondern auch von der Zahl y. der 
Unbekannten, muß also lauten:

m — j F ( [ r i 7 ] ,  k, k) .

f) Er darf nur für den Fall m =  0 ergeben, wenn die 
Beobachtungswerte fehlerfrei sind, i \  =  r ,  =  • • • =  0 
(was bei wirklichen Beobachtungen nie zutrifft).

Alle diese Forderungen sind erfüllt durch die Glei
chung :

» \v v \
(36) <  =  •

Sie liefert:

a) für x =  1  m* =  i

b) für x <  * m2 =  ^  =  negativ ( ™  * Se“  mÖge’' negativ ( folglich m imagmar;
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c) für k =  x

d) für k >  x

[v v]
0

=  =  unbestimmt (weil vt =  v2 =  • • ■ =  0);

> 1
Je größer k , um so größer auch die Zahl der zur Berech
nung von m verwendeten v . Um so sicherer also die Be
stimmung von m .

f) für k >  x wird m nur =  0 , wenn [v v] =  0 , weil jeder 
Einzelbetrag r 2 eine endliche positive Größe darstellt, die 
mit k — x wächst.
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§ 17. Ableitung des Wertes 
der Fehlerquadratsumme [tir] als Nebenprodukt 

der Reduktion der Normalgleichungen.
Die Berechnung der zur Erkenntnis der Beobach

tungsgenauigkeit nötigen Fehlerquadratsumme [v r] durch 
Einsetzung der für die Unbekannten « . . .  erhaltenen 
Werte in die Fehlergleichungen ist schwerfällig. Wir 
suchen daher auf anderem Wege zum Ziele zu gelangen. 
In § 14 haben wir für [vv\ beim Vorhandensein von 
drei Unbekannten die Gleichung aufgestellt:
[v v] =  [a a\ x 1 -)- 2 [a 6] x y  -|- 2 [a c] x  z -)- 2 [a l\ x  [6 6] y3 

+  2 [b c] y z - f  2 [61} y  +  [c c] 22 +  2 [ e i] z +  [l 1}, 
welche für jede beliebige andere Zahl von Unbekannten 
ganz analog lautet (vgl. z. B. § 15 für eine Unbekannte). 
Aus obiger Gleichung wollen wir nun versuchen, die 
Unbekannten x , y , z  zu eliminieren. Zu diesem Zwecke 
kehren wir zur Auflösung der Normalgleichungen zu
rück (S. 82), deren erste wir -— quadriert und durch [««] 
dividiert —  von dem obigen Ausdruck für \yv\ subtrahieren. 
Unter gleichzeitiger Einsetzung der Gaußschen Symbole 
erhalten wir dann:

[v v] =  [b b ■ 1 ] y2 -)- 2 [b c ■ 1 ] y z -|- 2 [6 l- 1 ] y -j- [c c ■ 1 ] 22 
- ( - 2 [ c M ] i - f [ lM ]  .

Subtrahieren wir von dem jetzt gewonnenen Aus
drucke für [vv] die linke Seite der quadrierten und mit 
[6 b • 1] durchdividierten ersten Gleichung der ersten Reduk
tionsstufe (s. S. 83), so erhalten wir imter wiederholter 
Anwendung der Gaußschen Symbolik

[v r] =  [c c ■ 2] z2 +  2 [c l- 2] z +  [ 11 • 2] .
Subtrahieren wir endlich von dem obigen Ausdrucke 

für [vv\ die linke Seite der quadrierten und durch [ec • 2]
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dividierten Gleichung der zweiten Reduktionsstufe 
[c c • 2] z  -f- [c l • 2] =  0 , so erhalten wir als Quadrat- 
summe der Verbesserungen der Beobachtungen im Falle 
von d re i  U n b e k a n n te n :
(37) \yv] =  [11 • 3] .

Im Falle der Bestimmung von x  Unbekannten ergibt 
sich genau auf demselben Wege:
(37) [vv\ — [11- x] .

So liefert z. B. die Bestimmung einer einzigen Un
bekannten ^  =  [a a] xt  _|_ 2 [a q x  _|_ p q _

Setzt man nach (27)
x - - h I L

[ « « ] ’ [« «]2 ’
so kommt

(37) ■

Erwägt man,
daß aus: [l l] sich ergibt [Z l ■ 1 ] =  [1 Z] — \ä~a] ^

„ „ [ZZ-1] „ „ [ZZ-2] =  [ Z Z - l ] - t[̂ [ 6 M ]

,  „ [fi-2] „ „ [ZZ-3] =  [ Z Z - 2 ] - j ^ | [ c Z . 2 ] ,

so wird klar, daß man die Quadratsumme der Verbesse
rungen v g e le g e n t l ic h  d e r  R e d u k t i o n  d e r  N o r m a l 
g l e i c h u n g e n  in demselben Augenblick erhält, in welchem 
die zuletzt stehende, also zuerst gesuchte Unbekannte 
gefunden wird. Man hat zu diesem Zwecke außer den 
Koeffizienten [a a ] , [a b] , [a c ], [a l] nur noch die Quadrat
summe [ZZ] einzuführen und bei der Reduktion ebenso 
zu behandeln, wie jene.



Da die Beobachtungsverbesserung v , also auch [»«] 
ihren Wert nicht ändert, wenn man statt der zuletzt 
stehenden nach erfolgter Umstellung die vorher zweit
letzte Unbekannte usw. bestimmt, so erhält man dadurch 
eine Rechenprobe für die richtige Durchführung der 
ganzen Reduktionsarbeit, daß die End werte [11- x] der 
Reduktion für alle Unbekannte einander gleich sein müssen.

§ 18. Mittlerer Fehler M  und Gewicht P  der berech
neten Unbekannten aus den Verbesserungszuschlägen v 

der Beobachtungswerte L .
Von den gesuchten Größen X ,  Y . . .  besitzt jede 

dieselbe Genauigkeit, wie die ihr entsprechende, durch 
Subtraktion des Näherungswertes N x , Ny . . .  daraus 
entstandene neue Unbekannte x , y  . . . Beide bedürfen 
derselben unbekannten Verbesserung, um zum unzugäng
lichen wahren Wert bzw. Zuschlag ergänzt zu werden, 
beide haben denselben mittleren Fehler M.

Dieser mittlere Felder M  hängt jedenfalls vom mitt
leren Fehler m , oder den wahrscheinlichen Verbesse
rungen v der Beobachtungswerte L  ab, denn je kleiner 
diese (und je größer ihre Zahl), um so genauer lassen 
sich auch die gesuchten Größen bestimmen, deren Kenntnis 
sie vermitteln (s. Satz S. 54/55). Nachdem wir mittels 
Gleichung (36) gelernt haben, aus den Verbesserungen v 
die —  im vorliegenden Falle gleich großen — mittleren 
Fehler m  der Beobachtungswerte L  zu berechnen, gibt 
uns § 12 die Möglichkeit, auch diejenigen der unbekann
ten Zuschläge « , « / . . .  oder der Unbekannten X ,  Y .  . . 
zu finden, sobald es uns gelingt, aus den Normalglei
chungen

[a a] x  [a b] y -) j- [a l] =  0

§ 18. Mittlerer Fehler M  und Gewicht P  usw. 93



explizite Funktionen für die Unbekannten zu bilden von 
der Form X  =  F { L y , L 2 . . . ) ,  oder x  =  9?(/n  . . . ) ,
oder

H-------
l J/ =  M  +  /M 2 +  - " + < V „ .

Dabei steht von vornherein fest, daß die zu bestimmenden 
Koeffizienten „ , « 2 *• • 

ß i  i ß i  •••

Funktionen der Koeffizienten a , 2> . . .  der Fehlerglei- 
chungen sind.

Zur Umwandlung der Normalgleichungen in explizite 
Form für die Unbekannten nehmen wir den Fall zweier Un
bekannten, für welchen Gleichung (30) lieferte:

[bl - l]
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y- [6 6 - 1 ]
Der Nenner ist unabhängig von l , kommt also für die ge
wünschte auseinandergezogene Form (a) nicht weiter in Be
tracht. Der Zähler lautet auseinandergezogen

=  Ml +  Mä H-f  K  l„ — j > ( M t + * 2 ^ 4 ------------1" an Ui
woraus wir erhalten

y =  - [ ^ l ( 6- - f « a ] ai) Zl +  (62“ S aa) U ' ' "

Die Vergleichung der Gleichungen (a) und (b) liefert

(c)
R 1 (b [ a i ] a \P 1 [6 6 - 1 ] [ « ]  V

1 (b [«& ] \
Pi  —

[¿ > 6 -1 ] V 2 [ « « ]  1
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und mit diesen Koeffizienten die Möglichkeit, den Wert der 
Unbekannten y  nach Gleichung (a) zu berechnen. Daran haben 
wir nun kein Interesse, wohl aber an der Berechnung von

( d y V  / 6y \2
\ e i j  ’ \ e ) "■ ’

weil nach Gleichungen (24 b), (24 c) und (24 d)

Ml

Setzen wir den allen Beobachtungswerten gemeinschaftlichen 
mittleren Beobachtungsfehler m gleichzeitig als mittleren 
Fehler y  der Gewichtseinheit fest (behaften jede der Be
obachtungen mit dem Gewicht 1), so kommt daraus:

(d)

i - [ ( § ) ’]•
Wir erhalten nun aus Gleichung (a) und (c)

also

dh [ö 6 • 1] \ 1 [o as]
Sy 0 1  U [ah] \
W t - ß* =  - - i M ^ \ b* - l a a ] a*) USW-’

( 4 M -

[hh- l ]2
1

[h 6 - l ]2

1
[hh- l ]2

1

rjs i o ta i )
L J [««] +  [a a] /

- (¡b 6] — I ^ 2)   *[6 6 • l ]2 U ■* [ a a ] ) ~  [6 6 - 1 ] ‘
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Einsetzung in (d) und (e) und in Gleichung (36) liefert für 
den Fall der Bestimmung von zwei Unbekannten:

Der Ausdruck [6 6 • 1] für das G e w i c h t  der Un
bekannten y  ist [in Übereinstimmung mit Gleichung (2)] 
der N e n n e r  des  z u r  B e s t i m m u n g  d i e s e r  U n 
b e k a n n t e n  dienenden Bruchs. Er ergibt sich gelegent
lich der Reduktion der Normalgleichungen.

Durch Analogieschluß, oder durch Überlegungen und Ab
leitungen, ähnlich den vorhergehenden, kommt man zum Ge
wicht P  und zum mittleren Fehler M  der bei der Reduktion der 
Normalgleichungen jeweils zu hinterst stehenden Unbekannten, 
gleichgültig, wie groß ihre Zahl auch sei.

Z. B. liefert Gleichung (32) für drei Unbekannte

(39) Px, =  [ec • 2 ] ,
woraus

[11- 3]
( A - 3 )  [ e c - 2 ]

Gleichung (34) für vier Unbekannte

(39) PXi =  [dd -  3]
woraus

[vv\ [11- 4]
(A — 4) [dcl - 3] (A — 4) [dd - 3]

USW.
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§ 19. Praktische Ausrechnung der Koeffizienten für 
die Normalgleichungen. Bedürfnis veränderter Größe 
der Unbekannten, oder der Maßeinheit. Vereinfachte 

Schreibweise. Rechnungsproben.
In § 14 haben wir erfahren, wie wir aus den vorhandenen 

Beziehungen zwischen den Unbekannten X , Y ... und den 
Beobachtungsgrößen L  von der Form (25) F(X,  Y ...) — L  =  0 
die Fehlergleichungen
( 2 5 e) {  a x  +  b y + . :  +  l = v

und aus ihnen die Normalgleichungen
(26) |  [o “] * +• [«6] y  +  ■••'+ [« l\ =  0

erhalten.
Die darauf folgenden Paragraphen haben uns die Auf lösung 

dieser Normalgleichungen gezeigt. Jetzt handelt es sich um 
die praktische Ausführung der Rechnung.

Die Koeffizienten a , b . . .  der Fehlergleichungen 
mögen bereits gewonnen sein. Diejenigen der Normal- 
gleicliungen sind zu berechnen. Sie sind teils Quadrat- 
summen [a a\ , \b 6] . . . [Z /], teils Produkten summen 
[a J ] , [a c] . . . \b c] . . . . Für die Bildung der einzelnen 
Quadrate und Produkte, wie für die Reduktion der 
Normalgleichungen verwendet man, soweit die Genauig
keit von drei Stellen ausreicht, den gewöhnlichen loga- 
rithmischen Rechenstab, für größere Genauigkeit Quadrat- 
bzw. Produktentafeln, oder größere Rechenschieber bzw. 
Rechenwalzen, und, falls auch deren Stellenzahl nicht 
ausreicht, Logarithmentafeln bzw. Rechenmaschinen.

Sind die einzelnen K o e f f iz ie n t en  und Absolut
glieder a , b, . . .  I sehr u n g le ic h ,  so nötigt das 
Vorhandensein besonders kleiner Werte ( < 1 ), wenn 
sie neben den großen überhaupt noch zum Ausdruck 
kommen sollen, zum Mitschleppen vieler Stellen, zumal

W e i t b r e c h t ,  A u sg le ich u n g srech n u n g . 7
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in den quadratischen Summen. Dadurch wird die prak
tische Rechnung erheblich erschwert. Eine Verein
fachung ergibt sich, wenn es gelingt, den K o e ff i
z ie n te n  u n d  A b s o lu tg lie d e rn  u n g e fä h r  g le ic h e  
S te l le n z a h l  zu  v e rsc h a ffe n . Hierfür gibt es zwei 
Wege. Bei dem einen führen wir statt der Unbekannten 
mit den abnorm kleinen oder großen Koeffizienten in den 
Eehlergleichungen ihren 10-ten, 100-ten . .  . Teil oder 
ih r 10-faches, 100-faches . . .  als neue Unbekannte ein, 
wodurch die zugehörigen Koeffizienten auf den 10-fachen, 
100-fachen . . . Betrag steigen, bzw. auf den 10-ten, 
100-ten Teil ermäßigt werden. Bei Begehung des ändern 
wählen wir die Maßeinheiten für die Unbekannten und 
die^Beobaehtungsgrößen nach Bedarf in Abweichung von 
den bisho^eingeführten. (Längen in m oder dm oder 
cm usw^W ijikel in Minuten oder Sekunden oder in ana-

oder g usw., jedoch kon-

symmetrische Anordnung 
gleicher Koeffizienten <&• Normalgleichungen, welche zu 
einem eigenttimliclien Reduktions- und Auflösungsver
fahren führte, ermöglicht uns auch eine einfachere, a b 
g e k ü rz te  S c h re ib w e ise . Betrachten wir z. B. die 
Normalgleichungen für vier Unbekannte:

[a a] xx -f- [a 6] cc2 -f- [a c] x3 -f- [a d] xi -|- [a l\ — 0 

[a 6] xx -f- [fc 6] x2 -|- [6 c] x3 -|- [6 d] xt -)- [b l] =  0 

[a c] xx - f  [6 c] x2 +  [c c] xs - f  [c d] xt - f  [c l] =fe 0

[ad] xx -f- [6 d] x2 - j -  [c d] x 3 - j -  [d  d\ x t [d l]  =  0  ,

so erkennen wir, daß wir genau dieselben Koeffizienten in 
derselben Reihenfolge erhalten, wenn w ir statt der Glei-

Aufgabe immer gleich.)
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cInnigen selbst jede Zeile zunächst vertikal von oben nach 
unten bis zur Diagonale der Quadratsummen und dann von 
ihr ab nach rechts horizontal weiter lesen. Unter dieser 
Voraussetzung können wir also den Aufschrieb der Glie
der links von der Quadratsummendiagonale sparen; daß 
sie gemacht ist, deuten wir durch Unterstreichen des 
ersten (quadratischen) Koeffizienten auf jeder Zeile und 
eventuell durch Punkte an. Den Anschrieb x , y  . .  . der 
Unbekannten m ü sse n  wir in diesem Fall sparen, weil 
er, solange wir in vertikaler Richtung lesen, nicht richtig 
wäre.

Genau dieselben Schreibkürzungen wenden wir bei 
jeder Reduktionsstufe an.

Ein wichtiges Erfordernis für die stufenweise Aus
führung längerer Rechnungen, von denen sich eine auf 
der anderen aufbaut, ist die Herstellung von R e c h e n 
p ro b en . Die bloße Wiederholung der Rechnung genügt 
hierfür nicht.

Eine durchgreifende Probe für die Bildung der Koeffi
zienten der Normalgleichungen, wie auch für deren Re
duktion erhält man durch Einführung der Sum m e s der 
Zahlenwerte der K o e ff iz ie n te n  u n d  A b s o lu tg lie d e r  
jeder Fehlergleichung:

der
Koeffizienten

Abgekürzter
Anschrieb

[c c] [c d] [c l]der Normal
gleichungen

[dd\ [dl]

(40)
«j — Uj -f- bt +  ci Zx

S2 ~  a2 -f“ 2̂ “t" C2 -f" ' ■ ■ h
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Multipliziert man nämlich die erste Zeile dieser 
Summengleichung (40) mit a1: die zweite mit a2 usw. 
und addiert vertikal, so erhält man die Kontrollgleichung 
(41) [a s] =  [ö a] -j- [a b] -f- [a c] -f- ■ • • +  [ « •
Führt man dieselbe Multiplikation mit

hj , . . .

‘l 1 2
#1 , Sa

durch und addiert, so erhält man
[6 sj — \a b\ +  [6 b] -f- [6 c] -f- • • • -f- [6 Z]

\l s] =  [a Z] -p [6 /] +  [c l] -f- • • • -j- [/ /]
. [ « ]  =  [a s] +  [b s] - f  [c s] 4 )- P s]

Rechnet man also außer den zur Gewinnung der Un
bekannten jedenfalls erforderlichen Produktsummen 

[a a] [a 6] [ac] ... [a l\
[6 6] [6 c] ... [61]

noch die Produktensummen
[as]
[ b s \

[l's]
so ist nach Gleichung (41) durch jede dieser letzteren 
eine Zeile der Koeffizienten der Normalgleichungen sum
marisch geprüft. Die Quadratsumme [Z1] , welche zum 
Zweck der Ableitung von \v v] nach Gleichung (36) be
rechnet werden muß, wird durch die vorletzte der Kon- 
trollgleichungen (41), und sämtliche Koeffizienten der
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Normalgleichungen einschließlich der Kontrollprodukten- 
summen [a s] . .  . [Z s] werden durch [s s] geprüft.

Will man daher auf die zeilenweise Kontrolle ver
zichten, so genügt nach (41), letzte Gleichung als e in z ig e  
summarisch durchgreifende Probe die Berechnung von

[ss] =  [a a) +  [a 6] -j p [6 6] +  [6 c] -\ p [cl\ - f  [Z Z]
(s. schematische Darstellung unten, in welcher jede Zeile 
rechts und links des Vertikalstrichs und die beiden durch 
fetten Druck hervorgehobenen Flächen je gleiche Wert
summen beherbergen).

Koeffiz. der Norm algleichungen Probe
[«<*] l« c ]  . . .  [al]  [äs]
[a 6] [6 6] [6 c] . . .  [bl\  [6 s]
fa c ] [6 c] [cc] . . .  [c i] [cs](41)

[a l \  [b l 1 fe i] [ 11]
[as] [6s] 

oder abgekürzt geschrieben
[cs]

[Zs]

(41)

[a  « 1 [a b]
r [ a  c]

[6  6 ] [6  c] I

[ec]

[Zs]

[a l \

\b l \

\cl \

[ U \

[s*l

Probe
[as]

I
[6 s] 

[ c s ]

"[Zs] y

[*s]
Bei der Reduktion der Normalgleichungen zum Zwecke 

der Gewinnung von x l , x2 . . .  spielen diese Unbekannten 
nur die passive Rolle, daß in jeder neuen Reduktionsstufe 
eine von ihnen, nämlich die in der vorhergehenden Stufe
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links aufgeführte, verschwindet. Man kann daher den 
Anschrieb der Unbekannten selbst füglich unterlassen, 
geändert werden durch die Reduktion nur die Koeffi
zienten [a a ] , \ab\ usw. Dehnt man die Reduktions
arbeit auch auf die Summenglieder [s s ] , [6 s ] . . .  der 
Kon troll gleichungen (41) aus, so ändert sich dadurch an 
den zur Berechnung der Unbekannten dienenden Koeffi
zienten der verschiedenen Reduktionsstufe n  natürlich 
nicht das geringste.

Man erhält aber auch für sie Kontrollgleichungen:

[ bb 1 ] + [ibc 1 ] +  • • + [ b l l ] — [6 s - i]= = 0
[ bc 1 ] + [ cc 1 ] +  • • + [ c M ] — [cs- i]= = 0

:
[& / 1 ] + [ c l 1 ] +  • • + [ U l ] i]= = 0

— [6s • 1 ] - [cs 1 ] — • -- [fs - 1 ] + [ « « i ] = = 0

oder abgekürzt geschrieben:

[& & -1 ] [ ö c - 1 ] •• • [Ö 6 - 1 ]
Probe 

[6 s - 1 ]

\l s - 1 ]

.

d. h. dieselbe zeilenweise und Gesamtsummenprobe, wie 
in Gleichung (41) für die Koeffizienten der Normal
gleichungen.

Die Fortsetzung der Reduktion liefert die Koeffi
zienten der zweiten Reduktionstufe, welche den Kontroll
gleichungen genügen müssen:
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|  c c 2 ]  +  - • +  \ c l 2 ] —  [c s 2 ] =  0

( 4 3 )  •
[ c i 2 ] + - . +  [ 1 1 . 2 ] —  [ Z s 2 ] =  0

—  [ c s 2 ] - . . • —  [Z s  • 2 ] +  [ *  S 2 ] =  0

oder abgekürzt geschrieben

[ c c - 2 ] . • [ c  l  • 2 ]

Probe 
[c  S • 2 ]

• [ 1 1 -  2 ] [Z S • 2 ]

. [ s  8  • *2]

Ist die Zahl der Unbekannten =  3 , so fallen die 
obigen, weitere Glieder andeutenden Vorzeichen und 
Punkte weg. und es ergibt sich die bei der Reduktion 
noch übrig gebliebene rechtsstehende Unbekannte

[d-  2]
[c c ■ 2]

Die Fortsetzung der Reduktion liefert dann als 
dritte Reduktionsstufe, welche keine Unbekannte mehr 
enthält:
(4 4 1  i  [ I i - 3 ]  —  t i « - 3 ]  —  0

1 '  1  - [ Z s - 3 ]  +  [ s s -  3 ]  =  0  ,

oder als Haupt- und Schlußprobe in Verbindung mit (37)

(44) [H.3] =  p».3] =  [*«*8] =  [t>«]
drei absolut gleich große Zahlen, deren Wert die Fehler
quadratsumme [vv\ vorstellt.

Ist die Zahl der Unbekannten =  y., so liefert die 
y.-te Reduktionsstufe

[U ■ x] =  [l s ■ x] =  [s s ■ x] =  [e «] .



Z ah lenbeisp ie l (für von Haus aus lineare Funktion 
zwischen den Unbekannten und den Beobachtungsgrößen).

Zur Bestimmung der Richtungsunterschiede zwischen vier 
von einem Punkte 0  ausgehenden Strahlen OH, OB , 00 , OD 
wurden sämtliche zwölf, zwischen je zweien von ihnen vor
handene Winkel je mit gleicher Genauigkeit gemessen (Winkel
messung in allen Kombinationen) und zwar:
1. 4  OB  =  106° 52' 43" n. T. 7. B  0 IJ =  178° 74' 13" n. T.
2. BOC  =  99° 78' 12" „ „ 8. BOA  =293° 47'50" „ „
3. C O D — 78° 95' 97" „ „ 9. COA =  193° 69' 29" „ „
4. D OA =  114° 73' 35" „ „ 10. COB =  300° 21' 78" „ „
5. 4 0 0 = 2 0 6 °  30' 68" „ „ 11. DOB =  221° 25' 90" „ „
6. 4  0Z>=285°26'60" „ „ 12. D 0 0 =  321°05'00" „ „

L ösung: Zur gegenseitigen Festlegung von vier Strahlen 
genügen drei voneinander unabhängige Winkel. Die Zahl
der überschüssigen Stücke ist also 12 — 3 =  9, die Zahl der
Fehlergleichungen 12, die Zahl der Unbekannten 3.

Die gesuchten („Soll“-) Werte für die Richtungsunter
schiede mögen sein:

Winkel 4  0 B i= X ,
„p ¡b o o =  r ,
„ ¡ [0 0 .0  =  Z  .

In § 14 haben wir für die zwischen den Unbekannten 
und den Beobachtungsgrößen L  bestehenden Beziehungen all
gemein folgende Normalform gewählt:
(25) F ( X ,  T ,  Z)  — L  =  0 .]
Diese Normalform ging durch Einführung von Näherungs
werten Nx , ATy, Ny für die Unbekannten und unter Beach
tung, daß die Beobachtungswerte L  nicht fehlerfrei sind, 
sondern Verbesserungszuschläge v verlangen, in die Form der 
Fehlergleichungen über:
(25 e) a x - \ - b y - \ - c z - \ - l  — v .
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Da allgemein die Funktion F ( X , Y ,  Z)  lediglich den Soll
wert der betreffenden Beobachtungsgröße L  darstellt, so ist im 
gegenwärtigen Beispiele die dem jeweiligen Beobachtungs
wert L  entsprechende Funktion F  der Unbekannten einfach 
durch sinngemäße Addition, bzw. Subtraktion der letzteren 
zu gewinnen, und es ergeben sich die Fehlergleichungen nach 
der Regel:

Soll — Ist =  Verbesserung.}

Im Interesse bequemer Rechnung [also nicht, wie im 
Falle nicht linearer Funktion, zur Linearmachung der Be
ziehungen (25)] führen wir auch hier Näherungswerte für die 
Unbekannten ein und setzen:

A 0  B  =  X  =  Nx  +  * =  106° 52' 43" - f  a: ,
B O C =  Y = N r +  y =  99°78' 12" +  «/ ,
COfl =  Z =  lVz - ] - r =  78° 95'97"- f z  .

Damit erhalten wir durch Subtraktion jedes gemessenen 
Winkelwertes je von dem durch entsprechende Zusammen
setzung der Unbekannten gewonnenen Sollwerte die 12 Fehler
gleichungen:
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1. X

sTii

o+ 7. + y  + z —  4"  =  u ,

2. y +0  —  » j 8. —  X +  7"  =»8
3.

ja9llO+ 9.

11

- f  16"  =  v 9
4. — x — y  — z  - f - 13"  —  vt 10. - y +  10"  =  »10
5. + x + y — 13"  =  V5 11. — y  — z +  1" = t ’lt

6. + * + « /  + z — 8"  = « e 12. — z + 3" = v lt

Die Koeffizienten der Unbekannten sind demnach alle 
=  1 oder 0 . Zur bequemeren Rechnung ist es wünschens
wert, daß auch die Absolutglieder l möglichst nahe dem 
Werte 1 liegen. Dies wird erreicht, wenn man als Einheit 
sowohl für die Absolutglieder l , als auch für die unbekannten 
Zuschläge x , y , z statt der Sekunden Dekasekunden (Zehner
sekunden) wählt. Damit erhält man tabellarisch angeordnet 
folgende Koeffizienten der Fehler- und der Normalgleichungen:



¿ , be¿•■a a b c I s aa ab ac a I as bb be bl bs cc cl cs 11 Is ss
£03 + + + — + + + — + + — + + — +

1 + i 0 0 0 +  1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 0 +  1 0 0 +  1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
3 0 0 + 1 0 +  1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
4 — 1 — 1 — 1 +  1,3 -1 ,7 1 1 1 1,8 1,7 1 1 1,3 1,7 1 1,8 1,7 1,69 2,21 2,89

5 + 1 + 1 0 - 1 ,3 +  0,7 1 1 0 1,3 0,7 0 1,3 0,7 0 0 o 1,69 0,91 0,49

6 + 1 + 1 + 1 —0,8 +  2,2 1 1 1 0,8 2,2 1 1 0,8 2,2 1 0,8 2,2 0,64 1,76 4,84

7 0 + 1 + 1 - 0 ,4 +  1,6 0 0 0 0 0 1 1 0,4 1,6 1 0,4 1,6 0,16 0,64 2,56

8 - 1 0 0 +0,7 - 0 ,3 1 0 0 0,7 0,3 0 0 0 0 0 0 0 0,49 0,21 0,09

9 - 1 — 1 0 +  1,6 -0 ,4 1 1 0 1,6 0,4 1 0 1,6 0,4 0 0 0 2,56 n,64 0,16

10 0 — 1 0 +  1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 — 1 - 1 +  0,1 - 1 ,9 0 0 0 0 0 1 1 0,1 1,9 1 0,1 1,9 0,01 0,19 3,61

12 0 0 — 1 +  0,3 -0 ,7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0,3 0,7 0,09 0,21 0,49

'[ ] =  0 0 0 +  2,5 +  2,5 6 4 2 5,7 6,3 8 4 6,519.5 6 2,9 9,1 8,33 6,77 18,13
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A usrechnung m itte ls  R echenschiebers:
v Koeffiz. der Normalgleichungen u. Reduktion Probe
+  6 + 4 + 2 - 5 ,7 +  6,3 +  6,3

( - 2 1 ) ( - 1 1 ) (+ 3 ,8 ) ( -  4,2)
+  8 +  4 - 6 ,5 +  9,5 +  9,5

( - 1 ) (+1,9) ( -  2,1)
± 6 - 2 ,9 +  9,1 +  9,1

( - 5 ,4 2 ) ( +  5,98)
+  8,33 -  6.77

( -  6,62) 
+  18,13

-  6,77 

+  18,13

1. Reduktionsstufe u. Reduktion
+ 5 1 + 2|

( - H )
+51

- 2 ,7
(+ 1 ,3 5 )  

- 1,0 
( - 1 ,3 7 )  

+  2,91

+  5,3
( -  2,65) 
+  7,0 

(+ 2,68) 
-  0,79  

( -  5,27) 
+  11.51

Probe
+  5,3 

+  7,0 

-  0,79 

+  11,51

2. Reduktionsstufe u. Reduktion
+  4

Hieraus
[c l • 2]

+ 0 ,3 5
( - 0,02) 
+  1,54

0.35

+  4,35
( - 0 ,3 8 )  

+  1,89 
( - 4 ,7 4 )  

+  6,24

Probe
+  4,35

+  1,89 

+  6,24

-0,09 Dekasekd. =  — 0,9"[c c • 2] 4
Z  =  78° 95' 97" — 0,9" =  78° 95' 96,1" 
jP ,=  [cc- 2] =  4 .

3. Reduktionsstufe u. Schlußprobe, [v v].
+  1,52 + 1 ,51

+  1 ,5 0 .
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Mittlerer Fehler einer Messung

m =  + J / - ^ p =  +0,41 Dekasekd. =  + 4 ,1", 

mittlerer Fehler des Winkels Z

-  = ± ¥ = ± 2"-
Zum Zwecke der Berechnung der vorletzten Unbekann

ten y  erfolgt Umstellung der Koeffizienten der Normal
gleichungen und Wiederholung des Verfahrens:

Koeffiz. der Normalgleichungen u. Reduktion Probe
+  6 + 2  + 4  - 2 , 9 +  9,1 +  9,1

( -1 )  ( - l i )  (+0,97) ( -  3,0)
+  6 + 4  + 5 ,7 +  6,3 +  6,3

(-2 1 ) (+1,93) ( -  6,07)
+ 8  —6,5 +  9,5 +  9,5

~  (-1,40) (+  4,40)
+  8,33 +  6,77 -  6,77

(-13,8)
+  18,13 +  18,13

+  51
Reduktionsstufe u. Reduktion Probe

+ 2 1  - 4 ,7 3 +  3,27 +  3,3
(-1 1 ) (+2,37) (-1,64)

+ 5 1  - 4 ,5 7 +  3,43 +  3,43
(-4,20) (+2,90)

+  6,93 - 2 ,3 7 -2,37
( - 2,00)

+  4,33 +  4,33
2. Reduktionsstufe u. Reduktion Probe
+ 4  —2.20 +  1,80 +  1,79

( - 1 ,2 1 ) (+0,99)
+  2,73 + 0 ,5 3 +0,53

(-0,81)
. +  2,33 +  2,33
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Hieraus
9 9 0

=  +0,55 Dekasekd. =  + 5 ,5" ,
4

also
y =  99« 78' 12" +  5,5" =  99° 78' 17,5"

Py =  [c c • 2] =  4 . .
3. R eduktionsstufe u. Schlußprobe. [* ®].

+  1,52 + 1 ,5 2
+  1,52

in Übereinstimmung mit der Reduktion für Z .
Die Berechnung ergibt für die Winkel y und z dasselbe 

Gewicht 4 . Dies war angesichts der symmetrischen Anord
nung der Winkelbeobachtung vorauszusehen, denn jeder der 
drei gesuchten Winkel erscheint durch die zwölf gemessenen 
Winkel viermal bestimmt. Wir sind aber dadurch der noch
maligen Umstellung und Reduktion für die Berechnung von x  
enthoben. Diese letzte Unbekannte x  werden wir durch Ein
setzung von y und z in eine der Normalgleichungen ermitteln.

Z. B. liefert die erste Normalgleichung:
6 sc + 4  y  + 2 * — 5,7 =  0

x 5.7 -  4-0,55 — 2 -(— 0,09)
6

5.7 — 2,2 +  0,18 _  3,68
6 6

=  +0,61 Dekasekd. =  +6,1"
und

X

  “y” Zj •

Wir haben also als Schlußresultat:

=  106° 52'43" +  6,1" =  106° 52' 49,1" 
=  4 
=  + 2" .

Eine durchgreifende Probe erhalten wir schließlich durch - 
Einsetzung der gefundenen Werte für x ,  y , z in die Fehler-



gleichungen. Die berechneten v müssen alsdann den Glei 
chungen (33) entsprechen:

[av] — 0 , [b v] =  0 , [c u] — 0 , 
und es muß überdies

[rr] =  1,52 .
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Fehler-
Glei

chung +
. av

+  I -

b
+

V cv
+  I -

V V

1 0,61 0,61 0 0 0,37

2 0,55 0 0,55 0 0,30

3 0,09 0 0 0,09 0,01

4 0,23 0,23 0,23 0,23 0,05

5 0,14 0,14 0,14 0 0,02

6 0,27 0,27 0,27 0,27 0,07

7 0,06 0 0,06 0,06 0

8 0,09 0,09 0 0 0,01

9 0,44 0,44 0,44 0 0,19

10 0,45 0 0,45 o 0,20

11 0,36 0 0,36 0,36 0,13

12 0,39 0 0 0,39 0,15

[ ] =  0,88 0,90 1,24 1,26 0,69 0,71 1,50

0,02 0,02 0,02 j 52

(Abrundungsdifferenzen)
A nm erkung. Hätten wir den Beobachtungswert jedes 

Winkels mit demjenigen seines Implementes zu einem Werte



vereinigt (gemittelt), so wäre die Zahl der Fehlergleichungen 
auf die Hälfte reduziert, das Gewicht jedes so gewonnenen 
Winkels auf das Doppelte gesteigert worden. Im übrigen 
wäre der Weg der Rechnung derselbe geblieben.

§20. Erweiterung der Ausgleichungsgrundsätze usw. H l

3. Kapitel.

Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen von 
verschiedener Genauigkeit.

§ 20. Erweiterung der für gleichwertige Beobach
tungen aufgestellten Ausgleichungsgrundsätze auf un

gleichwertige Beobachtungen.
Wenn die einzelnen Beobachtungswerte L , aus denen 

die Unbekannten X ,  Y . . .  errechnet werden sollen, von 
ungleicher Genauigkeit sind (etwa deshalb, weil sie mit 
verschiedenerlei Instrumenten, oder nach verschiedenerlei 
Beobachtungsmethoden, oder auf Grund verschieden oft
maliger Wiederholung gewonnen wurden), so ändert dies 
weder an den zwischen beiderlei Größen bestehenden Be
ziehungen (25) F ( X , Y . . . )  — L  =  0 , noch an den 
durch Einführung von Näherungswerten N x . . . für X . .. 
gebildeten Beziehungen (25 e) a x  - f  • • • +  l =  v das ge
ringste. Nur 'wird der — im Falle vorhandener Über- 
bestimmung jedem Beobachtungswert L  zuzuschlagende 
und etwa durch Einsetzung der gefundenen Werte für die 
Unbekannten in Gleichungen (25a) oder (25 e) zu er
mittelnde — Yerbesserungsbetrag v, welcher durch die un
vermeidlichen Beobachtungsungenauigkeiten nötig wird, 
um so kleiner sein, je genauer die Beobachtungswerte L  
sind. Es ist daher nicht mehr angängig, diese Verbesse
rungszuschläge unterschiedslos den weiteren Unter
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suchungen zugrunde zu legen, wie es im vorigen Kapitel 
geschah. Vielmehr werden wir den Weg wieder be
sehreiten müssen, den wir im 2. Kapitel des I. Abschnittes 
eingeschlagen haben: den Weg der Einführung von Ge
wichten p  für die einzelnen Beobachtungswerte L  . Dabei 
ist Mar, daß der negative W ert von L  in Gleichung (25) 
dieselbe Genauigkeit, also auch dasselbe Gewicht hat, wie 
der eigentliche (positive) Beobachtungswert und wie das 
Absolutglied l in (25e), welches gewonnen wurde durch 
Zuschlag der fehlerfreien Größe F  ( N x , Ny . . .) zum 
negativen Beobachtungswert. Sind die Gewichte p  der 
Beobachtungswerte L  bekannt, so können wir damit die 
an den letzteren anzubringenden Verbesserungen v auf 
diejenigen Beträge zurückführen, welche sich ergeben 
hätten, wenn den einzelnen Beobachtungswerten L  nicht 
diese veränderlichen Gewichte p x . . . p„ , sondern allen 
das gleiche Gewicht 1 zukäme. Durch die Steigerung 
des Beobachtungsgewichtes von 1 auf p  wurde nämlich 
auch die Beobachtungsgenauigkeit, und zwar auf das 
yp-fache gesteigert (Gleichung 15), also der mittlere 
Beobachtungsfehler m  und der nötige Verbesserungs
betrag v im selben Verhältnis herabgedrückt. An Stelle 
des nötigen Verbesserangsbetrages v der mit dem Ge
wichte p  behafteten Beobachtung L  wäre daher v |Ip ge
treten, wenn die Beobachtung nur das Gewicht 1 gehabt 
hätte. Wir können also alle an den Beobachtungswerten 
vom Gewichtp t , p2 . . . anzubringenden Verbesserungen» 
auf die im 2. Kapitel behandelten eingewichtigen Ver
besserungen und die jetzt zu suchende Lösung auf 
die dort gefundene zurückführen, wenn wir jeden 
dieser Verbesserungszuschläge m it d e r  W u rz e l aus 
dem  z u g e h ö rig e n  B e o b a c h tu n g sg e w ic h t m u l t i 
p l iz ie re n , statt v setzen » |Ip . Für die Auswahl der



wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten haben wir 
daher statt der Bedingung [vv\ =  Min. (s. S. 76) die 
schon in § 9 aufgestellte Bedingung (17):

[pvv] — Min.
Wenden wir sie auf die Fehlergleichungen (25 e) an, indem 

wir aus diesen, -wie in § 14, zunächst v] , r\ ... bilden, jeden 
der dafür gewonnenen Ausdrücke sodann mit p1 , p2... durch
multiplizieren und schließlich addieren, so erhalten wir die 
durch entsprechende Auswahl der Unbekannten x , y ... zum 
Min. zu machende Summe:
[p v v] =  [p a a] x2 —|- 2 [p a 6] * y -)— 2 [p a c] x  z —|------ \-2[pal\x

4- [.Pbb] y2 +  2 [ p b c ] y z ^ ------ 1-2 [pbl]y
+  [^cc]02H------ [~2[pcl]z+[pll\ .
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Norm al gleichun gen:
lT

(3|pvv] 
6x [pad]

(26 a) i
6 [pvv] 

6y [pab]

ß [pvo] 
■ 6z [pac\

• +  [pa?] =  0

• +  [pW] =  o

•+  [pel] =  0

Die Normalgleichungen (26a) unterscheiden sich von 
den entsprechenden Gleichungen (26) in § 14 nur dadurch, 
daß an Stelle jedes der dortigen Koeffizienten a,  b . . . 
oder Absolutglieder l der Fehlergleichungen jetzt getreten 
sind: a jj» , byp . . . I y p , gerade wie auch jeder dortige 
Verbesserungszuschlag v hier in v"fp überging.

Es ist daher nicht nötig, die auf die Normalgleichungen 
gegründeten Ableitungen des 2. Kapitels hier zu wiederholen. 
Wir erhalten vielmehr durch Beachtung dieser Modifikation

a) im F a lle  der B estim m ung einer einzigen U n
bekannten  x :

W e i t b r e c h t ,  A u sg leichungsrechm ing . 8
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(27 a)
(28 a)
(37 a)
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„  [pal]
[p a a]

[p a v] =  0 
[p v v] =  [p 11 ■ V\ 

und für die mittleren Fehler und Gewichte n a c h der Ausgleichung: 
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1

(36»)

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p
u , i /  [p v v\

(36 b) w => +  —  =  + 1 ’

Gewicht P  der Unbekannten x  
(39a) Px =  [paa] ,
mittlerer Fehler der Unbekannten x

(38a) Mx =  - ^ - -  =  ± /  ( ¿ “iy-

Analog ändern sich die Gleichungen des § 15 bei Be
stimmung von zwei, drei oder mehr Unbekannten und lauten z. B .: 

b) im F a lle  der B estim m ung von v ie r U nbe
k an n ten :

(29 a)

(34 a)

(35 a)

(37 d)

[pdl-B\  =  [pdl-2]  

[p d d ■ 3] =  [p d d - 2] 

[p l l - i ]  =  [ p l l - 3]

[p c d ■2]
[pcc ■■2]
[p c d ■2]
[pcc- 2]
[pdl -■3]
[p d d • 3] 

[pdl-  3]

[p c l ■ 2] 

[p c d ■ 2] 

[ p d l - 3]

[p d d ■ 3] 
[pav] = 0  

[ p b v \ =  0 
[p c u] =  0 
[pdv] = 0  
[p vv] =  [pll- i]
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Für die mittleren Fehler und Gewichte nach der Aus
gleichung erhält man:
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1

v](36a) /“ =  ± l / y z ; 4
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p

(36b) «  =  £  =  ^1!p t P — 4) ^  ■ /
Gewicht der bei der Reduktion rechts stehenden Unbekannten 
(39 a) P = [ p d d - 3 ] ,  Ĉ - <hy
mittlerer Fehler der rechts stehenden Unbekannten ✓O

(38a) M  =  — -)-]/_____[Pvv\_____ 7s ,
VP \ [ p d d - 3 \  (X — 4)j/p 1 [p «2 d • 3] (1 — 4) 

usw.
Auch die in § 19 aufgestellten Rechenproben durch 

Einführung der Summen s der in jeder Fehlergleichung 
vorhandenen Koeffizienten a , b . . . und des Absolut
gliedes l bleiben analog bestehen.

Wenn die ursprünglich zwischen den Unbekannten X , 
Y . . .  und den Beobaehtungs werten Z j ... vorhandenen Be
ziehungen lauteten

F t ( x ,  r . . . ) - A = o
Ft (X,  Y. . . )  — Li — 0 usw., 

wobei den Beobachtungswerten Z , , Z2... die Gewichte p , , p2 ... 
zukamen, so haben wir diese Urbeziehungen durch Einführung 
von Näherungswerten Nx , Ny. . .  nach dem in § 14 gezeigten 
Yerfahren linear gemacht und die Fehlergleichungen geschaffen: 

( « !»  +  &, y-\rCxz-\ lx = v x
(25e) { UiX +  Ky-\-c2z-\ H a  = » 2

(25)

Den Absolutgliedern lx ... kamen dabei dieselben Gewichte 
Pi , Pi -., zu, wie den Beobachtungswerten Z, , Z2... . Wir 
haben sodann, um die Verbesserungen v je auf die Gewichts

8*



einheit zurückzuführen, die Fehlergleichungen (25 e) in die 
Form umgewandelt:

|
«i h i  x +  K b i V +  G Fa s -\----- b k Fa =  A
a-iMp * x  +  &21^2 y 4- c ,y ^ ä  4------\-i*fp* =  a F a

so daß die Koeffizienten und Absolutglieder der neuen Fehler
gleichungen heißen

«t, FÄ , Fä , c, ) a , ... 1, F/h usw.
Wir können jetzt für die Ausgleichung ungleichwertiger Be
obachtungen genau dieselben Summengleichungen (40) bilden, 
welche wir in § 19 zur Schaffung von Kechenproben gebildet 
haben, indem wir setzen

|
«i l A  +  FbT+ c, F a  H-------b  F Ä =  «i Fa
a.2F > 2 +  M Ä  +  a F a  H--------- b  kMp* =  F a

Durch Multiplikation der ersten Zeile mit a, F Ä , der zweiten 
Zeile mit a.2FA usw- un(l vertikale Addition kommt:
(41a) [paa]  +  [p a b ] - f  [pac] -------b [pal]  =  [?«*],

durch Multiplikation mit &jFa bzw. b̂ Mp* usw' kommt:
(41a) [p a b] +  [p b 5] +  [p b c] -j [p b l\ =  [p b s],

durch Multiplikation mit 12F a  1>zw- ^jFa usw- kommt:
(41 a) [p a l \ - \ - [ p b l \ - \ - [ p  c l \ - \ --------- 1- [p l Z] =  \p l s ] ,

durch Multiplikation mit s1 J a  bzw. s*F A  usw. kommt:
(41a) [p a  s] +  [p b s] +  [p c s] 4------f- [p l s] =  [p s s ] .
Wir haben also für die Koeffizienten der Normalgleichungen 
hier genau dieselben Rechenproben, wie in § 19, sobald wir 
nicht bloß jeden Koeffizienten und jedes Absolutglied der 
Fehlergleichungen, sondern auch ihre Summe s  mit der Wurzel 
aus dem zugehörigen Gewicht multiplizieren.

Ganz ebenso verhält es sich mit den Koeffizienten der 
ersten Reduktionsstufe, wo

116 Vermittelnde Beobachtungen.
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(42 a)

[ p b b \ \  + [ p b c \ \  + - 
[pbc- l ]  + [pcc- l ]  + -

• +  [ p b l \ \  — [p bs ■ 1 ] = 0  
■ +  [ p c l l ]  — [jp cs - 1 ] =  0

[p b l -  \] + [p c l  l j l  \ -[pl l  1 ] - [ p l s -  1 ] = 0
[pbs ■ 1 ] — [p c s ■ 1 ]- 

oder abgekürzt geschrieben:
-[p l s • 1 ] + [ p s s - l ]  — 0

(42 a)

[ p b b  ■ 1 ] [ p b c  1 ] . . .  [p b l  1 ] 
\ p c c  ■ 1 ] ... [ p c l ■ 1 ]

. [ p l l  \]

Probe 
[p b s ■ 1 ] 
[p c s ■ 1 ]

[ p i s - 1 ]
[¿)S.S 1 ] .

In der zweiten Eeduktionsstufe ist:
[ pc c 2] +  - ■ +  [ p c l 2] — [pcs 2] == 0

(43 a) ■ [ p c l 2] +  - ■ + [ p l l 2] - [ p l s 2] == 0
— [p c s 2] - - ■ - [ p l s 2] + [p ss 2] == 0

oder abgekürzt geschrieben:

(43 a)

Probe
[ p c c  • 2 ] . . .  [ p c l  - 2] [p c s ■ 2]

. [ p l l  2] [pls  -2]
( p s s -  2 ]

Endlich kommt die Schlußprobe:
(44 a) [p 11 • 3] =  [p l s ■ 3] =  [p s s ■ 3] =  [p v u] .

Sind die einzelnen L  gleichartige, mit demselben In
strument und nach denselben Methoden gewonnene Be
obachtungswerte, so sind die Gewichte p , die wir bisher 
als bekannt annahmen, einfach proportional den Wieder
holungszahlen. Sind sie aber ungleichartig, oder mit ver
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schiedenen Methoden und Instrumenten gewonnen, so 
wissen wir über ihre Gewichte zunächst nichts.

W ir schätzen in diesem Falle zweckmäßigerweise die 
ihnen anhaftenden mittleren Fehler m  und berechnen 
hieraus unter beliebiger Annahme eines Gewichtseinheits
fehlers ¡X das zugehörige Gewicht nach Gleichung (15)

ml : fi =  VT:

oder für /u, =  1
1Pl =   r  usw.m[

Führt man mit den so erhaltenen Gewichten, denen ge
wisse an g en o m m en e  mittlere Fehler m  zugrunde liegen 
(mittlere Fehler v o r der Ausgleichung), die Ausgleichung 
durch, so erhält man nach Gleichungen (36 a) und (36 b) 
mittlere Fehler n a c h  der Ausgleichung, welche mit 
den ersteren übereinstimmen müssen, wenn diese richtig 
gewählt wurden und keine einseitigen Fehlerquellen auf 
die Beobachtungen einwirkten. Nötigenfalls kann man 
die Rechnung mit ih n e n  bzw. den aus ihnen abgeleiteten 
Gewichten wiederholen.

Nach dem soeben Erkannten ist

folglich der Faktor, mit dem sämtliche Koeffizienten 
und die Absolutglieder und Verbesserungszuschläge v

einer Fehlergleichung multipliziert wurden, rfp =  —  .

Da in eine Größe gleicher Gattung ist wie l und v , 
so werden diese durch die Multiplikation mit ]/p im



benannte Zahlen, was schon zur Ermöglichung der durch
zuführenden Differentiationen, Multiplikationen und Qua
drierungen vorausgesetzt war.

§21. Graph. Ausgleichungsv erfahren f. Punkteifischaltung. 119

4. Kapitel.

Anwendung der Ausgleichung vermittelnder 
Beobachtungen auf trigonometrische Punkt

einschaltung.

§ 21. Graphisches Ausgleichungsverfahren 
für Vorwärts- und vereinigtes Vor- und Rückwärts

einschneiden.
Die trigonometrische Punkteinschaltung bildet eine der 

häufigst auftretenden Ausgleichungsaufgaben aus dem Gebiete 
der Geodäsie. Sie bezweckt, die Bestimmung der rechtwinkligen 
Koordinaten xp und yP von „Neupunkten“ P  auf Grund von 
Bestimmungsstrahlen, die von „Festpunkten“ ausgehen und 
deren Richtung durch Beobachtung der Winkel a im Neu
punkt zwischen ihnen selbst, oder der Winkel ß in den Fest
punkten zwischen ihnen und den Verbindungslinien nach 
anderen Festpunkten („Feststrahlen“) festgelegt wird. Sind 
solche Winkel ß nur in (mindestens zwei) Festpunkten ge
messen, so hat man die Aufgabe des „V orw ärtse in 
sc h n itte s“. Sind nur Winkel a im Neupunkt zwischen den 
(mindestens drei) Bestimmungsstrahlen gemessen, so hat man 
die Aufgabe des „R ü ck w ärtse in schn ittes“. Wurden 
Winkel sowohl im Neupunkt zwischen den Bestimmungs
strahlen selbst («), als in den Festpunkten zwischen Fest- 
und Bestimmungsstrahlen (ß) gemessen, so wird der Neu
punkt durch „vereinigtes Vor- und Rückwärtseinschneiden“ 
bestimmt. In jedem Falle orientieren wir die beobachteten 
Winkel oder Richtungen a oder ß zu Richtungs- (Neigungs-) 
winkeln fi der von den Festpunkten gegen den Neupunkt ge
richteten Bestimmungsstrahlen. Jede (gleichgültig, ob rein rech
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nerisohe oder graphische) Lösung geht aus von einem seinen 
Koordinaten xN und yN nach irgendwie ermittelten, möglichst 
nahe dem endgültigen Neupunkt gelegenen „Näherungs“- oder 
„vorläufigen Punkt“ N , so daß als neue Unbekannte nicht mehr 
die Koordinaten x  und y  des Neupunktes P  selbst, sondern, 
in Übereinstimmung mit dem bisherigen, die Zuschläge dx  
und dy  gelten, deren Addition die vorläufigen Koordinaten 
zu den endgültigen ergänzt.

Um diese Zuschläge zu finden, beachten wir, daß die 
Bestimmungsstrahlen infolge von Ungenauigkeiten in unserer 
eigenen Winkelmessung, sowie infolge von Projektionsver- 
zerrungen und Mißstimmigkeiten zwischen den gegebenen 
Koordinaten der Festpunkte und dem Standort der letzteren 
sich nicht in einem Punkte und noch viel weniger gerade 
im Näherungspunkte N  schneiden, sondern eine fehler
zeigende Figur miteinander bilden werden, in deren Nähe N  
liegt und innerhalb welcher wir den wahrscheinlichsten 
Punkt P  auswählen müssen. Es wird sich also zunächst 
darum handeln, die gegenseitige Lage der Bestimmungsstrahlen 
und des vorläufigen Punktes N  zu erkennen, — in mög
lichst großem Maßstabe (etwa 1 :10) aufzuzeichnen. Zu diesem 
Zwecke berechnen wir aus den orientierten Richtungswerten y 
en tw ed er die Entfernungen der Punkte von N , in denen 
die Bestimmungsstrahlen die eine oder die andere der durch 
N  gezogenen Parallelen zu den beiden Koordinatenachsen 
schneiden. Diese tragen wir sodann im gewählten Maßstabe 
von N  aus auf den Parallelen in der festgestellten Richtung 
ab, um schließlich durch ihre Endpunkte die Bestimmungs
strahlen entsprechend ihrer tatsächlichen Lage unter den 
orientierten Richtungen/« gegen die Parallele zur - x -Achse 
zu zeichnen. (Zur —x -Achse, weil die jetzt zu zeichnenden, 
vom Neupunkte P  ausgehenden Strahlen statt der Neigung 
y  =  n A P  usw. den Richtungswinkel /« +  2 B  =  nPA  usw. 
besitzen.) O d e r  wir berechnen außer den orientierten 
Richtungen y noch die entsprechenden Richtungs- (Nei- 
gungs-)winkel v von den Festpunkten nach dem vorläufigen 
Punkte N  und aus der Differenz <5 =  y  — v und der Strahlen

(45)



länge s die Querabweichung b des Bestimmungsstrahles 
vom vorläufigen Punkte N.  Sie wird (vom Festpunkte aus
gesehen nach J .^ ^ g für d =  + )  von N  im ausgewählten
Maßstabe senkrecht zu der wie oben bestimmten orientierten 
Richtung n abgetragen, um durch den Endpunkt den Be
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stimmungsstrahl parallel zu ebendieser Richtung ̂  zu zeichnen
ist derart, auf die eine oder die andere Weise die gegenseitige 
Lage der Bestimmungsstrahlen unter sich und zum Näherungs
punkt N  zeichnerisch bekannt, so handelt es sich um die 
A u sw a h l des e n d g ü lt ig e n  P u n k te s  P  in d e r  
„ fe h le rz e ig e n d e n  F ig u r“. Dabei ist zu beachten, daß 
bei gleichem Fehler in der Winkelbeobachtung die lineare
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Abweichung des Bestimmungsstrahles vom wahren Punkt 
wächst proportional der Strahlenlänge s und demgemäß 
das Strahlengewicht für die Punktbestimmung umgekehrt 
proportional zum Quadrat der Strecke s . Auch wird ein 
Strahl, der bloß im Festpunkt oder bloß im Neupunkt 
beobachtet wurde, nur das halbe Gewicht gegenüber einem 
Strahl besitzen, der mit gleicher Genauigkeit in b e id en  
Punkten beobachtet wurde. Folglich wird das B e s tim 
m un gs ge wicht

p s =  sein, wenn die Beobachtung einseitig,

oder 2 sein kann. Wo auch immer der endgültige Punkt P  
innerhalb der Fehlerfigur gewählt werden möge: seine 
Abstände h von den Bestimmungsstrahlen stellen deren 
Qnerverfehlung dar, aus welcher sich rückwärts die an 
den beobachteten orientierten Richtungen 1 1  anzubringen
den Verbesserungszuschläge v nach Richtung und Größe 
berechnen lassen:

Gleiche Genauigkeit der Winkelbeobachtung vorausgesetzt, 
ist das R ich tungsgew ich t pfl — p„ =  t , und wir müssen 
daher nach Bisherigem verlangen:

2
(46) i P s= = s 2 ” ” ” ” zweiseitig

erfolgte. Allgemein
t

p s =  , wobei nach dem Vorhergehenden t —1

(47)
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t
Setzen wir in (48a) nach Gleichung (46) p  =  — , und

s l
beachten, daß q konstant, so geht (48a) über in:

[ t w ] = e 2 ( P l h  H -------- 1- Pr, K )  =  M in -1

d. h. wir haben in der Fehlerfigur den endgültigen 
Punkt P  so auszuwählen, daß 
(48 b) [p h h\ =  Min.

Von den verschiedenen Verfahren der Punktauswahl in 
der fehlerzeigenden Figur benutzen wir das von B e r to t  
1876 erstmals gezeigte, welches sich auf den Satz stützt: 
„Sind r  Gerade (Strahlen) La,  L g . . .  Lg  vom Gewicht 
P a , P b  •• - P r  gegeben, so ist derjenige Punkt P , für 
welchen die Summe der Quadrate seiner Abstände h je 
multipliziert mit dem Strahlengewicht p  ein Minimum ist, 
zugleich der Schwerpunkt des aus seinen Lotfußpunkten F  
gebildeten Systems von Massenpunkten, wenn jedem von 
ihnen das Gewicht seines Strahles beigelegt wird.“

Würden wir hiernach durch Schätzung in der Fehler
figur zufälligerweise den richtigen Punkt P  g e fu n d e n  
haben, für welchen \p hh\  =  Min., so würden wir diese 
Tatsache daraus erkennen, daß er der Schwerpunkt £  
seiner eigenen Lotfußpunkte F  wäre, d. h. daß

Um P  a u fz u su c h e n , benutzen wir den zweiten Satz: 
„Sind mehrere Gerade L  gegeben, und ist wieder für 
Punkt P  die Summe der Quadrate seiner Abstände h je 
multipliziert mit dem Strahlengewicht p  ein Min., so ist für 
irgend einen anderen Punkt A  der Schwerpunkt s e in e r  
Lotfußpunkte . . . ,  denen wieder je das Strahlengewicht 
Pa ■ . . zugeschrieben wird, ein Punkt S,  welcher zugleich
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der Schwerpunkt der mit denselben Gewichten bedachten 
Massenpunkte Q ist, in denen ein Kreis über A P  als 
Durchmesser die von A  nach den Strahlen gezogenen 
Projektionslote schneidet.“'

Nun kennen wir zwar zunächst den Kreis M  nicht, auf 
dem P  als gesuchter Gegenpunkt des beliebigen Punktes A

F ig . 6.

liegt, also auch nicht die Schnittpunkte Q der Projektions
lote mit ihm. Dagegen können wir einen beliebigen, 
den gesuchten Kreis M  schneidenden zweiten Kreis 93? 
durch A  mit dem beliebigen Halbmesser r  zeichnen, der 
dem ersten (wie alle Kreise untereinander) ähnlich ist. Er
klären wir, was bei sich schneidenden Kreisen zulässig ist,



A  als inneren Ähnlichkeitspunkt beider, so schneidet jede 
durch A gehende Gerade die letzteren nach einem homo-; 
logen Punktpaar, folghch sin4 die Schnittpunkte ¡0 des 
Kreises 93? mit den Projektion sloten homolog den Schnitt
punkten Q der letzteren mit dem gesuchten Kreise M.  
Dann ist aber auch ihr Schwerpunkt)/® homolog dem 
Schwerpunkt S  der Q und g . Die MiitypUnkte 93? und 
M  beider Kreise sind einander selbstverständlich-homolog, 
während der auf dem Kreise 93? liegende,''zu A  auf Kreis M  
homologe Punkt 91 der Schnittpunkt der Tangente in A  
an Kreis M  mit Kreis 93? ist.

Bestimmen wir demnach in der fehlerzeigenden Figur 
nach Gleichung (49) jetzt den Schwerpunkt © der ¡D

l P  - x q } [ P -  Ifal
[p] . v s  [p]

und den Schwerpunkt S  der (Q und) g
_  [P ■ _  [P ■ y8l

X s ~  M ’ V s ~  [p \ ’
so haben wir in ihnen ein Paar homologer Punkte beider 
Systeme gefunden. Auch ohne den Schnittpunkt H  des 
Ähnlichkeitsstrahles A S 1 mit dem Kreise M  zu kennen, 
finden wir ferner seinen homologen Punkt & auf dem . 
Kreise 93? als Schnitt dieses Ähnlichkeitsstrahles mit ihm. 
Da die Verbindungslinien homologer Punkte in ähnlichen 
Figuren homolog sind lind andere homologe Linien in 
homologen Punkten schneiden, so ist die Gerade H S  
homolog der Geraden und der dadurch zu findende 
Kreispunkt 9t homolog A . Dann ist aber A 91 Tangente 
in A  an den gesuchten Kreis M, sein Durchmesser A P  
steht somit _L91G und geht durch den Gegenpunkt 
von 91 im Kreis 93?. Für die Strecke A P  =  2 r folgt aus 
der Ähnlichkeit der Kreise M  und 93? die Proportion:

§21. Graph. Ausgleichungsverfahren 1.Punkteinschaltung. 125
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( M P = 2 r ) :  2 r  =  . I S  : 21© , d .h .

Is t mittels des berechneten Maßes A P  der endgültige 
Punkt P  in die fehlerzeigende Figur auf der Geraden Miß 
eingetragen, so bilden seine der Figur 5 zu entnehmen
den Koordinaten die Zuschläge dx  und d y , womit man 
mittels Gleichung (45) die gesuchten Koordinaten Xp und 
yp gewinnt.

Also Lösung: Nach Aufzeichnung der Fehlerfigur 
Zeichnung eines beliebigen Kreises 31? durch einen 
beliebigen Punkt A  dieser Figur. Bestimmung der 
Schwerpunkte S  (der 3) und @ (der D.). Zeichnung 
des Linienzuges A SS i  , ©21, Ülälfiß und Miß _L Mül.

A S
Abtragen der Strecke A P  =  ... - • 2 r  im gewählten Maß-

VI©
stabe, Abgreifen von da; und d y .

W ill man sich über die bei der Punktbestimmung 
erreichte Genauigkeit Aufschluß verschaffen, so entnimmt 
man die Querverfehlungen h aus der fehlerzeigenden 
Figur und erhält unter Beachtung, daß zwei von den r 
beobachteten Strahlen zur Bestimmung nötig waren, die 
Zalil der überschüssigen also r  — 2 beträgt, die mittlere 
lineare Querverfehlung eines Strahles vom Gewicht 1:

die mittlere Querverfehlung eines Strahles vom Gewicht^:

(51)

(51)
\ (»' ~  2 ) p
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den mittleren linearen Felder des Punktes P:

1  /  \p h h \
(51) M — +  1/ 7 '----- r n 1-  \  (r -  2 ) I[p]

den mittleren Felder einer einseitig beobachteten Richtung

Wird ein Punkt, wie im vorliegenden Fall, als Schnitt 
von Strahlen bestimmt, so ist seine Genauigkeit nach ver
schiedenen Richtungen 
verschieden, sobald 

diese Strahlen nicht 
gleichmäßig und gleich 
gewichtig über den 
Horizont verteüt sind. F ig . 7.
Z. B. wird in Figur 7
jede kleine Unsicherheit in der Richtung auch nur eines 
der beiden Bestimmungsstrahlen deren Schnittpunkt er
heblich in der Richtung A B ,  nur wenig dagegen in der 
Richtung CD  verschieben. Es wird möglich sein, unend
lich viele Punkte zu finden, für welche die mittlere 
Querverfehlung M  (oder der mittlere Fehler einer 
Richtung) einen bestimmten Wert annimmt. Die stetige 
Verbindung dieser Punkte (Linie gleichen mittleren 
Fehlers) wird eine Ellipse („Fehlerellipse“ ) um den

Schnittpunkt P  ergeben, deren Achse die Rich

tung der f f . ßtefn Bestimmungsunsicherheit und derenK16111S iGH
Achsenverhältnis das Verhältnis der letzteren anzeigt.
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Ebensolche Fehlerellipsen können wir auch im Falle 
der Verwendung beliebig vieler Bestimmungsstrahlen 
zeichnen. Wir werden in diesem Falle nur für eine 
Anzahl — etwa in profilartigen Reihen angeordneter — 
Punkte nach Gleichung (51) je die mittleren Fehler M  
oder m^  bestimmen, sodann nach Art der Interpolation 
von Horizontal kurven in den Profilrichtungen Punkte be
stimmter runder M  oder rnu aufsuchen und schließlich 
diese durch stetige Kurven verbinden. Wenn wir Wert 
darauf legen, einen Neupunkt mit möglichst großer 
und nach jeder Richtung gleicher Zuverlässigkeit zu be
stimmen, so müssen wir dafür sorgen, daß nicht bloß die 
(bezüglich der Richtung neutralen) Fehlerausdiücke i t , 
m . M , m u absolut möglichst klein werden, sondern auch, 
daß die Fehlerellipsen sich möglichst der Kreisform nähern.

§ 22. Rechnerisches Ausgleichuiigsverfahren 
für trigonometrische Pnnkteinschaltung durch Vor

wärtseinschnitt.

Zur rechnerischen Bestimmung der den Näherungs
koordinaten Nx  und Ny  für den Neupunkt beizufügenden 
Zuschläge dx  und dy  [s. Gleichung (45)] wollen wir vor
bereitend die Beziehung feststellen, welche zwischen 
kleinen Koordinatenänderungen dx  und dy  des E n d 
p u n k te s  B  einer Strecke A B  und der dadurch hervor
gerufenen Änderung dcp ihres Richtnngs- (Neigungs-)win- 
kels cp =  n A B  besteht. Für die Koordinaten des 
Endpunktes B  einer unter dem Richtungswinkel n A B  
von A  ausgehenden Strecke A B = s  hat man allgemein:

(52)
Vb — Va +  H R  • sin n A B  
Xu =  xx +  A B  • cos n A B  ,



§ 22. Bechn. Ausgleichungs verfahren f. Vorwärtseinschnitt. 129 

woraus 

(52)

und

(52)

tg n A B  = Vb — Ha 
xB — xA

Ay_
A x

A y
n A B  = ' arc tg ,-- .

A x
Daraus folgt durch Differentiation, wenn man A B  =  s 

und n A B  =  <p setzt:
A y

(53)

d(nAB)

dtp"

, A xd<p =  -—d y
analyt. s

dx , oder

A x  „ ,  A y  „ , 
—— q d y ------ — q dx

cos cp
o" dy g"dx

cos299
A x

q"  d y  —
sin2 99 

A y
o” dx

(54)

Setzen wir

w * " =

- 4 l V -

cos cp 
s

sin cp 
s

o" =

cos 
A x  

sin2 cp
A y

=  a ,

wobei also b das Vorzeichen von cos n A B  bzw. A x ,  a 
das entgegengesetzte Vorzeichen des sin bzw. A y  zu
kommt, so erhalten wir die Veränderung dcp", welche 
der Richtungswinkel n A B  =  cp dadurch erleidet, daß 
man den E n d p u n k t B  der Strecke A B  um die kleinen 
Beträge dx  und dy  parallel den Koordinatenachsen ver
schiebt.
(55) dcp" =  a dx  4- b dy .

W e i t b r e c h t ,  A u sg le ich u n g srech n u n g . 9
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Die Koeffizienten a und b heißt man „ R ic h tu n g s 
k o e f f iz ie n te n “.

Verschiebt man statt des Endpunktes E  den A n
fa n g s p u n k t  A  der Strecke um dieselben Beträge, so

ändert sich (wie auch geo-
dy;

P a ra lle le -zu r 
A ch se- 

n

d fs -iu )
Fig. 8.

metrisch klar) der Rich
tungswinkel cp um den
selben Betrag dcp, aber 
in e n tg e g e n g e s e tz te m  
Sinne.

Wir können nun zur 
eigentlichen Aufgabe der 
Punkteinschaltung über
gehen. Die in jedem der n„

zur Neubestimmung benutzten Festpunkte nach dem Neu
punkte beobachteten „ ä u ß e re n “ oder „Vorwärts“-Rich- 
tungen tx seien auf Grund von nj  weiteren, von den ersteren 
nach anderen Festpunkten gemessenen Richtungen oi und 
den zugehörigen, aus den Koordinaten ihrer Endpunkte 
berechneten Richtungs- (Neigungs-)winkeln cp orientiert. 
Die orientierten Richtungswerte ß  nach dem Neupunkt 
erhalten dabei das Gewicht 1, 2 . . . nf , wenn zu ihrer 
Gewinnung 1 , 2 . . .  Uf gemessene Winkel zwischen 
dem Neustrahle und 1 , 2 . . .  n/  Feststrahlen verwendet 
worden sind. Ist die Beobachtung satzweise ausgeführt, 
und sind in die Sätze außer dem Neustrahle noch 
np Richtungen oi1 . . . tx„f nach Festpunkten-(Feststrahlen) 
aufgenommen worden, so ist das beobachtete Rich
tungsbüschel tx zur Orientierung um den Winkel cw 
zu verdrehen, der sich ergibt als arithmetisches Mittel

cd =  — ------ — . Damit wird die orientierte Richtung
nf
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nach dem Neupunkte P  ~  • ß — a/>+  — ----- =  <xp -f- o>
nf

imd ihr mittlerer Fehler niß =  . Setzt
man die Richtungswinkel cp der Feststrahlen als fehlerfrei 
voraus, so ist der mittlere Felder von (cp — <x) gleich 
demjenigen von a , somit, da zur Bildung von o> ~  • nr-

TYb
Werte verwendet wurden, m0) =  —(*-. Damit wird

  m

+_i
nf  -

und wir erhalten aus der Proportion (15) Pß:pa =  m \  : niß 
das Gewicht der in den Festpunkten satzweise beobach
teten und orientierten „ ä u ß e re n “ oder „Vorwärts“- 
Richtungen ß  nach dem Neupunkte:
,r m l  n,0 6 )

Für Pa =  1 wird pß =
nf

n/ - j - 1
Wir haben nun dreierlei von jedem der Festpunkte 

A ,  B  . . . ausgehende, gegen den Neupunkt gerichtete 
Strahlen zu unterscheiden, nämlich:
1. Die aus der Winkelmessung gewonnenen, zur Be

stimmung des Neupunktes dienenden orientierten 
Richtungen ß , welche sich infolge von Urigenauig
keiten (in der Messung, den Festpunktskoordinaten usw.) 
nicht, wie es sein sollte, in einem Punkte schneiden 
werden und die wir mit n A P , n B P . . . bezeichnen 
wollen.

2. Die Verbindungslinien der benutzten Festpunkte mit 
dem vorläufigen Punkt IN, deren aus den Koordinaten

9*



zu berechnende Richtungs- (Neigungs-)winkel mit 
( n A P ) ( n B P )  . . . bezeichnet sein mögen.

3. Die Verbindungslinien der Festpunkte mit dem end
gültigen, seiner Lage nach zunächst noch unbekannten 
Neupunkt P ,  deren zunächst unbekannte Richtungs
winkel wir mit [nA / ’] ,  [nBP]*) . .  . bezeichnen.
Wir erhalten mm folgende Gleichungen für die auf

tretenden kleinen Winkeländerungen (linksläufige Drehung 
in Fig. 9 bedeutet negativen Wert):

1 Verbesserungszuschlag an ßA VA =  [nAP] — n A P  
„ ßB =  v% = [n BP]— n B P

{
fi N  — (fi A 

B X  ( iBP)>

welche eintritt, wenn man den vorläufigen Endpunkt N  
um die zimächst unbekannten Beträge d x , dy  nach P  
verschiebt: , ä"<pA=  [nAP] — (nAP)
(b) < il"(pB=[ nB P ]  — (nBP)

Ersetzt man die endgültigen Richtungswinkel [ n A P \ , . . .  
in Gleichungen (b) durch n A  P  +  vA, . . . aus Glei
chungen (a), so erhält man

!
d"cp A =  n A P  — (nAP)  -f- vA 
d"(pB= n B P — (nBP)-\-v'g
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*) [] hat hier und im folgenden jeweils nicht die dem Zeichen 
bisher allein zugeschriebene Summenbedeutung, sondern auch 
noch die Aufgabe, en d g ü ltig e  Winkel- oder Richtungswerte 
als solche zu kennzeichnen! Ob die eine oder andere Bedeutung 
in Frage kommt, ergibt sich aus dem Sinne der Ableitung.
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oder

I VÄ =d<pA-{-(nAP) — n A P  
d< pj , - \ - (nB P) ~ nB P

Die Änderungen dtp der Richtungswinkel können wir 
mittels Gleichung (55) in den Koordinaten Zuschlägen dxn n

Fig . 9.

und dy  ausdrücken. Bezeichnen wir ferner die Unter
schiede (n A P )  n A P . . .  zwischen den (Näherungs-) 
Richtungswinkeln nach dem vorläufigen Neupunkt N  und 
den gemessenen, orientierten Richtungen ß  analog Glei
chung (25d) mit Ia , Iß. • dann gehen die obigen Glei
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chungen in die gewöhnliche Form der Fehlergleichungen 
(25e) über:

deren wir zur Berechnung der Koordinatenzuschläge dx  
und dy  ebenso viele (nämlich nv) erhalten, als orientierte, 
gemessene Richtungen ß  nach dem Neupunkt vorhanden 
sind. Die Gewicht^ p  der Absolutglieder l sind nach 
§ 2 0  gleich denen der orientierten Richtungen ß , welche 
wir oben abgeleitet hkbm. <

Wir können daher fetzi/jhe Koeffizienten der Normal
gleichungen

J [p a a ] d x  +  [pa b]d y  - f  [pal] =  0 
l [P a &] dx  - \ - [pb  ft] dy  +  [p bl] =  0

und die zur Rechenprobe und zur Fehlerermittlung weiter 
erforderlichen Produkt- und Quadratsummen

[ p l l ] ,  [ p « s ] ,  [ ? ! « ] ,  [ P * * ]

ermitteln und sodann, wie in § 20  gezeigt, zuerst die

Pu =  [p b b • 1] und dann nach erfolgter Umstellung der 
Koeffizienten der Normalgleichungen den Zuschlag d x  
berechnen. Schließlich ergibt Gleichung (45) die ge
suchten Koordinaten xP und yP . Wir erhalten weiter, 
wie in § 20  gezeigt,
(3 7 b) '[pvv] =  [ p l l -  2 ]
und, da zur Punktbestimmung zwei Strahlen nötig, also 
(nv — 2 ) davon überschüssig sind,

a dx  -f- b dy  +  l =  v ,

Unbekannte dy — und deren Gewicht

( » .— 2) [p bb -  1 ] '
[ p l l .  2 ]
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§ 23. Rechnerisches Ausgleichungsverfahren für tri
gonometrische Punkteinschaltung durch Rückwärts

einschnitt. (Beobachtung nur im Neupunkt.)
Für die Lösung ist zu unterscheiden zwischen

A) Winkel- und B) Richtungsbeobachtung.

A) L ö su n g  bei W in k e lb eo b ach tu n g .

Wie bisher setzen wir wieder voraus, daß uns die 
Koordinaten x jy, yy  eines vorläufigen Punktes N  möglichst 
nahe dem gesuchten Punkt P  bekannt und daß nur die 
kleinen Zuschläge dx  und dy  gesucht sind, durch deren 
Addition wir nach Gleichung (45) die Koordinaten x P und 
yP des Neupunktes erhalten. Wären letztere schon ge
funden, so könnten wir die e n d g ü ltig e n  Richtungswinkel 
[nPA] ,  [n PB] . . . der Verbindungslinien vom Neupunkt 
nach den benutzten Festpunkten ableiten und aus ihnen 
durch Subtraktion die e n d g ü lt ig e n  Werte 

[«,] =  [A PB] =  [n PB] — [n PA]
[«„] =  [BPC] =  [n PC] — [n PB]

der gemessenen Winkel. Dann könnten wir auch die den 
Messungsergebnissen tx1 =  A P R ,  oc2 =  B P C  usw. zu- 
zufügenden Verbesserungszuschläge ru  v2 . . . ermitteln: 

(«!=[<*,] -  oct =[ AP B ]  — «, =  [n PB] — [n PA] — a, 
(a) |» 2=  [<*2] — «2=  [BPC] — a 2=  [nPC] — [nPB] — a2

Nun können wir aus den Koordinaten des Näherungs
punktes W fürP d ie  v o rlä u fig e n  Richtungswinkel (n P A ), 
(n P B ) . , . (Scheitel in N ) ,  und aus ihnen durch Sub
traktion Näherungswerte(<Xj), (a 2)... für die beobachteten 
Winkel ableiten:
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I
i«,) =  A N B  =  (APB)  =  (« PB)  — (n PA)
(«,) = B N C =  {BPG) - (n PC) -  (n P B j

Wir können weiter die Veränderungen (¿954, drpB . . . ,  
welche die vorläufigen Richtungswinkel (n P A ) , (n  P B ) ... 
dadurch erleiden, daß man den vorläufigen Punkt N  nach

P a ra lle le  zu r
+sc A chse/ 

TV

P  verschiebt, mittels Gleichung (55) in den (zunächst 
unbekannten) Verschiebungen dx  und dy  ausdrücken, 
wobei wir allerdings beachten.müssen, daß wir jetzt nicht 
den Endpunkt, sondern den Anfangspunkt der Strecke ver
schieben, wodurch dcp das entgegengesetzte Vorzeichen 
erhält. Setzen wir daher
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sin (p
a =  — a — -o  

s

I, =  _ ö  =  _ ^ v
(54 a) 

so wird
( d<pi  =  [n PA] — (n PA) =  aA dx +  6A dy

(c) i d<pB =  [n PB] — (nPB)  =  aB dx-\- bB dy

oder

(c)
[n PA] =  (n PA) +  aA dx  -f- b, dy 
[nPB\ =  (tt PB) -\- aB dx-\- hB dy

Setzen wir die gewonnenen Werte für [n PA] . . .  in 
Gleichung (a) ein, so erhalten wir die Fehlergleichungen:

|
vt = (  nPB)-\-aBdx-lr bBdy — (nPA) — aAd x ~ b Ady—<*, 
v2 — (n PC) +  ac dx -\-bc dy — (n PB) — aBdx—bBdy — tx2

Wenn wir unter Benutzung der Gleichungen (b) 
wie bisher setzen: l =  Näherungswert — gemessener 
Wert des beobachteten Winkels:

(nPB)  — (nPA ) — a, =  (a,) -(nPC)  — (w PB) — a a =  («,) -
a ,  —  lt

und ferner

a des rech ten  S chenke ls **des lin k en  S ch en k e ls  =

^des rech ten  S chenke ls ^ d e s  lin k en  S chenke ls ^  '

so erscheinen die Fehlergleichungen (d) in der gewöhn
lichen Form:

i vt  =  2X, dx  +  33, dy  +  1 Normalfonn
(25 e) < v2 — 91, dx  -f- 33, dy  -j- L, !■ der Fehler- 

l '• ■ ) gleichungen.
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Ihre Zahl nr ist gleich derjenigen der im Neupunkt be
obachteten Winkel a  ■ Letztere, folglich auch die Ab
solutglieder l sind gleichgewichtig. W ir erhalten daher 
die gesuchten Koordinatenzuschläge dx  und dy  aus den 
zwei Normalgleichungen:

i [2121] dx  +  [3133] dy  +  [2t l] =  0 
' J l [3133]da: +  [2393]*/+ [öi] =  0 .
Zum Zweck von Rechenproben und zur Fehlerberechnung 
führen wir analog Gleichungen (40) bis (44) in die Reduk
tion weiter ein die Produkt- und Quadratsummen:

[11] , [31©], [33©], [!© ], [©©] 
und erhalten: ^

die rechts stehende Unbekannte dy =  — [jgjg—JJ

und ihr Gewicht Pdx =  Px =  [33 33 • 1] ,
ferner
(37b) [vv] =  [ l l - 2 ] ,

und (weil zwei der nr in P  gemessenen Winkel tx zur 
Bestimmung von P  nötig, also (nr — 2) überschüssig sind)

[11-2]
My (w, -  2) [33© • 1]

Die zweite Unbekannte d x , ihr Gewicht und mittlerer 
Fehler ergibt sich nach erfolgter Umstellung der Normal
gleichungen auf dieselbe Weise.

B) L ö su n g  bei R ic h tu n g sb e o b a c h tu n g .

Das soeben vorgeführte Verfahren läßt sich ohne 
weiteres auch auf Richtungsbeobachtungen an wenden, 
wenn man die als gemessen vorausgesetzten Winkel



durch Subtraktion je zweier Richtungswerte a  gewinnen 
will. Die Zahl der zu verwendenden Winkel und Fehler
gleichungen wäre aber dann beim Vorhandensein von 
nr beobachteten und gleichmäßig zu berücksichtigenden

Richtungen =  i  ̂  j  > also se^r &r0^- su°hen daher

ein einfacheres Verfahren. Wie bisher mögen die Koordi
naten x y ,  i/.v eines in möglichster Nähe des gesuchten 
Neupunktes P  gelegenen vorläufigen Punktes N  bekannt, 
also die ihnen zuzufügenden Zuschläge dx  und dy  
[s. Gleichung (45)] gesucht sein.

Das im Neupunkte P  gemessene Richtungsbüschel tx 
kann man nun, ohne an der gegenseitigen Lage der 
Strahlen, also an der Eigenschaft der Richtungen als 
Messungsresultaten etwas zu ändern, um den zunächst 
unbekannten Betrag Z  derart verdrehen, daß die Indivi
duen dieses mit dem Scheitel nach dem zunächst un
bekannten endgültigen Punkte P  gelegten Strahlen
büschels von den Verbindungslinien dieses Neupunktes 
mit den Festpunkten möglichst wenig abweichen. Wären 
Messung der Richtungen und Lage der Festpunkte fehler
frei und Projektionsverzerrung nicht vorhanden, so müßten 
dann sogar sämtliche Strahlen durch die entsprechenden 
Festpunkte gehen; der Unterschied (endgültiger Richtungs
winkel [nPÄJ . . .  — endgültig orientierter Richtuugswert 
[txj] . . .) wäre =  0 . Trifft dies nicht zu, so stellt der 
Unterschied direkt die am endgültig orientierten Rich
tungswert . . . anzubringende Verbesserung v dar. 
Den unbekannten Verdrehungswinkel Z  zerlegen wir, wie 
gewohnt, in einen Näherungswert cd und den imbekannten 
Zuschlag * ,  womit wir erhalten:
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(59) Z  =  CD - j-  X
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und womit die im Neupunkt P  endgültig orientierte ge
messene Richtung wird:
(60) [«] =  a  +  co +  % .
Den Näherungsbetrag co gewinnen wir, wenn wir das ge
messene Strahlenbüschel mit dem Scheitel —  statt auf den 
endgültigen, aber unbekannten Punkt P  —  vorerst auf den 
vorläufigen Punkt N  legen und dann um co so verdrehen, 
daß die Summe der Abweichungen l' der vorläufig orien
tierten Richtungswerte <Xa +  co, ¿X # +  co, .  . . von den zu
gehörigen vorläufigen Richtungswinkeln [n P A ) , (n P B ) ... 
w ird =  0 , d. li.

(» PA)  —  (txA +  co) +  (n PB)  —  (<xB +  co) - f  •••

=  V A  -  «a +  vb — a<B +  ••• =  [1,] =  0 .  
In diesem Falle ist also der vorläufige Verdrehungs

winkel:
(n PA) — aA -)- (n PB) — a. rj-p ■ ■ ■ -\- (n PR) — <XR

(O =   : ---------------------- -------------------nr
.g A’d. vorl. Richt.-Winkel — A’d. gemess. Richtgen.

n r
Die durch Addition von co zu den gemessenen Rich

tungswerten <x vorläufig orientierten, aber in ihrer gegen
seitigen Lage dadurch nicht veränderten Richtungen 
(X -f- co mögen heißen cc°. Wir haben für jeden Be
stimmungsstrahl jetzt vier Werte zu unterscheiden, nämlich
1. die im Punkte N  vorläufig orientierte, gemessene Rich

tung <x°,
2. den Richtungswinkel (n P A ) , (n PB)  . . . der Verbin

dungsstrecke vom vorläufigen Punkte N  zum Fest
punkte A , B  . . . ,

3. die im Neupunkte P  endgültig orientierte, gemessene 
Richtung [a] =  «  -(- co +  * =  ¡x° +  * ,



§23. Rechn. Ausgleichungsverfahren f. Rückwärtseinschn. 141

4. den Richtungswinkel [n PÄ] , [n PB] . . .  der Ver- 
bindungsstrecke vom endgültigen Neupunkte P  zum 
Festpunkte A , B  . . .
Die Werte (2) und (4) unterscheiden sich um die 

Änderung d<p" am Richtungswinkel (n PA) . . . ,  welchen 
eine Verschiebung des Anfangspunktes N  der Strecke 
N A  . . .  um die Koordinatenzuschläge dx  und d y , d. h. 
nach P  hervorruft. Nach Gleichung (c) von § 23 ist also 

[AWt] =  (n PA) -j- aA dx  -f- 6̂  dy 
[n PB] =  (n PB) -\- aBdx -\-bDdy

Bezeichnen wir endlich, wie gewohnt und schon oben 
angegeben, den Unterschied: vorläufiger Wert — Be
obachtungswert hier PA)  =  v) — oc°A mit V und die 
Verbesserung des (endgültig orientierten) Beobachtungs
wertes [oc] mit v , so erhalten wir die Fehlergleichungen: 
VA =  [n PA] —  [aA] =  (n PA) +  aA dx-\-bA dy —  a\ — z 

=  aA dx +  bA dy  —  z-\-l'A 
vn —  [”  BB] —  [txB] =  (n PB) +  aB dx-}-bB dy —  tx°ß —  z 

=  aB d x + b ß dy —  z +  l'B

Ihre Zahl ist gleich derjenigen der beobachteten inneren 
Richtungen, also gleich nr . Setzen wir, um den Koeffi
zienten der dritten Unbekannten positiv zu erhalten,
dco =  — z , so daß der gesuchte Verdrehungswinkel 
(59) Z  — o ) - \ - z = c o  — dm  ,
so gehen die Fehlergleichungen über in:

( -vA =  dco +  aA dx  +  bA dy  +  l'A
(25 e) < vB =  dco -(- aBdx  - f  bBdy  - f  l’v
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Die inneren Richtungen tx, folglich auch die Absolut
glieder V- sind gleichwertig. Man erhält daher unter 
Beachtung, daß der Koeffizient der ersten Unbekannten dco 
(sonst a) jetzt 1 heißt, für die Bestimmung der drei Un
bekannten dco, d x , dy  die drei Normalgleichungen:

j nr • dm  +  [a] dx  +  [b] dy  +  [/'] =  0
(26a) I [a] dco +  [a a] dx  +  [a b] dy  +  [a l'\ =  0

l [b] dco +  [a b] dx  +  [b b] +  [b r] =  0 .

Der normale Weg der Auflösung erfordert nun zweimalige 
Reduktion der Normalgleichungen. Der Umstand aber, 
daß alle Koeffizienten der ersten Unbekannten dco in den 
Fehlergleichungen einander gleich sind, ermöglicht eine 
Vereinfachung durch vorausgehende Eliminierung dieser 
Unbekannten.

Addiert man nämlich sämtliche Fehlergleichungen und 
beachtet, daß nach Gleichung (33) allgemein [av] =  0 ,  
also bei aA =  aB =  ■ ■ ■ aR =  1 , hier [i>] =  0 , so er
hält man

[t>] =  nr ■ dco +  [a] dx  +  [£>] dy  +  [!'] =  0 , 

woraus die Durchschnittsgleichung

(62) —  =  dco +  —  dx  +  dy  +  —  =  0 .
v ’ n,. nr nr nf

Subtrahiert man diese Durchschnittsgleichung von jeder 
Fehlergleichung, so erhält man ein System reduzierter 
Fehlergleichungen mit nur zwei Unbekannten.

Setzt man noch die dabei entstehenden Differenzen, 
nämlich:



»4 =  U i -
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usw., so gehen die Fehlergleiclmngen (25e) über in

(63)
vR

) d x  + 1 K 1)
=  2U d x  - f  23j d y  - f  2a

) d x  +  |( t » _ E ) ^  +  ly m
\ nr !

=  21 Bd x  -\- 23B dy  - f  2B

Das Absolutglied 2  der Gleichungen (63) unterscheidet 
sich dabei in keiner Weise von dem Absolutgliede l '  der 
Gleichungen (25 e), weil infolge der Orientierung des ge
messenen inneren Richtungsbüschels »  nach den vor
läufigen Richtungswinkeln v wird \l'\ =  0 , also auch

M  =  0 .
nr

Aus den Fehlergleichungen (63) erhält man jetzt 
zwei Normalgleichungen für die Berechnung der un
bekannten Koordinatenzuschläge, nämlich

I M  äx  +  [8t©] dy  +  [21S] =  0 
1 [208] dx  +  [2323] dy  +  [232] =  0 

und durch Reduktion
( , _  [232-1]

(65) j dy  [2323 • 1]
( p äy =  Py =  [*23 -1]

und, da die Zahl der nötigen Richtungen =  3 , die der 
überschüssigen also =  n r — 3 ist,

(66) M„ =  +1 /  [S S - 2 1
(»,■ — 3) [2323 - 1] '
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Wollen wir schließlich noch den Verdrehungs- 
zuschlag z  =  —(l(o berechnen, so liefert Gleichung (62)

(67) z  =  — dco =  —  d x  -f- —  ̂ d y  +  —  ,
nr nr nr

und da [V] =  0 ,

(67) * =  — dco =  — - dx  +  dy  ,

womit im Abriß noch die Probe sich ergibt, daß der bei
der Richtungsorientierung im endgültigen Neupunkt P  
auftretende Verdrehungswinkel sein muß

(59) Z  — <x> -\- z  — co — dco .
Umstellung der Koeffizienten der Normalgleichungen 

liefert auf gleiche Weise die zweite Unbekannte d x ,  ihr 
Gewicht Px und ihren mittleren Fehler Mx .

§ 24. Rechnerisches Ausgleichungsverfahren für ver
einigtes Vor- und Rückwärtseinschneiden.

Sind zur Bestimmung der Koordinaten xp und yp 
eines Neupunktes P  Winkel oder Richtungen sowohl in 
den Festpunkten A , B  . . . nach dem Neupunkt (äußere 
oder Vorwärtsrichtungen), als auch im Neupunkt nach 
den Festpunkten beobachtet (innere oder Rückwärts
richtungen), so kann man für die ersteren die Fehler
gleichungen des § 22, für die letzteren diejenigen des 
§ 23 g le ic h z e i t ig  zur Anwendung bringen.

Man hat also statt w„, wie im Falle des Vor-, oder 
n r , wie im Falle des Rückwärtseinschnittes, , jetzt 
(n„ - f  n,) Fehlergleichungen, wenn von den Festpunkten 
zum Neupunkt herein n„, vom Neupunkt zu den Fest
punkten hinaus n r Strahlen beobachtet wurden. Die 
Koeffizienten der Unbekannten in den Normalgleichungen
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setzen sich also ans {nv -f- Summanden zusammen. 
Wir erkennen ferner, daß die Richtungskoeffizienten a 
und a , bzw. b und f) der Fehlergleichungen nach Rich
tung und Größe einander gleich sind, wenn sie sich auf 
denselben Bestimmungsstrahl beziehen, d. h. wenn dieser 
zweiseitig, sowohl von außen nach innen, als von innen 
nach außen beobachtet wurde. Für den Strahl A P  
ist z. B.:

sin« A P  sinn PA „
«a =  ~  A P  =
, . cosnAP cosnPA „
^  = + - Z p - . » ' =  — ’

ebenso für den Strahl B P  bzw. P B  usw.
Nur die Gewichte p  der Absolutglieder lA, lB . .  ., 

I'a , Iji ■ ■ ■ bzw. 3 i , 2ß . . . verlangen jetzt, da 
g le ic h z e i t ig  innere und äußere Richtungen zur Be
stimmung der Unbekannten verwendet werden, noch eine 
vergleichende Untersuchung.

Als Gewicht p  einer ä u ß e re n  Richtung oder der 
Absolutglieder lA, lB . . .  haben wir in § 22 für den Fall 
des V o rw ä r ts e in s c h n i t te s  festgestellt:
a) im Falle der W inkelm essung: p t — 1 , 2 . . . nf-, 

wenn der Neustrahl durch 1 , 2 . . .  gemessene 
Winkel mit 1, 2 . . .  nj Feststrahlen verbunden ist,

b) im Falle der R ichtungsbeobachtung: p i—pß= —

wenn außer dem Neustrahl noch n,j Feststrahlen dem 
beobachteten Richtungsbüschel angehören.
Die G ew ichte^ der in n e re n  Winkel und Richtungen, 

oder der betreffenden Absolutglieder lt , l% . . . bzw. G , VB 
und Sa, 2B sind für den Fall des R ü c k w ä r ts e in 
s c h n i t te s  je unter sich gleich, also nicht weiter zu be- 

W e i t b r e c h t ,  A iisg le ichungsrechnung . 10
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rücksichtigen. Sollen sie aber mit ä u ß e re n  Richtungen 
in Verbindung gebracht werden, so müssen wir das Ver
hältnis der beiderseitigen Gewichte feststellen.

Dies ist bei vorhandener W inkelm essung sehr ein
fach, da bei gleich genauer Beobachtung jedem Winkel — 
gleichviel, ob ,sein Scheitel im Festpunkt: oder im Neu
punkt liegt —  Reiches Gewicht zukommt.

Etwas anders is t1,es bei der Richtungsbeobachtung.
Denken wir uns das innerö Jfichtungsbüschel mit dem 

Scheitel im endgültigen F(eu(ndfkt P  nach den benützten 
fehlerfreien Festpunkten B . . .  orientiert, so wird 
jede beobachtete, orientierte Richtung um einen gewissen 
Fehlerbetrag von ihrem wahrscheinlichen Wert, dem Rich
tungswinkel [n PA ] , [h  P B \ . . . abweichen, der sich wie 
bei der Ableitung S. 131 zusammensetzt aus dem Beob
achtungsfehler m a einer inneren Richtung und aus dem

771
Felder m z =  — = des Verdrehungswinkels Z  [s. Glei

c h
chung (59)]. Daher ist der mittlere Fehler einer orien
tierten inneren Richtung (im Falle der Beibehaltung 
dreier Unbekannten dco, d x , dy  gleich demjenigen des 
Absolutgliedes Z'() analog (S. 131):

und da m x für innere und äußere Richtungen gleich ist, 
analog Gleichung (56)

Wendet man das Verfahren der vorgängigen Elimi
nierung von dco an, so wird das Absolutglied statt l' :

[V\



% + 1

§24. Rechn. Ausgleichungsverf.f. Yor-u.Rückwärtseinschn. 147

und sein mittlerer Fehler

Damit wird 
(68 a)

l /  2 I m*

nf
U ,- +  1

Mit wachsendem nr konvergieren
n,.+  1

und
W  +  i  /

gegen 1. Da nun « , ^ 4 ,  wenn im Falle des Rückwärts
einschnittes überhaupt von Ausgleichung die Rede sein 
soll, so setzen amtliche YermessungsanWeisungen der 
Einfachheit halber

P i = P r = P ä = 1 .
Die Zahl der überschüssigen Richtungen zum Zwecke 

der Fehlerberechnung ergibt sich aus der Betrachtung, daß 
im Falle der Richtungsbeobachtung zur Berechnung der drei 
Unbekannten d x , dy  und % jedenfalls drei Bestimmungs
stücke nötig, also (nv -|- n r — 3) Stücke überschüssig sind.

Wir haben also bei v e re in ig te m  Y o r- und  R ück- 
w ä r ts e in s c h n e id e n :

A) Im Falle der W inkelbeobachtung

nv Gleichungen für
Fehlergleichungen 

VA — a A dx  4  t>A d y  - |-  lA
Gewicht p

n,/A
nv Zielungen VB ~  <ißdx-\- bB d y  -)- lB fßvorwärts

nr Gleichungen für —  31, d x  - f  33! d y  +  1, 1
nr Zielungen =  3 l2 d x  - j -  332 d y  - j -  Z2 1

rückwärts l : ;
Normalgleichungon 

(Lpaa] +  [3131]) dx  +  {[pah] +  [3133 })ihj+([pal] +  [3UJ)=0, 
([pah] -|-[31»l)da» +  ([p6ä] +  [33S8])^ +  (fp6ij-|_[S3q)= 0 -

10*
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Führt man für die Koeffizienten von dx  und dy  in 
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich
nungen ein, imd setzt z. B.

([p a a] -+- [9191]) =  [p a n] usw., 
so erhält man

^  ^ 1][pbb ■ 1 ] 
P „ = [ p b b .  1]

* = + | / 'M, [pll-  2]
[Pbb - 2 )

B) Im Falle der R ichtungsbeobachtung und:
1. der Beibehaltung der dritten Unbekannten dm  :

w„ Glei VA =
chungen für 

nv Zie
lungen VB =

vorwärts ;

nr Glei
’
V, =

chungen für 
nr Zie

A

lungen VB =
rückwärts •

F ehlergleichungeu

aAdx  +  bAdy +  lA 

aBdx +  bBdy +  lB

G ewicht p  der 
Beobachtung 

oder des Absolut-
gliedes

%

% + 1
%

% + 1

wr

«,. +  1 oder ge
n ä h er t 1

» ,  + 1 .

N orm algleichungen 

[p,] d<o+[pf a] dx +l P, -  U  d y + [ p r l1 = 0 ,

d ö )  +  ([p„a «] +  [/),. a a]) d x + { [ p v a b] + [pr a 6]) d y + { [ p üai \  + [pr a V]) = 

[p,.6] d m + ( [ p v al ]  +[>,. a'o]) d x + i [ p v bb] +  [/),. b b]) d y + ( [ p v b /] +  [p,- b PJ) =
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Führt man für die Koeffizienten der Unbekannten in 
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich
nungen ein und setzt:

[P,] =  [ p a a \ ,  [P,-o] =  [ P « 6 ] i  [P ,B ] = [ p a c ] ,
([P„a «] +  [Pr o o]) =  [P & &] , ([P„«*>] +  [P,- o 6]) =  [p b c]

USW.,
so hat man r . «i

dj/= [ P c f - 2]
[p c c ■ 2] ’ 

-Pv =  [P c c ■ 2J ,

M [p ll-  8]
[pcc- 2]■(», +  «, — 3)

Im Falle der Richtungsbeobachtung und:
2. der vorgängigen Eliminierung der Unbekannten dco :

Gewicht p der

FehlergleichuDgen

vx =  aA dx  bA dy  +  lA 

vB =  aBdx- \-bß dy +  tB

vA =  91., dx +  'S, dy-\- 2 ( 

r ii =  9(ijda!-|-S8/(rf2/ +  2 iJ

Beobachtung 
oder des Absolut

gliedes
n,Sk

* / i +  1 
%  

n/B + 1

nv Glei
chungen für 

nv Zie- ■ 
lungen 

vorwärts

nr Glei
chungen für 

nf Zie
lungen 

rückwärts
Norm algleichungen 

([P„ « "] +  [ Py 2191]) d x  - f  ([P„ “ &] +  1/V 21 ©]j dy +  l[p„ a I] +  [p,. 218]) =  0. 

([P„ «&] +  [P,- 21 SB]) dx  +  ü p ,  b 4] +  [p ,.» » ] )  d y  +  (Ipr b 1] +  [p , BSD =  0-

nr y  
v + 1  /»V

wr 
», +  1

oder ge
n äh ert 1
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Führt man für die Koeffizienten der Unbekannten in 
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich
nungen ein, setzt also

([P„ “ « 1 +  [P, St St]) =  [paa\ usw.,
so wird

[p 6 M ]
äy [pbb -\\ 1
Pv =  [p b b ■ 1 ] ,

± rM. [p ll-  21
[pbb ■ !]'(», +  — B] ‘

Z ahlenbeispiel.
Zur Bestimmung der rechtwinkligen Koordinaten des 

trigonometrischen Neupunktes 1 wurden auf ihm Richtungen 
nach benachbarten Dreieckspunkten und in letzteren solche 
nach dem Neupunkte beobachtet. Die Koordinaten der be
nutzten Dreieckspunkte sind bekannt und als fehlerfrei an
zunehmen.

Gemessen wurde:
Im Neupunkte 1 nach Killesberg 399° 99' 64"

Feuerbach 122°19'08"
Eychen 189° 23' 41"
Zuffenhausen 232° 97' 25"

In Sandäcker nach Eychen 355° 00' 62"
Feuerbach 399°97'65"
Neupunkt 1 4° 68' 37"
Killesberg 16° 781 41"

In Eychen nach Feuerbach 49° 14'48"
Neupunkt 1 399° 98' 99"
Killesberg 2° 37' 63"

In Killesberg nach Feuerbach 0° 03' 93"
Eychen 49° 27' 69"
Neupunkt 1 57° 66'26"
Stammheim 67“ 53'09"
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In Killesberg nach Kornwestheim 89° 81' 12"
Cannstatt 172° 27' 10"
Berg 191° 02' 75"
Falget 314° 31'56"
Weil im Dorf 392° 84'22"

Gegebene K oordinaten :
X y
+ 4*

Berg 30796,55 11731,96
Cannstatt 31781,93 12010,25
Eychen 32682,85 8101,42
Falget 31114,51 8061,89
Feuerbach 31962,93 7858,74
Killesberg 31690,30 8485,65
Kornwestheim 38572,02 10181,79
Sandäcker 31940,47 7360,85
Stammheim 36512,78 7999,98
Zuffenhausen 34691,00 9175,86
Weil im Dorf 32949,64 4372,99

Lösung: Für den Neupunkt 1 
Weise die Näherungskoordinaten:

Nx  =  +31909,96,
ermittelt worden.

Mittels der Formel:
yBtg n A B  =

Ny

VjL
B'

seien auf irgendwelche

=  +8428,22

Ay
Ax

seien ferner die in Spalte 4 von Formular 1 (Abriß) mit 
senkrechten Ziifern eingetragenen Richtungswinkel <p der 
Verbindungsstrecken zwischen den durch obige Koordinaten 
bestimmten Festpunkten berechnet. Damit erfolgt die Orien
tierung der in den Festpunkten beobachteten und in Spalte 3 
des Formulares 1 eingetragenen Richtungsbüschel a .

Der hierfür nötige Verdrehungswinkel u> ist in Spalte 5, 
die orientierten Richtungen ß (worunter auch diejenige des
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Neustrahles) sind in Spalte 6 und die hiernach sich ergebenden 
Beobachtungsverbesserungen v für die Feststrahlen in Spalte 7 
berechnet.

Die orientierten Richtungen ß werden jetzt aus Formu
lar 1 als „Richtungen vorwärts“, die im Neupunkte beobach
teten Richtungen « direkt aus dem Feldbuch als „Richtungen 
rückwärts“ in das Formular 2, Abteilung 1 , Spalte 3 über
tragen. Gleichzeitig erfolgt der Eintrag der in Formular 1 
zur Orientierung der Vorwärtsrichtungen benutzten Zahl von 
Feststrahlen n, in Spalte 5 und die Berechnung der Rieh- 

n,
tungsgewichte p  =  p— (den Richtungen rückwärts möge

n/  +  f
durchweg das Gewicht 1 zugeschrieben werden). Hieraus er
geben sich die Gewichtsfaktoren p  in Spalte 8 des Formulares 2 
(Abteilung 1).- Durch die Orientierung der Vorwärtsrichtungen 
(Verdrehung des ganzen Büschels der in den Festpunkten be
obachteten Richtungen um den Winkel o>) in Formular 1 ist 
an deren gegenseitiger Lage, also an ihrer Eigenschaft als 
Beobachtungswerte, materiell nichts geändert. Mit ihnen 
werden nun die aus den Näherungskoordinaten für den Neu
punkt abgeleiteten Richtungswinkel v =  ( f f4 P ) , (2VBP)... 
(s. Spalte 4 der Abteilung 1 von Formular 2) verglichen, 
wobei sich in Spalte 6 die Absolutglieder l der Fehler
gleichungen für die Vorwärtsrichtungen ergeben.

Auch die Rückwärtsrichtungen a sollten, und zwar 
zunächst nach den v o rläu figen  Richtungswinkeln»' (s. Spalte 4 
von Formular 2), vorläufig orientiert werden:

a 0 =  a - j -  w ,

wodurch sich dann die Absolutglieder V ergeben würden aus: 
V =  v — tx0 =  (v — ix) — a> .

Die letztere Gleichung zeigt aber, daß zur Bildung dieser 
Absolutglieder die Durchführung der vorläufigen Orientierung 
entbehrlich ist: wir finden sie kürzer als Überschuß der 
Einzelwerte (v — a) für den Verdrehungswinkel über dessen 
Mittelwert co .

Gleichzeitig mit der Berechnung der Richtungswinkel <p 
der Verbindungsstrecken vom v o rläu figen  Punkte 1 nach
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den zu seiner endgültigen Bestimmung zu benützenden Fest
punkten oder umgekehrt mögen die Strecken selbst

A y  A xs =  — = ------ -sin cp cos <p
und die Richtungskoeffizienten

sin® ,  cos®a =  p ,  B =  —ss ’ s
(qp vom Neupunkt zum Festpunkt) logarithmisch oder mittels 
eines speziellen Hilfsmittels (Tabelle, Rechenschieber, Dia
gramm) gewonnen worden sein. Letztere werden in Spalte 7 
des Formulares 2 eingetragen.

Zur Erzielung bequemer Rechnung sind möglichst gleiche 
Zahlenwerte für die Absolutglieder l bzw. V und für die Rich
tungskoeffizienten a und 6 (Koeffizienten der Fehlergleichungen) 
erwünscht. Dies wird erreicht durch Wahl solcher Maßein
heiten, welche der normalen Beobachtungsgenauigkeit und der 
mittleren Strahlenlänge angepaßt sind. Im vorliegenden Bei
spiele wird als Winkeleinheit (für l , V, g) die Dekasekunde, 
als Streckeneinheit (für d x , d y , s) das Dezimeter gewählt.

Nun bilden wir in den Spalten 9—11 des Formulares 2, Ab
teilung 1 durch Multiplikation der Koeffizienten a und 6 und der 
Absolutglieder l je mit Ypß die Koeffizienten a]!pß, b^Pß, li~Pß 
der Fehlergleichungen für die Vorwärtsrichtungen, durch Sub-

[o,.]  [6,.]
traktion der Durchschnittswerte d0 = ----  und 60 =  —  für

a und B von diesen Richtungskoeffizienten und Multiplikation 
mit }p¿ diejenigen für die Rückwärtsrichtungen

(2t =  (a — a„) l/pj; 33 =  (6 -  60)tfv ; Ü =  l ' fp ,) .
Für letztere besteht die Probe:

[2t] = 0, [93] =  0 , [8] =  0.
Schließlich erfolgt die Bildung der Summenglieder 

s Vpp— a YPp +  B Ypß + 1 ipß 
für die V orw ärts-, bzw.

=  2Í +  23 +  8
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für die Rückwärtsrichtungen, wobei die Rechenprobe sich 
ergibt:

^  ^  f f ß\ .21 + + l\Pß
ü

(Durch Benutzung dekadischer Ergänzungen wird die Sum
mierung hier, wie auch später in Abteilung 2 des Formulares 2, 
erheblich bequemer.)

Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen 
erfolgt in Abteilung 2 des Formulares 2. Zur Ausrechnung 
der einzelnen, hernach zu addierenden Quadrate und Pro
dukte werden Logarithmen-, Quadrat- und Produktentafeln, 
Rechenmaschinen, oder — bei ungefähr gleich- und nicht allzu 
großen Koeffizienten — Rechenschieber benutzt. Die in Ab
teilung 2 gebildeten Koeffizienten der Normalgleichungen 
werden nach Abteilung 3 des Formulares 2 übertragen, wo 
die Reduktion der Gleichungen unter Beachtung der Rechen
proben entsprechend dem Vordrucke und den früheren Ab
leitungen erfolgt. Abteilung 4 ist für die Berechnung der 
mittleren Fehler der Beobachtungswerte und der Unbekannten 
bestimmt.

Eine durchgreifende Rechenprobe erzielt man in Formu
lar 1 nach Gewinnung der endgültigen Koordinaten des Neu
punktes durch Aufstellung des „Abrisses“ auch für ihn. Die 
Richtungswinkel <p von ihm nach den benutzten Festpunkten 
oder umgekehrt mögen nach den in der Einleitung hierfür 
angegebenen Formeln berechnet, und nach Spalte 3 des Ab
risses sowohl zu den Festpunkten, als zum Neupunkt über
tragen sein (vgl. schräge Ziffern). Das auf letzterem be
obachtete Richtungsbüschel « wird, wie bisher, zum Zwecke
der Orientierung um den Winkel w =  —----— verdreht,

nr
wobei die orientierten Richtungswerte ß erscheinen. Dann 
muß dieser endgü ltig e  Verdrehungswinkel co von dem 
in Spalte 5 der Abteilung 1 vom Formular 2 benutzten vor
läu figen  um den Betrag

Z =  n “ dx  +  ^ -  dy =  a0d x  +  60 dy
abweichen:

r +  £ .



Bildet man schließlich die Differenzen v =  <p — ß , und 
multipliziert jede Verbesserung v mit dem zugehörigen Vp , 
so muß sein

[pvv] =  [p l l  ■ 2] .
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III. Abschnitt.

Bedingte Beobachtungen.

§ 25. Erklärung. Aufstellung der Bedingungs-

Wir haben bisher vorausgesetzt, daß die Beobachtungs
größen an sich voneinander unabhängig sind, bzw. nur 
insoweit Zusammenhängen, als sie zur Ermittelung anderer 
Größen gemeinsam beitragen.

Nun gibt es aber eine Reihe von Aufgaben, in denen 
die mehrfach beobachteten Größen einer Anzahl (ß) 
voneinander unabhängiger, streng zu erfüllender mathe
matischer Bedingungen genügen müssen, „ b e d in g te , 
d ir e k te  B e o b a c h tu n g e n “.

Sind z. B. die drei Winkel « , ß , y eines Dreiecks je 
mehrfach gemessen, so müssen sie (unbeschadet der Berech-
nung jedes einzelnen von ihnen nach der Formel L

Die (etwa durch Einwägung ermittelten) Höhenunter
schiede A h der Endpunkte der Seiten eines geschlossenen 
Polygons müssen (abgesehen von der Mittelbildung im Falle 
mehrfacher Bestimmung jedes einzelnen Ah) der Bedingung 
genügen [A h] =  0 .

Ebenso müssen die Seiten s und die Brechungswinkel ß 
eines geschlossenen Polygons, gleichgültig, ob sie je aus mehr

;leiehungen.

der Bedingung genügen:
« —(— /? —(- y =  2 -B — sphär. Exz.
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facher Beobachtung gemittelt sind oder nicht, den drei Be
dingungen genügen:

[ ß ] = ( 2 n  — 4) • R  bzw. c ■ 2 R  
[A x] =  [s • cos <p\ =  0 
[Ay] =  [s ■ sin<p] =  0 ,

wo (p die aus den Brechungswinkeln ß abzuleitenden Rich
tungswinkel jeder Polygonseite in bezug auf ein beliebiges 
Koordinatensystem darstellen.

Die erste, wichtigste und häufig schwierigste Auf
gabe der Ausgleichung ist im vorliegenden Falle die 
nach Z ah l und F o rm  richtige A u fs te l lu n g  d e r  B e 
d in g u n g sg le ic h u n g e n .

Bedingungsgleichungen zwischen den Beobachtungs
werten mehrerer Größen können auftreteD, wenn zwischen 
diesen Größen ein mathematischer Zusammenhang infolge 
ihrer Zugehörigkeit zu einem abgeschlossenen Gebilde 
besteht. Is t die Zahl der beobachteten, nur durch jenen ma
thematischen Zusammenhang miteinander in Verbindung 
stehenden, sonst aber voneinander unabhängigen Größen 
gleich der Zahl der zur individuellen Existenz jenes Ge
bildes nötigen Bestimmungsstücke, so ist keine Über
bestimmung vorhanden, also tritt auch keine Bedingungs
gleichung auf. Jede weiter hinzutretende Beobachtungs
größe, welche in jenen mathematischen Zusammenhang 
eingeschlossen ist, liefert eine weitere Bedingungs
gleichung.

Die Aufgabe der Ausgleichung bedingter Beobach
tungen tritt m der geodätischen Praxis am häufigsten 
auf bei der E in s c h a l tu n g  von N iv e lle m e n ts -  u n d  
D re ie c k sn e tz e n .

Suchen wir daher als Beispiel die an einigen Dreiecks
netzen auftretenden Bedingungsgleichungen auf.

Im Falle ausgeführter Winkelbeobachtungen haben wir 
dreierlei Gruppen solcher Gleichungen, nämlich:



1. P unk tg le ichungen . Die Summe der in ununter
brochener Folge um einen Punkt herumliegenden Winkel soll 
4 B  betragen. Zur gegenseitigen Festlegung von s Strahlen 
braucht man

w =  (s —- 1)

unabhängige Winkel.
Jeder weiter ge

messene liefert eine 
Punktgleichung.

2. W inkelsum - 
m en g le ich u n g en .
Die Summe der drei 
Dreieckswinkel soll 
betragen:

2 Ä - f  Exzeß.

Jedes Dreieck, in welchem drei, jedes Viereck, in welchem vier 
usw. Winkel gemessen sind, liefert eine Winkelsummen
gleichung.

3. S e iteng le ichungen . Reiht sich Dreieck an Dreieck 
so an, daß man von einer gegebenen Dreiecksseite ausgehend 
die anderen nur in bestimmter Reihenfolge auf bestimmtem 
Weg ableiten kann, „D re ieck sk ette“ (s. Fig. 11), so können

in 2 Dreiecken 1 Seite und 6 Winkel =  7 Stücke 
„ 3  „ 1 „ „ 9  „ =  10 Stücke
„ 4  „ 1 „ „ 1 2  „ usw.

bekannt sein, mittels welcher die gegenseitige Lage von 
4 , 5 , 6 ... Punkten bestimmt ist.

Notwendig zu dieser Bestimmung sind bei p  Punkten all
gemein (2 p  — 3) voneinander unabhängiger Stücke (worunter 
sich etwa befinden können 1 Seite und 2 p — 4 Winkel), also
bei 4 Punkt, od. 2 Dreieck. 5 unabhäng. Bestimmungsstücke,
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Also sind unter obiger Voraussetzung 
im Falle der aus 2 Dreiecken bestehenden Kette 2 Stücke

F ig . 12. F

überschüssig, welche 2 , B, 4 ... Winkelsummengleichungen 
(für jedes Dreieck eine) liefern. Für Seitengleichungen bleibt 
in diesem Falle kein Baum.

Sind diagonale Strahlen beobachtet (s. Fig. 13), oder die 
Dreiecke so gruppiert, daß man zur Berechnung der Länge

irgend einer ihrer Seiten von 
einer bekannten Seite ausge
hend verschiedenerlei Winkel 
und Dreiecke wählen kann, 
„ ü re ie c k sn e tz e “ (s. Fig. 12 

, n  u. 14), so gewährleistet die 
Erfüllung der Punkt- und Win
kelsummengleichungen noch 

nicht eine geschlossene Figur. 
Denn keine Methode der Win
kelausgleichung wird uns die 
w ahren Werte der gemessenen 

Winkel <% verschaffen, auch die ausgeglichenen Werte sind 
noch mit Fehlern behaftet. Demgemäß werden sich für 

irgend eine der Strecken verschie
dene Längen ergeben, wenn wir 
sie, unter Benutzung der, wenn 
auch nach Punkt- und Winkelsum
mengleichungen verbesserten Win
kel, je aus anderen Dreiecken 
berechnen.

Im ganzen sind (wie oben 
angegeben) zur Bestimmung der 
gegenseitigen Lage von p  Punkten 
2 p  — 3 unabhängige Stücke nötig. 
Sind eine Dreiecksseite und [*»] 

Winkel bekannt, so ist demnach die Zahl der überschüssigen 
Beobachtungen :
(69) / ? := > ] - 2 p +  4 .



Dies ist gleichzeitig die Zahl der aufzustellenden Bedingungs
gleichungen.

In Fig. 13 der gegenseitigen Festlegung, von vier Punkten 
sind 2 p  — 3 =  5 unabhängige Bestimmungsstücke nötig. Sind 
acht Winkel gemessen und eine Seite bekannt, so sind also 
9 — 5 =  4 Stücke übrig: wir müssen ß — 4 unabhängige Be- 
dingungsgleichungen aufstellen. Durch die drei unabhängigen 
W inkelsummengleichungen

(a) <*! -f- <x3 -f- <xa =  2 -R
(b) «l +  a3 =  a 6 - f  «7
(c) a 4 - f  a 6 =  txt  +  a 8

sind alle in der Figur möglichen Winkelsummengleichungen 
mit ausgedrückt. Als vierte Bedingung brauchen wir noch eine
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Seiteng le ichung , welche den linearen Schluß der Figur 
gewährleistet. Wir erhalten sie, wenn wir, von irgend einer 
ITmfangsseite a (gleichgültig, ob ihre Länge bekannt ist oder 
nicht) ausgehend, die Umfangsseiten des Vierecks der Reihe 
nach eine aus der anderen ableiten, bis wir wieder zu a ge
langen. Dann hebt sich a weg und wir erhalten:

B C E

F ig . 14. t j

(d)
sm a 3 sina2 sma7 sinaB 
sin£V8 sin a6 smat sinaj
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In Fig. 12 haben wir neben einer Punkt- und sechs Winkel- 
summengleichungen die auf gleiche Weise erhaltene Seiten
gleichung:

sin a, sin a.2 sin « 3 sin a 4 sina6 sin a 6 _
sinj», s i n s in  y., siny4 siny6 sin/,, 

usw.

Da wir eine Seitengleichung im Falle der Dreiecks k e tte  
nicht nötig hatten, dagegen eine solche (und eine weitere 
Winkelsummengleichung) bekommen, sobald wir in die Kette 
noch irgend einen zweiseitig beobachteten diagonalen Strahl 
einschalten (Fig. 13) oder die erstere durch Rückkehr auf 
die Ausgangsbasis zum N etz ausgestalten (Fig. 12), so 
erkennen wir: Ist nur eine Dreiecksseite bekannt, so ist 
die Zahl der S e iteng le ichungen  gleich der Zahl der 
Dreiecksseiten, welche gestrichen werden müssen, um aus dem 
Dreiecksnetz eine Kette zu machen, die Zahl der W inkel
sum m engleichungen ist im Falle bloß zweiseitig beobach
teter Strahlen gleich der Zahl von Dreiecken der durch
Strahlenausschaltung erzielten Kette -j- der Zahl der gestriche
nen Seiten. (Ist ein Punkt im Netz durch reinen Vorwärts
oder Rückwärtseinschnitt festgelegt, so liefert seine Existenz 
und diejenige seiner Bestimmungsstrahlen keine Winkel
summengleichung, beide bleiben für die Feststellung der Zahl 
der Bedingungsgleichungen außer Betracht.) Für jeden bloß 
e in se itig  beobachteten Strahl kommt aus der nach Vorigem 
festgestellten Zahl von Winkelsummengleichungen eine in 
Fortfall. Die übrigen Bedingungsgleichungen bis zur Gesamt
zahl von ß =  [w\ —- 2p  -j- 4 sind P unk tg le ichungen .

In Fig. 14 sind in 10 Dreiecken 30 Winkel gemessen, 
1 Seite muß mindestens bekannt sein, gibt zusammen 31 be
kannte Stücke. Nötig sind für die gegenseitige Festlegung
der 10 Punkte: 2p  — 3 =  17 unabhängige Stücke. Also haben
wir im ganzen 31 — 17 =  14 Bedingungsgleichungen, und 
zwar 2 Punktgleichungen (bei D  und F), 10 Winkelsummen
gleichungen und 2 Seitengleichungen. (Zum Zwecke der Zu
rückführung auf die Kette seien z. B. die Seiten A K  und K J  
gestrichen).

Man kann die Zahl der Bedingungsgleichungen statt in 
der Zahl der gemessenen Winkel auch in der Zahl der 
beobachteten Strahlen ausdrücken. Sind in einem Punkte w



unabhängige Winkel gemessen, so ersetzen sie w -)- 1 Rich
tungen. Folglich ersetzen [w\ in p  Punkten gemessene 
unabhängige Winkel [w] -j- p  Richtungen. Setzen wir 
jeden Strahl als zweiseitig beobachtet voraus, so haben 
wir also mit [io] in p  Punkten gemessenen unabhängigen 

\w] -i- pWinkeln: s = — —  je zweiseitig beobachtete Strahlen.
Ai

Daraus erkennen wir: Sind s je  zw e ise itig  beobachtete 
S trah len  im D re iecksne tz  vorhanden, so is t — eine 
einzige D re iecksse ite  als bekann t v o rau sg ese tz t — 
die Zahl der B ed ingungsgleichungen  im ganzen
(70) ß =  [w] — 2p +  4 =  2s — 3j> +  4 ■

Daraus ergibt sich folgende
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Z usam m enstellung  der obigen Untersuchungen.
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W in k e l s u m m e n -  
g l e i c h u n g e n

3 i 3 s— 3 = 0

t—HIIT-H+o

4 2 5 s— 5 ( s -5 )  +  2 = s —3
5 3 7 s —7 (s—7) +  3 = s —4

P ,,__9P — " 2 i> — 3 s — (2p — 3) { s — {2p— 3)}+ p— 2
==8—p + \

Sind von den s Strahlen s' nur e in se itig  beobachtet, so 
tritt an Stelle von s in obiger Gleichung die Differenz s — s', 
also Z ahl der W inkelsum m engleichungen
(71) (s — s’) — p  +  1 .

Treten R ich tungs- an Stelle der bisher vorausgesetzten 
Winkelbeobachtungen, so fallen die Punktgleichungen weg.

Die Zahl der zur Festlegung unserer p Dreieckspunkte 
je zweiseitig beobachteten Strahlen sei wieder s ,

W e i t b r e c h t ,  A usg le ich u n g srech n u n g . 11



d. Gesamtzahl d. Bedingungsgleichungen also /? = 2 s— 3p +  4, 
die Zahl der Winkelsummengleichungen ist s— p  -f- 1, 
folglich die Zahl der Seitengleichungen s — 2p +  3 .
Sind unter den s Strahlen s' nur einseitig beobachtete (etwaige 
reine Vor- oder Rückwärtseinschnitte bleiben für die Zählung 
der Punkte und der Richtungen außer Betracht), so wird
die Zahl der Winkelsummengleichungen =  (s — s') — p  -f-1 
die Zahl der Seitengleichungen = s  — 2 p +  3
d. Gesamtz. d. Bedingungsgleichungen ß =  2s  — s'— 3 p + 4 .

Sind mehr als 2 Festpunkte durch ihre Koordinaten 
gegeben, so liefert der Anschlußzwang weitereBedingungen. 
So sind in Fig. 15 in 6 Dreiecken 18 Winkel gemessen

162 Bedingte Beobachtungen.

und überdies durch die 4 Festpunkte A ,  B ,  Q und II  
5 unabhängige Stücke unabänderlich bekannt. Nötig sind 
für die Bestimmung der gegenseitigen Lage der 8 Punkte 
13 unabhängige Stücke, also brauchen wir für die Aus
gleichung 18 +  5 — 13 =  10 Bedingungsgleichungen. 
Hierunter sind 6 Winkelsummen- und 4 weitere Glei
chungen, welche die Festhaltung der als fehlerfrei vor
ausgesetzten Bestimmungselemente für die gegenseitige 
Lage der 4 Festpunkte verbürgen. Yon den letzteren sichern 
zwei das fehlerfrei gegebene Verhältnis der Streckenlängen 
A B  und GH , AG und BH, zwei deren gegebene Divergenz.
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§ 26. Ausgleichung bedingter, direkter, durch Zurück
führung auf vermittelnde Beobachtungen.

Das Verfahren möge an einem Beispiele gezeigt 
werden:

Die Beobachtung der drei Winkel eines Dreieckes habe 
die gleich genauen Werte ergeben:

Z, an Stelle von «
2̂ 11 11 11 ß

K n ii ii y *
Die Bedingungsgleichung 

(72a) « +  ß +  y =  2 S  +  Exz.
wird durch die Beobachtungswerte l nicht scharf erfüllt sein. 
Vielmehr wird ein Widerspruch w sich einstellen, über dessen 
Vorzeichen wir dem allgemeinen Gebrauche folgend verfügen
wollen: „ ,,w =  Ist — Soll.
Wir erhalten dann:
(72b) k +  ZS +  h — (2R +  E) =  v> .

Wir müssen nun jedem der Beobachtungswerte l für die
Unbekannten a , ß und y eine Verbesserung v zuschlagen, so 
daß die Bedingungsgleichung (72a) durch die verbesserten Be
obachtungswerte erfüllt ist:
(72c) f t  + 1\) +  f t  +  v2) +  f t  +  vt) =  2 R  +  E  
und wobei sich aus (72c) und (72b) ergibt:
(72 d) *>, +  »s +  «s +  w =  0 .
Dabei müssen diese Verbesserungszuschläge v noch der all
gemeinen Ausgleichungsbedingung entsprechen:

für gleich genaue Beobachtung: [vv] =  Min.
für verschieden „ „ [pvv] =  Min.

Die bisherigen Untersuchungen haben uns mm noch 
nicht gelehrt, auf welche Weise wir außer der letzteren 
und Hauptbedingung noch die Nebenbedingung (72 a) 
bzw. (72d) berücksichtigen können. Am liebsten werden 
wir daher diese w e g sc h a ffen , indem wir mit ihrer

11*
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Hilfe eine der Unbekannten (etwa y =  +  v3) in den
beiden anderen ausdrücken.

Wir erhalten dann (unter Weglassung des sphärischen 
Exzesses)

« =  -j- «i
ß =  h +  v2
y =  l3 -j- v3 =  2 R  — (a -)- ß) =  2 R  — -)- l2 +  vt) •

Führen wir, wie bisher, für die Unbekannten « und ß Nähe
rungswerte ein und bestimmen die ihnen noch zuzufügenden 
Zuschläge x  und y  als neue Unbekannte, erklären wir endlich 
die Beobachtungswerte /, und 1% selbst als solche Näherungs
werte, womit

a =  ll -(-*
. ß =  h +  y

y =  2 B — (a +  /?) , 
so erhalten wir die Fehlergleichungen 
»j = «  — =  x
v2 =  ß — ls =
v3 — y — ls =  2 R  — (¿i -j- -f- h  +  Vt) —'h

— 2 R  — (Ji ~j- 12 -(“ lg) — x
deren Absolutglieder 0 , 0 , — w durch Abzug der festen 
und als solche fehlerfreien Näherungswerte an Stelle von 

, ls getreten sind und mit ihnen gleiches Gewicht haben. 
Aus den Koeffizienten und Absolutgliedern dieser Fehler
gleichungen erhalten wir wie bisher diejenigen der Normal
gleichungen:

Koeffizient 
der F eh ler
gleichungen

Probe
Koeffizienten der N orm al

gleichungen
Probe

a b l S aa a b a l bb bl 11 s s
1. + 1 0 0 + 1 + 1 0 0 0 0 0 + 1
2 . 0 + 1 0 + 1 0 0 0 + 1 0 0 + 1
3. — 1 — 1 —  IV —  w — 2 + 1 + 1 -\-w + 1 4 -w - \ - i c 2 (m 2- j - 4 «e +  4)

[] 0 0 —  IV —  w  1+ 2 + 1 -\-w + 2 +  w - f - tu 2 tt>a-j-4 to - |-6

y

— y — w ,
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womit letztere lauten:
2 x  -f- y -|- w =  0 

x  -\- 2 y -\- w — 0 
oder in abgekürzter Form samt den Koeffizientenproben:

(in Übereinstimmung mit

-f-2 -(-1 -\-w 3-\-w
• + 2 -\-w 3 -f- w
• w2 w2-]~2w

w2 +  4 w -(- 6
der direkten Rechnung).

Die früher gezeigte, gewöhnliche Reduktion liefert 
— w
~Y~

y =  j - ,
2

womit A , w
ß = h ~ g ,

wie vorauszusehen war.
Das Gewicht des ausgeglichenen Winkels ß ist!

P  =  P  =  — u ß 2 ’
der mittlere Fehler des Beobachtungswertes eines Winkels

  1  / z

/  [i / - 2]   , 1/  _3__
1 ’

woraus wir erhalten: den mittleren Fehler des ausgeglichenen 
WlTllcPlsvvmüeib m w

" =  tf =  7 ?  =  ± T ^ '

+ ] /

y 2
Ist die Zahl der Unbekannten wie bisher = ^ ,  die Zahl 

der zwischen ihnen bestehenden, streng zu erfüllenden Be
dingungsgleichungen =  ß  (wobei natürlich /?< > « ), so 
können wir mittels der letzteren, wie vorstehend für 
e ine  Bedingungsgleichung gezeigt, immer ß  der Un
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bekannten in den übrigen ausdrücken und damit diese 
ß  Unbekannte samt den Bedingungsgleichungen weg
schaffen. Die allgemeine Ausgleichungsbedingung 
[» »] =  Min, oder [p v v\ =  Min. liefert dann die Normal- 
gleichungen zur Bestimmung der x  — ß  übrigen Un
bekannten, ihrer Gewichte und mittleren Fehler für das 
Verfahren nach v e rm it te ln d e n  Beobachtungen.

§ 27. Ausgleichung bedingter, direkter, gleich genauer 
Beobachtungen mittels Korrelaten.

Die Wegschaffung der ß  Bedingungsgleichungen durch 
Eliminierung einer gleich großen Zahl von den x  Un
bekannten ist theoretisch zwar immer möglich, führt 
aber häufig zu schwerfälligen Koeffizienten der Fehler
gleichungen. Bequemer ist es in vielen Fällen, sämt
lich^ '«  Ünbekannte beizubehalten, sie aber in ß  neuen 
Unbekannten £ auStuulrücken, über die wir hernach ver
fügen. Durch sie, flisQ,Korrelaten“, vermehren wir aller
dings die Zahl der Unbekh^fiten auf (« +  ß ) , während 
wir sie nach dem y^fcfahren des § 26 auf (« — ß) 
herabdrückten. Gelingt es uns aber, die Beziehungen 
zwischen den ß  neuen und den y. eigentlichen Un
bekannten einfach genug zu gestalten, so wird eine 
Kechenvereinfacliung gegenüber dem Verfahren des § 26

7t
eintreten können, sobald /? s i  « — ß , d. h. .

Um jene Beziehungen zwischen den « ursprünglichen und 
den ß  neuen Unbekannten (Korrelaten) einfach zu gestalten, 
sorgen wir zunächst dafür, daß die ß  durch die Werte der 
Unbekannten streng zu erfüllenden B e d in g u n g s g le i
c h u n g e n  l in e a r e  F o rm  annehmen. Zu diesem Zwecke 
führen wir die Beobachtungs- als Näherungswerte für die 
Unbekannten X  . . . e in , und betrachten die ihnen zu
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zufügenden Verbesserungen v als eigentliche Unbekannte 
x ,y . . . , s o ä a & X = l1+ v i =  l i + x ,  Y = l 2+ v 2 =  l2+ y usw. 
Mit diesem Kunstgriffe erzielen wir nebenbei noch eine 
erhebliche Bechenvereinfachung.

Die ursprünglichen, durch die gesuchten endgültigen 
Werte X ,  Y . .  . der Beobachtungsgrößen zu erfüllenden 
ß Bedingungsgleichungen:

| Y  . . . )  — 0
(73a) |  3 i - ( Z ,  F . . . )  =  0

-<—* U nbekannte—>- 

sind voraussiclitlich durch die Beobachtungswerte Zj, Z2 . . .  
nicht scharf erfüllt. Letztere liefern vielmehr die Glei
chungen: j Fl (l1 , l2 • • •) =  w 1
(73b) I ^ ( ^ , 4  . . . )  =  «>»

wobei die Werte w  die Einflüsse der Beobachtungsfehler 
auf die Bedingungsgleichungen darstellen.

Die zur Wegschaffung der Widersprüche w  den Be
obachtungswerten l zuzufügenden Verbesserungen» sind 
gegenüber den Beobachtungswerten selbst jedenfalls so 
klein, daß wir höhere Potenzen von ihnen vernachlässigen 
dürfen. Dann liefert die T a y lo r  sehe Reihe an Stelle 
der Bedingungsgleichungen (a) die Gleichungen

F ^ X ,  Y . . .) == Fx&  +  v , , l2 +  v2 . . .)
BF, BF,

F2(X ,  Y . . . )  =  F2(lt -\-vx , l 2 + v 2 . . . )
BF« , BFS ,=  iö2(Zi, . . . )  - f  » i _  - f  »2 —  -f

(73 c)
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Durch Subtraktion (c) — (b) erhalten wir
dFl . ÖF; .

v' ^  +  v' d L + -1 61,
dF. Ö.F,

■ -)- j«, =  0

■ +  wä =  0

und mittels der schon früher benutzten Substitutionen

(25 d)

dF, ÖF,
~eTi ~ a^  J i ,  - a* ■

^ - b  e- ^ - b— 01 ’ — 0 2 • '<9/„

ÖF1 
ölK 

ÖF\ 
oL

—m;.
die reduzierten Bedingungsgleichungen:

a2 v2 H -j- w x =  0 oder | a v] =
» V i + M H  b wi — 0 „ \b v] — — w2

-<—* U nbekannte v—>- 

Da x  >  ß , reichen diese reduzierten Bedingungs
gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der unbekannten 
Zuschläge v nicht aus. Letztere müssen noch der all
gemeinen Ausgleichungsbedingung genügen: \vv\ =  Min.

Für den jetzt vorliegenden Fall, in welchem die x ge
suchten Verbesserungsgrößen v außer der gewöhnlichen Mi
nimumsbedingung noch ß Nebenbed ingungen genügen müssen, 
haben wir bekanntlich allgemein folgenden Weg der Lösung: 
Soll irgend eine Funktion <p ( X , Y ,  Z  . . .) zum Minimum 
werden, während die Veränderlichen X , Y. Z . . .  noch ß 
Bedingungen von der Form

f ; ( x ,  r ,  z . . . )  =  o  
Ft {X, Y, Z . .  ,) — 0
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streng erfüllen müssen, so bilden wir an Stelle der Funktion <p 
eine andere, welche die erste samt den ß Bedingungsgleichungen 
enthält. Werte für X , Y . Z . welche dieser neuen Funktion 
genügen, erfüllen auch die Bedingungen F .  Eine solche Funk
tion ist z. B.

VI(X,  r ,  2 . . . )  =  <P(X, y , z . . . ) + e l Fl (x, y , z ...)
+  Ö2^s(A, Y , Z . . . ) - =  Min.

wobei , Qi. . .  Koeffizienten sind, über die wir nach Bedarf 
verfügen.

Wegen der Minimumsbedingung setzen wir 
6<Pi _ n d(Pi — n 6<Pl n
e x  1 6Y  ’  ez

und erhalten damit ebenso viele Gleichungen, als Unbekannte 
vorhanden sind; nämlich x . Wir besitzen also jetzt ein
schließlich der ß Nebenbedingungen (x -f- ß) Gleichungen für 
die x ß Unbekannten X.  F , Z  . . .  ol . o2 . . .

Multiplizieren wir im vorliegenden Falle die ß  Be
dingungsgleichungen (73 d) der Reihe nach mit 

e, = — 2 *!
Qi 2  k,2

so erhalten wir
| — 2 a1k1v1 — 2 a2 k1v2 — • • • — 2 k1w1 =  0

(73 e) |  — 2 b 1k2v1 — 2 b2 k.2v, — • • • — 2 k2 w, =  0

Zu ihrer Summe addieren wir die zum Minimum zu
machende Funktion

?>(,) =  [»«] =  +  —  
und ordnen nach v , womit wir erhalten:

, v 2. . .vx) =  vl — 2 +  \ k 2 +  cßig-- ------)
-j- v\ — 2 v2 (a2 kl b2 k2 c2 k3 • •) 

— 2 (¿j w x -f- k2 w2 +  • • •) =  Min.
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Partielle Ableitung von <pt nach den x  Unbekannten 
vi  , v2 . . . liefert die ,,x K o r re la te n g le ic h u n g e n “ :

dm ,

=  2  v1 2 (a, -f- \  k2 +  cx k3 -f- • • •) =  0
(75)

dvl

6 <Pi —• 2 «2 — 2 (a2 -)- b.2 k2 +  c2 k3 +  • • •) =  0

oder vereinfacht:

( v1 =  av kx +  bx k2 -f- kg -f- • • • ^ 
(75) < =  «2 ^  - f  -)- C, ig -)- • • •

- ß  K orrela ten  £ -

Damit haben wir die x  unbekannten Zuschläge v in 
den ß  zunächst ebenfalls noch unbekannten Korrelaten k 
ausgedrückt. Um letztere selbst zu finden, setzen wir 
die Verbesserungen v aus (75) in die ß  reduzierten Be
dingungsgleichungen (73d) ein.

Durch Zusammenziehen erhalten wir dann ß  N o r
m a lg le ic h u n g e n  zur Berechnung der ß  Korrelaten k:

|
[a a] /cj -j- [a h\ Ic2 -)- [a c] kg -f- • • • -f- =  0 A
[a b] kx - f  [5 5] k2 - f  [5 c] k3 -)- . . .  -)- w2 =  0 3

; : i
-< ß  U nbekannte k ----------------- >-

Zur Ermittelung der Korrelaten k werden wir jetzt 
dasselbe Reduktionsverfahren und dieselben Rechenproben 
verwenden, wie bei der Ausgleichung vermittelnder Be
obachtungen. Zur Erlangung der Unbekannten v , bzw. 
X ,  Y . . .  setzen w ir schließlich die berechneten Werte 
der Korrelaten in die Korrelatengleichungen (7 5 ) ein.
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Hieraus ergibt sich allgemein folgender W eg d e r
A u sg le ic h u n g  b e d in g te r , d i r e k te r ,  g le ic h  g e 
n a u e r  B e o b a c h tu n g e n  mittels Korrelaten:
1. Aufstellung der ß  Bedingungsgleichungen zwischen 

den y. Beobachtungsgrößen X , Y . . . in der Form
(73a) Ft ( X ,  r . . . )  =  0 .

2. Berechnung der Werte w,  welche die rechte Seite dieser 
Bedingungsgleichungen annimmt bei Einsetzung der 
beobachteten Werte l an Stelle der gesuchten X , Y . . .

(73b) F, (l,, l2 . . .)  =  w, .

3. Berechnung der x  Koeffizienten a , b . . . aus jeder der 
ß  Bedingungsgleichungen F

(25 d)

8 F\ 6 F j 8 F. BF,
61, ’

ö o = ^ — .
dl3

* Ixr0iiX

, s f 2 , BF, h 8 F * 8 F 2
1 _ 61, ’ 2~  Bl, ’ 3 81, ' dlH

und Anschrieb der /JreduziertenBedingungsgleichungen

|
[a v] =  a,!), +  «2 v2 +  ' • • — — wi
[¿> v j  s  b ± v x +  b 2 v 2 +  • • • =  —  w 2

4. Berechnung der Koeffizienten [a a\ , [ab\ . . .  \hb\ . .  .
und Anschrieb der ß  Normalgleichungen für die
ß  Korrelaten

(76)
J [a d\ k, - f  [a 5] k2 +  • • • - f  wx =  0 .
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5. Reduktion der Normalgleichungen und Ausmittelung 
der rechts zuletzt stehenden Korrelaten k . Um
setzung der Koeffizienten und Berechnung der nun 
zuletzt stehenden Korrelaten usw.

6 . Einsetzung der gefundenen Korrelaten in die Korre- 
latengleichung (75). Addition der nach Gleichung (75) 
gefundenen Verbesserungszuschläge

=  a, -j- 6, -|----

zu lt , l2 , wodurch
+  vi — X

h +  v , =  Y

7. Bildung von [vv] aus den Korrelatengleichungen (7 5 ).
8 . Berechnung des mittleren Fehlers m  einer Beobach

tung. Durch die ß  Bedingungsgleichungen sinkt die 
Zahl der unabhängigen Unbekannten auf (x — ß ) . 
Die Zahl der Beobachtungen ist =  x,  folglich haben wir 
x  — [x — ß] =  ß  überschüssige Beobachtungen und 
und als mittleren Fehler einer Beobachtung:

/[vv]
(77) m =  +  \

ß

ausDie Bildung der Fehlerquadratsumme [vv] direkt 
den Verbesserungen v ist zwar deshalb nicht allzu um 
stündlich, weil die letzteren (als Unbekannte) doch be
rechnet werden müssen. Gleichwohl ist es schon der 
Probe wegen wünschenswert, wie bei den vermittelnden 
Beobachtungen [vv] auf anderem Wege zu gewinnen. 
Quadrieren wir jede der Korrelatengleichungen und 
addieren, so erhalten wir



[v v1 =  [a al k, k. 4- [a 6] k. k„ 4- \a c] k, k. -]-
+  [oft] k, k2 +  [6 ft] k2k2 +  [6 c] k2k, +
+  [a c] fc, fe3 +  [6 c] k2 ks +  [c c] k3 k3 -j-------

woraus durch Vergleichung mit den Normalgleichun
gen (76):
(78) [vv] =  — kl w1 — k2 w2 — ka w3 — • • • =  — \kw\ .

§27. Ausgleichungbedingter,direkter,gleichgenauerBeob. 173

Das in § 26 durch Zurückführung auf vermittelnde 
Beobachtungen gelöste Beispiel gestaltet sich jetzt wie 
folgt:
1 . Einzige Bedingungsgleichung:

F (« ,  ß ,  r) =  « +  ß +  Y -  2 £  =  0 .
2. Einsetzung der Beobachtungswerte liefert:

F ( l i ,  l 2 ,  h )  eee  l t  - ] - 12  - ( - 1,  —  2  R  =  w  .

eit a ‘ 1 ei, ~  “ 2 1 ei* ~  ~ a * 1
so daß die reduzierte Bedingungsgleichung lautet:

vi +  v* +  va =  ~ w •
4. Hieraus kommt [aa] =  3 und die Normalgleichung 

3 A, - f  w =  0 ,
woraus

Nun liefert die Korrelatengleichung (75) die Un
bekannten :

Vl =  a ,  A-J
w

=  —T
•

a  =  Zj + - k ~
10
T

io und
=  l2 -

w=  a s A, - —¥ damit /» =  *, +  «2 ¥
w

+  U8 =  l „ ~
U)

% =  a 3 Ai
8  . 3
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8 .

7.

§ 28. Ausgleichung bedingter, ungleich genauer 
Beobachtungen mittels Korrelaten.

Der Bau und Inhalt der von den Unbekannten streng 
zu erfüllenden Bedingungsgleichungen (73a) und der 
reduzierten Bedingungsgleichungen (73 d) wird durch 
den Genauigkeitsgrad der Beobachtungen l bzw. der Zu
schläge v nicht beeinflußt.

Deren ungleiche Genauigkeit ändert, nur die Minimums
bedingung in cpv =  \j> vv \  =  Min., so daß die Gleichung 
(74) jetzt lautet:

(74a)
<Pi (v, v , ...) = p 1vi —  2 v 1 (ay +  b t  ¿--2 H )

“t“ Pi V\  — 2 Vi (®2 1̂ 4 ” 2̂ ^2 “l" * * *) 
— 2 (/ct wx +  k2 w2 -f- • • •) =  Min.

Damit wird

woraus die K o r re la te n g le ic h u n g e n :

a i &i +  ¿h &2 +  • • • __ a l
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Wir erkennen, daß durch Einführung von Beobach
tungsgewichten 2\ ,  p 2 . . .  lediglich die Koeffizienten 
a , b . . . der KorrelatengleichuDgen in

0/, b j d ,  b 2
Pi ' Pi Pi ’ Pi

übergehen.
Setzen wir die Ausdrücke für v wieder in die un

veränderten reduzierten Bedingungsgleichungen (73  d) 
ein und ziehen wieder zusammen, so erhalten wir wieder 
ß  Normalgleichungen zur Berechnung der ß  Korrelaten k :

(76 a)

ko +  wx =  0 

+  w2 =  0

Die ganze Auflösung ist also gleich der des § 27, 
nur ist die rechte Seite der Korrelatengleichungen mit 
dem Gewicht derjenigen Beobachtung durchzudividieren, 
welcher die linksseitige Verbesserung v angehört.

Noch einfacher ist es, schon die reduzierten Be
dingungsgleichungen (73d) umzuformen, so daß sie lauten:

~ v j p , - \ --- f- W i= 0  t
VPi KP, |

^ = V i f ä  +  p ~ V iY p 2 4------f w 2 =  0 1
VPl )>2 "

: I
-< x  U nbekannte »—

Durch Substituierung von 
aL

a . =
61 i k '

=  vi • iPi usw.
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gehen sie über in:

ai b2--j-------(- ioi =  0

*h hi +  62 1>2 -f----- (- w2 — 0 .

Jetzt hat man mit den Koeffizienten a , f>, c . . .  ge
nau das Verfahren des § 27 anzuwenden und nur am 
Schluß bei Berechnung der gesuchten Zuschläge v zu 
beachten, daß:

a, fc, +  M a  +  +  • ■ ■ =  o =  r, j/p, ,
folglich

Zur Fehlerberechnung braucht man [p v v] =  [ü o j, 
woraus der mittlere Beobachtungsfehler: 
der Gewichtseinheit

Mittels geometrischer Einwägung wurden folgende Höhen
unterschiede zwischen fünf Punkten A  , B , C , D , E  be
stimmt:

einer Beobachtung vom Gewicht p

Zahlenbeispiel.
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Strecke
Nr.

von nach A h
Lösung der 
nivellierten  

Strecke

Zahl 
der Niv. 
W ieder

holungen

1 D E +  10 ,1 9 4  m 3 ,5  km 1

2 E B +  1 0 ,6 5 9  „ 2 ,6  „ 1

3 D B +  2 0 ,8 7 1  „ 1 ,7  „ 1

4 D C +  4 0 ,7 9 1  „ 1 , 0  „ 1

5 B c +  1 9 ,9 3 0  „ 2 ,3  „ 1

6 A E +  3 8 ,4 6 0  „ 4 ,2  „ 2

7 A D +  2 8 ,2 4 8  „ 1,9  „ 2

8 A C +  6 9 ,0 7 6  „ JsD *0
0 2

Die Höhe des Festpunktes A  ist zu 2 0 1 ,7 5 4  m gegeben. 
Welches sind die Höhen der übrigen Punkte?

Lösung. Die eingewogenen Strecken bilden zusammen 
vier geschlossene Figuren:

E D B , C D A , A D E ,  B D C .

Bezeichnen wir die ausgeglichenen, zunächst noch unbekannten 
Werte für die eingewogenen Höhenunterschiede der Strecken 
mit X , wobei jeder dieser Unbekannten die in der Aufgabe 
gewählte Streckennummer als Index zukommt, so erhalten 
wir hieraus vier Bedingungsgleichungen, nämlich:

F , ( X . . . ) =  X t +  X 2 - X 3 = 0 ,

F , ( X . . . ) =  X i  — X a-\- X , — 0 ,

FS( X . . . ) =  X , - X t +  X , = 0 ,
Ft ( X . . .) = + x 3 — X„ +  X6 = 0 .

Durch partielle Ableitung der Bedingungsgleichungen nach 
den Unbekannten erhalten wir für den Fall gleichwertiger 
Beobachtungen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen: 

W e i t b r e c h t ,  A u sg le ich u n g srech n u n g . 12



£ +  , , dFx
ex\  0 1  +  ’ ( 5 x ä ~ a 2  — +
¿X, _ n £ i + _  _ n
ex4 ö * —  ’ < 3 x 5  0 6  —  ’

£>X, ~~ a' ~  ;
6Fz ,

£X : =  6‘ = 0 ;  £ X  = ^  =  0:

178 Bedingte Beobachtungen.

-2

£E2 _  , . s f 2 _  ’
oX4 ‘' + 1 ’ <2X, 6 ’

£-F2 _  _
7  + 1  >

ÖX, 1 +  ’ £X2 ~  2 ~ U ’

6 F * -  - n  c1̂  _
£X, C4 <3X6 Cs ’

6F„
cX- : +  i ;

6Ft
ex, as

6Ft
ex6 CIq

6Ft
ex 8 --#8 —

6Fa
e x , =  &3 =

6F,
ex. =  bß =

eF2
ex , =  b8 =

£X3 — p — (
ex, -- l3 — v

6F3
ex. =  C6 = '

e f 3 — c — (ex, 8 '■

«5̂ 4
£ x 3 =  d3 =  ■

6 F.4 — da '— rex.
cFt
ex. 8 -- ^

+  d' 0 ; öX! ~ d* ~ ® '’ e r !  ~  Ä3 “ + 1 '

= S- = ',> = +li

Die Einsetzung der beobachteten an Stelle der aus
geglichenen (zunächst unbekannten) Werte von X . . .  liefert 
die Widersprüche:
Fx =  10,194 +  10,659 — 20,871 = w 1 — —18 mm =  —1,8 cm , 
F, e e  40,791 — 69,076 +  28,248 =  w>2 =  — 37 mm =  — 3,7 cm , 
Fa =  10,194 — 38,460 +  28,248 =  w, =  —18 mm =  - 1 ,8  cm , 
X4 e e  20,871 — 40,791 +19,930 =  wt =  + 1 0  mm =  + 1 ,0  cm .



Setzen wir als Gewichtseinheit eine einfach eingewogene 
Strecke von 1 km Länge fest und beachten, daß (gleiche 
Zielweiten vorausgesetzt) der mittlere Fehler • einer geometri
schen Einwägung wächst proportional zur Wurzel aus der 
Länge, ihr Gewicht also umgekehrt proportional zur Länge, 
so erhalten die beobachteten Höhenunterschiede die Gewichte:

Px =  3̂ 5 1 lh =  ’ P* =  1/7 ’ Pi =  T f) '

„ _  1 _  2 1 2
P 5 2,3 ’ P‘ 4,2 ’ Pl 1,9 ’ Pe . 2,8 '

Damit gehen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen 
über in:

«1 =  7 =  =  ! a. =  --- =*12:6  ; a, =  =  - |L 7  ;
\Pl 1 Pt \Ps

4̂ 5̂ ' 7̂ 8̂ ^ •
fit =  b2 =  63 =  0 ; 64 =  - =  =  1 : 65 =  6e =  0 ;

y Pt
c 1 ,__ ba   | / 2,8
7 VK ■ * 2 ’ 8

ci _  , / i

§ 28. Ausgleichung bedingter, ungleich genauer Beob. 179

]/p, r 2 yPa I 2

Cj —  1 3 ,5 ;  C-2 c3 c4 c,
Vjpi

c. 1 / 4,2 c. 1 / 1.9
c6 7j= I ’ ~ä~ i c; 1/ a i Cs — 0 •

\Pe ' 2 ]fP, ' 2

i>i =  b2 =  0 ; b3 =  -— =  11/7; b4 =  A = _ 1;
1 pä ypi

b5 =  —Az =  y2,3 ; b6 =  b7 =  b8 =  0 . 
VP,

Wir haben damit die Koeffizienten der reduzierten Be
dingungsgleichungen gefunden, welche uns diejenigen der 
Normalgleichungen ziu1 Berechnung der vier Korrelaten ver
mitteln.

12*
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a
‘

c et ajafi ac
+  +

a  b 66
+

6 c
+

6 b c c
+

C b b b

+

1 . +1,87 0 +1,87 0 3,5 0 3,50 0 0 0 3,5 0 ö

2 . +1,61 0 0 0 2,6 0 0 0 0 0 0 o 0

3

4.

-1 ,30 0 0 +1,30 1,7 0 0 1,7 0 0 0 0 0 1,7

0 > 0 - 1,00 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1,0

5 . 0 0 0 +1,52 o 0 0 0 0 0 0 0 0 2,3

6 . 0 0 — 1,45 0 0 0 0 0 0 0 0 2,1 0 0

7.

8.

0 +0,97+0,97 0 0 0 0 0 0,950,950 0.95 0 0

0 -1 ,18 0 0 0 0 0 0 1,4 0 |o 0 0 0

7,8 0 3,51,7 3,350,951,0 6,55' 0 5,0

Aus den Normalgleichungen
TKfr.+Ofr,  + 3 ,5  fr8 — 1,7 fr* — 1,8 =  0 ,
0 fr, +3^35 fr2 +  0,95 fr3 -  1,0 fr* -  3,7 =  0,
3,5 fr, +  0,95 fr2 +  6,55 fr3 +  0 fr4 1,8 =  0 ,

—1,7 fr, -  1,0 fr2 +  0 fr3 +  5,0 fr* +  1,0 =  0
ergeben sich auf bekannte Weise die vier Korrelaten fr, . . .  fr* 
und ans ihnen mittels der Korrelatengleichungen die ein
gewichtigen Verbesserungen b , welche durch Division mit 
Yp in die gesuchten, den Beobachtungswerten zuzuschlagenden 
Verbesserungen v übergehen.

M n



Zu § 24. Abriß. Formular 1.

Zi e l punkt e

Ob 
1- 

odo
r 2

seit
ig 

beo
bac

hte
t 

|

Beobachtete
Richtungen

a

° 1 ' \ "

Endgültige
Richtungs

winkel
<P

° 1 ' 1 "

Unterschiede
<p —■ (X

Orientierungs
winkel

c o - n
0 | / | //

Orientierte 
Richtungen 
ß =  a co

o j / j //

Verb 
ru 

» =  <

+
/r

esse-
»g
~ ß

tr

(v in Dekasekunden)

Yp | p v v

l. 2 . 3. 4. 5. 6. 7. 8

A. Festpunkte.
Standpunkt Sandäcker.

Eychen........... 1 355 00 62 52 14 01 97 13 39 52 15 15 114
Feuerbach . . . 1 399 97 65 97 13 01 97 15 36 97 12 18 83

[ Neupunkt 1 . . 1 4 68 37 101 83 101 82 90 31 0,9 7,80
Killesberg . . . 1 16 78 41 113 93 25 97 14 84 113 92 94 31

45 05 03 48 13 59 03 17 114 114

4 co = 58 12 + 31 145 114

03 17 co =  97 14 53 03 48 31

Standpunkt Eychen.
Feuerbach . . . 1 49 14 48 222 12 56 172 98 08 222 12 58 2

; Neupunkt 1 . . 1 399 98 99 172 96 91 172 97 09 18 0,8 2,08
Killesberg . . . 2 2 37 63 175 35 75 172 98 12 175 35 73 2

■>
3 co

51
94

10
30

45 22 co =  172 98 10 45 40
18

2
2

2
20

45 40 45 22 18

Standpunkt Killesberg.
Feuerbach . . . 1 0 03 93 326 1 1 47 326 07 54 326 1 1 53 6

9 49 97 69 375 35 75 326 08 06 375 35 99 46
Neupunkt 1  . ^ 2 57 66 26 383 73 70 383 73 86 16 0,9 2,08
Stammheim . . 67 53 09 393 61 02 326 07 93 393 60 69 33
Korn westheim. 1 89 31 12 15 38 41 326 07 29 15 38 72 31
Cannstatt . • • 1 172 27 10 98 34 53 326 07 43 98 34 70 17

1 191 09 75 117 10 39 326 07 57 117 10 35 3
1 314 31 56 240 39 08 326 07 52 240 39 16 8

Weil im Dorf. 1 392 84 22 318 91 68 326 07 46 318 91 82 14

27 72 95 96 4 80 96 12 79 79

9 co = 68 40 — — 16 79 95

96 12 co =  326 07 60 95 96 16

B. Neupunkte.
Standpunkt: Neupunkt 1.

Killesberg . . . 2 399 99 64 183 73 70 183 74 06 183 73 52 18 1 3,24
Feuerbach . . 1 122 19 08 305 92 76 183 73 68 305 92 96 20 1 4,00
Eychen............ 2 189 23 41 372 96 91 183 73 50 372 97 29 38 1 14,44
Zuffenhausen . 1 232 97 25 16 71 54 183 74 29 16 71 13 41 1 16,81

39 38 34 91 15 53 34 90 59 58 [ p v »] = 50,45

4(0 = 95 52 (soll = 48,0 
= [pll-  2]) 
rngsfehler 
2,4

34 90 co =  183 
183“

73
73'

88
02" =  " t o .läufi > (s Form. 2)

Abrnnd

U / \ Z +r  1  Abrundungs- soll (s. Abt. 4 von > , ,. *
Form. 2) =  -f- 89" j fehl-  =  3 '

Bemerkung: Die senkrechten Ziffern beziehen sich auf beobachtete oder gegebene, die schrägen auf 
neu gewonnene Größen.

W e itb  r e c h t ,  A usgleichungsrechnung.



Zu § 24. Formular 2.

P. Neupunkt 1.
Näherungskoord.: Aä:=+31909,96 N r = - \ - 8428,22; Verbesserg.: dx  =  —0,23 dy  =  -(-0,12; Endgült. Koord.: X = +31909,73 +  0,03 Y =  -(- 8428,34 +  0,01

Abt. 1. Bildung der Felilergleicliungen.

1 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10 . 1 1 . 12 .

t-3 Bezeichnung
der

Beobachtete : 
Richtungen Aus Näherung 

berechnete 
Richtungs

Anzahl d. 
benützten 

festen 
Rich

tungen

Gewicht 

__ nf Z = V — ß

Koeffizienten 
der Unbekannten z—~s O

L|?
'o

l+i

+
i  «N 1~r

A
a> = ß

nf  + 1 V= (v—a) dx dy
1p

Ï - 1 z  \ Pß
[+  +  
TT fei

ac® Richtungen
rückwärts

=  a

winkel nf -- CO
b
_  py

= *' \Pi
Ï
+

00+3
Festpunkte V Unterschied v 

v —
— a

o»
_  [o,.]

K fei
II

SS +  II

0 / rr o / // O
nr

t n +
Deka-
Sek. +

nr
±

nr
+ + +

co
+

Richtungen vorw ärts.
l . Sandäcker . . . 10 1 82 90 10 1 81 92 3 3 —  T  — 0,8 — 9,8 — 6,0 0,2 0,9 — 5,4 — 0,2 — 8,8 — 14,4
2 -Eychen . . . . 172 97 09 172 97 06 2 T  = = 0,7 — 0,3 — 3,3 — 7,3 0,8 — 2,6 — 5,8 — 0,2 — 8,6
3 Killesberg . . . 383 73 86 383 72 00 8 t  = 0,9 — 18,6 + 7,1 + 27,1 0,9 + 6,4 + 24,4 — 16,7 + 14,1

Richtungen rückw ärts.
1 Killesberg . . . 399 99 64 183 72 00 183 72 36 — 6,6 + 7,1 + 27,1 1 + 8,8 + 22,9 — 6,6 + 25,1
2 Feuerbach . . . 122 19 08 305 90 45 183 71 37 — 16,5 — 1 1 , 1 — 1,0 1 — 9,4 — 5,2 — 16,5 — 31,1
3 Eychen . . . . 189 23 41 372 97 06 183 73 65 + 6,3 — 3,3 — 7,3 1 — 1,6 — 11,5 + 6,3 — 6,8
4 Zuffenhausen . 232 97 25 16 71 93 183 74 68 + 16,6 + 0,6 - 2,1 1 + 2,3 — 6,3 + 16,6' + 12,6

12 06 — 23,11 + 7,7 + 27,2
Probe |

+ 1 1 , 1  | + 22,9) + 22,9) + 37,7 |

+ 22,9 J — 14,4 — 10,4 — 11 ,0  J — 23,0 j — 23,1 j — 37,9 j

I (o =  183 73 02 a0 =
6,7
4

= -1 ,7

fio =
16,7

4
+  4,2

+ 17,5
19,0
1,5

+

+

47.3 
29,0
18.3

+ 22,9
48.8
25.9

+ 51.8
60.9 
9,1

Abt. 2. Bildung der Koeff. für die Normalgleichungen.

pß aa
2(91
+

pßbb
«823

P ß l l

SS
+

p s s 

+ +

Pßdb
2123

+

pß al  
2t S

+

Pßbl
238

1 29,16 0,04 77,44 207,36 + 1 , 1 + 47,5 + 1,8
2 6,76 33,64 0,04 73,96 + 15,1 + 0,5 + 1,2
3 40,96 595,36 278,89 198,81 + 156,0 — 106,8 . — 407,5
1 77,44 524,41 43,56 630,01 + 201,5 — 58,2 — 151,1
2 88,36 27,04 272,25 967,21 + 48,9 + 155,2 + 85,8
3 2,56 132,25 39,69 46,24 + 18,4 — 10 ,1 — 72,5
4 5,29 39,69 275,56 158,76 — 14,5 + 38,2 — 104,6

250,53 1352,43 987,43 2282,35 + 426,5 + 241,4 + 88,8
— 175,1 — 735,7

+ 66,3 + 646,9
[p a a] [pbb] [ p H ] [PSS] [pab] [pal] [P b Z]

Normale Bezeichnung

Abt. 4. Berechnung der Verbesserungen und mittleren Fehler.

dx  =  — 0,23 m Mx =  +0,03 m

dy ==+0,12 m My =  +0,01 m

z — o0 dx +  fi0 dy

=  (-1 ,7 )  ( - 2 ,3 ) +  4 , 2 +  1,2 
- +3 ,9  +  5,0 
=  8,9 Dekasekd.
=  + 8 9 "  

soll (s. Abriß):
183° 73' 88" — 183° 73' 02"

=  + 86"  

(Abrundungsfehler 3")

[p r i) ]=  [pH ■ 2] 
« =  nv +  nr -  3 

. _ [ p Z Z - 2]

l/px  =  l / j p b b l l

fp r ==V[p6'6 • ljj 
m

m x = ÿp l
m

mr==Wy

48.0 
4

12.0

3,5 Dekasekd.

/ÏÏ6  =  +10,8
1^626^2=+25 

0,32 dm

0,14 dm

Abt. 3. Auflösung der Normalgleichungen.

[pa 
[pb 

[pab] 
[p a a] 

[pl
[pal]
[paa]

[pa

[pa

dy- [p b l- 1 ]
[pbb- l]r 

—759,8
626,2 

= +  1,2  dm

[pa
[pb

[ff ab]
[paa]

[pl
[pal]
[paa]

[pa

[pa

dx- [P b l ■ 1]
[Pbb ■ l]n 

270,3
116,0 

=  —2,3 dm

I. Für die Unbekannte dy  
a] b] Z] s]

+ 250,5 426,5
1352,4

726,2

6 - 1]

[pb

[pl
[Pbl-l]
[p65-l]

+

[pb

626,2

+

+

66,3
646.9

112.9

987,4

17,6

Z-l]

759.8

969.8

921.9

743,3
1132,0

1265,5

406,8

196,7

• ■1 ]

+

133,5

210,1

162,0

[pl

Z- 2]

- 47,9

s • 2]

- 48,1

Probe
|>ss]

ist 2282,1 
soU 2282,3

(statt —133,6) 

(statt + 210 ,0)

II. F ü r  die Unbekannte dx  
«] ! b] l] II

+ 1352,4

[pb

[pl
[pb lj]
¡>¿6 -1 ] [i>b

+
426.5
250.5

134.5

b • 1 ]

+ 116,0

646,9
66,3

204,0

987.4

309.4

1132,0
743,3

357,0

406,8

541,5

Z-l] •1 ]

270,3

678,0

629,9

- • 2]

[P* +  48,1

386.3

948.3 

900,1

s ■ 2]

+  48,2

[] ist 2282,1 
soll 2282,3

(statt +386,3) 

(statt +948,3)

W e i t b r e c h t ,  Ausgleichungsrechnung.
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£ rem b n > o rt, £>«*, im  ® eutrd |en
pon D r. Rubolf Kleinpaul in £eip3ig. 
Hr. 55.

J-rctitbn>Brfevbud), iD ruirdjeP, ton
Dr. Rubolf Kleinpaul tn £eip3ig. 
Rr. 273.

©arbinenfabri kation. TTertii * 3n- 
buftrie II: IDeberei, IDirierei, pofa- 
mentiererei, Spitfen* unb ffiatbinen- 
fabritation unb Sil3fabriiation oon 
prof. Ili a r (Burtler, Direftor ber 
KonigL JEcdintfĄen 3entraifteIIe fur 
tTejtiWnbuftrie 3U Berlin. IRit 27 
Siguren. Hr. 185.

©robii|te pon Dr. i .  Reinfjerg, pro> 
feffor an ber 5ed)nifd)en lfod)fd)ule 
ijamiouer. Htit 66 flbbilb. Hr. 102 .

© eo g ritp liie , ą f t ro i tp m ifd i t ,  non
Dr. Siegm. <BiintI}er, profeffor a. b. 
5ed|nifd)en ifod|fd)uIe in irtundfen. 
Ittii 52 ftbbitbungen. Hr. 92.

— y im itrd t» , non Dr.Siegm. ffiuntijcr, 
profeffor an ber Konigl. Ete<±)nifcf)eu 
tfodifĄuIe in Rliindien. IRii 32 
flbbifbungen. nr. 26.

— f. aud): Eanbestunbe. — Eanberfunbe.
© eolog ie  n.profeffor Dr. (Eberf). Sraas 

in Stuttgart. Rlit 16 flbbilb. unb 4 
©afekt mit iiber 50 Siguren. n r .  13.

©eometrie, A u aitttifd te , ber ©bette
p. profeffor Dr. Rt. Simon in S tras
burg. Iltit 57 Siguren. nr. 65.

 JUtfgabenramtnlung lurĄim-
Irjtifd irn  © eo m etr ie  b e r  © brnę
non ©. 51). Burflen, profeffor am 
KgL Realgpmnaftum in Sd)toab.- 
ffimiinb. m it 32 Siguren. ttr .  256.

— fAnolnttrriie, be*  JSatmtco pon
prof. Dr. Rt. Simon in Strasburg, 
mit 28 flbbilbungen. n r .  89.

ff ieo ttte frie ,n a rlleU en b e ,n . Dr.Rob. 
ffau&ner, prof. an ber Uninerfitat 
3ena. I. Rlit 110 Siguren. t a .  142.

— ffibette, non ffi. RtaĄter, profeffor 
am ffipmnafium in Ulm. Rlit 111 
3toeifarb. Jtg . n r .  41.

— p ro fc h tio e , in fpntĄet Bef)anblung 
non Dr. Kari DoeI)lemann, prof. an 
ber Uninerfitat Rtund)en. Rlit 91 
Siguren. nr. 72.

© erdjid tte, g la b ifd it,  non Dr. Karl 
B runner, Prof. am ffipmnafium in 
Pfor3i)eim unb prinatb03ent ber ®e- 
fd)id)te an ber 5ed|n. ifod)fd)uie in 
Karlsrul)e. Rr. 230.

— ila p re ird tc , oon Dr. Ijans ©del in
Augsburg, n r .  160.

— be*  tln fa ttt in ifd je tt Jle id jc»  non
Dr. K. Rotl) in Kempten. Rr. 190.

— Jle titrd tc , tm  i t t i t t e l a l t e r  (bis 
1500) non Dr. $. Kur3e, ©beri. am 
KgL £uifengt)tnn. in Berlin. Hr. 33.

 i m j e i t a l t e r  b r r  K e fo rm a tio n
u .  b e r  J te l ig io n e h r ie g e  non Dr.
5. Kur3e, ©berlet)rer am Kgl.Euifen« 
gpmnafium in Berlin. Hr. 34. 

 fieĄe aud): ©uellenfunbe.
— JJranjoJtrdie, non Dr. R. Stemfeib, 

prof. a. b. Unioerf. Berlin. Hr. 85.
— © ricdiifrfie , non D r. peinrid) 

Stnoboba, profeffor an ber beutfĄen 
Uninerfitat Prag. n r .  49.

— be*  19. J ln lir liu u b c rt*  n. © siar 
3 ager, o. ffonorarprofeffor an ber 
Unioerf. Bonn. l.Bbd)n.: 1800—1852.
Hr. 216.

 2.Bbd)n.: 1853 bis inbe b.3aĄrI).
Hr. 217.

o r a e la  bis auf bie gried). 3eit non 
ic. Dr. 3 . Ben3inger. Ur. 231.

— io t l i r in g e n o ,  non Dr. -ferm. 
Beridistneiler, ffiei). Regierungsrat 
in Strasburg. Hr. 6.

— be»  a tte n  i ł lo rg e tt ln n b e o  non 
Dr. Sr. ifommel, prof. a. b. Uninerf.

| Rliindien. RL 6 Bilb. u .l K a rt Ur. 43.
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© efdiidR e, W fterretdtirdi», I :  Don
6er Ur3eit bis 1439 oon prof. Dr. 
5 ram  oon Krones, neubearbeitet oon 
Dr. Karl Uf)Iir3, Prof. an ber Unio. 
ffira3. Hr. 104.

 IX: Don 1526 bis ju r  ®egemoart
oon ifofrat Dr. 5 ran3 oon Krones, 
Prof. an ber Unio. ffira3. Itr. 105.

— K om ild ic , oon Realgpmnafial.Dir. 
Dr.3uI.Kod) in ffiruneroalb. Dr. 19.

— jtu f ltrd it.D . Dr. tDilt). Reeb, (Dberl. 
ant®ftergt)mnafiuminlTlain3. Kr. 4.

— g ü d iltlr itc , oon Profeffor ffltto 
Kaetnmel, Rettor bes UitoIaigt)m= 
nafiums 3U Ceip3ig. Rr. 100.

— S d ito e iie rird ic , oon Dr. K. Dänb« 
fiter, p rof. a.b. Unio. 3ürid). Ur.188.

p o n ird jt,  oon Dr. ffiuftao D ieris. 
r. 266.

— bet: (Cljetnie fiet)e: (tf)emie.
— b t r  i l l a le r c i  ficlje: Rtalerei.
— bet- J t la t l je m a tih  f . : Utatt)ematif.
— b to  p tu f th  fielje: Utufit.
— b * r P a b a g o g ili  fielje: päbagogit.
— b t r  illtn rilt ¡lebe: pi)t)fit.
— b co b cu trd |en ilo m n m » j.:R o m au .
— b e r  b ru tld ie n  S p ra r ije  fielje: 

®rammatit, Deutfd)e.
— b e e  b tu IT dien  | ln te r r id |to -  

« jc re tt»  fiebe: Unterrid)tstoefen.
t'jrrd |id |teu ü IT ru rd iaf t, (E in le itung  

in  b ie , oon Dr. (Ernft Bernljeim, 
Drofeffor an  ber Unioerfität ®reifs« 
toalb. Ur. 270.

© efu n b lte ite lc ltre . Der menfd)Ild)e 
Körper, fein Bau unb feine ¡Tätig, 
leiten, oon <£. Rebmann, fflberfdiul« 
ra t  in Karlsruhe. IRit ffiejunb» 
beitslei)re Don Dr. med. t). Seiler. 
IRit 47 flbb. u. 1 Caf. Ur. 18.

© eiu erb e iu e ren  oon IDerner Sombart, 
profeffor an b. Unioerfität Breslau. 
1. 11. Ur. 203. 204.

© etu id ite tn crcn . mag«, Iltün3= unb 
®eu>id)tstoefen oon Dr. Rüg. Blinb,

r . an ber t)anbelsfd)ule in Köln. 
283.

© le id iftro n tm afriiin c , D ie, oon ff. 
Kin3brunner, 3ngenieur unb Dozent 
für £Iettroted)nit an ber Itlunicipal 
Sd)ooI of Ced)noIogi) in Utand)efter. 
m it 78 i'igurcn. Ur. 257. 

© le tfd ie rh u n b e  oon Dr. Srit) Ria. 
acet in IDien. m it 5 flbbilb. im 
ept unb 11 llafeln. Ur. 164.

© o ttf i i e b  o o n  S tc a p b u rg . ifart. 
mann oon Rite, IDoIfram oon 
(Efd)enbad) u. ®ottfrieb oon Straf), 
bürg, flustoabl aus bem böf. (Epos 
mit flnmeriungen unb IDörterbud) 
Don Dr. K. Utarolb, prof. am Kgl. 
5 riebrid)sfoltegium 3u Königsberg 
i. p r .  Ur. 22.

© rn u im n tiit ,  p c u tld ie , unb fur3e 
ffiefd)id)te 6er 6eutfd)en Spradje Don 
Sd)ulrat profeffor Dr. ®. Egon in 
Dresben. Ur. 20.

— © ricd iird ic , I: Sormenlei)te oon 
Dr. ffans IReltjer, profeffor an 
ber KIofterfd|ule 3U m aulbronn. 
Ur. 117.

 I I : Bebeutungslelire unb Spntai
oon Dr. tjans m elier, profeffor an 
ber KIofterfcf)uIe 3U maulbronn. 
Ur. 118.

— g n tc in ifd ie . ®runbrlf) ber latei« 
nifdien Sprad|Iei)re oon profeffor 
Dr. ID. Dotfd) in IRagbeburg. Ur.82.

— Itlitte ll)o d |b c u trd ic . Der Uibe- 
Iunge Uöt in Rusioabl unb mittel« 
f)od)beutfd)e ®rammattl mit tu r3em 
IDörterbud) oon Dr. ID. ®olti)er, 
Prof. a. b. Unioerfität Roftod. Ur. 1.

— itu m id i* , oon Dr. ffrid) Benteler, 
rofeffor an ber unioerfität 
rag. Ur. 66.

 fiel)e aud): Ruffifd)es ®efpräd)S-
butt). -  Cefebuci).

fjn u b e la k o n -c rp o u b c n ;, D eutM ie, 
oon prof. iEb- be Beauf, fflffirter be 
I’3nftruction Publique. Ur. 182.

— © nglirriic . oon ff. £. U)l)itfielb, M. 
A., (Oberlehrer an King ffbtoarb VII 
ffirammar Sd)OoI in King’s £t)nn. 
Ur. 237.
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jfanbelekorrerponben;, frattto -  
brdie. o. profeffor Ut). be Beauf, ®ffl» 
der be l’3nftruciion publique. Hr. 183.

— itta licn irrijc , Bon profeffor fllberto 
be Beauf, (Oberlehrer am Kgl. 3nftitut
S. S. Rnnunjiata in Sloretv). Itr. 219.

— p p an ilH ic , oon Dr. fllfrebo Habal 
be Htarie3currena. Hr. 295.

g fa tib c lap o litih , A u e tu iir ttg e , oon 
Dr. tjeinr. Sieoeting, prof. an ber 
Unioerfität Htarburg. Ur. 245.

Dattbclonitlftt, Jlao, oon Dr. tDilb- 
Cefis, profeffor an ber Unioerfität 
(Böttingen. I: Das Jfanbelsperfonal 
unb ber tDarenfjanbel. Ur. 295.

 II : Die (Effeftenbörfe unb bie
innere Ijanbelspolitif. Ur. 297.

f jn tm o iiie ltliv e  oon H. Ija lm . U tit 
Dielen U otenbeilagen. Ur. 120.

Sarttnann »an Aue, JBolfram oon 
(C-rdienbadj unb (Sattfrieb u o n  
S t r a s b u r g .  Auswahl aus bem 
böfifdjen (Epos mit flnmertungen 
unb tDörterbud) oon Dr. K. UTaroIb, 
Profeffor am Königlid)en Sriebridfs« 
fotIegium3uK önigsbergi.pr. Ur. 2 2

{fauptliteraturcn. Die, b. (Oriento
0 . Dr. ITT. ifaberlanöt, prioatbo3. a. b. 
Unioerfität IDien. I. II. Ur. 162.163.

pclbcnCngr. D ie beu tld jc , oon Dr. 
®tto Euitpolb 3 iric3ef, prof. an 
ber Unioerfität Utiinfter. Ur. 32.

— fielje audj: Tlititbologie.
U n b u llrie , A n o rg an irr ije  C ltem i-

rriie, o. Dr. ffiuft. R autet in Cbar- 
Iottenburg. I : Die Eeblancfobainbu- 
ftrie unb iljre Ueben3toeige. Utit 12  
ffafeln. Ur. 205.

 I I :  Salinentoefen, Kalifalse,
Düngerinbuftrie unb Derroanbtes. 
Utit 6 ffafeln. Ur. 206.

 I I I :  flnorganifdje ffbemifdfeprä«
parate, m it 6 ffafeln. Ur. 207.

— ber ¡Silikate, ber Intttftl. ßatt- 
fteinc unb bea illörtc lo . I : ffitas» 
unb feramifdje 3nbuftrie oon Dr. 
ffiuftao Rauter in ffljarlottenburg. 
m it 12 ffafeln. Ur. 233.

 I I : Die 3nbuftrie ber tünftlidjen
Baufteine unb bes IRörtels. Utit 
12 ffafeln. Ur. 234.

■fntcgralredmuttg oon Dr. 5riebr 
3unfer, profeffor am Karls gtjmn 
in S tu ttg art m it 89 Jig . Ur. 88 

¡ftiirgvalredjnuttg. Repetitorium unb 
flufgabenfammlung 3ur 3ntegral. 
redjnung oon Dr. Jriebrid) 3unler, 
profeffor am Kartsgijmnafium in 
Stuttgart, m it 50 Jiguren. Ur. 147. 

gtartenbunbe, gefdjid|tlid) bargeftellt 
oon (E. ffielcidj, Direttor ber f. f. 
Uautifdjen Sdjule in Cuffinpiccolo 
uttb $. Sauter, profeffor am Real« 
gpmnajium in Ulm, neu bearbeitet 
oon Dr. P au l Dinfe, flffiftent 
ber ffiefellfdjaft für (Erbtunoe in 
Berlin, m it 70 flbbilbungen. Ur.30. 

ffitrdtcnUcb. m artin  Cutijer, ffljom. 
IRurner, unb bas Kirdjentieb bes 
16. 3 obrlfunberts. flusgeroäljlt 
unb mit (Einleitungen unb Rn« 
merlungen oerfeijen oon profeffor 
©. Beritt, ffiberleijrer am Uitolai» 
gtjmnafium 3u Ceip3ig. Ur. 7. 

tUimaleljvc oon profeffor Dr. ED. 
Köppen, meteorologe ber Seeroarte 
tjamburg. m it 7 ffafeln unb 2 
Jiguren. Ur. 114. 

fiolonialgcrdiidite oon Dr. Dietrid) 
Sdjäfer, Profeffor ber ffiefd|idjte an 
ber Unioerfität Berlin. Ur. 156. 

Dompolttioualrlivr. mufitalifdje 
5ormenIebre oon Stepban KrebL 
I. II . m it Dielen Uotenbeifpielen. 
Ur. 149. 150. 

gäettcr, ber u tc» rd |lid jr , fein Iß  a u  
nub reine SCätigheiten, oon 
ff. Rebmann, ®berfdjulrat in Karls« 
rube. m it ffiefunbijeitslebre oon Dr. 
med. £j. Seiler, m it 47 flbbilbungen 
unb 1 ffafel. Ur. 18. 

fiviftatlogrnpljie oon Dr. ID. Brubns, 
Profeffor an ber Unioerfität Straft» 
bürg, m it 190 flbbilb. Ur. 210 . 

glubrutt uttb Dietridtepett. m it 
(Einleitung unb IDörterbud oon 
Dr. ®. Z. 3 idc3ef, profeffor an ber 
Unioerfität tltünfter. Ur. 10.

 fiebe aud |: Ceben, Deutfdfes, im
1 2 .3abrbunbett.
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g tu ltu r ,  J lte , b e r  U eitailTaitre. ffie-

Slung, 5or|d)ung, Dichtung oon 
r. Robert 5 . flntolb, prinatbo3ent 

an 6er Rninerfität IDien. Rr. 189.
S t t l tu rg c rd |id |te ,  R cu tid je , Don 

D r. Reinh. ffiünther. Rr. 56.
$ ä ttf le ,  S ie  g rap litfr iieu , von (Carl 

Kampmamt, 5a<hiet)rer a. 6. f. I. 
®rapf)ifd)en Cef)r- unb Derfudfs- 
anftalt in U)ien. Ritt jaiilreirijen 
flbbilbungen unb Beilagen. Rr. 75.

S u r iT d ir if t  fiet)e: Stenographie.
J a n b e r h u n b e  n o n  (C u ro p a  ton  

Dr. J ra n 3 ijeiberid), profe([or am 
5tancisco-3ofephinum in Rtöbling. 
Irtit 14 fteptfärtchen unb Dia
grammen unb einer Karte 6er 
fllpeneinteilung. Rr. 62.

— b t t  au fferem -opn ird ien  tß rb - 
ie tle  non Dr. J ra n j  tjeiberid). Prof. 
a.5rancisco-3ofephtnunt in Rtöbling. 
Rtit 11 tteptfärtchen u. profil. Hr. 63.

£ a n b c e lm n b e  n o n  t i a b r n  to n  Prof. 
Dr. O.Kienih ln Karlsruhe. Rt.proftl, 
flbbilbungen unb 1 Karte. Rr. 199.

— bei» j tö ttig re id f»  « la g e rn  non 
Dr. ID. ©oh. profeffor an ber Kgl. 
ttechn. Ifodifdiule IRiindien. Rtit 
Profilen, Abbilb. u. 1 Karte. Rr. 176.

— n o n  g jr i t ird i- l lo rb a m e r if ta  non 
Prof. Dr. fl. ®ppel in Bremen. Rtit 
13 flbbilbungen unb 1 Karte. Rr.284.

— n o n  C ira ii-S o th rin g e n  non Prof. 
Dr. R. Cangenbed in Strafoburg i. <E. 
Rtit 11 flbbtlbgn. u . l  Karte. Rr.215.

— b e r  Jfberifd ien  ifa lb in fe l  non 
Dr. J r ih  Regel, profeffor an ber 
Rninerfität n>ür3burg. mit 8 Kört, 
djen unb 8 flbbiibung. im Cept unb 
1 Karte in Sarbenbrud. Rr. 235.

— n o n  © fte rre id j - U n g a rn  non 
D r. flifteb ffirunb, prinatbo3ent an 
ber Rninerfität IDien. Rtit 10 ©ept« 
illuftration. unb 1 Karte. Rr. 244.

— b e»  « tö n ig re id f»  DadjCctt n. Dr.
3. 3emmrich, Oberlehrer am Real« 
gpmnaf. in piauen. Rtit 12 Ab« 
oilbungen u. 1 Karte. Rr. 258.

jfaubeahunbe non Shaitbinaoitn
(Sihtoeben, Rortnegen u. Dänemari) 
non ffcinr. Kerp, £ef)rer am ffipmna« 
fium unb Cehrer ber ©rbfunbe am 
Comenius-Seminar 3U Bonn. Rtit 
11 flbbilb. unb 1 Karte. Rr. 202.

— be» Jkönigreidt» Jttürttemberg 
non Dr. Kurt fiaffert, profeffor ber 
ffieographie an ber Banbelshoaifchule 
in Köln. Rtit 16 DoIIbtlbern unb 
1 Karte. Rr. 157.

$anbn>irtrd)aftlid;e «¡etrieb»lel|re 
oon (Ernft Cangenbed in Bochum. 
Rr. 227.

£eben, Dentrdir», ln« 12. Jabr- 
h ju n b crt. Kulturhijtorifihe (Er, 
Iäuterungen sum Ribelungenlieb 
unb j u r  Kubrun. Don profeffor 
Dr. 3ul. Dieffenbadfer in Jreiburg 
i. B. Rtit 1  ©afel unb 30 flb
bilbungen. Rr. 93.

ge H ing» ffitn ilia  © a lo tt i .  Rtit (Ein
leitung unb flnmerlungen non Prof. 
Dr. ID. Dotfd). Rr. 2 .

— U liim a  n . ß a m h c ln t .  Rtit flnm. 
non Dr. ©omafchef. Rr. 5.

$ id |t .  ©¡]eoretifd|e Phpfit II. ©eil: 
Eicht unb IDärme. Don Dr. ffiuft. 
3äger, profeffor an ber Rninerfität 
IDien. Rtit 47 flbbilbungen. Rr. 77.

L i te r a tu r ,  ;\[ ttjo d |b e u trd |e , mit 
© ram m atil, Uberfetjung unb Er
läuterungen non 4f). Sd)auffler, 
profeffor am Realgpmnajium in 
Ulm. Rr. 28.

J i te r a tu r b e u h m ä ie r  b e»  14. u . 15. 
f f a l j r l tu n b r r t» .  flusgemählt unb 
erläutert non Dr. Bermann 3anhen, 
Direftor ber Königin Cuife-Sd)ule in 
Königsberg i. p r .  Rr. 181.

— be» 16. faljehunbcrt» I : Ittar- 
tin gutljcv, Sljont. Jftlurner u. 
ba® girdjenlieb be» 16. Japr-

u n b e r te .  flusgetnählt unb mit 
inleitungen unb flnmerlungen ner- 

fehen non prof. ®. Berlit, Ober
lehrer am Ritolaignmnafium 3U 
te ig ig . Rr. 7.
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gittratnrbinlm t ater See 16. Sal|r- 
liun icrt»  I I : p an #  Sorii». flus- 
getoäf|It unb erläutert Don Prof. Dr. 
3ul. Saljr. Itr. 24.

 I II:  Sion g ra u t bi# Jtotlen-
lingett: grant, fiutten, fild iart, 
fotot e ©ierepo# mtb £  obel. flus- 
geroäl)lt unb erläutert oon prof. 
Dr. 3utius SoI|r. Itr. 36.

giterexturen, S ie , be# (Oriento. 
I. tEeil: Die Eiteraturen ©ftafiens 
unb 3nbiens o. D r. ttt. ßaberlanbt, 
priootbo3ent an ber Unioerfität 
tDien. Hr. 162.

— II . H eil: Die Eiteraturen ber per» 
fer, Semiten unb Cürlen, »on Dr. 
Ilt. tfaberlanbt, prioatbojent an 
ber UniDerfität IDien. ITr. 163.

giteraturgefdildjte, gentld|c, oon 
Dr. Ittaf Kod), profeffor an ber 
Unioerfität Breslau. Itr. 31.

— Sentidle, ber glallütericit oon 
Carl tDeitbred|t, profeffor an ber 
©edmifd|en god|fd)ule Stuttgart. 
Hr. 161.

— gteutldie, be# 1 9 .3atirt|unbert#
oon Carl IDeitbredit, Profeffor an 
ber Ced)nifd)en ijod)fd|ule Stuttgart. 
I. I I . Hr. 134. 135.

— Bngllfdje, oon Dr. Karl tDeifer 
in IDten. Itr. 69.

 ®runb3üge unb If aupttqpen ber
englifdjen Eiteraturgefd)id|te oon Dr. 
flrnolb IU. n t. Sdfröer, Prof. an ber 
IjanbeIsf)ocf)f<í¡uIe in Köln. 2Ceiie. 
Hr. 286. 287.

— © rted iifd ie , mit Berücffid)tigung 
ber ffiefd)id)te ber tDiffenfdiaften 
oon Dr. fllfreb S e rie , profeffor 
an ber Unioerfität ffireifsroalb. 
Ur. 70.

— |ltalienild|e, oon Dr. Karl Dojjler, 
Profeffor a. b. Unioerfität tfeibel» 
berg. Ur. 125.

— Jtoobildie, I. Ceit: Die islänbifi|e 
unb not roegifä)e Eiteratur beslltittel» 
alters oon Dr. IDoIfgang ®ottf)er, 
Profeffor an ber Unioerfität Roftoi. 
Ur. 254.

£iteeatttvgetd|id|te,PortngirftId|e,
oon Dr. K arl oon Reinfjarbftoettner, 
Profeffor an ber Kgl. Ceifnififen 
Ifoiff^ule in ntiindien. Ur. 213.

— K öm ild ie , oon Dr. tjermann 
3oad)tm in tfamburg. Ur. 52.

— Stufltfdie, oon Dr. ffieorg polonslij 
in ntündfen. Ur. 166.

— g la o ild je , oon Dr. 3ofef Kariifet 
in IDien. 1 . tte il: Altere Eiteratur 
bis 3u r IDiebergeburt. Ur. 277.

 2 . CeU: Das 19. 3at|rl|unbert.
Ur. 278.

— gpanildre, oon Dr. Rubolf Beer 
in IDien. I. I I . Ur. 167. 168.

g o g a r i i l rn t tn .  Dierftellige Cafein 
unb ®egentafetn für Iogarittjmifdics 
unb trigonometrifdies Red)nen in

iroei Sarben sufammengeftellt oon 
>r. fjermann Schubert, profeffor 

an ber ffielelirtenfdiule b. 3 oi!<m- 
neums in tfamburg. Ur. 81.

g o g ih . pft)d|oIogie unb Eogit 3ur 
£infül)rung in bie pf)iIofopt)ie 
Don Dr. al). Clfenfjans. m it 13 
Siguren. Ur. 14.

guttjer, p tartin , ® l|om . Jtlurnrv 
unb ba» jtirdienlieb be# 16. 
Jaljrliunbrrt». flusgetoäl)It unb 
mit (Einleitungen unb flnmertungen 
oerfet)en Don prof. ffi. Berlit, ®ber> 
Iebrer am Uitolaigt|mnafium 3U 
Eeipsig. Ur. 7.

i t ta g n r t io m u # .  tEt|eoretif(f|e Pbtifil
II I .  Heil: CIeftri3ität unb tttagnetis» 
mus. Don Dr. ffiuftao 3äger, 
profeffor an ber Unioerfität IDien. 
m it 33 flbbilb. Ur. 78.

p tn le r e i ,  © efdiid ite  b e r , I. n .  III .
IV. V. oon Dr. Rid). Itlutf)er, pro- 
feffor an ber Unioerfität Breslau. 
Itr. 107-111.

{Hafdfinenelentente, S it .  Kur3- 
gefafjtes Eet)rbud) mit Beifpielen für 
bas Selbftftubium unb ben pratt. ffie» 
braud) oon 5 t .  Bartl;, ©beringenieur 
in Uümberg. m it 86 5ig- Itr. 3.
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Staff-, Jttüm - unb ©eroidit#- 
tuelen oon Dr. fluguft Blinb, prof. 
on berffanbelsfcfiule in Köln. Rr.283.

Slabanaltife non Dr. ©tto Hötim in 
Stuttgart. Itr. 221.

£Hatl)ematik, ©eTdiidite ber, non
D r. fl. Sturm, profeffor am ©ber« 
ggmnafium in Seitenftetten. Xlr. 226.

P te d ia n ih . CEffeoret. pijijfif I. Heil: 
Ittedfanit unb flfuftif. Don Dr. 
ff iu f taD  3äger, Prof. an ber Unio. 
IDien. Ktit 19 flbbilb. Dr. 76.

S te c r r a k n t ib r .  p itn ftrd je , non Dr.
fficrharb Sdfott, flbteilungsoorfteber 
an  ber Deutfdfen Seeroarte in pam» 
bürg, m it 28 flbbilb. im Cejt unb 
8 ©afeln. Hr. 1 1 2 .

ll lc tn U c  fflnorganiiciic ©bemie 2. Heil)
0. Dr.©sfarSdimibt, bipl.3ngenieur, 
flffiftent an ber König!. Baugeniert« 
fdfule in Stuttgart. Itr. 212.

Plctalloibe (flnorganifdfe Clfemie
1. Heil) oon Dr. fflstar Sdfmibt, 
bipl. 3ngenieur, flffiftent an ber 
Kgl. Baugetocrffcbuie in Stuttgart. 
Itr. 211.

p te tc o ro lo g ie  oon Dr. ID. ©rabert, 
profeffor an ber Unioerfität 3nns» 
brucf. m it 49 flbbilbungen unb 7 
©afeln. Itr. 54.

Ptincralogic oon Dr. K. Brauns, 
profeffor an ber Unioerfität KieL 
m it 130 flbbilbungen. Ur. 29.

Jttinnerang unb öprudibidituitg.
tDaltljer o. b. Dogeltoeibe m it Aus« 
roalfl aus minnefang unb Sprud)« 
bidftung. m it flnmertungen unb 
einem tDörterbud) oon ©tto 
ffiüntter, profeffor an ber ©berreal* 
fd)ule unb an ber ©edfn. podffdfule 
in Stuttgart. Ur. 23.

Stoepkologie, Anatomie u.
liolagir ber Pflnm en. Don Dr.
UX m igula, Prof. a. b. Jorftafabemie 
(Eifenadf. m it 50 flbbilb. Ur. 141.

K U lw ttJerrn . mag«, m ün 3» unb ®e« 
toid)tsroefen oon Dr. flug. Blinb, 
profeffor an ber panbelsfd|ule in 
Köln. Ur. 283. 

i t t u r n c r ,  itI )o m ao . m artin  Eutlfer, 
©bornas m urner unb bas Kirdfenlieb 
bes 16. 3 abrb- flusgetoablt unb 
mit (Einleitungen unb flnmertungen 
oerfeben oon prof. ffi. Berlit, fflberl. 
am Uitolaigpmn. 3U Ceip3ig. Ur. 7. 

U tufih . © erd |id )te  b e r  a lte n  u n b  
< n i t te la lte r l id ;rn , oon Dr. fl. 
möbler. m it 3ablreid)en flbbilb. 
unb Ittufifbeilagen. Ur. 121. 

iU u ltk a lird ie  fo v m e n le k re  (flo rn - 
p p ftt ian e le k c e )  d. Stepban Krebl.
I. n .  m it oielen Uotenbeifpielen. 
Ur. 149. 150.

l t lu r th g e rd |id |te  b c#  17. u n b  18 . 
S a b r k u n b c r t#  oon Dr. K. ©runs» 
It) in Stuttgart. Ur. 239.

— b c e  19. ¿ ta k r lju n b e r t#  oon Dr.
K. ffirunsft) in Stuttgart. I. II . 
Ur. 164. 165.

S tu f tk le h re ,  A llgem eine, o. Stepban 
Krebl in ¿eip3ig. Ur. 220.

P lt ttifo lo g ie , D eu trd je , oon Dr.
jriebrid) Kauffmann, profeffor an 
ber Unioerfität KieL Itr. 15.

— © ried iird je  u n b  rö m ird te , oon 
Dr. perm. Steubing, profeffor am 
Kgl. ffipmnafium in IDurçen. Ur. 27.

— fiepe aud): pelbenfage.
J ta u t ik .  Kut3er Abriß bes taglid) an

Borb oon panbeisfd)iffen ange» 
toanbten ©eils ber Sdfiffabrtstunbe. 
Don Dr. 5 ran3 Sd)ul3e, Direttor 
ber Uaoigations-Sdiule 3U Eiibed. 
m it 56 flbbilbungen. Ur. 84.

I t ib e lu n g e , D ec, S û t  in flustoabl 
unb Iftittelbodfbeutfdie ffirammatit 
mit fu ren t tDörterbud) oon Dr. ID. 
®ottber, profeffor an ber Unioerfität 
RoftocE. Ur. 1.

 fiebe aud): Ceben, Deutfcbes, im
12 . 3 abrbunbert.
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JIukpflan ieuD onprof. Dr. 3.Bet)rens, 
Dorft. b. ffirofjt). Ianbroirtfdiaftlichen 
Derfudfsanftalt fluguftenberg. m it  
53 jigu ren . Itr. 123.

piibogogik im ffirunbrig oon pro» 
feffor Dr. U). Rein, Direttor bes 
päbagogifd)en Seminars an ber 
Unioerfität 3ena. Rr. 12.

— ffieMiidite ber, oon ©berleprer 
Dr.p.tDeimerinIDiesbaben. Rr.145.

P aläontologie o. Dr. Rub. poemes, 
Prof. an ber Unioerfität ffiraî- Utit 
87 flbbilbungen. Ur. 95.

ParaUelperlpektioe. Reäftrointlige 
unb fdiiefrointlige Axonometrie oon 
profeffor 3- Ponberlinn in Breslau. 
IRit 1 2 1  Siguren. Ur.260.

Perlpcktioe nebft einem Anhang üb. 
Sdfattentonftrultion unb parallel» 
perfpettioe Don flrepiteft pans 5ret)> 
berger, ©berleprer an ber Bauge» 
roerlfdiule Köln, m it 88 flbbilb. 
Ur. 57.

Petrographie oon Dr. tD. Brupns, 
Prof. a. b. Unioerfität Strafjburg i. Œ. 
m it 15 flbbilb. Ur. 173.

Pflan;e, Die, ipr Bau unb ipr leben 
oon Oberlehrer Dr. Œ. Bennert, 
m it 96 flbbilbungen. Ur. 44.

P f la itjcu b io lo g ie  oon Dr. U>. ITtiguIa, 
Prof. a. b. Jorftatabemie ©ifenad). 
Utit 50 flbbilb. Ur. 127.

Pflameit-iW orpliologte, -Anato
mie unb -Phnfiologie oon Dr. 
ID. m igula, profeffor an ber Jorft» 
alabemie (Eifenadj. m it 50 flb» 
bilbungen. Ur. 141.

Pflantenreid). g a o . (Einteilung bes 
gefamten pflan3enreid)s mit ben 
midftigften unb belannteften Arten 
oon Dr. S- Reinede in Breslau unb 
Dr. ID. migula, profeffor an ber 
Jorftafabemie (Eifenad). m it 50 
Jiguren. Rr. 122 .

Pflanzenwelt, Die, ber ©emäfler 
oon Dr. ID. migula, Prof. an ber 
5 orftafabemie (Eifenadf. mit 50 flb» 
bilbungen. Rr. 158.

ptjarmahognofte. Pon flpotheter 
5- Sdimittbenner, flffiftent am Bo» 
tan. in ftitu t ber ©edfnifdfen podf» 
fdfule Karlsruhe. Rr. 251.

Phtlolopljie, (ßinfnlirnng in  bie, 
oon Dr. IÏÏaj tDentfd)er, prof. a.b. 
Unioerfität Königsberg. Hr. 281.

— pfqdjologie unb Eogil 3ur (Einführ, 
in bie philofophie oon Dr. ©1). 
(Elfenhans. m it 13 5ig. Rr. 14.

P h o to g r a p h ie .  Don prof. p . Kegler, 
5 ad)Iehrer an ber I. t. ffirappifdfen 
Eepr» unb Derfudjsanftalt in IDien. 
Rlit 4 ©afeln unb 52 flbbilb. Rr. 94.

Phijliii, Sheoretifdfe, 1. ©eil : Rled)a» 
nit unb flfuftit. Don Dr. ffiuftao 
3ager, profeffor an ber Unioerfität 
IDien. m it 19 flbbilb. Rr. 76.

 II. ©eil: Eidft unb IDarme. Don
Dr. ®uftao 3äger, profeffor an ber 
Unio. IDien. m it 47 flbbilb. Rr. 77.

 III. ©eil: (EIettri3ität unb Rtagne»
tismus. Don Dr. ffiuftao 3ager, 
Prof. an ber Unioerfität IDien. Rlit 
33 flbbilb. Rr. 78.

— © efdiid ite  b e r , oon fl. Kiftner, 
profejfor an ber ffirofjt). Realjdfule 
3u Sinspeim a. <E I: Die Phpfil bis 
Retoton. m it 13 Jig . R r 293.

 II: Die Phufit oon Reujton b is3ur
ffiegenroart. Rlit 3 Figuren. Rr. 294.

PhR lthaltfriie  A u fg a b c n ra m n tlu n g  
Don ®. Rlaïjler, p ro f. b. mathem. 
u. Phbfil am ffipmnafium in Ulm. 
m it Öen Refultaten. Rr. 243.

PhRlthaUldie iornielfam tttlung  
oon ffi. mablcr, Prof. am ffipm» 
nafium in Ulm. Rr. 136.

ptaflik, Die, be# Abeublanbee oon 
Dr. pans Stegmann, Konferoator 
am ffierman. Rationalmufeum 3U 
Rürnberg. m it 23 ©afeln. Rr. 116.

Poetik, gcutrrfie, Don Dr. K Borinsti, 
Do3ent a. b Unio. mündjen. Rr. 40.

Polam entiereret. ©efttWnbuftrie II: 
IDeberei, IDirferei, pofamentiererei, 
Spitjen» unb ffiarbinenfabritation 
unb 5 il3fabritation oon profeffor 
Rlaf ffiürtler, Direltor ber Königl. 
©ed)n. 3entralftelle für ©ertil»3nb. 
3U Berlin, m it 27 Jig . Rr. 185.
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PftTdjologit unb to g ik  3ur (Einführ. 
in bie PhiIofopf)ie, non Dr. II). 
(Elfenhans. Ritt 13 5ig. Rr. 14.

pnjrfjopl|i)lifc. ©riutbrift ber, non 
Dr. ffi. J .  Eipps in Eeip3tg. Rlit 
3 Jiguren . Rr. 98.

P u m p e n ,  b tjb ro u lild ie  u n b  p iteu - 
n«atird»e A n la g e n . (Ein furjer 
Uberbltd oon Regierungsbautneiiter 
Rubolf Dogbt, Oberlehrer an  ber 
tgl. höheren IRafdiinenbaujdiuIe in 
Polen. Rlit 3ahlreid)en flbbilbungen. 
Rr. 290.

tQuellrithunbt für beutldjen 05e- 
Id)idite non Dr. (Earl 3 acob, prof. 
a. b. Unioerfität ©übingen. 2  Bänbe. 
Rr. 279. 280.

g e rillten , tu tu fm än n ir rfie o , oon 
Ridjarb 3uft, Oberlehrer an ber 
<&ffentlid)en panbelslehranftalt ber 
Dresbener Kaufmannfchaft. I. II. III. 
Rr. 139. 140. 187.

Peditelcltre, Allgemeine, oon Dr. 
©h- Sternberg in ©harlottenburg. 
I : Die Riethobe. Rr. 169.

— I I : Das Stiftern. Rr. 170.
Ped)t*rd)ui;, p er  internationale

getuerblidie, oon 3- Reuberg, 
Kaiferl. Regierungsrat, Rlitglieb bes 
Kaiierl.patentamts 3uBerlin. Rr.271.

Pebetchre, pcutldie, o. tfans probft, 
ffiomnafialprofeffor in Bamberg. 
Rlit einer ©afel. Rr. 61.

Peligion#gerd)id|te, Altteftamcnt- 
lidte, oon D. Dr. RTar Eöhr, Prof. 
an ber Unioerfität Breslau. Rr. 292.

— A nbiM ie, oon profeffor Dr. ®b» 
munb tjarbt). Rr. 83.

 flehe aud| Bubbha.
|!eiigiom>toilTenrri|aft, Abrif? ber 

uergleidfenben, oon Prof. Dr. ©h. 
fldjelis in Bremen. Rr. 208.

P o u ta n .  ffiefd)idite b. bcutfdfen Romans 
oon Dr. tfellmuih Rtieile. Rr. 229.

P ulT trd t-Peutrriieo  © elp rS d io b u d f 
oon Dr. (Eriih Berneter, Profeffor an 
ber Unioerfität p räg . Rr. 68.

p u n tfd te e  ic le b u d i mit ffitoffar oon 
Dr. 4rid | Berneter, profeffor an ber 
Unioerfität P rag . Ur. 67.

 ftehe aud): (Brammatit.

Sadt#, pan#, flusgetoählt unb er» 
läutert oon Prof. Dr. 3uiius Sahr. 
Ur. 24.

gäugetieee. Das ©terreidi I : Säuge
tiere oon (Dberftubtenrat prof. Dr. 
K urt Eampert, Porfteher bes Kgl. 
Uaturaiientabinetts in Stuttgart. 
Rlit 15 flbbilbungen. Rr. 282.

5d|attenkanltruhtiontn o. Prof. 3 . 
Donberlinn tu Breslau. Ritt 114 J ig . 
Rr. 236.

gdtmai-ofccv u . gdtmarobertum  
in ber (Tirrniett. (Erfte (Einführung 
in bie tierifdje Scfimaroyerfunbe
o. Dr. 5 ra«3 o. IDagner, a. o. Prof.
a. b. Unioerf. Siegen. Rlit 67 flb» 
bilbungen. Rr. 161.

Srimle, P it  bentldie, im Attelanbe,
oon Sans flmrhein in Balle a. S. 
Rr. 259.

gdfulprari#. Rtethobit ber Polfs» 
fdjule Don Dr. R. Senferl, Seminar
oberlehrer in flmtaberg. Rr. 50. 

gitttpliriu# StmpItrilTimu# oon 
Sans 3afob ©hriftoffel o. ffirimmels» 
häufen. 3n flustoaf)I hcrausgegeb. 
oon Prof. Dr. J .  Bobertag, Do3ent 
an ber Unioerfität Breslau. Rr. 138. 

Soziologie oon Prof. Dr. ©homas 
fldfelis in Bremen. Rr. 101.

Spikenfabeikation. ©ejttWnbuftrie 
I I : IDeberei, RRrlerei, pofamen» 
tiererel, Sptgen» unb (Barbinen- 
fabrifation unb J i t3fabrtlation oon 
profeffor Rta^ (Bürtler, Direttor ber 
Königl. ©edinifdien 3entralftelle für 
©efti!»3nbuftrie 3U Berlin. Rlit 27 
Jiguren. Itr. 185. 

gpradfbenhmSUr, (Oottldje, mit 
(Brammatit, Uberfegung unb (Er» 
läuterungen o. Dr. tferm. 3angen, 
Direttor ber Königin Euife-Sdfuie in 
Königsberg i. p r .  R r. 79.

gpradiwirr« nfdiaft, «ermanifdre,
o. Dr. Rt(h- Eoetoe in Berlin. Rr.238. 

— J n b o g e rm a n ird je .o  Dr.R.Rlerin»

Ser, prof. a.b. Unio. (bra3. Rlit einer 
afel. Rr. 59.
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§ p ra r i) ro i |T e n rd )o f t ,  Rom nitilV tic,
non Dr. Höolf 3ouner, prioatöo3ent 
an 6er Uninerfität Kien. I: £aut» 
legre u. tDortleljre I. Hr. 128.

— — II :K>ortIehreIIu.Siintaj. Itr.250.
— Ormitifdir, non Dr. C. Brodel, 

mann, Profeffor an 6er Uninerfität 
Königsberg. Itr. 291.

gtaatartd it, PreußiMie», non Dr. 
5rig  Stier<SomIo, profe(|or an 6er 
Uninerfität Bonn. 2 Seile. Hr. 298
u. 299.

5 ta m m » * h u ttb e , P eu trd ie , non
Dr. Ru6oIf tRud), a. o. profeffor an
6. Unineriität töien. lliit 2 Karten 
unö 2 Safein. Itr. 126.

ö ta ti lr ,  I. S eil: P ie© run6Ief|ren 6er 
Statit ftarrer Körper n. ID. Räuber, 
öiplom. 3ng. tttit 82 5ig. Kr. 178.

— II. Seil: Ängeroanöte Statit. tltit 
61 Jiguren. Kr. 179.

p te n o g n a p l i i r  nad) 6em Stiftern non 
S. X. (Babelsberger non Dr. ftlbert 
Schramm, XTtitglieö 6es Kgl. Stenogr. 
3nftUuts Dresöen. Kr. 246.

— £el)tbudi 6er Dereinfahten Deutid|en 
Stenograpt)ie (®inig.»Stiftem Sto^e» 
Sdiret)) nebft Sd)IüffeI, tefeftüden u. 
einem Hngang n. Dr. Hmfel, ®ber. 
leerer 6es Kaöettenhaufes ®raniett. 
ftein. Kr. 86.

ötereodjemie non Dr. <E. K)e6etin6, 
Profeffor a. 6. Uninerfität Sübingen. 
Ktit 34 KbbiI6. Kr. 201.

S te re a m e tv ie  non Dr. K. ffilater in 
Stuttgart, m it 44 Jiguren. Kr. 97.

S iilh u tib e  non Karl ®tto i) artmann, 
ffieroerbeidiuioorjtanö in £al)r. mit 
7 Polibilbern un6 195 Sejt»3Ku* 
ftrationen. Kr. 80.

ötedinologie, Allgemeine riiemifdte, 
non Dr. (Buft. Kautet in Sfrnr» 
lottenburg. Kr. 113.

Sierrfcubfloffr, P ie, mit befonöerer 
Berüct(iditigung 6er (gnttietifdien 
meti)o6en non Dr. tjans Buherer, 
profeffor an 6er Kgl. Sed)n. Roh» 
fhule Dresöen. Hr. 214.

SeUgrapltU, P ie  elehtrifdie, non 
Dr.£ub.HeIIftab. IK.I9.Slg. Hr.172.

Seftctment. Pie Sntftehung 6es Alten 
Sejtaments non Lic. Dr. ID. Staert 
in 3ena. Hr. 272.

— Pie ®nt|tel)ung 6es Reuen Sefta» 
ments non Prof. Lic. Dr. Sari Siemen 
in Bonn. Kr. 285.

Srrtil-3nbtt(lne II: IDeberei, (Dir» 
terei, pofamentiererei, Spihen» un6 
(Baröinenfabrifation un6 5 il3fabri= 
tation non Prof. map ffiürtler, Pir. 
6er Königlichen Secgn. 3entratftelle 
für Sertil,3n6ujtrie 3U Berlin, mit 
27 Jig . Hr. 185.

— III : U>äfd|erei, Bleicherei, 5ärberei 
unö ihre tfilfsffoffe non Dr. tDilt). 
maffot, £ef)rer an 6er Preug. f)8I). 
Jathfchule für Sertilinöuftrie in 
Ktefeiö. m it 28 5ig. Kr. 186.

ShertnobtinotttihiSechnifche IDärme» 
lehre) non K. KJalther unö m. 
Röttinger, Pipl.» Ingenieuren, mit 
54 stg . Kr. 242.

ötierbiologie I :  Sntftehung unö 
lüeiterbitöung 6er Siertoeit, Be» 
3iel)ungen 3«  organifhen Katur 
non Dr. Ifeinrich Simroth, profeffor 
an 6er Uninerfität £eip3ig. mit 
33 Kbbilöungen. Kr. 131.

— II: Be3iei)ungen öer Siere 3ur or* 
ganifdien Katur non Dr. Reinrid) 
Simroth, Prof. an öer Uninerfität 
£eip3ig. mit 35 flbbilö. Kr. 132.

iTittgtograpbie non Dr. Hmolö 
3 acobi, profeffor öer 3ooIogie an 
öer Kgl. Jorftataöemie 3u Sbaranöt. 
mit 2 Karten. Kr. 218.

SCierhnnbe n. Dr. 5 ran3 n. IDagner, 
Profeffor an öer Uninerfität (Biegen, 
m it 78 Kbbilöungen. Kr. 60.

® ftr« id |, Po*, I :  Säugetiere non 
®berftuöienrat Prof. Dr. Kurt £am> 
pert, Dorfteger öes Kgl. Katuralien» 
fabinetts in S tu ttgart m it 15 Kb« 
bilöungen. Kr. 282.

® itr}nd )tU lib r, Kllgemeine unö fpe3i» 
eile, non Dr. Pau l Rippert in Berlin. 
Kr. 228.

ftrigottouMtrie, ©bene itttb Iptia-
rlfdte, non Dr. ©erg. Reffenberg, 
prinatöo3. an öer Sehn. Ijohfhule 
in Berlin, m it 70 Stguren. Kr. 99.
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Jlnternrittonieren,Pa» öffcittlidic, 
PeutTdilanb» i. b. tOr genannt
»on Dr. P au l Stögner, ffiqmnafial* 
Oberlehrer in 3toidau. Kr. 130.

— ©erriiiriite b r e  b e u t  (dien l ln te r -  
r ir i j te n tr re n »  non prof. Dr. 5rieö= 
rief) Seiler, Direitor bes Kgl. ffiqm* 
najiums 3u Cucfau. I. S e il: Pon 
Anfang an bis 3um Snbe bes 18. 
3aRrRunberts. Itr. 275.

 I I . S e il: Pont Beginn bes 19.
3aRrRunberts bis auf bie ffiegen. 
utart. Itr. 276.

lirc ie ld iid tte  b e r  ittenTdiR eit o. Dr.
tttori3 Roernes, prof. an ber Unio. 
IPien. Ittit 53 Abbilb. Itr. 42.

J lrR eb e v rrd jt,  P a »  beutTrije, an
literarifdien, fünftierifhen unb ge* 
toerbiicRen ScRöpfungen, mit befon* 
berer BerüdfiiRtigung ber inter* 
nationalen Derträge tton Dr. ffiufta» 
Rauter, patentanroalt in SRarlotten* 
bürg. Rr. 263.

Jlerridierungontatliematih tton Dr. 
Alfreb £oetnt), prof. an ber Unio. 
Jreiburg i. B. Rr. 180:

Ptcltdjermtg»nteren, Pa», oon Dr.
iur. P au l tttoibenRauer, Do3ent ber 
PerficRerungsunffenfhaft an ber 
RanöelsRodifcRule Köln. Rr. 262.

y ö ll te r l tu n b e  tton Dr. Rticfiael Raber. 
lanbt, prioatbo3ent an ber Unioerf. 
tPien. m it 56 Abbilb. Rr. 73.

P o il te l ie b , P a »  beutldie, aus* 
geioäRIt unb erläutert »on profeffor 
Dr. 3ul. SaRr. R r. 25.

|tolh«niirtrd|nft«lrlrrc n. Dr. S ari 
3 oRs. 5ud|s, profeffor an öer Uni* 
»erjität Jre iburg  i. B. Rr. 133.

Pollt»niirtrd|aft9politilt oon prä* 
fibent Dr. R. oan öer Borgbt in Ber* 
litt. Rr.177.

JttaltRarilieb, P a», im Persntage 
ber UrfcRrift überfegt unb erläutert 
»on Prof. Dr. R. AitRof, ©berleRrer 
a. Realgpmnaiium i. töeimar. Rr.46.

U la ltR e r  u o tt b e r  P o g e lu ir ib e  mit
HustoaRI aus minnefang u. Sprüh* 
bid)tung. m it Anmeldungen unb 
einem tPörterbud) »on ®tto ©üntter, 
Prof. a. b. ®berrealfd)ule unb a. b. 
Sehn. RocRftR- in S tu ttg art Rr. 23. 

IParcnhunbe, »on Dr. Karl Raffad, 
profeffor an  ber IDiener Ranbels* 
atabemie. I. S e il: Unorganifhe 
tParen. Ittit -10 AbbÜbungen. Rr.222. 

— II . Seil: fflrganifhe tDaren. m it 
36 Abbilbungen. Rr. 223. 

JUärutr. SReoretifhe PRtjfit n .  S eil: 
£ ih t unb tPärme. Pon Dr. ffiufta» 
3 äger, profeffor an ber Uni»erfität 
tPien. m it 47 Abbilb. Rr. 77. 

lUdriurUijrr, Srdjnirdie, (cbljer- 
titbbttnantilt) »on K. IPaltRer u. 
m. Röttinger, Dipl.=3ngenieuren. 
m it 54 Siguren. Rr. 242. 

gdätdierri. Septil < 3nbuftrie III: 
IPäfhetei, BleicRerei, Järberei unb 
iRre Rilfsftoffe »on Dr. tPilR. maffot, 
£eRrer an ber preug. RöR. JacRfhuIe 
für Septilinbujtrie in Krefelb. m it 
28 Sig- Rr. 186 .

IP afT rr, P a » ,  unb feine Perroenbung 
in 3nbuftrie unb ffietoerbe oon Dr. 
ffirnft £eRer,DipI.*3ngen. InSaalfelb. 
m it 15 Abbilbungen. Rr. 261. 

J P e b e r r i .  Septil*3nbuftrie I I : IPe» 
berei, IPirterei, pofamentiererei, 
Spigen* unb ffiarbinenfabritation 
unb J i l3fabritation »on profeffor 
m ap ffiürtler, Direftor ber Königl. 
Sehn. 3entralftelle für Septil=3n< 
buftrie 3U Berlin, m it 275ig. Rr.185. 

lU irhe i-c i. Septil*3nbuftrie II :  IPe. 
berei, IPirterei, pofamentiererei, 
Spigen* unb ffiarbinenfabritation 
unb Jiljfabrifation »on profeffor 
m ap ffiürtler, Direitor ber Königl. 
Schn. 3entraifteIIe für Septil*3n* 
Öuftrie3u Berlin. m it2 7 J ig . Rr.185. 

J P o l f r a m  m m  © rdtenbari). Rart* 
mann ». Aue, tPoIfram ». ffifhen* 
b a h  unb ffiottfrieb »on Stragburg. 
AusroaRI aus bem Röf. (Epos mtt 
Anmertungen u. tPörterbud) »• Dr. 
K. Rtarolb, Prof. a. Kgl. SriebricRs* 
lotleg. 3. Königsberg t. p r . Rr. 22.
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©. 7- ©öfcbenTcbe V erlag sb an d lu n g , U etpztg.

Hlörtrrburii naä) bet neuen beutfd|en 
llediiirfireibmtg non Dr. tjeinrid) 
Klenj. Itr.200.

— jDrntrriie», non Dr. 5erb. Detter, 
Prof. anb. Unioerfitöt Prag. Hr. 64. 

gridjenlY tlttU  oon prof. K. Kimmid) 
in Ulm. lü tt 17 tlafetn in Ion-, 
Jarben» unb ffiolööruct u. 135 Doll» 
unb Ue£tbilbern. Ur. 39.

3eiti(itett, b3eometfird|c», non If.
Better, Hrcf)itett unb £ef]rer an ber 
Baugeroerl(ct)ule in lltagbeburg, 
neu bearb. o. prof. 3- Donberltnn, 
biplom. unb ftaatl. gepr. 3ngenieur 
in Breslau, tttit 290 Jig . unb 23 
ffafeln im Gejt. Hr. 58.

tDeitere Bänbe erfdjeinen in rafdjer 5°l9c-



^ a m m l u n g  ^ c h u b e r l
Sammlung m athem atischer Lehrbücher,

die, auf w issenschaftlicher G rundlage beruhend , den B edürfnissen des 
P rak tikers R echnung trag en  und  zugleich  durch eine le ich t faßliche 
D arstellung  des Stoffs auch fü r den  N ichtfachm ann verständ lich  sind .

G. J. Göschen’sehe Verlagshandlung in Leipzig.

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bände:
1 Elementare Arithmetik und Algebra 12

von Prof. Dr. H erm ann S chubert 
in H am burg. M. 2.80.

2 Elementare Planimetrie von Prof. 13 
W. P flieger in M ünster i. E 
M. 4.80.

3 Ebene und sphärische Trigono- 14 
metrle von Dr. F. B ohnert in 
H am burg. M. 2.—.

4 Elementare Stereometrie von Dr.
F. B ohnert in Ham burg. M. 2.40.

5 Niedere Analysis 1. Teil: Kombina- 30 
torlk, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Kettenbrüche und dlophantische 25 
Gleichungen von P ro fesso r Dr. 
H erm ann S chubert in Hamburg.
M. 3.60.

6 Algebra mit Einschluß der elemen- 27 
taren Zahlentheorie von Dr. Otto 
P u n d  in A ltona. M. 4.40.

7 Ebene Geometrie der Lage von 
Prof. Dr. Rud. B öger in  Ham
burg. M. 5.—. 29

8 Analytische Geometrie der Ebene 
von P ro fesso r Dr. M ax Sim on 
in S traßbu rg . M. 6.—.

9 Analytische Geometrie des Raumes
I. Teil: Gerade, Ebene, Kugel von 
P ro fesso r Dr. M ax Sim on in 31 
S traßburg . M. 4.—.

10 Differential- und Integralrechnung
I. Teil: Differentialrechnung von 
Prof. Dr.W . Frz. M eyer in K önigs- 32 
berg. M. 9.—.

11 Differential- und Integralrechnung
II. Te il: Integralrechnung von P ro f  34 
Dr. W. Franz M eyer in K önigs
berg. M. 10.—.

Elemente der darstellenden Geo
metrie von Dr. John Sch röder in 
Ham burg. M. 5.—. 
Differentialgleichungen von Prof. 
Dr. L. S ch lesinger in K lausen
burg. 2. Auflage. M. 8.—.
Praxis der Gleichungen von Prof. 
C. Runge in Hannover. M. 5.20. 
Wahrscheinlichkeits- und Aus
gleichungs-Rechnung von Dr. N or
b e rt H erz in W ien. M. 8.—. 
Versicherungsmathematik von Dr. 
W. G rossm ann in W ien. M. 5.—. 
Analytische Geometrie des Raumes
II. Teil: Die Flächen zweiten
Grades von P ro fesso r Dr. M ax 
Sim on in S traßburg . M. 4.40. 
Geometrische Transformationen
I. Teil: Die projektiven Trans
formationen nebst ihren An
wendungen von Prof. Dr. Karl 
D oehlem ann in M ünchen. M.10.—. 
Allgemeine Theorie der Raum
kurven und Flächen I. Teil von 
P ro fesso r Dr. V ictor Kommereil 
in R eutlingen und  P ro fesso r Dr. 
Karl Kommereil in H eilbronn. 
M. 4.80.
Theorie der algebraischen Funk
tionen und ihrer Integrale von 
O berlehrer E. L andfriedt in 
S traßburg . M. 8.50.
Theorie und Praxis der Reihen 
von Prof. Dr. C. R unge in Han
nover. M. 7.— .
Liniengeometrie mit Anwendungen
I. Teil von P ro fesso r Dr. Konrad 
Z ind ler in Innsbruck. M. 12.—.
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35 Mehrdimensionale Geometrie I. Teil: 
Die linearen R äum evonProf.D r.P . 
H .S chouteinG ron ingen . M. 10.—.

36 MehrdimensionaleGeometrie II. Te il: 
Die Polytope von Prof. Dr. P. H. 
Schou te  in G roningen. M. 10.—.

38 Angewandte Potentialtheorie in ele
mentarer Behandlung I. Teil v. Prof. 
E. G rim sehl in H am burg. M. 6.—.

39 Thermodynamik I. Teil von Prof. 
Dr. W . Voigt, G öttingen. M. 10.—.

40 Mathematische Optik von Prof. Dr. 
J. C lassen  in Hamburg. M. 6.—.

41 Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus I. Teil: Elektrostatik 
und Elektroklnetlk von Prof. Dr.

ł C lassen  in H am burg. M. 5.—. 
heorle der Elektrizität u. d. Magne

tismus II. Teil: Magnetismus und 
Elektromagnetismus von Prof. Dr. 
J. C lassen  in H am burg. M. 7.—. 

43 Theorie der ebenen algebraischen 
Kurven höh. Ordnung v. Dr. Heinr. 
W ieleitner in Speyer. M. 10.

44 Allgemeine Theorie der Raum
kurven und Flächen II. Teil von 
P ro fesso r Dr. V ictor Kommereil in 
Reutlingen u. P ro fesso r Dr. Karl 
Kommereil in H eilbronn. M. 5.80.

45 Niedere Analysis II. Teil: Funk
tionen, Potenzreihen, Gleichungen 
von P ro fesso r Dr. Herm ann 
S chubert in Hamburg. M. 3.80.

46 Thetafunitlonen u. hyperelliptische 
Funktionen von O berlehrer E. 
L andfriedt in S traßburg . M. 4.50.

48 Thermodynamik II. Teil von Prof. 
Dr. W. Voigt, G öttingen. M. 10.—.

49 Nicht-Euklidische Geometrie v. Dr. 
H. Liebm ann, Leipzig. M. 6.50.

50 Gewöhnliche Differentialgleichun
gen beliebiger Ordnung von Dr. J. 
Horn, P rofessor an der B ergaka
demie zu  C lausthal. M. 10.—.

51 Liniengeometrie mit Anwendungen
II. Teil von P ro fesso r Dr. Konrad 
Z ind ler in Innsbruck. M. 8.—.

In V orbereitung bzw. projektiert sind:
Elemente der Astronomie von Dr.

E rn st H artw ig in Bam berg. 
Mathematische Geographie von Dr.

E rn st H artw ig in Bam berg. 
Darstellende Geometrie II. Teil: Anwen

dungen der darstellenden Geome- 
trle v . Prof.E richG eygerin Kassel 

Geschichte der Mathematik von Prof. 
Dr. A. von BraunmUhl und Prof. 
Dr. S. G ünther in M ünchen. 

Dynamik von P ro fesso r Dr. Karl 
H eun in K arlsruhe.

Technische Mechanik von Prof. Dr.
Karl Heun in Karlsruhe. 

Geodäsie von P ro fesso r Dr. A. Galle 
in Potsdam .

Allgemeine Funktionentheorie von Dr.
Pau l E pstein in S traßburg . 

Räumliche projektive Geometrie. 
Geometrische Transformationen II.Teil 

von P ro fesso r Dr. Karl D oehle- 
m ann in M ünchen.

Elliptische Funktionen von  D r. K arl 
B oehm  in  H eid e lb erg .

Allgem. Formen- u. Invariantentheorie. 
Kinematik von P ro fesso r Dr. Karl 

Heun in K arlsruhe. 
Elektromagnet. Lichttheorie von Prof.

Dr. J. C lassen  in Hamburg. 
Gruppen- u. Substitutionentheorie von 

Prof. Dr. E. N etto  in Gießen. 
Theorie der Flächen dritter Ordnung. 
Mathematische Potentialtheorie v. Prot.

Dr. A. W angerin in Halle. 
Elastlzltäts- und Festigkeitslehre Im 

Bauwesen von Dr.ing. H. Reißner 
in Berlin.

Elastizltäts- und Festigkeitslehre Im 
Maschinenbau von Dr. Rudolf 
W agner in S tettin .

Graphisches Rechnen von Prof. Aug.
A dler in Prag.

Partielle Differentialgleichungen von 
P ro fesso r J. Horn in C lausthal. 

Grundlagen der theoretischen Chemie 
von Dr. Franz W enzel in W ien.



G. J. G öschen’sch e V erlagsh and lung in  L eipzig .

Grundriß der Hnnflelsseosrnphie
von

Dr. Max Eckert
Privatdozen t d e r E rdkunde an der U niversitä t Kiel 

2 Bände

I: Allgemeine Wirtschafts- und Verkehrsgeographie
P re is : B rosch iert M. 3.80—, geb. in H albfranz M. 5.—

II: Spezielle Wirtschafts- und Verkehrsgeographie
P re is : B rosch iert M. 8 .—, geb. in Halbfranz M. 9.20

r \ i e s e r  G rundriß is t ein V ersuch, die H andelsgeographie als ein ein- 
heitliches w issenschaftliches System , das die gesam te W irtschafts

und V erkehrsgeographie um faßt, darzuste llen . Ihr W esen und ihre 
Aufgaben bestim m t der V erfasser dahin, daß sie von der K enntnis der 
allgem einen Lage und  der orographischen und  hydrographischen V or
ausse tzungen  aus die g ründliche E insich t in die E rw erbs- und  Ver
kehrsverhältn isse  sow ohl eines e inzelnen L andschaftsgebietes bzw. 
eines e inzelnen  W irtschaftsreiches, als auch der gesam ten  Erde, unter 
s te ter B erücksichtigung der w ichtigsten  k lim atologischen, geologischen, 
volksw irtschaftlichen und politischen F ak toren , verm ittelt.

Leitfaden der H a n d e M r a p h ie
von

Dr. Max Eckert
P re is : In Leinw and geb. M. 3.—

r \ i e s e r  L eitfaden is t für die ffand des Schülers bestim m t. E r is t im 
allgem einen ein A uszug aus dem vo rs tehenden  „G rundriß  der 

H andelsgeographie“ ; w enn  sich ab er auch d ie stoffliche V erteilung 
im großen und ganzen nach d iesem  W erk rich te t, so  sind  doch in 
e inzelnen Punkten  bedeu tende  V eränderungen vorgenom m en worden. 
A ußerdem  w urde das s ta tis tisch e  B eiw erk  auf ein M inimum beschränkt.



Allgemeine und 
spezielle ü M c lm f t s g e o M e

von

Dr. Ernst Friedrich
Privatdozen t an der U niversitä t Leipzig 

Mit 3 Karten
P re is : B roschiert M. 6.80, geb. in Halbfranz M. 8.20

r \ i e s e s  Buch such t in ein hologäiaches Verständnis der
W irtschaft (Produktion und Verkehr) einzuführen, indem  es zeigt, 

w ie jede  örtliche W irtschaft als Teil in dem zusam m enhängenden und 
durch te llu rische Faktoren  bestim m ten W irtschaftsleben der Erde 
dasteht. D abei w ird, w ie es rich tig  ist, die P roduktion  der Länder 
in den  V ordergrund geste llt, der V erkehr an  zw eiter Stelle  behandelt.

O. J. G öschen’sche V erlagshandlung ln L eipzig.

Zcichcnl<unst
M ethodische D arstellung des gesam ten Zeichenw esens 

unter Mitwirkung erster Kräfte herausgegeben von

Karl Kimmich
582 Seiten, mit 1091 Text-Illustrationen, 

sow ie 57 Farb- und Lichtdrucktafeln

----------------------- 2 Bände-----------------------
Preis: gebunden M. 25.—
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