Sammlung Gdéschen

Ausgleichungsrechnung

nach der Methode
der kleinsten Quadrate

Von

Prof. Wilhelm Weitbrecht

Mit 15 Figuren und 2 Tafeln

‘H H



Sam m lung

G 6schen

feimoanbbanb 8 0 p f .

G. X 66rchenTcbe Verlagsbandlung, Hetpzig.

t)er3eid)nis Ber erfcfyienenert Banoe.

Adierbau- u.Pflanmtbaulelirr oon
Dr. paul Rippert in Berlin u. (Ernft
Cangcnbecf in Bod)um. Itr. 232.

Ahuftiu. iti{'eorct. pijrjjif 1.IEciltme»
dfanif u. fltuftif. Don Dr. ®uft 3&ger,
profeifor an ber Unioerfitat IDien.
mit 19 flbbilbungen. tir. 76.

— itluiikau fdu',r.1)i. Rar! £. Schafer,
Dojent an ber Uninerfitat Berlin,
mit 35 flbbilb. Rr. 21.

Algebra. flritfemetit u. Algebra p. Dr.
fj. Sdjubert, prof. a. b. ffieleffrtenfdiule
b. 3ol)anneums in ffamburg. ttr. 47.

Alpcit, -Die, non Dr. Rob. Sieger, pro»
feffor'an ber Unioerfitat unb an ber
gEjportafabemie bes f. f. tfanbelsmu»
eums in XDien. mit 19 flbbilb. u.
1 Karte. Rr. 129.

Altertimer, Die bcutlcticn, P. Dr.
5ran3 5ui]fe, Direttor b.ftabt. mufe»
ums in Braunfd)roeig. mit 70 flbb.
Hr. 124.

Altertumalmube, (Oricriiirdic, non
Prof. Dr. Rid). IHaifd), neubearbeitet
non Reftor Dr. Jran3 pofetfiammer.
mit 9 Dollbiibern. Rr. 16.

— Komiftiie, oon Dr. £eo Blod) in
TOien. mit 8 Pollb. Rr. 45.

AmUuO. ®erijn.-®ltem., non Dr. ffi.
£unge, prof. a. b. (Eibgen. poltitedfn.
Sd)ule i.3uriefl. mit 16 flbb. Rr.195.

Aitnlulie, poliere, 1: Differential,
redpumg. Don Dr. 5rbr. Sunfer,
Prof. am Karlsggmnafium in Stutt»

art. _Rtit 68 5ig- Rr. 87.

--Repetitorium unb Aufgaben»

fammlung 3. Differentialrechnung n.

Dr. Sriebr. 3unler, Prof. am Karls»

ggmnafium in Stuttgart, mit 46 £ig.

Rr. 146.

: 3ntegralred)nung. Don Dr.

Sriebr. 3unler, prof. am Karlsgpm»

nafium in Stuttgart, mit 89 5ig.
88

-- Repetitorium unb Aufgaben»
fammlung 3ur 3ntegratredinung non
Dr. Stiebr. 3unier, Prof. am Karls»
ggmnafium in Stuttgart. mit 50 Sig.
Rr. 147.

Analgli«. Itiebere, non prof. Dr.
Benebitt Sporer in <ff)ingen. mit
55ig. Rr.53.

Arbeiterfrage, Die gcn>erbliri(e,
non IDerner Sombart, profeffor an
ber Unioerfitat Breslau. Rr. 209.

ArbeiterncrM ieruiig, Pie, oon Dr.
flifreb Rtanes in Berlin. Rr. 267.

Aritlimetilt unb Algebra non Dr.

erm. Schubert, profeffor an ber
elei)rtenfdiule bes 3 oi)anneums in
ffamburg. Rr. 47.
Beifpielfammlung 3ur flritf)metit
u. Algebra 0. Dr. Ifermann Schubert,
Prof. an ber ®elehrtenfd)ule bes 3<s
jianneums in ffamburg. Rr. 48.

Allroaontic. ffiréfee, Betnegung unb
gEntfernung ber ifimmelstérper non
1.J. mébius, neubearb. n. Dr. ID. $.
IDislicenus, prof. a. b. Unioerf. Straff»
birg. RIit36flbb.u.ISternt. Hr.11.

Aftropliultit. Die Befd|affenf)eit ber
Ifimmelstdrper non Dr. IDaiter 5.
IDislicenus, prof. an ber Unioerfitat
Strafeburg, mit 11 flbbilb. Rr. 91

Aufgabctifammlg. j. Analijt. ®en-
metrie b. ffibettc 0. ®. fff). Biirtlen,
Prof. am Realggmnafium in Sd)tD.»
(Bmiinb. mit 32 5iguren. Rr. 236.

— E!)i)lthalir<|)c, 0. ®. mafelcr, prof.

er IRatifem. u. Pfepfit am ffiptnnaf.
in UIm. IRit b. Refuitaten. Rr. 243.

Auffnbentuinvfi: non (Dberftubienrat
Dr. £. ID. Straub, Rettor bes (Eber»
harb»£ubroigs»®pmnafiums in Stutt»
gart. Rr. 17.

paukuult, pie, be« AbtuManbco
non Dr. K. Sdjafer, flffiftent am
ffieroerbemufeum in Bremen, mit
22 flbbilb. Rr. 74.

Pctricbehraft, Pie trordnuéljigfte,
oon 5riebrid| Barth, fflberingenieur
in Rirnberg. 1. tteil: Die mit
Dampf betriebenen Rlotoren nebft
22 Tabellen Uber ihre fInfefeaffungs»
unb Betriebsleitern mit 14 flbbil»
bungen. Rr. 224.



Sammlung Goschen &SSS sopf.

6 .J. Gofcben'fche Verlagsbandlung, Hetpztg.

petrichokvaft, Pie 2u>edtmiRigfte,
oon $rtebrid) Bartl), ffiberingenieur
in Ulrnberg. 2. ©eil: Berfdjiebene
Htotoren nebft 22 ©abellen tber il)re
Hnfdjaffungs* unb Betriebsioften.
ITXit 29 Hbbilbungen. Hr. 225.

peme?uttgejplcl* oon Dr. ©. Kol)!*
raufd), ‘profeffor am Kgl. Halfer*
U)|Il)elms-©|)mnaf|um 3U Ifannooer.
mit 14 Hbbilb. Hr. 96.

Biologie ber Pftantc» oon Dr. H).
migula, prof. an ber 5 orftafabemie
(Eifenad). mit 50 Hbbilb. Hr. 127.

ptolagte ber ®tere |: ©ntftefjung u.
tDeiterbilb. b. ©iertoelt, Besief)ungen
3ur organifd)en Uatur o. Dr. ifeinr.
Simrott), profeffor a. b. Unioerfitat
£eip3ig. mit 33 Hbbilb. Ur. 131

——————— 11: Be3iel)ungen ber ©iere 3ur
organ. Uatur v. Dr. ifeinr. Simrott).
Prof. an ber Unioerfitat £eip3ig.
mit 35 Hbbilb. Ur. 132.

pleldterel ©e£til*3nbuftrie

U)afd)erei, Bleicherei, Férberei unb
iljre ifilfsftoffe oon tDilbelm Htaffot,
£ei)rer an ber preufj. 1)6t). 5 acf)fcfule
f. ©eyt|I|nbuftr|e in Krefelb. mit
28 5ig- Ur. 186.

pMdjftUjvimg. £el)rgangbereinfa(i)en
u. bopp. Bud)t)altungoon Hob. Stern,
©berlef)rer ber ©ff. fjanbelsleljranft.
u.Do3.b. Ifanbelsi)od)fd)ule3. £eip3ig.
mit oielen 5ormularen. Ur. 115

pubbljit oon profeffor Dr. (Ebmunb
ifarbt). Ur. 174

purgestkttttbe, Abrif ber, oon Eof*
rat Dr. ffitto piper in mindjen. Hit
30 Hbbilb. Ur. 119.

©l;emie, Allgemeine tttth H i)lilm-
lirdjc, oon Dr. trtaj Hubolpl)i, D03.
a. b. ©edjn. ifod)fd)ule in Darmftabt.
mit 22 Figuren. Ur. 71

— Aimlgtifrijc. oon Dr. 3ol)annes
ifoppe. 1: ©tjeorie unb ©aug ber
flnalpfe. Ur. 247.

11: Heaition ber metaltoibe unb
metalle. Ur. 248.

— Attcrgantrrke, oon Dr. 3of. Klein
in mannt)eim. Ur. 37.

——————— fielje aud): metalle. —metaltoibe.

Cljcntie, (Rcfd)id)U ber, oon Dr.
ifugo Bauer, Hffiftent am d)em.
£aboratorium ber Kgl. ©ed)nifd)en
Ifod)fd)ule Stuttgart. |: Bon ben
alteften 3eiten bis 3ur Berbrennungs*
tf)eorie oon £aooifier. Ur.264.
ber ~okleujtolftterbinbunge»
oon Dr. Ifugo Bauer, Hffiftent am
d)em. £aboratorium ber Kgl. ©ed)n.
« Ifod)[d)ule Stuttgart. I. 11: Hli*
pt)atifd)e Berbinbungen. 2 Ceile.
Ur. 19t. 192.
19£(arboct)'Iifd)eBcrbinbungen

------- IV f)eterocoflifd)e Berbinbungen.
Ur. 194,

—©rga|t|fdje oon Dr. 3of. Klein in
mannl)eim. Ur. 38.

— ilktjrtnlogirdie, oon Dr. med. H.
£egal)n in Berlin. | : Hffimilation.
mit 2 ©afeln. Ur. 240.

11: Diffimilation. mit 2 ©afeln.
Ur. 211

©Ijem|rru iftedjnifritr Aitalt)?* don

©. £unge, Profeffor an "ber Gib*
genoﬁ polptedjn. Sdjule in 3irid).
mit 16 Hbbilb. Ur. 195.
gtantpfkeffel, Pie. Kur3gefafites £ef)r»
bud) mit Beifpieten fir bas Selbft*
ftubium u. b. pra!tifd)en ©ebraud} oon
Sriebrid) Bartl), ©beringenieur in
Ulrnberg. mit 67 5iguren. Ur. 9.

Pampfmard)iite, Pie. Kur3gefafetes
£el)rbud) m. Belfplelen fir bas Selbft*
ftubium unb ben praft. ©ebraud) oon
5 riebrid) Bartl), ©beringenieur in
Ulrnberg. mit 48 Figuren. Ur. 8.

Bampfturbinen, pie, iljre U)ir*
iungstoeife unb Konftrultion oon 3n*
genieur ifermann U)ilba in Bremen,
mit 89 Hbbilbungen. Ur. 274.

pid)tuttgett a. imtteU)ari)bcutfd>cr
irikfeit. 3n Hustoal)l m. ®©inltg. u.
tDorterb. l)erausgegeb. o. Dr. Iferm.
3ant$en, Direftor ber Koénigin £uife*
Sdjule in Kénigsberg i. pr. Ur. 137.

AHeteidjepc». Kubrun u. Bietrid)epen.
mit ©inleitung unb tDérterbud) oon
Dr. ffi. £. 3iric3ef, profeffor an ber
Unioerfitat Htinfter. Hr. 10.



Sammlung Gd6schen

Cointrentberb 8 0 P .

G. X Gofcben'fcbe Verlagsbandlung, Heipzig.

pifFcretttialredjmma oon Dr. £rbr.
3unfer, prof. a. Karlsgpmnafium in
Stuttgart. Ulit 68 5ig* Kr. 87.

— Repetitorium u. flufgabenfammlung
3. Differentialrechnung oon Dr.$rbr.
3unter, profeffor am Karlsgpm*
nafium tn Stuttgart. mit 46 5ig.
Rr. 146.

©bbalicfccr mit ©rammatif, Uber*
[efcung unb ©rléuterungen oon Dr.
U)ili)elm Ranifd), ©pmnafial*ffiber*
leerer tn ffisnabrid. Ur. 171

©ifettlfuttcttlutitbe oon fl. Kraufj,
bipl. Ifutteningen. I. ©eil: Bas Hot)*
eifen. mitl7$ig.u.4©afeln. Ur. 152

— I1. ©eil: Bas Sd)miebeifen. mit 25
5iguren unb 5 ©afeln. Ur. 153.

©iektrifitat. ©6eoret.pt)Pfit 111.©eit:
©lettriditat u.TUagnetismus. Don Dr.
ffiuft. 3ager, profeffor a. b. Unioerf.
U)ien. Ulit 33 flbbilbgn. Ur. 78.

©lehtroritentt* oon Dr.tfeinr.Banneel,
Prioatbo3ent in Breslau. I. ©eil:
©t)eoretifd)e ©ieftrod>emie unb it)re
pt)pfifalifd)*d)emifd)en ©runblagen
mit 18 Figuren. Ur. 252

foichtrotedptik. ©|nfuhrun in bie
mobeme ©leid)» unb IDedifelftrom*
ted)nif oon 3 *fferrmann, profeffor
ber ©leftrotedjnif an ber Kgl. ©ed)n.

Ifod)fd)ule Stuttgart. |: Bie pt)Pfi*
lalifdjen ©runblagen. mit 47 £ig.
Ur. iyc.

— I1: Bie ©Ie|d)ftr0mted)n|f mit 74
Figuren. Ur. 197

— |11: Bie n)ed)felftromted)nlt mit
109 Siguren. Ur. 198.

©pigattett, pie, be* ljofirdientirpaa.
flusroal)l aus beutfd)en Dichtungen
bes 13. 3al)rl)unberts oon Dr. Bittor
3unff flttuarius ber Kaiferlid)en
fltabemie berU)iffenfd)aften tntDien.
Ur. 289.

©rbmagnctiamua, Crbftrom, Jla-
lavlidjt oon Dr. fl. Uippolbt Jr.,
mitglieb bes Kénig!. Preu&ifd)en
meteorologifd)en 3nftituts 3U Pots*
bam. mit 14 flbbilb. unb 3 ©afeln.
Ur. 175.

©tliib oon profeffor Dr.
fld)elis in Bremen. Ur. 90

<B*kmTtandflara von Dcutfriilaith
3um Beftimmen ber héufigeren in
Beutfd)lanb toiIthad)fcnbcn?ﬂanaen
oon Dr. U). IRigula, profeffor an
ber 5 orftatabemie ©ifenad). 1.Ceil.
mit 50 flbbilbungen. Ur. 268.

2. ©eil. mit 50 flbbilbungen.
Ur. 269.

Farberei. ©ertit*3nbuftrie 11:
U)afd)erei, Bletperei, Farberei u.ihre
ffilfsftoffeo. Dr.tDiIfE. Htaffot, Cehrcr
a. b. preufe. hoh*£ad)fdjule f. ©eftilin*
buftriei.Krefelb. IR.285ig* Ur. 186.

Eeritrp**cri?niefett, paa, oon Dr.
Cubtoig Rellftab in Berlin, mit 47
Figuren unb 1 ©afel. nr. 155.

¢«f'ttgkcitoUlive  dok Ifauber,
Biplom*3ngenieur. mit 3al)|reld)en
$iguren. Ur. 288.

|?U?fabrikatiau. ©ejtil*3nbuftrie I1:
IDeberei, IDirferei, pofamentiererei,
Spieen* unb ©arbinenfabrifation
unb $Usfabrifation pon Prof. UTay
©drtler, Bireftor ber Kénigl. ©ed)n.
3entralftelle fiur ©eytil*3nbuftrie 3U
Berlin, mit 27 5ig. Ur. 185.
giimnittiilTcitrdiaft 0. prafibent Dr.
H. oan ber Borgetin Berlin. Ur. 148.
£ifd|cr*i uttb ¢-irdjntdjt o. Dr. Karl
©dftein, Prof. an ber 5orftatabemie
©berstoalbe, flbteilungsbirigent bei
ber ifauptftation bes forftlicpen Der*
fudistoefens. Ur. 159.
gavmeciramtttluttg, platljemat., u.
Repetitorium b. Htathematif, enth. bie
roid)tigften Formeln unb £el)rfahe b.
flrithmetit, Algebra, algebraifd|en
flnalpfis, ebenen ©eometrie, Stereo™
metrie, ebenen u. fpt)arlfd)en ©rigo*
nometrie, math- ffieographie, analpt,
©eometrie b. ©bene u. b, Raumes, b.
Different.« u.3ntegralred)n. o. ffi. Ctj.
Birflen, Prof. am Kgl. Realgpmn. in
Sd)to.*©miinb. mit 18 5ig. Ur. 51,
pppftkulifdic, oon®©. mahler, prof.
am ©pmnafium in Ulm. Ur. 136.

$artf«1?ung auf ber 4. Parfafereite,

©pomas



Sammlung Gdschen

Ausgleichungsrechnung
nach der
Methode der kleinsten Quadrate

Wilh. Weitbrecht

Professor der Geodasie in Stuttgart y«v

Mit 15 Figuren und 2 Tafeln

Leipzig
G. J. Goéschen’sche Verlagshandlung
1906



Alle Rechte, insbesondere das Ubersetzungsrecht,
von der Verlagshandlung Vorbehalten.

Spamersche Buchdruckerei in Leipzig-R.



Inhaltsverzeichnis.

EiNTEITUNG .cooiiiieee e
$ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 7
§ 2. Wahrscheinlichster Wert einer GroRe ans einer Relhe

gleich genauer, mit zufélligen Fehlern behafteter Be-

0baChtUNGSIESUILALE ..o s

§ 3. Grundbedingung fiir die Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate. Einteilung der Ausgleichungs-
aufgaben N

Abschnitt.

Ausgleichung direkter Beobachtungen.
1. Kapitel.

Seite
6

Direkte Beobachtungen von gleicher Genauigkeit.

§ 4 Untersuchung der einer Einzelbeobachtung innewohnenden
Genauigkeit 23
§ 5. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes L und der Summe
der Fehlerquadrate [»»] aus den Beobachtungswerten | .
§ 6. Mittlerer Fehler Ai des Mittelwertes L aus » gleich genauen

Beobachtungen |
§ 7. GroRter Betrag des unvermeidlichen Beobachtungsfehlers
2. Kapitel.
Direkte Beobachtungen von verschiedener
Genauigkeit.

§ 8. Wahrscheinlichster Wert einer BeobachtungsgréRe aus
einer Reihe verschieden genauer Beobachtungen. Ge-
wicht der Beobachtung. Gewichtseinheit .

§ 9. Eigenschaften des allgemeinen arithmetischen Mmels

1*

28

30
37



4

Inhaltsverzeichnis.

§ 10. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes L und des Trég-

§11.

w

w

12.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

heitsmomentes [p vv ]

Erreichte Beobachtungsgenauigkeit. Gewichtund Genauig-
keit des Endwertes...
Beispiel..

I1.  Abschnitt.

Vermittelnde Beobachtungen.
1. Kapitel.

Fortpflanzung von Beobachtungsfehlern auf

Funktionen der Beobachtungsgrdfien.

Mittlerer Fehler M und Gewicht P einer Funktion F der
beobachteten GroBenLx... Ln, welche mit den mittleren
Fehlern rtii ... mn behaftet sind .

B ISP IR IE oo

2. Kapitel.

Ausgleichung vermittelnder gleich genauer

Beobachtungen.

Graphische Ausgleichung zusammengehériger, beobachteter
Argument- und Funktionswerte bei bekannter oder un-
bekannter Beziehung. Beobachtungsfehler .
Beispiel e

Rechnerische Ausgleichung in Gberschiissiger Zahl vor-
handener Beobachtungswerte L bei bekannter Beziehung
zwischen ihnen und den von ihnen abhangigen, gesuchten
GroBen X , Y ... biszur Aufstellung der Normalgleichungen

Allgemeine Auflosung der Normalgleichungen
a) fur eine Unbekannte ...

b) fir zwei Unbekannte .

c) fur drei und mehr U nbekannte ...........................................

Bestimmung der mittleren Fehler m der Beobachtungs-
werte L aus den ihnen zuzuschlagenden Verbesserungen v
Ableitung des Wertes der Fehlerquadratsumme [®&>] als
Nebenprodukt der Reduktion der Normalgleichungen

Mittlerer Fehler M und Gewicht P der berechneten Un-
bekannten aus den Verbesserungen v der Beobachtungs-

WETER ot

Praktische Ausrechnung der Koeffizienten fir die Normal-
gleichungen. Bedirfnis verdnderter GroBe der Un-
bekannten oder der MaBeinheit. Vereinfachte Schreib-

weise. ReChnUNGSProben s

59
61

66
68

74
7
7
79
82

86

91



§ 20.

4. Kapitel.
Anwendung der Ausgleichung

Inhaltsverzeichnis. 5
3. Kapitel.
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen
von verschiedener Genauigkeit. Seite
Erweiterung der fir gleichwertige Beobachtungen auf-
gestellten Ausgleichungsgrundsiitze auf ungleichwertige
Beobachtungen ... 111

vermittelnder Beobachtungen auf trigonometrische

§ 21.
§ 22.
§ 23.

§ 24.

Punkteinschaltung.

Graphisches Ausgleichungsverfahren fir Vorwarts- und
vereinigtes Vor- und Rickwaértseinschneiden .
Rechnerisches Ausgleichungsverfahren fir trlgonometrlsche
Punkteinschaltung durch Vorwartseinschnitt

Rechnerisches Ausgleichungsverfahren furtrlgonometrlsche
Punkteinschaltung durch Rickwaértseinschnitt .
Rechnerisches Ausgleichungsverfahren fir vereinigtes Vor—
und Rickwartseinschneiden

I11.  Abschnitt.

Bedingte Beobachtungen.

Aufstellung der Bedingungsgleichungen.......cocovvincnincinnenns
Zuruckfuhrung der Ausgleichung bedingter, direkter auf
vermittelnde Beobachtungen. ...
Ausgleichung bedingter, direkter, gleich genauer Beobach-
tungen mittels K Orrelaten .
Ausgleichung bedingter, ungleich genauer Beobachtungen

119

128

135

Mittels K OTTelaten e 174



Einleitung.

Bei der Feststellung von Tatsachen und GréfRen mit-
tels sinnlicher Wahrnehmung sind wir Irrtimern und
Fehlern unterworfen, welche teils der menschlichen Un-
vollkommenbheit, teils der Mangelhaftigkeit der angewandten
Hilfsmittel und Methoden entspringen. Dies zeigt sich,
sobald irgend ein von mehreren Menschen beobachteter
Vorgang genau festgestellt werden will, oder wenn auch nur
ein einziger Beobachter die Ausdehnung oder die physi-
kalischen Eigenschaften eines und desselben Gegenstandes
mehrmals unabhéngig bestimmt. Es zeigt sich auch, wenn
man mehrere Grélen, welche vermdge eines Naturgesetzes
in bestimmter Beziehung zueinander stehen, einzeln und
unabhdngig miBt (z. B. die beiden Katheten und die Hy-
potenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, die drei Winkel
eines Dreiecks usw.).

Will man daher Widerspriiche in der Feststellung von
GroBRen oder Tatsachen vermeiden, so mull man ent-
weder die Augen vor etwa vorhandenen uberschiissigen
und daher unter allen Umstdnden widersprechenden Be-
obachtungsergebnissen verschliefen, oder — auf uber-
schiissige Beobachtungen lberhaupt verzichten. Beide Aus-
kunftsmittel waren identisch mitdem Verfahren eines Rich-
ters, der Uber jeden einzelnen Vorgang nur einen einzigen
Zeugen hdren wollte, auch wenn er von mehreren mehr
oder weniger abweichend beobachtet wurde. Das Ergebnis
einer solchen Untersuchung hétte wenig Aussicht, die



§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 7

Wahrheit zu treffen. Dagegen wird man der gesuchten
Wahrheit um so ndher kommen, je mehr Beobachtungen
bei der Feststellung eines Yorganges oder einer Grole be-
ricksichtigt werden und je zuverl&ssiger sie sind.

Wollen wir alle, teilweise widersprechenden Beobach-
tungen zu einem einheitlichen Ergebnis — dem richter-
lichen Urteil gleich — verarbeiten, so missen wir jede
von dem ihr anhaftenden Fehler zu befreien, ,auszu-
gleichen® suchen. Auf sachlichem Gebiet kann die
FehlerUrsache aufler in der Unzuldnglichkeit unserer
Sinne blo noch in der Mangelhaftigdroft der ver-
wendeten Methoden und Instrumente liegen. Die
Untersuchung von GroRe und Ursache der Fehler liefert
daher neben ihrem eigentlichen Zwecke (der Schaffung
eines einheitlichen Resultates) noch wertvolle Fingerzeige
fir kiinftige Einschrdnkung der Beobachtungsfehler.

8 1. Einteilung der Beobachtungsfehler.

Die Ursache, welcher ein Felder seine Entstehung
verdankt, ist hdufig auch bestimmend fur dessen Eigen-
schaft und GroBe, so daB man umgekehrt aus letzteren
hdufig auf die Ursache schlieBen kann.

Entspringt der Fehler z. B. dueren Einflussen (Witte-
rungsunbilden und anderen Naturereignissen, Boswilligkeit
dritter usw.), oder ungewdhnlicher Nachlassigkeit des Be-
obachters, so &Rt er die Beobachtungsgréfe meist um
erhebliche Betrdge und zwar ebenso wahrscheinlich
in der einen, wie in der anderen Richtung unrichtig er-
scheinen, er ist ein ,,grober Fehler*®.

Die groben Fehler lassen sich in den meisten Féallen
vermeiden, jedenfalls aber durch Uberschissige Beobach-
tungen und geeignete Beobaehtungsverfahren ihrer GroRe
und Richtung nach erkennen und ausmerzen. Sie gehdren



8 Einleitung-.

nicht zu denjenigen, welche der Ausgleichung unter-
liegen, und wir werden uns mit ihnen im folgenden nicht
beschaftigen.

AuRer diesen, sowohl nach Richtung und GroRe,
als auch nach ihrer Ursache meist leicht erkennbaren
groben Fehlern gibt es aber noch kleinere Fehler (Ab-
weichungen des Beobachtungsresultates vom wahren Wert),
die sich zwar durch geeignete Hilfsmittel und Beobach-
tungsverfahren und namentlich durch erhéhte Aufmerk-
samkeit und Erfahrung des Beobachters wesentlich ein-
schréanken, niemals aber ganz vermeiden lassen. —
Die Feststellung dieser unvermeidlichen Fehler
an den Beobachtungsergebnissen nach wahr-
scheinlicher Ursache und GroRe und ihre Aus-
merzung bildet die Aufgabe der Ausgleichungs-
rechnung.

Auch sie zeigen ubrigens bei ndherem Zusehen prin-
zipielle Verschiedenheiten, die der Verschiedenartigkeit
der Fehlerquellen entstammen, und die uns zwingen, sie
in zwei Gruppen getrennt zu betrachten. Wenn es ndmlich
im einzelnen Beobachtungsfall auch kaum méglich ist, jede
einzelne Fehlerquelle und ihren Anteil am schlieflichen
Gesamtfehler der BeobachtungsgroRe festzustellen, so zeigt
doch die einfachste Uberlegung, daf die eine Fehlerursache
eine nach ihrem Vorzeichen sich gleich bleibende, in ge-
setzmaliger Abhdngigkeit von der Beobachtungsgrofe
wachsende Fehlerwirkung ausiben kann, wahrend die
andere einen Fehleranteil erzeugt, der nach GréRe und
Vorzeichen von Beobachtung zu Beobachtung wechselt.
Wird z. B. eine Strecke durch mehrfaches Anlegen eines
Malstabes gemessen, der um ein gewisses, wenn auch
kaum erkennbares Mal} zu kurz ist, so liefert dieser MaR-
stab, falls sein Langenabmangel die einzige Fehlerquelle
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darstellt,” unter allen Umsténden ein zu grofRes MaR fir
die Strecke, und zwar wdchst der hieraus entspringende
Streckenfehler proportional zur festgestellten Anzahl von
Malfstablagen, also proportional zur Streckenldnge.
Einen solchen Fehler nennt man ,regelmdfigen
Fehler*.

Hat umgekehrt der Malistab zwar die richtige L&nge,
schleicht sich aber bei jeder neuen Lage ein zufélliger
kleiner Anlegefehler ein, so wird dieser ebenfalls das Ge-
samtresultat der Strecke schadlich beeinflussen. Da aber
der Fehler in der MaRstablage gleich wahrscheinlich in
der Vorwaérts- wie in der Ruckwaértsrichtung wirken kann,
so werden einige der entsprechenden, positiv wirkenden
Fehlerelemente einige der negativen aufheben. Als Ge-
samtwirkung dieser Fehlerquelle auf die Strecke wird
daher nur der UberschuR der einen Fehlerrichtung iber
die andere auftreten. Dieser kann ebensogut positiv
wie negativ, und wird seiner absoluten GrofRe nach im
glinstigsten (aber ullwahrscheinlichen) Fall = 0 sein, wenn
namlich die Gesamtwirkung der positiven gleich derjenigen
der negativen Fehlerteile ist. Im unglinstigsten, ebenso un-
wahrscheinlichen Fall (wenn alle Fehlerelemente in gleicher
Richtung wirken) waére die Gesamtwirkung, wie im Fall
des regelmdRBigen Fehlers, proportional zur Streckenlénge.
Weder der eine noch der andere dieser duBersten Félle
wird regelméRig auftreten. Sicher ist daher, daf die
wahrscheinliche Gesamtwirkung dieses ,,zufdlligen“
(unregelméRigen) Fehlers langsamer wéchst, als die
des regelméRigen Fehlers.

Wenn nach Vorstehendem das Wachstum des regel-
maRigen und des unregelméaRigen Fehlers verschiedenen
Gesetzen folgt, und wenn weiter die Mdglichkeit vorliegt,
dal beide Fehlergruppen in den auszugleichenden Beob-
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achtungsresultaten gleichzeitig auftreten, so wird nur die
Trennung beider die richtige Erkenntnis der Fehler-
Ursachen und die Fehlerverbesserung an der richtigen
Stelle ermdglichen.

Eine solche Trennung l4Rt sich in einzelnen Féllen
durch einfache Uberlegung ermdglichen.

"Wird z. B. ein und dieselbe GroRe (etwa eine Strecke)
mit denselben Gerdten unter denselben duferen Um-
stdnden und nach derselben Methode mehrmals gemessen
und weisen die Messungsresultate Unterschiede auf, die
zu klein sind, um als Folgen grober Fehler angesehen
werden zu kdnnen, so kdnnen diese Unterschiede nur zu-
falligen, unregelméfigen Fehlerquellen entspringen.
Sind aber die verschiedenen Wiederholungen der Messung
je mit anderen Gerdten nach anderen Methoden oder
unter veranderten Umstdnden ausgefuhrt worden, so
konnen die kleinen Unterschiede zwischen den verschie-
denen Resultaten ebensowohl zufélligen, als regel-
méRigen Fehlern und ihrem Zusammenwirken ent-
springen. Durch Vergleichung beider Fehlerbetrdge kénnen
wir den Anteil beider Gruppen von Fehlern am Gesamt-
unterschied ermitteln.

§ 2. Wahrscheinlichster Wert einer Groflle aus einer
Reihe gleich genauer, mit zufélligen Fehlern behafteter
Beobachtungsresultate.

Ist die Beobachtung einer GroRe mit denselben Hilfs-
mitteln und Methoden und unter denselben &uReren Verhalt-
nissen mehrfach ausgefuhrt worden, kann also jedes der er-
haltenen, um geringe Betrdge voneinander abweichenden
Resultate als gleich zuverlassig angesehen werden, sowirde
die Annahme irgend eines dieser Beobachtungsresultate als
endgiltigen Wertes der BeobachtungsgrofRe eine Vergewal-
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tigung der (brigen und eine nutzlose unwirtschaftliche
Arbeitsvergeudung darstellen. Denn letztere hétten, falls
es sich bei ihrer Beobachtung etwa nur um Schutz gegen
grobe Fehler handelte (Kontrollbeobachtungen), zum min-
desten mit geringerem Aufwand an Sorgfalt und Zeit er-
mittelt werden kdnnen. Waéhlen wir dagegen den end-
glltigen Wert der BeobachtungsgréfRe unter gleichmaRiger
Berilicksichtigung aller beobachteten Einzelwerte aus, so
erzielen wir damit zweifellos eine Genauigkeitssteigerung,
weil zum mindesten ein Teil der zufalligen, ebenso wahr-
scheinlich positiven wie negativen Einzelfehler sich dabei
aufhebt.

Die Voraussetzung, daB samtliche Beobachtungen mit
gleicher Sorgfalt, also vermutlich auch gleicher Genauig-
keit ausgefiihrt sind, fiuhrt zum Zweck der Auswahl
eines endglltigen ausgeglichenen Mittelwertes L fir die
BeobachtungsgroBe zu der Forderung, an samtlichen Be-
obachtungswerten I gleich groRe, im VVorzeichen wechselnde
Verbesserungszuschldge v anzubringen, welche dem bei der
Beobachtung eingeschlichenen gleich wahrscheinlich posi-
tiven wie negativen und gleich grofRen zufélligen Fehler
entsprechen. Diese Forderung &Rt sich aber nur im Fall
zweifacher Beobachtung erfullen.

Tréagt man ndmlich die Beobachtungswerte It 12. ..
als Ordinaten zu einer beliebigen Abszisse auf (Fig. la),
so laRt sich nur dann ein Punkt finden, der von den End-
punkten der Ordiuaten gleichen Abstand v hat, wenn die
Zahl der letzteren =2 ist.

In diesem Fall sind die Verbesserungszuschldge
i\ = —v2. Legt man der vom Endpunkt der I aus in
der Ordinatenrichtung verlaufenden Verbesserung v das
Vorzeichen +, der &ndern das Vorzeichen — bei, so wird

) +i2=0
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und

~Ki B> -f *2  h~\-h

Ist die Zahl der BeobachtungsWiederholungen 2” und
trdgt man die Beobachtungswerte ly ... als Ordinaten

id
H -
& B g

r' L, E L' L, Ef
L

Fig. la. Fig. Ib.
zu beliebigen Abszissen auf, so ist es unmdglich, eine
Parallele zur Abszisse zu ziehen, deren Abstdnde v von
allen Ordinatenendpunkten gleich grof3 sind. Wir miissen
also auf die Forderung verzichten:

absolut i = absolutv2= eee= absolutvr = eem

(Fig. Ib). Immerhin kann man zwei der Beobachtungs-

werte, z. B. und 12, zu einem Resultat L\ = » A
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= L'2 usw. und erhalt

damit ebenso viele Werte L', als Beobachtungspaare vor-
handen sind. Gleichzeitig ist dann wie vorhin

vi+ v2=0)

B+*h=t> >P»]*)=0.

Falt man jetzt je zwei der so gefundenen Werte U wieder
zu einem Wert L" zusammen und hei8t die an den Wer-
ten U anzubringenden Verbesserungen ?/, so ist wieder

und man hat nur noch den vierten Teil der urspriing-
lichen Beobachtungswerte.
F&hrt man mit der paarweisen Zusammenfassung der

gewonnenen Werte zu Mittelwerten L™\ IV"... fort,
wobei wieder B —8
[©17= 0 usw.

so bleibt schleiBlich ein WertL als endgultiger Mittelwert
Ubrig. Heillen die an den luspriinglichen Beobachtungs-
werten | anzubringenden Zuschldge, welche nétig sind,
um sie auf diesen Mittelwert L zu bringen, F, so wird;

(1) (L-1D+ (L-19+ . A[V]+ V]+ [V'1+ - =m =0

*) Das von K. F. Gaul (geb. 30. April 1777, gest. 23. Febr.
1855), dem Begriinder der Methode der kleinsten Quadrate,
eingeflihrte Zeichen [], fur die Summe einer endlichen Zahl
gleichartiger Grofen, entsprang dem griechischen 2 = Summe
aller. Der einfacheren Schreibweise halber entstand daraus [
und, zur genauen Begrenzung des zusammenzufassenden Aus-
drucks [? Es wird aus sachlichen und aus Griinden der
Pietat im folgenden beibehalten werden.
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als Eigenschaft des endgultigen M ittelwertes L
aus einer Anzahl 2wgleick genauer Beobachtungen.

Die in (1) gefundene Eigenschaft des endgultigen
Mittelwertes L aus einer Anzahl 2Mnur mit zufélligen
Fehlern behafteter, gleich genauer Beobachtungen | wohnt
dem wahrscheinlichen Mittelwerte inne, auch wenn die
Beobachtungszahl nicht gerade =2” ist. Denn die un-
geféhr gleich grofen zuféalligen Beobachtungsfehler V wer-
den gleich wahrscheinlich positiv wie negativ auftreten,
sich also bis auf einen im Vergleich zu [/] sehr Meinen
Best um so eher aufheben, je groRer die Zahl der Be-
obachtungen | ist. Mit groBer Wahrscheinlichkeit durfen
wir daher Gleichung (1) als allgemein giiltige Bedingung
flr die Auswalil des wahrscheinlichsten Mittelwertes L
einer beliebigen Anzahl gleich genauer Beobachtungen |
festsetzen. Wir gewinnen damit allerdings nur eine Hy-
pothese flr ein Naturgesetz, die aber um so gesicherter
ist, je mehr daraus zu ziehende Schliisse mit der Wirk-
lichkeit (bereinstimmen. Wie man nun aber auch den
wahrscheinlichsten Wert L der BeobachtungsgréfRe wahlen
moge, immer wird die Beziehung bestehen:

Verbesserung V= L —I, oder (wenn man V durch v ersetzt):
L =1l-\-vl
L= 12-\-v2
L = In-\~vn

nL=[N\+ [r]. Fur(): M =0 wird daraus
(2) EndwertL = nU = demarithmetischen Mittel der

Beobachtungswerte, Ubereinstimmend mit unserem
naturlichen Empfinden.
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Wir erkennen, dal jeder neue Beobachtungswert | einen
neuen Wlderspruch v gegen den Mittelwert L und damit
eine kleine Verdnderung des letzteren bedingt. Je groRer
aber die Zahl n der zur Mittelbildung bereits verwendeten
Beobachtungswerte | und je groRer ihre Genauigkeit ist, um so
geringer wird der Einflull einiger neu hinzukommender Be-
obachtungswerte auf das Endergebnis sein. Die Verdnderung
des Endresultates durch neu hinzutretende Beobachtungswerte
wirde aber erst dann gleich 0, wenn die Zahl der bereits
verwendeten 00 grof} waére. Dann hatte man den auf dem
Weg der Beobachtung tatséchlich unerreichbaren wahren
W ert der BeobachtungsgroRe gefunden.

8 3. Grundbedingung fur die Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate. Einteilung der Aus-
gleichungsaufgaben.

Die Bedingung (1) fuhrt auf einem sehr einfachen
Weg zur eindeutigen Erlangung des wahrscheinlichsten
Wertes L aus einer Anzahl gleich genauer Beobach-
tungen |, wenn, graphisch betrachtet, die gesuchte Aus-
gleichungslinie (s. Fig. 1 b) ihrer Richtung nach (hier als
Parallele zur a;-Achse) zum voraus bekannt ist.  Trifft
dies nicht zu, so genugt die Bedingung \W\ = 0 nicht zur
eindeutigen Auswahl dieser Ausgleichungslinie. Ist z. B.
die beobachtete GroRe L (statt wie bisher konstant) ab-
hdngig von einer zweiten verdnderlichen GrofRe, so kann
man zwar die Beobachtungswerte I, wie in Fig. laund ! b,
als Ordinaten und zwar diesmal zu den korrespondierenden
Werten der zweiten Verédnderlichen als Abszissen auf-
zeichnen.

Mogen, z. B. bei gleich bleibender Temperatur, aber ver-
&nderlichem Luftdruck an einem Quecksilber- und gleichzeitig
an einem Federbarometer korrespondierende Ablesungen ge-

macht worden sein, um die Beziehung zu finden zwischen der
Anzahl von Teilen, um welche sich der Zeiger des Aneroid-



16 Einleitung.

barometers fortbewegt, und der Anzahl von mm, um welche
sich aus denselben Ursachen die Hohe der Quecksilbersdule
verandert. Es sei ferner festgestellt worden, dal? die gesuchte
Beziehung zwischen den Quecksilberhéhen b und den Aneroid-
. ablesungen a von linearer Form ist:
LX/:ZAchse b—ax-\c.

. Trdgt man nun die Quecksilber-
ablesungen b als Ordinaten zu den zu-
gehdrigen Aneroidablesungen a als Ab®
szissen auf und verbindet die so erhal-
tenen Bildpunkte, so ist bei fehlerfreien
Ablesungen derenVerbindungslinie eine
Gerade. IhrRichtungskoeffizient (tgdes
Richtungswinkels) stellt die gesuchte
MuItipIikationskr(])n_stantefxdvor, irj&Ahb-

, : schnitt auf der y -Achse

tuct’&aﬁ%{gj&-_ die (uns zunachst nicht

Mitipl. Kinfiate’y  interessierende) Additio-

nalkonstante c. Nun sind

aber die Ablesungen an

beiden Barometern mit

kleinen Fehlern behaftet,

-X:hse/ welche zur Folge haben,

Fig 2 daB die Verbindu ngsllme

9. & der Bildpunkte keine Ge-

rade wird, wenn die Zahl

der letzteren > 2, d. h. wenn Uberbestlmmung vorhanden ist.

Die Abwemhungen einer den Bildpunkten mdglichst angepaliten

Geraden von diesen sind auch hier nichts anderes, als die Ver-

besserungen v (s. Fig. 2), welche an den Quecksilberablesungen b

anzubringen sind, damit die der Aneroidablesung a entsprechende

gem ittelte Quecksilberablesung B erscheint, deren al-

geﬁralsche Summe wir laut Bedingung (1) = 0 machen
sollen.

Nun kann man aber jede Richtung parallel mit sich

selbst so verschieben, daR schiieRlich [algebr. v\ = 0 wird,
jede liefert ein anderes c und x, d. h. es gibt unend-
lich viele Gerade, welche der gestellten Be-
dingung [s]= 0 entsprechen. Zur Auswahl der best-
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maoglichen Ausgleichungslinie brauchen wir eine weitere
Bedingung, welche die unter (1) aufgestellte ersetzt
oder erganzt. Als solche weitere Bedingung kdénnte man

etwa wéhlen: [absdlut rj = Minimum.

Diese Form wurde in der Tatvon Laplace im Jahre 1802
aufgestellt und begriindet.

Sie leidet aber an verschiedenen Méngeln. In erster
Linie tut sie den Verbesserungen v, welche ohne Vor-
zeichen undenkbar sind, Zwang an, indem sie ihnen das
Vorzeichen raubt.

Sodann verursacht die Aufstellung eines all-
gemein giltigen Ausdruckes fur den absoluten Wert
jedes einzelnen v oder flir deren Summe jabs. »], welche
zum Minimum werden soll, erhebliche Schwierigkeiten.
Denn je nach der GréRe des Beobachtungswertes |, bzw.
desjenigen von L ist abwechselnd abs.» = L — | oder
abs.v= | —L.

Endlich nimmt die Bedingung [abs.v\ = Min. keine
Ricksicht auf die Wertung der einzelnen Be-
obachtungsfehler v nach ihrer Gréfe. Handelt es
sich ndmlich darum, die Gilte einer Beobachtungsreihe im
ganzen zu beurteilen, so wird man dazu am besten den
Wert derjenigen Funktion der Beobachtungsfehler v ver-
wenden, die man zum Zweck und anlaRlich der Auswahl
des bestmdglichen Mittelwertes L zum Minimum gemacht
hat, im vorliegenden Fall also [abs.»] oder

3) tabs.«]
n

Der Wert d stellt dabei den absoluten Durchschnittswert
aus n Beobachtungsfehlernv, den ,,durchschnittlichen
Fehler einer Beobachtung* vor.

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 2
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Mdge nun z. B. ein be-
stimmter Beobachter mit
einem gewissen Instrument
und unter Einhaltung einer
gewissen Messungsmethode

Ein zweiter Beobachter
habe dagegen beim Nivelle-
ment derselben Schleifen mit
anderemInstrumentund nach
anderer Methode folgende

beim  Nivellement gleich AbschluRdifferenzen erzielt:
langer geschlossener Schlei-
fen etwa folgende Abschluf-
differenzen gegen den (in
diesem Fall bekannten) Soll-

wert 0 erzielt haben:

AbschluBdifferenz V

AbschluB differenz V Schleife

Schleife

+mm - mm +mm ! - mm
1 4 1 1
2 5 2 1
3 6 3 1
4 5 4 10
5 5 5 12
6 5 6 0
7 5 7 1
8 6 8 0
9 5 9 15
10 4 10 9
24 26 2 48
[abs. »] ==50 [abs. u] = 50
(i==[absl u] = 5 ¢=17r3 =5,
n n

Beide Beobachtungsreihen zeigen denselben Betrag flr
[abs. «] und daher denselben durchschnittlichen Fehler d. Trotz-
dem sind die dadurch ausgefiihrten Hohenbestimmungen durch-
aus nicht gleich zuverldssig. Schon der Umstand, daR die
Zahl der positiyen Abweichungen v in der zweiten Reihe gegen-
Uber derjenigen der negativen erheblich verschieden ist, wider-
spricht ihrer Eigenschaft als zuféllige Fehler und weist auf
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die Einwirkung grober oder regelméBiger Fehler hin, die sich
mdglicherweise bis auf den schliefllich festgestellten Betrag
gegenseitig aufgehoben haben kénnen.

Noch mehr aber spricht die absolute Gréfle der Ab-
schluBdifferenzen gegen die Gleichwertigkeit der beiden
Gruppen von Messungen. Jede dieser Differenzen setzt sich
namlich zusammen aus einer Reihe von in ihrer Ursache und
Wirkung teilweise unbekannten Fehlerelementen, die sich teils
addieren, teils gegenseitig aufheben. Die AbschluRdifferenz
ist nur ihr in die Erscheinung tretender Rest. Ist dieser
Rest in den einzelnen Beobachtungsfallen sehr verschieden, so
beweist dies, daR die Fehlerelemente selbst verhéltnisméRig
groR sind, so daR einige von ihnen, welche ausnahmsweise der
Regel widersprechen, gleich wahrscheinlich positiv wie negativ
zu sein, hinreichen, das Beobachtungsresultat und die Abschluf3-
differenz merklich zu beeinflussen. Das zuféllige, eben hieraus
erklarliche Vorkommen einiger auffallend kleiner AbschluR-
differenzen &ndert an der Tatsache der geringen Zuverlassig-
keit ebensowenig, als etwa einige zuféllige Kernschisse den-
jenigen zum hervorragenden Schiitzen stempeln, der mit anderen
seiner Schisse nicht einmal die Scheibe trifft. Wird ja auch
nicht derjenige Mensch als der brauchbarere von zweien an-
gesehen, der zwar im Falle zuféllig gliicklicher Disposition
einmal eine ganz hervorragende Leistung hervorbringt, aber
zwischenherein, vielleicht gerade wenn man ihn nétig braucht,
versagt!

Sollen aber nach dem Ausgefiihrten die Beobachtungs-
fehler v in dem Sinne gewertet werden, dal groRere Fehler
progressiv wachsend in die Wagschale fallen, so bleibt nichts
tbrig, als irgend eine Potenz von ihnen in Vergleich zu
ziehen. Dabel hat eine Potenz mit geradem Exponenten
noch den Vorzu%,vdas lastige Vorzeichen des Fehlerbetrages v
auf naturliche Weise zum Verschwinden zu bringen. Die
Frage, welche gerade Potenz der v gewéhlt werden soll, be-
antwortet sich aus der Eigenschaft der Fehler als Natur-
erscheinungen, die gewissen (uns zundchst unbekannten) Ge-
setzen unterworfen sind: Im Zweifelsfalle ist die einfachste Form
die richtige, sofern sie anderen, bereits festgestellten Gesetzen

(im vorliegenden Falle (1): [algeb. ]= 0 und (2): L = ®]

nicht widerspricht.
2 *
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Unter letzterer Voraussetzung und an Stelle der als
unrichtig erkannten Annahme [abs.v\ = Min. setzen wir
jetzt fir die Wertung der erreichten Beobach-
tungsgenauigkeit sowohl, als fur die Auswahl des
wahrscheinlichsten W ertes der Beobachtungsgrofie L
die Bedingung
@) \Ww = Min.

Ob diese Bedingung den fur gleich genaue Beobach-
tungen einleitend bewiesenen, oben angegebenen Gesetzen
(1) und (2) nicht widerspricht, untersuchen wir wie folgt:

Behaftetman die
an den Beobach- -
[ungswer[en jan- vl=L—Ii also w—L2—2L
zubringenden
Yerbessgerungs- v2=L -12 ,, W=V -~1LI2+R
betrage v mit al-
gebrhaischen Vor-
zeichen, so st . .
allgemein galtig, Vs,= L -1,, » Hi=12-2 Lln+rn
welcher Wert
auch fur L ge-
wahlt werden
moge:

Soll nun der wahrscheinlichste Wert L so ausgewahlt
werden, daf [vv] = Min., wobei also L die einzige Ver-
anderliche der rechten Seite ist, so muR sein

dE{L”] 2nL—2@= 0
oder
D20 W
2n
woraus
';/' ra=o

in Ubereinstimmung mit Gleichungen (2) und (1).
Die Gleichung (4) bildet die grundlegende
Bedingung fir die gesamte Ausgleichungsrech-
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nung. Nachihrerhielt letztere die Bezeichnung ,,M ethode
der kleinsten Quadrate* (besser: Methode der kleinsten
Quadratsimme).  Sie l4Rt, wie Gleichung (1), eine be-
merkenswerte mechanische Deutung zu. Denkt man sich
namlich die Beobachtungswerte | (wie in Fig. 1) als Or-
dinaten aufgetragen, so stellen deren Abweichungen v
vom Mittelwert L die Ordinaten ihrer Endpunkte vor in
bezug auf die durch den Endpunkt dieses Mittelwertes
parallel zur Abszisse gezogene Achse. Betrachtet inan
diese Ordinatenendpunkte als Massenpunkte, denen ver-
mdge der gleichen Beobachtungsgenauigkeit je dasselbe
Gewicht 1 zukommt, und denkt sich die Gewichte in
ihnen angreifend und parallel zur Achse wirkend, so be-
deutet [v] die Summe der statischen Momente fiir Drehung
um den Endpunkt des Mittelwertes L, und (1) M= 0
das vorhandene Gleichgewicht, [wv] stellt das axiale
Trédgheitsmoment fir die durch den genannten End-
punkt gehende Achse vor, und (4) [vv\ = Min. be-
deutet wie (1) \y] = 0, daR dieser Endjiunkt des
M ittelwertes L den Schwerpunkt des Systems
gleich gewichtiger Massenpunkte vorstellt; ganz
in Ubereinstimmung mit unserem praktischen Gefiihl.
Zum Schlu? mdge noch untersucht werden, welche Werte

die Summen der Quadrate der Abschludifferenzen in beiden
Beobachtungsreihen (s. S. 18) annehmen.

Die erste Reihe liefert:

Ifi4-25+ 36+ 25+ 25+ 25+ 25+ 36+ 25+ 16= 254.
Die zweite Reihe liefert:
1+ 1+ 1+ 100+ 144+ 0+ 1-f-0+ 225-f8l= 554.

Es ist also, wie vorauszusehen war, die Summe der
Fehlerquadrate in der zweiten Reihe groBer, die Beobach-
tungsgenauigkeit geringer als in der ersten.
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Einteilung der Ausgleichungsaufgaben.

In den §82 und 3 sind zwei Aufgabenfélle angedeutet
worden, deren erster durch die Bedingung, dal die Summe
der an den einzelnen Messungsresultaten anzubringenden
Verbesserungen gleich 0 sein soll, ([n] = 0), eindeutig ge-
16st werden konnte, wahrend dieser Bedingung im zweiten
Falle eine unendlich groRe Zahl von Lésungen entsprach.
Dies zeigt, daB beide Falle prinzipielle Verschiedenheiten
aufweisen missen. In der Tat hat es sich im ersten um
die Auswahl eines bestmdoglichen Wertes fur die direkt
und mehrfach beobachtete GroRe L gehandelt, wdahrend
im zweiten Falle andere, zu ihr in Beziehung stehende
GroRen beobachtet wurden, durch deren Vermittlung
die gesuchte Multiplikationskonstante x erschlossen
werden mulfite.

Im ersten Falle handelte es sich um die Ausglei-
chung direkter Beobachtungen, im zweiten um die
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.

Es ist auch mdglich, daBR zwar die mehrfach beobach-
teten GroBRen selbst gesucht, daB sie aber unter sich
nicht unabhéngig sind, sondern streng zu erfiillenden Be-
dingungen unterliegen (Winkel im Dreieck usw.). In
diesem Falle spricht man von der Ausgleichung be-
dingter direkter Beobachtungen. Endlich koénnen
die direkt beobachteten GroRen zur Bestimmung anderer
GroRen dienen, die aber ihrerseits gewisse Bedingungen
erfillen missen (z. B. Einschaltung eines durch Winkel-
beobachtung bestimmten Dreiecknetzes in ein als fehler-
frei anzunehmendes Netz héherer Ordnung): man hat den
Fall der Ausgleichung bedingter, vermittelnder Be-
obachtungen. Fur jeden dieser Aufgabenfélle wird ein
besonderer Gang der Ldsung aufzustellen sein, der ge-
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rade fur ihn zweckmagig ist. Doch ist diese Unterscheidung
keineswegs so scharf, dafl sich nicht auf spezielle Aufgaben
sowohl die eine als die andere Ldsung anwenden lieRRe.

Die Ausgleichung selbst kann auf rein rechneri-
schem Wege durchgefihrt, oder durch graphische Dar-
stellung unterstitzt werden. Das erstere Verfahren hat
den Vorzug groRerer Genauigkeit, das letztere denjenigen
groBerer Ubersichtlichkeit und des Erkennenlassens
etwaiger bei der Beobachtung unterlaufener grober
Fehler vor Abschluf® der Ausgleichung.

I. Abschnitt.
Ausgleichung direkter Beobachtungen.

1. Kapitel.

Direkte Beobachtungen von gleicher Genauigkeit.

8 4. Untersuchung der einer Einzelbeobachtung inne-
wohnenden Genauigkeit.

Die wichtigste Aufgabe der Ausgleichungsrechnung:
Feststellung des wahrscheinlichsten Wertes der Be-
obachtungsgroRe, haben wir fiir den Fall gleich genauer,
direkter Beobachtungen gelést. Von Interesse, namentlich
im Hinblick auf die Auswahl mdglichst zweckmaRiger
Beobachtungsmethoden ist nun noch ein Einblick in die
bei der Einzelbeobachtung erreichte Genauigkeit. Wir
haben zu diesem Zwecke schon auf S. 17 die durchschnitt-
liche Abweichung d der Beobachtungen vom wahren
Sollwert der beobachteten GroRe berechnet. Wir haben
aber dabei erkannt, dafl dieser Durchschnittsbetrag d einen
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MaRstab fir die erreichte Genauigkeit der Einzelmessung
nicht abzugeben vermag, weil Beobachtungsreihen von
ganz verschiedener Zuverldssigkeit identische Werte fir d
ergaben.

Um die gréBeren Abweichungsbetrdge v starker in die
Wagschale zu werfen, haben wir statt ihrer selbst eine
Potenz von ihnen verglichen und hierfir die zweite
Potenz gewéhlt. Wir haben schlieflich fir die richtige’
Auswahl des wahrscheinlichsten Wertes der Beobachtungs-
gréle die Bedingung festgesetzt: = Min. Diese zum
Minimum zu machende Quadratsumme der Abweichungenv
kann ndmlich aus dreierlei Ursachen heraus einen grofen
Betrag erreichen: 1. durch unzweckma@Rige Auswahl des
Endwertes L aus den Beobachtungswerten I, 2. durch
fehlerhafte Beobachtungen | und 3. durch grofle Anzahl n
der Beobachtungen I, also der Abweichungenv. Wurde L
nach Gleichung (2) gewahlt, so ist \wvv\ = Min., also ein
kleinerer Wert \vv] durch andere Auswahl von L nicht
zu erreichen. Dann ist der Wert von [v?] lediglich noch
abhéngig von der Beobachtungsgenauigkeit und von der
Zahln der Beobachtungen. Da die Genauigkeit jeder Einzel-
beobachtung von deren Zahl unabhéngig ist, so ist zu ihrer
Erkenntnis die Quadratsumme \yv\ durch Division mit
der Wiederholungszahl n auf das Quadrat des Fehlers
einer Beobachtung zurlickzufithren, und man erhdltunter
der Voraussetzung, dal die Abweichungen vw
wahre Beobachtungsfehler vorstellen, als MaBstab fur
die im Mittel bei einer Beobachtung erreichte Genauigkeit:

\vwvtr|
n
2 [Gon>] _ Imiittlerer Fehler einer
n ( Beobachtung.
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Die Voraussetzung, daf wir es mit wahren Beobach-
tungsfehlem zu tun haben, trifft in denjenigen Féllen zu,
in denen der Sollwert der Beobachtungsgrd&e zum voraus be-
kannt ist (Winkelsumme im Dreieck oder im Vieleck; Summe
der Projektionen der Seiten eines geschlossenen Polygons auf
eine beliebige Achse; Summe der Hoéhenunterschiede einer
Nivellementsschleife, bei welcher an identischem Punkt an- und
abgeschlossen wurde usw.).

So liefert das hierhergehdrige Beispiel S. 18 und 21

als mittleren Fehler einer Beobachtung der ersten Keihe
als mittleren Fehler einer Beobachtung der zweiten Reihe

Der Vergleich mit dem durchschnittlichen Fehler d — 5 mm
(s. S. 18) zeigt nebenbei, da? der mittlere Fehler nicht bloR
ein gerechterer, sondern auch ein strengerer Richter ist, als
der durchschnittliche Fehler.

Ist der Wert der BeobachtiingsgréRe nicht zum voraus
bekannt, muR er vielmehr erst aus einer endlichen Zahl
von Beobachtungen nach Gleichung (2) erschlossen wer-
den, so ist er selbst nicht fehlerfrei, also sind es auch
nicht die aus ihm abgeleiteten Verbesserungsbetrdge v
der Beobachtungswerte 1.

Moge der nach Gleichung (2) berechnete Mittelwert L
Tun den nach Vorzeichen und Groéfe unbekannten Be-
trag + M unrichtig sein, so daB sein wahrer (aber
unzugdnglicher) Wert = L -f- M ist, moge ferner die
unzugéngliche, wahre Abweichung jedes einzelnen Be-
obachtungswertes | von ihm mit vw, die uns zugéngliche
Abweichung vom Mittelwert L mit v bezeichnet werden,
SO ist
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J= (L+M)—I1=L —I11+M = vi+ M
vig= (L+ M)— =L— + M=v2+ Jf
ufi= (X+ Af- t,= £- i,+ 3f= ph+ M
[u,,.uj = [uu]-f«M2-f2M ]

und, da nach Gleichung (1) [v] = 0,
(6) [, oV, ] = W\ + n M2,

Jedes der drei Glieder ist als Summe quadratischer
Einzelsummanden positiv, folglich [»,,v,,] > [vv\.

Hieraus geht hervor: Treten an Stelle derwahren Ab-
weichungen v,, in Gleichung (5a) die wahrscheinlichen
Abweichungen v, so wird dadurch der Zahler [»c]
kleiner, also muR dies beim Nenner n im gleichen Ver-
héaltnis der Fall sein. Die Bestimmung des Beduktions-
verhdltnisses ist aber einwandfrei jetzt noch nicht mdog-
lich, weil wir den Fehler M des Mittelwertes L der Be-
obachtungsgréRe [s. Gleichung (6)] noch nicht berechnen
kénnen. Immerhin kénnen wir jetzt schon erkennen, daf
der an Stelle von n in (5a) tretende Nenner so beschaffen
sein muB, daR er: 1. im Falle mangelnder Uberbestim-
mung, d. h. wenn nur eine Beobachtung | vorhanden ist,
fir die dabei erreichte Genauigkeit einen unbestimmten
Wert liefert, weil diese hieraus Giberhaupt nicht erschlossen
werden kann; 2. im Falle vorhandener Uberbestimmung
gegen die Wiederholungszahl n konvergiert, wie der Aus-
druck \vv\ gegen [vmvw]. Beides trifft zu fir den Nen-
nern—1.

Denn im Falle einer einzigen Beobachtung wird die
Abweichung v ihres Besultates vom Mittelwert L, gleich 0,
ebenso der Nenner n — 1 = 0, folglich

- »»] - 0 _ -
»r gt i unbestimmt.
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Im Falle einer sehr groBen Zahl n von Beobachtungen
nahert sich L dem wahren Wert, v der wahren Abwei-
chung vw,?i — | der Wiederholungszahl n, folglich

Wir setzen daher vorbehaltlich spater zu erbringenden
Beweises (s. S. 35) unter Ersetzung der wahren, unzugéng-
lichen Abweichungv,, durch die zugédngliche Abweichung v
einer Beobachtung | vom wahrscheinlichen Wert L

fi —1
(5b) mittlerer Fehler einer

Beobachtung.

Satz. Das Quadrat des mittleren Fehlers
einer Beobachtung ist gleich der Summe der
Quadrate ihrer Abweichungen je vom M ittelwert,
dividiert durch die Zahl der Gberschissigen Be-
obachtungen.

Aus den Fehlergleichungen S. 14 und 20

v=L—I oder L= I-j-v

erkennen wir, dafl die Abweichungen v GroéRen gleicher
Art und Gattung vorstellen, wie die BeobachtungsgréBRen I,
sie bedeuten Yerbesserungszuschldge zu den Beobach-
tungswerten |, welche nétig sind, um diese in den Mittel-
wert L Uberzufiihren. Als benannte GroRen lassen sie
sich aber weder quadrieren noch differenzieren, wie dies
S. 20, 25 und 26 geschah!

Den hierin liegenden Widerspruch (berwinden wir,
indem wir jedes v mittels Division durch seine eigene
MaBeinheit auf eine unbenannte Zahl zuriickfiihren, ohne
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dabei an der absoluten ZahlengroRe etwas zu d&ndern.
Zum Schlisse fuhren wir dann fiir den mittleren Fehler m
die der Verbesserung v geraubte Benennung wieder ein.

8 5. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes L und
der Summe der Fehlerquadrate [rr] aus den Beobach-
tungswerten | .

Sind die Beobachtungswerte | durch groBe Zahlen,
oder gar durch Benennungen ausgedrlckt, deren Be-
ziehung nicht dezimal ist (z. B. Winkel in alter, sexa-
gesimaler Teilung), so wird die Ausrechnung des Mittel-

wertes L nach Formel (2) L —% sehr schwerféllig.

Fihren wir dagegen einen dem Mittelwert L sich mdg-
lichst anschmiegenden N&herungswert N ein und be-
zeichnen die an diesem anzubringenden kleinen Zuschlage
mit v, so daf

Beobachtungswert —N -f-
P—A—r2
L=N+ vn
f =neN+[],
so wird
(") n i

Zur Berechnung des mittleren Fehlers m einer Be-
obachtung brauchen wir nach Gleichung (5b) die Summe
[vw\ der Fehlerquadrate, welche wir durch Quadrierung
der Verbesserungszuschldge v = L — I [s. Gleichung (1)]
erhalten. Um die Fehlerquadratsumme direkt zu finden,
setzen wir
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Vi=L_ji. vi= L2—2LI1+1}

vn=L-in- vi=r-2Lin+rn
[vv]=nL* — 2L[N\-\-[IT]
und durch Einsetzung von

X=1
n

Diese Gleichung ist praktisch nicht verwertbar. Da-
gegen kdnnen wir sie verbinden mit der zur Ableitung
von (7) verwendeten Gleichung v = / —N. Aus dieser
kommt

W= %_ 21N+ N2

vi=e,-21,,N+N2
[w] = [II] —2N[I]+ n-N\
Durch Einsetzung von 1] =[««]-[- BnL

—_

und L = -E—
kommt
["] = + [u”] _Ln(L_N)2
oder
=\yW\ = [w] n(L—N)2 undunterBeachtungvon(7)
“‘[(/V\i- M 2
n

Damit 148t sich der mittlere Fehler einer Beobachtung
ohne vorgéngige Ausrechnung der einzelnen Beobach-
tungsfehler v, ja sogar ohne Berechnung des Mittel-
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mwertes L der BeobachtungsgréRe gewinnen. Gleichung (8)
zeigt in Ubereinstimmung mit (4), daB fur L ~ N unter
allen Umstédnden [vv] > \Wv\.

§ 6. Mittlerer Fehler M des Mittelwertes _L aus
n gleich genauen Beobachtungen 1.

Wir haben schon S. 26 das Bedirfnis empfunden,
einen Einblick in die Genauigkeit des Mittelwertes

2 L = . zu erlangen. Auch praktisch ist es oft wich-

tiger, die Genauigkeit des schlieRiichen Endwertes L , als
diejenige der einzelnen Beobachtungswerte | zu kennen.
Um hiertiber Klarheit zu erhalten, ziehen wir in (2) den
Summenzéhler [4 auseinander und schreiben

N
Wir erkennen dann, daf von jedem Beobachtungs-
wert | der w-te Teil in den schlieBiichen Mittelwert L
Ubergeht, der sich derart aus n Teilen zusammensetzt.
Unsere Aufgabe besteht daher jetzt darin, zu ergriinden:
1. Welcher Teil des mittleren Fehlers m einer Beobach-

|
tung | der GréRe L geht auf den Anteil — Uber?

2. Wie pflanzen sich die Fehler der Einzelgr%Ben L auf

deren Summe fort? n

Die Frage 1. fassen wir allgemeiner wie folgt: Wie
groR ist der mittlere Fehler einer Bestimmung eines Viel-
fachen a | der BeobachtungsgroRe L , wenn der mittlere
Fehler m einer Beobachtung | bekannt und a ein fehler-
freier Faktor ist? Wir werden in 8 12 die Fortpflanzung
von Beobachtungsfehlern auf beliebige Funktionen der
BeobachtungsgroBen allgemein behandeln. Hier wollen
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wir vorlaufig durch Uberlegung an einem speziellen Bei-
spiele uns Klarheit verschaffen:

Das Gewicht a<L eines Wagens Kohle ist zu be-
stimmen aus der Anzahl a darauf geschutteter geflllter
Koérbe und aus dem durch w-fache Wéagung ,12. .. ge-
fundenen mittleren Nettogewicht L einer solchen Korb-
flllung, wo

L=1It-f-\j= I2j-vt = me= 0 unj [o= o.

Wiirde man den ersten Beobachtungswert ly des
Nettogewichtes jener Korbfiillung der Bestimmung des
Gesamtgewichtes aL zugrunde legen, so erhielte man
gleichsam als dessen ersten Beobachtungswert: ae

wiirde man denV eiten Beobachtungswert 12 seines
Nettogewichtes der Bildung von d)L, zugrunde legen,
so erhielte man als dessen zweitem'tleobachtungs-
wert: a2, . ‘

wirde man den ra-ten Beobachtungswert In jenes
Nettogewichtes der Bildung von aL zugrunde legen,
so erhielte man als dessen w-ten Beobachtungs-
wert: a mlH.

Aus allen diesen n Bestimmungen des Gesamtgewichtes
ei’gdbe sich als dessen endgultiger, bestmdéglicher Mittel-
wert: Lil+ a2+ o+ a; ffl
aL = = Qae
n n
Bezeichnet man die Abweichung einer derartigen Be-
Stimmung a ¢l vom Mittelwert aL mit V, so wird:
Vli=alL —al*= afL—/,)= a-vl
Vz=aL —al2= a(L—D= awm?2

Vn= aL ~ aln=a{l —In)= awmwn
[F1= [aer]=a[]=0 und [W] = a2[uyj .
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Nach Gleichung (5b) wird demnach der mittlere Fehler
einer Bestimmung der GrofRe al:

'‘a2[vv] .
9 fal—+ = amit.
n—1
Die Frage 2. fassen wir ebenfalls allgemeiner wie
folgt: Wie groB ist der mittlere Fehler der GroRe

wenn die mittleren Fehler min, m ... der Summan-
den Lx, L2... bekannt sind?

Die Art der GroBenbestimmung selbst unterscheidet
sich von der vorigen dadurch, daB dort der wahrschein-
lichste Wert L eines, aber nur dieses einzigen Teiles
der BeobachtungsgroRBe (durch beliebig oft wiederholte
Beobachtung) ein fir allemal gemessen wurde. Die ge-
suchte GroRe wurde dann durch Multiplikation dieses
Wertes mit einem (fehlerfreien) Faktor a gewonnen, wéh-
rend hier fir jeden einzelnen der n Teile je in w-facher
Wiederholung sowohl dessen Mittelwert L ,als der mittlere
Fehler m einer Beobachtung ermittelt wird. Angewandt
auf das vorige Beispiel wird jetzt jeder einzelne Korb
Kohlen, der auf den Wagen auf- oder von ihm abgeladen
wurde, w - mal gewogen und hieraus gleichzeitig der mitt-
lere Fehler einer Wéagung jedes Korbes bestimmt.

Fur das auf dem Wagen schlieBlich vorhandene
Quantum Kohlen hat man daher ebenso viele (ndmlich w)
Wégungen, als fur jeden der n auf- oder abgeladenen Kérbe
ausgefuhrt wurden. Bezeichnet man die Ordnungszahlen
d lfn Korbe mit Indices . liefert fur di

e (w Wadégungen mit Akzenten J, so liefert fur dieses
Quantum die
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1-te Wégung jedes Korbes das Gewicht L'= I\ -f-... -f-In
2-te ” ” . w o L"= I{-f-.ee4-1J

k-te Y o "W 5L71+‘ et P

Daraus ergibt sich nach Gleichung (2) das wahrschein-
lichste Gesamtgewicht zu

wenn Lx, Ls ... je das Mittel aus den w verschiedenen
Wégungsergebnisssen des 1-ten, 2-ten ... Korbes vor-
stellen.

Bezeichnet man die an den einzelnen Wa4&gungen
jedes Korbes anzubringenden Verbesserungen, welche
notig sind, um die w Wégungsresultate des gesamten Quan-
tums einander gleich, d. h. U = L'r= eee= L- =L
zu machen, unter Beibehaltung der Akzente und Indices
mit v, so liefert als Gesamtgewicht des Wagens die

1-te Wégungjedes d. Korbe L = (I[ -)-»;) + eee-j- V)
2-te woom ow L=("+ v{)xt---2(1Z + K)
»-te w m wm L= +

-< n Korbe >

Hieraus ergibt sich als Verbesserungszuschlag fur

die 1-te, 2-te ...w-te Wégung des Gesamtquantums
aus der

1-ten Wégung jedes Korbes L —L’ = V’ = V, +umm + \h
2 -ten . . o o _Z"=T"= "+ .+ <

wten 0, . U M= V"=y e W

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 3
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Gleichzeitig haben wir aber nach Gleichung (1) fur
die Abweichungen v der w verschiedenen Wagungsergeb-
nisse eines und desselben Korbes je vom Mittelwerte:

[Wig.-Verbesserungend. 1. Korbes] = &-|--------vf= [»]= 0
. i "2 N - _j.....f.Vf: [n21 = o
woraus

[71 = 1+ MH  f[«]=0,
analog Gleichung (1).

Nach Gleichung (5b) haben wir endlich als Quadrat
des mittleren Fehlers einer Wagung

24 ees - ”

des 1-ten Korbes mp, = =" <7 ° * o< [«?]
1 w—1 w—1

w—1 w— 1

und analog als mittleren Fehler einer Wé&gung des ganzen
Wagens
[v]

=4.1/KI+ H 1—[<]12«;u;+ .__+2A_a/\

~\ w— 1

Entsprechend der Eigenschaft der v als zufélliger
Fehler und der Gleichung [V] = \i\\ -f ... = 0 sind
die einzelnen Summanden von der Form 2 vrvr+l im
Z&hler des Eadikanten im Gegensatz zu den quadratischen
Summanden gleich wahrscheinlich positiv, wie negativ.
Ihre algebraische Summe tritt also gegeniiber derjenigen
der quadratischen Summanden um so mehr zurick, als
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sie Uberdies als Produkte ungleicher Faktoren durch-
schnittlich kleiner sind, als letztere. , %
Trotzdem die Zahl dieser doppelten Produkte = w1~ I,

also (n — I)-mal groRer ist, als die Zahl wen der qua-
dratischen Summanden, laft sich demnach ihre Summe
gegenliber derjenigen der letzteren vernachléssigen, so
dall wir erhalten:

,|I + KJH « + KI
fnLlzux - £* ~ £\ ] ai~|

(10) 1 M, NI, . K\

~ +ximll+ 12 - Iminm

Nun kehren wir zur eigenthchen Aufgabe des § 6 zu-
rick. Gleichung (9) zeigt, dal’, wenn einer Bestimmung
der GroBe L der mittlere Fehler m zukommt, auf die durch
Multiplikation erlangte a-fache GroRBe auch der a-fache

Fehler, auf die — fache GroRe also der Fehler n iber-

. Ln In
geht. DemgemaB kommt jedem der Teile —, —, ... —

aus denen sich (s. S. 30) der Mittelwert L gerade so zu-
sammensetzt, als ob jeder von ihnen nur einmal beobachtet

. 1/
worden ware, der mittlere Fehler % zu, und der Summe der

Teile, d. h. dem Resultat L aus n gleich genauen
Beobachtungen | je vom mittleren Fehler m nach
Gleichung (10) der mittlere Fehler:
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Die Gleichung (11) kann man sich durch folgende Uber-
legung plausibel machen. Die Genauigkeit des Resultates aus
einer Reihe gleich genauer Beobachtun%en kann nur abhéngen
von der Genauigkeit der Einzelbeobachtungen und von ihrer
zur Mittelbildung verwendeten Anzahl. Kann man — etwa

durch Wahl einer besseren Beobachtungs-
> - flrAchsa methode — den Fehler jeder Einzelbeobach-
tung | reduzieren, so wird im gleichen Ver-
héltnis auch der Fehler des Mittelwertes L

1 abnehmen. Ebenso 14Bt sich der letztere

* 1 aber auch verringern durch Steigerung der
3 . Wiederholungszahl n. Kur wird die Wir-
5 §ibll kung dieser Genauigkeitssteigerung un-

maglich_ proportional zur Wiederholungs-
zahl sein konnen, weil der wahre Wert

4 0,50m der BeobachtungsgrofRe, d. h. der Fehler 0
fur den Mittelwert erst durch oo viele

J 058m\ Beobachtungswiederholungen erzielt wer-
den kdnnte ?s. S. 15). Denkt man sich die

2 071h \ Zahl der Wiederholungen als Abszissen,
' die zugehorigen, im Mittelwert L noch
zuriickbleibenden Fehler als Ordinaten auf-

/[ m getragen und die so er-

haltenen Punkte durch

G>-+1Juu-Achse* eine stetige Linie ver-
MitaarerFehler desMitteboerts bunden, so mu3 demnach
. m, diese Linie sich der Ab-

~ Vri szissenachse asymptotisch

nahern. Dies trifft zu fir

die Beziehung M = |
n
(s. Fig. 3). Die langsame Abnahme von M im Falle auch
erheblicher Steigerung der Wiederholungszahl Uber 2 oder 3
hinaus zeigt, daB es i. A. viel wirtschaftlicher ist, etwa
wiinschenswerte Genauigkeitssteigerung durch Verbesserung
der Beobachtungsmethoden und -Instrumente, als durch
Steigerung der Wiederholungszahl herbeizufiihren.

Setzen wir den gefundenen Ausdruck fur den mittleren
Fehler M des Mittelwertes L in Gleichung (6) S. 26 ein, so
erhalten wir [w,,j = [»])_m2

Fig. 3.
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und durch Benutzung von Gleichung (5a)
nmm2= [w»J = [vv]+ m2,

v vv 4T
we e

woraus

in Ubereinstimmung mit der S. 27 diu-ch direkte Uber-
legung gewonnenen Gleichung (5b).

§ 7. Grofiter Betrag des unvermeidlichen Beobach-
tungsfehlers.

Fur viele praktische Aufgaben ist die Kenntnis des
mittleren Fehlers von geringerer Bedeutung, als die-
jenige des auBerstenfalls zu befiirchtenden Maximal-
fehlers.

Soll z. B. eine bauliche Anlage (Briicke usw.) auf Grund
vorgangiger Messung konstruiert und zum Versetzen fertig
hergerichtet werden, so darf der Fehler der Malangabe ohne
erhebliche Unzutraglichkeiten einen gewissen Maximalbetrag
nicht berschreiten. Ebenso werden amtliche Genauigkeits-
vorschriften da, wo solche im offentlichen Verkehr notig
werden, die duBersten.fa 11s'noch zula_ssiPe Abweichung
des durch Messung oder Wijgung lijw. ermittelten Mafes eines
Gegenstandes vom richtigra Betrag' feststellen missen. —

In Ubereinstimmung mit. dem Bisherigen nehmen wir
an, dal grobe Fehler durch entsprdeBtede Sicherungs-
mafregeln erkanntundaus den Beobachtungsfesultaten aus-
gemerzt sind, ehe die Weiterverarbeitung'TSer letzteren
beginnt. Diese enthalten also nur noch die aus mehr oder
weniger Fehlerelementen sich zusammensetzendenunver-
meidlichen Fehler. Die Fehlerelemente sind uns nun
weder nach Ursache, noch nach GroRe und Vorzeichen im
einzelnen sicher bekannt. Wir wissen von ihnen nur, daf sie
gleich wahrscheinlich positiv, wie negativ; bald gréRer, bald
kleiner sind, sich das eine Mal haufen, das andere Mal
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ganz oder teilweise aufheben kénnen. Der mittlere Fehler
einer Beobachtung ist ihre im Mittel, d. h. unter Ausschlu
der besonders glinstigen und der besonders ungunstigen
Falle am Schlufresultatin die Erscheinung tretende Summe.
Aber auch im ungiinstigsten Falle, in welchem die ein-
zelnen Fehlerelemente ihren Maximalbetrag und dazu
noch gleiches Vorzeichen erlangen, wird ihre Summe,
d. h. die Abweichung irgend eines Beobachtungs- vom
wahren oder vom Mittelwert ein gewisses MaR nicht tber-
schreiten, das abh&ngig ist einerseits von der mdglichen
GroRe der Fehlerelemente, d. h. der Beobachtungsgenauig-
keit bzw. dem mittleren Beobachtungsfehler*), und anderer-
seits von der Zald der Beobachtungs Wiederholungen. Dieses
MaR ist der M aximalfehler einer Beobachtung. lhn bei
irgend einer der Beobachtungen einmal zu erreichen ist
um so mehr Wahrscheinlichkeit vorhanden, je ofter die
Beobachtung wiederholt wird.

Durch ndhere Untersuchung auf Grund der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung findet man, daf durch Haufung
der mivermeidlichen Fehlerelemente der:

1fache mittl. Fehler m unter 3 Beob. wahrscheinl. Imal
2, s 2m

3 ., ., 3m 368

4, u ~4my 15800

5, , b5m , 1750000 ,,

Uberschritten wird. (Vgl. hieriber Koll, Methode d. kl.
Quadr.; Jordan, Ausgleichungsrechnung u. a. a. 0.)**)

*R Die mehrfache Messung z. B. einer Streckenldnge wird
erheblich groRere unvermeidliche Abweichungen gegeniber
dem Mittelwert ergeben, wenn sie mittels optischer Distanz-
messung, oder Abschreitens, oder gar Schiitzens, als wenn sie
normalerweise mit MeRgeraten erfolgte.

**) L&Rt man von einer und derselben Stelle einer schiefen
Ebene aus auf ihr nach GroRe und Gewicht gleiche Kugeln,
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Benltzt man also, wie man zumeist gendétigt ist, die
GroRe der auftretenden Beobachtungsdifferenz zur Ent-
scheidung dariiber, ob man es im einzelnen Falle mit
einem groben (durch Nachbeobachtung auszumerzenden),
oder mit einem unvermeidlichen (einteilbaren) Fehler zu
tun hat, so lauft man Gefahr, ohne daf tatsdchlich ein
grober Fehler vorlége, der zur Nachbeobachtung zwingt:
unter je 3 Beob. 1 wiederholen zu missen, wenn man 1m

2m

, 3m

als duRerste Abweichung einer Beobachtung vom Mittel-
wert noch zul&ft.

Die Annahme des dreifachen mittleren, als aufRersten-
falls zu tolerierenden Maximalfehlers einer Beobachtung:
12) Max — il
ist in der Vermessungspraxis allgemein.

Sie zwingt im Laufe eines Jahres zur unverschuldeten
Aufwendung einer Tagesarbeit fir Nachmessungen, weil
grobe Fehler da vermutet wurden, wo der durch ungliick-
liche Haufung der Fehlerelemente entstandene unver-
meidliche den dreifachen mittleren Fehler zufélligerweise
Uberschritt, 148t aber andererseits auch tatséchlich grobe
Fehler bis zum Betrage 3 m durchschlupfen!

eine nach der anderen, abrollen, und bringt man, beliebig
verteilt, Hindernisse (etwa in Form eingeschlagener Stiftchen)
an, welche die abrollenden Kérper vorubergehend ebenso vom
richtigen Wege (der Linie des stirksten Gefélles) ablenken,
wie die wahrend der Beobachtung auftretenden Fehlerelemente,
das Messungser%ebnis vom Ziele der Messurz?, dem wahren
Werte der BeobachtungsgroRe, so werden die Kugeln den
Full der Ebene in verschiedenen Punkten erreichen. Grolere
Abweichungen vom mittleren Ort des Auftreffens werden aber,
entsprechend den vorstehenden Zahlen, viel seltener sein als
kleine. Eine gewisse, nur bei sehr vielen Kugeln einmal er-
reichte Maximalabweichung wird keine der Kugeln tiberschreiten.
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2. Kapitel.

Direkte Beobachtungen von verschiedener
Genauigkeit.

8 8. Wabhrscheinlichster Wert einer Beobachtungs-
grofle ans einer Reihe verschieden genauer Beobach-
tungen. Gewicht der Beobachtung. Gewichtseinheit.

Wir haben in Gleichung (2) das einfache arithmetische
Mittel als den wahrscheinlichsten Wert einer Beobach-

te
tungsgroRe festgestellt: L = -, unter der Voraussetzung,

daR den Beobachtungswerten | gleiche Genauigkeit inne-
wohnt. Trifft diese Voraussetzung nicht zu, d. h. ist ein
Beobaclitungswert einer schéarferen Beobachtung ent-
sprungen, als der andere, so wadre es eine unbillige Zu-
ricksetzung des genaueren ersteren, wollte man dem letz-
teren wahllos denselben Einfluf auf die Gestaltung des end-
gultigen Resultates einrdumen, wie ihm. Niemanden wiirde
es z. B. einfallen, als wahrscheinlichsten Wert L fir eine
Streckenlédnge das einfache arithmetische Mittel zweier
Beobachtungswerte | einzufihren, deren einer mittels ge-
nauer MeRgerate und -Methoden, der andere durch bloRes
Abschreiten erlangtwurde! Dagegen verursacht die Frage,
auf welche Weise der verschiedenen Zuverlassigkeit
der Einzelbeobachtungen bei der Bildung des gemein-
samen Endresultates Rechnung getragen werden soll,
zunéchst noch Schwierigkeiten*).

*) Diese Schwierigkeiten  konnen dazu zwingen, voruber-
gehend, d. h. bis zu ihrer Uberwindung, entweder auf die
differentielle Behandlung verschieden genauer Beobachtungen,
oder auf die Mitbenutzung weniger zuverl&ssiger Beobach-
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Der Unterschied in der Genauigkeit der beobachteten
Einzelwerte kann verschiedenerlei Ursachen entspringen.
Hat z. B. die mehrfache Beobachtung einer Grofe L

«,-mal denWert Ix

A“mal o, ,
nHmal , ., |,
ergeben, so ist ohne weiteres klar, dal nicht etwa
L=nh+1I>+ --=-+ In
n
sondern nach Gleichung (2) zu setzen ist:
-< «i >- -<-—-D2-—->- S P >
h + **es + *eMm
L -
(134) _ »l + - bn>
nih"o h-~bw'~bnnhi lh 1
«i + n2H fn,, [¢]

Den fehlerfreien Zahlenwert n , welcher im vorliegen-
den Falle angibt, wie oft ein und derselbe Wert | bei
mehrfacher Beobachtung einer gewissen Grofle aufgetreten
ist, nennt man das ihm zukommende ,,Gewicht*.

Esistnun aberauch denkbar, daB dieWerte\ bzw. 2...
nicht eigentliche Beobachtungswerte darstellen, sondern
selbst wieder entstanden sind als Mittel aus % bzw. n2...,
Beobachtungen von durchweg gleicher Genauigkeit, die
man aus irgendwelchen Griinden (z. B. infolge zeitlicher
Beobachtungsunterbrechung) gruppenweise zusammen-
gefalt hat.

tungen bei der Bildung des Endergebnisses Uberhaupt zu
verzichten. Dies geschieht z. B. in bezug auf eine viel-
umstrittene, haufl(]; mehr nach politischen, als sachlichen Er-
wagungen beurteilte Frage: die des politischen Wahlrechtes
(allgemeines, gleiches Wahlrecht, AusschluB als inferior ge-
haltener Personen vom Wahlrecht).
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Bezeichnen wir sie zur Unterscheidung gegen vorhin
diesmal mit I', I". .. und die zu ihrer Gewinnung ver-
wendeten Urbeobachtungen mit

so dal nach Gleichung (2) gewonnen wurde

M’ n2 nu ’

so kénnten wir zur Bildung des Endwertes L die urspriing-
lichen Beobachtungswerte benitzen, d. h. die bereits ge-
mittelten Werte I' wieder auseinanderziehen. Gleichung (2)
wirde dann liefern:

L K+rK+ - +qgl+y+-+%+- +9g+- + %
»i + n2H---—-1nu

[e']+ [n+-eev[£]

«l + «2 H-—---
Nun ist aber nach Gleichung (2) auch |77 usf.,
so dall der obige Bruch lbergeht in
(13b) L A =n2l" eee - _ Vv
ni+ n2+ ' enn [n] °

wo I' die aus den Urbeobachtungen gewonnenen Zwischen-
mittel und n die dazu jeweils verwendete Anzahl der
ersteren vorstellen.

Die Gleichung (13 b) entspricht vollkommen der Glei-
chung (13a) und zeigt, daf das jedem Einzelwert zu-
kommende Gewicht n auch gedeutet werden kann als An-
zahl der zu seiner Bildung verwendeten gleich genauen
Urbeobachtnngen.

Der Wert L des endglltigen Mittels der Beobach-
tungsgrofe bleibt ferner unverdndert, wenn man jedes



8 8. Wahrscheinlichster Wert e. BeobachtungsgroBRe usw. 43

der Gewichte n mit einer konstanten Zahl g multipliziert,
denn man hat:

L_ ntV " _ QnJ'+en™V ennP
~»+ «2QH— — g + en2 - Le
oder durch Einsetzung von gn = p
(13¢) + >Pel P
PI+Pi+’-"+Pn YA\

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen,
die Beobachtungen seien urspriinglich von gleicher Ge-
nauigkeit und ihre in Gleichung (13a) bis (13c¢) einzu-
fithrendeii Betrdge | bzw. I' nur deshalb verschieden-
wertig, weil sie als Extrakt aus einer verschieden grofRen
Zahl von Urbeobachtungen gewonnen seien. Die Ge-
wichte ergaben sich in diesem Falle gleich, oder propor-
tional den Repetitionszahlen.

Entspringt die VerschiedenWertigkeit anderen Ur-
sachen, z. B. der Verwendung verschieden genauer In-
strumente oder Beobachtungsmethoden usw., so missen
die den einzelnen Beobachtungswerten | zukommenden
Gewichte p erst erschlossen werden, etwa aus der ihnen
innewohnenden Genauigkeit, d. h. ihrem irgendwie fest-
gestellten mittleren Fehler m . Mdge der mittlere Fehler m
einer solchen Beobachtung | bekannt, derjenige einer —
mit irgend einem Instrument, nach irgend einer Methode,
oder vielleicht nur gedachten, (berhaupt nicht ausge-
fihrten — Normalbeobachtung = p festgesetzt sein, so
kann man jeden der Beobachtungswerte | sich gewonnen
denken als Mittel aus einer Anzahl p solcher Normal-
beobachtungen, durch deren Zusammenfassung statt des
Einheitsfehlers /r, fur das Zwischenresultat . der
mittlere Fehler mi . .. erzielt wurde. Die hierflr nétige
Zahl p von Normalbeobachtungen stellt vor: das
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Gewicht einer solchen wirklichen Beobachtung und
ergibt sich nach Gleichung (11) aus

(14a)

Die nach dem Vorstehenden eventuell nur gedachte
(nicht wirklich ausgefuhrte) Normalbeobachtung heil3t
»Gewichtseinheit”, ihr mittlerer Fehler/z ,mittlerer
Fehler der Gewichtseinheit“. Damit geht die Glei-
chung (13 b) bzw. (13 c) Uber in

(13d) <

Das Verschwinden von fi aus der Gleichung (13d)
sagt: Das Resultat L einer Beobachtungsreihe
wird durch verdnderte Annahme der Gewichts-
einheit nicht geédndert.

Sind endlich die Beobachtungen | nicht bloR mit ver-
schieden grofRen mittleren Fehlern m behaftet, sondern die
in (13d) einzufiihrenden Werte | selbstwieder je aus einer
verénderlichen Zahl n solcher Beobachtungen gemittelt,
so wachst ihr Gewicht entsprechend Gleichung (13 a) pro-
portional dieser Wiederholungszahl und es ist allgemein:
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das Gewicht p des aus w-facher, je mit dem
mittleren Fehler m behafteter Wiederholung erschlossenen
Beobachtungswertes

(14) P

der wahrscheinlichste Wert, das ,allgemeine arith-
metische Mittel* aus einer Beihe verschieden
genauer Beobachtungen

nuzl

(13) M
o]

Aus (14a) ergibt sich fur das Verhéltnis der Gewichte
zweier, aus gleich oftmaliger Wiederholung ungleich ge-
nauer Beobachtung entsprungener Beobachtungswerte IL
und It , denen bzw. die mittleren Fehler md und m2 zu-
kommen:

Pi
pl:p2= m;:ml

(15) m, :m.

d. h. die mittleren Fehler verhalten sich
gekehrt, wie ihre Gewichtswurzeln.

Die Gleichung (13) l4Rt eine schéne Deutung aus
dem Gebiete der Mechanik zu: Denkt man sich die
Beobachtungswerte | als Ordinaten zu einer be-
liebigen Abszisse aufgetragen und die End-
punkte je mit dem Gewicht p der zugehdrigen
Beobachtung behaftet, so bezeichnet das end-
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glltige Mittel L die Ordinate des Schwerpunktes
des so gewonnenen Systems von Massenpunkten,
weil die Summe der statischen Momente ist

>l - [Pgl= 0

§ 9. Eigenschaften des allgemeinen arithmetischen
Mittels.

Wir haben in Gleichung (13) fir den endgultigen
Wert L aus einer Reihe verschieden genauer Beobach-
tungen I, denen die Gewichte p zukommen, ermittelt:

+_ [P
[Pl

Ruckwarts kénnen wir jetzt die Verbesserungen (Zu-
schlage) v berechnen, welche an den einzelnen Be-
obachtungswerten | anzubringen sind, um sie zum Mittel-
wert zu erganzen:

—vl=L, aso v,= L —

analog vi=L—li.

Hieraus erhalten wir
Ptvi=PiL —Pik

Pnvn=PnL—Pjn
(16) _PiVi+jW2fl2H \-PnVj, —\pv\ = L [p] —\j=I\
wegen Gleichung (13) =0,
Ubereinstimmend mitGleichung(l), wopx=p2— " =Pn=1
und [v] = 0 war. Gleichung (16) liefert eine wertvolle
Rechenprobe fiir die richtige Bildung des Mittelwertes L .

Sie zeigt aber auch eine schéne Analogie mit der Statik
(Kraftepolygon).
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Wir haben schon im vorigen Paragraphen aus der
Gleichung [p]L — [p/] = 0 erkannt, daB der endgultige
Mittelwert L die Ordinate des Schwerpunktes vor-
stellt, eines Systems von Massenpunkten (ndmlich der
Endpunkte der Ordinaten Z), wenn man jeden von ihnen
mit dem der betreffenden Beobachtung | zugehérigen Ge-
wichte p behaftet. Die Abstande der einzelnen Massen-
punkte von der durch den Schwerpunkt gezogenen

Parallelen zur »-Achse sind dann L — 1= v und es
muB sein — als Eigenschaft des Schwerpunktes — das
Tragheitsmoment in bezug auf diese Parallele

a7 = \]pv\ = Min.

Zur Probe bilden wir
W= L2—2L Z+ ]

Pivi =PilL2—¢PiLI1-Pp, 1

pn M PnL2— 2pnL n+ pn K
[pw}= L2[p] —2L [pN+ [p1].
Verlangen wir nun die Auswahl des endgiltigen
Wertes L so, daB [ .
pvvf= Mm.,

so erhalten wir
nfA o= 2i[pl-2[pZ]=0
r_ M
[l
in Ubereinstimmung mit Gleichung (13) und mit Glei-

chung (4), wenn man beachtet, dal die Gewichte p der
einzelnen Beobachtungswerte dort = 1 waren.
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8 10. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes i und
des Tragheitsmomentes [pvv\.

Die Berechnung des Mittelwertes L mittels Glei-
chung (13) ist schwerféllig. Fuhren wir dagegen einen
Né&herungswert N maglichst nahe bei L ein und betrachten
als neue Unbekannte den an ihm anzubringenden Zu-
schlag x, so daR L = N X, zerlegen wir ferner die
Beobachtungswerte | in zwei Summanden, so daR

:N+V}
l,,= N+ vni
so wird
ptll=piN+plvl
pj, = P,N + Puv»,
somit L?Q—N [p]-|-[p X
und
. 8) ¢ -M -jf+ hd
-1 1z

analog Gleichung (7), wenn man beachtet, dafl jedes Ge-
wicht p dort = | war.

Den Wert des Tragheitsmomentes [pvv\ entwickeln
wir wie folgt:

v™rk-N,
also
W= 1I—27%N+ N2
und
Pi»in =Pl Z—2p, ZN + PIN2

[pvv\ = [pll\ — 2 A[pZ] + AIS[H] -
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Um [plI\ zu eliminieren und gleichzeitig [pvv] in
die Gleichung einzufuhren, substituieren wir aus der
S. 47 angeschriebenen Minimumsbedingung

Lp»®= L2[p] —2L [pl]+ \p 11\,

oder weil L = -yy

wodurch
[pr.]= [pvv+ - 2N [pT+ N*[p]

also (in Ubereinstimmung mit Gleichung (8), wo
Pi =P2= eee= 1)

(19) [pvw=[pvv] —[p] L —N)2.

Der Subtrahend ist unter allen Umstdnden positiv,
also \pw\ < [pvv], solange L — N nicht gleich 0, in
Ubereinstimmung mit Gleichung (17).

§ 11. Erreichte Beobachtungsgenauigkeit. Gewicht
und Genauigkeit des Endwertes.

Im § 8 haben wir festgestellt, daR das Gewicht p
einer Beobachtung I nichts anderes ist, als diejenige Anzahl
von (wirklich ausgefuhsten oder nur gedachten) Beobach-
tungswiederholungen je vom mittlere® ~Fehler jx, welche
notig ist, um den mittleren Fehler m ner«/ zu erreichen.
Dasselbe trifft naturlich auch zu fiir das fxewicht P des
endgiltigen Wertes L: es ist gleich der Anzahl der zur
Erzielung seines mittleren Fehlers M benétigten Be-
obachtungen je vom mittleren Fehler ti. Sind die zur

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 4
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Ermittlung des Endwertes L benitzten Beobachtungs-
werte | ungleich genau und kommt dem Beobachtungs-
werte :

Ix d. Gewicht px zu, so sind zu seiner Bildg. px Beob. v. Gew. 1

verwendet worden. Die Zahl der zur Bildung des End-
wertes L verwendeten — gleichgiltig, ob tats&chlich
ausgefiihrten oder (vgl. § 8) nur substituierten — Be-
obachtungen vom Gewicht 1 ist daher

ih+JPsH i>,, d.h.

der aus einer Anzahl von Beobachtungswer-
ten denen bzw. die Gewichte pt,p2 =
zukommen, gebildete Endwert L hat das Gewicht

(20) PI= b]-

Diese Eigenschaft des Endwertes L entspricht der in
§88 und 9 gegebenen statischen Deutung: Die im Schwer-
punkt angreifende Gegenresultante muf? beim Vorhanden-
sein nur parallel wirkender Einzelkréfte p gleich der
Summe der letzteren sein, wenn Gleichgewicht bestehen
soll.

Ist — etwa aus der Beobachtungsreihe heraus oder
durch Schétzung — der mittlere Fehler ju einer Normal-
beobachtung (Gewichtseinheit) bekannt, so sind wir jetzt
imstande, sowohl den mittleren Fehler mrirgend eines
Beobachtungswertes Ir als auch den mittleren Fehler M
des Endwertes L abzuleiten. Die Gleichung (15) liefert
hierfir:
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(21)

(22)

1
mm

Bei der Ableitung der Gleichungen (20) bis (22) haben
wir vorausgesetzt, es sei nicht bloR das Gewicht p jedes
einzelnen Beobachtungswertes I, sondern auch der mittlere
Fehler p der Gewichtseinheit von vornherein bekannt,
(etwa bei Bildung der in die Rechnung einzufiihrenden
Werte | als Teilmittel aus gleich genauen, wirklich aus-
gefihrten Reihen von Normalbeobachtungen erschlossen).
Sie benltzend, ist es gelungen, vor der Ausgleichung
der Beobachtungen und der Ausrechnung des Endwertes L
die ihm innewohnende Genauigkeit, seinen mittleren
Fehler M, zu ermitteln: auf die Kenntnis von p und p
griindete sich die Ableitung von P, m und M.

In vielen praktischen Fallen der Vereinigung ungleich-
wertiger Beobachtungsresultate ist aber neben deren
Werten | nur ihr Gewicht*? oder ihr mittlerer Fehler nt
bekannt. Auch in diesem Falle mufR uns ein Einblick in
die erreichte Beobachtungsgenauigkeit mdglich sein, denn
wir kénnen nach Gleichung (13) den Endwert der Be-

rn Zl
obachtungsgroBe L = -- mund nach Gleichung (16) die

an den Beobachtungswerten anzubringenden Zuschlége v
berechnen:
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Je kleiner die nétigen Zuschlége (,,Verbesserungen®)v
sind, um jeden Beobachtungswert | zum wahrschein-
lichen, dem Endwert L , zu ergénzen, um so genauer sind
offenbar die Beobachtungen | ausgefuhrt, um so sicherer
ist also auch der Endwert L bestimmt.

Die Genauigkeitsermittlung stutzt sich in diesem Falle
auf das Ergebnis L der Ausgleichung, ein etwa daraus er-
rechneter mittlerer Fehler m der Beobachtungswerte |, und M
des Endwertes L , mu im Gegensatz zum Vorhergehenden
als mittlerer Fehler nach der Ausgleichung bezeichnet
werden.  Selbstverstdndlich mdifRten, strenggenommen, der
mittlere Fehler vor uud der mittlere Fehler nach der Aus-
gleichung, da, wo beide sich tUberhaupt berechnen lassen, ein-
ander gleich sein. Entgegengesetzten Falles wiére zu er-
grinden, wodurch eine Verschiedenheit beider Werte fir die-
selbe GroRe verursacht werden kann (s. S. 58).

Waéren statt der n Beobachtungswerte Ix. . . 1,,, denen
je bzw. die Gewichte  mmmp« zukommen, die Werte /
der — gleichglltig, ob tatséchlich ausgefiihrten oder nur
gedachten — Urbeobachtungen je vom Gewicht 1 be-
kannt, von denen

K"K “f" '~V

px zur Ermittlung des Wertes i,

[>] » Z= ‘][%]L
dienten, so hdatte man den Fall gleich genauer Be-
obachtungen. Man erhielte nach Gleichung (5a) und
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(5b) den mittleren Fehler einer solchen Urbeobach-
tung

wenn die Werte op die Yerbesserungszuschldge darstellen,
welche jeden eingewichtigen Beobachtungswert X zum
Endwerte L ergédnzen und welche sich aus den Fehler-
gleichungen ergeben:

vi— L —

Je groRer die Zahl der eingewichtigen Urbeobach-
tungen X und ihre Genauigkeit ist, um so ndher kommt
der Endwert L dem wahren Wert, um so naher kommen
also die Verbesserungszuschlage o den wahren Ver-
besserungen (pw der Urbeobachtungen X, und wir kémien
nach Gleichung (5a) sehr gen&hert setzen: Mittlerer
Fehler einer Urbeobachtung X, berechnet aus der:

1-ten Beobachtungsgruppe i

2-ten

«-ten
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Damit liefert Gleichung (11):

Mittlere Fehler m der Teilresultate | aus denen der ein-
gewichtigen Beobachtungen /

Wir haben clamit die Mdglichkeit erlangt, die mitt-
leren Fehler m der (verschieden-gewichtigen) Beobach-
tungen | aus den Verbesserungen ¢p der Urbeobachtungen
zu errechnen. Zwar sind diese selbst nicht bekannt,
wohl aber die an den Beobachtungswerten | (deren jeder
als Resultat aus p Urbeobachtungen erscheint) anzu-
bringenden Verbesserungen v.

Die zwischen v und ¢ bestehende Beziehung kdénnen
wir aber aus Gleichungen (5b) und (11) ermitteln:

nach (5b) ist das Quadrat des mittleren Fehlers einer
von n gleich genauen Beobachtungen

[vv\
n

nach (11) ist das Quadrat des mittleren Fehlers des
Resultates von n gleich genauen Beobachtungen

n

d. h. das Quadrat des mittleren Fehlers vom Re-
sultat und das Quadrat der an den Beobachtungen
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anzubringenden Verbesserungen v wachsen im
gleichen Verhdltnis, oder

m2:p2= v2:q2; <= VZIH = v2m .

Man konnte jetzt zur Bestimmung des mittleren
Fehlers ju der Gewichtseinheit die aus v errechnete Ver-
besserung <p einer Beobachtung vom Gewicht | in Glei-
chung (23) einsetzen. Allein diese Gleichung setzt das
Vorhandensein von [p\ solcher Verbesserungen <pvoraus,
wadhrend wir deren, entsprechend der Anzahl von Ver-
besserungen v, nur n besitzen. Wir missen daher ent-
weder [p%] auf den Betrag erweitern, den diese Summe

annimmt, wenn die Zahl der Verbesserungen gpvonn auf [p\
r«!

erhoht wird, d.h. [999]= [pvv\ mit W erweitern, wodurch

wir erhalten

H= -Ul/wwv-d [p] _ ,1/[pv,vw
[pI " n

oder besser der Zahl n von Summanden entsprechend

den Nenner reduzieren, wodurch der mittlere Fehler der
Gewichtseinheit wird

(23a)

(23a) fi

Wir erhalten schlieBlich durch Einsetzung von fi in
(21) und (22) als mittlere Fehler nach der Ausglei-
chung:

(23b) mittL Fehh d' U .«, _ ol f
Beob.-Wertes If |, *_ = = ypr= =f (n—Dp,

mittl. Fehler d. 1
= + ]R8 1-vvl..

(23¢) Lo M= -2
Endwertes L | wflp\ t (»—i)[pj



Beispiel. Eine Strecke L wurde je mit gleicher Genauigkeit gemessen:

a) mit Mefstangen [h = 285,34 b) mit MeBband \ph =

h = 285,40
K = 28530
= 28544
Es liefert: u
die Messungs- das Messungsergebnis
gruppe Gleichung (2)

Stangenmessung Lsl = 285,37 msi =
Bandmessung

Kettenmessung £/=285,38

Zu

h

Gleichung (5b)

285,40 c) mit MeRkette

285,56
285,51

+ 6,2 cm

— 28549 mB= +1/-|" =+ 82cmMR= +

la= 285,30

zu .1,= 285,46

die mittleren Fehler vor der Ausgleichung
Gleichung (11)

=+ ]/ —+31cm

»A=+ j/I" =+11,3 cm MK= +

| /

= +4,7 cm.

= + 8,0 cm.

Zur Vereinigung der drei ungleichwertigen Ergebnisse der Stangen-, Band- und Ketten-

messung haben wir zundchst deren Gewichte psi, pB und pK festzustellen.

Gewichtseinheit eine einmalige Kettenmessung, welcher der mittlere Fehler
ft —mK= +yl28 = + 113 cm

anhaftet, so wird nach Gleichung (14)
PK-ny
T

woraus nach Gleichung (20) und (22)

PL= LF= 209
M, = + i = + _:1’223 =
yP (20,9

Bo- 31388 o wdfY

5,7,

+2,5 cm

pst

_4m128_ 0 80

S

31, 13,2,

Waéhlen wir als

\(als mittlerer Fehler des Endresultates
vor der Ausgleichung.

(

Vereinigung der drei Ergebnisse: Fur N = 285,30 liefert Gleichung (18) und (19)

' P pV pv V

cm an acm

Lst—28537 +7 132 924 6468
LR = 28549 +19 57 1083 20577
£A= 28538 +8 2 16,0 1280
20,9 +216,7 28325

[pv] 2167 L. fiA
[P] 1 209
somit

£ % 4 9o = 28540,
[l

als Endresultat aus den drei
Messungsgruppen.

\

(o41]

+ 34

|+ 24

pvv = 28326—20,9 »10,42
= 28326—2250=583

—8,6

+ 449

-48,9
+ 48
+ 497 —E8

Abrundungs-
differenz 0,8

pvv
oem
152
422

8

a8 88 B|ysjsbunplucnyy O

o
o

—_
—

= Gu 9 83

"uabuniyoeqoag Jappalip  Bunyolsibsny

uaxBineusbsbunyoeqoag a3  TT §
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Hieraus liefert:

(239) A _’1r/ 5§5 + 17,2cm
/ 585
omizp FATem _
5g5 als mittlere Feh-
(23b) m,=#fy,e, *72cm  lernach der Aus-
' gleichung.
m-tY- 2582 + 12,1 cm
(23¢) 5 523; -3,7cm

Die mittleren Fehler vor der Ausgleichung weichen
von denjenigen nach der Ausgleichung erheblich ab
(vgl. S. 56). Die Abweichung hat ihre Ursache teils in
Ungenauigkeiten der mittleren Fehler m , welche durch
solche Beobachtungsfehler erzeugt werden, die, ihrem
Betrag nach zwar nicht erheblich genug, um zur Nach-
messung zu veranlassen, nach ihrer Entstehung doch
den groben Fehlern zugerechnet werden miRten und
welche das Messungsergebnis und die Bestimmung des
mittleren Fehlers um so stérker beeinflussen, je kleiner die
Wiederholungszahl ist. Namentlich wird die Abweichung
aber hervorgerufen durch regelm&Rige Fehler, die, bei
den verschiedenen Beobachtungsgruppen in verschiedenem
Betrag auftretend, innerhalb jeder einzelnen Gruppe gleich
wirken, in ihr also Uberhaupt nicht bemerkbar werden.

Hierher gehoren: Unrichtigkeiten in der Lange der Mef-
werkzeuge (die bei derselben Messungsgruppe Uberhaupt nicht,
wohl aber beim Vergleich der Resultate zweier Gruppen, z. B.
einer Stangen- mit der Bandmessung, in die Erscheinung
treten), oder in den zur Wagung benutzten Gewichten; Be-
leuchtungsphasen und Abweichungen von der Vertikalstellung

der Signalstangen beim Anzielen; regelmaRige Teilungsfehler
an Ereisteilungen usw.
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Il. Abschnitt.

Vermittelnde Beobachtungen.

1. Kapitel.

Fortpflanzung von lieobachtungsfehlern auf
Funktionen der BeobachtungsgroReu.

§ 12. Mittlerer Fehler M und Gewicht P
einer expliziten Funktion F der beobachteten Groflzen
Lt, L2... Ln, welche mit den mittleren Fehlern
m|, m2... mn behaftet sind.

Die gesuchte GroRe X sei als explizite Funktion der
Beobachtungsgréfen 1/1, L2...L Hausgedrickt:

(24a) X = F(Ly,L2...L,).

Die BeobachtungsgroBen L seien mit den mittleren
Fehlern +m 1, + w 2>em + mn behaftet. Denken wir uns
jeden der Beobachtungswerte um seinen (zunéchst als
positiv vorausgesetzten) mittleren Fehler m vergrofRert,
so wird der EinfluR dieser Anderung der Bestimmungs-
groen L auf den Funktionswert X sein:

E=F(L1+ miLi+ ml,...Ln+m,)-F(LI,L2...Ln).

Entwickeln wir den Minuenden mittels der Taylor-
schenReihe, und setzen die mittleren Beobachtungsfehler?«
als so klein voraus, daB wir berechtigt sind, Potenzen von
ihnen, gegeniliber den Beobachtungswerten selbst, zu ver-
nachlassigen, so erhalten wir
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Dieser Ausdruck geht Uber in
E= + mlUl +m2I2-¢-----]-mnin .

wenn man den Differentialquotienten

(24 b)

setzt.

Nun werden wir berechtigt sein, die Gesamtvnrkung
der mittleren Fehler m der Beobachtungsgrofen L auf
die Funktion X als deren mittleren Fehler Mx zu be-
zeichnen, wenn es uns gelingt, bei Berechnung dieser
Gesamtwirkung der Tatsache Bechnung zu tragen, daf}
diese mittleren Fehler im Vorzeichen unbestimmt sind,
sich also im Zusammenwirken teilweise aufheben kdnnen.
Der soeben berechnete FehlereinfluR E setzt aber, im
Gegensatz hierzu, alle mittleren Beobachtungsfehler m
als gleich gerichtet voraus, ist also jedenfalls >MX.
Immerhin wird er uns zum gesuchten mittleren Feliler Mx
fihren, wenn wir durch Quadrieren die Vorzeichen der m
eliminieren. Kehren wir zu diesem Zwecke zur tatsachlich
vorhandenen Unbestimmtheit der Vorzeichen von m zu-
rick, so erhalten wir als Quadrat des Einflusses der
Anderungen + m an den BeobachtungsgréRen L

E2=ml % + ml 12\ jFmlR+ 2m,m2Z12+ 2 to3l,Is + mm
+ 2wami lis+ -+ 2 migetmgdmlIf .
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Die Zahl der Summanden von der Form mim2 |,
ist = ne(n—1), diejenige der quadratischen Summan-
den nur gleich n . Dem absoluten Wert nach ist aber die
Summe je zweier quadratischer Summanden unter allen
Umstanden groéfRer als das zugehorige doppelte Produkt
(a2-]-b2> 2 a6, weil a2-f-b2—2ab = \a—b]2= positiv).
Uberdies sind die quadratischen Summanden alle positiv,
die anderen gleich wahrscheinlich + und von &hnlicher
Grole, so dall sie gegen die ersteren um so mehr zuriick-
treten, je groRer ihre Zahl ist. Die Unbestimmtheit des
Vorzeichens von m hat also zur Folge, dafl die letzteren
Summanden sich in der Hauptsache gegenseitig aufheben
und dall der ermittelte Wert fur E 2 Ubergeht in das
Quadrat des mittleren Fehlers:

(24c) M\ = m\ + m\I\+ eee-f-mBAI2— [rum11].

Das Gewicht Px der Unbekannten X erhalten wir
durch Vergleichung der mittleren Fehler nach Gleichung
(15). Ist ndmlich p der (event. beliebig festgesetzte)
mittlere Fehler der Gewichtseinheit (p — 1), so ist

Px:1= p2:M2

1 7If2 1
4d) — = — = =/rJl+u o+

Durch Einfuhrung der Gewichte p fur die Beobach-
tungsgréfen L imd unter Benutzung von (14) wird hieraus

px Pi P2 P.

1 Beispiel. Wie groR ist der mittlere Fehler |
und das Gewicht P von Z = ah, wenn a ein fehlerfreier
Faktor und L eine mit dem mittleren Fehler m beobachtete
GroRe ist?
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Gleichung (24c) liefert: /fix\2
Mh = [mm!!]=»! XRJJ = °2m2
MIL= ammL

in Ubereinstimmung mit der friiher abgeleiteten Gleichung (9).
Gleichung (24d) liefert:

_ il
~[p\~p”
rPX— Pal %t
wenn p das Gewicht der Beobachtungsgrole L vorstellt.
2. Beispiel. Wie groB ist der mittlere Fehler M u

das Gewicht P der GroRe X = L1+ £2+ ese+ A >wenn
Lt ... beobachtete GroRen sind, denen die Gewichte p1.-e.

und die mittleren Fehler m, ... zukommen.
Gleichung (24c) liefert:
Ml = [mmIN=m\(|*)+ mlm(|") + eee
= m\ -f- 2 |- L= [mm)

in Ubereinstimmung mit Gleichung (10).
Gleichung (24d) liefert:

px IbJ Pi ' Pt Pn  yP-

Sind die Gewichte und die mittleren Fehler der Einzel-
groRen L einander gleich (wie das z. B. beim Wégen einer
Masse in n Teilen, beim Messen von Strecken fir jede ein-
zelne der n Stangenlagen, oder bei Bildung eines Winkels
durch Zusammensetzung aus n Teilen usw. der Fall ist), so

wird ML/ £...= +/[»»j= +V«mm2—m]/n
1 1,1, _J1=mn
PLILtz ... Px  Px P Px

Pliz ot eee= Bt 1
1 h. dermittlere Fehler einer Summe oder Differenz gleichwertiger
EinzelgroRen wéchst proportional der Wurzel aus ihrer Anzahl,
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das Gewicht einer Summe oder Differenz gleichwertiger Binzei-
groBen nimmt ab proportional ihrer Anzahl.

Es zeigt sich hier ein bemerkenswerter Unterschied, der
fur die Genauigkeit einer GroRe bezeichnend ist:

Wird eine Grofe gewonnen als Mittel aus n Beobachtungen
je vom Gewicht p= 1, so ist das Gewicht des Mittel-
wertes P =n,

wird eine Grofle gewonnen durch Addition oder Subtraktion
von n BinzeigroBen je vom Gewicht p = 1, so ist ihr Ge-
wicht P -7

wird eine Grofie gewonnen durch Multiplikation einer beobach-
teten Grofe vom Gewicht p = 1 mit einer Konstanten n,

so ist ihr Gewicht P = (Distanzmesser usw.).

Es bedirfte also im zweiten Falle w-facher, im dritten
Falle n‘-facher BeobachtungsWiederholung der TeilgroRe, um
das Gewicht und die Genauigkeit einer einzigen einfachen
direkten Beobachtung fir die gesuchte GréRe zu erzielen.

3. Beispiel. Wie grof} ist der mittlere Fehler eine
Dreiecksieite AB = c und ihr Gewicht, wenn gemessen wurde:

mi= 4(7= 106,00 + 0,06 m
<f£= 29°39" +1°
<ty = 120°07'+ 2'?
Die Trigonometrie liefert die Beziehung
b
" smR

woraus mittels Gleichung (24c)

siny ,

sm2y Yoo .,/ b \2
sma2n B+ tmt% Cos/?" M+ \ g SO 5

smem 2+ c2ctg2/2m2 + chth m?2

(m, und m in analytischem MaB ausgedriickt).
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Statt die mittleren Beobachtungsfehler nit und m durch

Division mit g auf analytisches MaR3 zurtickzufiihren, kénnen
wir auch die zugehorigen partiellen Ableitungen mit g divi-
dieren und als Winkeleinheit die Minute, als L&ngeneinheit
das cm wahlen, wodurch wir erhalten:

sin27.62+ ‘ctg2 12+ c20thy.22

me  sin2r
9025= I 1-9528
h 0-9764
b 2-02531 sin? 9-6943 ctgh 0-2447
esin/? 0-30566 sin7 9-9370 C 4-2680
sin/ 9-93702 b 02427 S 6-4637
18535 = ¢ 226799 306= 1 0-4854 ctg7 9-7635
Kk 0-4952
9,78= Il 0-9904

m\VP= 3,06 186 + 90,25 ml+ 9,78 «4
= 110+ 90+ 39= 239= ,
Mc= +y239 = 155 cm. S
c— 185,35+ 0,15s m.

Einfacher noch I&Rt sich der mittlere Fehler einer Funk-
tion von der obigen Form mittels Logarithmieren finden. Wir

haben logc = logh+ logsiny —log sin/? ,
somit nach Gleichung (10)

Also ist

loge - «log b~t~*“ log siny «log sinB
log b
Man hat jetzt nur beim Aufschlagen von logsiny  gleich-
logsinB 1
zeitig zu notieren, welchen EinfluR auflgie letzte (funfte) Stelle
cmj

des log eine Anderung des numerus um m | ausibt (s. unten).
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miog "log

b 2-02531 246 605
esink 0-30566 22 484
sin7 9-93702 7 49

185,35+0,15=C 226799+ 34 1138 ,uq mioge=+1/1138

= +34 .

Ein mittlerer Fehler des 16ge von +34 Einheiten der
funften Stelle liefert (gleichzeitig mitdem Aufschlag

den mittleren Fehler des numerus A=+15 cm

Das Gewicht P der berechneten Seite ¢ erhalten wir
mittels Gleichung (24 d)

é = L fmnim = 22
c fl 1
Geben wir der Messung der Seite b das Gewicht 1, so
wird = 6 cmund + = 36, somit
J = 239
Pc~ 36

PeT 20— B3

2. Kapitel.

Ausgleichung vermittelnder gleich genauer
Beobachtungen.

Durch den Abschnitt I wurden wir in die Lage ver-
setzt, den wahrscheinlichsten Wert einer direkt und mehr-
fach beobachteten GréRe, seinen mittleren Fehler und sein
Gewicht zu bestimmen. Dagegen hat er uns nicht ge-
lehrt, in Uberschissiger Zahl vorhandene Beobachtungen
auszugleichen, welche zur Bestimmung einer oder meh-
rerer anderer, von ihnen abhéngiger GrdéRen dienen sollen.

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 5
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Auch das 1. Kapitel des gegenwartigen Abschnittes
zeigte uns nicht, wie die Werte L flr solche vermittelnde
GroRen auszugleichen, wenn sie in uberschussiger Zahl
vorhanden sind, sondern nur, wie sich der ihnen anhaftende
Fehler m auf einen (nicht Uberbestimmten) Funktionswert
fortpflanzt.

Jetzt wollen wir Beobachtungswerte, welche zur Be-
rechnung anderer, von ihnen abhdngiger GroRen dienen
sollen und in Gberschiissiger Zahl vorhanden sind, so aus-
gleichen, daB letztere sich Ubereinstimmend ergeben, gleich-
glltig, welche der ersteren auch zur Rechnung benitzt
werden mdgen.

Ist die Zahl der gesuchten Unbekannten nicht groRRer
als 2, so 1aRt sich die Ausgleichung der zu ihrer Berechnung
dienenden Beobachtungswerte haufig auf graphischem Wege
bewirken, womit der Vorzug erhéhter Anschaulichkeit und
der alsbaldigen Erkenntnis etwaiger grober Beobachtungs-
fehler verbunden ist. Wir behandeln daher zuerst die:

§ 13. Graphische Ausgleichung zusammengehdriger,

beobachteter Argument- und Funktionswerte bei zwi-

schen ihnen bestehender bekannter oder unbekannter
Beziehung. Beobachtungsfehler.

Um zu untersuchen, ob zwei GroRen voneinander ab-
hangig sind, und zutreffendenfalls, welche Beziehung
zwischen ihnen besteht, kann man korrespondierende (zu-
sammengehorige) Beobachtungswerte beider als Abszissen
und Ordinaten in bezug auf ein beliebiges Koordinaten-
system auftragen und die dadurch erhaltenen Punkte
durch eine stetige Linie (Funktionskurve) verbinden. Ver-
lauft die Linie gesetzlos oder parallel, bzw. senkrecht
zur Abszisse, so besteht entweder keine Beziehung zwi-
schen den korrespondierenden Beobachtimgswerten, sie
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sind . voneinander unabhéngig, oder die beobachteten
Funktionswerte sind nicht bloR von den der Beobachtung
unterworfenen, sondern (berdies noch von anderen Argu-
menten abhéngig.

Im letzteren Falle kann man die korrespondierenden Be-
obachtungen unter gewissen abgewarteten oder kinstlich her-
beigefiihrten, die Wirkung jener weiteren Argumente vor-
Ubergehend ausschaltenden Umstdnden wiederholen.

LaRt die ,,Funktionskurve“ nach den Satzen der ana-
lytischen Geometrie ein gewisses Gesetz erkennen —
gerade Linie zeigt lineare Beziehung, n-fache Oszillation
algebraische Beziehung (n + 1)-ten Grades an —, so
kann man der Zeichnung die Lage- und Formbeziehungen
(Abschnitt auf der «/-Achse, Bichtungskoeffizient, Para-
meter usw.) entnehmen: Die Verbindungslinie der
mit den zusammengehdrigen Beobachtungs-
werten als Koordinaten aufgetragenen Punkte
(Funktionslinie) vermittelt uns die Kenntnis
der zwischen beiden bestehenden Beziehung.

Dabei wird das Wesen der Funktionskurve von der
Walil der Verjingungsverhéltnisse fir die Abszissen und
die Ordinaten und von der Lage der Koordinatenachsen
nicht beruhrt. Ja, es kann sich sogar empfehlen (auch
ohne dafl die zusammengehdrigen Beobachtungswerte
GroRen verschiedener Gattung sind, in welchem Falle
flr jeden von beiden je ein passendes Verjliingungs-
Verhéltnis gewahlt werden muR), Ordinaten und Ab-
szissen in verschiedener Verjingung zu zeichnen, wenn
sie sich erheblich voneinander unterscheiden, oder wenn
man auf schérfere Darstellung von Verdnderungen einer
von ihnen besonderen Wert legt.

Waéren die Beobachtungswerte fehlerfrei, so mufite
die zu zeichnende Funktionskurve durch samtliclie auf

5*
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Grund solcher zusammengehodriger Werte gezeichnete
Punkte gehen. Es zeigt sich in der Durchfuhrung je-
doch, namentlich wenn ein genligend grofRer MaRstab
gewdhlt wird, sofort, dal die derart zu zeichnende Linie

UnregelmaRigkeiten aufweisen wirde, die nicht in der

Natur der Beziehung zwischen beiden BeobachtungsgréRen

liegen konnen. Dies tritt besonders in solchen Féllen

in die Erscheinung, in denen das Wesen der Beziehung
auch noch auf deduktivem Wege erschlossen werden kann.

Solche Unregelmé&RBigkeiten rihren von den den Beob-

achtungswerten anhaftenden Fehlern v her, und

unsere Aufgabe besteht jetzt darin, eine der erschlosse-
nen Beziehung entsprechende oder (falls diese nicht er-
schlossen werden kann) eine mdéglichst einfache Funktions-
linie den gezeichneten Punkten so anzupassen, dafl die
in der Ordinatenrichtung gemessenen Abweichungenv der

Linie von jenen Punkten den Bedingungen (1) [»] = 0

und (4) \vv\ = Min. entsprechen.

Als Nebenprodukt dieser Lésung ergibt sich dann auf
bequemste Weise:

a) diejenige Stelle, wo zur sicheren Ermittelung der be-
stehenden Beziehung, und Zeichnung der Funktions-
linie die korrespondierenden Beobachtungen zu hdufen
sind, bzw. wo andererseits Haufung unnitz wadre,

b) der Nachweis etwaiger grober Fehler,

c) der dem einzelnen Beobachtungswerte anhaftende,
durch Ausgleichung wegzuschaffende Fehler v,

d) der irgend einem Argumentwerte zugehdrige aus-
geglichene Fimktionswert.

Beispiel. Zum Zwecke der Wiederherstellung der wahr-

scheinlichen Lage einer Baulinie an einer bauplanmaiig 15,00 m

breiten Strale wurde eine Anzahl sicherer Gebdudeecken auf
eine vorlaufige, zu ihr im Abstande von 3 m ungeféhr parallel
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verlaufende Abszisse aufgenommen. Gesucht ist die Lage
der allen Gebdudeecken maglichst sich anpassenden, endgultigen
Parallelen.

Ldsung. Die abgesteckte Abszisse sowohl, als die ge-
suchte endgiltige Parallele zur wahrscheinlichen Baulinie sind
gerade Linien. Wére es daher mdglich, die Entfernungen
irgendwelcher, einander gegenuberliegender Punkte beider Ge-
raden zu finden, so kénnte man sie als Ordinaten zur ab-
gesteckten Linie als Abszissenachse und zu den zugehdrigen
Abszissenmallen auftragen. Die Verbindungslinie der dadurch
erhaltenen Punkte muRte dann eine Gerade sein und die
Abszissenachse in demselben Punkte schneiden, in dem in
Wirklichkeit die gesuchte Parallele die abgesteckte Aufnahme-
linie schneidet. Daran wiirde nichts geéndert, auch wenn die
genannten Entfernungen (die nur klein sein kdnnen) etwa in
groRerem Malistabe als die Abszissen aufgetragen wirden.
Diese Entfernungen zwischen beiden, nur um weniges diver-
genten Geraden lassen sich nun wie folgt berechnen: Setzen
wir voraus, dal die aufgenommenen Gebaudeecken genau auf
den Baulinien liegen, also genau den Abstand = 3 m bzw.
a2= 12 m von der gesuchten Parallelen haben. Setzen wir
ferner voraus, daB ihre von uns aufgenommenen Ordinaten y
fehlerfrei gemessen sind, so erhalten wir von der abgesteckten
Abszisse aus je einen Punkt der gesuchten Parallelen, wenn
wir (unter Beachtung, dall wegen der geringen Divergenz von
abgesteckter und SolUinie die beziiglichen Ordinaten ihrer
Iéage nach zusammenfallen)im betreffenden FuRpunkt die

r

M Vi ai 8=V oai )
| ha= WVt —at t¥4—y4 —at /
nach Richtung und GréRe auftragen. Die wahre gegenseitige
Lage beider Geraden ist dann in der Figur direkt ersichtlich:
Die Funktionslinie stellt die Solllinie vor. Da die berechneten
und fir die gesuchte Lage der Solllinie bestimmenden Ordi-
naten f) von Punkten der letzteren sehr klein sind im Ver-
héltnis zu den zugehdrigen Abszissen, so wird man beide in
verschiedenem Malistabe (etwa die Abszissen im MaRstabe
1:1000, die Ordinaten t) in 1: 10) auftragen.
Wirde nun die (durch Uberlegung als Gerade erkannte)
Funktionslinie durch alle derart gezeichneten Punkte gehen,
so waren Lage der Gebdudeecken und eigene Messung fehler-
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frei und eine Ausgleichung unnétig. Anderenfalls muf jetzt
diejenige Gerade gesucht werden, fur weiche die algebraische
Summe der in der Ordinatenrichtung gemessenen Absténde v
von den Fehlerbildpunkten = 0 ([f] = 0) und, da die Zahl
solcher Geraden oo ist, gleichzeitig [w] = Min. wird.

Alle die Geraden, fir welche [v] = 0, gehen durch einen
Punkt, den Schwerpunkt 8 des Systems gezeichneter Punkte,

dessen Koordinaten r-t
n
M sind
Zahlenbeispiel.
Gemessen Sollordinate
Punkt  Abszisse 1 Ordinate V=y—a
Nr. + * y a
m 1 m m cm .
1 53,95 — 3,06 — 3,00 — 6
2 57,02 + 11,94 + 12,00 — 6
3 7254  + 11,98 + 12,00 _2
4 94,86 - 2% - 3,00 + 6
5 140,22 +12,08 + 12,00 + 8
6 161,05 - 295 - 300 + 5
7 212,84 - 300 - 3,00 - 0>
8 221,95 + 12,07 + 12,00 + A
9 245,36 — 2,90 — 3,00 + 10
125979 +2
X8 9
— 139,98 m = +2,44 cm

Um die Lage der Geraden zu finden, fir welche
grt) ,= Min., kann man jetzt fir 3 oder mehr verschiedene,
urch den Schwerpunkt 8 gehende Versuchsgeraden die Ab-
stande v von den Fehlerbildpunkten (in der Ordinatenrichtung)
abgreifen (wobei [u]= 0 sein wird) undje [w] berechnen. Tragt
man dann diese Werte.[x@ als Ordinatenin den Schnittpunkten
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I, Il usw. dieser Versuchsgeraden mit irgend einer der ur-
spriinglichen Ordinaten als FuBpunkten auf und zeichnet durch

ie erhaltenen Punkte eine zu dieser neuen Ordinatenrichtung
($: zur alten x- Achse) symmetrische Kurve, so stellt die Ordi-

nate des unteren Kulminationspunktes den niedersten Wert
flr [»v], deren FuBpunkt einen zweiten Punkt der Sollgeraden
vor. Nach EinZeichnung der letzteren wird man flr das
gegenwartige Beispiel aus der Figur ablesen: Die gesuchte
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Gerade schneidet die abgesteckte bei der Abszisse
98 m und ist gegeniber der letzteren um 6 cm auf
100 m Lange im positiven Sinn verdreht.

Das gezeigte Verfahren zur rein graphischen Auffindung
der Funktionslinie ist schwerfallig. Bequemer ist es, zu
diesem Zweck das graphische Verfahren durch Rechnung zu
unterstitzen.

Zieht man durch S eine beliebige Gerade S —1 und greift
in der Ordinatenrichtung deren Entfernungen V von den ge-
zeichneten Punkten ab, so wird fir sie zwar [V\= 0, aber
nicht [VV] = Min. sein. Es ist vielmehr zu diesem Zwecke
noch eine gewisse Verdrehung um den unbekannten Winkel g
und um den Schwerpunkt S nétig. Diese Verdrehung &ndert
sémtliche Entfernungen V um den Betrag j g, wenn j die
Entfernungen der FuBpunkte vom Schwerpunkt S darstellen.
Es wird daher an Stelle von V der Abstand v der endgultigen
Funktionslinie vom Fehlerbildpunkte treten, wo bei Ein-
fuhrung von Vorzeichen fiur die verschiedenen Richtungen
von j, v, V und g allgemein gltig

v—V—jg
und wobei wir verlangen:
[vu] = Min.
Es muB demnach sein
[(7T- Ef)d= 7?2- 27IEIf+ Bf + e+ 72- 2VnUg
+ 2f2= Min.
Die einzige Verénderliche ist jetzt g, und man hat
% =[(7 -e£)*]=Min.

fur
= 0= - 2FIEl+ 2f? f-- —2V,Sn+ 2fng,
woraus
e 27tE--2V2;24 F2v, _ [vd
2B+ 2el+ H2 B [ES]

Fir die praktische Durchfiihrung wird man natirlich
nicht eine beliebige Gerade verwenden, von der aus der Ver-
drehungswinkel g berechnet wird, sondern eine Parallele zur
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Aufnahmelinie durch den Schwerpunkt 8 . Damit wird all-

gemein gultig: i
£= X —XS= X -

n

=i> — = _ M

7=i> f) N

Man hat also nur die Durchschnittswerte der Abszissen und der
Ordinaten je von den letzteren abzuziehen, ein Verfahren, das
wir noch des ofteren, z. B. bei der trigonometrischen Punkt-
bestimmung durch Ruckwartseinschnitt anwenden werden.
Die obige Tabelle liefert jetzt

Punkt E :.:n_ XS
Nr
1 86,03
2 82,96
3 67,44
4 45,12
5 0,24
6 21,07
7 72,86
8 81,97
9 105,38

281,52 281,55
Abrundung- 3.

analytisch

7= 1—%
cm
+ — +
844 725
844 700
444 299
3,56
5,56 !
2,56 54
244
456 374
7,56 797
2380 2376 _2950
+2611
oder
2611 -0,000 587 ,
44 444

s 7

(Rechenschieber) ¢

7401

6882

4548

161 2036
0

444

178 5309
6 719

111 105

339 44 444

26,11 fir v in Mtrn.

also: nétige Verdrehung S in positivem Sinn um 5,9 cm auf 100 m.

Schnittpunkt der Solllinie mit der Abszisse
100 m2,44

vom Schwerpunkt S ruckwaérts um

587

d. h. bei Abszisse 139,98 —415= 98,5 m.

Z415m
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8 14. Rechnerische Ausgleichung in Uberschussiger Zahl
vorhandener Beobachtungswerte L bei bekannter Be-
ziehung zwischen ihnen und den von ihnen abhéngigen,
gesuchten Grofen X, Y ... bis zur Aufstellung der
Normalgleichungen.

Die zwischen den BeobachtungsgroBen L und den
von ihnen abh&ngigen Unbekannten X, Y ... bestehen-
den Beziehungen mdégen von der Form sein:

(25)" F{X, Y, Z..)—L= 0,

so dall sie jede BeobachtungsgrofBe L als explizite
Funktion der Unbekannten X , Y ... ergeben. Diese
Gleichungen werden von den Beobachtungswerten L nur
dann scharf erfullt sein kdnnen, wenn letztere entweder
fehlerfrei sind, oder wenn keine Uberbestimmung vor-
handen ist. Beides ist fur unsere gegenwadrtige Betrach-
tung ausgeschlossen. Wir muissen vielmehr, uni die
Beziehungen scharf zu erfilllen, unseren Beobachtungs-
werten kleine, zun&chst noch unbekannte Verbesserungs-
zusehldge beifiigen, die wir wie bisher mit v bezeichnen
wollen. Dann stellt L -\- v den wahrscheinlichsten Be-
obachtungswert und v den Beobachtungsfehler vor, und
die Gleichung (25) geht Uber in die Form

(25a) F(X,Y,Z ...) —L=v.

Wir suchen nun zunéchst diese Beziehungen in lineare
Form (Uberzufiuhren, eine Aufgabe, die allgemein nur
maoglich ist, wenn es uns gelingt, die Unbekannten
X, Y, Z ... durch andere x .y, z zu ersetzen, die so
klein sind, daB wir hohere Potenzen von ihnen vernach-
lassigen dirfen. Zu diesem Zweck schlagen wir folgen-
den Weg ein: Wir zerlegen jede der Unbekannten analog
Gleichung (7) und (18) in 2 Summanden, némlich
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einen maoglichst genauen, irgendwie zu gewinnenden
Naherungswert Nx m. m und einen kleinen, nach Rich-
tung und GroRe unbekannten Zuschlag x , wodurch
unsere Gleichung (25a) Ubergeht in

(25b) F {@0Vx + x), (NT+ y), (Nz+ *),..} —L = v.

Sodann entwickeln wir nach Taylor in eine Reihe
und erhalten unter vorstehender Voraussetzung:

dF SF

(25¢) BE

+ Z~dNz + L=V-
Fassen wir die bekannten Summanden zusammen
(wozu jetzt auch F(NX, Nr\ Nz ...) gehért) und

fihren zur Vereinfachung der Schreibweise folgende
Bezeichnungen ein:

oF _ 6F h BF
I~de"a' ~6Ny~ ~’ =

F(NX, Nr, Nz,...)-L =1,

so geht die gegebene Beziehung (25) in die Form der
~Fehlergleichung* Uber:
(25¢€) ax-\-by-\-c%-\-"""-\-1—v.

Solcher Fehlergleichungen haben wir ebenso viele, als
Beobachtungen L vorhanden sind, namlich X. Uberbestim-
mung ist vorhanden und Ausgleichung der Werte | kann also
erst eintreten, wenn die Zahl X der Beobachtungen groRRer
ist, als die Zahl x der Unbekannten. Fur X = k werden
die Verbesserungen v der Beobachtungswerte = 0: fir
die Unbekannten x ,. .. ist in diesem Falle keine Uber-
bestimmung vorhanden.
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Aus den /. Fehlergleichungen fiir die v. Unbekannten

«i*+ \ y+ ci*H----- hh=vi |
@Q*+ A+ Q2 - H* = »* Jé

ai x + biy + c>z H--—--- 1-h = v >7
> Unbekannte-*- T

wo / > y., ergeben sich die Werte der unbekannten Zu-
schldge x ,y , die wir kunftig kurz als Unbekannte
bezeichnen wollen, eindeutig, wenn wir noch die in Glei-
chung (4) ausgedriickte Bedingung zu Hilfe nehmen, daf
die Summe der Quadrate der an den Beobachtungswerten L
anzubringenden Verbesserungen v ein Minimum sei:

[vv] = Min.
Man erhélt ndmlich:
A= adx2-f2a b xy-}2a ctxz)—- l-2all, x-fhbyl
2bicyz y—----(-26,1,y }c,z24— of-2¢c, 1, 2 {------- [
= a\x*+ 2a2R*y-f-2a2c2a;«-| f-2«2Lx  by2
\-2\ctyz-\ \-2b.31y + clz2 Hj ,

woraus durch Addition

= [aa]x2+ 2[ab]lay-j-2 [ac]x z -+ 2[aijx -f- [0]y2
+ 2 [Belyz-\ \-2[bl]ly + [Fz2] h2[elNz+ [i] .
Wir haben jetzt diejenigen Werte fur x, ... zu suchen,

fir welche [«»] = Min. Hierfiir haben wir:

= 2[da]*+ 2[a6]2+ 2[oclaH L2[@=0

g = 206+ 261y + 2[6qz——(2[6]= 0

_— 2[ac)x -f2[&cy-j-2[cdz- f2cQ=0.
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Eine kurze Betrachtung zeigt, daR wir auf dieselbe
Weise ganz allgemein ebenso viele Gleichungen fur
X,Y, X ... in der vorstehenden Form erhalten, als Un-
bekannte vorhanden sind, und damit ein Mittel fur die
eindeutige Bestimmung der letzteren. Durch Kirzung
mit 2 erhdlt man aus ihnen die ,,Normalgleichungen*

[aa] x + [a5]y + [ac]x -f- e« . -f-
(26) [ab\x -\- [bb]y -\- [bc\z b3=20
[ac\x + [ftc]y + [cc]%-f e« . -f

mit deren Aufstellung die Ausgleichungsaufgabe prin-
zipiell geldst ist.

§ 15. Auflésung der Normalgleichungen.
a) Ist nur eine einzige Unbekannte X vorhar
den, welche mit den X Beobachtungswerten L in der Be-
ziehung steht =0,

so erhdlt man nach § 14 durch Einflhrung eines Néahe-
rungswertes Nx fur X (so daB X = Nx-\-x) die XFehler-
gleichungen von der Form

6F

IXxx+ (FXx~L)=v"'

oder mit Benlitzung der unter (25 d) eingeflihrten Zeichen

ax-f-l,= K
aix-\-12=vi
woraus W= a\x2-f-2a, L, x - \

W= a\x? 2022x I

Aus [vi] = [aa]x2-)-2[al\x -)- [1A= Min.
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erhdlt man die Normalgleicliung

= 2[aa]x-(-2[all= 0
und aus ihr den gesuchten Zuschlag

all
(27) X = —%—_:;, woraus X = AX 4-x .
aaj

Die Gleichung (27) steht im Einklang mit Gleichung (7)
Iyl
L =N y_ wonach der gesuchte Zuschlag zum

Néherungsvﬂert N war x = '\:— Denn die Koeffizien-

ten a der Unbekannten in (27) waren dort alle = 1. Nur
ist zu beachten, daR der zur Berechnung dieses gesuchten
Zuschlages x dienende reduzierte Beobachtungswert
dort hieR v = Beobachtung —Nd&herung — I —N,
wahrend er jetzt heilt | = F (Xx d. h.
Ndherung — Beobachtung. Das Absolutglied | ist
also jetzt mit entgegengesetztem Vorzeichen ein-
gefihrt.

Auch die Gleichung (1) [u]= O findet mit

a, m a2e *** |
ihre Bestatigung:

Multiplizieren wir nédmlich jede Fehlergleichung des
gegenwdértigen Paragraphen mit ihrem Koeffizienten a,
so erhalten wir

a\x-\- alll = a, t5

-j- =a2r2

und durch vertikale Addition die linke Seite der Normal-
gleichung

(28) [aa\x + [aZ= [av] — 0 .
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b) Beim Vorhandensein von zwei Unbekannten
und Y laute die Form der Beziehung zwischen ihnen
und der Beobachtung L

F(X,T)-L =0,
woraus durch Einfihrung der Naherungswerte Nx und Ny
(so daR X = A'x+ x, Y = Ny -f-y) und der Bezeich-
nungen
dF , dF

a~INx"' ~dNy' I= F(Nx<Ny)— L
die Fehlergleichungen entstehen:

als+ bly + It =vl
atx + bt2+ k =

Aus ihnen ergeben sicli durch partielle Differentiation

des Ausdruckes fur \vv] die zwei Normalgleichungen

zur Bestimmung der unbekannten Zuschldge x imd y :
([agalx [afly-f-[ah= 0

| [a&8x-f[66]y--[6ag= Q.

Zum Zwecke der Reduktion der Zahl der Unbekannten
um eine und Ausrechnung der anderen kénnte man irgend
eine der bekannten algebraischen Methoden anwenden,
In Riicksicht auf mdglichst bequeme, schematische Durch-
fihrung der Rechnung und unter Berlicksichtigung der
symmetrischen Anordnung der Koeffizienten von x undy
(in der einen Diagonalen, von links oben nach rechts
unten, stehen nur Quadratsummen, in der andereniden-
tische Produktensummen) hat jedoch derSchopfer der
Methode der kleinsten Quadrate, Gauf}, im Jahre 1810
einen vom (blichen etwas abweichenden Reclmungsweg-
gewiesen, dem wir folgen wollen. Hiernach wird grund-
satzlich zuerst die links stehende Unbekannte eliminiert
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nd zu"diesem Zwecke die mit 2 Koeffiz. der I. Keihe
v U ese ecke die " 1 Koeffiz. der 1. Keihe

multiplizierte erste Gleichung zur unverénderten zweiten
Gleichung addiert. Dabei ergibt sich als erste und ein-
zige Reduktionsstufe

woraus  y =

Fur die schwerfélligen Differenzausdriicke im Z&hler
und im Nenner hat GaulR Symbole eingeflhrt, welche
durch die Zziffer 1 ausdriicken, daf es sich um Erzeugnisse
der ersten Reduktionsstufe handelt. Jeder Ausdruck der
ersten Reduktionsstufe hat (vgl. obige Reduktionsregel)
als Nenner des Subtrahenden das Summenglied [aa\,
also braucht das Symbol diesen Nenner nicht besonders
anzugeben. Der Z&hler des Subtrahenden ist ein Produkt
zweier Faktoren, deren jeder wieder die Summe von Pro-
dukten je zweier Faktoren ist, von denen je einer a
heilt, wdahrend der andere je einer der Faktoren des
Minuenden ist. Es geniigt daher zur eindeutigen Be-
zeichnung

des Zahlers [6f] — [@ das Symbol [bl- 1]
[««]

(29) ,» Nenners [661 __{Ed-_[«G] [bb-1]

allgemein d. j
.Ausdruckes /

[6s-1]

USw. ,
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womit die obige Gleichung lbergeht in

(30) h) [66-1]

Um den Wert der links stehenden Unbekannten x zu
berechnen, koénnte man jetzt entweder den berechneten
Wert der anderen in eine der Normalgleichungen ein-
setzen, oder statt der links stehenden jetzt die rechts
stehende Unbekannte eliminieren. Damit wiirde aber der
Schematismus in der Berechnung gestort, auf den man
Wert zu legen hat, wenn es sich um hdufig auftretende
Bechenarbeiten handelt, deren mechanische Ausfiihrung
man untergeordneten Hilfskréften Ubertragen will. Der
erstgenannte Weg der Einsetzung verhindert Uberdies
die Berechnung des Gewichtes und mittleren Fehlers der
zuletzt bestimmten Unbekannten, wie wir spéter sehen
werden. Man zieht es daher vor, die Normalgleichungen
so umzustellen, daf die Diagonale der Quadratsummen
dieselbe Bichtung hat wie zuerst, aber die bisher links
stehende Unbekannte x nun rechts erscheint:

[66]y + [ablx+ [61= 20

[a6ly -f- [a«q]* + [«)]= 0.

Jetzt ergibt sich der Wert von x genau auf dem-
selben Wege, wie vorher derjenige von y.

Auch im Falle der Berechnung zweier Unbekannten er-
haltman ein Analogon zu Gleichung (1): Multipliziertman die
1. Fehlergl. mit al, so erhalt man 0J*-|-0l6, y-\-alll=aivl
2. ” " in Qi i —

Vertikale Addition ergibt die erste Normalgleichung:
(31) [aa] x -j- [a6]y + [ft\ = \aw= 0.
W eitbrecht, Ausgleiehungsrechnung. 6
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Durch Multiplikation der Fehlergleichungen mit\,b 2. ..
und vertikale Addition erhdlt man ebenso \bv\ = 0 in
Ubereinstimmung mit Gleichungen (1) und (28), die nur
spezielle Falle des gegenwartigen darstellen.

c) Auflésung der Normalgleichungen fur drei
und mehr Unbekannte.

Die Normalgleichungen fir drgi Unbekannte x ,y, z
sind in 8 14 aufgestellt worden und lauten

" [aa\x -\-[ab\y -\-[ac\z-\-[al]=0
m [ab]x + [bb\y-\-[bc]z+[bl}=0

.[adx + [6dy+ [ccz+ [ch= 0.

Gerade wie bei der Bestimmung zweier Unbekannten
zeigt sich auch hier in der Anordnung der Koeffizienten
eine bemerkenswerte Symmetrie. Die Diagonale durch
die Koeffizienten von links oben nach rechts unten trifft
die Quadratsummen. Zu beiden Seiten von ihr sym-
metrisch angeordnet sind identische Produktensummen.
Die Entwicklung in 8§ 14 148t erkennen, dafR dieselbe
Symmetrie auch fir 4, 5 ... x Unbekannte zutrifft.
Wir verwenden daher in allen Féllen das dieser Eigen-
timlichkeit Rechnung tragende GauBsche Reduktions-
verfahren, mit Hilfe dessen wir grundsétzlich

in der 1. Reduktionsstufe die 1. Unbekannte links eliminieren,
ii n n i 2.

11 1 A1 11

bis schlieBlich in der (x — I)-ten Reduktionsstufe von
den x Unbekannten nur noch eine Ubrig ist.
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Die Eliminierung der linksstehenden Unbekannten
erfolgt allgemein in jeder Eeduktionsstufe, indem wir zur

9 xt Norr¥1a1'lg|. d.e'f‘n%t' *ﬁﬂ%ﬁer‘??&éﬁ?ﬁ‘c‘%he multipL 1. Gl. addieren,

3.Koelf. derLEeihe
1. Koeff. der I. Reihe
4. Koeff. der |. Reihe
1. Koeff. der |. Reihe

o} " r

4,

wodurch jede folgende Reduktionsstufe gegenuber der vor-
hergehenden eine Unbekannte und eine Gleichung verliert.
Auf obige drei Gleichungen .angewandt, ergibt dieses
Verfahren unter Benutzung- der: Symbole (29) als erste
Reduktionsstufe zwei Gleichungen mit zwei Un-
bekannten und derselben bemerkenswerten Symmetrie
der Koeffizienten wie bisher:
I B &IOV+ Bcel]lz [{M]=0
I. Reduktionsstufe s
| [6celly+ [ccel]z-f-cM] =0
Wenden wir das GaulRsche Reduktionsverfahren jetzt
auf die erste Reduktionsstufe an, und addieren die mit
[ftc« 11 .
— [ftf—j nudtiphzierte erste Gleichung zur zweiten,
so erhalten wir aus den obigen Gleichungen mit den
Unbekannten y und z die zweite Reduktionsstufe:

[c''11- w U T +d o[t -11 - P U T -1 = 0

und daraus die letzte, dritte Unbekannte:

["«-HUr- a
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ein Ausdruck, so schwerfdllig, -«de der auf S. 80 firy
erhaltene.

Fur die zweite und (im Falle von mehr- als drei
Unbekannten) jede folgende Reduktionsstufe missen wir
daher zur SchreibVereinfachung die in (29) eingefihrte
Symbolik fortsetzen. An Stelle des Nenners [aa~\ der
ersten tritt fur die zweite Reduktionsstufe der Nenner
[bb « 1], und es bedeutet in ihr ganz analog wie in (29)

B6-1]

[bd-!
bf-\} = [df-2

6. 1f [oF\} = [dF-2]

fur die dritte Reduktionsstufe kommt der Nenner [ec 2],

und es bedeutet beispielsweise

.2
[ef- 2] - {Z(e: : 2} /2] = [/ »3]

(29) usw.,
\fl =21 \cl'  ~ \fl"'3]

(29) usw.,

[d/M]

fir die vierte Reduktionsstufe kommt der Nenner [dd < 3],
und es bedeutet
[df- 3]
- dl m3] = [fl m4] usw.,
(29) [fl m3] [dd-3][ 1= 1 ]
fur die finfte Reduktionsstufe kommt der Nenner [ee ¢ 4],
und es bedeutet u. a.

[ef - 4]
[ee « 4]
usw. Damit geht der oben gefundene Ausdruck fir
Uber in:

(32)

(29) [fl - 4] - [el m4] = [fl - 5]

[d- 2]
[ec « 2]
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Auch bei drei und mein- Unbekannten erlidlt man
dm-ch Multiplikation der Fehlergleichungen 1,2 ... 1
der Reihe nach mit alt a2 ... ax, bzw. , b2 ... bi,
bzw. Cj, ¢t ... C), Addition der vertikalen Reihen und
Vergleichung mit den Normalgleichungen:

[««]x -[- [nb\y + \nc]z f- [«\ = \av\ = 0
(33) . [ab\x + [6b\y + Woc]*+ [6[]= [»] = 0
[aclx + [6c]y -\-[cc\z -f [chh = [cv] = O

in Ubereinstimmung mit Gleichungen (31) und (28).
Auf gleiche Weise bestimmen wir jetzt die bisher
vorletzte Unbekannte y, nachdem wir die Normal-
gleichungen so umstellten, daB sie als letzte erscheint
und die Quadratsummenkoeffizienten in derselben Diago-
nale von links oben nach rechts unten stehen wie folgt:

[cdz+{-[adx+ [6dy+ [cq= 0
[aclz -} [aa] x - [a6]y -)-[af]= 0
iz [ab]x [6b]y-f-[63=0.

Ist y bestimmt, so sorgen wir endlich durch abermalige
Umstellung nach der vorgefiuhrten Regel, daB die jetzt
zu bestimmende Unbekannte x hinten steht. Die An-
ordnung der Gleichungen wird dann die folgende:

b6]y (- [6c] 2 -(- [a6] * -j- [&] = 0
6y + [cc2+ [acx+ [ch= 0

[ab]y -\- [ac]z -\- [ad]x -|—fad= 0.
Die Arbeit der Reduktion und Auflésung der Gleichungen
kann auf diese Weise vdllig schematisch erfolgen.
Wir haben damit einen Weg der Auflésung gefunden,
der sich in ganz gleicher Weise flr beliebig viele Un-
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bekannte anwenden l&4Rt. Die Zahl der nétigen Reduktions-
stufen ist dabei immer um eins kleiner als die Zahl der
Unbekannten.

Das Ergebnis der Auflosung war fir:

eine Un- 1 [al] ~
bekannte 1 [oa] ’ [av]= 0, (27) u.(28)
zwei Un- 1 [bl.1] ', . . . .
bekannte \y - - [bb-1] . Sio> O) MSI)
drei Un- [ [el «2]

bekannte r [ce « 2] (32) u. (33)

Die Fortsetzung des Verfahrens ergibt (was sich durch
AnalogieschluBR voraussehen 1&Rt) als Wert der letzten von:

[a\ = 0

vier Un- [l 3 [ik1 =0
bekannten ** T ‘[dd- 3] [er] =0 (34 1 G9)

\dw = 0,

" [af] = 0
funf Un- 1 [el - 4] , (34) u. (35)

bekannten | [ee « 4] [ev = 0

usw.

816. Bestimmung der mittleren Fehler m der Be-
obachtungswerte L aus den ihnen zuzuschlagenden
Verbesserungen v.

Die ursprunglichen Beziehungen zwischen den Unbekann-
ten X ... und den Beobachtungswerten i, ... Ln hieen

f Ft(X, Y.)—2Z=0.
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Da die Beobachtungswerte L unmdglich fehlerfrei sein kdnnen,
sahen wir uns genotigt, ihnen — zunéchst noch unbekannte —
Verbesserungsbetrage -\-v zuzuschlagen, so daR wir uns mit
den Gleichungen geniigen lassen mufiten:

(259)

womit die wahrscheinlichsten Werte der BeobachtungsgréRen
lauteten T

Wir haben sodann zum Zweck der Einfiihrung linearer Form
der Beziehungen die Unbekannten

Y | ersetzt durch

wobei Nx, Ny... Naherungswerte der Unbekannten und

X,y ... die jetzt als neue Unbekannte aufzufassenden
kleinen Zuschldge zu diesen Naherungswerten darstellten. Die
Fehlergleichungen gingen damit Gber in die Form:

a, X+ hiyAd ii=c¢,,

25¢) y (i

so daB an Stelle des negativen Wertes der Beobachtung L
der UberschuB | desjenigen Wertes Uber ihn trat, den man
durch Einsetzen der N&dherungswerte Nx , Nr ... in die Be-
ziehungen F (X, Y) errechnete.

Der an der BeobachtungsgréRe L anzubringende Ver-
besserungszuschlag -f-v erlitt durch diese Additional-
konstante F(Nx, Ny ...) natirlich ebensowenig eine
Anderung, als die der Beobachtung oder der gesuchten
Grole X ... (s. § 18) innewohnende Genauigkeit.

Die den Beobachtungswerten L zuzuschlagenden Ver-
besserungen v lassen sich nun nach erfolgter Ausrech-
nung der neuen Unbekannten x, y ... oder der Un-
bekannten X, Y ... aus Gleichung (25e) bzw. (25a)
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berechnen. Je kleiner diese ndétigen Verbesserungen
sind, um so genauer ist die Beobachtung ausgefihrt.
Als Kriterium fir die erreichte Beobachtungsgenauigkeit
kann demnach die GroRe dieser Verbesserungszuschlage v
dienen. Dabei hat ims aber schon die bisherige Unter-
suchung gezeigt, dalR nicht etwa der durchschnittliche

Wert d = "a"S’r;— 1 dieser Verbesserungszuschlége einen

zutreffenden GenauigkeitsmaBstab liefert, sondern dal}
wir, um groBere Beobachtungsfehler starker in die Wag-
schale zu werfen und gleichzeitig den stérenden Vor-
zeichenunterschied wegzubringen, die Quadrate dieser
Verbesserungen betrachten missen. Wir verfahren dabei
in Ubereinstimmung mit der Bedingung [vv\ = Min.,
welche mis die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten
lieferte. Denn es liegt nichts ndher, als den Wert der-
jenigen Funktion der Beobachtungsfehler, welche wir
durch entsprechende Auswahl der Unbekannten zum Min.
machen wollen, gleichzeitig als MaRstab fur die erreichte
Beobachtungsgenauigkeit zu benutzen.

Ist nur eine einzige Unbekamite vorhanden, zu deren
Bestimmung n Beobachtungsweite L dienen, so daB
unsere Fehlergieichungen heiRen

£j—2Z—vt= 0,

so tritt ax an Stelle von L in Gleichung (2), und wir
haben wie dort nach Gleichung (5b) direkt den mittleren
Fehler einer Beobachtung
m .
—) n—1
Es fragt sich aber, ob der Nenner (n— 1) auch im Falle
der Bestimmung von 2, 3 ... x Unbekannten aus
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Beobachtungen bzw. / unabhéngigen Bestimmungs-

gleichungen gilt. Diese Frage l&Rt sich durch direkte
Entwicklung, einfacher aber noch durch folgende Uber-
legimg beantworten:

a)

b)

©)

d)

Welches auch die allgemeine Formel fur die Berech-
nung des mittleren Fehlers m einer Beobachtung aus
den Verbesserungen v sein moge, fiir den Fall der
Bestimmung einer einzigen Unbekannten aus X Be-
obachtungen heif3t sie:

Ist X < x, so lassen sich aus den Gleichungen nicht
einmal die Werte der x Unbekannten, also noch viel
weniger die bei der Beobachtung erreichte Genauig-
keit errechnen. Die Einsetzung von Xund x in die
gesuchte Formel fur in muB also zu einem imaginéren
Wert fiihren.

Ist X= x, so lassen sich wohl die Werte der Un-
bekannten X, F ..., aber keine den Beobachtungs-
werten zuznschlagenden Verbesserungen v berechnen.
Die zwischen den Werten fir die Unbekannten und
den Beobachtungsgréfen bestehenden Beziehungen
werden durch die Beobachtungswerte, so fehlerhaft sie
sein mogen, genau erflllt. Der mittlere Beobachtungs-
fehler m bleibt somit unbestimmt, was die fir ihn
aufzustellende Formel zum Ausdrucke bringen muB.
Ist A> x, so ist fir die Unbekannten Uberbestimmung
vorhanden, folglich gehen jetzt die Beziehungen (25)
in die Fehlergleichungen (25a) und (25 e) Uber. Letztere
liefern X, den Beobachtungswerten L zuzuschlagende
Verbesserungen », aus denen sich der mittlere Be-
obachtungsfehler m um so sicherer ergibt, je groBer X.
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e) Der gesuchte Ausdruck fiir den mittleren Beobach-
tungsfehler m kann nach dem Vorstehenden nicht blof
abhédngig sein von \yv\ und der Zahl k von Bestim-
mungsgleichungen, sondern auch von der Zahl y. der
Unbekannten, muf} also lauten:

m—jr(rri7l, K, K) .
f) Er darf nur fir den Fall m = O ergeben, wenn die

Beobachtungswerte fehlerfrei sind, i\ = r, = eee= 0
(was bei wirklichen Beobachtungen nie zutrifft).

Alle diese Forderungen sind erfillt durch die Glei-
chung:

» v\

(36) < = .

Sie liefert:
a) fur x=1 nm*= i

i * - A - H ™ * Qo e’
b) fur x< neragtTv (folglﬁ:hnﬁpfirﬂg ar; S mOge
¢ fur k= x [\6\/]

= = unbestimmt (weil vt = v2= eem= ();

d fur k> x

>1

Je groRer k, um so groBer auch die Zahl der zur Berech-
nung von m verwendeten v. Um so sicherer also die Be-
stimmung von m .

fur k> x wird m nur = 0, wenn [vv] = 0, weil jeder
Einzelbetrag r2 eine endliche positive GroRe darstellt,” die
mit k —x waéchst.
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§ 17. Ableitung des Wertes
der Fehlerquadratsumme [tir] als Nebenprodukt
der Reduktion der Normalgleichungen.

Die Berechnung der zur Erkenntnis der Beobach-
tungsgenauigkeit notigen Fehlerquadratsumme [vr] durch
Einsetzung der fir die Unbekannten « ... erhaltenen
Werte in die Fehlergleichungen ist schwerfdllig. Wir
suchen daher auf anderem Wege zum Ziele zu gelangen.
In § 14 haben wir fur [vv\ beim Vorhandensein von
drei Unbekannten die Gleichung aufgestellt:

[vv] = [aa\x1-)-2 [ab]xy -2 [ac]xz-)-2 [a\x [66]y3
+ 2[bdyz-f2[6Ty+ [cc]22+ 2[eilz+ [T,
welche fir jede beliebige andere Zahl von Unbekannten
ganz analog lautet (vgl. z. B. § 15 fur eine Unbekannte).
Aus obiger Gleichung wollen wir nun versuchen, die
Unbekannten x ,y, z zu eliminieren. Zu diesem Zwecke
kehren wir zur Auflosung der Normalgleichungen zu-
rick (S. 82), deren erste wir — quadriert und durch [««]
dividiert— von dem obigen Ausdruck fur \yv\ subtrahieren.
Unter gleichzeitiger Einsetzung der Gaullschen Symbole

erhalten wir dann:
V= [bbml]y2-)-2bcul]yz--2[61-1]y-j- [ccml]22
-(-2[cM Ti-f[IM ] .

Subtrahieren wir von dem jetzt gewonnenen Aus-
drucke fir [w] die linke Seite der quadrierten und mit
[6be1] durchdividierten ersten Gleichung der ersten Reduk-
tionsstufe (s. S. 83), so erhalten wir imter wiederholter
Anwendung der Gaulschen Symbolik

[vr] = [ccm]z2+ 2 [cl-2]z+ [l12].
Subtrahieren wir endlich von dem obigen Ausdrucke
fiir [w\ die linke Seite der quadrierten und durch [ec «2]
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dividierten Gleichung der zweiten Reduktionsstufe
[cce2]z f-[cl*2] = 0, so erhalten wir als Quadrat-
summe der Verbesserungen der Beobachtungen im Falle
von drei Unbekannten:
37) \yv] = [113] .

Im Falle der Bestimmung von x Unbekannten ergibt
sich genau auf demselben Wege:
37) [vw\ — [11- x] .

So liefert z. B. die Bestimmung einer einzigen Un-
bekannten A= Tad]xt | 2[agx | pq _

Setzt man nach (27)

x--hlL
[« «]’ [« «]2 ’
so kommt
(37) n
Erwégt man,

daR aus: [I1] sichergibt [ZIml]= 13 —\aa] ~*
[zz-1] ., . [2Z21= [Z2Z-11-© [ 6M]
.o [f1-2] . [2Z-3]1=[2Z2-2]-j™|[cZ.2],

so wird klar, daB mandie Quadratsumme der Verbesse-
rungen v gelegentlich der Reduktion der Normal-
gleichungen in demselben Augenblick erhdlt, in welchem
die zuletzt stehende, also zuerst gesuchte Unbekannte
gefunden wird. Man hat zu diesem Zwecke aufer den
Koeffizienten [aa], [ab], [ac], [al] nur noch die Quadrat-
summe [Z4 einzufuhren und bei der Reduktion ebenso
zu behandeln, wie jene.
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Da die Beobachtungsverbesserung v, also auch [»«]
ihren Wert nicht &ndert, wenn man statt der zuletzt
stehenden nach erfolgter Umstellung die vorher zweit-
letzte Unbekannte usw. bestimmt, so erhalt man dadurch
eine Rechenprobe fir die richtige Durchfuhrung der
ganzen Reduktionsarbeit, dal die Endwerte [11- x] der
Reduktion fur alle Unbekannte einander gleich sein missen.

§ 18. Mittlerer Fehler M und Gewicht P der berech-
neten Unbekannten aus den Verbesserungszuschlagen v
der Beobachtungswerte L .

Von den gesuchten Gréfen X, Y ... besitzt jede
dieselbe Genauigkeit, wie die ihr entsprechende, durch
Subtraktion des N&herungswertes Nx, Ny ... daraus
entstandene neue Unbekannte x , y ... Beide bedirfen
derselben unbekannten Verbesserung, um zum unzugéang-
lichen wahren Wert bzw. Zuschlag erganzt zu werden,
beide haben denselben mittleren Fehler M.

Dieser mittlere Felder M héngt jedenfalls vom mitt-
leren Fehler m, oder den wahrscheinlichen Verbesse-
rungen v der Beobachtungswerte L ab, denn je kleiner
diese (und je groRer ihre Zahl), um so genauer lassen
sich auch die gesuchten GréfRen bestimmen, deren Kenntnis
sie vermitteln (s. Satz S. 54/55). Nachdem wir mittels
Gleichung (36) gelernt haben, aus den Verbesserungen v
die — im vorliegenden Falle gleich groRen — mittleren
Fehler m der Beobachtungswerte L zu berechnen, gibt
uns § 12 die Mdglichkeit, auch diejenigen der unbekann-
ten Zuschlage «,«/... oder der Unbekannten X, Y. ..
zu finden, sobald es uns gelingt, aus den Normalglei-

chungen )
[aalx [ably)  j-[all=0
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explizite Funktionen fiir die Unbekannten zu bilden von
der Form X = F{Ly, L2...), oder x = ®(/n ...),
oder

1 =M + /IM2+ -"+<V,,.
Dabei steht von vornherein fest, dal} die zu bestimmenden
Koeffizienten n Q%
BiiRi eee
Funktionen der Koeffizienten a, 2 ... der Fehlerglei-
chungen sind.

Zur Umwandlung der Normalgleichungen in explizite
Form fir die Unbekannten nehmen wir den Fall zweier Un-
bekannten, fiir welchen Gleichung (30) lieferte:

[bl-1]
y- [66-1]

Der Nenner ist unabhéngig von I, kommt also fiir die ge-
winschte auseinandergezogene Form (a) nicht weiter in Be-
tracht. Der Zéhler lautet auseinandergezogen

= MI+ MaH Kl,,—j> (M t+*2"N 4 -meeeemeee- T"anUi
woraus wir erhalten

y=-[" 1¢( 6--f«a]ai)Z+ (62" S au """

Die Vergleichung der Gleichungen (a) und (b) liefert

B ey @ frilay

o 1 (. & |
Pi [¢>e-1]\(/2 [«e] 1

©
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und mit diesen Koeffizienten die Mdglichkeit, den Wert der
Unbekannten y nach Gleichung (a) zu berechnen. Daran haben
wir nun kein Interesse, wohl aber an der Berechnung von

(dyV / 6y \2

\eij > \e ) '"m’
weil nach Gleichungen (24b), (24c) und (24d)
Ml

Setzen wir den allen Beobachtungswerten gemeinschaftlichen
mittleren Beobachtungsfehler m ~gleichzeitig als mittleren
Fehler y der Gewichtseinheit fest (behaften jede der Be-
obachtungen mit dem Gewicht 1), so kommt daraus:

@
b- [(8)7

Wir erhalten nun aus Gleichung (a) und (c)

dh E6\1 Jog
Sy 0 1 U [an] \
Wt - B*=--iM *\b*-laa]a*) WW’
also
[hhi 12
h6-172

1 . .
(4 M = [hh- 12 rLJSJI ° t(’il:««] -II- [aa])

RPN .
66-177 POk "facd)- B6-1] -
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Einsetzung in (d) und (¢) und in Gleichung (36) liefert fur
den Fall der Bestimmung von zwei Unbekannten:

Der Ausdruck [66 ¢ 1] fur das Gewicht der Un-
bekannten y ist [in Ubereinstimmung mit Gleichung (2)]
der Nenner des zur Bestimmung dieser Un-
bekannten dienenden Bruchs. Er ergibt sich gelegent-
lich der Reduktion der Normalgleichungen.

Durch AnalogieschluB, oder durch Uberlegungen und Ab-
leitungen, dhnlich den vorhergehenden, kommt man zum Ge-
wicht P und zum mittleren Fehler M der bei der Reduktion der

Normalgleichungen jeweils zu hinterst stehenden Unbekannten,
gleichgultig, wie gro ihre Zahl auch sei.

Z. B. liefert Gleichung (32) flr drei Unbekannte

(39) Px, = [ec+2],
woraus
[11- 3]
(A-3) [ec-2]

Gleichung (34) fur vier Unbekannte
(39) PX = [dd- 3]
woraus

[vw\ [11- 4]

(A—4) [dol -3] (A—4) [dd - 3]
USW!
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8 19. Praktische Ausrechnung der Koeffizienten fiir

die Normalgleichungen. Bedirfnis veranderter GroRe

der Unbekannten, oder der Maleinheit. Vereinfachte
Schreibweise. Rechnungsproben.

In 8§ 14 haben wir erfahren, wie wir aus den vorhandenen
Beziehungen zwischen den Unbekannten X, Y ... und den
BeobachtungsgréBen L von der Form (25) F(X, Y ..) —L =10
die Fehlergleichungen

(25¢) {ax+ by+.:+1=v

und aus ihnen die Normalgleichungen
(26) | 1% + [«B]y + mes+ [« =0

erhalten.

Die darauf folgenden Paragraphen haben uns die Auflgsung
dieser Normalgleichungen gezeigt. Jetzt handelt es sich um
die praktische Ausfilhrung der Rechnung.

Die Koeffizienten a, b ... der Fehlergleichungen
mogen bereits gewonnen sein. Diejenigen der Normal-
gleicliungen sind zu berechnen. Sie sind teils Quadrat-
summen [aa\, \b6] ... [Z/], teils Produktensummen
[aJ], [ac] ... \bc] ... . Fir die Bildung der einzelnen
Quadrate und Produkte, wie fiur die Reduktion der
Normalgleichungen verwendet man, soweit die Genauig-
keit von drei Stellen ausreicht, den gewdhnlichen loga-
rithmischen Rechenstab, fur groRere Genauigkeit Quadrat-
bzw. Produktentafeln, oder gréRere Rechenschieber bzw.
Rechenwalzen, und, falls auch deren Stellenzahl nicht
ausreicht, Logarithmentafeln bzw. Rechenmaschinen.

Sind die einzelnen Koeffizienten und Absolut-
glieder a, b, ... | sehr ungleich, so nétigt das
Vorhandensein besonders kleiner Werte (< 1), wenn
sie neben den groRen Uberhaupt noch zum Ausdruck
kommen sollen, zum Mitschleppen vieler Stellen, zumal

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 7
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in den quadratischen Summen. Dadurch wird die prak-
tische Rechnung erheblich erschwert. Eine WVerein-
fachung ergibt sich, wenn es gelingt, den Koeffi-
zienten und Absolutgliedern ungefédhr gleiche
Stellenzahl zu verschaffen. Hierfir gibt es zwei
Wege. Bei dem einen fihren wir statt der Unbekannten
mit den abnorm kleinen oder groRen Koeffizienten in den
Eehlergleichungen ihren 10-ten, 100-ten .. . Teil oder
ihr 10-faches, 100-faches ... als neue Unbekannte ein,
wodurch die zugehdrigen Koeffizienten auf den 10-fachen,
100-fachen ... Betrag steigen, bzw. auf den 10-ten,
100-ten Teil erméRigt werden. Bei Begehung des &ndern
wiéhlen wir die MaBeinheiten fur die Unbekannten und
die”BeobaehtungsgréRen nach Bedarf in Abweichung von
den bisho”eingefuhrten. (L&ngen in m oder dm oder
cm usw”Wijikel in Minuten oder Sekunden oder in ana-
oder g usw., jedoch kon-
Aufgabe immer gleich.)
symmetrische Anordnung
gleicher Koeffizienten <& Normalgleichungen, welche zu
einem eigenttimliclien Reduktions- und Auflésungsver-
fahren fihrte, ermdglicht uns auch eine einfachere, ab-
geklrzte Schreibweise. Betrachten wir z. B. die
Normalgleichungen fir vier Unbekannte:

[aa]xx-f- [a6] a2 -f- [ac]x3-f- [ad] xi -|- [al\ —0
[a 6] xx-f- [ic6] x2-|- [6 ] x3-|- [6d]xt -)- [ol]= O
[acIxx-f [6¢ x2+ [ccxs-f [cd] xt -f [c1] 0

[ad]xx-f- [6 d] X2-j- [cd]x3-j- [dd\xt [dI]= o,

so erkennen wir, da wir genau dieselben Koeffizienten in
derselben Reihenfolge erhalten, wenn wir statt der Glei-
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clnnigen selbst jede Zeile zunédchst vertikal von oben nach
unten bis zur Diagonale der Quadratsummen und dann von
ihr ab nach rechts horizontal weiter lesen. Unter dieser
Voraussetzung konnen wir also den Aufschrieb der Glie-
der links von der Quadratsummendiagonale sparen; dal
sie gemacht ist, deuten wir durch Unterstreichen des
ersten (quadratischen) Koeffizienten auf jeder Zeile und
eventuell durch Punkte an. Den Anschrieb x ,y .. . der
Unbekannten missen wir in diesem Fall sparen, weil
er, solange wir in vertikaler Richtung lesen, nicht richtig
ware.

Abgekirzter
Anschrieb
der

Koeffizienten
der Normal- cd [ed [cN

gleichungen [do\  [d]

Genau dieselben Schreibkirzungen wenden wir bei
jeder Reduktionsstufe an.

Ein wichtiges Erfordernis fur die stufenweise Aus-
fihrung langerer Rechnungen, von denen sich eine auf
der anderen aufbaut, ist die Herstellung von Rechen-
proben. Die bloBe Wiederholung der Rechnung geniigt
hierfiir nicht.

Eine durchgreifende Probe fur die Bildung der Koeffi-
zienten der Normalgleichungen, wie auch fur deren Re-
duktion erhdlt man durch Einfihrung der Summe s der
Zahlenwerte der Koeffizienten und Absolutglieder
jeder Fehlergleichung:

« — U -f-bt+ ci X
(40) R~ R2FRC QS m h
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Multipliziert man ndmlich die erste Zeile dieser
Summengleichung (40) mit al: die zweite mit a2 usw.
und addiert vertikal, so erh&lt man die Kontrollgleichung
(41) [as] = [04] -j- [ab] -f- [ac] -f- mee+ [« o
Fuhrt man dieselbe Multiplikation mit

hj,

11 2
#, &
durch und addiert, so erhalt man

[6sji —\ab\ + [6b]f [6¢]f-eeeF[62

\s] = [aZ-p [6/+ [cN-f-eee-j- [/1]
.[«] = [as] + [bs]-f [cs]4 ¥ Ps]
Rechnet man also aufler den zur Gewinnung der Un-
bekannten jedenfalls erforderlichen Produktsummen

[aa] [a6] [ac] ... [aN
[66] [6c] ... [61]

noch die Produktensummen
[as]

[bs\

['s]
so ist nach Gleichung (41) durch jede dieser letzteren
eine Zeile der Koeffizienten der Normalgleichungen sum-
marisch gepruft. Die Quadratsumme [Z]], welche zum
Zweck der Ableitung von \vv] nach Gleichung (36) be-
rechnet werden muB, wird durch die vorletzte der Kon-
trollgleichungen (41), und sé&mtliche Koeffizienten der
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Normalgleichungen einschlieflich der Kontrollprodukten-
summen [as] .. . [Zs] werden durch [ss] geprift.

Will man daher auf die zeilenweise Kontrolle ver-
zichten, so genugtnach (41), letzte Gleichung als einzige
summarisch durchgreifende Probe die Berechnung von

[ss]= [aa)+ [a6]§  p[66]+ [6c]\  p[c\-f[z2
(s. schematische Darstellung unten, in welcher jede Zeile
rechts und links des Vertikalstrichs und die beiden durch

fetten Druck hervorgehobenen Fléchen je gleiche Wert-
summen beherbergen).

Koeffiz. der Normalgleichungen Probe

[«<*] l«c] ... [al] [&s]
[a6] [66][6¢C] ... [bI\ [69]
(41) fac] [6¢c][cc] ... [ci] [cs]

[al\ [bl1l fei]  [11] [zs]
fas] [6s] [cs] A [s*

oder abgekurzt geschrieben

[a «l [arb] [a ] [al\ P[re;)sb]e
|

[66] [6¢c] 1 \bl\  [69]

(41) [ec] \cl\ [cs]
oy Ay

[*s]

Bei der Reduktion der Normalgleichungen zum Zwecke
der Gewinnung von xI, x2. .. spielen diese Unbekannten
nur die passive Rolle, daB in jeder neuen Reduktionsstufe
eine von ihnen, ndmlich die in der vorhergehenden Stufe
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links aufgefiihrte, verschwindet. Man kann daher den
Anschrieb der Unbekannten selbst fuglich unterlassen,
gedndert werden durch die Reduktion nur die Koeffi-
zienten [aa], \ab\ usw. Dehnt man die Reduktions-
arbeit auch auf die Summenglieder [ss], [6s]... der
Kontrollgleichungen (41) aus, so &ndert sich dadurch an
den zur Berechnung der Unbekannten dienenden Koeffi-
zienten der verschiedenen Reduktionsstufe n natirlich
nicht das geringste.

Man erhdlt aber auch fiir sie Kontrollgleichungen:

[bb 17+ fibc 17+ « o+ [bll] —[6s- il
[be 17+ [cc 11+ ¢ e+ [cMm ] —[es- j1==

[&/ 17+ [cl 1]+« o+ [UI] i1==0
—[6se1]- [cs 11— [fs- 1] +lew ] =0

oder abgekdirzt geschrieben:
Probe

[&&-1][6C-1] »o « [06-1] [65-1]
\I's-1]

d. h. dieselbe zeilenweise und Gesamtsummenprobe, wie
in Gleichung (41) fur die Koeffizienten der Normal-
gleichungen.

Die Fortsetzung der Reduktion liefert die Koeffi-
zienten der zweiten Reduktionstufe, welche den Kontroll-
gleichungen geniigen missen:
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lec 217+ - <+ \cl 27 —cs 27= 0

(43) - .
[ci 271+- .+ [11. 2] — [Zs 2] = 0
—fes 21-.. *— [Zs 21 + [*s 21 =0

oder abgekiirzt geschrieben
Probe

[cc-2]. <+[cl 2] [cS=-2]

. [11-2] [£S-+2]
[s8+*2

Ist die Zahl der Unbekannten = 3, so fallen die
obigen, weitere Glieder andeutenden Vorzeichen und
Punkte weg. und es ergibt sich die bei der Reduktion
noch ubrig gebliebene rechtsstehende Unbekannte

[d- 2]
[cc ]

Die Fortsetzung der Reduktion liefert dann als
dritte Reduktionsstufe, welche keine Unbekannte mehr
enthalt:

(441 i [1i-3] —ti«-3] — 0

1 1-[Zs-3] + [ss-3] = 0,

oder als Haupt- und SchluBprobe in Verbindung mit (37)
44 [H3]= p».3] = [*8] = [

drei absolut gleich groRe Zahlen, deren Wert die Fehler-
quadratsumme [ww\ vorstellt.

Ist die Zahl der Unbekannten = y., so liefert die
y.-te Reduktionsstufe

[Ux] = Ism] = [ssm] = [eq] .
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Zahlenbeispiel (fur von Haus aus lineare Funktion
zwischen den Unbekannten und den BeobachtungsgroBen).

Zur Bestimmung der Richtungsunterschiede zwischen vier
von einem Punkte 0 ausgehenden Strahlen OH, OB, 00, OD
wurden sdmtliche zwolf, zwischen je zweien von ihnen vor-
handene Winkel je mit gleicher Genauigkeit gemessen (Winkel-
messung in allen Kombinationen) und zwar:

1 40B= 106°52'43"n.T. 7.B01J= 178°74'13"n. T.

2. BOC= 9978 12", , 8.BOA =293° 4750",, .
3. COD— 78°95'97" ,,,, 9. COA = 193°69'29",, ,
4 DOA= 114°73'35" ,, 10. COB = 300°21'78",, .
5. 400=206°3068", , 11 DOB= 221°25'90" ,, .
6.4 02>=285°26'60" ,, , 12 D00O= 321°05'00" ,, .

Losung: Zur gegenseitigen Festlegung von vier Strahlen
genligen drei voneinander unabhéngige Winkel. Die Zahl
der Uberschiissigen Stiicke ist also 12—3= 9, die
Fehlergleichungen 12, die Zahl der Unbekannten 3.

Die gesuchten (,,Soll“-) Werte fir die Richtungsunter-
schiede mogen sein:

Winkel 4 0Bi=X,

sP jboo= 1,
» i[00.0=2Z.
In 8§ 14 haben wir fir die zwischen den Unbekannten

und den Beobachtungsgroflen L bestehenden Beziehungen all-
gemein folgende Normalform gewahlt:

(25) F(X, T, Z)—L=01]
Diese Normalform ging durch Einfuhrung von N&herungs-
werten Nx, Aly, Ny fur die Unbekannten und unter Beach-

tung, dal die Beobachtungswerte L nicht fehlerfrei sind,
sondern Verbesserungszuschlage v verlangen, in die Form der
Fehlergleichungen uber:

(25¢) ax-\-by-\-cz-\-1 —v.
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Da allgemein die Funktion F (X, Y, Z) lediglich den Soll-
wert der betreffenden Beobachtungsgrofie L darstellt, so ist im
gegenwadrtigen Beispiele die dem jeweiligen Beobachtungs-
wert L entsprechende Funktion F der Unbekannten einfach
durch sinngeméRe Addition, bzw. Subtraktion der letzteren
zu gewinnen, und es ergeben sich die Fehlergleichungen nach
der Regel:
Soll —Ist=Verbesserung.}

Im Interesse bequemer Rechnung [also nicht, wie im
Falle nicht linearer Funktion, zur Linearmachung der Be-
ziehungen (25)] fuhren wir auch hier N&herungswerte fir die
Unbekannten ein und setzen:

AOB= X = Nx+ *= 106°52'43"-f a ,
BOC= Y=Nr+y= 99°78'12"+ « ,
COfl= Z= NMz-]-r= 78°95'97"-fz
Damit erhalten wir durch Subtraktion jedes gemessenen

Winkelwertes E) von dem durch entsprechende Zusammen-
setzung der Unbekannten gewonnenen Sollwerte die 12 Fehler-

gleichungen:

1 X % = g 7 +y+274 =,
2 y +0 _ . 8 _x . 1 =»8
3 te -5 9 16 - .9
4 —x —y—, 13 _ vt 10 -y . 10 - »D
5 +x+y _13. 1 —y—z+ 1" =t
6 +*+«/+Z—8 = e 12 ~z+3 =vnt

Die Koeffizienten der Unbekannten sind demnach alle
= 1 oder 0. Zur bequemeren Rechnung ist es wiinschens-
wert, daB auch die Absolutglieder | mdglichst nahe dem
Werte 1 liegen. Dies wird erreicht, wenn man als Einheit
sowohl fur die Absolutglieder I, als auch fir die unbekannten
Zuschldge x ,y , z statt der Sekunden Dekasekunden (Zehner-
sekunden) wéhlt. Damit erhdlt man tabellarisch angeordnet
folgende Koeffizienten der Fehler- und der Normalgleichungen:



é‘&?a b ¢ | s
L'+ 0 0 0 +1
2 0+1 0 0 +1
3 0 0+1 0 +1
4 =l —1—=1+13 17
5 +1+1 0-1,3 +07
6 +1 +1 +1 —08 +22
7 0O+1 +1 -0,4 +16
8 -1 0 0+0,7 -0,3
9 -1 —1 0+16 -0,4
10 0—1 04+ 0
11 0—1-1+01 -1,9
2 o 0—1+03-0,7
'[]:0 0 0+25 +25

aa ab ac al as

o O O O /= O e e O O

A O O O — O O — — — O O

N O O O O O o — o — o o o +

— +
0 1
00
00
1,8 17
1307
0822
00
0,7 0,3
1,6 04

00

00
5763

- o — o +g

I = =

be bl bs
+ — +

000
00 !
00 0
1 1317
0 1307
10822
1 0416
00 0
0 1,6 04
01 0
10119
00 0
4 6,585

cccles 1L s

+

0
0
1
1

0
1
1
0
0
0
|
1
6

— 0+ o+
000 O
000 O
0 ¢ 0 O
1,8 17 1,69 2,21
0 o 169091
0822 064 1,76
04 1,6 0,16 0,64
0 0 04902
0 0 256 n64
001 O
0,0 190,01 0,19
0,3 0,7 0,09 0,21

2,89
0,49
4,84
2,56
0,09
0,16
0

3,61
0,49

2991 833 6,77 1813
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Ausrechnung mittels Rechenschiebers:

v Koeffiz. der Normalgleichungen u. Reduktion Probe
+ 6 +4 +2 -5,7 + 6,3 + 6,3
(-21) (-11) (+3.8) (- 42)
+ 8 +4 -6,5 + 95 + 95
-1 (19 (- 21
+6 -2.,9 + 91 + 9,1
(-5,42) (+ 5,98)
+ 8,33 - 6.77 - 6,77
(- 6,62
+ 18,13 + 18,13
1. Reduktionsstufe u. Reduktion Probe
+51 +2] 2.7 + 53 + 53
(-H) (+1,35) (- 2,65)
+51 . 10 + 7,0 + 70
(-1,37)  (+ 2,68)
+ 291 - 0,79 - 0,79
(- 5,27)
+ 11.51 + 11,51
2 Reduktionsstufe u. Reduktion Probe
+4 +0,35 + 4,35 + 4,35
(-0,02) (-0,38)
+ 1,54 + 1,89 + 1,89
(-4,74)
+ 6,24 + 6,24
Hieraus
[c12] 035 500 Dekasekd. = —0,0"
[cc 2] 4
Z = 78°95'97" —0,9" = 78°95'96,1"
jP,=[cc-2)= 4.
3. Reduktionsstufe u. SchluBprobe, [vv].

+ 1,52 +1,51

+1,50.
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Mittlerer Fehler einer Messung

m= +J/-"p= +0,41 Dekasekd. = +4,1",
mittlerer Fehler des Winkels Z

=¥ = &2

Zum Zwecke der Berechnung der vorletzten Unbekann-
ten K erfolgt Umstellung der Koeffizienten der Normal-
u

gleichungen und Wiederholung des Verfahrens:
Koeffiz. der Normalgleichungen u. Reduktion Probe
+6 +2 +4 -2.,9 + 91 + 91
(-1) (-li) (+0,97) (- 30
+ 6 +4 +5,7 + 63 + 63
(-21) (+1,93) (- 6,07)
+8 —6,5 + 95 + 95
~ (-1,40) (+ 4,40)
+ 8,33 + 6,77 - 6,77
(-13,8)
+ 18,13 + 18,13
Reduktionsstufe u. Reduktion Probe
+51 +21 -4,73 + 3,27 +33
(-11) (+2,37) (-1,64)
+51 -4,57 + 3,43 + 343
(-4,20) (+2,90)
+ 6,93 -2,37 -2,37
(-2,00)
+ 4,33 + 4,33
2. Reduktionsstufe u. Reduktion Probe
+4 —2.20 + 1,80 + 1,79
(-1,21)  (+0,99)
+ 2,73 +0,53 +0,53
(-0,81)

+ 2,33 + 2,33
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Hieraus
9 90
= +0,55 Dekasekd. = +5,5" ,
also
y = 99«78'12"+ 55" = 99°78' 17,5"
Py= [cce2]= 4.

3. Reduktionsstufe u. SchluBprobe. [* ®].
+ 1,52 +1,52
+ 1,52

in Ubereinstimmung mit der Reduktion fir Z .

Die Berechnung ergibt fir die Winkel y und z dasselbe
Gewicht 4. Dies war angesichts der symmetrischen Anord-
nung der Winkelbeobachtung vorauszusehen, denn jeder der
drei gesuchten Winkel erscheint durch die zwdlf gemessenen
Winkel viermal bestimmt. Wir sind aber dadurch der noch-
maligen Umstellung und Reduktion fiir die Berechnung von x
enthoben. Diese letzte Unbekannte x werden wir durch Ein-
setzung von 'y und z in eine der Normalgleichungen ermitteln.

Z. B. liefert die erste Normalgleichung:

6sc+tdy +2*—57=0
57 - 4-0,55 —2-(—0,09)

X 6
57—22+ 0,18 _ 3,68
6 6
= +0,61 Dekasekd. = +6,1"
und
X 106°52'43" + 6,1"= 106°52'49,1"

4
3"
Wir haben also als Schluf3resultat:

Eine durchgreifende Probe erhalten wir schlieBlich durch-
Einsetzung der gefundenen Werte fir x, y, z in die Fehler-
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Die berechneten v miissen alsdann den Glei

chungen (33) entsprechen:
[a]—0, V=0, [cu—0,
und es muf Uberdies

Fehler-
Glei-
chung

1

2

10
11

12

+
0,61

0,55

0,23

0,27
0,06
0,09
0,44

0,45

0,39

[rr] = 1,52.
av bv cv AY
+ 1 - + + 1 -
0,61 0 0 0,37
0 0,55 0 0,30
0,09 0 0 0,09 0,01
0,23 0,23 0,23 0,05
0,14 0,14 0,14 0 0,02
0,27 0,27 0,27 0,07
0 0,06 0,06 0
0,09 0 0 0,01
0,44 0,44 0 0,19
0 0,45 0 0,20
0,36 0 0,36 0,36 0,13
0 0 0,39 0,15

[1= 088 0,90 1,24 1,26 0,69 0,71 1,50

0,02 0,02 0,02 j 52
(Abrundungsdifferenzen)

Anmerkung. Hatten wir den Beobachtungswert jedes
Winkels mit demjenigen seines Implementes zu einem Werte
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vereinigt (gemittelt), so wére die Zahl der Fehlergleichungen
auf die Halfte reduziert, das Gewicht jedes so gewonnenen
Winkels auf das Doppelte gesteigert worden. Im (brigen
ware der Weg der Rechnung derselbe geblieben.

3. Kapitel.

Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen von
verschiedener Genauigkeit.

§ 20. Erweiterung der fir gleichwertige Beobach-
tungen aufgestellten Ausgleichungsgrundsatze auf un-
gleichwertige Beobachtungen.

Wenn die einzelnen Beobachtungswerte L , aus denen
die Unbekannten X, Y ... errechnet werden sollen, von
ungleicher Genauigkeit sind (etwa deshalb, weil sie mit
verschiedenerlei Instrumenten, oder nach verschiedenerlei
Beobachtungsmethoden, oder auf Grund verschieden oft-
maliger Wiederholung gewonnen wurden), so dndert dies
weder an den zwischen beiderlei GroRen bestehenden Be-
ziehungen (25) F(X,Y...) —L = 0, noch an den
durch Einfihrung von N&herungswerten Nx . .. fir X . ..
gebildeten Beziehungen (25¢e) ax -f ese+ | = v das ge-
ringste. Nur 'wird der — im Falle vorhandener Uber-
bestimmung jedem Beobachtungswert L zuzuschlagende
und etwa durch Einsetzung der gefundenen Werte fur die
Unbekannten in Gleichungen (25a) oder (25e) zu er-
mittelnde — Yerbesserungsbetrag v, welcher durch die un-
vermeidlichen Beobachtungsungenauigkeiten nétig wird,
um so kleiner sein, je genauer die Beobachtungswerte L
sind. Es ist daher nicht mehr angéngig, diese Verbesse-
rungszuschldge unterschiedslos den weiteren Unter-
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suchungen zugrunde zu legen, wie es im vorigen Kapitel
geschah. Vielmehr werden wir den Weg wieder be-
sehreiten missen, den wir im 2. Kapitel des I. Abschnittes
eingeschlagen haben: den Weg der Einfuhrung von Ge-
wichten p fur die einzelnen Beobachtungswerte L . Dabei
ist Mar, dafll der negative Wert von L in Gleichung (25)
dieselbe Genauigkeit, also auch dasselbe Gewicht hat, wie
der eigentliche (positive) Beobachtungswert und wie das
Absolutglied I in (25e), welches gewonnen wurde durch
Zuschlag der fehlerfreien Groe F (Nx, Ny ...) zum
negativen Beobachtungswert. Sind die Gewichte p der
Beobachtungswerte L bekannt, so kdnnen wir damit die
an den letzteren anzubringenden Verbesserungen v auf
diejenigen Betrdge zurlickfuihren, welche sich ergeben
hatten, wenn den einzelnen Beobachtungswerten L nicht
diese verdnderlichen Gewichte px...p,,, sondern allen
das gleiche Gewicht 1 zukdme. Durch die Steigerung
des Beobachtungsgewichtes von 1 auf p wurde ndmlich
auch die Beobachtungsgenauigkeit, und zwar auf das
yp-fache gesteigert (Gleichung 15), also der mittlere
Beobachtungsfehler m und der nétige Verbesserungs-
betrag v im selben Verhdltnis herabgedriickt. An Stelle
des ndétigen Verbesserangsbetrages v der mit dem Ge-
wichte p behafteten Beobachtung L wadre daher v |Ip ge-
treten, wenn die Beobachtung nur das Gewicht 1 gehabt
hatte. Wir kénnen also alle an den Beobachtungswerten
vom Gewichtpt,p2. .. anzubringenden Verbesserungen»
auf die im 2. Kapitel behandelten eingewichtigen Ver-
besserungen und die jetzt zu suchende L&sung auf
die dort gefundene =zurlckfihren, wenn wir jeden
dieser Verbesserungszuschldge mit der Wurzel aus
dem zugehdrigen Beobachtungsgewicht multi-

plizieren, statt v setzen »|lp. Fur die Auswahl der
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wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten haben wir
daher statt der Bedingung [vw\ = Min. (s. S. 76) die
schon in § 9 aufgestellte Bedingung (17):

[pvv] — Min.
Wenden wir sie auf die Fehlergleichungen (25¢€) an, indem
wir aus diesen, -wie in § 14, zun&chst v], bilden, jeden

der dafur gewonnenen Ausdriicke sodann mlt pl Io durch-

multiplizieren und schlieflich addieren, so erhalten wir die

durch entsprechende Auswahl der Unbekannten X,V .. zum

Min. zu machende Summe:

[pvv]= [paa]lx2+2 [pab]l*y )2 [pac]xz+-—-\-2[pal\x
4- [Pbb] y2+ 2[pbc]lyz”-—--- 1-2 [pbl]y
+ [~cc]02H-——-[~2[pcl]z+[plI\ .

Norm al gleichun gen:

b O ey o )= 0

. 6[|UW]
(Zﬁa) | 6y [pab] o+ [pvv_l =0
E[Gp;/o] [pac\ o+ [pel]= 0

Die Normalgleichungen (26a) unterscheiden sich von
den entsprechenden Gleichungen (26) in § 14 nur dadurch,
dal an Stelle jedes der dortigen Koeffizienten a, b ...
oder Absolutglieder | der Fehlergleichungen jetzt getreten

sind: ajj», byp ... lyp, gerade wie auch jeder dortige

Verbesserungszuschlag v hier in v"fp Uberging.

Es ist daher nicht nétig, die auf die Normalgleichungen
gegriindeten Ableitungen des 2. Kapitels hier zu wiederholen.
Wir erhalten vielmehr durch Beachtung dieser Modifikation

a) im Falle der Bestimmung einer einzigen Ui
bekannten x:

Weitbrecht, Ausgleichungsrechming. 8
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. [pal]
(27a) [paal
(284a) [pavl= 0
(379) [pvvl= [p1luM

und fiir diemittleren Fehler und Gewichte nach der Ausgleichung:
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1

(36»)

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p
u 01 [pvw

(36b) w=+ — = +1 [P ’

Gewicht P der Unbekannten x
(39a) Px= [paa] ,
mittlerer Fehler der Unbekannten x

(38a) Mx= -~ -- =+ / (¢ “iy-

Analog andern sich die Gleichungen des § 15 bei Be-
stimmung von zwei, drei oder mehr Unbekannten und lauten z. B .:

b) im Falle der Bestimmung von vier Unbe-

kannten: cdw
[pdI-B\ = [pdl-2] [[F;CC .2]] [pclm]
d
(299  [pddm= [pdd-Z F;ch.g]] [pcdm]
_- = - [pdl-q -
[pll-i] = [pll 3][ d,[p3ijd'3] [pdlI-3]
p -
(342) [pddug
[pav] - o
[pbvi=0
(352a) pcd= 0
[pdv] =0

379 [pw] = [pll- i
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_Fir die mittleren Fehler und Gewichte nach der Aus-
gleichung erhdlt man:

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1

(369) F=xlryz:4
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p

(36b) «:ip: tp_zg /\A./

Gewicht der bei der Reduktion rechts stehenden Unbekannten

(39a) P=[pdd-3], - <hy
mittlerer Fehler der rechts stehenden Unbekannten C
(38a) M= — -)-‘]/ [Pvv\ 7,
VP Trei-ed X—3)
USW.

Auch die in § 19 aufgestellten Rechenproben durch
Einfuhrung der Summen s der in jeder Fehlergleichung
vorhandenen Koeffizienten a, b... und des Absolut-
gliedes | bleiben analog bestehen.

Wenn die urspringlich zwischen den Unbekannten X ,

Y... und den Beobaehtungswerten Z j... vorhandenen Be-
ziehungen lauteten

) Ft(x, r...)-A=o0
Ft (X, Y...)—Li—0 usw,
wobei den Beobachtungswerten Z ,, Z2... die Gewichtep,,p2...

zukamen, so haben wir diese Urbeziehungen durch Einfiihrung
von Ndaherungswerten Nx, Ny... nach dem in § 14 gezeigten

Yerfahren linear gemacht und die Fehlergleichungen geschaffen:
(«!» + &y-\rCxz-\ IXx=vx
(25e) { UiX + Ky-\-c2z-\ Ha =»2

Den Absolutgliedern Ix... kamen dabei dieselben Gewichte
Pi, Pi -, zu, wie den Beobachtungswerten Z, , Z2... . Wir
haben sodann, um die Verbesserungen v je auf die Gewichts-

8*
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einheit zurlickzufiihren, die Fehlergleichungen (25€) in die
Form umgewandelt:

«ihi x+ Kbi V+ GFas-\-—bkFa = A
aiMb* X + &2y 4- ¢,y d bmm-\-i*fp* = aF a

so daB ®ie Koeffizienten und Absolutglieder der neuen Fehler-
gleichungen heillen

&FA, Fi,c)a,..LFh usw.

Wir koénnen jetzt fur die Ausgleichung ungleichwertiger Be-
obachtungen genau dieselben Summengleichungen (40) bilden,
welche wir in § 19 zur Schaffung von Kechenproben gebildet
haben, indem wir setzen

«ilA + FbT+ c,Fa H----- b FA= «Fa
a2F>2+ M A + aFa H-—r b kMp* = Fa

Durch Multiplikation der ersten Zeile mit a, FA, der zweiten
Zeile mit a2FA usw- un(l vertikale Addition kommt:

(41a) [paa] + [pab]-f [pac] --—-- b [pal] = [?«*],
durch Multiplikation mit &jFa bzw. b"Mp* usw' kommt:
(41a) [pabl+ [pbs)+ [pbc] [pblN= [pbs],

durch Multiplikation mit 2Fa tzw- AjFa usw- kommt:
(41a) [pal\-\-[pbI\-\-[p cI\-\erev +[plz= \pls],
durch Multiplikation mit s1Ja bzw.s*FA usw. kommt:
(41a) [pasi+ [pbsl+ [pcs] 4f [pIs]= [pss].

Wir haben also fir die Koeffizienten der Normalgleichungen
hier genau dieselben Rechenproben, wie in § 19, sobald wir
nicht bloB jeden Koeffizienten und jedes Absolutglied der
Fehlergleichungen, sondern auch ihre Summe s mit der Wurzel
aus dem zugehorigen Gewicht multiplizieren.

Ganz ebenso verhdlt es sich mit den Koeffizienten der
ersten Reduktionsstufe, wo
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[pbb\W+[pbc\\ +-«+ [pbI\\ —pbssl]=0

[pbc-1] +[pcc-1]1 +-m [pcll] —pcs-1]1=0
(429)

[pbl-\]+[pcl IjI  \-[pll 1] -[pls- 1]=0

[pbs m]—[pcsm]-  -[plsel] +[pss-1] —0

oder abgekiirzt geschrieben:
Probe

[pbb wl] [pbc 1]... [pbl 1] [pbsui]
\pcc ml]...[pcln] [pcsmu]
(429)
. [pll \] [pis-1]
[e)ss 11 .
In der zweiten Eeduktionsstufe ist:
[pcc 2]+ - m [pcl 2] —[pcs 21=0
(432) = [pcl 2]+ - m+[pll 2] -[pls 21=0
—pcs 2]-- m-[pls 2] +[pss 21=0
oder abgekiirzt geschrieben:
Probe
[pcc +2]... [pcl-2] [pcsm]
(33 CIpll 21 [pls -2
(pss- 2]
Endlich kommt die Schluf3probe:
(448)  [p13= [plsme]= [pssm]= [pvy].
Sind die einzelnen L gleichartige, mit demselben In-
strument und nach denselben Methoden gewonnene Be-
obachtungswerte, so sind die Gewichtep , die wir bisher

als bekannt annahmen, einfach proportional den Wieder-
holungszahlen. Sind sie aber ungleichartig, oder mit ver-
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schiedenen Methoden und Instrumenten gewonnen, so
wissen wir Uber ihre Gewichte zundchst nichts.

Wir schétzen in diesem Falle zweckmaRBigerweise die
ihnen anhaftenden mittleren Fehler m und berechnen
hieraus unter beliebiger Annahme eines Gewichtseinheits-
fehlers X das zugehdérige Gewicht nach Gleichung (15)

ml:fi= VT:

oder fir u= 1

Pl = rrllf usw.

Fuhrt man mit den so erhaltenen Gewichten, denen ge-
wisse angenommene mittlere Fehler m zugrunde liegen
(mittlere Fehler vor der Ausgleichung), die Ausgleichung
durch, so erhdlt man nach Gleichungen (36a) und (36 b)
mittlere Fehler nach der Ausgleichung, welche mit
den ersteren Ubereinstimmen mussen, wenn diese richtig
gewdhlt wurden und keine einseitigen Fehlerquellen auf
die Beobachtungen einwirkten. Notigenfalls kann man
die Rechnung mit ihnen bzw. den aus ihnen abgeleiteten
Gewichten wiederholen.
Nach dem soeben Erkannten ist

folglich der Faktor, mit dem s&mtliche Koeffizienten
und die Absolutglieder und Verbesserungszuschldge v

einer Fehlergleichung multipliziert wurden, rfp = — .

Da in eine GroRe gleicher Gattung ist wie | und v,
so werden diese durch die Multiplikation mit ]/p im-
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benannte Zahlen, was schon zur Ermdglichung der durch-
zufuhrenden Differentiationen, Multiplikationen und Qua-
drierungen vorausgesetzt war.

4. Kapitel.

Anwendung der Ausgleichung vermittelnder
Beobachtungen auf trigonometrische Punkt-
einschaltung.

§ 21. Graphisches Ausgleichungsverfahren
fur Vorwarts- und vereinigtes Vor- und Ruckwarts-
einschneiden.

Die trigonometrische Punkteinschaltung bildet eine der
héufigst auftretenden Ausgleichungsaufgaben aus dem Gebiete
der Geodésie. Sie bezweckt, die Bestimmung der rechtwinkligen
Koordinaten xp und yP von ,,Neupunkten“ P auf Grund von

Bestimmungsstrahlen, die von ,,Festpunkten“ ausgehen und
deren Richtung durch Beobachtung der Winkel a im Neu-
punkt zwischen ihnen selbst, oder der Winkel R in den Fest-
punkten zwischen ihnen und den Verbindungslinien nach
anderen Festpunkten (,,Feststrahlen®) festgelegt wird. Sind
solche Winkel B nur in (mindestens zwei) Festpunkten ge-
messen, so hat man die Aufgabe des ,Vorwadrtsein-
schnittes”. Sind nur Winkel a im Neupunkt zwischen den
(mindestens drei) Bestimmungsstrahlen gemessen, so hat man
die Aufgabe des ,Riuckwadrtseinschnittes”. Wurden
Winkel sowohl im Neupunkt zwischen den Bestimmungs-
strahlen selbst («), als in den Festpunkten zwischen Fest-
und Bestimmungsstrahlen (B) gemessen, so wird der Neu-
punkt durch ,vereinigtes Vor- und Rickwértseinschneiden*
bestimmt. In_jedem Falle orientieren wir die beobachteten
Winkel oder Richtungen a oder # zu Richtungs- (Neigungs-)
winkeln fi der von den Festpunkten gegen den Neupunkt ge-
richteten Bestimmungsstrahlen. Jede (gleichgdiltig, ob rein rech-
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nerisohe oder graphische) Losung geht aus von einem seinen
Koordinaten xN und yN nach irgendwie ermittelten, moglichst

nahe dem enngItigen Neupunkt gelegenen ,,N&herungs“- oder
wvorlaufigen Punkt™ N, so daB als neue Unbekannte nicht mehr
die Koordinaten x und y des Neupunktes P selbst, sondern,
in Ubereinstimmung mit dem bisherigen, die Zuschlage dx
und dy gelten, deren Addition die vorlaufigen Koordinaten
zu den endgultigen ergénzt.

45

Um diese Zuschldge zu finden, beachten wir, dal die
Bestimmungsstrahlen infolge von Ungenauigkeiten in unserer
eigenen Winkelmessung, sowie infolge von Projektionsver-
zerrungen und MiRstimmigkeiten zwischen den  gegebenen
Koordinaten der Festpunkte und dem Standort der letzteren
sich nicht in einem Punkte und noch viel weniger gerade
im Naherungspunkte N schneiden, sondern eine fehler-
zeigende Figur miteinander bilden werden, in deren Néhe N
liegt und innerhalb welcher wir den wahrscheinlichsten
Punkt P auswahlen missen. Es wird sich also zunachst
darum handeln, die gegenseitige Lage der Bestimmungsstrahlen
und des vorlauflgen Punktes N zu erkennen, — in mdg-
lichst grofiem Malstabe (etwa 1:10) aufzuzeichnen. Zu diesem
Zwecke berechnen wir aus den orientierten Richtungswerten y
entweder die Entfernungen der Punkte von N, in denen
die Bestimmungsstrahlen die eine oder die andere der durch
N gezogenen Parallelen zu den beiden Koordinatenachsen
schneiden. Diese tragen wir sodann im gewéhlten Maflstabe
von N aus auf den Parallelen in der festgestellten Richtung
ab, um schlielich durch ihre Endﬁunkte die Bestimmungs-
strahlen entsprechend ihrer tatsdchlichen Lage unter den
orientierten Richtungen/« gegen die Parallele zur - x -Achse
zu zeichnen. (Zur —x-Achse, weil die jetzt zu zeichnenden,
vom Neupunkte P ausgehenden Strahlen statt der Neigung
y = nAP usw. den Richtungswinkel /«+ 2B = nPA usw.
besitzen.) Oder wir berechnen aufler den orientierten
Richtungen y noch die entsprechenden Richtungs- (Nei-
gungs-)winkel v von den Festpunkten nach dem vorlaufigen
Punkte N und aus der Differenz = y —v und der Strahlen-
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lange s die Querabweichung b des Bestimmungsstrahles
vom vorlaufigen Punkte N. Sie wird (vom Festpunkte aus

gesehen nach J.A"g fir d= +) von N im ausgewdhlten

Malstabe senkrecht zu der wie oben bestimmten orientierten
Richtung n abgetragen, um durch den Endpunkt den Be-

stimmungsstrahl parallel zu ebendieser Richtung * zu zeichnen-
ist derart, auf die eine oder die andere Weise die gegenseitige
Lage der Bestimmungsstrahlen unter sich und zum Naherungs-
punkt N zeichnerisch bekannt, so handelt es sich um die

Auswahl des endgultigen Punktes P in der
»fehlerzeigenden Figur®“. Dabei ist zu beachten, daf}
bei gleichem Fehler in der Winkelbeobachtung die lineare



122 Vermittelnde Beobachtungen.

Abweichung des Bestimmungsstrahles vom wahren Punkt
wadchst proportional der Strahlenldnge s und demgemadR
das Strahlengewicht fir die Punktbestimmung umgekehrt
proportional zum Quadrat der Strecke s. Auch wird ein
Strahl, der bloR im Festpunkt oder blof im Neupunkt
beobachtet wurde, nur das halbe Gewicht gegeniiber einem
Strahl besitzen, der mit gleicher Genauigkeit in beiden
Punkten beobachtet wurde. Folglich wird das Bestim -
mun gsgewicht

ps= sein, wenn die Beobachtung einseitig,

2
(46) i Ps==s2 ” v ” Zweiseitig

erfolgte. Allgemein

t
ps= , wobei nach dem Vorhergehenden t—1

oder 2 sein kann. Wo auch immer der endgultige Punkt P
innerhalb der Fehlerfigur gewd&hlt werden moge: seine
Abstdnde h von den Bestimmungsstrahlen stellen deren
Qnerverfehlung dar, aus welcher sich rickwérts die an
den beobachteten orientierten Richtungen 11 anzubringen-
den Verbesserungszuschldge v nach Richtung und GroRe
berechnen lassen:

(47)
Gleiche Genauigkeit der Winkelbeobachtung vorausgesetzt,

ist das Richtungsgewicht pfl —p,,= t, und wir missen
daher nach Bisherigem verlangen:
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t
sl
beachten, daR g konstant, so geht (48a) Uber in:

Setzen wir in (48a) nach Gleichung (46) p = , und

[tw]=¢e2(PIhH —— 1-Pr,K) = Min-1
d. h. wir haben in der Fehlerfigur den endgultigen
Punkt P so auszuwahlen, daB

(48 b) [phh\ = Min.

Von den verschiedenen Verfahren der Punktauswahl in
der fehlerzeigenden Figur benutzen wir das von Bertot
1876 erstmals gezeigte, welches sich auf den Satz stutzt:
»3ind r Gerade (Strahlen) La, Lg... Lg vom Gewicht
Pa,Pb e -Pr gegeben, so ist derjenige Punkt P, fur
welchen die Summe der Quadrate seiner Abstdnde h je
multipliziert mit dem Strahlengewichtp ein Minimum ist,
zugleich der Schwerpunkt des aus seinen Lotfulpunkten F
gebildeten Systems von Massenpunkten, wenn jedem von
ihnen das Gewicht seines Strahles beigelegt wird.*

Wirden wir hiernach durch Schétzung in der Fehler-
figur zufélligerweise den richtigen Punkt P gefunden
haben, fur welchen \p hh\ = Min., so wirden wir diese
Tatsache daraus erkennen, daR er der Schwerpunkt £
seiner eigenen LotfuBpunkte F waére, d. h. daB

Um P aufzusuchen, benutzen wir den zweiten Satz:
»oind mehrere Gerade L gegeben, und ist wieder fir
Punkt P die Summe der Quadrate seiner Abstande h je
multipliziert mit dem Strahlengewichtp ein Min., so ist fur
irgend einen anderen Punkt A der Schwerpunkt seiner
LotfuBpunkte ..., denen wieder je das Strahlengewicht
Pa m. . zugeschrieben wird, ein Punkt S, welcher zugleich
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der Schwerpunkt der mit denselben Gewichten bedachten
Massenpunkte Q ist, in denen ein Kreis tUber AP als
Durchmesser die von A nach den Strahlen gezogenen
Projektionslote schneidet.”

Nun kennen wir zwar zunéchst den Kreis M nicht, auf
dem P als gesuchter Gegenpunkt des beliebigen Punktes A

Fig. 6.

liegt, also auch nicht die Schnittpunkte Q der Projektions-
lote mit ihm. Dagegen konnen wir einen beliebigen,
den gesuchten Kreis M schneidenden zweiten Kreis 93?
durch A mit dem beliebigen Halbmesser r zeichnen, der
dem ersten (wie alle Kreise untereinander) &hnlich ist. Er-
klaren wir, was bei sich schneidenden Kreisen zuldssig ist,
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A als inneren Ahnlichkeitspunkt beider, so schneidet jede
durch A gehende Gerade die letzteren nach einem homo-;
logen Punktpaar, folghch sin4 die Schnittpunkte jO des
Kreises 93? mit den Projektionsloten homolog den Schnitt-
punkten Q der letzteren mit dem gesuchten Kreise M.
Dann ist aber auch ihr Schwerpunkt)/® homolog dem
Schwerpunkt S der Q und g . Die MiitypUnkte 93? und
M beider Kreise sind einander selbstverstandlich-homolog,
wadhrend der auf dem Kreise 9 liegende,"zu A auf Kreis M
homologe Punkt 91 der Schnittpunkt der Tangente in A
an Kreis M mit Kreis 93? ist.

Bestimmen wir demnach in der fehlerzeigenden Figur
nach Gleichung (49) jetzt den Schwerpunkt © der D

P [-px]q} . Us [P-[g]fal
und den Schwerpunkt S der (Q und) g
[P H _ [p wy8l
X's~ M ’ Vs~ P\

so haben wir in ihnen ein Paar homologer Punkte beider
Systeme gefunden. Auch ohne den Schnittpunkt H des
Ahnlichkeitsstrahles ASlI mit dem Kreise M zu kennen,
finden wir ferner seinen homologen Punkt & auf dem .
Kreise 93 als Schnitt dieses Ahnlichkeitsstrahles mit ihm.
Da die Verbindungslinien homologer Punkte in &hnlichen
Figuren homolog sind lind andere homologe Linien in
homologen Punkten schneiden, so ist die Gerade HS
homolog der Geraden und der dadurch zu findende
Kreispunkt 9t homolog A . Dann ist aber A9l Tangente
in A an den gesuchten Kreis M, sein Durchmesser AP
steht somit _L91G und geht durch den Gegenpunkt

von 91 im Kreis 932. Fir die Strecke AP = 2r folgt aus
der Ahnlichkeit der Kreise M und 9 die Proportion:
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(MP=2r): 2r= .1S :21©, d.h.

Ist mittels des berechneten MalRes AP der endgultige
Punkt P in die fehlerzeigende Figur auf der Geraden Mif}
eingetragen, so bilden seine der Figur 5 zu entnehmen-
den Koordinaten die Zuschldge dx und dy, womit man
mittels Gleichung (45) die gesuchten Koordinaten Xp und
yp gewinnt.

Also Lo6sung: Nach Aufzeichnung der Fehlerfigur
Zeichnung eines beliebigen Kreises 31? durch einen
beliebigen Punkt A dieser Figur. Bestimmung der
Schwerpunkte S (der 3) und @ (der D.). Zeichnung
des Linienzuges ASSi , ©21, Ulalfiz und MiR _L Mal.

A
Abtragen der Strecke AP = VIS©- *2r im gewdhlten MaB-

stabe, Abgreifen von da; und dy.

Will man sich Uber die bei der Punktbestimmung
erreichte Genauigkeit Aufschluf verschaffen, so entnimmt
man die Querverfehlungen h aus der fehlerzeigenden
Figur und erh&lt unter Beachtung, dafl zwei von den r
beobachteten Strahlen zur Bestimmung n6tig waren, die
Zalil der Uberschiissigen also r — 2 betragt, die mittlere
lineare Querverfehlung eines Strahles vom Gewicht 1:

(51)
die mittlere Querverfehlung eines Strahles vom Gewicht”:

51
1) \ B~ 2)p
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den mittleren linearen Felder des Punktes P:

\phh\
(51) M — + q_/7-——p—§) |[I~1)]

den mittleren Felder einer einseitig beobachteten Richtung

Wird ein Punkt, wie im vorliegenden Fall, als Schnitt
von Strahlen bestimmt, so ist seine Genauigkeit nach ver-
schiedenen Richtungen
verschieden, sobald
diese Strahlen nicht
gleichméRig und gleich
gewichtig Uber den
Horizont vertelt sind. Fig. 7.

Z. B. wird in Figur 7

jede Kkleine Unsicherheit in der Richtung auch nur eines
der beiden Bestimmungsstrahlen deren Schnittpunkt er-
heblich in der Richtung AB, nur wenig dagegen in der
Richtung CD verschieben. Es wird mdglich sein, unend-
lich viele Punkte zu finden, fir welche die mittlere
Querverfehlung M (oder der mittlere Fehler einer
Richtung) einen bestimmten Wert annimmt. Die stetige
Verbindung dieser Punkte (Linie gleichen mittleren
Fehlers) wird eine Ellipse (,Fehlerellipse”) um den

Schnittpunkt P ergeben, deren Achse die Rich-

tung der Mgfa;_' Bestimmungsunsicherheit und deren
Achsenverhdltnis das Verhdltnis der letzteren anzeigt.
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Ebensolche Fehlerellipsen konnen wir auch im Falle
der Verwendung beliebig vieler Bestimmungsstrahlen
zeichnen.  Wir werden in diesem Falle nur fir eine
Anzahl — etwa in profilartigen Reihen angeordneter —
Punkte nach Gleichung (51) je die mittleren Fehler M
oder m” bestimmen, sodann nach Art der Interpolation
von Horizontalkurven in den Profilrichtungen Punkte be-
stimmter runder M oder rnu aufsuchen und schlieBlich
diese durch stetige Kurven verbinden. Wenn wir Wert
darauf legen, einen Neupunkt mit mdglichst groRer
und nach jeder Richtung gleicher Zuverl&ssigkeit zu be-
stimmen, so missen wir dafiir sorgen, dal nicht bloR die
(bezlglich der Richtung neutralen) Fehlerausditicke it,
m . M, mu absolut méglichst klein werden, sondern auch,
dal die Fehlerellipsen sich méglichst der Kreisform n&hern.

§ 22. Rechnerisches Ausgleichuiigsverfahren
fur trigonometrische Pnnkteinschaltung durch Vor-
wartseinschnitt.

Zur rechnerischen Bestimmung der den N&herungs-
koordinaten Nx und Ny fir den Neupunkt beizufligenden
Zuschldge dx und dy [s. Gleichung (45)] wollen wir vor-
bereitend die Beziehung feststellen, welche zwischen
kleinen Koordinatendnderungen dx und dy des End-
punktes B einer Strecke AB und der dadurch hervor-
gerufenen Anderung dcp ihres Richtnngs- (Neigungs-)win-
kels o = nAB besteht. Fir die Koordinaten des
Endpunktes B einer unter dem Richtungswinkel nAB
von A ausgehenden Strecke AB =s hat man allgemein:

Vb — Va+ HR esinnAB

(52)
Xu= xx+ AB *cosnAB ,
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woraus
Vb — Ha Ay
2 tgnAB = -
(52) gn xB —xA AX
und
Ay
52 nAB ='arctg ,>- .
(52) 9,

Daraus folgt durch Differentiation, wenn man AB = s
und nAB = < setzt:

d(nAB) d<p = iA—Xdy Ay dx , oder

analyt. s
A A
a2 ay AL dx
(53)
Cosq)o"dy g"dx
cos29P o' dy — sin2% o0”dx
AX Ay
Setzen wir
cosQ cos
(54) ! ) sirslq) S;?])Z((p
-4 1V - 0" = =a,

S Ay

wobei also b das Vorzeichen von cosnAB bzw. Ax, a
das entgegengesetzte Vorzeichen des sin bzw. Ay zu-
kommt, so erhalten wir die Verdnderung dcp”, welche
der Richtungswinkel nAB = o dadurch erleidet, dal
man den Endpunkt B der Strecke AB um die kleinen
Betrdge dx und dy parallel den Koordinatenachsen ver-
schiebt.

(55) dep" = adx 4- bdy .

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 9
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Die Koeffizienten a und b heiffit man ,,Richtungs-
koeffizienten®.

Verschiebt man statt des Endpunktes E den An-
fangspunkt A der Strecke um dieselben Betrdge, so
&ndert sich (wie auch geo-
metrisch klar) der Rich-
tungswinkel @ um den-
selben Betrag dcp, aber
in entgegengesetztem
Sinne.

Wir koénnen nun zur

dfs-iu) eigentli_chen Aufgabe der

F|98 Punkteinschaltung lber-

gehen. Diein jedem dern,,

zur Neubestimmung benutzten Festpunkte nach dem Neu-
punkte beobachteten ,,duBeren* oder ,Vorwarts“-Rich-
tungen tx seien auf Grund von nj weiteren, von den ersteren
nach anderen Festpunkten gemessenen Richtungen oi und
den zugehdrigen, aus den Koordinaten ihrer Endpunkte
berechneten Richtungs- (Neigungs-)winkeln o orientiert.
Die orientierten Richtungswerte 8 nach dem Neupunkt
erhalten dabei das Gewicht 1, 2 ...nf, wenn zu ihrer
Gewinnung 1, 2 ... Uf gemessene Winkel zwischen
dem Neustrahle und 1, 2 ... n/ Feststrahlen verwendet
worden sind. Ist die Beobachtung satzweise ausgefuhrt,
und sind in die Satze auBer dem Neustrahle noch
np Richtungen oil . . . tx,f nach Festpunkten-(Feststrahlen)
aufgenommen worden, so ist das beobachtete Rich-
tungsbischel tx zur Orientierung um den Winkel owv
zu verdrehen, der sich ergibt als arithmetisches Mittel

Parallele-zur
nAchse- dy;

cd = - Damit wird die orientierte Richtung
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nach dem Neupunkte P ~ R —a/>+ — - = <p-f- o>
nf

imd ihr mittlerer Fehler ni = . Setzt
man die Richtungswinkel opder Feststrahlen als fehlerfrei
voraus, so ist der mittlere Felder von (g — <9 gleich
demjenigen von a , somit, da zur Bildung von o>~ enr

Werte verwendet wurden, mQ) = Lm(*—. Damit wird

+ i

-
und wir erhalten aus der Proportion (15) PR:pa= m\ :niR
das Gewicht der in den Festpunkten satzweise beobach-
teten und orientierten ,daulReren*“ oder ,Vorwarts“-
Richtungen B nach dem Neupunkte:

6’6) mil n,
Fir Pa= 1 wird pB =
Po= i1
Wir haben nun dreierlei von jedem der Festpunkte
A, B ... ausgehende, gegen den Neupunkt gerichtete

Strahlen zu unterscheiden, namlich:

1. Die aus der Winkelmessung gewonnenen, zur Be-
stimmung des Neupunktes dienenden orientierten
Richtungen 8, welche sich infolge von Urigenauig-
keiten (in der Messung, den Festpunktskoordinaten usw.)
nicht, wie es sein sollte, in einem Punkte schneiden
werden und die wir mit nAP, nB P ... bezeichnen
wollen.

2. Die Verbindungslinien der benutzten Festpunkte mit
dem vorlaufigen Punkt IN, deren aus den Koordinaten

9*
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zu berechnende Richtungs- (Neigungs-)winkel mit
(nAP)(nBP) ... bezeichnet sein mdgen.

3. Die Verbindungslinien der Festpunkte mit dem end-
glltigen, seiner Lage nach zun&chst noch unbekannten
Neupunkt P, deren zun&chst unbekannte Richtungs-
winkel wir mit [nA /7], [nBP]*) .. . bezeichnen.
Wir erhalten mm folgende Gleichungen fir die auf-

tretenden kleinen Winkel&nderungen (linkslaufige Drehung

in Fig. 9 bedeutet negativen Wert):
rbesserungszuschlag an BA VA= [nAP] —nAP
., BB=v%=[nBP]—nBP

fjm N —(fi A
BX (iBP)>

welche eintritt, wenn man den vorldufigen Endpunkt N
um die zimdchst unbekannten Betrdge dx, dy nach P

verschiebt: |, &'<A= [nAP] — (nAP)
(b) <il"(pB=[nBP] — (nBP)

Ersetzt man die endgultigen Richtungswinkel [nAP\,...
in Gleichungen (b) durch nAP + vA, ... aus Glei-
chungen (a), so erh&lt man

d'cpA= nAP —(nAP) -f-vA

d'(pB=nB P — (nBP)-\-v'g

u
*) [] hat hier und im folgenden jeweils nicht die dem Zeichen
bisher allein zugeschriebene Summenbedeutung, sondern auch
noch die Aufgabe, endgultige Winkel- oder Richtungswerte
als solche zu kennzeichnen! Ob die eine oder andere Bedeutung
in Frage kommt, ergibt sich aus dem Sinne der Ableitung.
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oder .
VA=d<pA-{-(NAP) —nAP
d<pj,-\-(nBP)~nBP

Die Anderungen dtp der Richtungswinkel kénnen wir
mittels r%sleichung (55) in den KoordinateP]Zuschlégen dx

Fig. 9.

und dy ausdrucken. Bezeichnen wir ferner die Unter-
schiede (nAP) nAP ... zwischen den (N&herungs-)
Richtungswinkeln nach dem vorlaufigen Neupunkt N und
den gemessenen, orientierten Richtungen R analog Glei-
chung (25d) mit la, IR. « dann gehen die obigen Glei-
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chungen in die gew6hnliche Form der Fehlergleichungen
(25e) Uber:
adx -f-bdy+ 1= v,

deren wir zur Berechnung der Koordinatenzuschlage dx
und dy ebenso viele (ndmlich nv) erhalten, als orientierte,
gemessene Richtungen R nach dem Neupunkt vorhanden
sind. Die Gewicht® p der Absolutglieder | sind nach
820 gleich denen der orientierten Richtungen B, welche
wir oben abgeleitet hkbm. <

Wir konnen daher fetzi/jhe Koeffizienten der Normal-
gleichungen

J [paa]dx + [pab]dy -f [pal] = 0
| [Pa&dx -\-[pb fijdy + [pbl] = 0
und die zur Rechenprobe und zur Fehlerermittlung weiter
erforderlichen Produkt- und Quadratsummen
[pll], [p«s], [?1«], [P**]
ermitteln und sodann, wie in § 20 gezeigt, zuerst die

Unbekannte dy — und deren Gewicht

Pu= [pbbe1] und dann nach erfolgter Umstellung der
Koeffizienten der Normalgleichungen den Zuschlag dx
berechnen. SchlielRlich ergibt Gleichung (45) die ge-
suchten Koordinaten xP und yP. Wir erhalten weiter,
wie in § 20 gezeigt,

(37b) Tpvv] = [pll- 2]
und, da zur Punktbestimmung zwei Strahlen nétig, also
(nv— 2) davon iberschissig sind,

[pll. 2]
(».—2)[pbb- 1]
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§ 23. Rechnerisches Ausgleichungsverfahren fur tri-
gonometrische Punkteinschaltung durch Ruckwarts-
einschnitt. (Beobachtung nur im Neupunkt.)

Fur die Losung ist zu unterscheiden zwischen
A) Winkel- und B) Richtungsbeobachtung.

A) Losung bei Winkelbeobachtung.

Wie bisher setzen wir wieder voraus, daf uns die
Koordinaten xjy, yy eines vorladufigen PunktesN mdglichst
nahe dem gesuchten Punkt P bekannt und dal nur die
kleinen Zuschldge dx und dy gesucht sind, durch deren
Addition wir nach Gleichung (45) die Koordinaten xPund
yP des Neupunktes erhalten. W4éren letztere schon ge-
funden, so kénnten wir die endgiltigen Richtungswinkel
[nPA], [nPB] ... der Verbindungslinien vom Neupunkt
nach den benutzten Festpunkten ableiten und aus ihnen
durch Subtraktion die endgultigen Werte

[«,] = [APB] = [nPB] — [nPA]
[«,]= [BPC] = [nPC] — [nPB]

der gemessenen Winkel. Dann kdnnten wir auch die den
Messungsergebnissen tx1= APR, o2= BPC usw. zu-
zufugenden Verbesserungszuschldge ru v2 ... ermitteln:

(«!=[<*]- a=[APB] —« = [NPB] — [nPA] —a,
@ |»2= RJ—«2= [BPC] —a2= [nPC] —[nPB] —a2

Nun kénnen wir aus den Koordinaten des Né&herungs-
punktesW furPdie vorlaufigen Richtungswinkel (nP A),
(nPB) .,. (Scheitel in N), und aus ihnen durch Sub-
traktion Naherungswerte(<Xj), (a2)... flr die beobachteten
Winkel ableiten:
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ix,)= ANB = (APB) = (« PB) — (nPA)
«)=BNC={BPG) -(nPC)- (nPBj

Wir konnen weiter die Veranderungen (;954, drpB. . .,
welche die vorlaufigen Richtungswinkel (nPA), (nPB)...

dadurch erleiden, da man den vorlaufigen Punkt N nach
Parallelezur

+scAchse/
Y

P verschiebt, mittels Gleichung (55) in den (zunéchst
unbekannten) Verschiebungen dx und dy ausdriicken,
wobei wir allerdings beachten.missen, dall wir jetzt nicht
den Endpunkt, sondern den Anfangspunkt der Strecke ver-
schieben, wodurch dcp das entgegengesetzte Vorzeichen
erhdlt. Setzen wir daher
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A= —a— sm(go
(543) s
L= _ = _ " v
so wird
( &g = [0 PA] —(nPA) = aAdx + 6Ady
© i d&gB= [nPB] —(nPB) = aBdx-\- bBdy
oder
[nPA] = (nPA) + aAdx -f-b, dy
© [nPB\ = (ttPB) -\- aBdx-\- hBdy
Setzen wir die gewonnenen Werte fir [nPA] ... in

Gleichung () ein, so erhalten wir die Fehlergleichungen:
vt= (nPB)-\-aBdx-t bBdy —(nPA) —aAdx~bAdy—<
v2— (0 PC) + acdx-\-bcdy —(nPB) —aBdx—bBdy —tx2

Wenn wir unter Benutzung der Gleichungen (b)
wie bisher setzen: | = N&herungswert — gemessener
Wert des beobachteten Winkels: a, — It

(nPB) —(WPB) —aa= (8&,) -

und ferner

ades rechten Schenkels **des linken Schenkels =

“des rechten Schenkels ~des linken Schenkels n

so erscheinen die Fehlergleichungen (d) in der gewdhn-
lichen Form:

i vt= 2Xdx + 33,dy + | Normalfonn
(25e) <v2— 9l,dx f- 33,dy -j- L = der Fehler-
[ m ) gleichungen.
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Ihre Zahl nr ist gleich derjenigen der im Neupunkt be-
obachteten Winkel a m Letztere, folglich auch die Ab-
solutglieder | sind gleichgewichtig. Wir erhalten daher
die gesuchten Koordinatenzuschldge dx und dy aus den
zwei Normalgleichungen:

i [22dx + [3133]dy + [21]1= 0
"3 | [3133da + [2393]*/+ [6i] = O.
Zum Zweck von Rechenproben und zur Fehlerberechnung

fuhren wir analog Gleichungen (40) bis (44) in die Reduk-
tion weiter ein die Produkt- und Quadratsummen:

[, [81€], [33€] [t©], [©C]

und erhalten: A
die rechts stehende Unbekannte dy = — [jgjg—3J
und ihr Gewicht Pdx= Px= [33+]],
ferner
(37b) [w] = [lI-2],

und (weil zwei der nr in P gemessenen Winkel tx zur
Bestimmung von P nétig, also (nr — 2) Uberschissig sind)

[11-2]
My (W, - 2) [3BO-1]
Die zweite Unbekannte dx, ihr Gewicht und mittlerer

Fehler ergibt sich nach erfolgter Umstellung der Normal-
gleichungen auf dieselbe Weise.

B) Ldsung bei Richtungsbeobachtung.

Das soeben vorgefiihrte Verfahren 1aRt sich ohne
weiteres auch auf Richtungsbeobachtungen anwenden,
wenn man die als gemessen vorausgesetzten Winkel
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durch Subtraktion je zweier Richtungswerte a gewinnen
will. Die Zahl der zu verwendenden Winkel und Fehler-
gleichungen ware aber dann beim Vorhandensein von
nr beobachteten und gleichméRig zu beriicksichtigenden

Richtungen = i~ j >also ser &0 su®hen daher

ein einfacheres Verfahren. Wie bisher mogen die Koordi-
naten xy, ilv eines in moglichster N&he des gesuchten
Neupunktes P gelegenen vorlaufigen Punktes N bekannt,
also die ihnen zuzufigenden Zuschldge dx und dy
[s. Gleichung (45)] gesucht sein.

Das im Neupunkte P gemessene Richtungsbischel tx
kann man nun, ohne an der gegenseitigen Lage der
Strahlen, also an der Eigenschaft der Richtungen als
Messungsresultaten etwas zu andern, um den zun&chst
unbekannten Betrag Z derart verdrehen, daf die Indivi-
duen dieses mit dem Scheitel nach dem zunédchst un-
bekannten endgiltigen Punkte P gelegten Strahlen-
buschels von den Verbindungslinien dieses Neupunktes
mit den Festpunkten mdglichst wenig abweichen. Wéren
Messung der Richtungen und Lage der Festpunkte fehler-
frei und Projektionsverzerrung nicht vorhanden, so miiRten
dann sogar sdmtliche Strahlen durch die entsprechenden
Festpunkte gehen; der Unterschied (endgultiger Richtungs-
winkel [nPAJ... — endgltig orientierter Richtuugswert
[txji] .. .) wére = 0. Trifft dies nicht zu, so stellt der
Unterschied direkt die am endgiltig orientierten Rich-
tungswert ... anzubringende Verbesserung v dar.
Den unbekannten Verdrehungswinkel Z zerlegen wir, wie
gewohnt, in einen Ndherungswert cd und den imbekannten
Zuschlag *, womit wir erhalten:

(59) Z = - X
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und womit die im Neupunkt P endgultig orientierte ge-

messene Richtung wird:

(60) [<]= a + o+ %.

Den Né&herungsbetrag co gewinnen wir, wenn wir das ge-

messene Strahlenbischel mit dem Scheitel — statt auf den

endgultigen, aber unbekannten Punkt P — vorerst auf den
vorldufigen Punkt N legen und dann um co so verdrehen,
dafl die Summe der Abweichungen I' der vorl&ufig orien-
tierten Richtungswerte <4+ co, P&+ co,. .. von den zu-
gehdrigen vorlaufigen Richtungswinkeln [nPA), (nPB)...

wird = 0, d. i
(» PA) — (dA+ co)+ (NPB) — (SB+ co)-f oo
= va - «a + vb — aB  + ez [l,]: 0.

In diesem Falle ist also der vorlidufige Verdrehungs-
winkel:
(nPA) —aA-)-(nPB) —arj-p mm\- (n PR) — <R
(O: : —_—-

nr
g A’d. vorl. Richt.-Winkel — A’d. gemess. Richtgen.

nr
Die durch Addition von co zu den gemessenen Rich-
tungswerten < vorlaufig orientierten, aber in ihrer gegen-
seitigen Lage dadurch nicht verdnderten Richtungen

(X-f- co mogen heilen cc°. Wir haben fir jeden Be-

stimmungsstrahl jetzt vier Werte zu unterscheiden, ndmlich

1. die im Punkte N vorldufig orientierte, gemessene Rich-
tung <x°,

2. den Richtungswinkel (nPA), (n PB) ... der Verbin-
dungsstrecke vom vorldufigen Punkte N zum Fest-
punkte A, B ...,

3. die im Neupunkte P endglltig orientierte, gemessene
Richtung [a] = « -(-c0+ * = x°+ *,
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4. den Richtungswinkel [nPA], [nPB] ... der Ver-
bindungsstrecke vom endgiltigen Neupunkte P zum
Festpunkte A, B ...

Die Werte (2) und (4) unterscheiden sich um die
Anderung d<p" am Richtungswinkel (n PA) ..., welchen
eine Verschiebung des Anfangspunktes N der Strecke
NA ... um die Koordinatenzuschldge dx und dy, d. h.
nach P hervorruft. Nach Gleichung (c) von § 23 ist also

[AWt] = (nPA) -j- aAdx -f- 6 dy
[nPB] = (nPB) -\- aBdx -\-bDdy

Bezeichnen wir endlich, wie gewohnt und schon oben
angegeben, den Unterschied: vorlaufiger Wert — Be-
obachtungswert hier PA) = v) — @A mit V und die
Verbesserung des (endgiltig orientierten) Beobachtungs-
wertes [oc] mit v, so erhalten wir die Fehlergleichungen:
VA= [nPA] - [2A]= G PA) + aAdx-\-bAdy - a\- z
= aAdx + bAdy — z-\-I"'A
vn— [" BB] — [@8]= (PB) + aBdx-}-bBdy - R - z
= aBdx+bBdy- z+ B

Ihre Zahl ist gleich derjenigen der beobachteten inneren
Richtungen, also gleich nr. Setzen wir, um den Koeffi-
zienten der dritten Unbekannten positiv zu erhalten,
dco = —z, so dal der gesuchte Verdrehungswinkel

(59) Z—o0)-\-z=co —dm ,

so gehen die Fehlergleichungen (ber in:
(-vA= dco + aAdx + DbAdy + I[A

(25¢) <vB= dco -(- aBdx -f bBdy -flv
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Die inneren Richtungen tx, folglich auch die Absolut-
glieder V-sind gleichwertig. Man erhélt daher unter
Beachtung, daR der Koeffizient der ersten Unbekannten dco
(sonst a) jetzt 1 heildt, fir die Bestimmung der drei Un-
bekannten dco, dx, dy die drei Normalgleichungen:

j nredm + [a]dx  + [b]dy +
(26a) I  [a] dco + [aa] dx + [ab] dy +
I [b]dco + [abldx + [bb] +

Der normale Weg der Auflosung erfordert nun zweimalige
Reduktion der Normalgleichungen. Der Umstand aber,
dall alle Koeffizienten der ersten Unbekannten dco in den
Fehlergleichungen einander gleich sind, ermdglicht eine
Vereinfachung durch vorausgehende Eliminierung dieser
Unbekannten.

Addiert man ndmlich samtliche Fehlergleichungen und
beachtet, daB nach Gleichung (33) allgemein [av] = O,
also bei aA= aB= mmmaR= |, hier = 0, so er-
halt man

(= nrmdco+ [a]dx + Eldy+ [11=0,

woraus die Durchschnittsgleichung

S/GZ) oc dco + nrdx+ nrdy+ = = 0.
Subtrahiert man diese Durchschnittsgleichung von jeder
Fehlergleichung, so erh&lt man ein System reduzierter
Fehlergleichungen mit nur zwei Unbekannten.

Setzt man noch die dabei entstehenden Differenzen,
nédmlich:
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usw., so gehen die Fehlergleicimngen (25e) uber in

»h = Ui - )dx +1 K

= 2Udx -f 23jdy -f 2a

(63)
VR )dx+(t»_E)"+%/ m |
nr!

2Bdx -\- 238dy -f 2B

Das Absolutglied 2 der Gleichungen (63) unterscheidet
sich dabei in keiner Weise von dem Absolutgliede I' der
Gleichungen (25¢€), weil infolge der Orientierung des ge-
messenen inneren Richtungsbischels » nach den vor-
laufigen Richtungswinkeln v wird \I' = 0, also auch
M =0.
nr

Aus den Fehlergleichungen (63) erhdlt man jetzt
zwei Normalgleichungen fir die Berechnung der un-
bekannten Koordinatenzuschlage, ndmlich

IM ax + [8t©]dy + [21S] = O
1 [208] dx + [2323]dy + [232] = O
und durch Reduktion
., _ [232-1]
(65) j, dy [2323 « 1]
(pay: Py = [*23 -1]
und, da die Zahl der ndétigen Richtungen = 3, die der
Uberschiissigen also = nr— 3 ist,

(66) M, = +1 / [58-21
om—3) [223-1]"
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Wollen wir schlieflich noch den Verdrehungs-

zuschlag z = —(I(o berechnen, so liefert Gleichung (62)
67 = —dco=— dx -f- —"dy + —

S : 0= T ¢ AT

und da [V]= 0,

(67) *= —dco= —dx + dy ,

womit im Abri noch die Probe sichergibt, daB der bei
der Richtungsorientierung im endgultigen Neupunkt P
auftretende Verdrehungswinkel sein muf}

(59) Z— <-\-7 — co—dco .

Umstellung der Koeffizienten der Normalgleichungen
liefert auf gleiche Weise die zweite Unbekannte dx, ihr
Gewicht Px und ihren mittleren Fehler Mx.

8 24. Rechnerisches Ausgleichungsverfahren fur ver-
einigtes Vor- und Rickwartseinschneiden.

Sind zur Bestimmung der Koordinaten xp und yp
eines Neupunktes P Winkel oder Richtungen sowohl in
den Festpunkten A, B ... nach dem Neupunkt (dufRere
oder Vorwartsrichtungen), als auch im Neupunkt nach
den Festpunkten beobachtet (innere oder Ruckwarts-
richtungen), so kann man flr die ersteren die Fehler-
gleichungen des 8§ 22, fur die letzteren diejenigen des
§ 23 gleichzeitig zur Anwendung bringen.

Man hat also statt w,, wie im Falle des Vor-, oder
nr, wie im Falle des Ruckwaértseinschnittes, ,jetzt
(n,, -f n,) Fehlergleichungen, wenn von den Festpunkten
zum Neupunkt herein n,, vom Neupunkt zu den Fest-
punkten hinaus nr Strahlen beobachtet wurden. Die
Koeffizienten der Unbekannten in den Normalgleichungen
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setzen sich also ans {nv-f- Summanden zusammen.
Wir erkennen ferner, daf die Richtungskoeffizienten a
und a, bzw. b und f) der Fehlergleichungen nach Rich-
tung und GréRe einander gleich sind, wenn sie sich auf
denselben Bestimmungsstrahl beziehen, d. h. wenn dieser
zweiseitig, sowohl von auBen nach innen, als von innen
nach aufen beobachtet wurde. Fir den Strahl AP
ist z. B.:

sink AP sinn PA ,,
«@=~ AP =
. COSnAP cosnPA

N=+-Zp-»'=—
ebenso fiir den Strahl BP bzw. PB usw.
Nur die Gewichte p der Absolutglieder IA, IB .. .,
la, lji mmm bzw. 31, 28 ... verlangen jetzt, da
gleichzeitig innere und &uBere Richtungen zur Be-
stimmung der Unbekannten verwendet werden, noch eine
vergleichende Untersuchung.
Als Gewicht p einer duBeren Richtung oder der
Absolutglieder IA, IB ... haben wir in § 22 fiir den Fall
des Vorwértseinschnittes festgestellt:

a) im Falle der Winkelmessung: pt— 1, 2. ..nf,
wenn der Neustrahl durch 1, 2 ... gemessene
Winkel mit 1, 2 ... nj Feststrahlen verbunden ist,

b) im Falle der Richtungsbeobachtung: pi—pR= —

wenn aufler dem Neustrahl noch nj Feststrahlen dem
beobachteten Richtungsbiischel angehoren.

Die Gewichte”™ der inneren Winkel und Richtungen,
oder der betreffenden Absolutglieder It , 1%. . . bzw. G, \B
und Sa, 2B sind fir den Fall des Rickwartsein-
schnittes je unter sich gleich, also nicht weiter zu be-

Weitbrecht, Aiisgleichungsrechnung. 10
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ricksichtigen. Sollen sie aber mit dueren Richtungen
in Verbindung gebracht werden, so missen wir das Ver-
haltnis der beiderseitigen Gewichte feststellen.

Dies ist bei vorhandener Winkelmessung sehr ein-
fach, da bei gleich genauer Beobachtung jedem Winkel —
gleichviel, ob ,sein Scheitel im Festpunkt: oder im Neu-
punkt liegt — Reiches Gewicht zukommt.

Etwas anders istles bei der Richtungsbeobachtung.
Denken wir uns das innerd Jfichtungsbischel mit dem
Scheitel im endgiltigen F(eu(ndfkt P nach den benitzten
fehlerfreien Festpunkten B ... orientiert, so wird
jede beobachtete, orientierte Richtung um einen gewissen
Fehlerbetrag von ihrem wahrscheinlichen Wert, dem Rich-
tungswinkel [nPA], (nPB\. .. abweichen, der sich wie
bei der Ableitung S. 131 zusammensetzt aus dem Beob-
achtungsfehler ma einer inneren Richtung und aus dem

n
Felder mz= —= des Verdrehungswinkels Z [s. Glei-
ch
chung (59)]. Daher ist der mittlere Fehler einer orien-
tierten inneren Richtung (im Falle der Beibehaltung
dreier Unbekannten dco, dx, dy gleich demjenigen des
Absolutgliedes Z) analog (S. 131):

und da mx fur innere und duRere Richtungen gleich ist,
analog Gleichung (56)

Wendet man das Verfahren der vorgéngigen Elimi-
nierung von dco an, so wird das Absolutglied statt I':

M
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und sein mittlerer Fehler

1/ 21 m* %+ |
Damit wird

(684a)

nf
Uu,-+1

Mit wachsendem nr konvergieren und
n,+ 1 W + i/

gegen 1. Danun « ,4 , wenn im Falle des Ruckwarts-
einschnittes Uberhaupt von Ausgleichung die Rede sein
soll, so setzen amtliche YermessungsanWeisungen der
Einfachheit halber

Pi=Pr=Pa=1.

Die Zahl der uberschissigen Richtungen zum Zwecke
der Fehlerberechnung ergibt sich aus der Betrachtung, daR
im Falle der Richtungsbeobachtung zur Berechnung der drei
Unbekannten d x, dy und %jedenfalls drei Bestimmungs-
stiicke nétig, also (nv-|- nr— 3) Stiicke Uberschiissig sind.

Wir haben also bei vereinigtem Yor- und Rick-
wértseinschneiden:

A) Im Falle der Winkelbeobachtung

Fehlergleichungen Gewicht p
nvGleichungen fir VA—aadx 4 BAdy -|- 1A n
nv Zielungen \B ~ <iBfdx-\- bBdy -)- 1B iR
VOrwaérts
nr Gleichungen fiir — 31, dx -f 33t dy + 1, 1
nr Zielungen = 312dx -j- 332dy -j- 2 1
rickwarts |

1

(Lpaa]+ [3131))dx + {Ppgrr:]aflei%]}g)oinhj+([pa|] + [3UJ)=0,
([pah] -|-[31»1)da+ ([p64] + [33S8])+ (fpbij-|_[Sq)=0-
10*
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Fuhrt man fiur die Koeffizienten von dx und dy in
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich-

nungen ein, imd

setzt z. B.

([paa] -+ @)= [pan] usw.,

so erhalt man

fobb o]

P..=[pbb. 1]

My

[pll- 2]

=+|/"[Pbb -

2)

B) Im Falle der Richtungsbeobachtung und:
1. der Beibehaltung der dritten Unbekannten dm :

w, Glei-
chungen fur
nv Zie-
lungen
vorwarts

VA=

VB=

nrGlei- =
chungen fur
nr Zie-
lungen

rickwarts *

[p,] d<o+[pf a] dx+IP

Fehlergleichungeu

aAdx + bAdy + IA

aBdx + bBdy + IB

Normalgleichungen
,-Udy+[prii=0,

Gewicht p der
Beobachtung
oder des Absolut-
gliedes

%
% +1
%

% +1

wr

«,.+ 1 oder ge-

néhert 1

»,+ 1.

do) + ([p,a«]+[/),aa]) dx+{[pvab]+[pra6]) dy+{[puai\+[praV])=
[p,.6] dm+([pval] +[>,.a0]) dx+i[pvbb] +[/).bb])dy+([pvb/] + [p,-bPJ)=
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Fuhrt man fur die Koeffizienten der Unbekannten in
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich-
nungen ein und setzt:

[P]=tpaay, [P-0] = [P«6]i [p.B] =[pac],
([P,.a«]+ [Proo])= [P&S]L,JSN ([P, ]+ [P-06])= [phq

so hat man dil= [Pc'f-ﬁ
[pccm]’
Pv= [Pccml,
[pll- 8]
[pcc- 2Im(» + «,—3)

Im Falle der Richtungsbeobachtung und:

2. der vorgéngigen Eliminierung der Unbekannten dco :
Gewicht P der

FehlergleichuDgen odi?%gzréig?ut-
gliedes
nvGlei- vx= aAdx bAdy+ IA Sk
chungen fir i+ 1
nvZie- m %
lungen  VB= aBdx-\-bRdy + tB
VOrwWarts WB+1
nr Glei- nr-y
VA= 91, dx + 'S, dy-\-2
chungen fir %.d S.dy-\-2 ( W+t 1/ oder ge-
nf Zie- i= oidal 6+ 2 W nihert 1
lungen rii= Hijdal-|-S8/(rf2/ + 21 ot 1
rickwérts

Normalgleichungen
([P, «"]+ [Py2191])d x -f ([P, “ &+ LV2A0O]j dy+ I[p,,al]+ [p,.218])= 0.
([P, «&] + [P-22B)dX + up, b+ [p,.»»1)dy + (prby+ [p,BSD = 0-
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Fihrt man fur die Koeffizienten der Unbekannten in
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich-
nungen ein, setzt also

([P, “ «1+ [P, StSt]) = [paa\ usw.,

so wird
[p6M ]
ay [pbb -\\ |
Pv= [pbbui],

[pll- 2l
+r [pbbw](»+ —H§*°

Zahlenbeispiel.

Zur Bestimmung der rechtwinkligen Koordinaten des
trigonometrischen Neupunktes 1 wurden auf ihm Richtungen
nach benachbarten Dreieckspunkten und in letzteren solche
nach dem Neupunkte beobachtet. Die Koordinaten der be-
nutzten Dreieckspunkte sind bekannt und als fehlerfrei an-
zunehmen.

Gemessen wurde:

Im Neupunkte 1 nach Killesberg 399° 99' 64"
Feuerbach 122°19'08"

Eychen 189° 23" 41"
Zuffenhausen  232° 97' 25"
In Sanddcker nach  Eychen 355° 00" 62"

Feuerbach 399°97'65"
Neupunkt 1 4°68' 37"

Killesberg 16° 78141"
In Eychen nach Feuerbach 49° 14'48"
Neupunkt 1 399°98' 99"
Killesberg 2°37'63"
In Killesberg nach  Feuerbach 0°03' 93"
Eychen 49° 27' 69"

Neupunkt 1 57° 66'26"
Stammheim 67“53'09"
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In Killesberg nach  Kornwestheim 89° 81' 12"
Cannstatt 172° 27" 10"
Berg 191° 02' 75"
Falget 314° 31'56"
Weil im Dorf 392°84'22"

Gegebene Koordinaten:

X y

+ 4
Berg 30796,55  11731,96
Cannstatt 31781,93  12010,25
Eychen 32682,85 8101,42
Falget 31114,51 8061,89

Feuerbach 31962,93 7858,74
Killesberg 31690,30 8485,65
Kornwestheim 38572,02  10181,79
Sandacker 31940,47 7360,85
Stammheim 36512,78 7999,98
Zuffenhausen  34691,00 9175,86
Weil im Dorf 32949,64 4372,99

_Losung: Fir den Neupunkt 1 seien auf irgendwelche
Weise die Naherungskoordinaten:

Nx = +31909,96, Ny = +8428,22

ermittelt worden.
Mittels der Formel:

—_YB ML Ay
tgnAB B Ax

seien ferner die in Spalte 4 von Formular 1 (Abri) mit
senkrechten Ziifern eingetragenen Richtungswinkel <p der
Verbindungsstrecken zwischen den durch obige Koordinaten
bestimmten Festpunkten berechnet. Damit erfolgt die Orien-
tierung der in den Festpunkten beobachteten und in Spalte 3
des Formulares 1 eingetragenen Richtungsbischel a .

Der hierfur nétige Verdrehungswinkel u=ist in Spalte 5,
die orientierten Richtungen B (worunter auch diejenige des
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Neustrahles) sind in Spalte 6 und die hiernach sich ergebenden
Beobachtungsverbesserungen v fiir die Feststrahlen in Spalte 7
berechnet.

Die orientierten Richtungen R werden jetzt aus Formu-
lar 1 als ,,Richtungen vorwarts“, die im Neupunkte beobach-
teten Richtungen « direkt aus dem Feldbuch als ,,Richtungen
rickwarts* in das Formular 2, Abteilung [, Spalte 3 Uber-
tragen. Gleichzeitig erfolgt der Eintrag der in Formular 1
zur Orientierung der Vorwartsrichtungen benutzten Zahl von
Feststrahlen n, in Spalte 5 und die Berechnung der Rieh-

n,
tungsgewichte p = " +pT (den Richtungen riickwarts mdge

durchweg das Gewicht 1 zugeschrieben werden). Hieraus er-

eben sich die Gewichtsfaktoren p in Spalte 8 des Formulares 2
Abteilung 1).- Durch die Orientierung der Vorwértsrichtungen
Verdrehung des ganzen Bischels der in den Festpunkten be-
obachteten Richtungen um den Winkel 0% in Formular 1 ist
an deren gegenseitiger Lage, also an ihrer Eigenschaft als
Beobachtungswerte, materiell nichts geéndert. Mit ihnen

werden nun die aus den Néaherungskoordinaten fir den Neu-
punkt abgeleiteten Richtungswinkel v= (ff4P), (2VBP)...

(s. Spalte 4 der Abteilung 1 von Formular 2) verglichen,
wobei sich in Spalte 6 die Absolutglieder 1 der Fehler-
gleichungen fur die Vorwaértsrichtungen ergeben.

Auch die Ruckwértsrichtungen @ sollten, und zwar

zunéchst nach denvorlaufigen Richtungswinkeln»' (s. Spalte 4

von Formular 2), vorldufig orientiert werden:

a0 = a] W
wodurch sich dann die Absolutglieder V ergeben wiirden aus:
V= v—bt0= (v—ix)—a.

Die letztere Gleichung zeigt aber, dal zur Bildung dieser
Absolutglieder die Durchfuhrung der vorlaufigen Orientierung
entbehrlich ist: wir finden sie kiirzer als Uberschul der
Einzelwerte (v—a) fur den Verdrehungswinkel uber dessen
Mittelwert .

Gleichzeitig mit der Berechnung der Richtungswinkel <
der Verbindungsstrecken vom vorlaufigen Punkte 1 nach
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den zu seiner endglltigen Bestimmung zu benitzenden Fest-
punkten oder umgekehrt mogen die Strecken selbst

_ Ay _  Ax
T sing” cos
und die Richtungskoeffizienten
sSin® cos®
a= p, B= —s

S

(@ vom Neupunkt zum Festpunkt) logarithmisch oder mittels
eines speziellen Hilfsmittels (Tabelle, Rechenschieber, Dia-
gramm) gewonnen worden sein. Letztere werden in Spalte 7
des Formulares 2 eingetragen.

Zur Erzielung bequemer Rechnung sind mdglichst gleiche
Zahlenwerte fir die Absolutglieder | bzw. V und fir die Rich-
tungskoeffizienten a und 6 (Koeffizienten der Fehlergleichungen)
erwunscht. Dies wird erreicht durch Wahl solcher Mafiein-
heiten, welche der normalen Beobachtungsgenauigkeit und der
mittleren Strahlenl&nge angepaft sind. Im vorliegenden Bei-
spiele wird als Winkeleinheit (fir I, V, % die Dekasekunde,
als Streckeneinheit (fur d x, dy, S) das Dezimeter gewadhlt.

Nun bilden wir in den Spalten 9—11 des Formulares 2, Ab-
teilung 1 durch Multiplikation der Koeffizienten a und 6 und der
Absolutglieder I je mit YpRR die Koeffizienten a]!pR, b PR, li~PR
der Fehlergleichungen fiir die VVorwartsrichtungen, durch Sub-

0, )
traktion der Durchschnittswerte d0= [] und 60= — fir

a und Bvon diesen Richtungskoeffizienten und Multiplikation
mit }p¢, diejenigen flr die Rickwartsrichtungen

(2t= (a—a,)l/pj; B= (6- 60Qtfv; U= I'fp,).
Fur letztere besteht die Probe:
[4=0, M=0, [B]=0.
SchlieBilich erfolgt die Bildung der Summenglieder
sVpp—aYPp+ BYpBR+ lipR

fir die Vorwarts-, bzw. i
=2+ B+ 8
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fur die RUckwaértsrichtungen, wobei die Rechenprobe sich
ergibt:

PR
IR FFB\.

(Durch Benutzung dekadischer Erganzungen wird die Sum-
mlerunghhler wie auch spéter in Abteilung 2 des Formulares 2,
erheblich bequemer.)

Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen
erfolgt in Abteilung 2 des Formulares 2. Zur Ausrechnung
der einzelnen, hernach zu addierenden Quadrate und Pro-
dukte werden Logarithmen-, Quadrat- und Produktentafeln,
Rechenmaschinen, oder — bei ungeféhr gleich- und nicht allzu
groBen Koeffizienten — Rechenschieber benutzt. Die in Ab-
teilung 2 gebildeten Koeffizienten der Normalgleichungen
werden nach Abteilung 3 des Formulares 2 Ubertragen, wo
die Reduktion der Gleichungen unter Beachtung der Rechen-
i)roben entsprechend dem Vordrucke und den frilheren Ab-
eitungen erfolgt. Abteilung 4 ist fiir die Berechnung der
mittleren Fehler der Beobachtungswerte und der Unbekannten
bestimmt.

Eine durchgreifende Rechenprobe erzielt man in Formu-
lar 1 nach Gewinnung der endgultigen Koordinaten des Neu-
punktes durch Aufstellung des ,,Abrisses* auch fir ihn. Die
Richtungswinkel sp von ihm nach den benutzten Festpunkten
oder umgekehrt mdgen nach den in der Einleitung hierfiir
angegebenen Formeln berechnet, und nach Spalte 3 des Ab-
risses sowohl zu den Festpunkten, als zum Neupunkt tber-
tragen sein (vgl. schrage Zziffern). Das auf letzterem be-
obachtete Richtungsbuischel « wird, wie bisher, zum Zwecke

der Orientierung um den Winkel w= —---—-— verdreht,

nr
wobei die orientierten Richtungswerte 3 erscheinen. Dann
mul} dieser endgiltige Verdrehungswinkel @ wvon dem
in Spalte 5 der Abteilung 1 vom Formular 2 benutzten vor-
ldufigen um den Betrag

Z= n“dx+ ~- dy = a0dx + 60dy

abweichen:
r+ £.
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Bildet man schlieflich die Differenzen v= <—~R, und
multipliziert jede Verbesserung v mit dem zugehdrigen \p ,

so muB sein
[pvv] = [pll =] .

I11. Abschnitt.

Bedingte Beobachtungen.

8 25. Erklarung. Aufstellung der Bedingungs-
;leiehungen.

W ir haben bisher vorausgesetzt, daf die Beobachtungs-
grofen an sich voneinander unabhéngig sind, bzw. nur
insoweit Zusammenhdngen, als sie zur Ermittelung anderer
GroRen gemeinsam beitragen.

Nun gibt es aber eine Reihe von Aufgaben, in denen
die mehrfach beobachteten GroBen einer Anzahl (B)
voneinander unabhdngiger, streng zu erfullender mathe-
matischer Bedingungen geniigen mussen, ,bedingte,
direkte Beobachtungen*.

Sind z. B. die drei Winkel «, B,y eines Dreiecks je
mehrfach gemessen, so mussen sie (unbeschadet der Berech-

nung jedes einzelnen von ihnen nach der Formel L
der Bedingung geniigen:

« {R-£y= 2-B—sphér. Exz.

Die (etwa durch Einwdgung ermittelten) Hohenunter-
schiede Ah der Endpunkte der Seiten eines geschlossenen
Polygons missen (abgesehen von der Mittelbildung im Falle
mehrfacher Bestimmung jedes einzelnen Ah) der Bedingung
genligen [Ah] = 0.

Ebenso missen die Seiten s und die Brechungswinkel 3
eines geschlossenen Polygons, gleichgiltig, ob sie je aus mehr-
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facher Beobachtung gemittelt sind oder nicht, den drei Be-
dingungen genligen:
[B1=(2n —4)*R bzw. c®R
[AX] = [secosp= 0
[Ay] = [smsing]= O,
wo (p die aus den Brechungswinkeln B abzuleitenden Rich-

tungswinkel jeder Polygonseite in bezug auf ein beliebiges
Koordinatensystem darstellen.

Die erste, wichtigste und hdufig schwierigste Auf-
gabe der Ausgleichung ist im vorliegenden Falle die
nach Zahl und Form richtige Aufstellung der Be-
dingungsgleichungen.

Bedingungsgleichungen zwischen den Beobachtungs-
werten mehrerer GroRen kénnen auftreteD, wenn zwischen
diesen Grofen ein mathematischer Zusammenhang infolge
ihrer Zugehorigkeit zu einem abgeschlossenen Gebilde
besteht. Ist die Zahl der beobachteten, nur durch jenen ma-
thematischen Zusammenhang miteinander in Verbindung
stehenden, sonst aber voneinander unabhdngigen GroRen
gleich der Zahl der zur individuellen Existenz jenes Ge-
bildes nétigen Bestimmungsstiicke, so ist keine Uber-
bestimmung vorhanden, also tritt auch keine Bedingungs-
gleichung auf. Jede weiter hinzutretende Beobachtungs-
groRe, welche in jenen mathematischen Zusammenhang
eingeschlossen ist, liefert eine weitere Bedingungs-
gleichung.

Die Aufgabe der Ausgleichung bedingter Beobach-
tungen tritt m der geodatischen Praxis am hdufigsten
auf bei der Einschaltung von Nivellements- und
Dreiecksnetzen.

Suchen wir daher als Beispiel die an einigen Dreiecks-
netzen auftretenden Bedingungsgleichungen auf.

_Im Falle ausgefiihrter Winkelbeobachtungen haben wir
dreierlei Gruppen solcher Gleichungen, namlich:
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1. Punktgleichungen. Die Summe der in ununter-
brochener Folge um einen Punkt herumliegenden Winkel soll
4B betragen. Zur gegenseitigen Festlegung von s Strahlen
braucht man

w= (s—1)

unabhéngige Winkel.
Jeder weiter ge-
messene liefert eine
Punktgleichung.

2.Winkelsum-
mengleichungen.
Die Summe der drei
Dreieckswinkel soll
betragen:

2 A -f ExzeR.

Jedes Dreieck, in welchem drei, jedes Viereck, in welchem vier
usw. Winkel gemessen sind, liefert eine Winkelsummen-
gleichung.

3. Seitengleichungen. Reiht sich Dreieck an Dreieck
so an, daB man von einer gegebenen Dreiecksseite ausgehend
die anderen nur in bestimmter Reihenfolge auf bestimmtem
Weg ableiten kann, ,,Dreieckskette” (s. Fig. 11), so kénnen

in 2 Dreiecken 1 Seite und 6 Winkel = 7 Stiicke
"3 . 1 » 9 » = 10 Stiicke
.4 R I - USW.

bekannt sein, mittels welcher die gegenseitige Lage von
4,5, 6 ... Punkten bestimmt ist.

Notwendig zu dieser Bestimmung sind bei p Punkten all-
gemein (2p — 3) voneinander unabh&ngiger Stiicke (worunter
sich etwa befinden kénnen 1 Seite und 2p —4 Winkel), also

bei 4 Punkt, od. 2 Dreieck. 5 unabhdng. Bestimmungsstiicke,
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Also sind unter obiger Voraussetzung
im Falle der aus 2 Dreiecken bestehenden Kette 2 Stiicke

Uberschiissig, welche 2, B, 4 ... Winkelsummengleichungen

(fur jedes Dreieck eine) liefern. Fir Seitengleichungen bleibt
in diesem Falle kein Baum.

Sind diagonale Strahlen beobachtet (s. Fig. 13), oder die

Dreiecke so gruppiert, da® man zur Berechnung der Lénge

irgend einer ihrer Seiten von

einer bekannten Seite ausge-

hend verschiedenerlei Winkel

und Dreiecke wahlen kann,

nLureiecksnetze* (s. Fig. 12
,nu. 14), so gewdhrleistet die

Erfullung der Punkt- und Win-

kelsummengleichungen noch

nicht eine geschlossene Figur.
) Denn keine Methode der Win-
Fig. 12. F kelausgleichung wird uns die
wahren Werte der gemessenen
Winkel €6 verschaffen, auch die ausgeglichenen Werte sind
noch mit Fehlern behaftet. Demgema werden sich fir
irgend eine der Strecken verschie-
dene Léngen ergeben, wenn wir
sie, unter Benutzung der, wenn
auch nach Punkt- und Winkelsum-
mengleichungen verbesserten Win-
kel, je aus anderen Dreiecken
berechnen.

Im ganzen sind (wie oben
angegeben) zur Bestimmung der
cz]egenseitigen Lage von p Punkten
p — 3 unabhéngige Stiicke nétig.
Sind eine Dreiecksseite und [%)

Winkel bekannt, so ist demnach die Zahl der (berschiissigen
Beobachtungen :

(69) [?7:=>]-2p + 4.
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Dies istgleichzeitig dieZahl der aufzustellenden Bedingungs-
gleichungen.

In Fig. 13 der gegenseitigen Festlegung,von vier Punkten
sind 2p —3 = 5 unabhéngige Bestimmungsstiicke nétig. Sind
acht Winkel gemessen und eine Seite bekannt, so sind also
9 —5= 4 Stucke Ubrig: wir mussen B — 4 unabhanglge Be-
dingungsgleichungen aufstellen. Durch die drei unabhangigen
W inkelsummengleichungen

@ A -f- B-f-<sa= 2R
(b) «l + a3= ab-f «7
(c) a4 -fab= tXt+ a8

sind alle in der Figur mdglichen Winkelsummengleichungen
mit ausgedrickt. Als vierte Bedingung brauchen wir noch eine

B c E

Fig. 14. tj

Seitengleichung, welche den linearen Schluf der Figur
gewéhrleistet. Wir erhalten sie, wenn wir, von irgend einer
ITmfangsseite a (gleichgultig, ob ihre L&nge bekannt ist oder
nicht) ausgehend, die Umfangsseiten des Vierecks der Reihe
nach eine aus der anderen ableiten, bis wir wieder zu a ge-
langen. Dann hebt sich a weg und wir erhalten:

sma3sina2sma7sinaB
@ sinfVBsina6smat sinaj
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In Fig. 12 haben wir neben einer Punkt- und sechs Winkel-
summengleichungen die auf gleiche Weise erhaltene Seiten-
gleichung:

sina, sina2sin«3sinadsinabsinab

sinj», sinsiny, siny4siny6sin/,,
USW.

Da wir eine Seitengleichung im Falle der Dreieckskette
nicht notig hatten, dagegen eine solche (und eine weitere
Winkelsummengleichung) bekommen, sobald wir in die Kette
noch irgend einen zweiseitig beobachteten diagonalen Strahl
einschalten (Fig. 13) oder die erstere durch Ruckkehr auf
die Ausgangsbasis zum Netz ausgestalten (Fig. 12), so
erkennen wir: Ist nur eine Dreiecksseite bekannt, so ist
die Zahl der Seitengleichungen gleich der Zahl der
Dreiecksseiten, welche gestrichen werden mussen, um aus dem
Dreiecksnetz eine Kette zu machen, die Zahl der Winkel-
summengleichungen ist im Falle bloR zweiseitig beobach-
teter Strahlen  gleich der Zahl von Dreiecken der durch
Strahlenausschaltung erzielten Kette -j- der Zahl der gestriche-
nen Seiten. (Ist ein Punkt im Netz durch reinen Vorwaérts-
oder Ruckwartseinschnitt festgelegt, so liefert seine Existenz
und diejenige  seiner Bestimmungsstrahlen keine Winkel-
summengleichung, beide bleiben fiir die Feststellung der Zahl
der Bedingungsgleichungen auer Betracht.) Fir jeden bloR
einseitig beobachteten Strahl kommt aus der nach Vorigem
festgestellten Zahl von Winkelsummengleichungen eine in
Fortfall. Die Ubrigen Bedingungsgleichungen bis zur Gesamt-
zahl von B = [WL—2p -j- 4 sind Punktgleichungen.

In Fig. 14 sind in 10 Dreiecken 30 Winkel gemessen,
1 Seite muR mindestens bekannt sein, gibt zusammen 31 be-
kannte Sticke.  Notig sindfiir die gegenseitige Festlegung
der 10 Punkte: 2p —3 = 17 unabhéngige Stiicke.Also ha
wir im ganzen 31 —17= 14 Bedingungsgleichungen, und
zwar 2 Punktgleichungen (bei D und F), 10 Winkelsummen-
gleichungen und 2 Seitengleichungen. (Zum Zwecke der Zu-
rickfiihrung auf die Kette seien z. B. die Seiten AK und K J
gestrichen).

Man kann die Zahl der Bedingungsgleichungen statt in
der Zahl der gemessenen Winkel auch in der Zahl der
beobachteten Strahlen ausdriicken. Sind in einem Punkte w
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unabhéngige Winkel gemessen, so ersetzen sie w-)- 1 Rich-
tungen.  Folglich ersetzen [WA in p Punkten gemessene
unabhdngige Winkel [w] -j-p Richtungen. Setzen wir
jeden Strahl als zweiseitig beobachtet voraus, so haben
wir also mit [o} in p Punkten gemessenen unabhangigen

Winkeln: s = \ A_I—p je zweiseitig beobachtete Strahlen.

Daraus erkennen wir: Sind s je zweiseitig beobachtete
Strahlen im Dreiecksnetz vorhanden, so ist — eine
einzige Dreiecksseite als bekannt vorausgesetzt —
die Zahl der Bedingungsgleichungen im ganzen

(70) BR=[wW—2p+ 4= 25s—3>+ 4 m
Daraus ergibt sich folgende
Zusammenstellung der obigen Untersuchungen.

§¥82% 555 5% 185,253
Zz3L52 Nope N2 L2885 ESo Zahl der
~23zE .= Lol Eo (& R
5 o> S< 3>Ca ol == o Z [T H
ggmﬁg SZcg BEG wo SgE2 W inkelsummen-
- SS9 —_ — = o= [} .
535’1'5 %ggo %%3 §_g%§_§8 gleichungen
Ny S Ny BURRY
< * 12} ]
3 I 3 s—3=0 © + F=
4 2 5 s—5 (s-5)+ 2=5—3
5 3 7 s—7 (s—7+ 3=5—4

P p—% 23 s—(2p—73) {s— {2p—3)}+p—2
::8_p +\

Sind von den s Strahlen s' nur einseitig beobachtet, so
tritt an Stelle von s in obiger Gleichung die Differenz s —s¢',
also Zahl der Winkelsummengleichungen
(71) (s—s)—p+ 1.

Treten Richtungs- an Stelle der bisher vorausgesetzten
Winkelbeobachtungen, so fallen die Punktgleichungen weg.
Die Zahl der zur Festlegung unserer p Dreieckspunkte
je zweiseitig beobachteten Strahlen sei wieder s,
W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 11
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d. Gesamtzahl d. Bedingungsgleichungen also /?=2s—3p+ 4,
die Zahl der Winkelsummengleichungen ist s—p -1,
folglich die Zahl der Seitengleichungen s—2p+ 3.
Sind unter den s Strahlen s' nur einseitig beobachtete (etwaige

reine Vor- oder Rickwértseinschnitte bleiben fur die Z&hlung
der Punkte und der Richtungen aufer Betracht), so wird

die Zahl der Winkelsummengleichungen = (s—s') —p -f-1

die Zahl der Seitengleichungen s—2p+ 3

d. Gesamtz. d. Bedingungsgleichungen R = 2s—s'—3p+4.
Sind mehr als 2 Festpunkte durch ihre Koordinaten

gegeben, so liefert der AnschluBzwang weitereBedingungen.
So sind in Fig. 15 in 6 Dreiecken 18 Winkel gemessen

und Uberdies durch die 4 Festpunkte A, B, Q und Il
5 unabhéngige Stiicke unabénderlich bekannt. Nétig sind
fur die Bestimmung der gegenseitigen Lage der 8 Punkte
13 unabhéngige Stiicke, also brauchen wir fir die Aus-
gleichung 18 + 5 — 13 = 10 Bedingungsgleichungen.
Hierunter sind 6 Winkelsummen- und 4 weitere Glei-
chungen, welche die Festhaltung der als fehlerfrei vor-
ausgesetzten Bestimmungselemente fur die gegenseitige
Lage der 4 Festpunkte verblrgen. Yon den letzteren sichern
zwei das fehlerfrei gegebene Verhdltnis der Streckenlédngen
AB und GH, AG und BH, zwei deren gegebene Divergenz.
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8 26. Ausgleichung bedingter, direkter, durch Zuruck-
fuhrung auf vermitteInde Beobachtungen.

Das Verfahren mdge an einem Beispiele gezeigt
werden:

Die Beobachtung der drei Winkel eines Dreieckes habe
die gleich genauen Werte ergeben:
Z an Stelle von «

L 0 1R
Kn i i y*
Die Bedingungsgleichung
(72a) «+ B+ y= 2S + Exz.

wird durch die Beobachtungswerte | nicht scharf erflllt sein.
Vielmehr wird ein Widerspruch w_sich einstellen, ber dessen
Vorzeichen wir dem allgemeinen Gebrauche folgend verfuigen

wollen:
w= Ist—3oll.

Wir erhalten dann:
(72b) k+ B+ h—(2R+ E) = ».

Wir mussen nun jedem der Beobachtungswerte | fir die
Unbekannten a , B und K eine Verbesserung v zuschlagen, so
da die Bedingungsgleichung (72a) durch die verbesserten Be-
obachtungswerte erfillt ist:

(72c) ft+ 1)+ ft+ v+ ft+ )= 2R + E

und wobei sich aus (72c) und (72b) ergibt:

(72d) >+ s+ «s+ w= 0.

Dabei miissen diese Verbesserungszuschlage v noch der all-
gemeinen Ausgleichungsbedingung entsprechen:

fur gleich genaue Beobachtung:  [w] = Min.
fur verschieden ,, " [pvv] = Min.

Die bisherigen Untersuchungen haben uns mm noch
nicht gelehrt, auf welche Weise wir auler der letzteren
und Hauptbedingung noch die Nebenbedingung (72a)
bzw. (72d) berucksichtigen kénnen. Am liebsten werden
wir daher diese wegschaffen, indem wir mit ihrer

11*
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Hilfe eine der Unbekannten (etwa y = + v3) in den
beiden anderen ausdriicken.

Wir erhalten dann (unter Weglassung des sphérischen
Exzesses)

«= -«
R=h+ V2
y= 13-j-v3= 2R —(a-)-R) = 2R — - 12+ vt) e

Fuhren wir, wie bisher, fir die Unbekannten « und 1 Né&he-
rungswerte ein und bestimmen die ihnen noch zuzufiigenden
Zuschlage x und y als neue Unbekannte, erkléren wir endlich
die Beobachtungswerte /, und Paoselbst als solche Naherungs-
werte, womit

a=Il-(-*
. B=h+y

y=2B—(a+ ),
so erhalten wir die Fehlergleichungen
» =« — = X
v2=R—Is =

—y—Is=2R —(i-j- -f-h+ W—h
—2R — i+ 2-(“1g)— X—y—w

deren Absolutglieder 0, 0, —w durch Abzug der festen
und als solche fehlerfreien Ndaherungswerte an Stelle von

, Is getreten sind und mit ihnen gleiches Gewicht haben.
Aus den Koeffizienten und Absolutgliedern dieser Fehler-
gleichungen erhalten wir wie bisher diejenigen der Normal-
gleichungen:

Koeffizient Koeffizienten der Normal-

der Fehler-  Probe . Probe
. gleichungen
gleichungen
a b 1 s aa ab al bb bl n ss
1. +1 0 0 +1 +1 0 0 0 0 0 +1
2. 041 O +1 0 0 0 4+1 O 0 +1

3. —1—1—NV—W—241 +1 \-Wy1 4-W-\-ic2 (m2-j-4e+ 4)
0 © o—nv —w 42,5 -\-W+2 + W-f-tu2 toa-j-4to-|-6
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womit letztere lauten:
2xfy --w=0
Xx-\-2y \-w—0
oder in abgekirzter Form samt den Koeffizientenproben:
2 (-1 \w  3-\-w
e +2 -\-w 3-fw
. w2 w2-]~2w
w2+ 4w-(-6 (in Ubereinstimmung mit
der direkten Rechnung).
Die friiher gezeigte, gewdhnliche Reduktion liefert
—Ww
y= J T
womit A, w
B

wie vorauszusehen war.
Das Gewicht des ausgeglichenen Winkels B ist!

Pu= Pg= 2
der mittlere Fehler des Beobachtungswertes eines Winkels

T T

+1 -
woraus wir erhalten: den mittleren Fehler des ausgeglichenen
b bl m w

"= ff=7?2=xT "'
y 2
Ist die Zahl der Unbekannten wie bisher =/, die Zahl
der zwischen ihnen bestehenden, streng zu erfullenden Be-
dingungsgleichungen = R (wobei natirlich /?<>«), so
konnen wir mittels der letzteren, wie vorstehend fir
eine Bedingungsgleichung gezeigt, immer B der Un-
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bekannten in den Ubrigen ausdriicken und damit diese
B Unbekannte samt den Bedingungsgleichungen weg-
schaffen. Die allgemeine Ausgleichungsbedingung
[»»] = Min, oder [pvv\ = Min. liefert dann die Normal-
gleichungen zur Bestimmung der x — R Ubrigen Un-
bekannten, ihrer Gewichte und mittleren Fehler fir das
Verfahren nach vermittelnden Beobachtungen.

8 27. Ausgleichung bedingter, direkter, gleich genauer
Beobachtungen mittels Korrelaten.

Die Wegschaffung der B Bedingungsgleichungen durch
Eliminierung einer gleich grofen Zahl von den x Un-
bekannten ist theoretisch zwar immer mdglich, fuhrt
aber hdufig zu schwerfalligen Koeffizienten der Fehler-
gleichungen. Bequemer ist es in vielen Féallen, s&mt-
lichr'« Unbekannte beizubehalten, sie aber in R neuen
Unbekannten £ auStuulriicken, tuber die wir hernach ver-
fligen. Durch sie, flisQ,Korrelaten“, vermehren wir aller-
dings die Zahl der Unbekh”fiten auf (« + R), wéhrend
wir sie nach dem y~fcfahren des § 26 auf (« — RB)
herabdriickten. Gelingt es uns aber, die Beziehungen
zwischen den R neuen und den y. eigentlichen Un-
bekannten einfach genug zu gestalten, so wird eine
Kechenvereinfacliung gegeniiber dem Verfahren des § 26
eintreten koénnen, sobald /?si « —B, d. h. 7‘.
Um jene Beziehungen zwischen den « urspringlichenund
den 3 neuen Unbekannten (Korrelaten) einfach zu gestalten,
sorgen wir zunéchst dafir, dal die B durch die Werte der
Unbekannten streng zu erflllenden Bedingungsglei-
chungen lineare Form annehmen. Zu diesem Zwecke
flihren wir die Beobachtungs- als Ndherungswerte fir die
Unbekannten X ... ein, und betrachten die ihnen zu-
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zufugenden Verbesserungen v als eigentliche Unbekannte
X,y...,s04a& X=I11+vi=li+x, Y=12+v2= 12+ y usw.
Mit diesem Kunstgriffe erzielen wir nebenbei noch eine
erhebliche Bechenvereinfachung.

Die urspringlichen, durch die gesuchten endgiiltigen
Werte X, Y .. . der BeobachtungsgréfRen zu erfillenden
R Bedingungsgleichungen:

[ Y...)—0
(73a) | 3i-(z, F...) =0

-<—* Unbekannte—>-
sind voraussiclitlich durch die Beobachtungswerte Zj, 2...
nicht scharf erfillt. Letztere liefern vielmehr die Glei-

chungen: JFI(IL, 12 ee¢) = w1l
(73b) A (™4 ) = ©»

wobei die Werte w die Einflisse der Beobachtungsfehler
auf die Bedingungsgleichungen darstellen.

Die zur Wegschaffung der Widerspriiche w den Be-
obachtungswerten | zuzufiigenden Verbesserungen» sind
gegeniiber den Beobachtungswerten selbst jedenfalls so
klein, dal wir héhere Potenzen von ihnen vernachléssigen
durfen. Dann liefert die Taylorsehe Reihe an Stelle
der Bedingungsgleichungen (a) die Gleichungen

FAX, Y..)==Fx& +v,, 2+ v2..)
BF, BF,
(39 eox, v...) = F20t \vx,12+v2..)

=2, ) -f» Pof 2 BFS
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Durch Subtraktion (c) — (b) erhalten wir

dFl . OF; . —
vi 6l + vidL+- ®)-j« = 0
dF. OF, .
w wi= 0

und mittels der schon frither benutzten Substitutionen

dF, OF, OF1
~N ~ a* Ji, - a*m {IK
@5d) OF\

“bo &g tDo2er o

die reduzierten Bedingungsgleichungen:
a2v2H -j-wx= 0 oder |av] = —mi,
»V i+ M H bwi—0 , \bv]——w2

-<—* Unbekannte v—>-

Da x > B, reichen diese reduzierten Bedingungs-
gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der unbekannten
Zuschldge v nicht aus. Letztere missen noch der all-
gemeinen Ausgleichungsbedingung geniigen: \vv\ = Min.

Fir den jetzt vorliegenden Fall, in welchem die x ge-
suchten Verbesserungsgrofien v auBer der gewdhnlichen Mi-
nimumsbedingung noch R Nebenbedingungen genligen miissen,
haben wir bekanntlich allgemein folgenden Weg der Ldsung:
Soll irgend eine Funktion X, Y, Z..) zum Minimum
werden, wéhrend die Verénderlichen X , Y. Z ... noch R
Bedingungen von der Form

(e, 1, zoo)y=0
Ft{X, Y, Z.. )—0
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streng erfiillen missen, so bilden wir an Stelle der Funktion 9
eine andere, welche die erste samt den B Bedingungsgleichungen
enthalt. Werte fiir X, Y. Z . welche dieser neuen Funktion
genigen, eréullen auch die Bedingungen F. Eine solche Funk-
tion ist z. B.

VICX, I, 2...) = <PX y,z...)+elFI(X,y,z..)
+ @7s(A, Y, Z. . .) - = Min.
wobei , Qi... Koeffizienten sind, Uber die wir nach Bedarf
verfligen.

Wegen der Minimumsbedingung setzen wir
6<H _n dPi —n 6<A n
ex I ey ez

und erhalten damit ebenso viele Gleichungen, als Unbekannte
vorhanden sind; némlich x. Wir besitzen also jetzt ein-
schlieRlich der R Nebenbedingungen (x -f- [3) Glelchungen fur
die x 8 Unbekannten X. F, Z .

Multiplizieren wir im vorllegenden Falle die B Be-
dingungsgleichungen (73 d) der Reihe nach mit
e, = —2*

Q .k

so erhalten wir
| —2alklvl —2a2klv2— e e —2 kiwl
(73 €)| —2blk2vl— 2b2k2v, — s — 2 k2w,

1
o o

Zu ihrer  Summe addieren wir die zum Minimum zu
machende Funktion

>)= = + —
und ordnen nach v, womit wir erhalten:
WNV2..vX) = vl—2 + \k 2+ cRig— ------ )

-j- V\ — 2 v2 (a2kl b2k2  c2k3 D]
— 2 (¢jwx -f- kK2w2 + eee) = Min.
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Partielle Ableitung von <t nach den x Unbekannten
vi,v2... liefert die ,,x Korrelatengleichungen*:

dm.
avl = 2vl  2(a, f-\ k2+ cxk3 -f-eee)= 0

(75)
6R _0@—2(@ )mke+ Qk3+ se9)= 0

oder vereinfacht:
(vl= avkx+ bxk2 -f- kg -f-eee ~
(75) < = nr -f - Cig -)- oo

-B Korrelaten £-

Damit haben wir die x unbekannten Zuschl&ge v in
den R zundchst ebenfalls noch unbekannten Korrelaten k
ausgedrickt. Um letztere selbst zu finden, setzen wir
die Verbesserungen v aus (75) in die B reduzierten Be-
dingungsgleichungen (73d) ein.

Durch Zusammenziehen erhalten wir dann B8 Nor-
malgleichungen zur Berechnung der § Korrelaten k:

[aa]l /g -j- [ahVI2 -)- [ac] kg -f- e e« f- = A
[abl kx -f [65] k2 -f [5c]k3-)-... -)-w2= 0 3

-< B Unbekannte k----------------- >-

Zur Ermittelung der Korrelaten k werden wir jetzt
dasselbe Reduktionsverfahren und dieselben Rechenproben
verwenden, wie bei der Ausgleichung vermittelnder Be-
obachtungen.  Zur Erlangung der Unbekannten v, bzw.
X, Y ... setzen wir schlieflich die berechneten Werte
der Korrelaten in die Korrelatengleichungen (75) ein.
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Hieraus ergibt sich allgemein folgender Weg der
Ausgleichung bedingter, direkter, gleich ge-
nauer Beobachtungen mittels Korrelaten:

1. Aufstellung der R Bedingungsgleichungen zwischen
den y. Beobachtungsgréflen X , Y ... in der Form

(73a) Ft(X, r...) = 0.

2. Berechnung der Werte w, welche die rechte Seite dieser
Bedingungsgleichungen annimmt bei Einsetzung der
beobachteten Werte | an Stelle der gesuchten X , Y ...

(73b) F, (L, 12...) = w,.

3. Berechnung der x Koeffizienten a, b ... aus jeder der
R Bedingungsgleichungen F

8 F\ 6Fj . _8F BF,
6o="— . "
61, ’ di3 o x
(25d) , Sf2 , BF, h 8':* 8F2
1_61, " 2~ BlI,” 3 81 "' diH

und Anschrieb der /JreduziertenBedingungsgleichungen
[av]l= al), + «@v2+ 'ee——wi

(>Vvjs btvx+ b2v2 + eee= — w2
[>vi

4. Berechnung der Koeffizienten [aa\, [ab\ ...\hb\.. .
und  Anschrieb derBNormalgleichungen far die

R Korreja - cee- =
(76) Jajemi k, -f [a5] k2 + fwx= 0.
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5. Reduktion der Normalgleichungen und Ausmittelung
der rechts zuletzt stehenden Korrelaten k. Um-
setzung der Koeffizienten und Berechnung der nun
zuletzt stehenden Korrelaten usw.

6. Einsetzung der gefundenen Korrelaten in die Korre-
latengleichung (75). Addition der nach Gleichung (75)
gefundenen Verbesserungszuschlége

= a _j_ 6l _|____
zu lt, 12 , wodurch
+ vi—X
h+v,=Y

7. Bildung von [wv] aus den Korrelatengleichungen (75).

8. Berechnung des mittleren Fehlers m einer Beobach-
tung. Durch die B Bedingungsgleichungen sinkt die
Zahl der unabhéngigen Unbekannten auf (x —R).
Die Zahl der Beobachtungen ist = x, folglich haben wir
X — [x — B] = B Uberschussige Beobachtungen und
und als mittleren Fehler einer Beobachtung:

/[vv]

7 m= +\
B

Die Bildung der Fehlerquadratsumme [w] direkt aus
den Verbesserungen v ist zwar deshalb nicht allzu um
stiindlich, weil die letzteren (als Unbekannte) doch be-
rechnet werden missen. Gleichwohl ist es schon der
Probe wegen wiinschenswert, wie bei den vermittelnden
Beobachtungen [wv] auf anderem Wege zu gewinnen.
Quadrieren wir jede der Korrelatengleichungen und
addieren, so erhalten wir
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[vvi= [aal k, k. 4- [a6] k. k,,4- \acl k, k. -

+ [off] k, k2+ [6f]k2k2+ [6c] k2k, +
+ [ac]fo &8+ [6d] k2ks+ [c ]] k3K3 -

woraus durch Vergleichung mit den Normalgleichun-
gen (76):
(78) [w] = —klwl—k2w2 —kaw3 —eee= —\kw\ .

Das in § 26 durch Zuriickfuhrung auf vermittelnde
Beobachtungen geldste Beispiel gestaltet sich jetzt wie
folgt:

1. Einzige Bedingungsgleichung:
F(«, B, N=«+R+Y-2£=0.
2. Einsetzung der Beobachtungswerte liefert:

F (li, 12, h) eeelt-]-12 -(-1, — 2R = w .

eit 'l e, =1 et~ - gt
so dal die reduzierte Bedingungsgleichung lautet:
Vit v¥+ va= ~we
4. Hieraus kommt [aa] = 3 und die Normalgleichung
3A-fw=20,
woraus

Nun liefert die Korrelatengleichung (75) die Un-
bekannten :

10
T
_ io und w
- ElSA,_ —¥ damit = *+ «2= 12 - ¥
Y
3
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§ 28. Ausgleichung bedingter, ungleich genauer
Beobachtungen mittels Korrelaten.

Der Bau und Inhalt der von den Unbekannten streng
zu erfiillenden Bedingungsgleichungen (73a) und der
reduzierten Bedingungsgleichungen (73d) wird durch
den Genauigkeitsgrad der Beobachtungen | bzw. der Zu-
schldge v nicht beeinfluf3t.

Deren ungleiche Genauigkeit &ndert, nur die Minimums-
bedingung in gv= \j>vv\ = Min,, so dal die Gleichung
(74) jetzt lautet:

<Pi(v,v,..) = plvi— 2vi(ay + bti2H )
(742) € PIV — 2 Vi (BRAL 477272 1" **H)
— 2 (twx+ k2w2 -f- ee¢) = Min.
Damit wird

woraus die Korrelatengleichungen:

Al &i+ ¢h& + e al
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Wir erkennen, dafl durch Einfihrung von Beobach-

tungsgewichten 2\, p2... lediglich die Koeffizienten
a, b... der KorrelatengleichuDgen in

o, bj d, b2

Pi ' Pi Pi ' Pi
Ubergehen.

Setzen wir die Ausdriicke fiir v wieder in die un-
verdnderten reduzierten Bedingungsgleichungen (73 d)
ein und ziehen wieder zusammen, so erhalten wir wieder
B Normalgleichungen zur Berechnung der 8 Korrelaten k :

ko + wx= 0

(76 a)

Die ganze Auflésung ist also gleich der des § 27,
nur ist die rechte Seite der Korrelatengleichungen mit
dem Gewicht derjenigen Beobachtung durchzudividieren,
welcher die linksseitige Verbesserung v angehért.

Noch einfacher ist es, schon die reduzierten Be-
dingungsgleichungen (73d) umzuformen, so daR sie lauten:

~ Vv jp , -\ —f-wi=0 t
VP KP, |
AN=Vifa + p=YiYp24--—--- fw?2= 0 1,
VPl R 'YP '
-< x Unbekannte »— |
Durch Substituierung von
aL - - -
a. = =M eiPi ww

a ik’
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gehen sie ber in:
ai b2 j------- (-ioi = 0
*hhi+ 6282 -f-——-(-w2—0 .
Jetzt hat man mit den Koeffizienten a, >, c... ge-
nau das Verfahren des § 27 anzuwenden und nur am

SchluR bei Berechnung der gesuchten Zuschlédge v zu
beachten, daR:

a,fo+ Ma+ + em= 0= 1,jlp, ,
folglich

Zur Fehlerberechnung braucht man [pvv] = [0 0],
woraus der mittlere Beobachtungsfehler:
der Gewichtseinheit

einer Beobachtung vom Gewicht p

Zahlenbeispiel.

Mittels geometrischer Einwagung wurden folgende Hohen-
unterschiede zwischen funf Punkten A, B, C, D, E be-
stimmt:
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Lo p Zahl

Strecke von nach Ah ‘OSUIT_g ter der Niv.

NI nivellierten Wieder-

Strecke h

olungen
1 D E + 10,194 m 3,5 km 1
2 E B + 10,659 ,, 26 1
3 D B + 20,871 ,, 1,7 . 1
4 D c + 40,791 1,0 ., 1
5 B c + 19,930 ,, 23 ., 1
6 A E + 38,460 ,, 4,2 2
7 A D + 28,248 1,9 2
8 A c + 69,076 ., 38 2

Die Hohe des Festpunktes A ist zu 201,754 m gegeben.
Welches sind die H6hen der Ubrigen Punkte?

~ Loésung. Die eingewogenen Strecken bilden zusammen
vier geschlossene Figuren:

EDB, CDA, ADE, BDC.

Bezeichnen wir die ausgeglichenen, zundchst noch unbekannten
Werte fur die eingewogenen Hohenunterschiede der Strecken
mit X , wobei jeder dieser Unbekannten die in der Aufgabe
gewdhlte Streckennummer als Index zukommt, so erhalten
wir hieraus vier Bedingungsgleichungen, némlich:

F(X..)= Xt+ X2-X3=0,
F.(X..)= Xi—Xa\X,—0,
FYX..)= X ,-Xt+ X,=0,
Ft(X..)=+X3—X,+ X6=0.

Durch partielle Ableitung der Bedingungsgleichungen nach
den Unbekannten erhalten wir fur den Fall gleichwertiger
Beobachtungen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen:

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 12
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£+ ‘o dFx 6Ft
ex\ 01+ " (Swg- ol -t ex, &
X, _n gi+_ N BFt
exd i* A T BT 0 exe H
6Ft
BX ~a~ ;  exi R
6Fz 6Fa _ ,, _
£EX:= 6'=0; EX, =" =0 ex,_ga_
£E2 . sF2_ ’ 6F, _ .
oxX4: + 1’ 2 6 ex.
£R eF2
7 b1 ex, -
£EX3
OX, 1+ £X2~2~ U’ ex, — B={
6F3
6F* - - an .
£x, o 6~ G ex = B=
6F,, . ef3
cX- i ey, B H
&Y _ _
+ d 0 oX1~ d~®"  ex3- BT P
-« 6F
—_ -1 4 __da—
- S'—,>:+I| ex. da—r
cFt
ex. -
Die Einsetzung der beobachteten an Stelle der aus-
geglichenen (zunéchst unbekannten) Werte von X... liefert

die Widerspruche:

Fx= 10,194 + 10,659 —20,871=w1——18mm= —18cm,
F, ee 40,791 — 69,076 + 28,248 = w2= —37 mm= —3,7 cm,
Fa= 10,194 —38,460 + 28,248 = w,= —18mm= -1,8 cm,
Xdee 20,871 — 40,791 +19,930 = wt = +10 mm= +1,0 cm.
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Setzen wir als Gewichtseinheit eine einfach eingewogene
Strecke von 1 km Lange fest und beachten, daf (gleiche
Zielweiten vorausgesetzt) der mittlere Fehler eeiner geometri-
schen Einwégung wadchst proportional zur Wurzel aus der
Lé&nge, ihr Gewicht also umgekehrt proportional zur Lénge,
so erhalten die beobachteten Hohenunterschiede die Gewichte:

Px= 35 1 Ih =’ P =17’ Pi= Tf)'

s 1 2 1 2
P5= 23 * P 42’ PI 19’ Pe. 28'

b Damit gehen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen
tber in:

«l=7== I a.=---=*2.6; a= =-|L7;
\PI Ipt \Ps |
~ NN B N
fit= b2= 63= 0; =-==1: 6b="6e=0;
yPt
c 1 . ba |/2,8
7 Yk w2 8 YyPa I 2
Cj o _ 1@,5; (e c3 c4 [
\fpi
C. 1742 c. 1719
7g’= I’~a~| C Vai @—0-
\Pe 2 P, 2
>i= b2=0; = — =117, b= A = _1
Lpa ypi

b5= —Az= y2,3; bb6= b= b8= 0.

Wir haben damit die Koeffizienten der reduzierten Be-
dingungsgleichungen gefunden, welche uns diejenigen der
Normlalglelchungen ziu Berechnung der vier Korrelaten ver-
mitteln

12*
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a ‘ c gajafi ac. » 66 6c6b cCcobo
+ + + 4+ + +
1.+187 0 +187 0 35035 0 0 0 35 05
2. +161 0 0 0 260900 o 04 0
3 -1,30 0 0 +1,3012,700 170 0 0 0 0 17
4 0 s 0 -1000 0001 0 10 010
s. 0 0 0 +1524 00 0 0 00 023

0 0 445 0 0 0000 0 021 00

0 +097+0,97 4 0 00 0 0950950 09500

0 -1,18 0 0 0 090140 0 90
78 ( 3,51,73,350,951,0 655 0 50

® N o
o o o

Aus den Normalgleichungen
TKfr.+Ofr, +3,56f8 —17f—18= 0,
Ofr, +3735f2+ 095f3- 10f*- 37= 0,
35fr,+ 09512+ 6553+ Ofrd 18=10,
—17f,- 10f2 + 03 + 50f*+ 10=0
ergeben sich auf bekannte Weise die vier Korrelaten fr, ... f*

und ans ihnen mittels der Korrelatengleichungen die ein-
gewichtigen Verbesserungen b, welche durch Division mit

Yp in die gesuchten, den Beobachtungswerten zuzuschlagenden
Verbesserungen v Ubergehen.



Zu § 24. AbrIB- Formular 1.

% ] Unterschiede
Endgiiltige < -
Beobachtete cr?tunggs- Orien ti_e:; ngs Orientierte Verrll:;esse
i . : i i v in Dekasekund
Zielpunkte ﬁ Richtungen winkel winkel Richtungen »= <»9[3 ( ekasekunden)
a BR=a o
B A co-
«H n +
© o {\m o qifnm 0 | /|# o jljll Kk r Yp | pvv
l. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8
A. Festpunkte.
Standpunkt Sandacker.
Eychen........... 1 355 00 62 52 14 01 97 13 39 52 15 15 114
Feuerbach . .. 1 399 97 65 97 13 0! 97 15 36 97 12 18 83
[Neupunkt 1 .. 1 4 68 37 101 83 101 82 90 31 0,9 7,80
Killesberg . . . 1 16 78 41 113 93 25 97 14 8 113 92 94 3
45 05 03 48 13 59 03 17 114 114
4m= 58 12 + 31 145 114
03 17 o= 97 14 53 03 48 31
Standpunkt Eychen.
Feuerbach . .. ! 49 14 48 222 12 56 172 98 08 222 12 58 2
;Neupunkt 1. . 1 399 98 99 172 96 91 172 97 09 18 0,8 2,08
Killesberg . . . 2 2 37 63 15 3H 75 172 98 12 175 35 73 2
» 51 10 45 22 o= 172 98 10 45 40 2 2
3w 9% 30 8 2 20
45 40 45 22 18
Standpunkt Killesberg.
Feuerbach ... | 0 03 93 326 1l 47 36 07 54 326 Il 53 6
9 49 97 69 375 3H 75 326 08 06 375 35 99 46
Neupunkt 1 .~ 2 57 66 26 383 73 70 383 73 86 16 0.9 2,08
Stammheim . . 67 53 09 393 61 02 326 07 93 393 60 69 33
Kornwestheim. | 89 31 12 15 38 41 326 07 29 15 38 72 31
Cannstatt .+« 1 172 27 10 98 34 53 326 07 43 98 34 70 17
1 199 09 75 117 10 39 326 07 57 117 10 35 3
1 314 31 5 240 39 08 326 07 52 240 39 16 8
Weil im Dorf. 1 392 84 22 318 91 68 326 07 46 318 91 82 14
271 172 9% 96 4 80 % 12 719 79
9= 68 40 — — 16 " %
% 12 o= 326 07 60 95 96 16
B. Neupunkte.
Standpunkt: Neupunkt 1
Killesberg . .. 2 399 99 64 183 73 70 183 74 06 183 73 52 18 1 3,24
Feuerbach . . 1 122 19 08 305 9 76 183 73 68 305 92 9% 20 1 4,00
Eychen............ 2 189 23 41 372 9% 91 183 73 50 372 97 29 38 1 14,44
Zuffenhausen . 1 232 97 25 16 71 54 183 74 29 6 71 13 4 1 16,81
39 38 A 9 15 53 34 9% 5 58 [p v»] = 50,45
40= 95 52 (soll =480
= 183 73 88 = Lphl- 2D
34 9% o= 3 Abrnnd rngsfehler
183% 73 02" = ., jausi, (s FOrM.2) 24

solf {s. bt "8 von L Abrundungs-
Form.2) = -f-89" j fehl- = 3'

Bemerkung: Die senkrechten Ziffern beziehen sich auf beobachtete oder gegebene, die schriagen auf
neu gewonnene GroRen.

W eitb recht, Ausgleichungsrechnung.
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P. Neupunkt 1.

Form

ular 2.

Néaherungskoord.: A&d:=+31909,96 N r=-\-8428,22; Verbesserg.: dx = —0,23dy = -(-0,12; Endgilt. Koord.: X = +31909,73 + 0,03 Y = -(- 8428,34 + 0,01

Abt. 1. Bildung der Felilergleicliungen.
| 2. 3 4. 5. 6. 7. 8. 9 10. 11, 12.
Anzahl d. i
Be_obachtete: beniitzten  Gewicht Koeffizienten e I+i -
Richtungen  AusNaherung festen d 7= V—R der Unbekannten z5 'o. + I\If_lr
b Bezeichnung berechnete Rich- i+l v=(—a) g d . 1\PR
® dor =R Richtungs-  tungen . X y i -1 [+
Richtungen winkel b 1p =" \Pi i
Festpunkte riickwarts vV Unterschied v —a _ I I
led _R1 _ _py . vt
- a (04 K
nr Deka- nr nr ©
0 /I m o I/ 0 t n + sk + x + + + +
Richtungen vorwarts.
I. Sandacker ... 101 8 9 10! 81 92 3 B-08 — 98 — 60 02 09 - 54 — 02 - 88 — 144
2 -Eychen 172 97 09 172 97 06 2 7107 - 03 — 33 - 73 08 — 26 - 58 - 02 — 86
3 Killesberg . .. 383 73 86 383 72 00 8 =09 — 186 «+ 71 + 271 09 + 64 + 244 — 167 + 141
Richtungen rickwarts.
| Killesberg . .. 399 99 64 183 72 00 183 72 36 — 66 + 71+ 271 1 + 88 + 29 — 66 4+ 251
2 Feuerbach ... 122 19 08 305 90 45 83 71 3y — 165 — U1 — 10 1 — 94 — 52 — 165 — 311
3 Eychen 189 23 41 372 97 06 183 73 66 + 63 — 33 — 73 1 — 16 — 15 + 63 — 68
4 Zuffenhausen . 232 97 25 6 71 93 183 74 68 166 + 06 - 2,1 1 + 23 — 63 + 166 + 12,6
2 06 — 2311 + 77 + 272 + L]+ 229 + 229 + 377
Probe |
+ 229) — 144 — 104 — 10J — 2830j] — 231j — 379j
I 0= 18 73 02 67 _ 187 + 175 4+ 473 + 229 + 518
0= 4 fo= 190 29,0 488 60.9
=-1,7 + 4,2 15 + 183 25.9 91
Abt. 2. Bildung der Koeff. fir die Normalgleichungen. Abt. 3. Auflésung der Normalgleichungen.
pRaa pRbb PRI pss PRdb pRal PRbl I. Fir die Unbekannte dy Probe
201 &3  SS AVA 2S 238 a 5 2 S| |>ss]
+ + n + + +
I 2916 [pa + 2505 4265 + 663 7433
, 0,04 7744 207,36 + 11+ 475 4+ 1,8 [pb 13524 646.9 1132,0
2 6,76 33,64 0,04 7396 + 151 + 05 + 1,2 [pab]
3 409 59536 27889 19881 4+ 1560 — 1068 . — 4075 [paa] [P2 7262 1129 12655
1 7744 52441 4356 63001 + 2015 — 582 — 1511 [pl + 9874 4068 ist 2282,1
2 8836 27,04 27225 967,21 48,9 155,2 85,8
: ' i pall rpa 176 1067 U 22823
3 256 13225 39,69 46,24 + 184 — 101 — 72,5 [paa]l
4 5,29 39,69 : ) — : ) — :
27556 158,76 145 + 38,2 104,6 6.1 z-1] . ul]
25053 135243 98743 228235 + 4265 + 2414 + 888 [pbl-1]
+ 66,3 + 6469 [pl 969.8 + 210,1 (statt + 210,0)
[paal [pbb] [pHy  [PSS [pab] [pal] Pb —7598  [Pbl-I]
[PSS] [Pbg 6262  [p65-] PP 9219 1620
Normale Bezeichnun -
9 = 1,2 dm 27] se2]
Abt. 4. Berechnung der Verbesserungen und mittleren Fehler. [p! - 479 - 481
[pri)]= [pH =] 480 Il. Fur die Unbekannte dx
dx = —0,23m Mx=+0,03m «=nv+ nr-3 4 «] L] ] |
_[pzz-2 120 [pa + 13524 4265 6469 11320
[pb + 2505 66,3 7433
3,5 Dekasekd. [ff ab]
dy==+0,12m My= +0,01m Ipx= l/jpbbll /116 = +10,8 [paa] [P 1345 2040 3570
fpr ::V[p6'6 oljj 17626"2=+25 [pl 987.4 406,8 [] ist 2282,1
al soll 2282,3
z—o0dx + fi0dy m 0,32 dm IFFF;aa]] [pa 309.4 541,5
mx=ypl
L] Z-I L]
= (-1,7) (-2,3)+ 4,2+ 12 m 0,14 dm be1] ] 2
- +3,9+ 50 mr==Wy dx-  DPbI®I g 60 2703 3863 (statt +386.3)
_ [Pbbu]n
= 8,9 Dekasekd.
_ 489" [p! 678,0 948.3 (statt +948,3)
soll (s. AbriR): 270 [pbﬁljl] [ish 6299 90,1
s Ao s i>¢6-]
183° 73' 88" — 183° 73' 02 = —23dm
= + 86" ' -2 Si]
(Abrundungsfehler 3") [P~ + 481 + 482

W eitbrecht, Ausgleichungsrechnung.
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|jor|ln>i|r*nrdi0ﬂDOn Dr. flb. Sdgtoap*
pad), profeffor an bet Sorftatabcmie
(Eberstnalbe, flbteilungsbirigent bei
ber tjauptjtation bes forftlidicn Der-
fudjstoefens. Itr. 106.

£rembn>ort, £>«* im ®eutrdlen
pon Dr. Rubolf Kleinpaul in £eip3ig.
Hr. 55.

J-rctitbon>Brfevbud), iDruirdjeP, ton
Dr. Rubolf Kleinpaul tn "£eip3ig.
Rr. 273.

©arbinenfabrikation.  TTertii *3n-
buftrie 11: IDeberei, IDirierei, pofa-
mentiererei, Spitfen* unb ffiathinen-
fabritation unb Sil3fabriiation oon
prof. lliar (Burtler, Direftor ber
KonigL JEcdintfAen 3entraiftelle fur
tTejtiWwnbuftrie 3U Berlin. IRit 27
Siguren. Hr. 185.

©robii|te pon Dr. i. Reinfjerg, pro>
feffor an ber 5ed)nifd)en Ifod)fd)ule
ijamiouer. Htit 66 flbbilb. Hr.102.

©eogritpliie, aftroitpmifdit, non

r. Siegm. <Biintl}er, profeffor a. b.

5ed|nifd)en ifod|fd)ule in irtundfen.
Ittii 52 ftbbitbungen. Hr. 92.

— yimitrdt», non Dr.Siegm. ffiuntijcr,
profeffor an ber Konigl. Ete<t)nifcfleu
tfodifAule in Rliindien. IRii 32
flbbifbungen. nr. 26.

— f.aud): Eanbestunbe. — Eanberfunbe.

©eologie n.profeffor Dr. (Eberf). Sraas
in Stuttgart. RIit 16 flbbilb. unb 4
©afekt mit iiber 50 Siguren. nr. 13.

©eometrie, Auaitttifdte, ber Cbette
. profeffor Dr. Rt. Simon in Stras-
urg. |ltit 57 Siguren. nr. 65.

JUtfgabenramtnlung lurAim-
Irjtifdirn © eometrie ber ©brne
non ©.51). Burflen, profeffor am
KgL Realgpmnaftum in  Sd)toab.-
ffimiinb. mit 32 Siguren. ttr. 256.

— fAnolnttrriie, be* JSatmtco pon

prof. Dr. Rt. Simon in Strasburg,
I

mit 28 flbbiloungen. nr. 89.

ffieotttefrie,narlleUenbe,n. Dr.Rob.
ffau&ner, prof. an ber Uninerfitat
3ena. |. RIit 110 Siguren. ta. 142

— ffibette, non ffi. RtaAter, profeffor
am ffipmnafium in Ulm. RIit 111
3toeifarb. Jtg. nr. 41

— profchtioe, in fpntAet Bef)anblung
non Dr. Kari Doel)lemann, prof. an

ber Uninerfitat Rtund)en. RIit 91
Siguren. nr. 72.

©erdjidtte, glabifdit, non Dr. Karl
Brunner, Prof. am ffipmnafium in

Pf0r3|)e|m unb prinatb03ent ber ®e-
fd)id)te an ber 5ed|n. ifod)fd)uie in
Karlsrul)e. Rr. 230.
ilapreirdtc, oon Dr. Ijans ©del in
Augsburg, nr. 160.

be* tInfatttinifdjett Jleidjc» non
Dr. K. Rotl) in Kempten. Rr. 190.

— Jletitrdtc, tm ittittelalter (bis
1500) non Dr. $. Kur3e, ©beri. am
KgL £uifengt)tnn. in Berlin. Hr. 33.

imjeitalterbrr Keformation
u. ber Jteligionehriege non Dr.
5. Kur3e, ©berlet)rer am Kgl.Euifen«
gpmnafium in Berlin. Hr. 34.
fieAe aud): ©uellenfunbe.

JJranjoJtrdie, non Dr. R. Stemfeib,
prof. a. b. Unioerf. Berlin. Hr. 85.
©ricdiifrfie, non Dr. peinrid)
Stnoboba, profeffor an ber beutfAen
Uninerfitat Prag. nr. 49

be* 19. Jinlirliuubcrt* n. ©siar
3ager, o. ffonorarprofeffor an ber
Uniogrf. Bonn. I.Bbd)n.: 1800—1852.
Hr.

2.Bbd)n.:
r. 217,

1853 bis inbe b.3aArl).

oraela bis auf bie gried). 3eit non

ic. Dr. 3. Ben3inger. Ur. 231
iotliringeno, non Dr. -ferm.
Beridistneiler, ffiei). Regierungsrat
in Strasburg. Hr. 6.
be» atten itlorgettinnbeo non
Dr. Sr. ifommel, prof. a. b. Uninerf.
Rliindien. RL6Bilb.u.l Kart Ur. 43.
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©efdiidRe, W fterretdtirdi», 1: Don
6er Ur3eit bis 1439 oon prof. Dr.
5ram oon Krones, neubearbeitet oon
Dr. Karl Uf)lir3, Prof. an ber Unio.
ffira3. Hr. 104.

IX: Don 1526 bis jur ®egemoart
oon ifofrat Dr. 5ran3 oon Krones,
Prof. an ber Unio. ffira3. Itr. 105.
Komildic, oon Realgpmnafial.Dir.
Dr.3ul.Kod) in ffiruneroalb. Dr. 19.
— jtufltrdit.D. Dr. tDilt). Reeb, (Dberl.
ant®ftergt)mnafiuminlTlain3. Kr. 4.
gudiltlritc, oon Profeffor ffltto
Kaetnmel, Rettor bes Uitolaigt)m=
nafiums 3U Ceip3ig. Rr. 100.

— Sditoeiierirdic, oon Dr. K. Danb«
fiter, prof. a.b. Unio. 3urid). Ur.188.

ponirdjt, oon Dr. ffiuftao Dieris.
r. 266.

— bet: (Cljetnie fiet)e: (tf)emie.

— btr illalerci ficlje: Rtalerei.

— bet- Jtlatljematih f.: Utatt)ematif.
— bto ptufth fielje: Utufit.

— b*r Pabagogili fielje: pabagogit.
— btr illtnrilt jlebe: pi)t)fit.

— bcobcutrdlenilomnm»j.:Romau.

— ber brutldien Sprarije fielje:
®rammatit, Deutfd)e.
— bee btulTdien [Interrid]|to-

«jcrett» fiebe: Unterrid)tstoefen.
t'jrrd|id|teutI Trurdiaft, (Einleitung

in bie, oon Dr. (Emft Bernljeim,

Drofeffor an ber Unioerfitat ®reifs«

toalb. Ur. 270
©efunb|tenelc|tre. Der menfd)Ild)e
Korper, fein Bau unb feine Tétig,

leiten, oon <€ Rebmann, fflberfdiul«
rat in Karlsruhe. IRit ffiejunb»
beitslei)re Don Dr. med. t). Seiler.
IRit 47 flbb. u. 1 Caf. Ur. 18.
©eiuerbeiueren oon IDerner Sombart,
profeffor an b. Unioerfitat Breslau.
1 11 Ur. 203. 204.
©etuiditetncren. magg, 1tiin3=unb
®eu>id)tstoefen oon Dr. Rig. Blinb,
r. .Zsasn ber t)anbelsfd)ule in Koln.

©leidiftrontmafriiinc, Die, oon ff.
Kin3brunner, 3ngenieur unb Dozent
fur £lettroted)nit an ber Itlunicipal
Sd)ool of Ced)nologi) in Utand)efter.
mit 78 i'igurcn. Ur. 257.

©letfdierhunbe oon Dr. Srit) Ria.
acet in IDien. mit 5 flbbilb. im
ept unb 11 llafeln. Ur. 164.

©ottfiieb oon Stcapburg. ifart.
mann oon Rite, IDolfram oon
(Efd)enbad) u. ®ottfrieb oon Straf),
birg, flustoabl aus bem bof. (Epos
mit flnmeriungen unb IDé&rterbud)
Don Dr. K. Utarolb, prof. am Kgl.
5r|ebr|d)sfolteg|um 3u Konigsberg

.pr. Ur. 22

©rnU|mnt||t, pcutldie, unb fur3e
ffiefd)id)te 6er 6eutfd)en Spradje Don
Sd)ulrat profeffor Dr. ®. Egon in
Dresben. Ur. 20.

— ©ricdiirdic, |: Sormenlei)te oon
Dr. ffans IReltjer, profeffor an
ber Klofterfdjule 3U maulbronn.
Ur. 117.

I1: Bebeutungslelire unb Spntai
oon Dr. tjans melier, profeffor an

ber Kiofterfcfule 3U maulbronn.
Ur. 118.
— gntcinifdie. ®runbrlf) ber latei«

nifdien Sprad|lei)re oon profeffor
Dr. ID. Dotfd) in IRagbeburg. Ur.82.
Itlittell)od|bcutrdic. Der Uibe-
lunge U6t in Rusioabl unb mittel«
fgnd)beutfd e ®rammattl mit turdem
IDorterbud) oon Dr. ID. ®olti)er,
Prof. a. b. Unioerfitat Roftod. Ur. 1.

— itumidi*, oon Dr. ffrid) Benteler,

rofeffor an  ber unioerfitat
rag. Ur. 66.

fiel)e aud): Ruffifd)es ®efprad)s-
butt). - Cefebuci).

finubelakon-crpoubcn;, DeutMie,
oon prof. iEb- be Beauf, fflffirter be
I’3nftruction Publique. Ur. 182

— ©nglirriic. oon ff. £. U)Ditfielb, M.
A, £ZOberIehrer an King ffbtoarb VII
ffirammar Sd)Ool in King’s £t)nn.
Ur. 237.
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jfanbelekorrerponben;, frattto-
brdie. o. profeffor Ut). be Beauf, ®ffl»
der bel’3nftruciion publique. Hr. 183.
— ittalicnirrijc, Bon profeffor fllberto
be Beauf, (Oberlehreram Kgl. 3nftitut

S. S.Rnnunjiata in Sloretv). Itr. 219

— ppanilHic, oon Dr. fllfrebo Habal
be Htarie3currena. Hr. 295.
gfatibclapolitih, Auetuiirttge, oon
Dr. tjeinr. Sieoeting, prof. an ber
Unioerfitat Htarburg. Ur. 245.
Dattbclonitlftt, JIao, oon Dr. tDilb-
Cefis, profeffor an ber Unioerfitat
(Bottingen. I: Das Jfanbelsperfonal
unb ber tDarenfjanbel. Ur. 295.
I1: Die (Effeftenborfe unb bie
innere ljanbelspolitif. Ur. 297.
fintmoiiieltlive oon H. Ijalm.
Dielen Uotenbeilagen. Ur. 120.
Sarttnann »an Aue, JBolfram oon
(C-rdienbadj unb (Sattfrieb uon
Strasburg. Auswahl aus bem
bofifdjen (Epos mit flnmertungen
unb tDorterbud) oon Dr. K. UTarolb,
Profeffor am Koniglid)en Sriebridfs«
fotlegium3uKonigsbergi.pr. Ur.22
{fauptliteraturcn. Die, b. (Oriento

Utit

0. Dr. MTifaberlanot, prioatbo3.a. b

Unioerfitat IDien. I. 1. Ur. 162.163.
pclbcnCngr. Die beutldjc, oon Dr.

®tto Euitpolb 3iric3ef, prof. an

ber Unioerfitat Utiinfter. Ur. 32.

— fielje audj: Tlititbologie.

Unbullrie, Anorganirrije Cltemi-
rriie, o. Dr. ffiuft. Rautet in Char-
lottenburg. | : Die Eeblancfobainbu-
ftrie unb iljre Ueben3toeige. Utit 12

ffafeln. Ur. 205.

I1:  Salinentoefen,  Kalifalse,
Dingerinbuftrie unb Derroanbtes.
Utit 6 ffafeln. Ur. 206.

111 flnorganifdje ffbemifdfepra«

arate, mit 6 ffafeln. Ur. 207.
— ber jSilikate, ber Intttftl. Ratt-

fteincunb beailldrtclo. | : ffitas»
unb feramifdje 3nbuftrie oon Dr.
ffiuftao Rauter in fflzjarlottenburg.
mit 12 ffafeln. Ur. 233.

I'1: Die 3nbuftrie ber tinftlidjen
Baufteine unb bes IRértels. Utit
12 ffafeln. Ur. 234.

mfntcgralredmuttg oon Dr. Sriebr
3unfer, profeffor am Karlsgtjmn
in Stuttgart mit 89 Jig. Ur. 88
iftiirgvalredjnuttg. Repetitorium unb
flufgabenfammlung 3ur 3ntegral.
- redjnung oon Dr. Jriebrid) 3unler,
grofeffor am Kartsgijmnafium in
tuttgart, mit 50 Jiguren. Ur. 147.
gtartenbunbe, gefdjid|tlid) bargeftellt
oon (E ffielcidj, Direttor ber f. f.
Uautifdjen Sdjule in Cuffinpiccolo
uttb $. Sauter, profeffor am Real«
gpmnajium in Ulm, neu bearbeitet
oon Dr. Paul Dinfe, fiffiftent
ber ffiefellfdjaft fur (Erbtunoe in
Berlin, mit 70 flbbilbungen. Ur.30.
ffitrdtcnUcb. martin Cutijer, ffljom.
IRurner, unb bas Kirdjentieb bes
16. 3 obrlfunberts. flusgeroéljlt
unb mit (Einleitungen unb Rn«
merlungen oerfeijen oon profeffor
©. Beritt, ffiberleijrer am  Uitolai»
gtimnafium 3u Ceip3ig. Ur. 7.
tUimaleljvc oon profeffor Dr. ED
Képpen, meteorologe ber Seeroarte
tiamburg. mit 7 ffafeln unb 2
Jiguren. Ur. 114.
fiolonialgcrdiidite oon Dr. Dietrid)
Sdjafer, Profeffor ber ffiefd|idjte an
ber Unioerfitat Berlin. Ur. 156.
Dompolttioualrlivr. mufitalifdje
5ormenlebre oon Stepban KrebL
I. 1l. mit Dielen Uotenbeifpielen.
Ur. 149. 150.

géettcr, ber utc»rd|lidjr, fein Bau
nub reine SCatigheiten, oon
ff. Rebmann, ®berfdjulrat in Karls«
rube. mit ffiefunbijeitslebre oon Dr.
med. £]. Seiler, mit 47 flbbilbungen
unb 1 ffafel. Ur. 18.

fiviftatlogrnpljie oon Dr. ID. Brubns,
Profeffor an ber Unioerfitat Straft»
birg, mit 190 flbbilb. Ur. 210.

glubrutt uttb Dietridtepett. mit
(Einleitung unb IDérterbud oon
Dr. ®. Z. 3idc3ef, profeffor an ber
Unioerfitat tltanfter. Ur. 10.

fiebe aud|: Ceben, Deutfdfes, im
12.3abrbunbett.
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gtultur, Jlte, ber UeitailTaitre. ffie-
ng, 5orjd)ung, Dichtung oon
. Robert 5. fIntolb, prinatbo3ent
an 6er Rninerfitat IDien. Rr. 189.
Sttlturgcrd]|id|te, Recutidje,
Dr. Reinh. ffitnther. Rr. 56.
s$attfle, Sie graplitfriieu, von (Carl
Kampmamt, 5a<hiet)rer a. 6. f. I.
®rapf)ifdjen Cef)r- unb Derfudfs-
anftalt in U)ien. Ritt jaiilreirijen
flbbilbungen unb Beilagen. Rr. 75.
SuriTdirift fiet)e: Stenographie.
Janberhunbe non (Curopa ton
Dr. Jran3 ijeiberid), profe([or am
5tancisco-3ofephinum in Rtébling.

Don

Irtit 14 fteptfartchen unb Dia-
?rammen unb einer Karte 6er
llpeneinteilung. Rr. 62.

— btt aufferem-opnirdien tBrb-

ietle non Dr. Jranj tjeiberid). Prof.
a.5rancisco-3ofephtnuntin Rtébling.
Rtit 11 tteptfartchen u. profil. Hr. 63.
£anbcelmnbe non tiabrn ton Prof.
Dr. O.KienihIn Karlsruhe. Rt.proftl,
flbbilbungen unb 1 Karte. Rr. 199.

— bei» jtottigreidf» «lagern non
Dr. ID. ©oh. profeffor an ber Kgl.
ttechn. Ifodifdiule IRiindien.  Rtit

Profilen, Abbilb. u. 1 Karte. Rr. 176.
— non gjritirdi-llorbamerifta non
Prof. Dr.fl. ®ppel in Bremen. Rtit
13flbbilbungen unb 1 Karte. Rr.284.

non Ciraii-Sothringen non Prof.
Dr. R. Cangenbed in Strafoburg i. <€
Rtit 11 flbbtlbgn. u.l Karte. Rr.215.
ber Jfberifdien ifalbinfel non
Dr. Jrih Regel, profeffor an ber
Rninerfitat n>ur3burg. mit 8 Kort,

djen unb 8 flbbiibung. im Cept unb
1 Karte in Sarbenbrud. Rr. 235.
— non ©Ofterreidj -Ungarn non

Dr. flifteb ffirunb, prinatbo3ent an
ber Rninerfitat IDien. Rtit 10 ©ept«
illuftration. unb 1 Karte. Rr. 244.
— be» «tdnigreidf» DadjCctt n. Dr.

3. 3emmrich, Oberlehrer am Real«

Rtit 12 Ab«

gpmnaf. in piauen.
Rr. 258.

oilbungen u. 1 Karte.

jfaubeahunbe non Shaitbinaoitn
(Sihtoeben, Rortnegen u. Dénemari)
non ffcinr. Kerp, £ef)rer am ffipmna«
fium unb Cehrer ber ©rbfunbe am
Comenius-Seminar 3U Bonn. Rtit
11 flbbilb. unb 1 Karte. Rr. 202.

—be» Jkonigreidt» Jttlrttemberg
non Dr. Kurt fiaffert, profeffor ber
ffieographie an ber Banbelshoaifchule
in Koln. Rtit 16 Dollbtlbern unb
1 Karte. Rr. 157.

$anbn>irtrd)aftlid;e «jetrieb»lel|re
oon (Ernft Cangenbed IN Bochum.
Rr. 227.

£eben, Dentrdir», In« 12. Jabr-
hjunbert.  Kulturhijtorifine (Er,
lauterungen sum  Ribelungenlieb
unb jur Kubrun. Don profeffor
Dr. 3ul. Dieffenbadfer in Jreiburg
i. B. Rtit 1 ©afel unb 30 flb-
bilbungen. Rr.93.

geHing» ffitnilia ©alotti. Rtit (Ein-
leitung unb fInmerlungen non Prof.
Dr. ID. Dotfd). Rr. 2.

— Uliima n. Bamhclnt. Rtitflnm.
non Dr. ©omafchef. Rr. 5.

$id|t. ©jleoretifdle Phpfit Il. ©eil:
Eicht unb ID&rme. Don Dr. ffiuft.
3ager, profeffor an ber Rninerfitat
IDien. Rtit 47 flbbilbungen. Rr. 77.

Literatur, ;\[ttjod|beutrd|e, mit
©rammatil, Uberfetjung unb Er-
lauterungen non  4f).  Sd)auffler,
profeffor am Realgpmnajium in
Ulm. Rr. 28.

Jiteraturbeuhm éier be» 14. u. 15.
ffaljritunbrrt». flusgeméahlt unb
erlautert non Dr. Bermann 3anhen,
Direftor ber Konigin Cuife-Sd)ule in
Konigsberg i. pr. Rr. 181

—he» 16. faljehunbcrt» 1 : Ittar-
tin gu_tllJc_v, S(Iejont. Jftlurner u.
ba®"girdjenlieb be» 16. Japr-

unberte. flusgetndhlt unb mit
inleitungen unb flnmerlungen ner-
fehen non prof. ®. Berlit, Ober-
lehrer am Ritolaignmnafium 3U
teigig. Rr. 7.
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gittratnrbinlmtater See 16. Sal|r-
liunicrt» I'l:pan# Sorii». flus-
getoaf|lt unb erlautert Don Prof. Dr.
3ul. Saljr. Itr. 24.

I11: Sion graut bi#Jtotlen-
lingett:grant, fiutten, fildiart,
fotote©ierepo# mtb ¢ obel. flus-
geroal)lt unb erlautert oon prof.
Dr. 3utius Sol|r. Itr. 36.

giterexturen, Sie, be# (Oriento.
I. tEeil: Die Eiteraturen ©ftafiens
unb 3nbiens o. Dr. ttt. Baberlanbt,
priootbo3ent an ber Unioerfitat
tDien. Hr. 162.

— II. Heil: Die Eiteraturen ber per»
fer, Semiten unb Cirlen, »on Dr.
Ilt. tfaberlanbt, prioatbojent an
ber UniDerfitat IDien. ITr. 163.

giteraturgefdildjte, gentld|c, oon
Dr. Ittaf Kod), profeffor an ber
Unioerfitat Breslau. Itr. 31

—Sentidle, ber glallGtericit oon
Carl tDeitbred|t, profeffor an ber
©edmifdlen god|fd)ule Stuttgart.
Hr. 161.

— gteutldie, be# 19.3atirtjunbert#
oon Carl IDeitbredit, Profeffor an
ber Ced)nifd)en ijod)fdjule Stuttgart.
1. 1l. Hr. 134, 135.

— Bngllfdje, oon Dr. Karl tDeifer
in IDten. Itr. 69.

®runb3ige unb Ifaupttqpen ber
englifdjen Eiteraturgefd)id|te oon Dr.
flrnolb 1U. nt. Sdfroer, Prof. an ber

ljanbelsf)ocf)f<ijule in KoIn. 2Ceiie.
Hr. 286. 287.

— Ortediifdie, mit Beriucffid)tigung
ber ffiefd)id?te ber tDiffenfdiaften
oon Dr. flifreb Serie, profeffor
an ber Unioerfitdt ffireifsroalb.
Ur. 70.

— |Italienild|e, oon Dr. Karl Dojjler,
Profeffor a. b. Unioerfitat tfeibel»
berg. Ur. 125.

— Jtoobildie, I. Ceit: Die islanbifile
unb notroegifa)e Eiteratur beslltittel»
alters oon Dr. IDolfgang ®ottf)er,
Profeffor an ber Unioerfitat Roftoi.
Ur. 254.

£iteeatttvgetdtid|te,Portn irftidle,

oon Dr. Karl oon Reinfjarbftoettner,
Profeffor an ber Kgl. Ceifnififen
IfoiffAule in ntiindien. Ur. 213.

— Kémildie, oon Dr. tjermann
3oad)tm in tfamburg. Ur. 52.

— Stufltfdie, oon Dr. ffieorg polonslij
in ntiindfen. Ur. 166.

— glaoildje, oon Dr. 3ofef Kariifet
in IDien. 1. tteil: Altere Eiteratur
bis 3ur IDiebergeburt. Ur. 277.

2. CeU: Das 19. 3at|rljunbert.
Ur. 278.

— gpanildre, oon Dr. Rubolf Beer

in IDien. 1. Il. Ur. 167. 168.

gogariilrnttn. Dierftellige Cafein
unb ®egentafetn fir logarittjmifdics
unb trigonometrifdies Red)nen in
Jroei Sarben sufammengeftellt oon
r. fjermann Schubert, profeffor
an ber ffielelirtenfdiule b. 3oil<m-
neums in tfamburg. Ur. 81.
ogih. ft)dlologie unb Eogit 3ur
¢ ?Einful)?un)gl ir? bie pf)il%fopt)ie
Don Dr. al). Clfenfjans. mit 13
Siguren. Ur. 14.

guttjer, Etartin, ®llom. Jtlurnrv
unb ba» jtirdienlieb be# 16.
Jaljrliunbrrt». flus?etoal)lt unb
mit (Einleitungen unb flnmertungen
oerfet)en Don prof. ffi. Berlit, ®ber>
lebrer am Uitolaigtmnafium 3U
Eeipsig. Ur. 7.

ittagnrtiomu#. tEtjeoretif(fle Pbtifil
IT1. Heil: Cleftri3itat unb tttagnetis»
mus. Don Dr. ffiuftao 3ager,
profeffor an ber Unioerfitat IDien.
mit 33 flbbilb. Ur. 78.

ptnlerei, ©efdiidite ber, 1. n. Ill.

IV. V. oon Dr. Rid). Itlutf)er, pro-
feffor an ber Unioerfitat Breslau.
Itr. 107-111.

{Hafdfinenelentente, Sit. Kur3-
gefafjtes Eet)rbud) mit Beifpielen fiir
bas Selbftftubium unb ben pratt. ffie»
braud) oon 5t. Bartl;, ©beringenieur
in Uimberg. mit 86 5ig- Itr. 3.
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Staff-, Jttum- unb O©eroidit#-
tuelen oon Dr. fluguft Blinb, prof.
on berffanbelsfcfiule in Kdln. Rr.283.

Slabanaltife non Dr. ©tto Hétim in
Stuttgart. Itr. 221.

£Hatl)ematik, ©eTdiidite ber, non
Dr. fl. Sturm, profeffor am ©ber«
ggmnafium in Seitenftetten. XIr.226.

Ptedianih. CEffeoret. pijijfif I. Heil:
Ittedfanit unb flfuftif. Don Dr.
ffiuftaD 3édger, Prof. an ber Unio.
IDien. Ktit 19 flbbilb. Dr. 76.

Stecrrakntibr. pitnftrdje, non Dr.
fficrharb Sdfott, flbteilungsoorfteber
an ber Deutfdfen Seeroarte in pam»
birg, mit 28 flbbilb. im Cejt unb
8 ©afeln. Hr. 112.

IllctnU ¢ fflnorganiiciic ©bemie 2. Heil)
0. Dr.©sfarSdimibt, bipl.3ngenieur,
flffiftent an ber Konig!. Baugeniert«
fdfule in Stuttgart. [Itr. 212

Plctalloibe (flnorganifdfe Clfemie
1. Heil) oon Dr. fflstar Sdfmibt,
bipl. 3ngenieur, flffiftent an ber
Kgl. Baugetocrffcbuie in Stuttgart.
Itr. 211.

ptetcorologie oon Dr. ID. ©rabert,
rofeffor an ber Unioerfitat 3nns»
rucf. mit 49 flbbilbungen unb 7
©afeln. Itr. 54.

Ptincralogic oon Dr. K. Brauns,
profeffor an ber Unioerfitat KieL
mit 130 flbbilbungen. Ur. 29

Jttinnerang unb Oprudibidituitg.
tDaltljer 0. b. Dogeltoeibe mit Aus«
roalfl aus minnefang unb Sprud)«
bidftung. mit flnmertungen unb
einem  tDérterbud) oon ©tto
ffiuntter, profeffor an ber ©berreal*
fd)ule unb an ber ©edfn. podffdfule

in Stuttgart. Ur. 23.
Stoepkologie, Anatomie u.
liolagir ber Pfinmen. Don Dr.

UXmigula, Prof. a.b. Jorftafabemie
(Eifenadf. mit 50 flbbilb. Ur. 141.

KU lwttderrn. mag«, min3» unb ®e«
toid)tsroefen oon Dr. flug. Blinb,
profeffor an ber panbelsfdjule in
Koln. Ur. 283.

itturncr, itl)omao. martin Eutlfer,
©bornas murner unb bas Kirdfenlieb
bes 16. 3abrb- flusgetoablt unb
mit (Einleitungen unb flInmertungen
oerfeben oon prof. ffi. Berlit, fflberl.
am Uitolaigpmn. 3U Ceip3ig. Ur. 7.

Utufih. ©erd|id)te ber alten unb
<nittelalterlid;rn, oon Dr. fl.
mobler. mit 3ablreid)en flbbilb.
unb Ittufifbeilagen. Ur. 121.

iUultkalirdie fovmenlekre (florn-
ppfmanelekce) d. Stepban Krebl.
n. mit oielen Uotenbeifpielen.
Ur 149. 150.

Itlurthgerd|id|te bc# 17. unb 18.
Sabrkunbcrt# oon Dr. K. ©runs»
It) in Stuttgart. Ur. 239.

— bce 19. ;takrljunbert# oon Dr.
K. ffirunsft) in Stuttgart. 1. 1I.
Ur. 164. 165.

Stuftklehre, Allgemeine, o.Stepban
Krebl in ¢e|p3|g Ur. 220.

Pltttifologie, Deutrdje, oon Dr.
jbrlebrld) Kauffmann, profeffor an
er Unioerfitat KieL Itr. 15.

— Oriediirdje unb romirdte, oon
Dr. perm. Steubing, profeffor am
Kgl. ffipmnafium in 1Durgen. Ur. 27.

— fiepe aud): pelbenfage.

Jtautik. Kut3er AbriR bes taglid) an
Borb oon panbeisfd)iffen %e»
toanbten ©eils ber Sdfiffabrtstun
Don Dr. 5ran3 Sd)ul3e, Direttor
ber Uaoigations-Sdiule 3U Eiibed.

mit 56 flbbilbungen. Ur. 84.
Itibelunge, Dec, S0t in flustoabl
unb [ftittelbodfbeutfdie ffirammatit

mit furent tDérterbud) oon Dr. ID.
®ottber, profeffor an ber Unioerfitat
RoftocE. Ur. 1.

fiebe aud): Ceben, Deutfcbes, im
12. 3 abrbunbert.
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JlukpflanieuDonprof. Dr. 3.Bet)rens,
Dorft. b. ffirofjt). lanbroirtfdiaftlichen
Derfudfsanftalt fluguftenberg. mit
53 jiguren. Itr. 123.

piibogogik im ffirunbrig oon pro»
feffor Dr. U). Rein, Direttor bes
pébagogifd)en Seminars an ber
Unioerfitat 3ena. Rr. 12.

— ffieMiidite ber, oon ©berleprer
Dr.p.tDeimeriniDiesbaben. Rr.145.

Paldontologie o. Dr. Rub. poemes,
Prof. an ber Unioerfitat ffirai- Utit
87 flbbilbungen. Ur. 95.

ParaUelperlpektioe. Reéftrointlige
unb fdiiefrointlige Axonometrie oon
profeffor 3- Ponberlinn in Breslau.
IRit 121 Siguren. Ur.260.

Perlpcktioe nebft einem Anhang ib.
Sdfattentonftrultion unb parallel»
perfpettioe Don flrepiteft pans 5ret)>
berger, ©berleprer an ber Bauge»
roerlfdiule Kéln, mit 88 flbbilb.
Ur. 57.

Petrographie oon Dr. tD. Brupns,
Prof. a. b. Unioerfitét Strafjburg i. &
mit 15 flbbilb. Ur. 173.

Pflan;e, Die, ipr Bau unb ipr leben
oon Oberlehrer Dr. €& Bennert,
mit 96 flbbilbungen. Ur. 44.

Pflaitjcubiologie oon Dr. U> ITtigula,
Prof. a. b. Jorftatabemie ®©ifenad).
utit 50 flbbilb. Ur. 127.

Pflameit-iWorpliologte, -Anato-
mie unb -Phnfiologie oon Dr.
ID. migula, profeffor an ber Jorft»
alabemie (Eifenadj. mit 50 flb»
bilbungen. Ur. 141,

Pflantenreid). gao. (Einteilung bes
gefamten pflan3denreid)s mit ben
midftigften unb belannteften Arten
oon Dr. S- Reinede in Breslau unb
Dr. ID. migula, profeffor an ber
Jorftafabemie (Eifenad). mit 50
Jiguren. Rr. 122.

Pflanzenwelt, Die, ber ©emaéfler
oon Dr. ID. migula, Prof. an ber
5 orftafabemie (Eifenadf. mit 50 flb»
bilbungen. Rr. 158.

ptjarmahognofte. Pon flpotheter

5- Sdimittbenner, flffiftent am Bo»

tan. inftitut ber ©edfnifdfen podf»

fdfule Karlsruhe. Rr. 251
Phtlolopljie, (Binfnlirnng in bie,

oon Dr. IlTaj tDentfd)er, prof. a.b.

Unioerfitat Koénigsberg. Hr. 281
— pfqdjologie unb Eogil 3ur (Einfihr,

in bie philofophie oon Dr. @1).

(Elfenhans. mit 13 5ig. Rr. 14,
Photographie. Don prof. p. Kegler,

5ad)lehrer an ber I. t. ffirappifdfen

Eepr» unb Derfudjsanftalt in IDien.

RIit 4 ©afeln unb 52 flbbilb. Rr. 94.
Phijliii, Sheoretifdfe, 1 ©eil : Rled)a»
nit unb flfuftit. Don Dr. ffiuftao
3ager, profeffor an ber Unioerfitat
IDien. mit 19 flbbilb. Rr. 76.

Il. ©eil: Eidft unb IDarme. Don
Dr. ®uftao 3ager, profeffor an ber
Unio. IDien. mit 47 flbbilb. Rr. 77.

11l. ©eil: (Elettri3itat unb Rtagne»
tismus. Don Dr. ffiuftao 3ager,
Prof. an ber Unioerfitat IDien. RlIit
33 flbbilb. Rr. 78.
©efdiidite ber, oon fl. Kiftner,
profejfor an ber ffirofjt). Realjdfule
3u Sinspeim a. <€ I: Die Phpfil bis
Retoton. mit 13 Jig. Rr 293.

11: Die Phufit oon Reujton bis3ur
ffiegenroart. RIlit 3 Figuren. Rr. 294,
PhRIthaltfriie Aufgabcnramntlung

Don ®. Rlaijler, prof. b. mathem.

u. Phbfil am ffipmnafium in Ulm.

mit Oen Refultaten. Rr. 243.
PhRIthaUldie iornielfamtttlung

oon ffi. mablcr, Prof. am ffipm»

nafium in Ulm. Rr. 136.
ptaflik, Die, be# Abeublanbee oon

Dr. pans Stegmann, Konferoator

am ffierman. Rationalmufeum 3U

Rirnberg. mit 23 ©afeln. Rr. 116.
Poetik, gcutrrfie, Don Dr. KBorinsti,

Do3ent a. b Unio. mundjen. Rr. 40.
Polamentiereret. ©efttWnbuftrie II:

|Deberei, IDirferei, pofamentiererei,

Spitjen» unb ffiarbinenfabritation

unb 5il3fabritation oon profeffor

Rlaf ffitrtler, Direltor ber Konigl.

©ed)n. 3entralftelle fir ©ertil»3nb.

3U Berlin, mit 27 Jig. Rr. 185.
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PftTdjologit unb togik sur (Einfihr.
in bie Philofopf)ie, non Dr. I1).
(Elfenhans. Ritt 13 5ig. Rr. 14

pnjrfjopl||)llfc ©riutbrift ber, non

ffi. J. Eipps in Eeip3tg. RIit
3J|guren Rr. 98.

Pumpen, btjbroulildie unb piteu-
n«atird»e Anlagen. (Ein furjer
Uberbltd oon Regierungsbautneiiter
Rubolf Dogbt, Oberlehrer an ber
tgl. hoheren IRafdiinenbaujdiule in
Polen. Rlit3ahlreid)en flbbilbungen.
Rr. 290.

tQuellrithunbt fur beutldjen 05e-
Id)ldlte non Dr. (Earl 3acob, prof.

b. Unioerfitadt ©ubingen. 2 Bénbe.
Rr. 279. 280.

gerillten, tutufméannirrfieo, oon
Ridjarb 3uft, Oberlehrer an ber
<&ffentlid)en panbelslehranftalt ber
Dresbener Kaufmannfchaft. 1. I1. 111
Rr. 139. 140. 187.

Peditelcltre, Allgemeine, oon Dr.
©h- Sternberg in ©harlottenburg.
| : Die Riethobe. Rr. 169

— | 1: Das Stiftern. Rr. 170.

Ped)t*rd)ui;, per internationale
getuerblidie, oon 3- Reuberg,
Kaiferl. Regierungsrat, Rlitglieb bes
Kaiierl.patentamts 3uBerlin. Rr.271.

Pebetchre, pcutldie, o. tfans probft,
ffiomnafialprofeffor in Bamberg.
Rlit einer ©afel. Rr. 61.

Peligion#gerd)id|te, Altteftamcnt-
idte, oon D. Dr. RTar Eéhr, Prof.
an ber Unioerfitét Breslau. Rr. 292.

— AnbiMie, oon profeffor Dr. ®@»
munb tJarbt) Rr. 83.

flehe aud| Bubbha.
|leiigiom>toilTenrrilaft, Abrif? ber
uergleidfenben, oon Prof. Dr. ©h.
fldjelis in Bremen. Rr. 208.

Poutan. ffiefd)iditeb. bcutfdfen Romans
oon Dr. tfellmuih Rtieile. Rr. 229.

PulTtrdt-Peutrriieo ©elprSdiobudf
oon Dr. (Eriih Berneter, Profeffor an
ber Unioerfitat prdg. Rr. 68.

puntfdtee iclebudi mit ffitoffar oon
Dr. 4rid| Berneter, profeffor an ber
Unioerfitat Prag. r. 67.

ftehe aud): (Brammatit.

Sadt#, pan#, flusgetoahlt unb er»
lautert oon Prof. Dr. 3uiius Sahr.
Ur. 24,

gaugetieee. Das Oterreidi | : Sduge-
tiere oon (Dberftubtenrat prof. Dr.
Kurt Eampert, Porfteher bes Kgl.
Uaturaiientabinetts in Stuttgart.
Rlit 15 flbbilbungen. Rr. 282.

5d|attenkanltruhtiontn o. Prof. 3.
Ronberlinn tu Breslau. Ritt 114 Jig.

gdtmai-ofccv u. gdtmarobertum
in ber (Tirrniett. (Erfte(Einfihrung
in bie tierifdje Scfimaroyerfunbe
0. Dr. 5ra«3 o. IDagner, a. o. Prof.
a. b. Unioerf. Slegen Rlit 67 flb»
bilbungen. Rr. 161

Srimle, Pit bentldle, im Attelanbe,
oon_Sans flmrhein in Balle a. S.
Rr. 259

gdfulprari#. Rtethobit ber Polfs»
fdjule Don Dr. R. Senferl, Seminar-
oberlehrer in flimtaberg. Rr. 50.

gitttpliriu# StmpltrilTimu# oon
Sans 3afob ©hriftoffel o. ffirimmels»
haufen. 3n flustoaf)l hcrausgegeb.
oon Prof. Dr. J. Bobertag, Do3ent
an ber Unioerfitat Breslau. Rr. 138.

Soziologie oon Prof. Dr. ©homas
fldfelis in Bremen. Rr. 101.

Spikenfabeikation. ©ejttWnbuftrie
I1: IDeberei, RRrlerei, pofamen»
tiererel, Sptgen» unb  (Barbinen-
fabrifation unb Jit3fabrtlation oon
profeffor Rta” (Burtler, Direttor ber
Konigl. ©edinifdien 3entralftelle fur
©efti!»3nbuftrie 3U Berlin. RIit 27
Jiguren. Itr. 185.

gpradfbenhmSUr, (Oottldje, mit
(Brammatit, Uberfegung unb (E»
lauterungen o. Dr. tferm. 3angen,
Direttor ber Konigin Euife-Sdfuie in
Konigsberg i. pr.. Rr. 79.

gpradiwirr«nfdiaft, «<ermanifdre,

o} Dr. Rt(h- Eoetoe in Berlin. Rr.238

— Jnbogermanirdje.o Dr.R.Rlerin»
f|i'Jrof a.b. Unio. (bras. Rlit einer
afel



«ammlung 68$Cben Eeinroandband 8 0 p f .

6. J. 6Sfchen’fchc Verlagshatidlung, Leipzig.

§prari)roi|Tenrd)oft, RomnitilVtic,
non Dr. Hoolf 3ouner, prioatdo3ent
an 6er Uninerfitat Kien. I: £aut»
legre u. tDortleljre 1. Hr. 128.

— —Il :K>ortlehrellu.Siintaj. 1tr.250.

— Ormitifdir, non Dr. C. Brodel,
mann, Profeffor an 6er Uninerfitat
Konigsberg. Itr. 291.

gtaatartdit, PreuBiMie», non Dr.
5rig Stier<Somlo, profe(Jor an 6er
Uninerfitat Bonn. 2 Seile. Hr. 298
u. .

S5tamm»*huttbe, Peutrdie, non
Dr. Rué6olf tRud), a. o. Frofeffor an
6. Unineriitat toien. 1l
und 2 Safein. Itr. 126.

otatilr, I. Seil: Pie©runéleffren 6er
Statit ftarrer Korper n. ID. Réuber,
Giplom. 3ng. tttit 82 5ig. Kr. 178

— II. Seil: Angeroandte Statit. tltit
61 Jiguren. r. 179.

ptenognapliir nad) 6em Stiftern non
S. X. (Babelsberger non Dr. ftlbert
Schramm, XTtitglied 6es Kgl. Stenogr.
3nftUuts Dresoen. Kr. 246.

— £el)tbudi 6er Dereinfahten Deutidlen
Stenograpt)ie (®inig.»Stiftem Sto”e»
Sdiret)) nebft Sd)lffel, tefeftiiden u.
einem Hngang n. Dr. Hmfel, ®ber.
leerer 6es Kadettenhaufes ®raniett.
ftein.  Kr. 86.

Otereodjemie non Dr. <€ K)e6etin6,
Profeffor a. 6. Uninerfitat Subingen.
Ktit 34 Kbbil6. Kr. 201.

Stereametvie non Dr. K. ffilater in
Stuttgart, mit 44 Jiguren. Kr. 97.

Siilhutibe non Karl ®tto i)artmann,
ffieroerbeidiuioorjtand in £al)r. mit
7 Polibilbern un6 195 Sejt»3Ku*
ftrationen. Kr. 80.

otedinologie, Allgemeine riiemifdte,
non Dr. (Buft. Kautet in Sfrnr»
lottenburg.  Kr. 113.

Sierrfcubfloffr, Pie, mit befonderer
Beriict(iditigung  6er  (gnttietifdien
meti)o6en non Dr. tjans Buherer,
Profeffor an 6er Kgl. Sed)n. Roh»
hule Dresden. Hr. 214.

SeUgrapltU, Pie elehtrifdie, non
Dr.£ub.Hellftab. 1K.19.Slg. Hr.172.

iit 2 Karten

Seftctment. Pie Sntftehung 6es Alten
Sejtaments non Lic. Dr. ID. Staert
in 3ena. Hr. 272.

— Pie ®ntjtel)Jung 6es Reuen Sefta»
ments non Prof. Lic. Dr. Sari Siemen
in Bonn. Kr. 285.

Srrtil-3nbtt(Ine 11: IDeberei, (Dir»
terei, pofamentiererei, Spihen» uné
(Bardinenfabrifation uné 5 il3fabri=
tation non Prof. map ffitirtler, Pir.
6er Kbni?lichen Secgn. 3entratftelle
fir Sertil,3n6ujtrie 3U Berlin, mit
27 Jig. Hr. 185.

— I11: U>afdlerei, Bleicherei, 5arberei
uno ihre tfilfsffoffe non Dr. tDilt).
maffot, £ef)rer an 6er Preug. f)8l).
Jathfchule fir Sertilinduftrie in
Ktefeié. mit 28 5ig. Kr. 186.

ShertnobtinotttihiSechnifche IDarme»
lehre) non K. Kdalther und m.
Réttinger, Pipl.» Ingenieuren, mit
54 stg. Kr. 242.

Otierbiologie 1: Sntftehung uné
lueiterbitoung 6er Siertoeit, Be»
3iel)Jungen 3« organifhen Katur
non Dr. Ifeinrich Simroth, profeffor
an 6er Uninerfitat £eip3ig. mit
33 Kbbildungen. Kr. 131.

— I1: Besiei)ungen oer Siere 3ur or*
ganifdien Katur non Dr. Reinrid)
Simroth, Prof. an der Uninerfitat
£eip3ig. mit 35 flbbilo. Kr. 132.

iTittgtograpbie non Dr. Hmold
3acobi, profeffor er 3oologie an
oer Kgl. Jorftatabemie 3u Sbarano6t.
mit 2 Karten. Kr. 218.

SCierhnnbe n. Dr. 5ran3 n. IDagner,
Profeffor an éer Uninerfitat (Biegen,
mit 78 Kbbildungen. Kr. 60.

®ftr«id|, Po*, |: Sdugetiere non
®berftudienrat Prof. Dr. Kurt £am>
pert, Dorfteger des Kgl. Katuralien»
fabinetts in Stuttgart mit 15 Kb«
bildungen. Kr. 282

®itr}nd)tUlibr, Kllgemeine uné fpe3i»
eile, non Dr. Paul Rippert in Berlin.
Kr. 228.

ftrigottouMtrie, ©bene itttb Iptia-
rifdte, non Dr. ©erg. Reffenberg,
prinatoo3. an der Sehn. ljohfhule
in Berlin, mit 70 Stguren. Kr. 99.
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Jinternrittonieren,Pax» gffcittlidic

eutTdilanb» i. b. t&genannt

»on Dr. Paul Stogner, ffigmnafial*
Oberlehrer in 3toidau. Kr. 130.

ririjtentrren» non prof. Dr. 5ried=
rief) Seiler, Direitor bes Kgl. ffigm*
najiums 3u Cucfau. 1. Seil: Pon
Anfang an bis 3um Snbe bes 18.

3aRrRunberts. Itr. 275.

I1. Seil: Pont Beginn bes 19.
3aRrRunberts bis auf bie ffiegen.
utart. Itr. 276.

lircieldiidtte ber ittenTdiReit 0. Dr.
tttori3 Roernes, prof. an ber Unio.
IPien. Ittit 53 Abbilb. Itr. 42.

JIrRebevrrdjt, Pa» beutTrije, an
literarifdien, funftierifhen unb ge*
toerbiicRen ScRépfungen, mit befon*
berer BerudfiiRtigung ber inter*
nationalen Dertrage tton Dr. ffiufta»
Rauter, patentanroalt in SRarlotten*
birg. Rr. 263.

Jlerridierungontatliematih tton Dr.
Alfreb £oetnt), prof. an ber Unio.
Jreiburg i.B. Rr. 180:

Ptcltdjermtg»nteren, Pa», oon Dr.
iur. Paul tttoibenRauer, Do3ent ber
PerficRerungsunffenfhaft an  ber
RanoelsRodifcRule Koéln. Rr. 262.

yoOllterltunbe tton Dr. Rticfiael Raber.
lanbt, prioatbo3ent an ber Unioerf.
tPien. mit 56 Abbilb. Rr. 73.

Poiltelieb, Pa» beutldie, aus*
geiodRIt unb erlautert »on profeffor
Dr. 3ul. SaRr. Rr. 25.

|tolh«niirtrd|nft«lrirrc n. Dr. Sari
3 0Rs. 5udls, profeffor an der Uni*
»erjitat Jreiburg i. B. Rr. 133.

Pollt»niirtrd|aftpolitilt oon pra*
fibent Dr. R. oan 6er Borgbt in Ber*
litt. Rr.177.

JttaltRarilieb, Pa», im Persntage
ber UrfcRrift Giberfegt unb erldutert
»on Prof. Dr. R. AitRof, ©berleRrer
a. Realgpmnaiium i.téeimar. Rr.46.

UlaltRer uott ber Pogeluiribe mit
HustoaRI aus minnefang u. Sprih*
bid)tung. mit Anmelgungen unb
einem tPorterbud) »on ®tto ©dintter,
Prof. a. b. ®berrealfd)ule unb a. b.
Sehn. RocRftR- in Stuttgart Rr. 23.

IParcnhunbe, »on Dr. Karl Raffad,
profeffor an ber IDiener Ranbels*

atabemie. 1. Seil: Unorganifhe
tParen. Ittit -10AbbUbungen. Rr.222.
— Il. Seil: fflrganifhe tDaren. mit

36 Abbilbungen. Rr. 223.

Juarutr. SReoretifhe PRijfit n. Seil:
£iht unb tParme. Pon Dr. ffiufta»
3 ager, profeffor an ber Uni»erfitat
tPien. mit 47 Ahbilb. Rr. 77.

lUdriurUijrr, Srdjnirdie, (cbljer-
titbbttnantilt) »on K. IPaltRer u.
m. Roéttinger, Dipl.=3ngenieuren.
mit 54 Siguren. Rr. 242.

gdatdierri. Septil 8nbuftrie  111:
IPafhetei, BleicRerei, Jarberei unb
iRre Rilfsftoffe »on Dr. tPilR. maffot,
£eRrer an ber preug. ROR. JacRfhule
fur Septilinbujtrie in Krefelb. mit
28 Sig- Rr. 186.

IPafTrr, Pa», unb feine Perroenbung
in 3nbuftrie unb ffietoerbe oon Dr.
ffirnft £eRer,Dipl.*3ngen. InSaalfelb.
mit 15 Abbilbungen. Rr. 261.

JPeberri. Septil*3nbuftrie 11: [IPe»
berei, IPirterei, pofamentiererei,
Spigen* unb ffiarbinenfabritation

unb Jil3fabritation »on profeffor
map ffitrtler, Direftor ber Konigl.
Sehn. 3entralftelle fiir Septil=3n<
buftrie 3UBerlin, mit 275ig. Rr.185.

IUirhei-ci. Septil*3nbuftrie 11: [Pe.
berei, [IPirterei, pofamentiererei,
Spigen* unb ffiarbinenfabritation

unb Jiljfabrifation »on profeffor
map ffiirtler, Direitor ber Konigl.
Schn. 3entraiftelle fur Septil*3n*
Ouftrie3u Berlin. mit27Jig. Rr.185.
JPolfram mm Ordtenbari). Rart*
mann ». Aue, tPolfram ». ffifhen*
bah unb ffiottfrieb »on Stragburg.
AusroaRl aus bem Rof. (Epos mtt
Anmertungen u. tPérterbud) » Dr.
K. Rtarolb, Prof. a. Kgl. SriebricRs*
lotleg. 3. Konigsberg t. pr. Rr. 22.
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HIlértrrburii nad) bet neuen beutfdlen 3eiti(itett, b3eometfird|c», non If.
llediiirfireibomtg  non Dr. tjeinrid) Better, Hrcf)itett unb £ef]rer an ber
Klenj. 1tr.200. Baugeroerl(ctyule in  lltagbeburg,

— jDrntrriie», non Dr. 5erb. Detter, neu bearb. o. prof. 3- Donberltnn,
Prof. anb. Unioerfitdt Prag. Hr.64. biplom. unb ftaatl. gepr. 3ngenieur

gridjenlYtlttU oon prof. K. Kimmid) in Breslau, tttit 290 Jig. unb 23
in Ulm. lutt 17 tlafetn in lon-, ffafeln im Gejt. Hr.58.

Jarben» unb ffiolédruct u. 135 Doll»
unb Ue£tbilbern. Ur. 39.

tDeitere Béanbe erfdjeinen in rafdjer 5°19¢c-



Arammlung N chuberl

)

w

IN

o

o

~

©

©

10

11

Sammlung mathematischer Lehrbucher,

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den Bedirfnissen des
Praktikers Rechnung tragen und zugleich durch eine leicht faRliche
Darstellung des Stoffs auch fir den Nichtfachmann verstandlich sind.

G. J. Goschen’sehe Verlagshandlung in Leipzig.

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bénde:

Elementare Arithmetik und Algebra 12 Elemente der

von Prof. Dr. Hermann Schubert
in Hamburg. M. 2.80

Elementare Planimetrie von Prof. 13
W. Pflieger in Mdinster i. E
M. 4.80.

Ebene und spharische Trigono- 14
metrle von Dr. F. Bohnert in
Hamburg. M.2.—

Elementare Stereometrie von Dr.
F. Bohnert in Hamburg. M. 2.40.
Niedere Analysis 1 Teil:
torlk, Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Kettenbriche
Gleichungen von Professor Dr.
Hermann Schubert in Hamburg.
M. 3.60.

Algebra mit EinschluR der elemen- 27

taren Zahlentheorie von Dr. Otto
Pund in Altona. M. 4.40.

Ebene Geometrie der Lage von
Prof. Dr. Rud. Béger in Ham-
burg. M.5—.

Analytische Geometrie der Ebene
von Professor Dr. Max Simon
in StraBburg. M.6.—
Analytische Geometrie des Raumes
I. Teil: Gerade, Ebene, Kugel von
Professor Dr. Max Simon
StraBburg. M. 4.—
Differential- und Integralrechnung
I. Teil: Differentialrechnung von

Prof. Dr.W. Frz Meyer in Kénigs- 32

berg.

Differential- und Integralrechnung

1l. Teil: Integralrechnung von Prof 34

Dr. W. Franz Meyer in Konigs-
berg. M. 10.—

Kombina- 30

und dlophantische 25

29

in 31

darstellenden Geo-
metrie von Dr.John Schrdder in
Hamburg. M.5—.
Differentialgleichungen von Prof.
Dr. L. Schlesinger in Klausen-
burg. 2. Auflage. M. 8
Praxis der Gleichungen von Prof.
C. Runge in Hannover. M. 5.20.
Wahrscheinlichkeits-  und  Aus-
gleichungs-Rechnung von Dr. Nor-
bert Herz in Wien. M.8.—.
Versicherungsmathematik von Dr.
W. Grossmann in Wien. M.5—
Analytische Geometrie des Raumes
Il. Teil: Die Flachen zweiten
Grades von Professor Dr. Max
Simon in StraBburg. M. 4.40.
Geometrische Transformationen
I. Teil: Die projektiven Trans-
formationen nebst ihren  An-
wendungen von Prof. Dr. Karl
Doehlemann in Miinchen. M.10.—
Allgemeine Theorie der Raum-
kurven und Flachen |I. Teil von
Professor Dr. Victor Kommereil
in Reutlingen und Professor Dr.

Karl Kommereil in Heilbronn.
M. 4.80.

Theorie der algebraischen Funk-
tionen und ihrer Integrale von
Oberlehrer E. Landfriedt in
StraBburg. M. 8.50.

Theorie und Praxis der Reihen
von Prof. Dr. C. Runge in Han-
nover. M.7.—.

Liniengeometrie mit Anwendungen
1. Teil von Professor Dr. Konrad
Zindler in Innsbruck. M. 12—



Sammlung Schubert

G. J. Goéschen’sche Verlagshandlung, Leipzig.

35 Mehrdimensionale Geometrie |. Teil: 44 Allgemeine Theorie der Raum-
Die linearen RaumevonProf.Dr.P. kurven und Flachen II. Teil von
H.SchouteinGroningen. M. 10— Professor Dr.Victor Kommereil in

36 MehrdimensionaleGeometrie II. Teil: ~ Reutlingen u. Professor Dr. Karl
Die Polytope von Prof. Dr. P. H. Kommereil in Heilbronn. M. 5.80.
Schoute in Groningen. M. 10.—. 45 Niedere Analysis Il. Teil: Funk-

38 Angewandte Potentialtheorie in ele- tionen, Potenzreihen, Gleichungen
mentarer Behandlung |. Teil v. Prof. von Professor Dr. Hermann
E. Grimsehl in Hamburg. M.6.—.  Schubert in Hamburg. M. 3.80.

39 Thermodynamik 1. Teil von Prof. 46 Thetafunitionen u. hyperelliptische
Dr. W. Voigt, Géttingen. M. 10—.  Funktionen von Oberlehrer E.

40 Mathematische Optik von Prof. Dr. Landfriedtin StraRburg. M. 4.50.
J. Classen in Hﬁm_bl_”_g M. 6.—. 48 Thermodynamik II. Teil von Prof.
41 Theorie der Elektrizitat und des Dr. W. Voigt, Gottingen. M. 10.—.
Magnetismus |. Teil: Elektrostatik 4q \icne guklidische Geometrie v. Dr.

und Elektrokinetlk von Prof. Dr. H. Liebmann, Leipzig. M. 6.50.
Classen in Hamburg. M. 5—. 50 shnliche  Ditff ialaleich
heorle der Elektrizitat u. d. Magne- Gewdhnliche ifferentialgleichun-

gen beliebiger Ordnung von Dr. J.

tismus Il. Teil: Magnetismus und

Elektromagnetismus von Prof. Dr. Horn, Professor an der Bergaka-

J.Classen in Hamburg. M.7.—. demie zu Clausthal. M. 10.—.
43 Theorie der ebenen algebraischen 51 Liniengeometrie mit Anwendungen

Kurven héh. Ordnung v. Dr. Heinr. Il Teil von Professor Dr. Konrad

W ieleitner in Speyer. M. 10. Zindler in Innsbruck. M. 8—.

In Vorbereitung bzw. projektiert sind:

Elemente der Astronomie von Dr. Allgem. Formen- u. Invariantentheorie.
Ernst Hartwig in Bamberg. Kinematik von Professor Dr. Karl
Mathematische Geographie von Dr. Heun in Karlsruhe.
Ernst Hartwig in Bamberg. Elektromagnet. Lichttheorie von Prof.
Darstellende Geometrie Il. Teil: Anwen- Dr. J. Classen in Hamburg.
dungen der darstellenden Geome- I .
trlev. Prof.ErichGeygerin Kassel Gr”ppe”]; u. S“bs"t““o”‘?”‘he‘?”E von
Geschichte der Mathematik von Prof. P.ro - Dr. “E' Nelt(? in GieBen.
Dr. A. von BraunmUhl und Prof. Theorie der Flachen dritter Ordnung.

Dr. S. Ginther in Minchen. Mathematische Potentialtheorie v. Prot.
Dynamik von Professor Dr. Karl Dr. A. Wangerin in Halle.
Heun in Karlsruhe. Elastlzltats- und Festigkeitslehre Im
Technische Mechanik von Prof. Dr. Bauwesen von Dr.ing. H. Reiliner
Karl Heun in Karlsruhe. in Berlin.
Geodasie von Professor Dr. A. Galle glastizitats- und Festigkeitslehre Im
in Potsdam. Maschinenbau von Dr. Rudolf
Allgemeine Funktionentheorie von Dr. Wagner in Stettin.

_ Paul Epstein in StraBburg. Graphisches Rechnen von Prof. Aug.
Raumliche projektive Geometrie. Adler in Prag
Geometrische Transformationen I1.Teil . . o .
von Professor Dr. Karl Doehle- Partielle Differentialgleichungen von
mann in Minchen Professor J. Horn in Clausthal.
Elliptische Funktionen von Dr. Karl Grundlagen der theoretischen Chemie
Boehm in Heidelberg. von Dr. Franz Wenzel in Wien.



G. J. Goschen’sche Verlagshandlung in Leipzig.

GrundriR der Hrnfllsseosrnphie

Dr. Max Eckert

Privatdozent der Erdkunde an der Universitat Kiel
2 Bénde

I: Allgemeine Wirtschafts- und Verkehrsgeographie
Preis: Broschiert M. 3.80—, geb. in Halbfranz M. 5.—

Il: Spezielle Wirtschafts- und Verkehrsgeographie
Preis: Broschiert M. 8.—, geb. in Halbfranz M. 9.20

r\ieser Grundrif ist ein Versuch, die Handelsgeographie als ein ein-
heitliches wissenschaftliches System, das die gesamte W irtschafts-
und Verkehrsgeographie umfaft, darzustellen. lhr Wesen und ihre
Aufgaben bestimmt der Verfasser dahin, daB sie von der Kenntnis der
allgemeinen Lage und der orographischen und hydrographischen Vor-
aussetzungen aus die grundliche Einsicht in die Erwerbs- und Ver-
kehrsverhéltnisse sowohl eines einzelnen Landschaftsgebietes bzw.
eines einzelnen Wirtschaftsreiches, als auch der gesamten Erde, unter
steter Berlicksichtigung der wichtigsten klimatologischen, geologischen,
volkswirtschaftlichen und politischen Faktoren, vermittelt.

Leitfaden der HandeM raphie

Dr. Max Eckert

Preis: In Leinwand geb. M. 3.—

r\ieser Leitfaden ist fir die ffand des Schiilers bestimmt. Er istim

allgemeinen ein Auszug aus dem vorstehenden ,Grundrif der
Handelsgeographie“; wenn sich aber auch die stoffliche Verteilung
im groBen und ganzen nach diesem Werk richtet, so sind doch in
einzelnen Punkten bedeutende Verédnderungen vorgenommen worden.
AuBerdem wurde das statistische Beiwerk auf ein Minimum beschrankt.



0. J. Gdschen’sche Verlagshandlung In Leipzig.

~ Allgemeing und
spezielle UM clmftsgeoMe

Dr. Ernst Friedrich
Privatdozent an der Universitdt Leipzig
Mit 3 Karten
Preis: Broschiert M. 6.80, geb. in Halbfranz M. 8.20

r\ieses Buch sucht in ein hologaiaches Verstandnis der

Wi irtschaft (Produktion und Verkehr) einzufiithren, indem es zeigt,
wie jede ortliche Wirtschaft als Teil in dem zusammenhangenden und
durch tellurische Faktoren bestimmten Wirtschaftsleben der Erde
dasteht. Dabei wird, wie es richtig ist, die Produktion der Lé&nder
in den Vordergrund gestellt, der Verkehr an zweiter Stelle behandelt.

Zcichcnl<unst

Methodische Darstellung des gesamten Zeichenwesens
unter Mitwirkung erster Kréfte herausgegeben von

Karl Kimmich

582 Seiten, mit 1091 Text-1llustrationen,
sowie 57 Farb- und Lichtdrucktafeln

2 Béande
Preis: gebunden M. 25.—







