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Streszczenie: W wielu gałęziach przymysłu procesy produkcyjne 
można przedstawić jako przepływy dyskretnych detali. Dla takich procesów sformułowano w referacie ogólne zagadnienie kolejnościowe oraz zaproponowano model matematyczny i algorytm optymalizacyjny 
w oparciu o teorię grafów dysjunktywnych.

1. Wsten
W wielu gałęziach przemysłu (hutniczy, maszynowy, budowlany itd.) pro­ces produkcyjny charakteryzuje się przepływam materiałów (w ciągu techno­logicznym) w postaci pojedynczych elementów lub ich partii. Elementy te są poddawane operacjom obróbki na kolejnych agregatach technologicznych (maszynach), Czasy poszczególnych operacji są określone i zwykle różne 

dla różnych elementów i agregatów. W związku z tym powstaje zagadnienie określenia kolejności wykonywania elementów na poszczególnych maszynach aby uzyskać minimalny czas wykonania wszystkich operacji.Dla tak postawionego zagadnienia, zwanego ogólnym problemem kolejnoś- ciowym, przedstawiamy model matematyczny oraz algorytm rozwiązania w o- parciu o elementy teorii grafów dysjunktywnych i metodę podziału i ogra­niczeń.
2. Model RStepetYbgny ogólnego -problemu kolednościowego

W paragrafie tym przedstawimy matematyczny model ogólnego problemu kolejnościowego, podamy własności tego modelu oraz scharakteryzujemy graf dysjunktywny reprezentujący ten model.Niech
N = ■{'1,2,... ,na­

będzie zbiorem zadań (operacji), które mają być wykonane za pomocą ma­szyn ze zbioru
B s { 1 ,2 ,.. .,m}-.

Oznaczmy przez
Q c {1,2, ... ,ą}-

zbiór różnych typów (rodzajów) mamyn. Każdemu k€Q odpowiada B^eB, pod­
zbiór maszyn tego samego rodzaju(tzn. o tych samych możliwościach funk­cjonalnych), które jednak mogą mieć różne parametry techniczne (np. wy­dajność) _ oraz podzbiór operacji Nk€N, które mają być wykonane przy uży­
ciu maszyn typu k. Zakładamy, że zachodzą następujące zależności

Nfc = K, 0 , k,ł€Q, k ji 1 ,_ U  Bk = B, B ^  = 0,
k,l€Q, k / 1 .

Naszym celem będzie dokonanie przydziału maszyn do wykonania operacji oraz wyznaczenie optymalnej kolejności wykonywania operacji na poszcze­gólnych maszynach, przy dodatkowym^ założeniu, że na szukaną kolejność 
mogą być nałożone pewne ograniczenia wynikające z technologicznego porząd­ku wykonywania operacji.Niech

TcBxN
będzie relacją częściowego porządku wyrażającą wymagania porządku tech­nologicznego.

Ogólny problem kolejnnźcinwy polęga na określeniu przydziału maszyn operacjom i wyznaczeniu takiej kolejności wykonywania operacji, która
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minimalizuje łączny czas ich wykonania oraz spełnia ograriczenia:(i) każda operacja może być wykonywana tylko na jednej maszynie z okreś­

lonego dla niej typu,.(ii5 żadna maszyna nie może wykonywać jednocześnie więcej niż jedną ope­
rację,(iii) zachowany musi być technologiczny porządek wykonywania operacji,(iv) wykonywanie żadnej operacji nie może być przerwane.Wprowadzimy teraz następujące oznaczenia:

t —  czas rozpoczęcia wszystkich operacji (bez straty ogólności możemy 
0 przyjąć t0 = 0),

t —  szukany czas wykonai ia wszystkich operacji,Z .
t^ - czas rozpoczęcia operacji j (jeB),
t? - czas zakończenia operacji j (j£B),
cik " ozas wykonywania i-tej operacji za pomocą k-tej maszyny (c^ > 0 ,

ieK^, k€B^, j€Q} w przeciwnym przypadku, tzn. gdy î U.j lub k^B^
dla j£Q przyjmujemy c^k = es),

x-. - zmienna decyzyjna określona następująco!
1 , gdy i-ta operacja jest wykonywana na k-tej maszynie,

* i k  • •0, w przeciwnym razie.Stosując powyższe oznaczenia, ogólny problem kolejnościowy ma nastę­
pującą postać:(1) zminimalizować tz,
przy oznaczeniach:

C2) l  =v'’ & IŁkcik* ieN’
(5 )  [ ( ^  = D A (x ak = i ) ] = >  [ ( t f  >  t J ) V ( t J . *  t j ) ] ,  i . , i  j ,  i , j e n ,  keB,

(4 )  t j  £  t 7 ,  ( i , j ) e l ,

(5 )  t 0 , jeir,

(6 )  t z >  t | ,  ieN,

*0 * tz» tj' *j & °» ^B, tz < "* ^ k 6'!0*'1^  ieH» keB*
Ograniczenia (2) są matematycznym zapisem ograniczeń (i) oraz (iv), 

ograniczenia (3) odpowiadają ograniczeniom (ii), a (4) są ograniczeniami porządku technologicznego T. Ograniczenia (5) - (7) są oczywiste.Oznaczmy przez P problem (1) - (7). Problem P jest problemem programo­wania liniowego, częściowo całkowitoliczbowego, które jak dotychczas nie doczekało się efektywnych metod obliczeniowych._Ustalonemu problemowi P, a więc ustalonym zbiorom B, B, Q, -{B̂ }-,
oraz wartościom przyporządkujemy teraz multidigraf dysjunktywny
z obciążonymi łukami

G = <A,U?V',V>,
gdzie A jest zbiorem wierzchołków, a U, v', V zbiorami łuków.

Zbiór wierzchołków A jest sumą rozłącznych zbiorów 
A s XvYu-j zQ[-u-{

gdzie X = 1 = 'iyihieył i wirzchołki X£_, y z Q, z^ odpowiadają
zdarzeniom t?, t^, tQ, tz.

Podzbiór łuków U składa się z łuków odpowiadających ograniczeniom
(4) - (6), a więc (a) dla każdej pary (i,j)£T mamy (y^jZ^eU, (b)
(z0,x_j)eU dla każdego wierzchołka j, który nie ma żadnego poprzednika,
(c) (y;j,z^)€U dla każdego wierzchołka j, który nie ma żadnego następnika.
Wszystkie łuki zbioru U obciążany wagami 0.
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Zbiór łuków Y* odpowiada ograniczeniom (2), z których wynika, że każ­dej operacji ie2C, przyporządkowana jest dokładnie jedna maszyna z B-̂ . Dla
każdej operacji- ielT̂  wprowadzamy ]B-, j łuków (n^,y^)^, k = 1 , 2,..., |B-jJ,
0 tych samych początkach i końcach, odpowiadających maszynom, na których może być wykonywana' ta operacja. Tak zdefiniowany podzbiór łuków nazywamy i-tva zbiorem dwanunktwwnvm i oznaczamy przez Y^. Kolejne łuki z ob­
ciążamy wagami k€B^, gdzie 1 określone jest przez icK^, V zawiera 
podzbiory. V- odpowiadające wszystkim operacjom, zatem
(C) Y =
Dowolny łuk dla ustalonego zbioru nazywamy kuz-ynem innych łuków z tego
zbioru, a czynność zastępowania łuku którymś z jego kuzynów nazywamy ■prze­
łączaniem.Ograniczenia (2) powodują, że w dowo-lnym rozwiązaniu dopuszczalnym problemu P, dla każdej operacji ieK równość = 1 jest spełniona dla
dokładnie jednego keB. W terminach teorii_grafów,oznacza to, że każdemu 
rozwiązaniu dopuszczalnemu odpowiada w zbiorze Y zbiór reprezentantów rodziny zbiorów -{Ŷ }-,

Kiech s' oznacza dowolny taki zmor reprezentantów. S" nazywamy re- 
prezentayjs z\jQT<ą. .Ograniczenia (3) powodują, że żadne dwie operacje m e  mogą być jedno­cześnie wykonywane na tej samej maszynie z B^, leQ, więc aby zapobiec
wykonywaniu na jednej maszynie jednocześnie więcej niż jednej operacji, dla każdej pary operacji i,je!7̂ , (i,j)^T, l€Q wprowadzamy parę luków
[Cy;- zwaną dalej parĄ łuków dysjunktywnych lub po prostu
•paró dws.iunirtwwną. Dowolny łuk z takiej pary nazywamy partnerem drugiego łuku z tej pary, a czynność zastępowania łuku partnerem nazywamy przełą­czaniem. Y jest zbiorem wszystkich par łuków dysjunktywitych, tj.
(9 )  V = l [ ( y i f x p , ( y j i X i ) ] *  ( i f j )$ T ,  16QK

Zauważmy, że jeżeli istnieje keB takie, że 3̂  = = 1 dla i 4 j,
i,j€K, czyli jeżeli ta sama maszyna k została przydzielona dwóm zadaniom
1 oraz j, to ograniczenie (3) powoduje, że opracja i jest wykonywana przed operacją j lub odwrotnie. Łatwo pokazać, że w tym przypadlcu może
być spełniona tylko jedna z nierówności tf ł albo t? 5 tj. 'H terminach
teorii grafów oznacza to, że dowolnemu rozwiązaniu dopuszczalnemu proble­mu P odpowiada podzbiór łuków dysjunktywnych S, który*zawiera co najwyżej jeden łuk z każdej nary łuków dysjunktywnych. S nazywany reprezentacją łuków.

Ograniczenie (3) mogą teraz być napisane w następującej postaci: Jeże- = 9, k6B1, to Cy^,xj_)eS albo (yifx_.)eS* dla i, jeJTĵ , l€Q,
gdzie S jest reprezentacją łuków. Tę postać ograniczeń (3) nazywamy wa­
runkiem. iraplikacwj ny m.Kiech
(10) D = -{Di D = <A,UuSuS>}-
będzie rodziną digrafćw częściowych multidigrafu dysjunktywnego G takich, że S jest dowolną reprezentacją zbiorów, a S jest reprezentacją łuków, dla której D jest digrafem bezkonturowym i spełnia warunek implikacyjny. Innymi słowy, D jest rodziną digrafów odpowiadających rozwiązaniom dopusz­
czalnym prooi.emu P. Zauważmy, że dla ustalonego rozwiązania dopuszczalne- SQ» tz jest długością drogi krytycznej (tj. najdłuższej) w digrafie odpo--
wiadającym temu rozwiązaniu. Digraf D należący'do rodziny ¿5, a odpowiada­
jący ustalonym Reprezentacjom S„ i S będziemy oznaczać przez 
Drp = <ś,CTuGruSp), e długość nejdłużSzej drogi w D ^  przez L^.

Drogę krytyczną o diugosci Ł,, gdzie L. = min 1   nazywamw minimak—
B-^eB ^rp

w aulfcidigrafie dy s ńunktywnym Gf a wiązane z nią ireprezeirfcacne s, 1 S. nazywamy optymalnymi. “ 0
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Możemy teraz sformułować twierdzenie
TWIERDZENIE 1. Problem P jest równoważny problemowi znalezienia dłu­

gości minimaksymalnej Iu w multidigrafie djsjunktywnym G. Optymalną war­tością tz jest długość Ł, drogi krytycznej w digrafie D,,, a wartości
pozostałych zmiennych t?, t^ (j6N), mogą być wyznaczone za pomocą etapu
„wstecz" metody drogi krytycznej zastosowanej do digrafu D„,,

W ten sposób rozwiązanie zagadnienia P sprowadza się do znalezienia digrafu DeiT, który ma najkrótszą drogę krytyczną.i

Załóżmy, że many reprezentację zbiorów
(11) S ' = -{(x,y)eV': 3 ieN, (x,y)€ViAc(x,y) = min c(a,b)}-,(a,b)eVi
gdzie c(x,y) jest obciążeniem łuku (x,y) oraz reprezentacj łuków ta­
ką, że graf D^Q = (AjUuS^uS') jest bezkonturowy. Wówczas łuk (v,u)eV' 
lub (y,x)€V będziemy nazywać zgodnym, jeżeli (v,u)€S' lub (y,x)€S,,, 
a przeciwn-ym, jeżeli (v,u)eV^S' lub (y.rJeWS^.

Beprerentacja ¿uków Sr grafu może zawierać z każdej pary łuków
[(y,x),(u,w)] jedną z trzech możliwości* nj łuk zgodny,
21 łuk przeciwny,
3) nie zawierać żadnego łuku z danej pary dysjunktywnej.Możliwość 3 będziemy nazywać łukiem pustym i oznaczać przez (y,x) lub
(u,v). Natomiast czynność zastępowania łuku zgodnego łukiem pustym (tzn. usuwania łuku zgodnego z grafu) będziemy nazywać wwłaoz.aTwicml

Drogę minimaksymalną spełniającą warunek implikacyjny w multidigrafie dysjunktywnym G uzyskujemy generując ciąg digrafów -jD̂ }-, rozpo­
czynając od digrafu D ^  = (A,UoS^pSj{> , gdzie oraz są dowolnymi re­
prezentacjami łuków oraz zbiorów takimi, że digraf D^eU.

Dowolny digraf DB0 otrzymujemy z pewnego digrafu D ^  lub D ^  przez 
przełączenie albo wyłączenie jednego łuku zgodnego z reprezentacji Sr 
lub przełączenie łuku zgodnego z reprezentacji zbiorów S^.

Proces generowania digrafów można przedstawić wpostaci drz*ewa H roz­wiązań dopuszczalnych. Każdy wierzchołek w H odpowiada pewnemu digrafomi Pjp, a łuk - pewnej parze digrafów 3^, D ^  lut 3^, Dro takiej, że od­
powiednio DSp lub D - został otrzymany przez przełączenie albo wyłączenie, 
jednego łuku dysjunktywnego (y,x)£Sr na łuk przeciwny (u,v)€Ss lub puszy
Qu,v), albo przez przełączenie łuku (x,y)es.l na łuk przeciwny (v,u)€S*.• * c.Innymi słowy, łuk (D_,D_) w H będzie odpowiadał łukowi (u,v)€S_ albc
łukowi (u,v), a łuk łukowi (v,u)6S^. Wygenerowanie nowego di­
grafu (tj. wierzchołka w H) jest związane z wyborem pewnego łuku zgodnego do przełączenia albo wyłączenia z Sr lub przełączenia w . Czynność tę'
będziemy nazywać operac.ią wVboru.Dla każdego nowo wygenerowanego digrafu wykonujemy następujące czynnnś—ci:
a) testowanie drogi krytycznej, polegające na sprawdzeniu, czy dalsze przełączanie (albo wyłączanie) łuków zgodnych może_doprowadzić do wy­generowania digrafu, w którym droga krytyczna będzie krótsza od naj­

krótszej dotychczas znalezionej,b) testowanie warunku implikacyjnego, polegające na sprawdzeniu* czy ca ™  wygenerowany digraf spełnia warunek impłikacyj nyJeżeli wynik testowania (a) jest negatywny, to z/ówczas odrzucamy nem 
wygenerowany digraf i cofamy się do jego poprzednika w drzewie H.Przy generowaniu nowego digrafu D lub D z D będziemy ustalaćję w.  ̂ xppewne łuki odpowiednio w rprezentacji Sg lub S^. Jeżeli digraf D ^
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został otrzymany z D w wyniku przełączenia albo wyłączenia łuku zgodne­
go Cy,x)esr, to w Dsp ustalamy chwilowo odpowiadający łukowi (y,x) łuk 
przeciwny (u,v)esg albo łuk pusty (u,v). Łuki ustalone chwilowo nie są
brane pod uwagę w dalszym procesie generowania następników 'względem 
wierzchołka drzewa H, dla którego zostały ustalone.Jeżeli cofamy się do i to po raz pierwszy po łuku przeciwnym lub
pustym względem pewnego łuku zgodnego, to ustalamy tymczasowo ten łuk nrzeciwny lub pusty. Natomiast jeżeli cofanie odbywa się już po raz dru­gi, to łuk zgodny zostaje ustalony ag trwałe. Łuk zgodny, dla którego został ustalony tymczasowo łuk przeciwny lub pusty, może ulec zmianie,_ ale tylko wtedy, jeżeli zachodzi potrzeba wykonania drugiej, jeszcze nie wykonanej czynności przełączenia albo wyłączenia. Bardziej formalnie, dla każdego digrafu określamy zbiór łuków dysjunktywnych ustalonych
chwilowo lub trwale ErcSr oraz zbiór łuków dysjunktywnych ?r ustalonych 
tymczasowo. Łuki ustalone chwilowo w zbiorze Er należą do drogi od ko­
rzenia drzewa H do wierzchołka DTO, przy czym w Er są to łuki przeciwne 
względem łuków zgodnych. Każdy łuk ustalony na trwałe w Ep jest łukiem
zgodnym i odpowiada dwóm łukom, przeciwnemu i pustemu - odrzuconym w H 
przy cofaniu, które uprzednio były wprowadzone do H przez przełączenie i wyłączenie tego łuku zgodnego. Żaden łuk ze zbioru Er nie ulega zmia­
nie w dowolnym następniku Dtu względem D^. Każdy łuk ustalony tymczaso­
wo w jest łukiem przeciwnym lub pustym odrzuconym z E przy cofaniu.
Zbiór Er zawiera wszystkie takie łuki leżące na drodze od korzenia do 
węzła w H.

Natomiast, jeżeli nowy di graf D^a został otrzymany z B ^  w wyniku 
przełączenie łuku zgodnego (x,y)eSp ,’ to w B ^  ustalamy chwilowo łuk 
przeciwny (v,u)es'f na który nastąpiło przełączenie. Łuk (v,u) nie może 
być przełączony w żadnym następniku D.^. Jeżeli cofamy się do po łu­
ku przecivmym względem pewnego łuku zgodnego, to ustalamy tymczasowo tęn łuk'przeciwny. Przy czym, jeżeli cofanie odbywa'się po raz (r_, = | VI1 -1,
j€^), to łuk zgodny zostaje ustalony na trwałe. W przypadku, gdy r^ = 0,-i . . . "to taki łuk zgodny nie będzie podlegał przełączeniu i od_początku będzie ustalony na trwałe. Dla każdego digrafu D ^  określamy zbiór łuków dys-
junktywnych ~pcSp ustalonych chwilowo lub na trwałe, oraz zbiór łuków 
dysjunktywnych ustalonych tymczasowo. Łuki ustalone chwilowo ze zbio­
ru Ep należą do drogi od korzenia do wierzchołka D ^  w H i są to łuki 
przeciwne. Każdy łuk ustalony na trwałe w Ep jest łukiem zgodnym i odpo­
wiada wszystkim łukom przeciwnym odrzuconym w H przy cofaniu, które po­przednio były wprowadzone do H przęz przełączanie tego łuku zgodnego’.Każdy łuk ustalony tymczasowo w Fp jest łukiem przeciwnym, który został
odrzucony w H przy cofaniu. Pozostałe uwagi dotyczące tych zbiorów są takie same, jak dla zbiorów E^ i P^. Łatwo zauważyć, że w kompletnym'
drzewie E istnieje wierzchołek D^, w którym Ep = Sp . Wierzchołek ten
będzie punktem startowym algorytmu. Pozwoli to na wyłączenie maksymalnej 
liczby łuków z reprezentacji Sr w pierwszych iteracjach algorytmu i na
uzyskanie dobrego rozwiązania początkowego.Przejdźmy teraz do szczegółowego opisania wprowadzonych operacji. Operacja testPTfaria drogi, krytycznejCelem tej operacji jest obliczenie dolnego ograniczenia długości dróg krytycznych w digrafach DgQeU, które mogą być wygenerowane z .D^. Łukami,
które nie ulegają zmianie przy generowaniu następników z D ^  są’łuki ze
zbiorów Er i E^. Utwórzmy więc digraf D(EruSp = <A,DuEruSp i niech
LCEjyS') oznacza długość drogi krytycznej w D(ExuSp). Niech L* będzie
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najkrótszą drogą krytyczną w wygenerowanych do tej pory digrafach w drze­wie H. ,

Jeżeli L(EruSp) > L*, to digraf zostaje odrzucony wraz z ewentual­
nymi następnikami.

PjŁsragja yyboruDla ustalanego digrafu D ^  operacja wyboru polega na wyznaczeniu 
w D luku zgodnego, który m  zostać przełączony lub wyłączony. Przełą­
czamy lub wyłączamy jedynie łuki zgodne leżące na drodze krytycznej, bo tylko takie mogą spowodować zmniejszenie długości drogi ¡2,5]. Jeżeli przez oznaczymy zbiór łuków drogi krytycznej, to będą to łuki ze
zbiorów odpowiećkiio
0 2 ) Wr = ( S ^ r ^ r p  lnh

(15) w; = (S^EpnC^.
Eiech Kr będzie zbiorem łuków przeciwnych i pustych względem wszyst­

kich łuków zgodnych ze zbioru V¡r. Oczywiście |Kr| = 2[i7r|. Zbiór Kr na­
zywamy zbiorem kandydatów. Bezpośrednim następnikiem digrafu D _  w H możeIbyć digraf otrzymany z D ^  w wyniku przełączenia lub wyłączenia łuku
(y,x)6Wr, czyli w wyniku zamiany łuku (y,x) odpowiednio na łuk przeciwny
(u,v)€Kr lub na łuk pusty (u,V)eKr.

Podobnie, niech K^.będzie zbiorem łuków przeciwnych względem łuków
zgodnych ze zbioru T/̂ . Zbiór ten także nazywamy zbiorem kandydatów-

Będziemy starali się znaleźć taki łuk zgodny w lub W^, którego
przełączenie albo wyłączenie wygeneruje bezpośredni następnik o możliwie 
najkrótszej drodze krytycznej. Do oceny wyboru łuków ze zbiorów-kandyda­tów posłużą nam liczby ńrD[(y,x),(u,y) j , A' [(;y,x) ,(u,v)] i Ą^(x,y) ,:£v,u)
dokładnie zdefiniowane w [2], które wyrażają oszacowanie zmiany długości dróg krytycznych przy przełączeniu lub wyłączeniu łuku (y,x) albo przełą­czeniu łuku (x,y).

Testowanie warunku implikncy.lnego .Operacja ta polega na sprawdzaniu, czy nowo wygenerowany digraf speł­nia warunek iraplikacyjny.• Niespełnienie tego warunku może nastąpić tylko przy operacji wyłączenia łuku dysjunktywnego ze zbioru V i Każdy łuk'
(y^,X£)eWr ma dwa łuki przyległe (x.j,y.j) oraz (x^,y£), które należą do 
zbioru . T procesie generowania ciągu digrafów D ^  luki przyległe ule­
gają zmianie, co powoduje zmianę treści warunku implikacyjnego, T związku 
z tym sprawdzenie tego warunku jak i możliwość wyłączenia łuku (y^,x^)€’r
może nastąpić w przypadku, gdy jego łuki przyległe będą ustalone chwilowo lub na trwałe. Diech R będzie podzbiorem zbioru kandydatów E_ zawierają­cym łuki puste, a
(14) R ^  = -¡(7 j,Xi)€Er: (^.y^efp, (z^y^eF'}.
zbiorem łuków pustych, których łuki przyległe (x-,y-), (x_,,y.) są ustalo­ne chwilowo lub trwale. u J

Łuk zgodny ze zbioru noże być wyłączony, jeżeli jego łuk pusty na­
leży do zbioru i wyłączenie to nie powoduje niespełnienia warunku
implikacyjnego. Jeżeli natomiast wyłączenie tego łuku powoduje niespełnie­nie warunku implikacyjnegp, wówczas łuk pusty ustalamy tymczasowo.Jeżeli dla digrafu Drp wynik operacji,testowanie drogi krytycznej jest negatywny, albo zbiory kandydatów Kr i są puste, to wówczas należy
cofnąć się do bezpośredniego nonrzednika D „  lub D „  digrafu D__. liożnaSJ) i Q jTy
udowodnić twierdzenie, że jeżeli cofanie z digrafu Dgo do D ^  odbywa się
po łuku pustym (y ,x) (względem łuku zgodnego (y,x)6Sr), to należy wtedy
cofnąć się do bezpośredniego poprzednika D. lub B_v digrafu D (cofanie o dwa poziomy) [2]. * - ^
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W przypadku, gdy di graf D ma w drzewie H bez pośrednie go poprzednika 

D lub D , wówczas operacja cofania polega na odrzuceniu wszystkich in­
formacji dotyczących digrafu D^, uaktualnieniu zbiorów Eg, Sg lub 
E'. p', s ' oraz usunięciu ze zbioru kandydatów K lub K luku, po którym

<2 q q y*.następuje cofanie. W przeciwnym przypadku, tj. gdy nie ma w drzewie 
H poprzedników, należy wygenerować nowy wierzchołek w H będący poprzedni­
kiem digrafu D^.

Jeżeli zbiór Ep jest niepusty (gdy jest pusty, wówczas reprezentacje 
S, i S, związane z aktualną wartością L* są optymalne),wyznaczamy zbiór 
łuków *
(15) Pp =
Gdy P = 0, to przyjmujemy
(16) PP= ' BP-
Następnie znajdujemy łuk zgodny (x,y)eP oraz jego kuzyna (v,u)fS takie­
go, że , ■A^p[(x,y),(wfu)] = min •{ńli|[(a,b),(c,d)])>,
gdzie minimum jeęt brane po łukach zgodnych (a,h)€P oraz ich wszystkich
kuzynach (c,d)fSp .

. Digraf DrQ, będący poprzednikiem D^, tworzymy przełączając łuk 
(z,y)ePp (tj.* biorąc E' = EpV{ (x,y)}-) oraz uaktualniając reprezentację 
zbiorów, tj. przyjmując

S' = Sp\-|(z,y)W(v,u)}-, 
gdzie łuki (x,y) i (v,u) zostały wyznaczone w (17).
4. Alsorrtm

VI tym paragrafie opiszemy szczegółowo poszczególne kroki algorytmu 
rozwiązywania ogólnego, zagadnienia kolejnościowego. tNiech korzeniem-drzewa H będzie digraf = {AjTJuS.juS^), oczywiście

musi należeć do D. Eepr.ezentacja zawiera dokładnie po jednym łuku 
z każdej pary łuków dysjunktywnych, a jest dowolną reprezentacją zbio­
rów. Przyjmujemy Ê s=Sjj, E^:=F1!=E^0, L*:=so. Dalej, niech 
D ^  = (Ajtk/S^uS^), Er, E^, Er, Ep będą odpowiednio digrafem, zbiorami
łuków ustalonych chwilowo i trwale oraz tymczasowo w n-p-tej iteracji algorytmu.
Krok 1. Operacja testowania

Obliczyć I^E^y&p, tj. długość drogi krytycznej w digrafie DiE^ys'),
która jest dolnym_ogranic2Bniem długości dróg krytycznych we wszystkich następnikach DEqeD, które mogą być wygenerowane z di grafu D^.

Jeżeli I^E^Sp) > L*, to przejść do kroku 4. W przeciwnym przypadku
przejść do kroku 2.
Krok 2. Operacja obliczania

Obliczyć długość drogi krytycznej Ł^. Jeżeli < L*, to L«
oraz wyznaczyć zbiory łuków i Wp, zgodnie z (12) i (13).

Jeżeli VTr = 0 i Np = 0, to przejść do kroku 4. 7/ przeciwnym przypadku
określić zbiory łuków-kandydatów Kr i oraz wykonać

K t  —Kf^E_, r r r’
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Jeżeli Ej, = 0 i ■bo przejść do kroku 4. W przeciwnym przypadku
obliczyć A [(y,x),(u,tr)], A^[( 3̂ p(u7v)],A^[(:c,y),(v,u)] dla odpowied­
nich łuków (u.yJcKj,, (u.YieK^, (v,u)eK^ i przejść do kroku 3,
Krok 3. Operacja wyboru

Jeżeli Kr = 0 i = 0, bo przejść do kroku A. W przeciwnym przypadku
postąpić w następujący sposób.Jeżeli R^p / 0, to wybrać łuk pusty (Uj-OeR^ taki, że

AppUy.zJ.CuT^)] = ^Ax p K a»b)*<«fa>lJ,ł
* J rp

oraz sprawdzić warunek implikacyjny postępując następująco. Jeżeli 
(y.,x) = (ŷ ł̂ j.) i operacje i oraz j są wykonywane na tej samej maszynie
(tzn. ), to łuku zgodnego nie można przełączyć (wyłączyć) na
łuk pusty (u,v>. Wtedy należy przyjąć

Kr«=Kr\Uu7?))-,
Er:=Er^ Cp7v)}-.

i przejść do wykonywania kroku 3 od początku. W przeciwnym przypadku, tzn. gdy operacje i oraz j są wykonywane na różnych maszynach, należy 
wygenerować nowy digraf D przez wyłączenie łuku dysjunktywnego (y,x) oraz przyjąć ^

s8:=sr\-i (y,*)}-,
Es:=Er’ Fs!=Fr*

Następnie do drzewa H dołączyć nowy wierzchołek (digraf) Dsp oraz.łuk 
(D^jDgp) odpowiadający łukowi pustemu (u,v) i przejść’ do kroku 1.

Jeżeli R ^  = 0 i 0 0, to wyznaczyć łuk (v,u)€K^ taki, że
ćlp[(x,y),(v,u)] = min ,-{a ' [(a,b),(c,d)]}- 
y (c,d)eKp ^

i wygenerować nowy digraf Dr^ przez przełączenie łuku zgodnego (x,y) na
łuk przeciwny (v,u) oraz chwilowe ustalenie tego łuku przeciwnego, czyli przyjąć

Sqs=Sp\-i (x »7) W  (■».«)}■,
Eqs=Ep ^ (v,u)l-, Fq:=Fp ‘

Do drzewa H dołączyć nowy wierzchołek (digraf) D ^  i łuk (D^iD^) odpo­
wiadający łukowi przeęiwnemu (v,u) oraz przejść do wykonywana kroku 1 .Jeżeli R = 0 i K = 0, to wyznaczyć łuk przeciwny (u,v)eK \R taki, że ™  ^ ™

A _[(y,x),(u,-i)j = min -{A [(a,b),(c,d)]}-.
* (c,d)€Er\RItp

Przełączając łuk zgodny (y,x) na łuk przeciwny (u,v) wygenerować digraf D oraz przyjąć
** sgS=srM(y,x)M(u,v)}-,

Ess=Eri^(u,v)l- , V =Fr‘
Następnie do drzewa H dołączyć nowy wierzchołek (digraf) Dgp oraz łuk 
(D ,D__) odpowiadający łukowi przeciwnemu (u,v) i przejść do kroku 1.ip spKrok 4. Operacja cofania

Cofnąć się do bezpośredniego poprzednika digrafu D ^  w drzewie H. Je­
żeli D nie ma bezpośredniego poprzednika, to wyznaczyć zbiór łuków P^, 
zgodnie z (15) i (16).
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Jeżeli-P = 0i to wówczas reprezentacje i związane z aktualną
wartością 1* są optymaLne, a droga krytyczna C,, w digrafieD»» = <A,ijvS*uS^> jest drogą minimaksymalną w multidigrafie dysjunktywnym
r*J* 7i przypadku, gdy Pp ć 0, wyznaczyć luk zgodny (i,y)ePp i jega kuzyna 
(■v,u)£Sp oraz skonstruować na podstawie digrafu di graf Drl i przyjąć

sl:=spx  ̂ (v,u)}-,
E^*=EpM (x,y)K P^:=Ppi^ (x,y)}-f

przy czym jeżeli (x,y)ev£, k€Q i rfc = 1, to przyjąć
Ê s=Ê u-{ (v,u)}-.

3C as tę pnie przejść do wykonywania kroku 2. *Jeżeli natomiast digraf ma bezpośredniego poprzednika lub
w drzewie H, to wówczas odizucić wszystkie informacje dotyczące digrafu:D i uaktualnić informacje dotyczące lub Drl w niżej opisany .sposób.

Jeżeli został wygenerowany z digrafu przez przełączenie łuku-
zgodnego (y,x)ei?k na łuk pjzeciwny (u,v), wówczas wykonać

(u,v)}-,
Śj.tsSjM (u,W>M (y ,x) Y 

przy czym,-jeżeli (u,v;eFk, to
Efci=Ekw{(yfx ) i ,

■Fki=5‘k^  ̂ U,T^ » l
oraz przejść do kroku 3,Z kolei, jeżeli został wygenerowany z w wyniku wyłączenia łuku
zgodnego (y,x)£Wk, wówczas wykonać

Kk:=EłM
3k-:= E ^
¿Ks=srtH (y,x)!-,

przy czym jeżeli (u,v)eF. , gdzie (u,v) jest partnerem łuku (w,x), to przyjąć

oraz przejść do wykonywania od początku kroku 4 dla digrafu D^.
Natomiast, jeżeli został wygenerowany z digrafu Dr  ̂w wyniku prze­

łączenia łuku zgodnego (x,y)eE^ na łuk pizeciwny (v,u), wówczas wykonać
Ei.g|vt Ct,u)K

(v ,u)}-,
si-'=SpM 0 ,u)M

przy czym, jeżeli cofanie odbywa się po raz r, ze względu ne łuk 
Cx,y)eT' jeK, to

3 3^:=3^.(xfy)i-,

i przejść do kroku 3,
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W pracy [2] zawarty jest dowód twierdzenia, które możemy sformułować w następujący sposób:
JFIERDZEKIB 2. Podany wyżej algorytm wyznacza drogę minimaksymalną w multidigrafie dysjunktywnym G = (A,UjV;V ).
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MTOPOTM ODTHMAJIHSAKHM H0CIEH0BATE2EEHLK 3AJ&1! B JWCKPErHiJX UFOi'SBOIlCTBE-
HBHX HPOUECCAI
P e s s i i e

B paCoTe paccMaTpHB&eTCH npoCAewAa noc-veaoBaiejiLHOCTH H3roTOBJieHHH 
AeTajieii Ha HMeomeMCH oOopyitOBaHHH ?&k , htoók noJiyroTL MHHHMajt&Hoe bdsmh 
BHnoAHeHHH oaepaĘHS.

iaeT ce  i/iaTeMauHveoKaH MOfleAt a  aurropaTM pemeHHa: Ha Case aJieweHTOB 
xeopHH .hzsbsohkthbhhx rpa&OB a  MeToaa p a3 aem  k orpaHHueHEfl.

ALGORITHM FOR SEQUENTIAL PROBLEMS OPTIMIZATION IN DISCRETE 
PRODUCTION PROCESSES

S u m m a r y
In many branches of industry the production processes may be characte­

rised with flux of discrete details. The general sequencing problem for. 
such processes is stated in the paper, then a mathematical model is pre­
sented, and an algorithm depending on the theory of disjunctive graphs 
theory described.
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