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ALGORYTM OPTYMALIZACJl ZAGAM I EH SEKWENCYJINYCH
W DYSKRETNYCH PROCESACH PRODUKCYJNYCH

Streszczenie: W wielu gateziach przymystu procesy produkcyjne
mozna przedstawi¢ jako przepkywy dyskretnych detali. Dla takich
procesow sformutowano w referacie ogélne zagadnienie kolejnosciowe
oraz zaproponowano model matematyczny i algorytm optymalizacyjny
w oparciu o teorie graféw dysjunktywnych.

1. Wsten

W wielu gateziach przemystu (hutniczy, maszynowy, budowlany itd.) pro-
ces produkcyjny charakteryzuje sie przeptywam materiatéw (w ciggu techno-
logicznym) w postaci pojedynczych elementéw lub ich partii. Elementy te
sa poddawane operacjom obrobki na kolejnych agregatach technologicznych
(maszynach), Czasy poszczeg6lnych operacji sa okreslone i zwykle rézne
dla roznych elementéw i agregatéw. W zwigazku z tym powstaje zagadnienie
okreslenia kolejnosci wykonywania elementéw na poszczegdlnych maszynach
aby uzyska¢ minimalny czas wykonania wszystkich operacji.

Dla tak postawionego zagadnienia, zwanego ogolnym problemem kolejnos-
ciowym, przedstawiamy model matematyczny oraz algorytm rozwigzania w o-
parciu o elementy teorii grafow dysjunktywnych i metode podziatu i ogra-
niczen.

2. Model RStepetYbgny ogélnego -problemu kolednosciowego

W paragrafie tym przedstawimy matematyczny model ogélnego problemu
kolejnosciowego, podamy wkasnosci tego modelu oraz scharakteryzujemy
graf dysjunktywny reprezentujacy ten model.

Niech

N = w{"1,2,... ,na-
bedzie zbiorem zadan (operacji), ktére maja by¢ wykonane za pomocg ma-
szyn ze zbioru
B s{l,2,...m.
Oznaczmy przez

Qc{l.2,... g
zbiér réznych typéw (rodzajéw) mamyn. Kazdemu k€Q odpowiada B~eB, pod-
zbidr maszyn tego samego rodzaju(tzn. o tych samych mozliwosciach funk-
cjonalnych), ktdre jednak moga mieC rozne parametry techniczne (np. wy-
dajnos¢) _oraz podzbidr operacji Nk€N, ktore maja by¢ wykonane przy uzy-

ciu maszyn typu k. Zakkadamy, ze zachodza nastepujace zaleznosci
N = K, 0, k,#Q, kjil, U Bk=B,B ™ =o,

K,1€Q, k / 1.

Naszym celem bedzie dokonanie przydziatu maszyn do wykonania operacji
oraz wyznaczenie optymalnej kolejnosci wykonywania operacji na poszcze-
g6lnych maszynach, przy dodatkowym” zatozeniu, ze na szukang kolejnos¢
moga by¢ natozone pewne ograniczenia wynikajace z technologicznego porzad-
ku nykogywanla operacji.

1ec

TcBxN
bedzie relacja czesciowego porzadku wyrazajaca wymagania porzadku tech-
nologicznego~

Ogolny problem kolejnnzcinwy polega na okresleniu przydziatu maszyn
operacjom i wyznaczeniu takiej kolejnosci wykonywania operacji, ktéra
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minimalizuje ¥aczny czas ich wykonania oraz spednia ograriczenia:
(i) kazda operacja moze by¢ wykonywana tylko na jednej maszynie z okres-
lonego dla niej typu,
-(ii5 zadna maszyna nie moze wykonywa¢ jednoczesnie wiecej niz jedng ope-
racje
giii) zachowany musi by¢ technologiczny porzadek wykonywania operacji,
iv) wykonywanie zadnej operacji nie moze byC przerwane.
Wprowadzimy teraz nastepujgce oznaczenia:

t — czas rozpoczecia wszystkich operacji (bez straty og6lnosci mozemy
0 przyja¢ t0 =0),

tz — szukany czas wykonai 1awszystkich operacji,

t - czasrozpoczeciaoperacji j (JeB),

-
)
1

czas zakonczenia operacji j (JEB),
cik " ozaswykonywania i-tej operacji zapomoca k-tejmaszyny(c” > 0,
ieK™, k€B™, j€Q} w przeciwnym przypadku,tzn. gdy #U_jlub k"B
dla J£Q przyjmujemy ck = e),
Xx-. - zmienna decyzyjna okreslona nastepujaco! ) )
1 gdy i1-taoperacja jest wykonywana na k-tej maszynie,

.
ik 0, w przeciwnym razie.
Stosujac powyzsze oznaczenia, ogolny problem kolejnosciowy ma naste-
pujaca postac:
(@ zminimalizowaé¢ tz,

przy oznaczeniach:

c2) 1 =v*"’ & Itkcik* ieN”

(5) [(~ = DA(xak = i)]=> [(tf > tI)V (tJ.* tj)], i.,i j, i,jen, keB,
(4) tj £ t7, (i,j)el,

(5) to, jeir,

(6) tz > t], ieN,

*0* tz» € *J & °» ~B, tz < "* NK6"0O*FIN ieH» keB*

Ograniczenia (2) sa matematycznym zapisem ograniczen (i) oraz (iv),
ograniczenia (3) odpowiadaja ograniczeniom (ii), a (4) sa ograniczeniami
porzadku technologicznego T. Ograniczenia (6) - (7) sa oczywiste.

Oznaczmy przez P problem (1& - (7). Problem P jest problemem programo-
wania liniowego, czesciowo catkowitoliczbowego, ktére jak dotychczas nie
doczekato sie efektywnych metod obliczeniowych._

Ustalonemu problemowi P, a wiec ustalonym zbiorom B, B, Q, {B%},

oraz wartosciom przyporzadkujemy teraz multidigraf dysjunktywny
z obciazonymi fukami
G = <A,UN",V>,
gdzie A jest zbiorem wierzchotkéw, a U, v", V zbiorami Hukéw.
Zbior wierzchotkow A jest suma rozdgcznych zbioréw
A s XWuj zQ B{
gdzie X = 1 = "iyihieyk 1 wirzcholki X,y z Q, z* odpowiadaja
zdarzeniom t?, t, tQ, tz.

Podzbiér Hukéw U skkada sie z Hukdédw odpowiadajacych ograniczeniom
@ - (), awiec (a) dla kazdej pary (i,J)ET mamy (y*jZz~eU, (b)

(z0 ,x_J)eU dla kazdego wierzchotka j, ktéry nie ma zadnego poprzednika,
© ((v3.zM)€U dla kazdego wierzchotka j, ktéry nie ma zadnego nastepnika.
Wszystkie 4uki zbioru U obcigzany wagami O.
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Zbior Hukéw Y* odpowiada ograniczeniom (2), z ktérych wynika, ze kaz-
dej operacji ieX, przyporzadkowana jest dokdadnie jedna maszyna z B/ Dla

kazdej operacji- iel™ wprowadzamy 1B j Hukow (0N, yHN, k=1, 2,..., |Bi4J,

0 tych samych poczatkach i koricach, odpowiadajacych maszynom, na ktdrych
moze by¢ wykonywana® ta operacja. Tak zdefiniowany podzbiér fukéw nazywamy
i-tva zbiorem dwanunktwwnvm 1 oznaczamy przez Y. Kolejne 4uki z ob-

cigzamy wagami k€B”, gdzie 1 okreslone jest przez ickK®, V zawiera
podzbiory. V- odpowiadajace wszystkim operacjom, zatem

© Y =

Dowolny 4uk dla ustalonego zbioru nazywamy kuz-ynem innych #ukéw z tego

zbioru, a czynnos¢ zastepowania duku ktorym$s z jego kuzyndw nazywamy mprze-
+gczaniem.

O?raniczenia (2) powoduja, ze w dowo-Inym rozwigzaniu dopuszczalnym
problemu P, dla kazdej operacji ieK rownosc¢ = 1 jest spekniona dla

doktadnie jednego keB. W terminach teorii_graféw,oznacza to, ze kazdemu
rozwigzaniu dopuszczalnemu odpowiada w zbiorze Y zbidr reprezentantéw
rodziny zbioréw —{Y}-,

Kiech s" oznacza dowolny taki zmor reprezentantéw. S' nazywamy re-
prezentayjs z\jQT<a. ] o - ) )

Ograniczenia (3) powodujg, ze zadne dwie operacje me moga by¢ jedno-
czesnie wykonywane na tej samej maszynie z B, 1eQ, wiec aby zapobiec

wykonywaniu na jednej maszynie jednoczesnie wiecej niz jednej operacji,
dla kazdej pary operacji i,je!'7, (i,))°T, 1€Q wprowadzamy pare lukdw

[Cy= zwang dalej parA Hukéw dysjunktywnych lub po prostu

6 dws.iunirtwng. Dowolny duk z takiej pary nazywamy partnerem drugiego
uku z tej pary, a czynnosc¢ zasteﬁowanla +uku partnerem nazywamy przeka-
czaniem. Y jest zbiorem wszystkich par #ukéw dysjunktywitych, tj-

(9) V= I[(yifxp,(yjiXi)]* (ifj)$T, 16QK
Zauwazmy, ze jezeli istnieje keB takie, ze * = =1ldlai 4 j,

i,J€K, czyli jezeli ta sama maszyna k zostata przydzielona dwoém zadaniom
1 oraz j, to_ograniczenie (3) powoduje, ze opracja i jest wykonywana
przed operacja j lub odwrotnie. tatwo pokaza¢, ze w tym przypadlcu moze

by¢ speidniona tylko jedna z nieréwnosci tf & albo t? 5 tj. H terminach

teorii graféw oznacza to, ze dowolnemu rozwigzaniu dopuszczalnemu proble-
mu P odpowiada podzbior dukéw dysjunktywnych S, ktory*zawiera co najwyzej
ieﬁen tuk z kazdej nary H4ukéw dysjunktywnych. S nazywany reprezentacja
ukow.
Ograniczenie (3) moga teraz by¢ napisane w nastepujacej postaci: Jeze-
=9, ?(681, to (,y",XJy_)eS albo (yifx_.)es*d]la i'lje]Tj" 1€Q,

gdzie S jest reprezentacja tukow. Te postac ograniczen (3) nazywamy wa-
runklem.h iraplikacwj nym .
Kiec

(10) D = -{Di D = <A,UuSuS>}-

bedzie rodzing digraféw czesciowych multidigrafu dysjunktywnego G takich,
ze S jest dowolng reprezentacja zbioréw, a S jest reprezentacjag Htukow,
dla ktorej D jest digrafem bezkonturowym i spednia warunek implikacyéjny.
Innymi stowy, D jest rodzing digraféw odpowiadajacych rozwigzaniom dopusz-
czalnym prooi.emu P. Zauwazmy, ze dla ustalonego rozwigzania dopuszczalne-
SQ» tz jest dtugosciag drogi krytycznej (tj. najdhuzszej) w digrafie odpo--

wiadajacym temu rozwigzaniu. Digraf D nalezacy"do rodziny G5, a odpowiada-
jacy ustalonym Reprezentacjom S,, i S bedziemy oznacza¢ przez
Drp = <$,CTuGrusp) , e dtugosé nejduzSzej drogi w D™ przez L~.

Droge krytyczng o diugosci t,, gdzie L. = min 1 nazywamw minimak—
B=-NeB ~
p
w aulfcidigrafie_dysnunktywnym Gf a wigazane z nig ireprezeirfcacne
s, 1 S. nazywamy optymalnymi. “ 0
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Mozemy teraz sformutowaé¢ twierdzenie

TWIERDZENIE 1. Problem P jest réwnowazny problemowi znalezienia ddu-
gosci minimaksymalnej Iu w multidigrafie djsjunktywnym G. Optymalng war-
tosScig tz jest diugos¢ t, drogi krytycznej w digrafie D,,, a wartosci

pozostatych zmiennych t?, t (J6N), moga by¢ wyznaczone za pomocg etapu

,wstecz'" metody drogi krytycznej zastosowanej do digrafu D,,,,
W ten spos6b rozwigzanie zagadnienia P sprowadza sie do znalezienia
digrafu DeiT,i ktéry ma najkrotsza droge Kkrytyczna.

Zat6zmy, ze many reprezentacje zbioroéw

(11) S' = -{(x,y)eV" 3ieN, (x,y)EViAc(x,y) = min  c(a,b)}-,
(a,b)eVi
gdzie c(x,y) jest obcigzeniem fuku (X,y) oraz reprezentacj +Hukéw ta-

ka, ze graf D™MQ = (AjUuS™uS") jest bezkonturowy. Wowczas 4uk (v,u)eVv*”
lub (y,x)€V bedziemy nazywa¢ zgodnym, jezeli (v,u)€S" lub (y,X)€S,,,
a przeciwn-ym, jezeli (v,u)eVAS®™ lub (y.-rJeWsH.

Beprerentacja ¢ukéw Sr grafu moze zawiera¢ z kazdej pary Hukéw

[(Y,¥),(u,w)] jedng z trzech mozliwosci*

n{' +uk zgodny,

21 4uk przeciwny,

3) nie zawiera¢ zadnego 4uku z danej pary dysjunktywnej.

Mozliwos¢ 3 bedziemy nazywa¢ 4ukiem pustym 1§ oznacza¢ przez (y,x) lub
(u,v). _Natomiast czynnosSc¢ zastegpowania duku zgodnego +ukiem ?ustym (tzn.
usuwania 4uku zgodnego z grafu) bedziemy nazywa¢ wwaoz.aTwicm

Droge minimaksymalng spet#niajacg warunek implikacyjny w multidigrafie
dysjunktywnym G uzyskujemy generujac ciag digraféw —-jD}-, rozpo-
czynajac od digrafu D~ = (A,UoS"pSj{> , gdzie oraz sg dowolnymi re-
prezentacjami 4ukédw oraz zbiordéw takimi, ze digraf D”eU.

Dowolny digraf DBO otrzymujemy z pewnego digrafu D~ lub D/~ przez
przetaczenie albo wytaczenie jednego *uku zgodnego z reprezentacji Sr
lub przetgczenie +uku zgodnego z reprezentacji zbiorow SN

Proces generowania digraféw mozna przedstawi¢ wpostacidrzewa Hroz-

wigzan do;ln(uszczalnych- Kazdy wierzchotek w H odpowiada pewnemu_ digrafomi
Pjp, a fuk - pewnej parze digrafow 3~, D~ lut 3~, Dro takiej, ze od-

powiednio DSp lub D - zostat otrzymany przez przelaczenie albo wykgczenie,
jednego Huku dysjunktywnego (y,x)ESr na duk przeciwny (u,v)€Ss lub puszy
Qu,v), albo przez przekaczenie tuku (x,y)es.] na tuk przeciwny (v,u)€S*.
Innymi. stowy, 4uk (D_,D_) w H bedzie odpowiadat dukowi (u,v)€S_ albc
+ukowi (u,v), a Htuk +ukowi (v,u)6S”. Wygenerowanie nowego di-

grafu (tj. wierzchotka w H) jest zwigzane z wyborem pewnego 4uku zgodnego
do przetaczenia albo wykgczenia z Sr lub przetaczenia w . Czynnos¢ te*

bedziemy nazywa¢ operac.ia wVboru.
Dla kazdego nowo wygenerowanego digrafu wykonujemy nastepujace czynnns—

ci:
a) testowanie drogi krytycznej, polegajace na sprawdzeniu, czy dalsze
przetaczanie (albo wylgaczanie) Hukédw zgodnych moze_doprowadzi¢ do wy-
generowania digrafu, w ktérym droga krytyczna bedzie krdtsza od naj-
krotszej dotychczas znalezionej,
b) testowanie warunku implikacyjnego, po_leiglia,ce_ na sprawdzeniu* czy ca™
wygenerowany digraf spednia warunek impkikacyj ny
Jezeli wynik testowania (@) jest negatywny, to z/6wczas odrzucamy nem
wygenerowany digraf i cofamy sie do jego poprzednika w drzewie H.
Przy generowaniu nowego digrafu D . lub D w A Dx bedziemy ustala¢

pewne +4uki odpowiednio w rprezentacji1 Sg lub S*. Jezeli digraf D/
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zostat otrzymany z D w wyniku przektaczenia albo wytaczenia *uku zgodne-
go Cy,x)esr, to w Dsp ustalamy chwilowo odpowiadajacy Hukowi (y,x) +uk
przeciwny (u,v)esg albo 4uk pusty (u,v). tuki ustalone chwilowo nie sa

brane pod uwage w dalszym procesie generowania nastepnikow “wzgledem
wierzchotka drzewa H, dla ktérego zostaty ustalone.
Jezeli cofamy sie do i to po raz pierwszy po duku przeciwnym lub

pustym wzgledem pewnego +uku zgodnego, to ustalamy tymczasowo ten 4uk
nrzeciwny lub pusty. Natomiast jezeli cofanie odbywa sie juz po raz dru-
gi, © Huk zgodny zostaje ustalony ag trwate. tuk zgodny, dla ktérego
zostak ustalony tymczasowo 4uk przeC|wng lub pusty, moze ulec zmianie,
ale tylko wtedy, jezeli zachodzi potrzeba wykonania drugiej, jeszcze nie
wykonanej czynnosci przelgczenia albo wytgczenia. Bardziej formalnie,

dla kazdego digrafu okreslamy zbiér +ukéw dysjunktywnych ustalonych

chwilowo lub trwale ErcSr oraz zbidér dukéw dysjunktywnych ?r ustalonych
tymczasowo. tuki ustalone chwilowo w zbiorze Er nalezg do drogi od ko-
rzenia drzewa H do wierzchotka DTO, przy czym w Er sa to duki przeciwne
wzgledem Hukéw zgodnych. Kazdy 4uk ustalony na trwate w Ep jest Hfukiem

zgodnym i odpowiada dwém dukom, przeciwnemu i pustemu - odrzuconym w H
przy cofaniu, ktére uprzednio by}y wprowadzone do H przez przelgczenie
Wy}aczenle tego tuku zgodnego. Zaden duk ze zbioru Er nie ulega zmia-

nie w dowolnym nastepniku Dtu wzgledem D”~. Kazdy 4uk ustalony tymczaso-
wo w jest tukiem przeciwnym lub pustym odrzuconym z E przy cofaniu.
Zbiér Er zawiera wszystkie takie Htuki lezace na drodze od korzenia do
wezta w H.

Natomiast, jezeli nowy digraf D™a zostat otrzymany z B~ w wyniku
przetaczenie duku zgodnego (X,y)eSp ., to w B~ ustalamy chwilowo 4uk
przeciwny (v,u)es"f na ktéry nastgpito przetaczenie. tuk (v,u) nie moze

by¢ przetaczony w zadnym nastepniku D.~. Jezeli cofamy sie do po 4u-
ku przecivmym wzgledem pewnego 4uku zgodnego, to ustalamy tymczasowo ten
tuk*przeciwny. Przy czym, jezeli cofanie odbywa®sie po raz ., = Vi1,

Jen), to +uk zgodny zostaje ustalony na trwate. W przypadku, gdy r? = 0,

to taki Huk zgodny nie bedzie podlegat przetaczeniu i od _poczatku bed2|e
ustalony na trwate. Dla kazdego digrafu D~ okreslamy zbiér Hukéw dys-

Junktywnych ~pcSp ustalonych chwilowo lub na trwate, oraz zbidr tukow
dysjunktywnych ustalonych tymczasowo. tuki ustalone chwilowo ze zbio-
ru Ep naleza do drogi od korzenia do wierzchotka D™ w H i1 sg to duki
przeciwne. Kazdy 4uk ustalony na trwate w Ep jest Hfukiem zgodnym i odpo-

wiada wszgstklm +ukom przeciwnym odrzucon¥m w H przy cofaniu, ktére po-
przednio byty wprowadzone do H przez przekaczanie tego +uku zgodnego
Kazdy iuk ustalony tymczasowo w Fp jest dukiem przeciwnym, ktory zostat

odrzucony w H przy cofaniu. Pozostate uwagi dotyczgce tych zbioréw sg
takie same, jak dla zbiordéw E” 1 PN tatwo zauwazy¢, ze w kompletnym®

drzewie E istnieje wierzchotek D™, w ktérym Ep = Sp . Wierzchotek ten
bedzie punktem startowym algorytmu. Pozwoli to na wydaczenie maksymalnej

liczby Hukéw z reprezentacji Sr w pierwszych iteracjach algorytmu i na

uzyskanie dobrego rozwiazania poczatkowego.

Przejdzmy teraz do szczegétowego opisania wprowadzonych operacji .

Operacja testPTaria drogi, krytycznej

Celem tej operacji jest obliczenie dolnego ograniczenia dtugosci drog
krytycznych w digrafach DgQeU, ktére moga by¢ wygenerowane z .D”. ktukami,
ktore nie ulegaja zmianie przy generowaniu nastepnikéow z D~ s3g”tuki ze
zbioréw Er 1 B~ Utworzmy wiec digraf D(EruSp = <A,DuEruSp i niech

LCEjJyS®™) oznacza dhugos¢ drogi krytycznej w D(ExuSp). Niech L* bedzie
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naj kﬁétszaZ droga krytyczna w wygenerowanych do tej pory digrafach w drze-
wie H.

Jezeli L(EruSp’) > L*, to digraf zostaje odrzucony wraz z ewentual-
nymi nastepnikami .

ILsrag éa yyboru

a ustalanego digrafu D~ operacja wyboru polega na wyznaczeniu
w D luku zgodnego, ktéry m zosta¢ przedgczony lub wykaczony. Przeda-
czamy lub wydgczamy jedynie duki zgodne lezace na drodze 2k1a/tycznej, bo
i

tylko takie moga spowodowa¢ zmniejszenie ddugosci drogi . Jezeli
przez oznaczymy zbiér dukéw drogi krytycznej, to beda to Htuki ze
zbiorow odpowieckiio

02) Wr = (SAr~rp Inh

15) w; = (SM"EpnC~™.

Eiech Kr bedzie zbiorem dukéw przeciwnych i pustych wzgledem wszyst-
kich #ukéw zgodnych ze zbioru Vir. Oczywiscie |Kr| = 2[i7r]. Zbiér Kr na-
zywamy zbiorem kandydatéw. Bezposrednim nastepnikiem digrafu D_ w H moze
by¢ digraf otrzymany z D~ w wyniku przedgczenia lub wytaczenia 4uku
(y,xX)6Wr, czyli w wyniku zamiany 4uku (y,Xx) odpowiednio na 4uk przeciwny
(u,v)€Kr lub na 4uk pusty (u,V)eKr.

Podobnie, niech K™.bedzie zbiorem 4ukéw przeciwnych wzgledem *ukow
zgodnych ze zbioru T/. Zbiér ten takze nazywamy zbiorem kandydatow-

Bedziemy starali sie znalez¢ taki 4uk zgodny w lub W~, ktoérego

przetaczenie albo wykaczenie wygeneruje bezposredni nastepnik o mozliwie
najkrotszej drodze krytycznej. Do oceny wyboru 4ukéw ze zbioréw-kandyda-
tow postuzg nam liczby nrD[(y,x),u,¥)J, A [GY.Q ,W, V] i AN(X,Y) ,:Ev,U)
doktadnie zdefiniowane w [2], ktdére w?;razajaz oszacowanie zmiany ddugosci
droég krytﬁcznych przy przel—aczenlu lub wytaczeniu 4uku (y,x) albo przeta-
czeniu +u x,y)-

Testowanie warunku implikncy. Inego .

Operacja ta polega na sprawdzaniu, czy nowo wygenerowany digraf spek-
nia warunek iraplikacyjny =Niespednienie tego warunku moze nastapi¢ tylko
przy operacji wydaczenia duku dysjunktywnego ze zbioru VvV i Kazdy Huk®

(Y™, XE)eWr ma dwa 4uki przylegte (X ,y-}) oraz (x°,y£), ktére nalezg do

zbioru . T procesie generowania ciggu digrafow D~ luki przylegte ule-
gaja zmianie, co powoduje zmiane tresci warunku implikacyjnego, T zwiazku
z tym sprawdzenie tego warunku jak i mozliwos¢ wydgczenia duku (Y™, xM€’r
moze nastagpic¢ w prz%padku, gdy jego Htuki przylegte beda ustalone chwilowo

lub na trwate. Die R bedzie podzbiorem zbioru kandydatéw E_ zawieraja-
cym 4uki puste, a

(@) RN = -j(@J,Xi)€EEr: (M.y~efp, (z"y"eF"}.
zbiorem dtukoéw Bustych ktérych tuki przylegte (x-,y-), & ,,y) sg ustalo-

ne chwilowo lub trwale.
tuk zgodny ze zbioru noze by¢ wykaczony, jezeli Jego %uk pusty na-

lezy do zbioru i wykaczenie to nie powoduje niespednienia warunku

implikacyjnego. Jezeli natomiast wykgczenie tego duku powoduje niespednie-
nie warunku implikacyjnegp, woéwczas +uk pusty ustalamy tymczasowo.
Jezeli dla digrafu Drp wynik operacji,testowanie drogi krytycznej jest

negatywny, albo zbiory kandydatéw Kr i sg puste, to wowczas nalezy

cofng¢ sie do bezposredniego nonrzednika DSi) lub DiQ digrafu Dj?y' liozna
udowodnié¢ twierdzenie, ze jezeli cofanie z digrafu Dgo do D~ odbywa sie
po duku pustym (y,x) (wzgledem duku zgodnego (y,x)6Sr), to nalezy wtedy

cofng¢ sie do bezposredniego poprzednlka D. lub B_v digrafu D (cofanie
o dwa poziomy) [2]. - n
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W przypadku, gdy digraf D ma w drzewie H bezposSredniego poprzednika
D lub D , wéwczas operacja cofania polega na odrzuceniu wszystkich in-

formacji dotyczacych digrafu D”~, uaktualnieniu zbioréw Eg, Sg lub
". p", s" oraz usunieciu ze zbioru kandydatéw K lub K [luku, po ktérym
nasteSUJe cofanie. W przeciwnym przypadku, tj. gdy ie ma w drzewie

H poprzednikéw, nalezy wygenerowa¢ nowy wierzchotek w H bedacy poprzedni-
kiem digrafu D/.

Jezeli zbidr Ep jest niepusty (gdy jest pusty, wéwczas reprezentacje

S, 1 S, zwigzane z aktualng wartoscig L* sg optymalne),wyznaczamy zbidér
+ukow *

15) Pp =
Gdy P = 0, to przyjmujemy
(16) PP="BP-

Nastgpnie znajdujemy 4uk zgodny (X,y)eP oraz jego kuzyna (v,u)fS takie-
P mpLeGy). (] = min =EililLE.b). (¢, D>,

gdzie minimum jeet brane po 4ukach zgodnych (a,h)€P oraz ich wszystkich
kuzynach (c,d)fSp .

Digraf DrQ, bedacy poprzednikiem D™, tworzymy przetaczajac +uk
(z,y)ePp (f-* biorac E* = EpW{ (X,¥)}-) oraz uaktualniajac reprezentacje
zbioréw, tj. przyjmujac

S" = Sp\-|(z.y)W(v,u)}-,
gdzie Htuki (x,y) i (v,u) zostaty wyznaczone w (17).
4. Alsorrtm

v tym paragrafie opiszemy szczeg6towo poszczegélne kroki algorytmu
rozwigzywania olnego zagadnienia koIeJnoscmwe
Niech korzeniem-drzewa H bedzie digraf %A_]TJUS JuS/\) oczywis

musi naleze¢ do D. Eepr.ezentacja zawiera dokfadnie po jednym {uku
z kazdej pary Htukéw dysjunktywnych, a jest dowolng reprezentacja zbio-
row. Przyjmujemy E’s=Sjj, EN:=F11'=E~0, L*:=so. Dalej, niech

= (Ajtk/S™us™), Er, E®, Er, Ep beda odpowiednio digrafem, zbiorami

+ukéw ustalonych chwilowo i trwale oraz tymczasowo w n-p-tej iteracji
algorytmu.

Krok 1. Operacja testowania
Obliczy¢ I1"ENY&p, tj. dhugosc¢ drogi krytycznej w digrafie DiEMNys®),

ktéra jest dolnym_ogranicBniem ddugosci droég krytycznych we wszystkich
nastepnikach DEqeD, ktdre moga by¢ wygenerowane z digrafu D/ .

Jezeli 1™ENSp) > L*, to przejs¢ do kroku 4. W przeciwnym przypadku
przejs¢ do kroku 2.
Krok 2. Operacja obliczania

Obliczy¢ dhugos¢ drogi krytycznej £/ . Jezeli < L*, to L«
oraz wyznaczy¢ zbiory 4ukéw i Wp, zgodnie z (12) i (13).

Jezeli Vir = 0 1 Np = 0, to przejs¢ do kroku 4. 7 przeciwnym przypadku
okresli¢ zbiory Htukéw-kandydatow Kr i oraz wykonac¢

Kt —KE Eps



Algorytm optymalizacji zagadnien . 97

Jezeli Ej, = 0 1 mo przejs¢ do kroku 4. W przeciwnym przypadku
obliczy¢ A [(,X),(u,tr)], ACN[(» pW7v)],AMN(:c,y),(v,u)] dla odpowied-
nich dtukéw (u.yJcKj,, (u.YieK?, (v,u)eK™ i1 przejs¢ do kroku 3,

Krok 3. Operacja wyboru

Jezeli Kr = 0 1 = 0, bo przejs¢ do kroku A. W przeciwnym przypadku

postgpi¢ w nastepujacy sposob.
Jezeli R™p /7 0, to wybra¢ #uk pusty (Uj-OeR™ taki, ze

AppUy.zJ.CuT™)] = MX p Kax)*<«Fa>1J 4
*J rp
oraz sprawdzi¢ warunek implikacyjny postepujac nastepujaco. Jezeli

V-.X) = (WYWy.) 1 operacje i1 oraz j sa wykonywane na tej samej maszynie
(tzn. ), to Htuku zgodnego nie mozna przetgaczy¢ (wykaczyé) na
+uk pusty (u,v>. Wtedy nalezy przyjac

Kr «=KAUu7?))-,

Er:=Er”™ Cp7v)}-

i przejs¢ do wykonywania kroku 3 od poczatku. W przeciwnym przypadku,
tzn. gdy operacje 1 oraz j sa wykonywane na réznych maszynach, nalezy
wygenerowaC nowy digraf D przez wydgczenie 4uku dysjunktywnego (y,X)

oraz przyjac
58 =sid (Y, ),

Es:=Er’ Fs!=Fr*

Nastepnie do drzewa H dokaczy¢ nowy wierzchotek (digraf) Dsp oraz.duk
(D~jDgp) odpowiadajacy Hukowi pustemu (u,v) i przejsc¢’do kroku 1.

Jezeli R =0 i 0 0, t wyznaczy¢ Huk (v,u)€K™ taki, ze

CIp[(x,y), (v,W)] = min -{a [(@,b),(c, DI}
y (c,deK

i wygenerowa¢ nowy digraf Dr” przez przekaczenie #uku zgodnego (X,y) na
tuk przeciwny (v,u) oraz chwilowe ustalenie tego tuku przeciwnego, czyli

przyjac
Sqs=Spi X»DW (m.«))m,
Eqs=Ep ™ (v,WI-, Fq:=Fp ©

Do drzewa H dotgczy¢ nowy wierzchotek (digraf) D~ i 4+uk (D”iD”) odpo-

wiadajacy l—ukom przeelwnemu (v,u) oraz przejs¢ do wykonywana Kkroku 1.
Jezeli RTM =0 A = 0, to wyznaczy¢ *uk przeciwny (u,v)eK \R taki,

A_[.X),(u,-D)j = min A [@,b),(c,d)]}--
* (c,d)EEAR Hp

Przetgczajac tuk zgodny (y,x) na Huk przeciwny (u,v) wygenerowac digraf
D oraz przyjacé

o sgS=sm(y,xIM(u,v)3}-,
EsSsEritu,vI- , V =Fr-

ze

Nastepnie do drzewa H dotgczy¢ nowy wierzchotek (digraf) Dgp oraz 4uk
(Dip’Dsp) odpowiadajacy Hukowi przeciwnemu (u,v) i przejs¢ do kroku 1.
Krok 4 . Operacja cofania

Cofnag¢ sie do bezposredniego poprzednika digrafu D~ w drzewie H. Je-
zeli D nie ma bezposredniego poprzednika, to wyznaczy¢ zbiér Hukéw PH,
zgodnie z (15) i1 (16).
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Jezeli-P = Oi to wéwczas reprezentacje i zwigzane z aktualng

wartoscig 1* sg optymaLne, a droga krytyczna C,, w_digrafie )
D»» = <A,IJvS*uS"™> jest droga minimaksymalng w multidigrafie dysjunktywnym
re
J* 7i przypadku, gdy Pp ¢ 0, wyznaczy¢ luk zgodny (i,y)ePp i jega kuzyna
(mv,u)ESp oraz skonstruowa¢ na podstawie digrafu digraf Drl i przyjac¢

sl z=spx” “,W},

EN*=EpM (X,y)K P*:=Ppi® (X,y)}-F
przy czym jezeli (X,y)evE, k€Q i rktc= 1, to przyjac

Ers—ENu{ (v, W)}

Lastepnie przejs¢ do wykonywania kroku 2. *

Jezeli natomiast digraf ma bezposredniego poprzednika lub
w drzewie H, to wowczas odizuci¢ wszystkie informacje dotyczgce digrafu:
D i uaktualni¢ informacje dotyczace lub Drl w nizej opisany .sposob.
Jezeli zostat wygenerowany z digrafu przez przetaczenie 4uku-

zgodnego (Y,X)ei?k na 4uk pjzeciwny (u,v), wéwczas wykonac

.},
Sj-tsSiM (u, W>M (¥, Y
przy czym,-jezeli (u,v;eFk, 1O
Efci=Ekw {(yfx)i,

®KI=5K™ AU, TA» 1
oraz przejs¢ do kroku 3,
Z koler, jezeli zostat wygenerowany z w wyniku wykaczenia 4uku

zgodnego (y,X)EWK, wowczas wykonac

Kk :=E+M

3k=EN

¢ Ks=srti (y,))!-,
przy_czym jezeli (u,v)eF. , gdzie (u,v) jest partnerem tuku (w,x), to
przyjac

oraz przejs¢ do wykonywania od poczatku kroku 4 dla digrafu D/~ .
Natomiast, jezeli zostat wygenerowany z digrafu Dr™ w wyniku prze-
+aczenia Huku zgodnego (X,y)eE” na duk pizeciwny (v,u), wéwczas wykonac
Ei.g]vt Ct,u)K
¢ u)},
si-"=SpM 0 ,u)M

przy czym, jezeli cofanie odbywa sie po raz r, ze wzgledu ne *uk
Ccx,y)eT" jeK, to
3 3N =3~ (xfy)i-,

i przejs¢ do kroku 3,
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W pracy [2] zawarty jest dowod twierdzenia, ktére mozemy sformutowac
w nastepu jacy sposob:

JFIERDZEKIB 2. Podan zej algorytm wyznacza dro minimaksymaln
w multidigrafie dySJunk);:yvv\\?r/lmeG —g(AyUJ V% 9¢ 4 a
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MTOPOTM ODTHMAJIHSAKHM HOCIEHOBATE2EEHLK 3AJ&M B JWCKPErHiJX UFOi*SBOIICTBE-
HBHX HPOUECCAI
Pessiie

B paCoTe paccMaTpHB&eTCH npoCAewAa noc-veaoBaiejiLHOCTH H3roTOBJieHHH
AcTajieii Ha HMeomeMCH oOopyitOBaHHH ?&k, htook noJiyroTL MHHHMajt&Hoe bdsmh
BHnoAHeHHH oaepaEHS.

iaeTce i/iaTeMauHveoKaH MOfleAt a aurropaTM pemeHHa: Ha Case alieweHTOB
xeopHH .hzsbsohkthbhhx rpa&OB a MeToaa pa3aem k orpaHHueHEfl.

ALGORITHM FOR SEQUENTIAL PROBLEMS OPTIMIZATION IN DISCRETE
PRODUCTION PROCESSES

Summary

In many branches of industry the production processes may be characte-
rised with Flux of discrete details. The general sequencing problem for.

such processes is stated in the paper, then a mathematical model is pre-
sented, and an algorithm depending on the theory of disjunctive graphs
theory described.



