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UOGOLNIONA ZASADA ROZDZIELNOSCI W PRZYPADKU LOSOWEGO CZASU STEROWANIA

Streszczenie: Praca dotyczy problemu sterowania, stochastycznie,
optymalnego, Sekretnym ukdadem liniowym w przypadku kwadratowego
wskaznika jakosci, losowego czasu sterowania i zaktdécen nalezacych
do dosv¢ szerokiej klasy proceBOw stochastycznych.

1 Wprowadzenie

Zasada rozdzielnosci, zwana tez zasadg stochastycznej roéwnowaznosci
jest omawiana obecnie nawet w monografiach dotyczacych sterowania sto-
chastycznie optymalnego [6] - Wydaje sieg;ze podobnie jak w [$],celowe
jest rozroznienie tych dwoéch sformutowan. Jezeli -wiec dla danego pro-
blemu obowigzuje zasada rozdzielnosci to znaczy to,ze problem estyma-
cji moze by¢ rozwigzany oddzielnie i jego wynik moze by¢ wykorzystany
do rozwigzania problemu sterowania. Nie znaczy to jednak,ze wtedy roéw-
niez obowigzuje Z8S8C8 stochastycznej rownowaznosci, ktdéra méwi,zo
algorytm sterowania optymalnego powstaje z slgorytmu odpowiadajacego
przypadkowi deterministycznemu przez zastapienie zmiennych stanu ich
ocenami, ¥ przypadku klasycznym ta ostatnia Z8sade by¥a udowodniona
dla problemu liniowo-kw8dr8towego i zakddécen w postaci bistego szumu <
[6]1 - W [2] uogdlniono ja na przypadek zak#b6cen w postaci kolorowego /
szumu i dosy¢ ogdlnej postaci wektora okreslajacego biezaca dostepng
informacje.

W niniejszej pracy rozpatruje sie przypadek,gdy koncows chwila
sterowania jest -zmienng losowa, a zaktdécenia sa kolorowe 1 pokazuje
sie,ze przy pewnych zatozeniach obowigzuje zasada,ktdrg autor uwzgled-
niajac powyzsze uwagi nazwat Uogélniong Zasada Rozdzielnosci,

2" _Sformutowanie problemu
Bedziemy rozwaza¢ ukdady dyskretne opisane rownaniem

X B A i BipUn™h * (D
gdzie xQ 1 un - wektory stanu i sterowanie, o wymiatach odpowiednio
sir, a x jest zmienng losowg; A,,,B - macierze o odpowied-
nim wymiarze} wQ - wektor zak¥décen bedacy procesom stochastycznym
drugiego rzedu; n = 0,1,...,N - czss dyskretny; N-koncowa chwil8

sterowania hedace zmienng losowa niezalezng od innych wielkosci ,taka
za P(N??) = 0 { prawdopodobienstwo zo N>F jest rowna zero),gdzie
P < e° . Zakktadamy,ze odpowiednie funkcje rozktadu prawdopodobiernstwa
sa znane. Zakdadamy réwniez,ze wielkosci u. dla k>n nie majg wptywu
na zmienng w”, n=1,2,...,P *

Wskaznik jakosci przyjmujemy w postaci:

&)
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gdzie Qn,Hn,n=0,1, ,F - macierze symetryczne nieujemnie okreslone.
Jak w [1] wprowadzamy pomocnicze zmienne losowo Il, 0=0,1,...,? okres-
lone przez relacje

i jezeli N > n
N =V A3)

n (O jezeli N < n
Wtedy wskaznik jakosci (2) mozna zapisa¢ w postaci:

P
1 = «nxn + ~ Hnun> <*)

Niechaj yn oznacza wektor wielkosci,ktérych wartosci znano sa w chwi-
I *n i moga hy¢ wykorzystane do obliczenia wartosci uQ.
ielkosci sktadajgce na wektor y mozna podzielic¢ na pewne grupy.
gskl—ad pierwszej grupys yO,yy,...,y* , 15: 0 .wchodzg wielkosci wy-
nikajgce z pomiaréw wyjs¢ uktadu,zatem wielkosci te zal6zg od wartosci
poprzednich sterowan. W sk#ad drugiej grupy: w,V» N

(lub m<0) .wchodza wielkosci ktorych wartosci nie zaleza od sterowan
1 moga byC w zwigzku z tym znsne z pewnym wyprzedzeniem w czasie w sto-
sunku do aktualnej chwili n ( przypadek m>0)*” . W sk#ad trzeciej gru-
py: uO,ulf..., un_”, wchodzg poprzednie sterowania » I w konhcu w skkad

czwartej grupy: N , L Nn*n» <4~ 0 (moze by¢ réwniez q<0) wchodzi
biezaca informacja o kchcowej~chwili sterowania N. Mamy zatem:

?n= [JO ***™ n-17 < »e*% vn*m» un-1, No»***»Nrvq] ~ (5)

przy czym dla takich wartosci n , dla ktorych,np. n-1 <0 grupa
70*eee’n-1 w 0SO1® w wektorze yn nie wystepuje, podobnie jezeli n+m<O

lub n+g<0 to odpowiednio grupy , @ i S, nie wystepujawJ . Réwniez
dis n bliskich P wektor yn moze miec¢ zmodyfikowang postac.

Niechaj Yt i1 UR oznaczaja zbiory wartosci wielkosci odpowiednio yQ i uQ,

mamy zatem Sn~Yn i une”™n * 1 =0,1,..,,?. Przez dopuszczalny algorytm
sterowania bedziemy rozumie¢ funkcje uQ = (yn), n=0,1,...,?2,kaz-
da z ktérych odwzorowuje i dla ktérych wartos¢ oczekiwana wskaz-
nika jakosci;
?
i(h) =E ]T Nn[x;gnxn + h.;(yn) Hnhnf2n)J *> 6)
n=0
przyjmuje okreslong wartosc.

Problem 1

Dla rozwazanego ukdadu (1) nalezy sposréd dopuszczalnych algorytmow
sterowania wyznaczy¢ algorytm optymalny

uQ=h° (yQ), n=0,1,...?7", dis ktéorego wskaznik (6) przyjmuje minimalng
wartos¢, co mozna zapisac

T(h°)= Min 1¢(h) @
x)Wielkosci mogg na przykdad wgnikac' z pomiaréw zakdtoécen wa,jezeli
te ostatnie nie zalezg od sterowan w, 1=0,1,...,F.

xx~ h = [h~hA, ..o, 18]
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Metoda rozwlazanig problemu
Podobnie jak w [2] wprowadzamy najpierw bardziej zwarty zapis

przedstawiajac réwnanie (1) i wskaznik (4) w innej postaci.Oznaczmy
zatem £n = [XE, wE, w1l "***7 WE-1 J “ w?fcfor C~ih-1)s -wymiarowy;

An = fAnj0l4 “ tascierz (®-1+1)3 x5 - wymiarowa, w ktorej O., oznacza
macierz zerowg sx (F-n)S - wymiarowa; An = fn»1] “ macierz (F-n)sx

(F-n+l)s - wymiarowa, w ktdrej X oznacza macierz jestnostkowg diago-
nalng (F-n)s x (F-n;s - wymiarowg;

=[£7,0;,] - macierz (F-n)s x T - wymiarowa, w ktdorej Og oznacza ma-

cierz zerowac r x (F-n)s - wymiarowg; e¢* =]JQr> ~ maciorz (F-m-1)s
XS wymiarowa, w ktérej 0™ oznacza maciedz zerowa5x(F-n/S -wy-

miarowg; 8n =[Qn»°iH|- macierz (~—ih-Ds r (F-n+l)s - wymiarowa, w kto-
rej 0" oznacza macierz serowg (F-n+l)e*(F-n)5 - wymiarowa.
Korzystajac z wprowadzonych oznaczehn mozne zaleznos¢ (1) 1 (4) za-
pisa¢ w postaci:
£»1 =n™+ ¢{nun (8>
F

I = i\iTqN’o( X{EaXk * U Hiy ®

Do rozwigzanie problemu bedziemy wykorzystywa¢ zasade minimalizacji
i uSrednianie (#SIn-E) ,ktora dle przypaaku,gdy K jest zmienng losowg
zostata przedstawiona w pracy [1] . 2godiic- z tg zasadg algorytm opty-
malny wynika z wykonania ciagu operacji wystepujgacych w wyrazeniu:

L(yQ) =liin E Uin EL,..., Minfcp I 0)
Yp 1 Y- Ue
z uwzglednieniem (8) i1 odpowiednich funkcji rozkdadu; gdzie | jest
okreslone przez (4) ; En oznaczs operacje -warunkowego usredniania po-
ddug wielkosci Nn,xn, , przy zadanym y ; yn+l - wektor wiel-

kosci wystepujacych * 3/ , a nie wystepujacych uyn . Many takze:

I(h*) = Uin 1(h) = £20iyc) 11

4 _Przepadek prawie kompletnej informacji biezacej

Tak bedziemy nazywa¢ przypadek ,gdy ya = y* eee ) r (12)
Rozwigzemy teraz Problem 1 dla tak okreslonego wektora ya

Obliczeniowo ciag operaCJl wystepujacy w wyrazeniu analogicznym do(10)
dle rozpatrywaneg rzypadku mozna zrealizowa¢ korzystajac z nastepu-
jJacego roéwnania Bellmana:

f-n™n" = 2n-n + un Enun™ * “n+l* ~n+l 4]

= F,R-1t...,0, gdzie zamiast symbolu £_ wprowadzono symbol 5y
ztory oznacza warunkowe usrednianie wyrazenie zawartego, w nawiasie
[ J» przy s8Q8u™c y m Warunek koncowy ma Dostac:

Cie*,)e-
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s
Many réwniez: 7va = E TqCj0) ,

przy czym 18 oznacza minimalng wartos¢ usrednionego wskaznika (6) osiag-
gang w przypadku,gdy v/ektor biezace;} informacji ma postac yalHtOSUJemy
optymalny dla tego przypadku algorytm

un=un = ~ n n=20,1, .P.
Do wyprowadzenia zaleznosci okreslajacych, funkCJe h~ (ya ) 1 fa(ya)

zastosujemy metode indukcji zupeknej. Zakdzmy zatem ze:

fn+l N ynel = s n+tl -n+l)-n+1 , a5)
gdzie S8+1 pewna znana macierz (F-n)s x (P-n)s - wymiarowa, ktérej
elementy nie zalezg od x . 1 od u ,u,.,...,u . Podstawiajac (15) do
(13) otrzymujemy: 1
™ 7n= ~Nin ,2a [Kn -r*n™n + un Hnun + -n+1 -n+1 2n+1J , ”®)
n I7n

przy czym przy wykonywaniu operacji usrednienia warunkowego starowsnio
ufl jest traktowane jako parametr, ktory nie zmienia swojej wartosci [i]-

Uwzgledniajac (16) 1 (8) mamy:

fa(y > Min [nq(” 2n xn + u* Hnun) + (AnSn+Bnun)TS8+1 (Aa.xa+Bnun)] =
n

=3S[h~"™ + Xn“+ Min{" S8+1 ~
] . R jason £0)
gdzie S -s E B Sa ; N =Eo N_, przy czym wewngtrz nawiasow
n+1 "13n n+l "\Tn

zgrupowano te wyrazenia, ktore zalezg o€ u . Rozniczkujac poddug u ,
przyréwnujac do zera i zaktadajgc,ze odpowrednia macierz_odwrotna _
istnieje otrzymujemy ( przy czym mscierz S X a wymiarowa zawiera

elementy znajdujace”sie wos pierwszych wierszach i w a pierwszych

kolumnach macierzy S® ;
-n+1

ug = - € N B *RT A& Bn? BRSA+TA ¥-n ¢18>
Podstawiajgc uf okreslone przez (18) do (17) w miejsce u™ otrzymuje-
my :

fn< ~9)
gdzie mscierz S8 speknia réwnanie

8§£=jUn + An 8n+lAQ" Sn+l ¢ ¢ W Bn an+l Bn> "1 Sn Bn+l Aa (20)

2n+1 * ;5a =n+1 * "n - 5 Ng (€3]
mbn "1?7a

Xj Oczywisdcie Nn=NQ gdy g?0 (q-liczba wystepujagca w (12)1
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Z zakozenia o niezaleznosci zmiennych losowych ~ od innych wielkos-
ci wynike,zeoperocja usrednisnia wystepujaca w (21) nie wprowadza
zaleznosci Sj~ od wielkosci i UD,iC,.eee*) o} e

Zatem S® nie zalezy roéwniez od tych wielkosci.
Z celu zakonczenia dowodu indukcyjnego zauwazmy,zo dla n=F mamy
fl (?] ) =2z] Xp gazie xp = oraz
S| = QpNr Qla)
Ostatnia relacja okresls warunek kohncowy dis réownan (20) i (21).

Dla przyktadu rozpatrzmy przypadek,gdy w wektorze (12) g=0. Oznaczmy
przez pn = P (Nn=1 j Hn_~=1) ( prawdopodobienstwo,zo Nn=1 pod wa-

runkiem ze I =) . Kietrudno zauwazy¢ ,ze w tym przypadku z zalez-
nosci (21) otrzymujemy:
fc* Pn+l ~ 1 K = »n <22>

5. Przepadek niekompletnej informacji biezaoe j. gy wektor vy

jest okreslony przez (5j

Obliczeniowo cigg operacji wystepujacy w wyrazeniu (10) obowigzu-
Jacym dla rozpatrywanego przypadku mozna wykonan korzystajac” z naste-
pujacego réwnania Bellmano

fn(Cyn) = Min E [un(4 + UE HQun)+ £ml1 (y-1 7 (23)
n n

n =E,F-1,...,0, przy czym =0,Minimalng wartos¢ usrednio-

nego wskaznika jakosci, osiggang przy sterowaniu zgodnie.z algorytmom
opil:{Tglnym oznaczymy dla rozpatrywanego przypadku przez 1 c¢ .Zgodnie
z mamy :

lic = 1(h®) =E fO(y0) e

Korzystajac z metody indukcji zupednej oprowadzimy teraz wzory

7 AN oY Q¢ 12408 t feee* 0« Zatbzmy zatem ze*
Em1A Ap+l-" = _AyAaeAnd-l -n+l 2n] + ~ (25)
gdzie gn.1 macierz wystepujgce we wzorze (153, a F ™ - liczba rze-
czywiste .ktoérej wartos¢ nie zalezy od wielkosci uwO,ul,,..,u

PodstaW|aJ§c (25j do (23) i1 wykorzystujac podstawowe wkasnosci
operacji usrednienia Warunkowego otrzymujemy:

Tk ?2n>= 8*** A vy Sn2 +unVn>+& 1 C1l 2n+ti + ?n+l] , (26)

przy czym przy wykonywaniu operacji usredniania warunkowego sterowa-
nie u Jjest traktowane jako _parametr,ktory nie zmienia swojej warto-
Sci. Uwzgledniajac 6) 1 (8) mamyr

T

fn(nr = i1 2r + un Hnun) + (t tAnAnan~c AL +

+ —nuiP + V1] =_f-K@m &n++tn 571 + 213 +
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+ Min {24 BaUn + ( KnHn + B* Bn) U&} , @n

gdzie. |A| -1 S™1 1 Nn =g Hn ién ="~ 2a,

przy czym w nawiasach (-}zgrupowano te wyrszenia, ktére zalezg od ul
Wykorzystano réwniez zaleznosc¢ ze. n

® 2xn An S8+13n uQ = 2 xn An Bn uQ ,ktéra wynika z niezalezni-
I7n

Sci zmiennych losowych x 1 Nn+a+4 .R6zniczkujac poddug u i przyrow-
nujac zer8 otrzymujemy -~ q zaktadajac,ze odpowiednia macierz

odwrotna istni eje:

eSn ="C ¥n +Bngntl B¥ _ € 8LI ¢n4 <28>
Podstawiajac u* okreslone przez (28) do (27) w miejsce uQ otrzymujemy.

fn< ?n>= (Sn 2n + An 8n+l An) En + 2 £ £ En +
+‘“n”~n Hn+3TA +1 Bn ) % + Pn+l] =ByJdJag (N~ + N +1An)sa -

-2 uf( NnHn +Ba S8+, BQ) uf + ~ T(NnHn + B* B& T+~ (29)

gdzie uf jest okreslone przez (18).
Uwzgledniajac to,ze dla dowolnej macierzy symetrycznej 7 mamy.

*aT *a ar as aT a ~aT ~a
un Tul -2un 7 un="4 7< +< 7< > Cjo)
gdzie u™ = u8 - otrzymujemy.
fn( *n K- [sjcfen + A* AQ )Eq - uf (]| + B* B) ut +
1Jn
*URTG b n *BL SR B ) 47+ Prar ) (B1)

Podstawiajgc do (31) w miejsce u8 prawg strone zaleznosci (18) otrzy-
mujemy po przeksztatceniach:

fn ¢¢?n> = f- KUn £b] + *n , <?2)

gdzie S8 okreslone jest przez wzory (20),(21) i1 nie zalezy od xn i od
uo,ul ,,..,un_1. Mamy takze.

Fn = [F+T> + ¥n +Bn 8LI V K] 33)
Jezeli zatozymy ze PQ = 3™ xQ ,gdzie xR = xQ - xn, nie zalezy od
*/\n

uo,u™,.."., u ~ , to wyniknie stad, ze roéwniez PQ nie zalezy od uQ,

un,...,u J - Dla zakonczenia dowodu indukcyjnego zauwazmy,ze wzOr
(32) jest wazny dla n=F i mamy wtedy.
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7P) = 5 [i? 8F Sp]+ Fp ™= Sdaia 8p =% % 1 FF - °
*Pf
Udowodnilismy zatem nastepujgce twierdzenie, Ktére uogélnia
klasyczng zasade rozdzielnosci.
Twierdzenie 1. Uogolniona Zss8da_Rozdzlolnosei_
Zat6zmy,ze ocony 5n = Sn, naja takg wkasnosc¢,ze macierze
P =E x nie zaleza od n sterowan u., 1=0,1 ,n—1,n=0,1 ...,
F-1# Zek6zmj takzo zo zmienna losowa N nie zalezy od innych zmien-
nych i ze P(N>F) =0. Wtedy
1) Algorytm optymalny u =u® =h°( y.),n=0,1, ,F,okreslony w Probie-
mia 1 wynika z algorytmu (I87 odeW|adaJa,cemu przypadkowi pra-
wie kompletnej informacji, przez zastgpienie zmiennych ich ocena-
mi 1 s postac:
v $ $;.iaj -
te: 5 *<£ * ‘m> 1 "™ r tes$ jrfis"* 1
i n n+1 ml

cg okreslone réwnaniami (20),(21) i (21a)_.

~ic
1)Wartos¢ oczekiwana wskaznika jakosci 1 osiggana przy stosowaniu
algorytmu (64) spednia zwigzek:

F-1
ile =T8 + % B UnQWiR + B0 185 . 5
.gdzie |8=S ~ 6 -~o (?6)

jest wartoscig oczekiwang wskaznika osiggang przy stosowaniu algoryt-
mu optymalnego (18 dpomadauacego przypadkowi prawie kompletnej
infn M iiili Mnm-s t S vus u X,glee U™ u3 -ue , 31-_, jeSt
Sladom macierzy.

Dowod zaleznosci (55) wynika hozposrodnio z relacji (32),(563)1(2*0.

6) Problem estymac.ii

Rozwigzanie problemu estymacji bedzie zaleze¢ od tego jakie wielkosci
wchodzg w sktad wektora y , przy czym informacjo o czasie N nio ma
wpdywu na sposob estymacji.Dla przypadku,gdy ? jest okreslone przez

(®) rozwigzanie problemu_estymacji zostato podano w [2]. Zak¥adano
tamze w réwnaniu wyjscie

5n=Cn zz + rn (57>
woktor r reprezentujacy bledy pomiaru jest gaussowskim biatym szu-
mem niezaleznym od innych wielkosci,natomiast zakkocenia w

sg kolorowym szumem.

Oméwimy tutaj.tylko zmiany jakie trzebs byto wprowadzicfaby roz-
wazyC przypadek,gdy r jest kolorowym szumem. Jezeli,wigc ukkad
jest opisany rownaniom (1) i (37), aw i r sg gaussowskimi koloro-
Zymi szumami oraz T T T T OaT"

a ) 5n = LV**** 7n | . u”™j , wtedy nalezy
rozszerzy® wymiar wektora stanu, wprowadzajgc wektor
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< »» eeex"jlLa> o wymiarze (F-n+l1)s+(F-n)p,

gdzie_ p wymisr wektorow_ y 1 r . Nastepnie podobnie jak w [2],nalezy
odpowiednio okresli¢ macierze

o wymiarze [(F-n)s +(F-n-Dp] x [(F-nH)s +(F-n)p] , B* o wymiarze

[(F-N)s+(F<in-1)p] Xx.r,oraz C* o wymisrze px [(F-n+l)s +(F-n)p]
tak,aby réwnanie ukdadu (1) i1 (37) mozna byto zapisaC¢ w postacis

Xn+l = An xn + Bn un <38)
?n = Cn xn , G9)

Dla znalezienia oceny x* = E x* nalezy teraz korzklstajac z otrzy—
manych réwnan napisac n n réwnania filtru Kalmana. Wsrod

gktadowych wektora x* (F- n+l%_s - pierwszych sktadowych tworzy ocene
XQ ,ktéra speknia wymagania Twierdzenia 1,

7. Uwagi koncowe

Wyprowadzona w niniojszej pracy jUogélniona Zasada Rozdzielnosci
zawiera w sobie. Uogdlniang Zasade Stochastycznej Réwnowaznosci pc-
dang w [2]- Nie trudno bowiem zauwazyc¢,ze z tej pierwszej w przypad-
ku ~"dy zatozymy,ze chwil8 zakonczenia sterowanis N jest znana,wy-
nika ta druga. Nalezy zwr6ci¢ uwage na bardzo zwart7 wynik w postaci
wzoréw (34) i (35), obowigzujacy dla dowolnej informacji biezacej
okreslonej przez wektor y cypu (5) 1 szerokiej klasy zakkocen.
Vi8rto jeszcze Z8uwazyc¢,ze sterowanie ODtymalne u® i przypadku nie-
kompletnej informacji biezacej stsnowi ocene bedaca warunkowa war-
toscig oczekiwang sterowania optymalnego u® obowigzujacego w przypad-
ku nazwanym przez nas przypadkiem puwie kdmpletnsj informacji. Ten
ostatni przypadek stanowi w niniejszej pracy punkt odniesienia.po-
dobnie jak w Uogdélnionej Zasadzie Stochastyczne.. Réwnowaznosci
punktem odniesienia jest przypadek kompletnej informacji.

Pewnym ograniczeniem rozwazan jest zakkocenie,ze zmienna losowa N
jest niezalezna od innych wielkosci. To zatozenie bydo potrzebne do
wyprowadzenia Twierdzenia 1 dzieki niemu uzyskano wzglednie proste
iogolno wyniki. Przypadek,gdy zmienna losowa N nalezy od innych
wielkosci wystepujacych w problemie mozna by rozwazy¢ wykorzystujgc
Zasade Hin-E _[1 ] , jednak wtedy mozna sie spodziewa¢ ze uzyskane
wyniki znacznie sie skomplikuja.
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OBOEEEHHHii TTIPHHTHIT JACTPHBTTHBHOCTH B GJITHAIHOGTHOM BPEMEM TIIPAMEHM

Pesrme
PaGoTa Kacaeroa cToxacTirgeckH onTHM&nBHoro ynpaBJieazH jyin OTCKpeTHHX

JumeiEHX odnktob aM KBanpaTHNHHX KpaTepirac KagecTBa b cjryiaiiHOCTHOM
BpfiueHH ynpasjieHEH h noMex npuHanJieaainHX k neKOTopoMy oOmeMy miaccy cto-
xacTFf?eckHX npopeccoB. }

i
TOR GENERALIZED SEPARATION PRINCIPLE 1K THE CASE OP RANDOM
CONTROL TIME

Sumaaritv

The paper is concerned with stochastic optimal control problem
for discrete, linear syston and quadratic performance index, 1in
the caBe of random control time and dist"irbance3 belonging to
some general olass of stochastic processes.



