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UOGÓLNIONĄ ZASADA ROZDZIELNOŚCI W PRZYPADKU LOSOWEGO CZASU STEROWANIA

Streszczenie: Praca dotyczy problemu sterowania, stochastycznie, 
optymalnego, Sekretnym układem liniowym w przypadku kwadratowego 
wskaźnika jakości, losowego czasu sterowania i zakłóceń należących 
do dosvć szerokiej klasy proceBÓw stochastycznych.

1 Wprowadzenie
Zasada rozdzielności, zwana też zasadą stochastycznej równoważności 

jest omawiana obecnie nawet w monografiach dotyczących sterowania sto­
chastycznie optymalnego [6] . Wydaje się;że podobnie jak w [ś],celowe 
jest rozróżnienie tych dwóch sformułowań. Jeżeli -więc dla danego pro­
blemu obowiązuje zasada rozdzielności to znaczy to,że problem estyma­
cji może być rozwiązany oddzielnie i jego wynik może być wykorzystany 
do rozwiązania problemu sterowania. Nie znaczy to jednak,że wtedy rów­
nież obowiązuje Z8S8Ć8 stochastycznej równoważności, która mówi,żo 
algorytm sterowania optymalnego powstaje z slgorytmu odpowiadającego 
przypadkowi deterministycznemu przez zastąpienie zmiennych stanu ich 
ocenami, '</ przypadku klasycznym ta ostatnia Z8sade była udowodniona 
dla problemu Iiniowo-kw8dr8towego i zakłóceń w postaci bisłego szumu • 
[6] . W [2] uogólniono ją na przypadek zakłóceń w postaci kolorowego / 
szumu i dosyć ogólnej postaci wektora określającego bieżącą dostępną 
informację.

W niniejszej pracy rozpatruje się przypadek,gdy końcows chwila 
sterowania jest -zmienną losową, a zakłócenia są kolorowe 1 pokazuje 
się,że przy pewnych założeniach obowiązuje zasada,którą autor uwzględ­
niając powyższe uwagi nazwał Uogólnioną Zasadą Rozdzielności,

2'_ Sformułowanie problemu
Będziemy rozważać układy dyskretne opisane równaniem

gdzie xQ i un - wektory stanu i sterowanie, o wymiatach odpowiednio 
s i r ,  a x jest zmienną losową; A„,B - macierze o odpowied­
nim wymiarze} wQ - wektor zakłóceń będący procesom stochastycznym 
drugiego rzędu; n = 0,1,...,N - czss dyskretny; N-końcowa chwil8 
sterowania hędące zmienną losową niezależną od innych wielkości,taką 
za P(N??) = 0 { prawdopodobieństwo żo N> F  jest równa zero),gdzie 
P < e° . Zakładamy,że odpowiednie funkcje rozkładu prawdopodobieństwa 
są znane. Zakładamy również,że wielkości u. dla k > n  nie mają wpływu 
na zmienną w ^ ,  n=1,2,...,P. *
Wskaźnik jakości przyjmujemy w postaci:

x t̂ .-i=A_x „+B,_u_+w.EH-T n n n n n * (D

(2)
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gdzie Qn,Hn,n=0,1,...,F - macierze symetryczne nieujemnie określone.
Jak w [1] wprowadzamy pomocnicze zmienne losowo II, 0=0 ,1 ,...,? okreś­
lone przez relacje

f1 jeżeli N > n 
N =V (3)
n (.0 jeżeli .N < n

Wtedy wskaźnik jakości (2) można zapisać w postaci:
P

1 = «nxn + ^  Hnun> <*)
Niechaj yn oznacza wektor wielkości,których wartości znano są w chwi­
li *n i mogą hyć wykorzystane do obliczenia wartości uQ.
Wielkości składające na wektor y można podzielić na pewne grupy.
S7 skład pierwszej grupys y 0,yy,... ,y ̂  , 15: O .wchodzą wielkości wy­
nikające z pomiarów wyjść układu,zatem wielkości te zal6żą od wartości 
poprzednich sterowań. W skład drugiej grupy: vo,V^ ^n+m*
(lub m < 0) .wchodzą wielkości,których wartości nie zależą od sterowań 
i mogą być w związku z tym znsne z pewnym wyprzedzeniem w czasie w sto­
sunku do aktualnej chwili n ( przypadek m>0)*’ . W  skład trzeciej gru­
py: u0,u1f..., un_^, wchodzą poprzednie sterowania » I w  końcu w skład
czwartej grupy: N , L  Nn*n» <ł ^ 0 (może być również q<0) wchodzi
bieżąca informacja o kcńcowej^chwili sterowania N. Mamy zatem:

?n= [jo’ * * * ’̂ n-1 ’ <  »•**» vn*m» un-1 , No»***»NrM-q ] ’ (5)

przy czym dla takich wartości n , dla których,np. n- 1 <0 grupa
7 0*• • • ’̂ n-l w 0SÓ1® w wektorze yn nie występuje, podobnie jeżeli n+m<0
lub n+q<0 to odpowiednio grupy , «■, i S, nie występują w J . Również 
dis n bliskich P wektor yn może mieć zmodyfikowaną postać.
Niechaj Y Ł i UR oznaczają zbiory wartości wielkości odpowiednio yQ i uQ, 
mamy zatem Sn^ Y n i un e ^n * 11 = 0,1,..,,?. Przez dopuszczalny algorytm 
sterowania będziemy rozumieć funkcje uQ = (yn), n = 0,1 ,...,?,każ­
da z których odwzorowuje i dla których wartość oczekiwana wskaź­
nika jakości;

?
i(h) =E ]T Nn[x;qnxn + h.;(yn) Hnhnf?n)J **> (6)

n=0
przyjmuje określoną wartość.
Problem 1

Dla rozważanego układu (1) należy spośród dopuszczalnych algorytmów 
sterowania wyznaczyć algorytm optymalny
uQ=h° (yQ), n = 0,1 ,...?', dis którego wskaźnik (6) przyjmuje minimalną 
wartość, co można zapisać

T(h°)= Min I(h) (7)
—  hx)Wielkości mogą na przykład wynikać z pomiarów zakłóceń wa,jeżeli

te ostatnie nie zależą od sterowań u^, 1=0,1 ,...,F. 

xx  ̂h = [h^h^,...,!!^]
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Metoda rozwlazanią problemu
Podobnie jak w [2] wprowadzamy najpierw bardziej zwarty zapis 

przedstawiając równanie (1) i wskaźnik (4) w innej postaci.Oznaczmy

zatem £n = [x£, w£, w^+1 ' * * * ’ WF-1 -J “ w?fcfcor CF-ih-1 )s -wymiarowy;

An = fAnj01-i “ tascierz (^-11+1)3 x5 - wymiarowa, w której O., oznacza
macierz zerową sx (F-n)S - wymiarową; Ąn = f^n»1] “ macierz (F-n)sx
(F-n+1)s - wymiarowa, w której X oznacza macierz jestnostkową diago­
nalną (F-n)s x (F-n;s - wymiarową;

=[£̂ ,0;,] - macierz (F-n)s x T - wymiarowa, w której Og oznacza ma­
cierz zerową r x (F-n)s - wymiarową; ę* = [Qr> ~ maciorz (F-m-1)s 
xs - wymiarowa, w której 0  ̂oznacza maciedz zerową5x(F-n/S -wy­

miarową; §n =[Qn»°ił]- macierz (F-ih-1)s r (F-n+l)s - wymiarowa, w któ­
rej 0^ oznacza macierz serową (F-n+1)e*(F-n)5 - wymiarową.

Korzystając z wprowadzonych oznaczeń możne zależność (1) i (4) za­
pisać w postaci:

£ » 1 =—n^n+ ¿nun (8>
_F_

I = N„( xTg_xr, + u!! H u )  (9)■̂ ¡Tq o -ipn-n n n n

Do rozwiązanie problemu będziemy wykorzystywać zasadę minimalizacji 
i uśrednianie (łśin-E) ,która dle przy pa a ku, gdy K jest zmienną losową 
została przedstawiona w pracy [1 ] . 2-godnic- z tą zasadą algorytm opty­
malny wynika z wykonania ciągu operacji występujących w wyrażeniu:

L(yQ) =liin E Uin EL,..., Minfcp I (10)
u„ u. u..O l  £

z uwzględnieniem (8) i odpowiednich funkcji rozkładu; gdzie I jest 
określone przez (4) ; En oznaczs operację -warunkowego uśredniania po­
dług wielkości Nn,xn, , przy zadanym y- ; yn+1 - wektor wiel­
kości występujących * 3^  , a nie występujących uyn . Many także:

I(h°) = Uin I(h) = £?0iyc) (11)
h

4.Przepadek prawie kompletnej informacji bieżącej
Tak będziemy nazywać przypadek ,gdy ya = y* • • • łHn+fj'r (12)

Rozwiążemy teraz Problem 1 dla tak określonego wektora ya .
Obliczeniowo ciąg operacji występujący w wyrażeniu analogicznym do(10) 
dle rozpatrywanego przypadku można zrealizować korzystając z następu­
jącego równania Bellmana:

f-n^n' = 2n-n + un Enun̂  * ^n+1 *- ^n+1 -1]
, = F,R-1 t...,0, gdzie zamiast symbolu £_ wprowadzono symbol 5y 
ztory oznacza warunkowe uśrednianie wyrażenie zawartego, w nawiasie 
[ j » przy s8Q8u^c y m Warunek końcowy ma Dostać:
© i e * , ) •
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s
Many również: ïa = E ÎqCj 0) ,
przy czym I8 oznacza minimalną wartość uśrednionego wskaźnika (6) osią­
ganą w przypadku,gdy v/ektor bieżące;} informacji ma postać yaiHtosujemy 
optymalny dla tego przypadku algorytm n

un=un  = ^  ^  n = 0,1,....P.
Do wyprowadzenia zależności określających, funkcje h^ ( ya ) i fa( ya) 
zastosujemy metodę indukcji zupełnej. Załóżmy zatem że:

fn+1  ̂ynt-1 =̂ s n+1 -n+1) -n+1 , (1 5)
gdzie S8+1 pewna znana macierz (F-n)s x (P-n)s - wy miarowa, której
elementy nie zależą od x .. i od u ,u,.,...,u . Podstawiając (15) do 
(1 3) otrzymujemy: 1

fn^ 7n^= ^in ,?~a [Kn̂  -r^n^n + un Hnun + -n+1 -n+1 2n+lJ , (^®)
n l?n

przy czym przy wykonywaniu operacji uśrednienia warunkowego starowsnio 
ufl jest traktowane jako parametr, który nie zmienia swojej wartości [i].
Uwzględniając (16) i (8) mamy: 

fa( y >  Min [nq( ^  2n xn + u* Hnun) + (ĄnSn+Bnun)TS8+1 (Aa.xa+Bnun)] =
n

= 3aS [ h ^  + Xn‘+ M i n { ^  S8+1 ^

(17)gdzie S - s E :j8 Sa ; N = Eo N_, przy czym wewnątrz nawiasów { "V 
n+l '13n n+1 "\Tn

zgrupowano te wyrażenia, które zależą oć u . Różniczkując podług u , 
przyrównując do zera i zakładając,że odpowrednia macierz odwrotna 
istnieje otrzymujemy ( przy czym mscierz s x a wymiarowa zawiera
elementy znajdujące^się w s pierwszych wierszach i w a  pierwszych 
kolumnach macierzy S® ) ",-n+1'

u8 = - ( N H +BT Sa B ) BrSa - A x (18)n ' n n n n+1 n' —n-n+1 — n-n v '

Podstawiając uf określone przez (18) do (17) w miejsce u^ otrzymuje­
my :

fn <  ^9)
gdzie mscierz S8 spełnia równanie

§ £ = jU n  + An §n+lAQ "  Sn+1 ¿ ¿ W  Bn ân+1 Bn> " 1 Sn Bn+1 Aa (2 0 )

ł 5 N„ (21)2 n+1 * ,5a =n+1 * "n ~ "’a
■bn 'l?a

x j  Oczywiście Nn=NQ gdy q ? 0  (q-liczba występująca w (12)1
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Z założenia o niezależności zmiennych losowych ^  od innych wielkoś­
ci wynike,że^operocja uśrednisnia występująca w (2 1) nie wprowadza 
zależności Sj^ od wielkości i u0,iC,. •• • *%_•} •
Zatem S® nie zależy również od tych wielkości.

Z celu zakończenia dowodu indukcyjnego zauważmy,żo dla n=F mamy
f| ( ?| ) = z| Xp gazie xp = oraz

S| = Qp Ńr (21a)
Ostatnia relacja określs warunek końcowy dis równań (20) i (21).
Dla przykładu rozpatrzmy przypadek,gdy w wektorze (12) q=0. Oznaczmy 
przez pn = P (Nn=1 j Hn_^=1 ) ( prawdopodobieństwo,żo Nn=1 pod wa­
runkiem że II .. =) . Kietrudno zauważyć ,że w tym przypadku z zależ­
ności (2 1) otrzymujemy:

f c *  Pn+1 ^ 1  K  = »n <22>

5. Przepadek niekompletnej informacji bieżaoe j. gd:y wektor y 
jest określony przez (5j
Obliczeniowo ciąg operacji występujący w wyrażeniu (10) obowiązu­

jącym dla rozpatrywanego przypadku można wykonań korzystając' z nastę­
pującego równania Bellmano

fn( yn) = Min E [un( 4  + u£ HQun ) + £m 1 ( y - 1 ;] (23)
n ^n

n =E,F-1 ,...,0, przy czym = 0,Minimalną wartość uśrednio­
nego wskaźnika jakości, osiąganą przy sterowaniu zgodnie.z algorytmom 
optymalnym oznaczymy dla rozpatrywanego przypadku przez I c .Zgodnie 
z 1 1 1) mamy:

Iic = I(h°) *= E f0(y0) (24)
Korzystając z metody indukcji zupełnej oprowadzimy teraz wzory na

7  ̂^n( 3*22̂ * t f • ♦ • * 0« Załóżmy zatem że*

£m 1 ^  ^n+1-’ = .^y^^t^nł-l -n+1 2n] +  ̂ (25)

gdzie g^ .1 macierz występujące we wzorze (1 5J, a F ^  - liczba rze­
czywiste .której wartość nie zależy od wielkości u0,u1,,..,u .

Podstawiając (25j do (23) i wykorzystując podstawowe własności 
operacji uśrednienia Warunkowego otrzymujemy:

fk ?n>= 8*** A y  Sn 2 + un V n > + & 1  C l  2n+i + ? n+1 ] , (26)

przy czym przy wykonywaniu operacji uśredniania warunkowego sterowa­
nie u jest traktowane jako parametr,który nie zmienia swojej warto­
ści. Uwzględniając (26) i (8) mamyr

T

f n ( ^ =  i ! * 11 2 r  +  u n  H n u n )  +  ( Ł  t ^ n ^ n a n ^  ^ L l  +

+ —nuiP + V l ]  = . f - K (ifn &n+±n 5 ^ 1  + ^ l 3  +



Uogólniona zasada rozdzielności ... 111

+ Min { 2 4  BaUn + ( KnHn + B* Bn) U& }  , (27)

gdzie. I ^ |  - i S^+1 i Nn = g  Hn ¡ Ś n = ̂ 2a,

przy czym w nawiasach (-}zgrupowano te wy rs żenią, które zależą od ul 
Wykorzystano również zależność że. 11

® 2xn Ąn S8+1 3 n uQ = 2 xn Ąn Bn uQ,która wynika z niezależni-
’l?n
ści zmiennych losowych x i Nn+a+-i .Różniczkując podług u i przyrów­
nując zer8 otrzymujemy ~ q zakładając,że odpowiednia macierz
odwrotna istnieje: .

• Sn = "C ¥ n  + Bn gn+1 B¥ _ €  §Ll ¿n 4  <28>
Podstawiając u* określone przez (28) do (27) w miejsce uQ otrzymujemy.

fn< ?n>= (Sn 2n + An 8n+1 An) £n + 2 £  £  Ęn +

+ “n ^ n  Hn + ą T Ą +1 Bn ) %  + Pn+1] = ByJ a g  ( N ^  + ^ +1Ąn)sa -

-2  u f (  NnHn +Ba  S 8+ ,  BQ) u£ +  ^ T (NnHn +  B * B&) t* + ^ , ( 2 9 )  

gdzie u£ jest określone przez (18).
Uwzględniając to,że dla dowolnej macierzy symetrycznej 7 mamy.
*aT *a aT as aT a ~aT ~a
un T un - 2un 7 un = ” 4  7 <  + <  7 <  > CjO)

gdzie u^ = u8 - otrzymujemy.

fn( *n K f -  [sjcfen + A* AQ )£q - u f  (n| |  + B* B) u£ +
IJn

+ usT( H H  + B T S8 . B  ) u? + P „ l (31)n v n n n n+1 n J Ti n+1 J J

Podstawiając do (31) w miejsce u8 prawą stronę zależności (18) otrzy­
mujemy po przekształceniach:

fn (‘?n> = f- K U n  £b] + *n , <?2)

gdzie S8 określone jest przez wzory (20),(2 1) i nie zależy od xn i od 
u0,u1 ,,..,un_1. Mamy także.

Fn = [Fn+T> + ¥ n  + Bn 8L l  V  K ]  (33)

Jeżeli założymy że PQ = 3^ xQ ,gdzie xR = xQ - xn, nie zależy od
*^n

u0,u^,..'., u  ̂ , to wyniknie stąd, że również PQ nie zależy od uQ,
u^,...,u .j . Dla zakończenia dowodu indukcyjnego zauważmy,że wzór 

(32) jest ważny dla n=F i mamy wtedy.
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7p) = 5 [i? §F Sp]+ Fp '• Sdaia §p = % %  1 ff - °*
*Pf

Udowodniliśmy zatem następujące twierdzenie, Które uogólnia 
klasyczną zasadę rozdzielności.
Twierdzenie 1._Uogólniona Zss8da_Rozdzlolnośęi_

Załóżmy, że ocony 5n =_(| Sn, na ją taką własność,że macierze 
P =E x nie zależą od n sterowań u., 1=0 ,1 ,n—1 ,n=0,1 ..., 
F-1# Zełóżmj takżo żo zmienna losowa N nie zależy od innych zmień- 
nych i że P(N>F) =0. Wtedy
1) Algorytm optymalny u =u® =h°( y.),n=0,1,...,F,określony w Probie­

rnia 1 wynika z algorytmu (I87 odpowiadającemu przypadkowi pra­
wie kompletnej informacji, przez zastąpienie zmiennych ich ocena­
mi i ras postać:

v $  ś ;.i a j . .

t e :  5  * < £  *  *■> 1 "" r t e ś  j r f i s " “ 1’ 11 “n+1 rn-1
cą określone równaniami (20),(2 1) i (21a).

*• ic1)Wartość oczekiwana wskaźnika jakości I osiągana przy stosowaniu 
algorytmu (54) spełnia związek:

F-1
\iic -f8 + / t U„(NJin + E^S®-jpąj r n n n n n

.gdzie | 8 = S ^ ó  ~o (?6)

jest wartością oczekiwaną wskaźnika osiąganą przy stosowaniu algoryt­
mu optymalnego (18) odpowiadającego przypadkowi prawie kompletnej 
i n f n M i i i l i  .  M n m - s  fcntrż* U  = t S U 8  U  x ,gdzle u^- u 3 - U ®  ,  3 t„ jest

Ilc =Ie + Z _  tr Un(HnHn + ¥ W 1B;  . (55/

śladom macierzy.
Dowód zależności (55) wynika hozpośrodnio z relacji (32),(53)1(2*0.

6) Problem estymac.ii
Rozwiązanie problemu estymacji będzie zależeć od tego jakie wielkości 
wchodzą w skład wektora y , przy czym informacjo o czasie N nio ma 
wpływu na sposób estymacji.Dla przypadku,gdy ? jest określone przez 
(5) rozwiązanie problemu estymacji zostało podano w [2]. Zakładano 
tamże w równaniu wyjście

5n=Cn zz + rn (57>
woktor r reprezentujący błędy pomiaru jest gaussowskim białym szu­
mem niezależnym od innych wielkości,natomiast zakłócenia w
są kolorowym szumem.

Omówimy tutaj.tylko zmiany jakie trzebs było wprowadzićfaby roz­
ważyć przypadek,gdy r jest kolorowym szumem. Jeżeli,więc układ 
jest opisany równaniom (1 ) i (37), a w i r są gaussowskimi koloro- 
’-ymi szumami oraz T T T T iT"

a 5n = LV**** 7n . u ^ j  , wtedy należy
rozszerzy® wymiar wektora stanu, wprowadzając wektor
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I
<  » »  •••»"jLą> o wymiarze (F-n+1)s+(F-n)p,
gdzie p wymisr wektorów y i r . Następnie podobnie jak w [2 ],należy 
odpowiednio określić macierze

o wymiarze [(F-n)s +(F-n-l)p] x [(F-nH)s +(F-n)p] , B* o wymiarze
[(F-n)s+(F<in-1)p] x. r, oraz C* o wymisrze p x  [(F-n+1)s +(F-n)p] 
tak,aby równanie układu (1 ) i (37) można było zapisać w postacis

xn+1 = An xn + Bn un <38)
?n = Cn xn , (39)

Dla znalezienia oceny x* = E x* należy teraz korzystając z otrzy­
manych równań napisać .]yn n równania filtru Kalmana. Wśród
gkładowych wektora x* (F-n+1)s - pierwszych składowych tworzy ocenę 
xQ ,która spełnia wymagania Twierdzenia 1,
7. Uwagi końcowe

Wyprowadzona w niniojszej pracy ¡Uogólniona Zasada Rozdzielności 
zawiera w sobie. Uogólnianą Zasadę Stochastycznej Równoważności pc- 
daną w [2]. Nie trudno bowiem zauważyć,że z tej pierwszej w przypad­
ku ̂ dy założymy,że chwil8 zakończenia sterowanis N jest znana,wy­
nika ta druga. Należy zwrócić uwagę na bardzo zwart7 wynik w postaci 
wzorów (34) i (35), obowiązujący dla dowolnej informacji bieżącej 
określonej przez wektor y cypu (5) i szerokiej klasy zakłóceń.
Vi8rto jeszcze Z8uważyć,że sterowanie ODtymalne u® vt przypadku nie­
kompletnej informacji bieżącej stsnowi ocenę będącą warunkową war­
tością oczekiwaną sterowania optymalnego u® obowiązującego w przypad­
ku nazwanym przez nas przypadkiem puwie kdmpletnsj informacji. Ten 
ostatni przypadek stanowi w niniejszej pracy punkt odniesienia.po­
dobnie jak w Uogólnionej Zasadzie Stochastyczne.. Równoważności 
punktem odniesienia jest przypadek kompletnej informacji.

Pewnym ograniczeniem rozważań jest zakłócenie,że zmienna losowa N 
jest niezależna od innych wielkości. To założenie było potrzebne do 
wyprowadzenia Twierdzenia i dzięki niemu uzyskano względnie proste 
iogólno wyniki. Przypadek,gdy zmienna losowa N należy od innych 
wielkości występujących w problemie można by rozważyć wykorzystując 
Zasadę Hin-E [1 ] , jednak wtedy można się spodziewać że uzyskane 
wyniki znacznie się skomplikują.
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OBOEEEHHHii TTPHHITHTT J^CTPHBTTHBHOCTH B GJITHAiiHOGTHOM BPEMEM TIIPAM EHM  

P e s r m e
PaGoTa Kacaeroa cToxacTirqecKH onTHM&nBHoro ynpaBJieazH jyin OTCKpeTHHX 

jumeiEHX o<5mktob am KBanpaTHNHHX KpaTepirac KaqecTBa b cjry’iaiiHOCTHOM 
BpfiueHH ynpasjieHEH h noMex npuHanJieaainHX k neKOTopoMy oOmeMy miaccy cto- 
xacTff?ecKHX npopeccoB.

i

TOR GENERALIZED SEPARATION PRINCIPLE IK THE CASE OP RANDOM 
CONTROL TIME

S u m a a r 7

The paper is concerned with stochastic optimal control problem 
for discrete, linear syston and quadratic performance index, in 
the caBe of random control time and dist'irbance3 belonging to 
some general olass of stochastic processes.


