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ZADANIA KOMBINATORYCZNE Z MINIMAKSOTOi KRYTERIOM

Streszczenie. W pracy przedstawiono najnowsze tendencje i nie-
ktore osiagniecia w rozwijaniu praktyczn?J uzytecznosci _modeli
optymalizacji kombinatorycznej. Na przyk¥adzie znanego i sprawdzo-
nego w_zastosowaniach zadania przydziatu ilustruje _sie dwa_kierunki
uogllnien funkcji celu: kryterium £ k-minimaksowc i uogolnione -ay

terium algebraiczne.

WSTEP. Praca zawiera nowe idee 1 pewne wyniki dotyczace rozwiniecia po-
tencjalnych mozliwosci znanych modeli zadan kombinatorycznych. W kregu na-
szego zainteresowania jest przede wszystkim zadanie przydziatu,zadanie do-
brze znane i o sprawdzonej przydatnosci w praktyce badan operacyjnych. Za-
danie to odgrywa szczeg6lng role w programowaniu matematycznym. Ze wzgledu
na swojg strukture moze byo traktowane jako przypadek szczegdlny trzech
bardzo waznych klas zadan kombinatorycznych, mianowicie: zadania optymal-
nych przepbywéw w sieciach, zadania skojarzenia i zadania optymalnego prze-
kroju matroidow. Okazuje sie,ze wyniki otrzymane dla zadania przydziatu da-
jJa sie bezposrednio uogélni¢ na kazdag z wymienionych klase zadan.

Zadanie przydziatu,jako nazwa pewnego mcdelu matematycznego traktowana
jest umownie. Pochodzi ona od jednej z wielu interpretacji praktycznych mo-
delu. Majagc n prac i n pracownikéw oraz znajac wydajnos¢ kazdego praco-
wnika przy wykonywaniu kazdej pracy nalezy przydzieli¢ prace pracownikom
(kazdy pracownik ma jedng przydzielong prace i1 kazdg prace wykopuje tylko
jeden pracownik), tak aby suma wydajnosci byta maksymalna.W praktyce zada-
nie, ktérego modelem matematycznym jest zadanie przydziatu, moze nie mieC
najmniejszego zwigzku z problemem przydziatu prac pracownikom.

W pkcie 2.1 definiujemy pojecie przydziatu w jezyku algebraicznym i kom-
binatorycznym postugujac sie interpretacjg macierzowg i grafowg. Punkt 2.2-
dotyczy problemu zasadniczego - kryteridow optymalnosci przydziatu. Przyta-
czamy znane kryterium liniowe i minimajcsone™ Przedstawiamy dwa uogdlnienia
tych kryteriéw: Z~-minimaksowe kryterium i kryterium algebraiczne.?/ pkcie
3 szkicujemy algorytmy rozwigzania zadania przydziatu z uogolnionymi kry-
teriami. Do oceny algorytméw postugujemy sie pojeciem zkozonosci obliczen.
Jest to oszacowanie gorne dla liczby podstawowych operacji niezbednych do
rozwigzania zadania..Przyjmuje sie, ze czas obliczen pozostaje w prostej
proporcji do zkozonosci obliczenn. Jednym =z waznych wnioskéw dotyczacych
algorytméw sprowadza sie do tego,” ze rozwiazywanie zadan uogdlnionych nie
wymaga zdecydowanie wiekszych nakdadéw na obliczenia.

Wszystkie twierdzenia i1 inne wyniki podajemy bez dowodéw. Szczegédy al-
gorytméw oraz dowody twierdzen,albo mozna znalez¢ w cytowanych pracach,al-
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bo ‘beag przedmiotem odrebnych publikacji .

2. ZADANIE PRZYDZIALU Zadanie przydziatu, jJak kazde zadanie programo-
wania matematycznego, sklada sie z ograniczen i z funkcji celu. Najpierw
zdefiniujemy ograniczenia zadania, a nastepnie zajmiemy sie kryteriami op-
tymalnosci -

2.1. Przydziat. Niech bedg dane dwa zbiory: M={l,...,m3 1 N={1,...,nj,
(i~ INI . Przydziatem nazwiemy kazde jednoznaczne odwzorowanie — zbioru
liczb ww zbidr liczb N. Wygodnie jest postuzy¢ sie grafem albo macierza
do przedstawienia interesujacego nas odwzorowani?..Niech MuN tworzy zbior
wierzchotkéw grafu dwudzielnego G(M,N;E),gdzie ECMxN jest zbiorem dukéw
daczacych pary wierzchobkéw. tukom grafu mogg by¢ przypisane wagi (liczby
rzeczywiste). W tej reprezentacji przydziat utozsamia sie z pojeciem sko-
jJarzenia, tzn. ze zbiorem dukéw tak dobranych, ze kazdy wierzcholek i £ M
jest potaczony Htukiem (i,J) z pewnym wierzchodkiem jJ6N, natomiast zaden
wierzchotek z N nie jest potaczony z wiecej niz 2z jednym wierzchokkiem
z h

W reprezentacji macierzowej zbior U traktujemy jako zbior numerdw wier-
szy a zbidér N jest zbiorem numeréw kolumn prostokatnej macierzy Cmxn*E-
lement c” macierzy mozemy utozsamia¢ z waga duku (i,j) grafu dwudzielne-
go, a Huki nie istniejgce mogg by¢ wyréznione w macierzy jako elementy
“"niedopuszczalne”. W ujeciu macierzowym przydziatem nazwiemy kazdy pod-
zbidér elementéw tak dobranych, zeby w kazdym wierszu byt dokdadnie jeden
element 1 w kazdej kolumnie,oo najwyzej,jeden element.

W kontekscie definicji przydziatu nastepujacy warunek, zwany warunkiem
Halla-Ktiniga, musi by¢ spekniony.,aby graf czesciowy G(M,N;E) pelnego gra-
fu dwudzielnego (kazda para wierzchotkéw jest polgczona dukiem), zawierat
przydziak: Dla kazdego X £ U musi zachodzi¢ IZ]J" IN)i , gdzie NX) =
= {JEN13 (,DEE, 1£X].

W interpretacji macierzowej warunek Halla-Kbniga zapisujemy nastepuja-
co (dla ustalenia uwagi zaldézmy, ze macierz Cm~n sklada sie z jedynek i
zer): Macierz CnXn zawiera przydziat wtedy i tylko wtedy,kiedy nie istnie-
Jja HCM 1 KEN spekniajace nierownos¢ H1l< KKI i takie,z. podmacierz [c/]
16 H, j€K, ma wszystkie jedynki podmacierzy [c” , 16 i, J6K.

Bez naruszenia ogolnosci rozwazan mozna przyja¢ jJM|=INI i wtedy przy-
dzialem jest kazda permutacja TT= ~JT(1),--., JI(n)J zbioru N = |I,.._,n}.
Jest to kombinatoryczna definicja przydziatu. Jej algebraicznym odpowied-
nikiem jest nastepujacy ukdad ograniczen:

\Y \Y
D: /7 - Mj~™MJEN / 1 ~=1, 1£H; i,LJEN 1
i6H jeN
Zmienna rzeczywista powinna przyja¢ wartos¢ 1, jezeli element i

przydzielono do elementu j, powinna za$s mie¢ wartos¢ O w przeciwnym przy-
padku. Warunek z~™_0 nie jest sprzeczny z powyzszym zadaniem,gdyz prak-
tycznie znajdowanie przydziakdéw optymalnych sprowadza sie do przegladu
punktéw ekstremalnych wieloscianu wypukdego D. Z kolei Birkhoff (1944 r.)

udowodnit, ze kazdy punkt ekstremalny wieloscianu-wypukdfego D  odpowiada
pewnej macierzy permutacyjnej, a wiec pewnej permutacji TT £ i1 (-fl zbior
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wszystkich n! permutacji zbioru N). W dalszych rozwazaniach zakkadamy, ze
istnieje n! przydziatéw i przydziat optymalny (0 kryteriach optymalnosci
nizej) mozna znalez¢ w tym zbiorze.

2.2. Kryteria optymalnosci. Zadanie przydziatu polega na znalezieniu
przydziatu optymalnego w sensie ustalonego kryterium. Ponizej przedstawimy
znane kryteria optymalnosci i ich nowe.uog6lnienia. Interesujace nas kry-
teria bedg definiowane na .wielkosciach przypisanych oddzielnie kazdej pa-
rze (i,j), tzn. kazdemu 4ukowi w grafie lub kazdemu elementowi w macierzy.
Nie zajmujemy sie wiec kryteriami, ktore sg definiowane,np. w ukladzie pa-
ra-para: (i”,jyjJ-Cig»’ 00 moze oznacza¢, ze zakktada sie powigzania mie-
dzy elementami, i",i2¢ M oraz j«(«j2SN (kwadratowe zadanie przydziatu = -
zadanie rozmieszczenia).

Niech elementy macierzy C = [ ¢ ™~ n reprezentujg koszt przydzielenia
elementu 1 Co elementu Jj (w takim samym ukdadzie macierzowym mozna za-
pisa¢ wagi przyporzadkowane dukom grafn przydziatu). Klasyczne  kryterium
liniowe prowadzi do nastepujacej postaci zadania przydziatu:

min Z I posta¢ algebraiczna
[xi;zleD i€ N j€N

min / ci7r(i) “ F°sta¢ kombinatoryczna
ejren 1iiH

Klasyczne kryterium minimaksowe (réownowazne nazwy: kryterium maksimino-

we> kryterium waskiego gardda) daje zadaniu przydziatu posta¢ nastepujaca:
min max c. X . lub réwnowazng min max c.
[x~gd (i»p)ixtj>o0 nen 1ieH (5

Przedstawimy z kolei dwa rézne uogélnienia powyzszych kryteriow:2/-mi-
nimaksowe kryterium 1 kryterium-algebraiczne. W obu przypadkach obowigzuje
zatozenie wstepne o sposobie definiowania kosztéow. Okaze sie, ze kryterium
liniowe 1 kryterium minimaksowe sa dla obu uog6lnien przypadkami szczegol-
nymi .

Kryterium ¢~-minimaksowe V). Niech A bedzie zbiorem skonczonym a f(x),
X £A), funkcjg odwzorowujaca zbior A w zbidr nieujemnych liczb rzeczywis-
tych E. Podzbidér S C A, ktéry spelnia pewne warunki wynikajace z zakozen
zadania, nazwiemy podzbiorem dopuszczalnym. Eodzine wszystkich podzbioréw
dopuszczalnych oznaczymy literg D.

Podzbior S sktada sie z k elementéw (dowolnych) naleznych do S,
1~k~ ISI. Na koniec niech oznacza sume k elementéw z S o kolejno naj-
wiekszej wartosci f(x). Zadanie kombinatoryczne z S™-minimaksowym kryte-
rium definiuje sie tak: dla danych D, f(x) i k znalez¢ podzbior dopuszczal-
ny S°E£ D, nazywany podzbiorem optymalnym, taki, ze

OO = min max o0 -
Xest sgd skes xesk

Zauwazmy, ze ze wzgledu na zalozenie F(x)>0, x£A, zachodzi rownosc:
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E fx) = Uwzgledniajac ostatnig réwnos¢ w ogolnej postaci
S X6ST
zadania otrzymujemy Z—e f(X) = min Z tej ostatniej postaci be-
xfcsE SED

dziemy z reguly korzysta¢, chociaz posta¢ wczesniejsza uzasadnia przyjeta

nazwe: zadanie z kryterium -2”-minimaksowym (rownowaznie mozna sformudo-

waé zadanie 2"-maksiminowe). ,
Utozsamiajac 3T z S,zbidr 11 ze zbiorem D, x z parg (i,J) oraz f(x) z

CL-J;_’i-l - otrzymamy E(.‘E;Tllnlmaksowe zadanie przydziatu
ZL O =
les 1ir(i)
Dla k = 1 otrzymamy znang posta¢ zadania przydziatu z kryterium mini-
maksowym -minimaksowe zadanie)
zQ = min max cn
ién

Dla k = n otrzymamy zadanie z kryterium liniowym, minimalizujace sume

kosztéw catego przydziatu (¢"~-minimaksowe zadanie)
ET1
zQ = min <a7r(i)
T€n 1i£H

Mozna oczekiwa¢, ze dla niektorych zadan praktycznych "waskim garddem'
jest nie jeden element odpowiadajacy parze (i,j), lecz kilka elementow i
wowczas 2™N-minimaksowe kryterium (k>1) moze okaza¢ sie przydatne.

Kryterium algebraiczne [i]. Kryterium to przez zdefiniowanie go na pew-
nej strukturze algebraicznej obejmuje w sposéb jednolity kilka znanych
kryteriow (np. liniowe, minimaksowe, leksykograficznie wielokryterialne).
Umozliwia to zwarta reprezentacje calej klasy funckji celu. Podkresimy,
ze kryterium algebraiczne nie obejmuje 2/~-minimaksowego dla 2k~ n-1.

Niech (H, %, ™ ) bedzie podgrupa przemienng uporzadkowang relacjg " ,
z dziakaniem X zdefiniowanym na elementach zbioru skoriczonego H. Zaktoze-
nie powyzsze oznacza, ze: (H,1£) jest zbiorem z dziakaniem dwuargumento-
wym X spedniajacym prawa dacznosci 1i.przemiennosci; (H,”™ ) jest zbiorem
catkowicie uporzadkowanym relacja porzadku ~ ; V a,b,c 6 H zachodzi a™ b
=i>a* c/™ b i c. Postuluje sie rowniez spelnienie w zbiorze H nastepu-
Jacego zatozenia: V a,bf£H: a~b="~3ceH]a * ¢ =b (postulat redukcji
niezbedny do celéw algorytmicznych).

Przyjmujac, ze c”, 1i,J6N, sa elementami zbioru H oraz (H,*,”) two-
rzy polgrupe spetniajaca ustalone wyzej zatozenia, to zadanie przydziatu
z kryterium algebraicznym przyjmuje postac:

A .
e Treft isn T CH)-
= CATT(DN °2TT(R) * * cnyT()*

icB

Hozpatrzmy niektére przypadki szczegélne,ktdre otrzymany przez podsta-
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sienie zamiast (H,U ,”) réznych systemow:

a) (B, +,0 - klasyczne zadanie przydziatu na minimum sumy kosztéw (B
- zbior liczb rzeczywistych z operacjg dodawania i ze znang relacja po-
rzadkowa) ;

b)JB," max, N ) - zadanie przydziatu minimaksowe (~-minlmaksowe) ; w
tym przypadku w zbiorze E dziakaniem algebraicznym jest max {a,b3,a,bfE;

© (Em, +,=) - leksykograficsuio m-kryterialne zadanie przydziatu;Hm
jest m-wymiaroftg przestrzenig liczb rzeczywistych, + jest operacjga doda-
wania liczb rzeczywistych, © jest relacja porzadku leksykograficznego o-
bowigzujacego dla przydziatéw dopuszczalnych; kazde kryterium ma postac
sumy (n-elementowej) kosztow;

d B2,#,” ) - leksykograficznie dwukryterialne zadanie przydziatu,
przy czym dziakanie algebraiczne ™ zdefiniowane jest dla elementéw (par
liczb) z dwuwymiarowej przestrzeni K2:

,b) , jezeli a> c,
(c,d), jezeli a<c,

(p,btd), jezeli a = c.
Wypiszmy dla lepszej jasnosc exelici?e zadania dla systeméw c oraz d.
Przypadek c f, ITT(o) j
leks min
JTEN\ V -1 Im
T/ = GITT(i)/
i£ N
Przypadek d znany jest w klasie zadan transportowych (zadanie przydzia-
4u jest zadaniem transportowym szczegdlnego typu) jako kryterium czas-
koszt. Przenoszac te interpretacje kryterium na zadanie przydziatu zakda-
damy istQ(i)enie dwéch macierzy: u reprezentuje czas zwigzany z parami
(i,J) a CnXn reprezentuje koszt zwigzany z tymi parami.Zadanie przydzia-
4u z kryterium "czas-koszt ma postac

ae B\

\ie N JEN /

jezeli CA = m c’1
(j"’ i~ "™ Sj

0 w przeciwnym przypadku

Zadanie to mozna interpretowac nastepujaco: znalezé w zbiorze przydzia-
+ow _przydziatk minimalizujacy najwiekszg sktadowg czasu (pierwsze  kryte-
rium) a nastepnie w podzbiorze przydziatéw optymalnych ze wzgledu na to
kryterium znalez¢ przydziat minimalizujacy sume kosztéw na lukach, ktére
sg "'waskimi garddami*.

Przyjecie porzadku leksykograficznego oznacza, ze pierwsze z kryteridw
jest nadrzedne w stosunku do drugiego.Oczywista,wielokryterialnos¢ mozna
definiowa¢ i w iInny sposob, np. w sensie Parato.

leka min
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ALGORYTCT DLA ZADAKIA PRZYDZIALU. Algorytmy beda przedstawione szKi-
oono,- oddzielnie dla zadania 2 k-minimaksowego 1 oddzielnie dl'a zadania
algebraicznego. Algorytmy wykazujg podobienstwa i w swojej najwazniejszej
czesci korzystajg ze znanej metody wegierskiej. Efektywnos¢ algorytméw o-
gélnych (tzn. obowiazujacych dla ogdélnej postaci J™-ninimaksowej i ogol-
,-aJ postaci algebraicznej) mozna zwiekszy¢ dla przypadkéw szczegolnych.

Algorytm dla zadania przydziatu z ~j.-minimaksowym kryterium._Przyjmij-
my, ze znany jest dowolny przydziat T! , dla ktorego zatozymy uporzadkowa-
nie elementéw w cigg niemalejacy: c oJr2n N ¢/ . Zdefiniujemy TI-
pomocnicze zadanie przydziatu: znalez¢ przydziat 2 n-minimalny dla ma-
cierzy kosztow CX otrzymanej z macierzy C; § Przez nastepujace prze-

am
cc , jezeli c,,.< c
Ksztatcenie: cte= T * Niech ji -oznacza przydziat
) ) _|CI_j> iezeli C!_j> C|r|_ o le; K TP[_
optymalny 2ik-r-inimaksowego zadania przydziatu i niech ves sy  aen 5

bedg elementami tego rozwigzania ustawionymi od najwiekszego do najmniej-
szego. Nastepujace twierdzenie [V] jest podstawowe dla algorytmu, ktory
przedstawimy:

Twierdzenie. Jezeli Tr* jest przydziatem optymalnym Z~-minimaksowego
zadania, tes

(@O Ti* jest przydziatem optymalnym ji”-pomocniozego zadania przydzia-
4u (zadanie pomocnicze jest rozwigzywane na minimum sumy n elementdw).

(@ Kazdy przydziat optymalny Till dla TI™-pomooniczego zadania  jest
przydziatem optymalnym tego samego zadania w sensie minimum Zj,*

(5) Dla kazdego przydziatu optymalnego Tl (0 ktorym méwi sie w (@)
zachodzi nieréwnos¢: 51k ~ TT™ A TP Oznacza to m.in., ze n-k+l elemen-
tow przydziatu il jest nie wiekszych od 3.

Twierdzenie pozwala zaproponowa¢ nastepujacy bardzo prosty schemat ro-
zwigzywania ,X-minimaksowego zadania. /

Algorytm

1. Uporzadkuj elementy macierzy Cn u W ciag niemalejacy Cim C\

2. Rozwigz c™-pomocnicze zadanie przydziatu dla r = 1,2,..y,n".

3. Dla przydziatu optymalnego otrzymanego dla kazdego zadania oblicz
5lj» Przydziatk o najmniejszej wartosci 2 k po\ zakonczeniu rozwigzywania
zadan jest szukang wartoscig optymalng i przydziatem optymalnym 2Mt-mini-
maksowego zadania.

Realizacja bezposrednia przedstawionego algorytmu gwarantuje zdozonos¢
obliczen O(Y). Lepszy rezultat mozna otrzyma¢  wykorzystujac trzecig
czes¢ twierdzenia (przedstawiony algorytm wykorzystat bezposrednio wynik
z drugiej czesci twierdzenia) oraz wprowadzajac pewne dodatkowe testy.

Przede wszystkim nak¥adem obliczen O(Y) mozna ustali¢ minimalny in-

P
deks rmin taki, Zze w macierzy znaleziony zostanie przydziat czes-
ciowy o n-k+1 elementach, z ktérych kazdy jest nie wiekszy od c™ ~ <Dal-
sze obliczenia wystarczy prowadzi¢ dla er .- wykorzystujac kazdora-

zowo raz na poczatku ustalony przydziat czesciowy. Wobec tego dla kazdej
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macierzy CnXn>r > rmin+1 nalezy wykona¢ (k-j) jiteracji. Do znalezienia
przydziatu czesciowego mozna wykorzysta¢ algorytm podany w [4] 1 [5]-Kaz-
dg iteracje mozna wykona¢ z nakkadem obliczen 0(n2) korzystajac z metody
podanej w, [3] - W konsek&tencji zadanie wyjsSciowe rozwigzujemy ze zdozonos-
cig O(mkn™), gdzie n- jest liczbg elementéw w macierzy CnXn o réznych
wartosciach. Dodatkowymi testami przyspieszajacymi w pewnych przypadkach
zbieznos¢ algorytmu nie bedziemy sie tu zajmowac.

Algorytm dla zadania przydziatu z kryterium algebraicznym [1]. Wprowa-
dzimy kilka dodatkowych poje¢. Dana jest pédgrupa (H,* ,<),ktéra spekia
postulaty pktu 2.2. Dla kazdego afH zbidér dom a definiujemy nastepujagco:
dom a = £b]Ja X b = aj. Zbidér ten poza elementem neutralnym ee H moze za-
wiera¢ rowniez inne elementy. Na przyktad dla dziatania "max" doma =
= "bjbMa}. Méwimy, zezbior;dom a skkada sie z elementdw  zdominowa-
nych przez a. Transformacje przeksztatcajaca elementy c” macierzy cnxn

w elementy c. . macierzy G nazywamy akceptowalna,jezeli istnieje ele-

ment 05 € H taki, te dla wszystkich permutacji TT£ spetniona jest row-

nos¢ ~ cigr@@ =" CiTP(1) "Transformacd?oznaczamy literg T,
16 N 16.N

a stalg dla danej transformacji oznaczamy symbolem OO(T) i nazywamy
indeksem transformacji . Superpozycja dwoch transformacji akceptowalnych

i Tg jest transformacja akceptowalng z indeksem ~(T") jc ((Tg)-W al-
gorytmie dla zadania przydziatu istotng role odgrywa nastepujgca trans-
formacja akcpetowalna (akceptowalnosci mozna dowies¢) T(1,J). Dla ICN o
kaz JCN przy Il > |J niech min jc™ Ji¢ 1, j~ jj i1 dalej:

fi* @i =cij <ifl> _ ) oo
cN =cl. (iei, j6J lub i<fl, j<£))
»1J-, p ° u (fi._
Indeks transformacji T(1,3) wynosi CE(T(1,J)) = 1 , przy czym
Am - Jba »= lm ("
1 tn-krotnie

Algorytm
Etap poczatkowy
1. z:=£ , gdzie element £ jest zdominowany przez wszystkie elementy cVj.
2. Dla i€Nwykonaj transformacje T(l1,J) przy 1= {i],J=0,z:=z X0&(T)-
3. Dla jJENwykonaj transformacje T(1,J) przy I= R, J=K\{§}, z=2z*
*0tfT).
Etap zasadniczy
4. Procedura znakowania wierszy i kolumn.
4.1. Znajdz maksymalny przydziat czesSciowy.Elementy wchodzace do przydzia-
+u wyréznij. Niech liczba elementéw wyréznionych réwna sie k.
4.2. Jezeli k = n, elementy wyrdznione tworzg przydziat optymalny. Wartosc
optymalna przydziatu rowna sie z. Jezeli k ~ n, wykonaj 4.3.
4.3. Niech I oznacza zbidr wierszy bez elementu wyréznionego. J = 0.
4.4. Jezeli to jest mozliwe, wybierz element Cij” 16 If d~J, zdominowany
przez z. J :=J u |j1, 3 % jt idz do 4.5. Jezeli nie ma takiego ele-
mentu, idz do 5*
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4.5, Jezeli istnieje element wyrézniony c.®, if i« to i s= luiiJfWro¢ do
4.4. Jezeli takiego elementu nie ma, wykonaj 4.6.
4.6. Mozna znalez¢ przydziakt czesciowy o k+l elementach. Znajdz go-Elemen-
ty wchodzace do przydziatu wyréznij, k = k+l. Wréc do 4.2.
5. Wykonaj T(1,J), z =z * 0OC(T). Wr6é do 4.4
Mozna wykaza¢, ze algorytm ma zdozonos¢ O(n). Wprowadzajac zmodyfiko-
wang transformacje akceptowalng mozna uzyska¢ O(n), co pozostaje w pelnej
zgodnosci ze znanymi wczesniej algorytmami o zdozonosci O(Y) dla zadan
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KOMEKRATOPHfi 3AJIMH C fIHHPHAAIEBHUM KFWTEPHEM
Pesume

B padoTe npencTaBAeHH HOBeitae TeaneHUHa h HeKOTopue nocTHseHHH
B pa3BHTHQi npaKTH4ecK02 npHTOFfIHocra MoneAea KOMOHHaTopHoi+ onTmiara3aiiaH.

COMBINATOEICAL PROBLEMS WITH MINIMAX CRITERION

Summary

In the paper the newest trends in practical application of combina-
.oncal optimization models are presented. On the examole of well known

assignment problem two directions of generalization of criterion func-
tion are r(}esgrlbe(i 9



