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OPTYMALIZACJA SECT/ENCJI OPERACJI W DYSKRETNYCH SYSTEMACH 
PRODUKCYJNYCH Z KRYTERIUM ŁUNIMALN0-KOSZTOWYM

Streszczenie. Rozpatrywany jest dyskretny 3ystem produkcyjny 
realizujący niepodzielne zadania w ustalonym porządku technologicz
nym, Określa się optymalny, ze względu na koszty, rozdział zadań 
pomiędzy realizatory. Przedstawiono przykład zastosowania, model 
matematyczny i szczególne przypadki zagadnień.

I . Wstęp

W wielu praktycznych zagadnieniach w dyskretnych procesach produk
cyjnych istnieje szereg zadań /zwanych dalej operacjami/, które należy 
zrealizować dysponowanymi środkami /maszyny, brygady ludzi: ltp./. Nale
ży dokonać takiego rozdziału środków pomiędzy operrcje oraz określić ta
ką kolejność wykonywania operacji, by całkowity koszt, związany z uży
ciem środków i nieterminowością realizacji, był minimalny.

Przykładowo rozpatrzmy system inwestycji złożony z pewnej liczby 
współzależnych zadań realizowanych przez różnych podwykonawców. Czaa re
alizacji i-tej inwestycji jest zależny od podwykonawców w tym sensie, te 
mogą oni tą ,samą Inwestycję zrealizować w różnym czasia. Każde zadanie 
ma określony harmonogramem najwcześniejszy pożądany czas rozpoczęcia 
/czas, w którym podwykonawca może przystąpić do realizacji inwestycji/ 
oraz najpóźniejszy pożądany czas zakończenia. Rozpoczęcie realizacji za
dania wcześniej niż to Jest pożądane oznacza konieczność przeznaczenia 
dodatkowych środkow na przyspieszenie realizacji zadań poprzedzających? 
zakończenie realizacji później niż to jest pożądane wiąże się z wpłace
niem kary umownej za nieterminowość realizacji. Należy dokonać takiego 
rozdziału zadań pomiędzy podwykonawców oraz wyznaczyć czasy rozpoczęcia 
i zakończenia tych zadań, aby koszty realizacji całego systemu były mi
nimalne. Dodatkowo przekroczenie zadanego czaęu.wykonania całego zadania 
może być związane ze zwiększeniem kosztów realizacji Aarą/.

W innym przypadku koszty realizacji zadań mogą,być,związane z bez
pośrednimi kosztami produkcji.

Na rys. t przedstawiono krzywą uzysku cukru dla cukrowni w czasie 
trwania kanpanii cukrowniczej. Odpowiednio do niej określona Jeit krzywa 
kosztów produkcji w przeliczeniu na jednońtkę produktu. Oczywistym jest, 
że najkorzystniej jest utrzymywać produkcję w okresie,gdy jej koszty są 
najmniejsze. Pożądanym czasem rozpoczęcia produkcji jest więc wielkość 
r^ zaś pożądanym czasem zakończenia d^. Rozpoezęci# produkcji wcześniej
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ni i w momencie r^(powoduje wzrost kosztów produkcji określonych funkcją
f, Aewa częśó krzywej/i zakończenie produkcji później niż 3̂  ̂powoduje 
wzrost bezpośrednich kosztów produkcji /prawa częśó krzywej/. Ponadto 
zakład ponosi koszty za nieterminoYią realizację zamówienia produkcyjnego
g, Aara umowna wyznaczona za nieterminową dostawę cukru dla odbiorców/.

łosrty

Tr—d
czas

eros

Hys.1. a/ Krzywe kosztów..
b/ System zakładów przemysłowych
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Rozpatrzmy system cukrowni o różnej wydajności i różnych charak
terystykach Arzywe kosztów produkcji/ oraz niepodzielne zamówienie zi 
napływające do nich. Czas realizacji i-tego zmówienia w j-tej cukrowni 
jest określony c ^  = Zj/w-j* Należy określić taki rozdział zamówień i ta
ką kolejność ich realizacji w poszczególnych cukrowniach, które minima
lizują koszty produkcji wynikłe z realizacji wszystkich zamówień.

II. Model matematyczny zagadnienia 

Niech będą dane:
- zbiór operacji /zadań do wykonania/

N “ { 1»2,...,n |

- zbiór maszyn różnych typów przeznaczonych do wykonywania operacji

B = j 1,2,...,b j

- zbiór typów maszyn

Q = ^1«2 ,...,q |

- rozbicie zbioru maszyn B na podzbiory maszyn Bk C  B tego samego
typu

• 0
I j  B* = B Bk n  B1 = ęf, k,l 6 Q, k / 1
k 6«

- rozbicie zbioru operacji N na podzbiory operacji- N* <=,K wykony
wanych przy użyciu maszyn tego samego typu

O  Nk = N. / er. k,l € Q, k / 1
k e Q

Zakłada się przy tym, że każda operacja ze zbioru N^ może być wykonywa
na tylko przy użyciu jednej z maszyn ze zbioru Bk , k 6 Q oraz, że wykony
wanie operacji nie może być przerywane.

- zbiór relacji reprezentujący wymogi porządku technologicznego 
wykonywania operacji

ittC U x N

- czasy wykonywania operacji
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c(j.w) - cjw. j e i 1 , w 6 B k . k e Q

c^w - jest czasom wykonywania j-tej operacji przy ufcyciu w-tej maszyny.
- najwcześniejszy pożądany czas rozpoczęcia operacji

r ł H — *■ E+ U  {o} 

r(j) - Ty j e i

- najpóźniejszy pożądany czas zakończenia operacji

d * H — - E+ U { o }

«(4) - dj. j 6 H

- zmienna (decyzyjna

1 Jeśli j-ta operacja jest wykonywana przy użycia w-tej maszyny J € H k , w 6 B k , k £ Q
0 przeciwnie.XJ*

tj - czas rozpoczęcia operacji j £ H  
tj - czas zakończenia operacji j€H.

Klech będą określone wielkości
- przyspieszenie i opóźnienie :

- mar {o.rj-t* }, j £ K 

Tj * max [o.tJ-dj J, j £ H

- funkcje kosztów będące karą za nieterminowe wykonywanie operacji

fj(Bj) - niemałejąca względem Bj 

fj(o ) - 0, j £ K

- niemałej ąca względem 

Bj(o) - 0, j 6 H

- funkcja kosztów użytych maszyn

k j B — *- E+ 

k(w) . kw , w € B



- jest kosztem użycia /eksploatacji , dzierżawy lub zakupu/ w-tej ma
szyny .

Model matematyczny przedstawionego zagadnienia jest następujący* 
znaleźć wielkości* tj, tj, Xjw , w 6 Bk , j£H, k £ Q minimalizujące*

K V  V * 2 - + *j(TJ>l + C h w ®in(l,Cxjw]
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k 1 k2

przy ograniczeniach.

(1)

tj - tf >  O. (i.j> 6 ET (2)

j £ H  (3)

(*jp - 1) A  (Xip * 1) ^  Ctj - tf> o) v ( t *  - \ ] > o )  (4) 

p € Bk . i.J 6- Hk . i / J, k £ Q

C , 1* . j 6 "1 - i e < !  ...w B* (5)

xj w £ i °*1}* W e Bk , j e H1', k e Q (6)

Ograniczenie /1/ wyraża warunek, że różnica między czasem rozpoczęcia 
i zakończenia operacji nie może być mniejsza niż czas wykonywania tej 
operacji przy użyciu określonej maszyny /patrz ograniczenie /5//. 
Ograniczenie /2/ reprezentuje wymogi porządku technologicznego. 
Ograniczenie /4/ jest warunkiem implikacyjnym i wyraża, te Jeżeli dwie 
operacje są wykonywane przy użyciu tej ssmej maszyny, to Jedna z tych 
operacji musi się zakończyć przed rozpoczęciem drugiej.

Przyjmując dodatkowe założenia dotyczące postaci funkcji f̂  i ĝ  
możemy otrzymać następujące szczególne przypadki zagadnień*

1. Zakładając k2 « O'oraz

fj(Bj) » °. i e H

otrzymuj emy
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Przyjmując liniową funkcję kosztów gj (Tj) - . i e *. otrzymujemy:

Jest to doić często spotykany w praktyce przypadek zagadnienia z kryte
rium ważonej sumy opóźnień realizacji operacji.

2. Zakładając kg - O oraz

J £ H
Jest to drugi często spotykany przypadek z kryterium w postaci ważonej 
sumy czasów zakończenia operacji.

3« Zakładając

JeBt to postaó kryterium dla zagadnienia szukania rozwiązania dopuszczal
nego przy nieprzekraczaniu czaaów krytycznych r̂  i d^. Jeńli znalezione 
rozwiązanie daje wartości funkcji celu k1 < M to jest ono dopuszczalne.

4. Można pokazać, że zagadnienie minimalno-czasowe jest szczególnym 
przypadkiem zagadnienia minimalno-kosztowego. W tym celu wprowadzona zos
tała do zadania produkcyjnego złożonego z n operacji dodatkowa fikcyjna 
operacja {z} o tej własności, że wszystkie operacje j £B poprzedzają ją 
oraz czas wykonywania czw « 0 dla dowolnego wtB.

d̂  - 0, j e S

otrzymujemy

oraz

M
0 dla T,«0

3 ¿ e s  
dla Tj>0

gdzie li jest pewną dużą liczbą, otrzymujemy
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Przyjmująo dodatkowo funkcję kosztów związaną z tą operacją w postaci: 

K2(tz) - Ta

oraz d b 02

a takie
o msz

Z

d8*°

oraz k1 = tj

Zagadnienie to zostało rozwiązane GrabowskiJ w oparciu o metodę grafów 
dyBjunktywnyoh.

5« Zakładając

f j ( B j )  . O . g j Ą ) ,  j  6 H

f  0 , dla T =0

otrzymuj emy

z z 1 H, dl a T^ O

K = + J h_ {i. C  x . }z z  w G B 1 3 H 31,1

Kryterium tej postaci występuje w zagadnieniu szukania zbioru maszyn 
o minimalnym koszcie dla wykonania wszystkich operacji w nieprzekraczal
nym horyzoncie czasowym dz > Jeśli w znalezionym rozwiązaniu |K ^ M to 
zagadnienie nie posiada rozwiązania dopuszczalnego.

XIX. Ogólna metoda rozwiązywania

Ze względu na znaczną złożoność obliczeniową /NP - złożoność/ za
gadnień tego typu, pozytywnego rozwiązania doczekały się jedynie:

- zagadnienia minimalno-czaaowe [Grabowski] będące szczególnym 
przypadkiem zagadnienia minimalno-kosztowego,

- zagadnienia minimalno-kosztowe Jednomaezynowe [Lenstra, Rinnoy 
KanJ s ogólną postacią funkcji celu.

Przedstawione ogólne zagadnienia z kryterium minimalno-kosztowya 
modeluje się przy użyciu teorii grafów dysjunktywnych konstruując dla 
zagadnienia graf dyajunktywny dwuczłonowy

D . <A,UjY,V°> ,



1 5 8 Cz. Smutnicki, J. Grabowski

gdzie A - zbiór wierzchołków grafu: reprezentujący zdarzenia rozpoczę
cia i zakończenia operacji; U - zbiór łuków reprezentujących relację 
porządku technologicznego; V,V° - zbiory łuków dysjunktywnych sekwen
cyjnych i operacyjnych /odpowiednio/. Każde rozwiązanie dopuszczalne 
zagadnienia Jest reprezentowane przez graf bezkonturowy

Drp " <A'U U S r U S p>,

gdzie Sr i S° - reprezentacje zbiorów V i V° oraz przez k ^  - mini
malny koszt realizacji systemu operacji.Niech będzie rodziną
grafów bezkonturowych Drp takich , że spełniony Jest warunek implika- 
cyjny /4/. Zagadnienie optymalizacji sekwencji operacji z kryterium 
kosztowym Jest równoważne zagadnieniu znalezienia grafu D € R j ^  > dla 
którego koszt k * przyjmuje wartość minimalna.Dla znalezienia grafuyLD wykorzystuje się zmodyfikowana metodę branch-and-bound. .

Algorytm

Krok 1 /testowanie/. Obliczyć dolne ograniczenie LB wartości kosz- 
tów dla następników grafu Drp. Jeżeli LB ^ k , gdzie k - najlepsze 
do tej pory znalezione rozwiązanie, to przejść do kroku 4.

Krok 2 /rozwiązywanie/. Obliczyć minimalny koszt k  rozwiązania
Drp. Jeśli < k to k := k ^  .Określić zbiór łuków dysjunktywnych 
do przełączenia. Jeśli zbiór ten Jest pusty to przejść do kroku 4.

Krok 3 /rozgałęzienie/. Wybrać łuk i dokonać przełączenia otrzy
mując nowy graf Dsa i nowe rozwiązanie. Przejść do kroku 1.

Krok 4 /cofanie/. Jeśli nie ma poprzednika, do którego moglibyśmy
się cofnąć to stop, k* Jest rozwiązaniem optymalnym. Inaczej wykonać 
operacje związane z aktualizacją zbiorów łuków dysjunktywnych. Przejść 
do kroku 3.

LITERATURA
1 Grabowski J.: Algorytmy optymalizacji i sterowania w dyskretnych 

systemach produkcyjnych. Prace Naukowe Instytutu Cybernetyki 
Technicznej Politechniki Wrocławskiej. Seria: Monografie.
Wrocław 1977.

2 Grabowski J.: Formulation and Solution of the Sequencing Problem
with Parallel Machines. Proc. of 8th IFIP Conference on Optimiza
tion Techniques, September 5-9, 1977, WOrzburg, Federal Republic 
of Germany.

3 Lenstija J.K.: Sequencing by Eaumerative -Methods. Matematisch. 
Centrum, Amsterdam 1976.

4 Rinnoy Kan A.H.G.: Machine Scheduling Problems. Ed. H.E. Stenfert 
Kroese B.V., Leiden 1976.



Optymalxzacja sekwencji operacji 159

0nmiAJM3ALtH3 nOCJffi^OBATMEHOCTii OIIEPAIWÎÎ B JWCKPETHNX nP0H3B0flCTBEHHUX 
CKCTEMAX C M K B m Jm H O -C T M O C T rM S KFMTEK1EM

P e 3 d m e
PaccMaTpEBaeTCH HHCKpeTHaa npon3BOncTBeHHaa CHCTeMa, |peajm3npymnafl 

Hejejnn.iie 3anaiaiH b ycTanoBJieHHOM TexHOJioiwraecKOM nopanKe.
Onpe^ejiaeTca oimmiajrfeHoe, c  tohkh 3peHza ctohmocth, pacnpejejieHHe 

aai^aHH2 wesny pea.iH3aTopu. JferoTCH npmafipH nprneHeHKH, MaT-éMaTEraecKaa mo-  
fleÆB H BUÔpaHHHS BOOpOCH HaHHOÜ • DpOdJieMMH.

OPERATION SEQUENCE OPTIMIZATION IN DISCRETE PRODUCTION SÏSTEMS
WITH MINIMUM-COSTS CRITERION

S n m m a r y

In the peper a diskrete production system is considered, perfor
ming nondivisible tasks id fixed technological order. For the optimum 
tasks assignment problem, a mathematical model and application example 
are presented.


