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Erster Abschnitt.
Das Rechnen mit komplexen Zahlen.

81 Formale Gesetze fir das Rechnen mit reellen
Zahlen.

Fir das Rechnen mit reellen Zahlen gelten vier formale
Gesetze:

, ) . fder Addition: a-f& =6-|-
1. Das kommutative Gesetz j dej, Multiplikation; ah = ia

2. Das assoziative fder Addition: («+ &+ c= «+ (6-f-
Gesetz \ der Multiplikation :(«*&)se —a *(6 *cC).
3. Das distributive Gesetz der Multiplikation:
am(b+ c)= a*b+ «-c

4. Ein Produkt ist mir dann gleich Null, wenn wenig-
stens ein Faktor gleich Null ist.

§ 2. Die imaginare Einheit.

Wenn eine Gleichung ersten Grades in richtiger Weise
gegeben ist, also weder eine Identitat darstellt wie die
Gleichung

2-\-3x-{-3 = 2x+Db-\-x,
noch einen Widerspruch enthalt wie die Gleichung
6a+ 3—4a -f 5= 2a + 11,
so ist sie im Gebiete der reellen Zahlen stets und nur in einer
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Weise losbar. Bei den Gleichungen zweiten Grades ist das
nicht immer der Fall; so hat z. B. die Gleichung

x2= —1

keine reelle Wurzel; denn es gibt keine reelle Zahl, deren
Quadrat negativ ist. Fordern wir trotzdem die Moglichkeit
der Losung, so sind wir zu einer Erweiterung des Zahl-
gebietes gezwungen.

Wir fuhren zu diesem Zweck eine neue Zahleinheit ein
durch die Forderung, daB ihr Quadrat gleich — 1 sein soll.
Fir diese so definierte Zahl ist die Bezeichnung i gewahlt
worden. Es kann also die Definition der Zahl i symbolisch
durch

i= 1/~1
angedeutet werden.

§ 3. Die rein imagindren Zahlen.

Wie sich aus der absoluten Einheit, der Eins, durch
den Vorgang des Zéhlens die absoluten ganzen Zahlen er-
geben, so folgen aus der Einheit i die Zahlen 2i, 3i, 4i ..
und dieselben Betrachtungen, welche die Einfiihrung der
negativen, der gebrochenen und irrationalen Zahlen er-
forderten, fihren zur Bildung von Zahlen der Form bi, in
denen birgendeine reelle Zahl bedeutet. Solche Zahlen haben
die Form eines Produktes aus einer reellen Zahl b und der
Einheit i, man nennt sie rein imagindre Zahlen.

Die Bezeichnung ,imaginar* ist wenig glicklich ge-
waéhlt; denn sie erkennt den so benannten Zahlen gewisser-
maRen die Daseinsberechtigung ab und spricht sie als etwas
Unwirkliches, nur in der Einbildung Vorhandenes an. In
Wahrheit stehen die imagindren Zahlen hinter den nega-
tiven, den gebrochenen und den irrationalen Zahlen in keiner
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Weise zuriick; denn auch diese sind durch Erweiterung eines
vorhandenen Zahlgebietes in die Analysis eingefiihrt worden.
Sogar die absoluten ganzen Zahlen haben als reine Gedanken-
dinge keine Realitdt im gewdhnlichen Sinne und kénnten
deshalb mit gleichem Rechte als imaginére Zahlen angesehen
werden. Der Grund zu der Bezeichnungsweise ,,imaginér*
mag wohl der gewesen sein, daR die imagindren Zahlen als
das Produkt rein wissenschaftlicher Spekulation entstanden
sind, wahrend die negativen, die gebrochenen und selbst
die irrationalen Zahlen ihr Dasein Bedirfnissen des gewdhn-
lichen Lebens verdanken.

Trotz alledem werden wir jedoch priifen missen, ob die
Einflihrung der imagindren Zahlen eine zweckmaBige ist,
was nur dann der Fall sein wird, wenn wir mit ihnen wie
mit reellen Zahlen rechnen kénnen.

84. Einfihrung der komplexen Zahlen. Die Norm.

Nachdem wir den Begriff der rein imagindren Zahlen
gewonnen haben, erweitern wir das bisherige Zahlengebiet
in der Weise, dall wir eine reelle und eine rein imaginare
Zahl additiv vereinigen. Eine solche Verbindung schreiben
wir in der Form

a+ bi

und nennen sie eine komplexe Zahl. Natirlich kénnen
wir sie zunéchst nur rein formal als Summe auffassen; aber
mit Hilfe geeigneter Definitionen werden wir es dahin bringen,
da wir mit komplexen Zahlen wie mit Summen rechnen
konnen.

Die reellen GréRen a und 6, welche die Zahl a -j- i be-
stimmen, wollen wir ihre Koordinaten nennen, und zwar
«die erste und &die zweite, Die reellen und rein imagi-
naren Zahlen sind somit Spezialfdlle von komplexen Zahlen,
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und zwar ist fur die reellen Zahlen die zweite, fur die rein
imaginadren Zahlen die erste Koordinate gleich Null.

a+ bi ist nur dann gleich Null, wenn a = b= 0 ist.
Heide Gleichungen kdénnen, da a und b reelle Zahlen sind,
zu der einzigen

0?+ 2= 0

zusammengesetzt werden. Wegen ihrer Wichtigkeit fur das
Bechnen mit komplexen Zahlen bezeichnet man die Grofe
0?+ Db2als die Norm der komplexen Zahl. Es gilt also der
Satz 1: Eine komplexe Zahl verschwindet dann und
nur dann, wenn ihre Norm verschwindet.

8 5. Gleichheit komplexer Zahlen.

Wir nennen zwei komplexe Zahlen a + bi und c+ di
einander gleich, wenn a = cund b —d ist. Die Berechtigung
dieser zunéchst willkirlich erscheinenden Definition erhellt
ohne weiteres daraus, dall die Einheiten 1 und i in keiner
Weise additiv auseinander hergeleitet werden kdnnen, also
voéllig unabhangig voneinander sind.

§ 6. Addition und Subtraktion.

Die Summe zweier komplexer Zahlen erkléren wir durch

die Vorschrift

(a+ bi)+ (p+ di) —(a-fo)-(-(®+ d)i.
Wir fiihren so die Addition von komplexen Zahlen auf die
von reellen zuriick; es gilt also auch im Bereiche der kom-
plexen Zahlen das kommutative und das assoziative Gesetz
der Addition.

Zwei Zahlen a -\-bi und a — bi, die in den ersten Ko-
ordinaten Ubereinstimmen, deren zweite Koordinaten aber
entgegengesetzte Zeichen haben, nennt man konjugiert
komplexe Zahlen.
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Da (« + bi) + (a— bi) = 2a ist, so gilt der

Satz 2: Die Summe konjugiert komplexer Zahlen ist
reell.

Diejenige Zahl, welche a + bi zu Null erganzt, nennen
wir die zu a + bi entgegengesetzte; sie ist der Summen-
definition zufolge gleich — a — bi.

Wie fur reelle Zahlen verstehen wir unter derDifferenz
(a+ bi) — (c+ di) diejenige Zahl, welche, zu ¢ di ad-
diert, a + bi ergibt; es ist also

(@+ bi)—(c+ di) = (@a—c) + (6— d)i.
Wir erkennen sofort die Richtigkeit der beiden Satze:

Satz 3: Die Subtraktion einer komplexen Zahl ist
gleichbedeutend mit der Addition der entgegengesetzten Zahl.

(Dieser Satz gilt in gleichem Wortlaute fir reelle Zahlen.)

Satz 4: Die Differenz zweier konjugiert komplexer
Zahlen ist rein imaginar.

§ 7. Multiplikation.

Wir stellen zundchst die Forderung, dal im Bereiche
der komplexen Zahlen die drei Grundgesetze der Multi-
plikation Giltigkeit behalten sollen.

Wiederholte Addition gleicher komplexer Zahlen liefert
das Gesetz

m(a -j- bi) = ma -j- mb «i.
Dies gilt zunachst nur fiir ganze Zahlen m, aber es 1Bt sich
durch eine einfache Uberlegung zeigen, daB es fiir rationale
Zahlen, und da eine irrationale Zahl stets als Grenze eine-
Reike von rationalen betrachtet werden kann, auch fur irr
rationale seine Giultigkeit behdlt. Das assoziative und das
distributive Gesetz lehren uns dann allgemein:
(ia+ bi) (c-j- di) = a(c + di) + bi(c + di)
= ac — hd -f (ad + bc)i.
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Ein wichtiger Spezialfall ist die Multiplikation konjugiert
komplexer Zahlen. Sie ergibt wegen
(a -j- bi) (a— bi) = a2+ b2
den
Satz 5: Das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen ist positiv reell und gleich ihrer gemeinsamen Norm.
Ist ein Faktor des Produktes (a+ bi) (c+ di), etwa
¢ + di, gleich Null, was nur fiir c ~ d = 0 eintreten kann,
so ist auch der Wert des Produktes gleich Null. Nun ist
die Form des Produktes gleich
(ac — bdf + (ad + bc)2= («2+ b2 (c2+ d2).
Soll das Produkt verschwinden, so muB3 seine Norm ver-
schwinden. Das ist nur der Fall, wenn
a2+ b2 oder c2-|-d2
verschwindet, d. h. wenn eine der komplexen Zahlen ver-
schwindet. Es gilt also der
Satz 6: Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist nur
dann gleich Null, wenn wenigstens einer der Faktoren ver-
schwindet.

§ 8. Division.

Wir definieren in gewohnter Weise den Quotienten
zweier komplexer Zahlen a-\-li und c+ di als diejenige
Zahl x + yi, die, mit c+ di multipliziert, a + bi ergibt.
Ihre Koordinaten bestimmen sich aus den Gleichungen:

cx—dy = a

Diese ergeben
ac + bhd bc m—ad

X c2+ d2
Es ist also
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ai+ bi ac-\-bd bc— ad
c+ di~ c2+ d2+ c2+ d2 I’
Das gleiche Ergebnis hatten wir erhalten, wenn wir den

Bruch %j ¢ mit c — di erweitert hétten. Es ist also auch
die Division im Bereiche der komplexen Zahlen eine aus-
fihrbare und eindeutige Operation; sie ist nur dann nicht
maglich, wenn c2+ d2= 0 ist, d. h. wenn der Divisor ver-
schwindet. Es folgt demnach:

Satz 7: Die Division durch Null ist auch im Bereiche
der komplexen Zahlen eine unausfiihrbare Operation.

Es 1&4Rt sich ferner leicht beweisen der auch fir reelle
Zahlen geltende

Satz 8: Die Division durch eine komplexe Zahl ist
gleichbedeutend der Multiplikation mit dem reziproken
Werte der Zahl.

Der reziproke Wert der Zahl ¢+ di ist ndmlich

1 c d
c -f- di 2+ d2  c2+ d2

woraus der in Rede stehende Satz unmittelbar folgt.

§ 9. Zusammenfassung.

Aus dem bisher Betrachteten folgt, dal wir im Gebiete
der komplexen Zahlen beziglich der vier Grundrechnungs-
arten wie mit reellen Zahlen rechnen kénnen. Wir sind daher
berechtigt, die komplexen Zahlen mit einem einzigen Buch-
staben zu bezeichnen und von ihnen in einfacherer Weise
als von ,,Zahlen“ zu reden, was wir ja auch schon mehrmals
getan haben.

Wir stellen hier die Frage, ob es aufler den von uns
eingefiihrten komplexen Zahlen noch andere aus zwei von-
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einander unabhéangigen Einheiten gebildete komplexe Zahlen
gibt, die gleichfalls sdmtlichen in § 1 erwahnten formalen
Gesetzen fur das Rechnen mit reellen Zahlen geniigen. Zur
eingehenden Behandlung dieser &uBerst wichtigen Frage
fehlt hier der Raum, es sei deshalb verwiesen auf die Allge-
meine Arithmetik von Stoltz, Zweiter Teil, Erster Abschnitt.
Es wird dort gezeigt, dal nur die hier definierten komplexen
Zahlen die erwdhnte Forderung befriedigen.

Auch die noch weitergehende Frage, ob es komplexe
Zahlen mit mehr als zwei voneinander unabhéngigen Ein-
heiten gibt, die allen in 1 § erwahnten formalen Rechen-
regeln gehorchen, ist zu verneinen (vergleiche das oben-
genannte Werk, Zweiter Teil, Erster Abschnitt).

Damit verliert die von uns gegebene Definition der kom-
plexen Zahlen den Charakter des Zufélligen; sie erscheint als
durchaus allgemein.

Fuhren wir mit einer Reihe von Zahlen cv c2,.... ¢,
eine endliche Zahl von Operationen aus, die dem Gebiete
der vier Grundrechnungsarten angehdéren, so erhalten wir
eine bestimmte Zahl c als Resultat. Lassen wir an Stelle
von o c2,...,c,, die konjugiert komplexen Zahlen ej,c'.
, . »c'ntreten, so ist das Ergebnis die zu ¢ konjugiert kom-
plexe Zahl c'. Es genigt, diesen Satz fur zwei Zahlen cl
und c, zu beweisen, doch moge die Ausfihrung dem Leser
Uberlassen bleiben, da sie mit Hilfe des Bisherigen auBerst
leicht zu bewerkstelligen ist.

§ 10. Absoluter Wert und Riclitungsfaktor.

Verstehen wir unter ]/a2-f- & die positive Quadrat-
wurzel der Norm von a -j- bi, so kdnnen wir a -j- bi in der
Form schreiben
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&

¥ «2+ fiz ]/a2+ h2 2
Der erste Faktor ist fir alle eingehenden Untersuchungen
von der grofRten Bedeutung; er wird nach W eierstraf der
absolute Wert von a+ bi genannt und mit
|a+ bil]

bezeichnet. Den zweiten Faktor nennen wir aus einem
Grunde, den wir bald erkennen werden, den Richtungs-
faktor von a+ hi. Er hat den absoluten Wert 1. Fir die
absoluten Werte gelten eine Reihe von wichtigen Sé&tzen:

Satz 9: Der absolute Wert des Produktes zweier
Zahlen ist gleich dem Produkte der absoluten Werte der
Faktoren.

Die Norm des Produktes (a + bi) (e -j- di) ist namlich,
wie fruher gezeigt, gleich (a2-j- &) (c2-f d2, woraus der zu
beweisende Satz unmittelbar folgt.

Analog folgt aus der Gleichung

a-j-bi = jla2-f- h2e

a+ bi ac + hd bc — ad.
c+di ¢+ d2 + ¢+ d2

Satz 10: Der absolute Wert des Quotienten zweier

Zahlen ist gleich dem Quotienten der absoluten Werte von
Zahler und Nenner.

Ferner gilt der

Satz 11: Der absolute Wert der Summe zweier Zahlen
ist nicht gréRer als die Summe und nicht kleiner als die
Differenz der absoluten Werte der Summanden.

Setzen wir namlich

ja-f-bi|=1r |c+ di|=qg
und l@ o+ (b+ d)i|-=R.
so ist der Ausdruck
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(r+ — R*= 2[|/(a2+ 62 (c2+ d2 — (ae + 6d)]

nicht kleiner als Null, denn die Differenz der Quadrate des
Minuendus und Subtrahendus der Klammer hat den Wert
(ad — 6¢)2; er verschwindet nur dann, wenn
a:6=c:d
ist. Es ist also
R5°r+ q.
In gleicherWeise konnen wir den zweiten Teil des Satzes
beweisen. Wirnehmen etwar > gan (denn im Faller = g
ist der Satz evident) und betrachten die Differenz
R2— (r — qY'
Es folgt
R~.r—aq.
Auch hier findet die Gleichheit nur statt, wenna :6= ¢ :d.
Die Bedingung a :b = c¢ :d ist also notwendig dafir,
daR der absolute Wert der Summe zweier Zahlen einen der
Grenzwerte annimmt; sie ist aber fir diesen Zweck auch
hinreichend.  Sie ist namlich erfillt, wenn c= la und
d = b gesetzt wird, wo | eine positive oder negative reelle
Zahl bedeutet. Ist also zunachst X positiv, so ist

@+ cf+ 6+ df = 1+ X)V«2+ 62

= V«2+ 62+ \I(Xa)* + (Xbf
= y«2+ 62+ yN+ T 2,

also R —r-\-g.

Ist ferner X negativ gleich (— X'), so geniigt es, wenn

la+'6i|> |c+ di]
vorausgesetzt wird, X zwischen O und 1 anzunehmen.
Dann ist
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M@+ cf+ 5+ df = 1 —V) lla2+ &
= |/a2+ if - J(l'ay+ (I'V?
= J/a2+ h2— ]/c2+ d2,
also R=r—aq
Ista :6 = c:dund haben cund d beziiglich dieselben oder
die entgegengesetzten Vorzeichen wie a und h, so besitzen
die Zahlen a+ li und ¢+ di beziglich die gleichen oder
die entgegengesetzten Kichtungsfaktoren. Wir kénnen so-
mit das Ergebnis der vorangehenden Untersuchung wie folgt
erganzen:

Satz 12: Der absolute Wert der Summe zweier Zahlen
ist gleich der Summe oder der Differenz der absoluten Werte
der Summanden, je nachdem die beiden Zahlen gleiche oder
entgegengesetzte Kichtungsfaktoren haben.

Die bewiesenen Satze sind einer Verallgemeinerung
fahig:

Satz 13: Der absolute Wert des Produktes mehrerer
Zahlen ist gleich dem Produkte der absoluten Werte der
Faktoren.

Satz 14: Der absolute Wert der Summe mehrerer
Zahlen ist nicht groBer als die Summe der absoluten Werte
der Summanden. Er ist ihr gleich, wenn alle Summanden
die gleichen Kichtungsfaktoren haben.

§ 11. Trigonometrische Darstellung einer Zahl.

Der Umstand, daB die Norm des Kichtungsfaktors
gleich 1ist, gibt Anla zur Darstellung einer Zahl in trigono-
metrischer Form. Bezeichnet r den absoluten Wert von
a+ li, so ist
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Es 1aBt sich dann stets ein und nur ein Winkel o angebet],
flir den 0~ c¢p< 2n st undderden Gleichungen genigt:

a . . b
cos @ = —sin = —.
r r

Die Vorzeichen von a und b ergeben zunéchst die Lage des
Winkels ¢p innerhalb der vier Quadranten, dann vollendet
die Gleichung

die Bestimmung. Eine jede Zahla  bi kann also stets und
nur in einer Weise in der Form
a-{-bi = r (cos g+ i esin o)

dargestellt werden, in der r ihren absoluten Wert bedeutet
und ¢p der Ungleichung 0 < 2n geniigt, cp heillt der
Arcus von a + bi. Lassen wir die Beschrénkung fir den
Arcus fallen, so ist er nur bis auf ganzzahlige Vielfache der
Zahl 2Tr bestimmt. Ist dann O derjenige Wert des Arcus,
fur den 0™ @9< 2n, so ist allgemein cp = cpa+ 2kn, wo k
eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet.
o0 heilt der Hauptwert des Arcus. Diese allgemeinere
Fassung ist fir viele Fragen von Bedeutung.

§ 12. Multiplikation und Division in
trigonometrischer Darstellung.

Die trigonometrische Darstellung von Zahlen ist von
Bedeutung fir die Multiplikation und Division sowie fiir die
Potenzierung und Kadizierung.

Es sei
rx(cos pl+ i sin cp®

r2(cos cpi + i sin tpt).

g

C.

Dann ist
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CiCj = rpr~ e [cos (jpj cos (p2— sin tplsin o2
+ i (sin cpLcos (p, + cos gxsin g?)j
= rlri ¢ [cosOft + spa) + i msin (cpx+ 2]
Satz 15: Der Arcus des Produktes zweier Zahlen ist
gleieh der Summe der Arcus der Faktoren.
Ferner ist
Grt  cos rpx+ i sin gx
c? r2 cos @+ isiny2'
Erweitern wir den zweiten Bruch der rechten Seite mit
cos (P2— i *sin <R, so wird der Nenner gleich 1, der Z&hler
gleich
cos qxcos <., + sin gqxsin 2
-j- i (sin cpxcos (F2— cos (fLsin (p2).
Es ist also:
c T
~~= — e[cos (1M, — 2 + i msin (A — <p,\
C) n
Satz 16: Der Arcus des Quotienten zweier Zahlen ist
gleich der Differenz der Arcus von Zéhler und Nenner.

§ 13. Der Moivresche Satz.

Der erste der ebenentwickelten Satze kann auf be-
liebig viele Faktoren erweitert werden. Esist namlich
cle2...cn = r,r2...rn-[cos(yx+ (P2+...-f <n)

-f- i esin ((O + + -p Gip)]e

Ist
q: H—ee*—= (i = C
rX=r1r2= ... = rmn=r
c N A O] = Y= eee = g>»= o>
O wird

j«"=1]r. (cos(p+ isin<¥” = rBe(cos »9 + 1sin ng>)],
0 %tose, Einleitung in die Funktionentheorie. 2
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Diese Formel tragt den Namen des Moivreschen Satzes.
Sie ist zundachst nur fiir positive Zahlen n entwickelt, aber
es laRt sich zeigen, daR sie auch fir beliebige Zahlen Giiltig-
keit behdlt. Wir wollen uns indes auf rationale reelle Zahlen
beschranken. Es sei zundchst n = — m eine negative ganze
Zahl. Dann ist

1 1
T s om T rm(cos m (p L1 siu m <p)
Erweitern wir mit (cos m<p — i sin mcp) und bericksichti-
gen, daB ~ = r~m= rn ist, so ergibt sich
cn = r*“e(cos mrp — i sin mcp)

cn_ rn.(cos n(p _| isinnff).

Der Moivresche Satz gilt also auch fiir negative ganze
Zahlen n.

Nunmehr sein = — ein Bruch mit dem positiven

P
ganzzahligen Nenner p und dem Zahler 1. Verstehen wir
£

dann unter ¢" = c* diejenige Zahl
g (cos d- + isin &),
deren pte Potenz gleich ¢ = r(cos<p + «sin(p) ist, so be-
steht die Gleichung
pp(cosp &+ isinp$) = r(cos (p4- 1 sm <P).
Sie ergibt
(pP cos pd- = rcos g
1@sinp = rsincp.
Quadrieren und addieren wir diese Gleichungen, so er-

halten wir
ap=rn
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Es ist also
|

gP=r und q—rv (r* positiv

Die obigen Gleichungen lassen sich dann in der Form
schreiben:

lcosp 3 cos G

| sinp 3- = sin cp.
Multiphzieren wir die erste dieser Gleichungen mit cos g,
die zweite mit sin (f und addieren sie, so folgt

cosp3 mcosp+ sinp 3 msin = cos (p3 —ocp =1.

Es ist somit

p3 = (p-\-2kn ,
wo k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, p3 ist
also gleieh dem Arcus von c in seiner allgemeinen Form.

Nehmen wir diese Form von vornherein an, so kénnen wir
einfacher schreiben:

v3 —cp, also 3 = -
Vv

Es ist demnach

1
Schreiben wir statt — wieder n, so ist wiederum
\Y

¢’ = [/'(cos g+ isin g?))n = rn(cos n cp-f-i sin n cp).
Der Moivresche Satz gilt also auch fir den Fall, daB n
ein positiver rationaler Bruch mit dem Zahler 1 ist. Die
Ausdehnung auf beliebige rationale Briiche n bietet nun-
mehr keine Schwierigkeiten; sie sei dem Leser (berlassen.
2+
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§ 14. Mehrdeutigkeit der Wurzelziehung.

Nach dem vorigen Paragraphen ist
n n i/ P> ff)
Ye = ]/V(cos (p-(-isincp) = rn(cos— + isin —

Ist o= (PO+ 2 kn, wo cpa den Hauptwert des Arcus
von cbedeutet, soist

— 2kTi . 2kn\
t/c = rn&\ Ceréosn ' p tgﬂ-n.ﬁ---ﬂ-_

—.( w0 m Vol ( 2kn " . . 2kn\,
rn®c oS + ism- - e'cos- pt-sm
\'n n/ \ n

Setzen wir fur k die Werte 1, 2,... n ein, so erhalten wir
n

n voneinander verschiedene Werte von \ c. Ein jeder von
ihnen ergibt sich aus dem vorhergehenden durch Multiplika-
tion mit

271 .. 271
cos bzsm---—--- ,
n n

wie derMoivresche  Satz zeigt. Im besonderen ist der
n

Wert von ]/c" fir den Fall k —n gleich

r* (cos — isin
\ n n/

Bezeichnen wirden allgemeinen Wert von ]/c¢ mit (vb)
So ist
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Der Ausdruck (cos—+ i sin —) andert seinen Wert
n n

nicht, wenn k sich um ein ganzzahliges Vielfaches von n

andert, wie der Moivresche Satz zeigt. Die Werte von
n

Ve firk=1,2,... n s1itnd die sdmtlichen voneinander ver-
schiedenen Werte, 1(%ie |/c"liberhaupt annehmen kann.

Die Operation jU ist also n deutig, oder anders gesagt:
die Gleichung zn —c hat n voneinander verschiedene Wur-
zeln.

§ 15. Spezialialle.

Wenn die zweite Koordinate von ¢ von Null verschieden
ist, so befindet sich unter den n Wurzeln keine reelle, da
eine ganzzahlige Potenz einer reellen Zahl nicht komplex
sein kann.

Ist ¢ positiv reell, also <f0 = 0, so sind je zwei Wurzeln
mit der Indexsumme n konjugiert komplex. Die Gleichung
z» = ¢ hat also, wenn n gerade ist, die reellen Wurzeln

n n n n

in= —1WV=—jlc und z,=]1r=|/T.

2
Ist aber n ungerade, so istf?ur die eine reelle Wurzel

z« = ]/r =m]le
vorhanden.
Ist ¢ negativ reell und mithin (pO= n, so ist nur im
Falle einei ungeraden n eine reelle Wurzel vorhanden. Sie
«
heit — jlr =\ c.
Wichtig ist noch der Spezialfall c — 1. Die Ldsungen
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der Gleichung zn = 1 bezeichnet man mit dem Namenn-te
Einheitswurzeln. Sie sind von der Form

cos — + jesin”™ -\ k—1,2,.. n).
{ n n / ( )

Eine jede von ihnenist gleich der k-ten Potenz der ersten
von ihnen.

§ 16. Geometrische Darstellung.

Die trigonometrische Form einer Zahl gibt Anlal zu
einer von Gaufl und Argand in die Analysis eingefihrten,
urspriinglich  von W essel herrihrenden

-t- geometrischen Darstellung.
In einer Ebene, der sog. komplexen
Ebene, nehmen wir zwei
C(a+bi) aufeinander senkrechte
Gerade an und bezeich-
nen die eine als die
reelle, die andere als
die imagindare Achse.
Von dem Schnittpunkte
0 X+ 0 der Achsen aus-
gehend, setzen wir auf
jeder von diesen eine
Richtung als die posi-
tive, die entgegengesetzte als die negative fest. Aufdem posi-
tiven Teil der reellen Achse nehmen wir beliebig (fiir die Praxis
nicht zu weit von 0 entfernt) einen Punkt E an, den wir den
Einheitspunktnennenund als das geometrische Bild der Zahl 1
ansehen. Dann erklaren wir als das Bild der Zahl ¢ = a -|- bi
denjenigen Punkt der komplexen Ebene, dessen Koordinaten,
in der Einheit OE gemessen, in bezug auf die reelle und

Fig. 1.
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imaginéare Achse bezw. die Werte a und b haben. Damit ist
nach den Grundanschauungen der analytischen Geometrie
der Ebene jeder Zahl ein und nur ein Punkt der komplexen
Zahlenebene zugeordnet und umgekehrt. Dem Schnitt-
punkte der Achsen entspricht die Zahl Null, den Punkten
der reellen Achse die reellen Zahlen, denen der imaginaren
Achse die rein imaginédren Zahlen.

Der Radiusvektor OG hat die Lénge r = ]/«2-j- b2, wir
erkennen in ihm das geometrische Bild des absoluten Wertes
von ¢ wieder. Der Winkel XOC = (p0 stellt wegen

a . b
cos (fo = ~, sm <o —~

den Hauptwert des Arcus der komplexen Zahl dar.

Die Bilder von Zahlen mit gleicher erster Koordinate
liegen aufeiner Parallelen
zur imagindren Achse,
die von Zahlen mit
gleicher zweiter Koor-
dinate aufeinerParallel«n
zur reellen Achse. Die
Bilder von Zahlen glei-.
chen absoluten Wertes 0 +AT
liegen auf der Peri-
pherie  eines Kreises "=3-bi
um den Nul!punkt, der mg. 2.
den geometrischen Re-
présentanten des absoluten Wertes zum Radius hat.

Die Verbindungslinie der Bilder entgegengesetzt gleicher
Zahlen geht durch den Nullpunkt und wird von ihm halbiert.
Die zu ¢ = a -{-bi konjugierte Zahl ¢ = a— bi ist in geo-
metrischer Redeweise das Spiegelbild von c beziiglich der
reellen Achse, ebenso ¢ das Spiegelbild von c',

+Y

cMNa+Td
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§ 17. Addition und Subtraktion in geometrischer
Darstellung.

Es seien und C, die Bilder zweier Zahlen
= %-i-\i und 2= @2+ &f.
Ziehen wir zu den Radienvektoren 0C1 und
0C2 durch C2
bezw. diePar-
allelen,  welche
sich in S schnei-
den, so ist S das
Bild der Summe
X+ c2
Denn féllen
wir von Cv C2
und S die Lote
auf die reelle
Achse und bezeichnen sie in der Weise der Figur, so ist
OL = OA1 f AyL = OAt +
— OAl--0A2— %

LS = LM -f- MS —A1Gl-f- A2C2= -p ">
wie es der Definition cx+ c2= (oj
A + «+ (&+ N entspricht.
Bei der Konstruktion ist keine
/ der Zahlen c¢v c2 vor
_ ] deranderen bevorzugt;
/ es zeigt also aueh die

X geometrischeKon truk-
-tion die Glltigkeit des
kommutativenGesetzes

Fi?-4- der Addition.
Da CjS der Lénge nach gleich OC2 ist, so kdnnen wir
die Konstruktion auch in der Weise vornehmen, daB wir

1>
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von C\ aus eine der Strecke OC2gleiche und gleichgerichtete
Strecke ziehen, deren Endpunkt S dann die Summe dar-
stellt. In dieser Fassung kann die Konstruktion leicht auf
eiie groBere Zahl von Summanden verallgemeinert werden.
Die absoluten Werte
Kl =oclt K !'=ciS

und lci + c21= 0OS

sind die Seiten des Dreiecks OC1S. W.ir erkennen somit,
daB in der geometrischen Darstellung die Séatze Uber den
absoluten Wert der Summe zweier komplexer Zahlen zuriick-
kommen auf den Dreieckssatz: Jede Seite eines Dreiecks
ist nicht groBer als die Summe der beiden anderen und nicht
kleiner als ihre Differenz.

Aus der Darstellung der Summe ergibt sich sofort die
der Differenz:

Wir verbinden das Bild C2 des Subtrahendus mit dem
Bild C\des Minuendus und ziehen durch 0 zu C2Glgleich
undgleichgerichtet die Strecke OD. Dann ist D das Bild
der D fferenz ¢, — c2

Die Richtigkeit der Konstruktion ergibt sich aus der
Definition der Differenz als derjenigen Zahl, welche, zu dem
Subtrahendus addiert, den Minuendus liefert.

818. Multiplikation und Division in geometrischer
Darstellung.
Es seien Clund G, die Bilder zweier Zahlen
G = rx(cos ¢! + i sin 9h)
c2= r2(cos (f2+ isiny2),
E das Bild des Einheitspunktes. Es ist
cXeC2= rir2-
[cos (tPx+ (f% -f- i sin + )\ '
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Daraus ergibt sich unmittelbar die Konstruktion des
Produktes:

Wir ziehen 0 C\, OC2 und EC2 und zeichnen iiber OGI
dasjenige Dreieck OCtP, welches zu dem Uber OE liegenden
Dreieck 0 EC2 gleichstimmig ahnlich ist. Dann stellt P

das Produkt Ol C2 dar. Da namlich <£X'jOP — EOC2
ist, so ist
<f£ EOP = EOG1l+ <£ EOG2= + -
Ferner ist

OP :0C1= 0C2:0OE

op = OE L

Die Konstruk-
tion des gleich-
stimmig &hnlichen
Dreiecksnehmen wir
am einfachsten in
der folgenden Weise
vor:

Wir tragen OCx auf OE von 0 aus bis  ab und ziehen

durch Gi zu EG2 die Parallele C1P. Dann sind G1P und
OGP bezuglich die Langen der gesuchten Seiten CXP und OP.

Die geometrische Darstellung des Quotienten folgt

sogleich aus der des Produktes:

G+ sei das Bild des Zé&hlers, C2 das des Nenners, E der
Einheitspunkt. Wir ziehen OC1,0C2und EG2und zeichnen
Uber OGx dasjenige Dreieck OQCv welches zu dem uber
OC2 stehenden Dreieck OEG2 gleichstimmig ahnlich ist.
Dann ist Q das Bild des Quotienten,
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Die Dichtigkeit der Konstruktion folgt aus der Defini-
S
tion des Quotienten -t

ca
als  derjenigen  Zahl,
welche, mit c2 multipli-
ziert, c, ergibt.

Die Seiten OQ und
QGt erhalten wir am
einfachsten, indem wir
auf 0C2 von 0 aus die

Strecke OG1 bis Gi ab-

tragen und durch C1
zu C2E die Parallele

ziehen, die OE in Q

schneidet. Dann sind 0 Q und (¢Ci beziuglich die Langen
der Strecken OQ und QCV

Zweiter Abschnitt.

Funktionen einer komplexen
Veranderlichen.

8§ 19. Die komplexe Verénderliche.

Lassen wir in der komplexen Zahl ¢ = a + bi eine der
beiden Koordinaten oder auch beide gleichzeitig nach und
nach andere Werte annehmen, so dandert sich der Wert von c,
da zwei komplexe Zahlen nur dann einander gleich sind,
wenn ihre Koordinaten beziglich einander gleich sind, Es
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&ndert sich damit auch die Lage des den Wert c darstellen-
den Punktes der komplexen Ebene. In diesem Sinne nennen
wir die Zahl c eine veranderliche komplexe Zahl. Es ist
Uiblich, eine solche mit ihren Koordinaten durch die letzten
Buchstaben des Alphabets zu bezeichnen, also etwa zu
schreiben:

z = X+ Yyi

Die Verénderlichkeit einer komplexen Zahl ist demnach
gleichbedeutend mit der von zwei reellen Zahlen oder wenig-
stens einer reellen Zahl.

Erteilen wir y einen festen Wert ynund lassen x alle
mdglichen reellen Werte annehmen, so liegt der Bildpunkt
von z auf derjenigen Parallelen zur reellen Achse, welche
durch den Punkt y0i hindurchgeht. Erteilen wir anderer-
seits x einen festen Wert xn und lassen y alle mdglichen
reellen Werte annehmen, so liegt der Bildpunkt von z arf
derjenigen Parallelen zur imagindaren Achse, die durch den
Punkt x0 hindurchgeht. Schreiben wir vor, dall zwischen
den reellen Verdnderlichen x und y die reelle Beziehurg
f(x, y) = 0 bestehen soll, so liegt der Punkt z auf der durch
die Gleichung f(x, y) = 0 etwa dargestellten Kurve der kom-
plexen Ebene. So entsprechen der Beziehung ax -f- ly -j- ¢
= 0, in der a, b, c reelle Zahlen bezeichnen, die Punkte e
einer geraden Linie der komplexen Ebene, der Beziehung

+ V¥ = i (r reell) die Punkte z des Kreises, der mit dem
Radius r um den Nullpunkt beschrieben ist, u. dgl. mehr

Wir erwdhnen hier sogleich zwei fiir das Rechnen mit
komplexen Verdnderlichen wichtige Definitionen:

Definition 1: Eine komplexe Veranderliche wird un
endlich klein, wenn ihr absoluter Wert kleiner wird als jede
noch so kleine positive Zahl.

Das kann natirlich nur dann der Fall sein, wenn beide
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Koordinaten gleichzeitig dem absoluten Werte nach unend-
lich klein werden.

Definition 2: Eine komplexe Veranderliche wird un-
endlich grof3, wenn ihr absoluter Wert groer wird als jede
noch so grofRe positive Zahl.

Es genigt flr diesen Zweck bereits, wenn eine der Ko-
ordinaten dem absoluten Wert nach unendlich groR wird.

820. Begriff der (eindeutigen) komplexen
Funktion von

Wir sagen von einer reellen Veranderlichen vy, sie sei
eine eindeutige Funktion der reellen Veranderlichen x, wenn
eine Vorschrift besteht, nach der wir jedem Werte von x,
der Gberhaupt in Betracht kommt, einen und nur einen Wert
von y zuordnen kénnen. Von besonderer Wichtigkeit ist
der Fall, daB sich y aus x und konstanten Zahlen durch eine
endliche Zahl von Operationen ergibt, die dem Gebiete der
vier Grundrechnungsarten angehdren.

Sind nun z = x+ yi und w= u+ vi zwei komplexe
Verénderliche, so werden wir versucht sein, die obige De-
finition auch auf sie auszndehnen, also zu sagen, dal w eine
eindeutige Funktion von W-sei, wenn sich jedem Werte von z
ein und nur einWert von w zuordnen lat. Das istin der Tat

maoglich; denn sind a,. al,aa,. . konstante Zahlen, so
ist der Ausdruck
w = alzn + ee”"—1+ aXz"~2+ ...+ «,,

den wir eine ganze rationale Funktion von z nennen, von
der Beschaffenheit, daB jedem Werte von z ein und nur ein
Wert von tv entspricht. Das gleiche ist der Fall fiir einen
Ausdruck der Form

a0zm+ a,zm 1+ ...'+ am
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in dem die GroRen a und b konstante Zahlen bezeichnen und
den wir eine gebrochene rationale Funktion von z nennen.
Ausgenommen sind nur diejenigen Werte von z, fir die etwa
der Nenner Null wird.
Allgemein kénnen wir’ einen jeden Ausdruck der Form
w= X+ Yi,
in dem X und Y irgendwelche eindeutigen reellen Funktio-
nen von x und y bedeuten, die nur der Beschrankung unter-
liegen, daR sie innerhalb eines gewissen Bereiches fiir x und y
gleichzeitig definiert sein missen, als Funktion von z an-
sehen. Ist ndmlich z0 ein Wert, den z annehmen kann, so
sind zugleich die beiden Werte x0 und y0 der Koordinaten
von z0 bestimmt, damit aber auch zwei Werte A',, YO und
schlieflich auch ein und nur ein Wert

«h = Xo+ Yoi-

Definition 3: Eine komplexe Verdnderkcne w heif3t
eine (eindeutige) komplexe Funktion der komplexen Ver-
&nderlichen z, wenn sich jedem Werte von z ein und nur ein
Wert von w zuordnen laRt.

In diesem Sinne sind also die ganzen rationalen Funk-
tionen von z und die gebrochenen rationalen Funktionen
von 3 eindeutige komplexe Funktionen von z. Wir werden
statt der Bezeichnung w. um die Abhéngigkeit von z auszu-
driicken, haufig die Bezeichnung f(z) gebrauchen. Wir er-
wahnen noch den < lleuchtenden

Satz 17: Die Summe, die Differenz, das Produkt, der
Quotient zweier komplexer Funktionen von z sind wieder
komplexe Funktionen von z.

§ 21. Der Begriff der Grenze.

Da in w—f(z) = X + Yi X und Y innerhalb ge-
wisser Grenzen beliebig gewéahlt werden kénnen, so liegt in
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der Definition der komplexen Funktionen eine grofe Willkir.
Wir werden jetzt einen Begriff kennenlernen, der fir uns
von Wichtigkeit sein wird: den Begriff der Grenze. Er wird
uns spater dazu dienen, die erwahnte Willkiir zu beseitigen
und eine Klasse eindeutiger komplexer Funktionen von z
zu definieren, die in ihren Eigenschaften groRe Uberein-
stimmung mit den reellen Funktionen reeller Veranderlicher
haben. Wir wollen den Begriff der Grenze und die fir ihn
geltenden Sétze zunachst rein theoretisch erértern und so-
dann an einer Reihe von Beispielen erlautern.

Definition 4: Eine komplexe Funktion /(z) von z hat
fir 2= z0 den Wert c zur Grenze, wenn sich, falls e eine
beliebig kleine positive Zahl bezeichnet, eine positive Zahl 6
derart bestimmen 14Rt, daR die Ungleichung

I1f{z) —cl< s
fur alle Werte von 2 erfillt ist, die der Bedingung geniigen:
|z—2z0| < d.

Wenn /(z) fur s = zO den Wert ¢ zur Grenze hat, so

schreiben wir kurz:
lim/(z) = ¢ (gelesen limes f(z) fiir z = zOgleich e).
i—20

Ist ¢ von Null verschieden, so laRt sich aus der ersten
Ungleichung eine Folgerung ziehen, die das Abstrakte der
Definition in gewisser Weise mildert. Nach Satz 11, § 10
sind namlich sowohl

1/(z) | — | c|als auch jei — |/(z) | kleiner als 1/(z) — e |.
Ist also lim /(z) = e, so gelten gleichzeitig die Ungleichungen
20
1/(z) I— lcl< s und lc!—1/(z) I< s

fur alle Werte von z, die der Bedingung geniigen, dafl \z—z0|
kleiner ist als die zu e gehorige positive Zahl d. Fur die Ver-
&nderlichkeit von |/(z) | sind somit zwei Grenzen gegeben.
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Satz IS: Ist lim/(z) = cund bezeichnen s und S die

die Existenz der Grenze bestimmenden positiven Zahlen, so
besteht flr alle Werte von z, die der Bedingung |z — z0J< 6
gentigen, die Doppelgleichung:
lcl—e< [/@)|< |c[+ s
Auch eine geometrische Veranschaulichung ist haufig
von putzen: Ist;‘r_n /(z) = c, so unterscheidet sich der Wert

| /(z) j fur alle Punkte innerhalb des mit dem Radius 6 um
den Punkt zOgeschlagenen Kreises von | ¢ | hdchstens um + e.

Einer besonderen Formulierung bedarf die Definition
der Grenze fur den Fall, daB eine der Zahlen zO und c oder
auch beide die Fahigkeit haben, unendlich gro zu werden.

Definition 5: Eine komplexe Funktion f(z) von z
wird flir z = zOunendlich gro8, wenn sich zu einer beliebig
groRen positiven Zahl N eine positive Zahl S derart bestim-
men |4Rt, daR fur alle Werte, die der Bedingung |z — zU\< d
genigen, die Ungleichung besteht:

im i> n.

In diesem Falle Uberschreitet also | /(z) | Jede noch so
grofRe positive Zahl, wenn z innerhalb eines gewissen Kreises
um znals Mittelpunkt liegt. Die Tatsache, daB /(z) firz = z0
unendlich groB wird, schreiben wir kurz:

lim f{z) = oo.

Definition 6: Eine komplexe Funktion hat den
Wert ¢ zur Grenze, wenn z unendlich groR wird, falls sich zu
einer beliebig kleinen positiven Zahl s eine positive Zahl N
derart bestimmen 1aBt, daR fir alle Werte von z, die der Be-
dingung |z| > N genilgen, die Ungleichung besteht:

|/(z) — C]<fi.
Die kurze Schreibweise dafiir lautet: lim /(z) = c.
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Definition 7: Eine Komplexe Funktion von z wird
gleichzeitig mit z unendlich groR, wenn sich zu einer beliebig
grofRen positiven Zahl M eine andere positive Zahl N derart
bestimmen 1&Rt, dal fur alle Werte von z, die der Bedingung

z| >N genugen, die Ungleichung besteht

\m\>M.
Die kurze Schreibweise dafiir lautet lim f(z) = oo.

2= CO

§ 22. Séatze Uber den Grenzbegriff.

Fir den Grenzbegriff gelten eine Anzahl von wichtigen
Sétzen, die wir der Reihe nach mit ihren Beweisen anfiibren
wollen. lhre Kenntnis ist unerlaBlich, weil wir ihrer zur Be-
griindung der Lehre von der Stetigkeit der komplexen Funk-
tionen bedirfen.

Satz 19: Der Grenzwert der Summe einer endlichen
Zahl komplexer Funktionen fiir den Wert z = z0 ist gleich
der Summe der Grenzwerte der Summanden:

lim[/(z) + £(«)] = I|m f(z) + lim g(2).
z=20 2= z=20

Beweis: Sei limj(z) —c, Ilmg( ) = d.

=D
Bezeichnet s eine beliebig kleine positive Zahl, so lassen
sich zwei positive Zahlen 8 und <2 derart angeben, daB

|/(s) —e|< -|, wenn |z— 20]< &It

|02 —d|< |-, wenn |2— 20|< d2.

Nun ist nach Satz 11, § 10
[f@)+ 9@ — (+ d)j< [fz) —c|+ |g@@)—d\.
Nehmen wir also | z— zO0\Ideiner als die kleinere der
beiden Zahlen d, und d2 an, so ist

Rose, Einleitung in die Funktionentheorie. 3
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H(*)+ 0@ —(c-M)|<*.
Damit ist die Behauptung fiir zwei Summanden erwiesen,

) . £ €
fir n Summanden brauchen wir nur ?durch qu ersetzen.

Anmerkung: Der Satz bleibt giltig, wenn z0= 00.
Beweis nach Definition 6, § 21.

Er gilt auch fir den Fall, daB eine der Grenzen, etwa d,
unendlich grof wird:

Satz 20: |Ist lim f(z) = c, aber lim g(z) = 00, so ist

auch lim [f(z) + g(z)] — OO.
Beweis: Sei limf{z) = ¢, limg(z) = 0O

z=0 7=0
Bezeichnet e eine beliebig kleine positive Zahl, N eine
beliebig groBRe positive Zahl, so lassen sich zwei positive
Zahlen  und da derart bestimmen, daB die Ungleichungen
bestehen:

/(2 |< 121+ wenn |2— z01< d,
(Satz 18, § 21),
|gz) 1>N + |c|+ e, wenn |z—z0|< d2
(Definition 5, § 21).
Nehmen wir |z — zO1 kleiner als die kleinere der beiden
Zahlen und 62 an, so folgt
1(2) + 0@)1 >12(2)| — 1/(2) |
>Ar+ |c|] + 6—(cl+ ¢
>N.

Es wird also auch f(z) + g(z) fur 2= zOunendlich, wenn
g (2) fir z= z0 unendlich wird. Sollte sowohl lim f(z) — 00
i=zo0
als auch lim g(z) = 00 sein, so braucht das Bewiesene nicht
z=20
durchaus zu gelten.



Sétze Uber den Grenzbegriff. 35

Satz 21: Der Grenzwert der Differenz zweier kom-
plexer Funktionen von z fiir den Wert z = zOist gleich der
Differenz der Grenzwerte von Minuendus und Subtrahendus:

lim|/0) — g(z)\ = lim f(z) — lim g(2).
=) z=20 7==20

Der Beweis ergibt sich wegen

1/(«) —SO)— (c—d) I< 1/0) —CIl+ |g{z)—d I
leicht aus dem Vorigen.

Anmerkung: Der Satz bleibt gultig, wenn zii= co.
Beweis nach Definition 6, § 21.

Satz 22: Der Grenzwert des Produktes einer end-
lichen Zahl komplexer Funktionen von z fir den Wertz —z0
ist dem Produkte der Grenzwerte der Faktoren gleich:

lim #0) « gf2)\ = 1im 70) «1im g(2).
&> =D *=*0
Beweis : Sei lim f(z) = ¢, lim g(z) = d. e ein beliebig

=
kleiner positiver echter Bruch und die Zahl e definiert durch

M + |a|+ i’

so daB auch 0< s'< 1. Nachder Voraussetzung lassen
sich dann zweipositive Zahlen d) und d2derart bestimmen,
daB

|f(z) —c |< t', wenn | z— z0|< d, (Definition 4, § 21),
lg(z) —d|< wenn | z— z0|< <R (Definition 4, § 21),
¥0) |< |d|+ s’ wenn |z— z01< d2 (Satz 18, § 21).

Fur alle Werte von z, die der Bedingung genigen, dafl
| z— z0| kleiner als die kleinere der beiden Zahlen  und d2
ist, gilt dann

3«
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1/(«) «gi?) —cd 1= 1/(*) 9(z) —c9(z) + cYz) —cd |
120) Ie1/(*)—c 1+ tcle!9@z)—dlI
< (ldf+ e)e' + |efes’

< |c|es + |d|ee" + €2

(lc|+ |d|-fl)ee, denn a'2< ¢

N

N

< s.

Der Satz ist damit zundchst fiir zwei Veranderliche be-

wiesen, seine allgemeine Giltigkeit folgt durch den SchluB
von n auf n+ 1.

Anmerkung: Es ist lim[ce/(«)]= cmlim/(z). Be-

weis nach Definition 6, § 21.

Satz 23: Der Grenzwert des reziproken Wertes einer
komplexen Funktion ist gleich dem reziproken Werte des
Grenzwertes der Funktion selbst, wenn dieser von Null ver-

schieden ist:

Beweis : Es sei lim/(z) = c ungleich Null. Ist s eine

beliebig kleine positive Zahl und s' definiert durch

6 1+ |c[e«’
so laRt sich jedenfalls eine positive Zahl 6 von der Beschaffen-
heit bestimmen, daf
|/(z) —c|< e \ wenn |z—z0j< d
If() 1>1 cl— k' | (Deflation 4 und Satz 18, § 21).

Dann st
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1 1 _o© \M -e |
"1/(z)sC1 @) lelcl
b
< lc|*(|C|- ed < 6’
wie die Substitution des Wertes von s ergibt.
Durch Kombination der Satze 22 und 23 folgt leiclit:
Satz 24: Der Grenzwert des Quotienten zweier kom-
plexer Funktionen von z fiir den Wert z = zOist gleich dem
Quotienten der Grenzwerte von Zahler und Nenner (mit
Ausnahme des Falles, dal fur z = zO der Nenner ver-
schwindet):
lim Hz)
limr/~1 _irl2
2=2U(z)J lim 9(2)
z=20

Es bleibt uns noch zu zeigen, was geschieht, wenn der
Grenzwert des Nenners verschwindet. Wir betrachten so-

. . I(z
gleich den allgemeineren Quotienten (2)
Satz 25: Istlim f{z) = cvon Null verschieden, lim g{z)
rl(z)i
dagegen gleich NuII so ist Im}l]_Y(Z)J
Beweis: Es sei N eine beliebig groBe Zahl, ferner sei

- Icl L
s definiert durch « = NT 1 Dann lassen sich jedenfalls
+

zwei positive Zahlen dx und d2 derart bestimmen, daB
|/(z)| > |c|—e, wenn |z—z0| < dx (Satz 18, § 21)
und

la@@) | < f, wenn [z —z0| < d2  (Def. 4, § 21).
Nehmen wir | z— z01 Kkleiner als die kleinere der beiden
Zahlen dx und d2 an, so folgt
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\M > e ?> N,

i<70)
wie die Substitution des Wertes von s zeigt. Es wird also
nach Definition 5, § 21 j(z) unendlich, wenn z sich z0 unbe-
grenzt nahert.

Nach der Definition der komplexen Funktionen von z

ist auch eine jede Konstante als komplexe Funktion von z
anzusehen. Wir erkennen leicht, daf sie fur jeden Wert z0
von z ihren eigenen Wert zur Grenze hat. Setzen wir daher
in dem eben bewiesenen Satze j(z) = 1und statt g(z) wieder
j(2), so kdnnen wir dem Satze die speziellere Fassung geben:

Satz 26: Ist lim f(z) = 0, soist lim -j co.

Z= In 2= Zn L/u0Ol

§ 23. Beispiele.

1. Die lineare Funktion f(z) = «2 + 6ist als Spezialfalj
einer ganzen rationellen Funktion fir alle endlichen Werte
von z eine eindeutige komplexe Funktion von z. Ist s eine
beliebig kleine positive Zahl, so besteht wegen

| /(@) — (@az0-f 6) | = \a\-\z — z0\
die Ungleichung | f(z) — (az0O+ h) \ < e fir alle Werte von z,
die der Bedingung genigen:

I“~2v-< S -prr
Mithin folgt: Die lineare Funktion f(z) = az + b hat fur
s = z0 den Grenzwert az0+ I\= /(«,)].

2. Die Funktion f(z) = azn.

Die Funktionen az und z sind als Spezialfélle einer
linearen Funktion komplexe Funktionen von z, die firz = z0
bezuglich die Grenzwerte az0 und z0 haben. Daraus folgt
durch Anwendung von Satz 22, § 22
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lim(az”) = lim[azmz+z...]

7= 27q Z—12q

= lim(az) elimzelimz...

2= zrzq z= zq
= ««"[= Keo)l

Die Funktion /(z) = «2” hat also fir z = zO den Grenz-
wert az*.
3. Satz 27: Ist |z]| < 1, so ist limfaz”) = 0.
e

Beweis : Es ist |azn\= |« |<*|3|n. «sei eine be-
liebig kleine positive Zahl. Wie bekannt, 148t sich der Wert
der w-ten Potenz eines positiven echten Bruches, falls n
gréRer als eine hinreichend groBe Zahl N genommen wird,
unter jede noch so kleine positive Zahl herabdricken, so daf
also z. B. die Ungleichung erfillt werden kann:

Dann ist auch |azn| < «.
4. Satz 28: Ist|z\> 1, soist Um (ozn) = co.

N=»Co
Der Beweis ist dem vorigen analog.
5. Aus Beispiel (2) und Satz 19, § 22 folgt: Eine ganze
rationale Funktion von z hat fir z = z0 einen bestimmten
Grenzwert, der gleich dem Werte der Funktion fiir z = zOist.

6. Aus Beispiel 5 und Satz 24, § 22 folgt ferner: Eine
gebrochene rationale Funktion von z hat einen bestimmten
endlichen Grenzwert fiur jeden Wert von z, fir den der
Nenner von Null verschieden ist. st fiir einen Wert zO der
Grenzwert des Zahlers von Null verschieden, der Grenzwert
des Nenners jedoch gleich Null, so wird die gebrochene ratio-
nale Funktion fur z = zOunendlich groB. (Satz 25, § 22.)
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§ 24, Stetigkeit.

Wir bezeichnen, wie es auch schon im vorigen Para-
graphen geschehen ist, mit f(z0) denjenigen Wert, den die
komplexe Funktion annimmt, wenn wir in den analytischen
Ausdruck von /(z) die Zahl zOmit ihren Koordinaten x0 und
y0 einfiihren. Ist zO+ C ein Wert, der dem Definitions-
bereich von /(z) angehdort, so kénnen wir /(zO+ £) als kom-
plexe Funktion von £ ansehen.

Definition 8: Eine komplexe Funktion /(z) von z ist
im Punkte z = zOstetig, wenn /(zO+ £) fir £ = 0 den Wert
/(z0) zum Grenzwerte hat, in kurzer Schreibweise, wenn
lim/(z0o+ 0 = M ist.
4=0

In anderer Formulierung kénnen wir sagen:

Definition 9: Eine komplexe Funktion /(z) von z
heilt im Punkie z = zO stetig, wenn sich zu einer beliebig
kleinen positiven Zahl s eine positive Zahl J derart bestim-
men laRt, dal fur alle Werte von £ die dem absoluten Werte
nach kleiner als $sind, die Ungleichung besteht:

l/(«<n+ 0 —/O0) | <
Haben die Funktionen /(z) und g(z) fiir z = zObezuglich
die Grenzwerte /(zn) und g(z0), so haben
f(2)
o) + 9)< ) —AQ> [(*) 2(*)>

nach den Satzen 19, 21, 22, 24 die Grenzwerte

1
f(ze) + 9(z0). f(zo) — 200>  f(z0)'9(*0)’ j((Zqu'

Es gelten also die Satze:

Satz 29: Die Summe einer endlichen Zahl komplexer
Funktionen von z ist Gberall da stetig, wo die Summanden
gleichzeitig stetig sind.



Begriff der Ableitung. Die regulére Funktion. 41

Satz 30: Die Differenz zweier komplexer Funktionen
von z ist Uberall da stetig, wo Minuendus und Subtrahen-
dus gleichzeitig stetig sind.

Satz 31: Das Produkt einer endlichen Zahl komplexer
Funktionen von z ist Uberall da stetig, wo die Faktoren
gleichzeitig stetig sind.

Satz 32: Der Quotient zweier komplexer Funktionen
von z ist Uberall da stetig, wo Zahler und Nenner gleich-
zeitig stetig sind und der Nenner nicht verschwindet.

Ein Beispiel fir die Stetigkeit bieten die rationalen
Funktionen. Wir haben in § 23, 5 gesehen, daB, wenn f{z)
eine ganze rationale Funktion von z bezeichnet, lim(/(2) =

=0
1(z0) ist. Daraus folgt:

Satz 33: Jede ganze rationale Funktion von z ist fur
alle endlichen Werte von z stetig.

Wir erkennen auch (Satz 32)

Satz 34: Jede gebrochene rationale Funktion ist fir
alle diejenigen Werte von z stetig, fur die der Nenner nicht
verschwindet.

§ 25. Begriff der Ableitung. Die regulére
Funktion.

Wir sind nun in den Stand gesetzt, die Willkir zu be-
seitigen, die in der Definition der komplexen Funktionen
von 2 lag.

Es sei f(z) eine komplexe Funktion von z, z0 ein Punkt
ihres Definitionsbereiches, 20+ C ein benachbarter Punkt.
Wir bilden den Differenzenquotienten

/(go+ 0 — Kzo0)
C n b
Es kann nun der Fall eintreten, daf fiir eine komplexe Funk-
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tiGn dieser Quotient einen bestimmten Grenzwert hat, wenn
sich der Bildpunkt von z0+ £ dem von z0nahert, gleichviel
von welchem Punkte z0-f £ wir ausgehen und auf welchem
Wege wir uns dem Punkte zO ndhern. Dann sagen wir, die
Funktion f(z) habe im Punkte z0 eine Ableitung, als deren
Wert wir den betreffenden Grenzwert des Quotienten de-
finieren. Diese Ableitung kann der Erkldrung nach nur noch
von zg abhdngen. W.ir bezeichnen sie in diesem Sinne mit
f'(z0), allgemeiner auch fir beliebige Werte von z mit f(z)

oder Es ist also in kurzer Bezeichnung

m fa+o-w

i=o
oder auch allgemeiner

dz (©
Da wir ? a | S komplexe Funktion von £ an-

zusehen haben, so ist

lim [Go # 0 7&0)_ iimw

Cc=o r limc
(=0
Der Grenzwert von £ ist gleich Null; wéare daher der des
Zahlers von Null verschieden, so wiirde nach Satz 25, § 22
der Quotient nicht einem endlichen Grenzwerte zustreben
kénnen, wenn £ sich der Null ndhert. Es muf also unbedingt

lim[/00+ O —/O0)] =0
f=o

sein.  Wir erkennen also, dal fir das Vorhandensein einer
Ableitung von f(z) im Punkte z = Zj die Stetigkeit dieser



Begriff der Ableitung. Die reguldre Funktion. 43

Funktion fir z = z0 unerlaRliche Vorbedingung ist. Wir
konnen aus der etwa feststehenden Existenz einer Ableitung
daher auf die Stetigkeit einen Ruckschluf? ziehen. Das Um-
gekehrte ist jedoch nicht der Fall: eine komplexe Funktion
kann dberall stetig sein, ohne auch nur in einem Punkte
ihres Definitionsbereiches eine Ableitung zu besitzen.

Unter Benutzung der Definition der Grenze kénnen wir
die Existenzbedingung einer Ableitung noch in anderer Weise
formulieren:

Definition 10: Die komplexe Funktion f(z) hat in
einem Punkte z —z0eine Ableitung f{za), wenn sich zu einer
beliebig kleinen positiven Zahl s eine positive Zahl d derart
bestimmen [4Bt, daB

fito+ 0 — f(zo) X
/\zo) < €

ist fur alle Werte von £, die absolut kleiner als ¢ sind, wie
auch der Ausgangswert zO+ £ beschaffen sein mag und auf
welchem Wege sich der Punkt zg+ £ dem Punkte zOnéhert.

Wir werden in den rationalen Funktionen von z und in
den gewohnlichen Potenzreihen von z zwei Gruppen von
komplexen Funktionen kennenlernen, die in jedem Punkte
ihres Definitionsbereiches eine Ableitung besitzen.

In Hinblick auf die Bedeutung, die der Begriff der Ab-
leitung fur die reellen Funktionen einer reellen Verander-
lichen besitzt, sind wir wohl berechtigt, fiir diejenigen kom-
plexen Funktionen von z. die eine Ableitung besitzen, eine
besondere Bezeichnung einzufiihren.

Definition 11: Eine eindeutige komplexe Funktion
von z, die in jedem Punkte ihres Definitionsbereiches eine
Ableitung besitzt, nennen wir eine reguldare Funktion der
komplexen Verdnderlichen z

Die Forderung der Stetigkeit in den Punkten des De-
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finitionsbereichs ist in der Existenz der Ableitung einge-
schlossen; Unstetigkeitspunkte werden nicht zum Defini-
tionsbereich gerechnet.

Fur die Ableitungen reguldrer Funktionen der kom-
plexen Verédnderlichen z gelten eine Eeihe von Satzen, die
wir spéterer Verwendung halber hier anfiihren wollen.

Satz 35: Die Ableitung der Summe zweier regulérer
Funktionen ist gleich der Summe der Ableitungen der Sum-
manden.

Beweis : Es habe f(z) fiir z = zndie Ableitung f'(z0), 9(2)
die Ableitung g'(z0); ferner sei die Summe f(z) + g(z) mii
F(z) bezeichnet. Dann ist

Fzo4-C)—U@)  f(z0+ c)—/O0) . g0+ C) — ffoo
r

= 100) + ffQ)

(Satz 19, § 22).

Analog wird bewiesen:

Satz 36: Die Ableitung der Differenz zweier regulédrer
Funktionen ist gleich der Differenz der Ableitungen von
Minuendus und Subtrahendus.

Mit Leichtigkeit erkennen wir auch:

Satz 37: Die Ableitung einer Konstanten ist gleich
Null.

Satz 38: Die Ableitung der Summe einer regularen
B'unktion und einer Konstanten ist gleich der Ableitung der
Funktion. Es gilt ferner der

Satz 39: Die Ableitung des Produktes zweier regu-
larer Funktionen f(z) und g(z) ist gleich
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Beweis: Sei

.90 = F@.

Dann ist
F(z0+ Q F(z0)
c
- Ifa+ Qeglgo+ 0 /(qu) *9(zn)

C

I(VK)-2(20+ O -/ ( 20)ff(20+ O +/(z,)-0(z0+ C)-/*0M fn)
C

) ff(Z)+’ /C\)/(20+ 9_"“{(@) | J/ 7(20 + D 9(zo0)

F(«O) = ]10 ------- c T

= lihi g(z0+ 0 +/(20) +/(20) wi(2)

= 920 w'(Z) + /() «ff(*0)-
Im speziellen Falle, dal g(z) eine Konstante ist, folgt

Satz 40: Die Ableitung des Produktes aus einer Kon-
stanten und einer reguldren Funktion ist gleich der Ab-
leitung der Funktion, multipliziert mit der Konstanten.

SchlieBlich gilt der

Satz 41: Die Ableitung des Quotienten zweier regu-
larer Funktionen /(«) und g(z) ist gleich

9(z) wf{z) —f(z) mg'(e)
m\*

Beweis: Es sei rﬁ-z F(z). Dann ist
ff(«)
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Ao o+ OC ) )
1 [/(<0+ O /W 1
CLM"O+ 0 3(20)j
/(g0+ O <g(gp) -/(gp)#0 + O
S +g(g<>) = ?(90 + £)
/(@D+ 0 -g(go)— /(go) *g(g0) + /(gp) *g(@p) — /fz0) -g(z0+ £
£-2(2)-200 + £)

gQo) «/'(go) — /fco) *g'0Oo)
1g(g0)]2

Vorbedingung fir die Giultigkeit dieses Beweises ist.
dal der Nenner g(z0) fir z = z0 von Null verschieden ist,
weil sonst F'(z0) unendlich groR werden wirde.

Wir erkennen an diesen Satzen die ZweckmaRigkeit der
Definition der reguldren Funktionen; denn all diese Sé&tze
gelten in gleichem Wortlaute fur reelle Funktionen reeller
Veranderlicher. Sie lehren uns aber gleichzeitig:

Satz 42: Die Summe, die Differenz, das Produkt,
der Quotient zweier reguldrer Funktionen von z sind wieder
regvdare Funktionen von z

(Satz 24, § 22).

§ 25a. Beispiele.

1. Die lineare Funktion f(z) = az + i hat in jedem en
lichen Punkte z die Ableitung f(z) = a.

Es ist namlich
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= lima= a
C-o £ £=0 £-0
2. Die Funktion /(z) = azn hat in jedem endlich

Punkte zdie Ableitung f(z) = naz"—1 (n eine ganze positive
Zahl). Esist namlich nach dem binomischen Satze fiir ganze
positive Exponenten, der seines formalen Charakters wegen
auch fir komplexe Werte der Summanden des Binoms
gultig ist,
/00 + £)— /Oo)

£
Daraus folgt unter Benutzung der Satze 19 und 22, § 22

3. Satz 43: Eine ganze rationale Funktion hat in
jedem endlichen Punkte eine Ableitung. Diese ist gleich der
Summe der Ableitungen der einzelnen Glieder.

Der Beweis folgt aus Satz 35, § 25.

4. Satz 44: Eine gebrochene rationale Funktion hat
in jedem Punkte, fur den der Nenner nicht verschwindet,
eine bestimmte Ableitung.

Der Beweis folgt aus Satz 41 und Satz 43.

§ 26. Die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen. Die Laplacesche Differential-
gleichung.

Die Funktion w = f(z) sei in ihren reellen und imagi-
naren Bestandteil zerlegbar: iv= X + Yi\ dann laRt sich
zeigen, daB zwischen den partiellen Ableitungen von X und Y
nach x und y gewisse Differentialgleichungen bestehen, die
fir die Funktionentheorie von grundlegender Bedeutung
sind. Es ist ndmlich
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/iw nt~ T\ /dX dY \ j6XxX dY \.
- ey = xmw)dx+ [ dy -ty
fdxX OY a IOF 0z \
‘e U |+ N _T * + (OI" é* *‘)***
/31 0°? , ,ISr 6z a
% m
dw  (ehr dx") X (dy dy")
de dx + dy -i

Soll dieser Quotient, wie es im Falle der Existenz
einer Ableitung sein muB, von den Zunahmen dx und dy
unabhéngig sein, so muRB sich dx-\-dyei aus dem Quotienten
herausheben. Das ist dann und nur dann der Fall,w

dax dy . dy  dXx . A
LAWY, ~S. — *N 1
8 by y oy St

Daraus folgen durch Trennung der reellen und rein imagi-
naren Bestandteile die Differentialgleichungen:

52 07

dx dy dy dx’

die nach ihren Entdeckern als die Cauchy-Riemannschen

bezeichnet werden.
Differenzieren wir die erste nach x, die zweite nach y
und addieren die entstehenden Gleichungen, so erhalten wir

die Differentialgleichung
82X  d*X
dtf + dy*
Analog erhalten wir, wem wir die erste nach y, die zweite

nach x differenzieren und die entstehenden Gleichungen sub-
trahieren,
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dx' r dy2
X und Y geniigen der néndichen Differentialgleichung, di
als die Laplacesche bezeichnet wird. Es kann also keine der
Funktionen X und Y beliebig gewahlt werden.

Voraussetzung fir die Richtigkeit des Bewiesenen ist
die Existenz der partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung von X und Y nach x und y.

Satz 45: Die Koordinaten X und Y einer reguldren
Funktion w = f(z) genugen den partiellen Differential-
gleichungen;

dX__dY dX__dY
dx dy’ dy dx'

Satz 46: Jede der Koordinaten X und Y einer regu-

laren Funktion w = f(z) genigt der Differentialgleichung:

4 0

dx-  dy2

§ 27. Die inverse Funktion einer regulédren
Funktion.

Es sei w = f(z) eine reguldre Funktion von z. Dann
entspricht jedem Werte z0 von z ein und nur ein Wert w0
von w. Wenn nun umgekehrt auch jedem Werte w0 von
w ein und nur ein Wert z0 von z entspricht, so kénnen wir
z als eine komplexe Funktion von w ansprechen. Wir be-
zeichnen sie mit z = F(w) und nennen sie die zu w = /(g)
inverse Funktion. Ist nun Jw die Zunahme, die w erféhrt,
wenn z um zlz wachst, so ist

Jim F(w0 + Aw) - F(w0) = ]im (Az
zlw=0 zlw \Aw) /Aw

Rose, Einleitung in die Funktionentheorie. 4
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Da mit Az auch Aw und wegen der Eindeutigkeit der
Zuordnung von Az und Aw auch Az mit Aw nach Null
konvergiert, so ist

lim F(we + ~~ F(w») = 1
Aw-0 zZjiv (Aw\
Aw=0\AzJ
1

~ lim /(g° + JZ) ~ ™
Az—0 AW
1
“ ['(So)*

Es folgt mithin F’(w0) = —— . Damit gilt der
/ (20)

Satz 47: Ist w= f(Z) eine reguldre Funktion von z
und entspricht jedem Werte von w umgekehrt ein und nur
ein Wert von z, so ist die inverse Funktion z = F(w) eine
reguldre Funktion von w fir alle diejenigen Werte von w
und z, fur welche die Ableitung f(z) nicht verschwindet. lhre
Ableitung ist gleich dem reziproken Werte von f(z).

Da die Existenz der Ableitung die Stetigkeit zur un-
erlaBlichen Voraussetzung hat, so folgt noch:

Satz 48: Die inverse Funktion z = F(w) der regu-
laren Funktion w —f(z) ist fur alle diejenigen Werte von w
stetig, fir die die Ableitung f(z) nicht verschwindet.

Die Séatze lber die inverse Fimktion werden uns spéater
gute Dienste leisten.

§ 28. Funktionen von Funktionen.

Es sei w = f{z) innerhalb seines Definitionsbereiches
eine reguldre Funktion von z, z0 ein Punkt des Bereiches,
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100= /(20) der entsprechende Wert von w = f(z) und W =
F(w) eine regulare Funktion von w, deren Definitionsbereich
der Punkt w = wiiangehort. Dann ist W = F(w) natirlich
auch als komplexe Funktion von z anzusprechen. Wir wollen
zeigen, dal sie sogar eine reguldre Funktion von z ist.

Erteilen wir 2, von z0 ausgehend, die Zunahme dz, so
erfahrt w die Zunahme Jw, W die Zunahme dW. dz,
die, JW konvergieren nach den Voraussetzungen tber die
Regularitat gleichzeitig nach der Grenze Null. Nun ist jeden-
falls

dw dw. dw

dz dw dz

Néhert sich d z unbegrenzt der Null, so ndahern sich d—W und
AT
unbegrenzt den endlichen Grenzwerten f(z0) und F*(w0).

Dabei bleibt die genannte Gleichung unverandert bestehen.
Néhert sich also z unbegrenzt dem Werte z,, so néhert sich

q gleichfalls unbegrenzt einem endlichen Grenzwerte
z

f(z0) . F'(w0); d. h. W = F(w) besitzt, als Funktion von 2
betrachtet, fir z = z0eine Ableitung. Demnach ist W = F(w)
innerhalb seines Definitionsbereiches auch eine regulére
Funktion von z

Satz 49: Eine reguldre Funktion W von einer regu-
laren Funktion w von z ist selbst eine reguldare Funktion
von z. lhre Ableitung ergibt sich nach der Vorschrift

dw dw dw
dz dw dz

4%
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Dritter Abschnitt.

Reihen mit komplexen Gliedern,
im besonderen Potenzreihen.

§ 29. Begriff der Konvergenz (Divergenz).

Es sei gegeben eine Folge von unendlich vielen kom-
plexen Zahlen:
CONL N2 o WX Wr—f ,oe%
die nach einem bestimmten Gesetze gebildet sind. Dieses
Gesetz soll so beschaffen sein, daB sich durch Angabe des
Index v eines Gliedes seine Form in eindeutiger Weise durch
analytische Operationen ergibt. Dabei wollen wir den Fall
nicht ausschlieBen, dafl in dem Ausdruck eines jeden Gliedes
auch komplexe Veranderliche vorhanden sind. Einige Bei-
spiele mdgen die Sachlage naher erlautern.
1. Es sei wv = aq", wo a und q konstante Zahlen sind.
Dann lautet die Zahlenfolge:
a, ag, ag2 atf,..., ag"-1...,

2. Es sei W ——r, wo z eine komplexe Veranderliche

bezeichnet. Dann lautet die Zahlenfolge:

2 22 23 2n 1
*u ' 2T 3i’ (»— 1"
3. Sei wv = ———--—, Dann heillt die Zahlenfolge:
v+ 1
22 23 Vi
7 J 1] p"'.

Verbinden wir die aufeinander folgenden Glieder der Zahlen-
folge durch Pluszeichen, so erhalten wir den Ausdruck
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2 W= W+ W+ Wa+ ...+ M-| + mm
v=0

den wir eine unendliche Reihe oder auch kurz eine Reihe
nennen. Hat speziell wv die Form avzv, wo av eine durch
Angabe von v bestimmte Konstante, z eine komplexe Ver-
anderliche bezeichnet, so heit die Reihe eine Potenzreihe.
Die allgemeine Form einer solchen ist also

2_8,, zv= a0+ <hz + aiz2+ eee+ O«-i + oo

Es wird die Aufgabe des Folgenden sein, zu ermitteln,
welcher Sinn einer solchen Summe von unendlich vielen
Summanden beizulegen ist. Dabei setzen wir die Eigen-
schaften von unendlichen Reihen mit reellen Gliedern als
bekannt voraus.
Wir bilden die Summe der ersten n Glieder der Reihe
und bezeichnen sie mit s,,, so daR
n—1
Sh—2 wv= w04"w\ w2+ eemH WWh—.
+0

Wenn in den Gliedern der Reihe verénderliche Zahlen Vor-
kommen und wir jeder von ihnen einen beliebigen Wert
erteilen, so ist der Wert von sn nur noch von der Anzahl n
der Glieder abhangig und durch Angabe von n eindeutig
bestimmt. Im Sinne der Definition 3, § 20 kdnnen wir also
s,, als eine komplexe Funktion von n ansehen. Wir missen
dabei allerdings die Eigentimlichkeit bericksichtigen, daf
n nur positive ganzzahlige Werte annimmt, aber das wider-
spricht ja der Definition einer komplexen Funktion in keiner
Weise.

Der Wert von sn andert sich mit n zugleich. Es kann
nun der Fall eintreten, daB sn sich einer endlichen Grenze s
nahert, wenn n unendlich groB wird. Dann nennen wir die
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Reihe konvergent und verstehen unter der Summe der Reihe
eben diesen Grenzwert s. Nahert sich jedoch snmit unend-
lich wachsendem n keiner bestimmten endlichen Grenze, oder
wird s,, mit n gleichzeitig unendlich grof3, so nennen wir die
Reihe divergent. Nur im Falle der Konvergenz vermdgen
wir also der Reihe einen bestimmten Wert beizulegen. Der
Wichtigkeit des Gegenstandes wegen wollen wir die Defini-
tion der Konvergenz'noch einmal anfihren. w
Definition 12: Die unendliche Reihe heift
y=0

konvergent, wenn sich die Summe sn ihrer ersten n Glieder
einer bestimmten endlichen Grenze nédhert, falls n unendlich
grof wird.

Wir erwahnen noch, daB man die Summe der auf das
rate Glied folgenden Glieder als den Rest der Reihe zu be-
zeichnen pflegt.

§ 30. Einfache Satze uber konvergente Reihen.

Nach der Definition der Konvergenz ist mit lim sn auch
N*»00

lim s, +i gleich s. Daraus folgt durch die Anwendung des

Satzes 21, § 22 (Anm.):
lim (sn+i —s,) = lim Vn = 0.
n= co n—oo

Satz 50: In einer konvergenten unendlichen Reihe
mit komplexen Gliedern werden die einzelnen Glieder mit
unendlich wachsendem n schlieBlich unendlich klein.

Die Bedingung des Unendlichkleinwerdens der Glieder
einer Reihe ist jedoch nicht ausreichend fiir das Bestehen
der Konvergenz, wie im Falle reeller Glieder schon das
Beispiel der harmonischen Reihe
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zeigt, aus dem sieh beliebig viele andere fur Reihen mit kom-
plexen Gliedern herleiten lassen.

Es bezeichne nun p irgendeine positive ganze Zahl.
Dann ist nach der Definition der Konvergenz nicht nur

lim sn = s,

n=»a>
sondern

lim h+p = s.

n=
Daraus folgt durch Subtraktion
lim (sB+p—s,) = lim + wn+tl + ... + wn+p_Xx) = O.
n= 00 »=00
Es gilt also der

Satz 51: Ist sndie Summe der ersten n Glieder einer
konvergenten Reihe, sn+p die Summe der ersten n+ p
Glieder, so ist, wenn e eine beliebig kleine positive Zahl be-
zeichnet, flr alle ganzzahligen Werte von p

| s»+p — sn | = |W,+ Wh+i + WB+p_i | < E,
falls n hinreichend gro gewahlt wird.

Es gilt aber auch die Umkehrung dieses Satzes, die es
héufig gestattet, uber die Konvergenz einer Reihe in ein-
facherer Weise zu entscheiden. Sie lautet:

Satz 52: Ist sn die Summe der ersten n Glieder einer
Reihe, sB+p die der ersten n + p Glieder, und 1aBt sich zu
einer beliebig kleinen positiven Zahl e ein Index N derart
bestimmen, daB fir alle positiven Zahlen p und fur alle
n”~ N die Ungleichung

[sn+p — sn\ — [wn+ Wntl+ «ee+ WB‘l'pi:].]< 6

erfillt ist, so ist die Reihe konvergent.

Fir die unendlichen Reihen mit reellen Gliedern wird
dieser Satz in den Elementen der Differentialrechnung be-
wiesen. Seine Giltigkeit fur den Fall komplexer Glieder
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4Rt sich mit Hilfe der Satze Uiber den absoluten "Wert einer
ko nplexen Zahl leicht dartun.

Multiplizieren wir jedes Glied einer Eeihe mit ein und
derselben Zahl ¢, so erhalten wir eine neue Reihe. Auch
diese ist konvergent; denn es ist

lim(es,l = celim sn. (Satz 22, § 22, Anm.)
n= o n*=ao

Satz 53: Werden -alle Glieder einer konvergenten
Rei ie mit ein und derselben Zahl ¢ multipliziert, so ist die
ent tehende Reihe gleichfalls konvergent, ihre Summe ist
das cfache der Summe der urspriinglichen Reihe.

Schlieflich gilt der wichtige

Satz 54: Sind zwei konvergente Reihen mit den all-
gemeinen Gliedern wj und w,, gegeben, so konvergieren auch
die beiden Reihen mit den allgemeinen Gliedern wv” wy,
un 1zwar ist ihre Summe bez. gleich der Summe oder der
Differenz der Summen der gegebenen Reihen.

Der Beweis folgt leicht aus den Séatzen 19 und 21,
Anm. (8 22). Der auf die Summe zweier konvergenter
R ihen beziigliche Teil des Satzes ist einer Verallgemeine-
rung auf eine endliche Zahl von konvergenten Reihen fahig.

§ 31. Unbedingte Konvergenz.

In sinngeméaRer. Ubertragung einer Definition aus der
Theorie der Reihen mit reellen Gliedern sagen wir;

o0
Definition 13: Die Reihe JEwv heiBt unbedingt

-0 o
konvergent, wenn die absoluten Werte o,, = \ul + u*ihrer
Glieder eine konvergente Reihe bilden.

Setzen wir wv = (cos <, -f i *sin gP), so wird
uv = qvmcos (py, vv = esin ipv.

Wenn nun die reelle Reihe der konvergiert, so konver-
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gieren erst recht die reellen Reihen der uvund vv, da
und vv als Produkte von p,, mit cos 3, und sin ipv absolut
kleiner als gv sind. Andererseits ist aber auch

[ M| = « | COS (f, \ Qf

und

| V| = gvel|sin (f,]<:gv.
Daher sind die reellen Reihen der u,, und vv unbedingt kon-
vergent, und ihre Glieder kdnnen beliebig ungeordnet werden.
Das gleiche gilt mithin auch fiir die Reihe der wv.

Satz 55: In einer unbedingt konvergenten Reihe mit
komplexen Gliedern kénnen die Glieder beliebig angeordnet
werden.

Das Produkt zweier unbedingt konvergenter Reihen
kann gleichfalls in Form einer unbedingt konvergenten
Reihe dargestellt werden. Es gilt ndmlich der

Satz 56: Sind zwei unbedingt konvergente Reihen
mit den allgemeinen Gliedern w,, und w,, gegeben, so kon-
vergiert auch diejenige Reihe unbedingt, deren allgemeines
Glied die Form hat:

Wv= wO.Wv+ % .wi- + wW2eu\—2+ ... + »,e«ie

Ihre Summe ist gleich dem Produkt der Summen der ge-
gebenen Reihen.

Wir beweisen den Satz zundchst fir Reihen mit reellen
und zwar positiven Gliedern, um dann zu solchen mit posi-
tiven und negativen Gliedern {berzugehen. SchlieRlich
zeigen wir, daB er auch fiir komplexe Werte der Glieder
Gltigkeit hat.

Es seien also w0, wv w,,,... und u'0, w[, w2. ... zwei un-
bedingt konvergente Reihen mit positiven Gliedern, W0, Wv
W2, ... eine Reihe mit dem allgemeinen Gliede

W, = WaWy + Wy Wy_2-f- WMy,
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Die Summen der ersten n Glieder dieser Reihen seien bezw.
mit sn, sn, Sn bezeichnet, so dal

S’]: W o+ Vix + w2+ + «'y -1
s»= NO+ WL+ w2+ mee+ UN)
'S» = N0 + ~1 + N 24 e + R+

YH

f ™o
Das Produkt sns® enthalt alle J - Glieder der Summe

S,,, auBerdem aber noch weitere — " positive Glieder,
die in Sn nicht Vorkommen. Es ist also
Sn e

\b
Ist nun m die groBte ganze Zahl, die in 7 enthalten ist, so

enthélt smsim sicher nicht sdmtliche Gheder der Summe Sn,
oder es ist
@nsi» €Sn.

Daher besteht die Ungleichung
Sm'-m < Sn < Sn Sn .

Waéchst n und damit auch m Gber alle Grenzen, so nahern
sich s,,s'n und smsmbeide der Grenze ss'. Da Sn stets zwischen
smSmund snsh liegt, so nahert es sich gleichfalls der Grenze
ssl Daher ist

S = ss'.

Bisher war vorausgesetzt worden, daR die Glieder der
Reihen wv und w[ samtlich positiv seien. Ist das nicht der
Fall, so gilt die gegebene Beweisfiihrung nicht mehr. Da
jedoch die Reihen als unbedingt konvergent vorausgesetzt
waren, so sind auch die Reihen der absoluten Werte der
Glieder konvergent. Bildet man fir diese die Differenz
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S Sh bn,
so hat sie bei unbegrenztwachsendem n die Null zur Grenze.
Es wird dies um so mehr der Fall sein, wenn statt der ab-
soluten die wirklichen Werte eingesetzt werden. Die Dif-
ferenz s,,sh— Snhat demnach auch fiir zwei unbedingt kon-
vergente Reihen mit positiven und negativen Gliedern den
Grenzwert Null, oder es ist auch in diesem Falle
S = ss'.

Nachdem so der Satz fiir Reihen mit reellen Gliedern
erwiesen ist, wenden wir uns zu dem Beweise fiir den Fall
komplexer Glieder.

Die absoluten Werte der allgemeinen Glieder wv und wv
seien gqvund p,. Wir bilden die beiden Reihen dieser ab-
soluten Werte und bezeichnen das allgemeine Glied ihres
Produktes mit Pv:

Pv — Qo Qv+ !1?2iQv—Il + Qi Qv—2 + <« + Qv Qo-
Die Summe der ersten n Glieder der Reihen 2 qv, 2P v-
seien beziglich an, ah,- n. Dann ist, wie fur den Fall reeller
Glieder gezeigt worden ist,

| f»ff»  2n|< 8,
falls n bei beliebig klein gegebenem e eine bestimmte posi-
tive Zahl N {berschreitet.

Bezeichnen nun s, sj,, Sn die entsprechenden Werte fir
die Reihen mit komplexen Gliedern, so ist nach den Sétzen
Giber die GroBe des absoluten Wertes der Summe oder des
Produktes komplexer Zahlen

|sn$r  Sn| |Gaf»  ~nf< 8.

Damit ist die Richtigkeit des obigen Satzes fiir Reihen mit
komplexen Gliedern bewiesen. DaB die Reihe mit dem all-
gemeinen Gliede Wv auch unbedingt konvergent ist, ver-
steht sich nach dem gegebenen Beweise von selbst.
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Wichtige Dienste leistet auch der

Satz 57: Sind die Glieder einer Reihe von einer be-
stimmten Stelle an dem absoluten Werte nach kleiner als
die entsprechenden Glieder einer zweiten Reihe, die unbe-
dingt konvergiert, so konvergiert auch die erste Reihe un-
bedingt.

Dasallgemeine Glied der ersten Reihe heilRe wv, das
der zweiten w\. Die Bedingungen des Satzes seien vondem
(» + I)ten Gliede w,, an erfullt. Es mdgen nun s,, sn+p
fir die erste Reihe die bisherige Bedeutung haben. Dann ist

| "n+p | = | “f v+ d* An+p—1 !

Iwn | + 1"Gt | + | U'n+p—i |
< Twn\+ l«n+l i+ eee+ |wn+p—11le

Da nun die zweite Reihe als unbedingt konvergent
vorausgesetzt ist, so 148t sich zu einer beliebig kleinen posi-
tiven Zahl s ein Index derart bestimmen, daB der letzte Aus-
druck kleiner als s wird. Dann wird auch | sn+p—s,, | < e
Das ist jedoch nach Satz 52, § 30 ein Merkmal der Konver-
genz fir die erste Reihe. DaR diese auch unbedingt kon-
vergent ist, folgt aus den Ungleichungen des Beweises.

§ 32. Die geometrische Reihe.
Die einfachste Art einer Potenzreihe ist die geometri-
sche Reihe. Sie hat die Form:
1+ Z+ + ...+ A"+
Fir alle Fragen aus der Theorie der Potenzreihen ist die
Kenntnisihrer Eigenschaften von grundlegender Bedeutung.
Bezeichnen wir die Summe der ersten n Glieder mit sn, so ist
sn—1+ z.+ 22+ eom+ s"-1.
Multiplizieren wir beiderseits mit z, so folgt
zsn —z f-z2-f ... (-2 1-f-zn.



Die geometrische Reihe. Bl

Mithin ist
(1-2s,=1i- 2,

und sofern wir z als von 1 verschieden voraussetzen,

1 2

' =1"r"7 —T-~7T"

Der erste Summand ist von n unabhangig; wir bezeichnen
ihn mit s und bilden die Differenz

2»

Setzen wir |z \ kleiner als 1 voraus, so ist

I* —>1 - j4=~1< -T~fvr (Sf«.'sio,

und wir kénnen, wenn e eine beliebig kleine positive Zahl
bezeichnet, stets eine positive Zahl N so bestimmen, daB
= . understrecht Mg .
1—zn 11— 2]
kleiner als s wird; denn als Potenz eines echten Bruches
nahert sich |z |" unbegrenzt der Null, wenn n unbegrenzt
wéchst. Es ist das nicht der Fall, wenn J«|>1, denn dann
wachst | z |n gleichzeitig mit n (8 23). Istalso |z |< 1, so
1aBt sich | s—s,| unter jede noch so kleine positive Zahl s
herabdriicken. Nach der Definition der Konvergenz einer
Reihe erkennen wir somit:
Satz 58: Die geometrische Reihe
1+ 2+ 22+ ...+ ¢'- 1+

ist konvergent fur alle Werte von z, die dem absoluten Werte
nach kleiner als 1 sind. lhre Summe ist:

1



62 Reihen mit komplexen Gliedern usw.

Beschreiben wir in der komplexen Ebene um den Null-
punkt einen Kreis mit dem Radius 1, so ist die geometrische
Reihe konvergent fir sdmtliche Punkte z, die innerhalb
dieses Kreises liegen. Man nennt ihn den Konvergenzkreis
der geometrischen Reihe, seinen Radius den Konvergenz-
radius.

Innerhalb des Konvergenzkreises ist die geometrische
Reihe aber auch unbedingt konvergent; denn konvergiert
sie fiir einen Wert z, so konvergiert sie auch fiir den Wert \ z\.
Dieser liegt namlich gleichfalls innerhalb des Konvergenz-

kreises.

§ 33. Zwei Konvergeuzkriterien.

Es gibt kein allgemeines Kriterium, mit dessen Hilfe
man entscheiden kénnte, ob eine Reihe konvergent ist. In
vielen Féllen jedoch kénnen mit Erfolg zwei Kriterien ange-
wendet werden, die wir jetzt entwickeln wollen.

In der Reihe 2wv sei vom (n+ I)ten Gliede w, ab

der absolute Wert des Quotienten W\X/\+/ zweier aufeinander

folgender Glieder stets kleiner als ein positiver echter
Bruch k. Dann ist

|»n+l | < k| M, |,

| M«t-2 | N k lwn+\ | <Ck2eJwn |,

[tth+3] < k|W,+2|< k2+|Wh],

Die Glieder der Reihe
WO+ Wi +»» + e + Wn—1+ «k +

siad daher vom (n + I)ten Gliede ab absolut kleiner als die
entsprechenden Glieder der Reihe

wo+ WL+ eee+ M + Wh+ kwn+ k2wn+
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Da Un(l -f k + k2+ ...) infolge der unbedingten Konver-
genz der geometrischen Reihe fir k < 1 unbedingt kon-
vergiert, so ist auch die urspriingliche Reihe unbedingt kon-
vergent (Satz 57, § 31).

Satz 60: Wenn in einer Reihe von einer bestimmten

Stelle an der Quotient V+1 zweier aufeinander folgender

Glieder dem absoluten Werte nach kleiner als ein positiver
echter Bruch bleibt, so ist die Reihe unbedingt konvergent.
Ein Spezialfa]l dieses Satzes ist der, da der Quotient
WV+i
w,,
von einer bestimmten Stehe an einem Grenzwerte k zu-
strebt, der kleiner als 1 ist. Dann laBt sich jedenfalls zu
einer beliebig kleinen positiven Zahl e ein Index n derart
bestimmen, daR fir alle Werte v~ N die Ungleichung

M+ K < s

und um so mehr die Ungleichung
W+l < i.

erfallt ist.

Wahlen wir e hinreichend klein, so ist auch k + e ein
echter Bruch. Damit ist dieser Fall auf den vorigen zurilick-
gefihrt.

Satz 61: Wenn der Grenzwert lim V' oxistiert

WV
und kleiner als 1 ist, so konvergiert die Reihe 2wv un-
bedingt.

Ein zweites Kriterium zur Untersuchung der Konver-
genz einer Reihe liefert der
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Satz 62: Ist in einer Reihe von einer bestimmten

Stelle ab  1liov\ kleiner als ein positiver echter Bruch k,
so ist die Reihe unbedingt konvergent.

Die Bedingungen des Satzes seien von dem (w+ I)ten
Gliede ic,, an erfillt. Dann ist:

\\wn\< k, |w, | <kn,
n+l .
1 1to,,+i I< fo»  lTw»+l 1< fav+1.
n+2

\'|«n+2]| < k, |W+2|< R+2,

Die Glieder der Reihe sind daher vom (w+ I)ten Gliede an
absolut Kleiner als die Glieder der Reihe
WO+ ir+ ...+ wn— + k«+ fc"+tl+ kn+2+ mme
Nunistkn+ kn+1+ kn+i+ ...=kn{i+ k+ k-+...).
Infolge der unbedingten Konvergenz der geometrischen

Reihe
i+ k+ r-+

konvergiert auch die Reihe
wo+ ... + kn+ ...

unbedingt; das gleiche gilt also nach Satz 57, § 31 auch fir
die urspriingliche Reihe.

Im speziellen Falle gilt, wie analog dem vorletzten Satze
Zu zeigen ist:

\

Satz 63: Existiert der Grenzwert lim \ \wv\, und ist
y=o

er kleiner als 1, so ist die Reihe 2w v unbedingt konvergent.

Nicht unerwahnt wollenwir lassen, da3, wenn die Quo-
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W, .. . . .
tienten -0 - und V \wvlvon einer bestimmten Stelle ai.

groRer als ein unechter Bruch h sind, die Reihe sicher diver-
giert. Es gilt dies auch, wenn k fiir die Quotienten einen
Grenzwert bildet.

§ 34. Beispiele.

. A%, .
1. Es sei wv= —Ir Dann ist
z!

wv+1 a

Ist s endlich, so ist lim (— ) = 0. Es folgt somit:

y=C V»' + 1/

Die Potenzreihe
y 52 pwv 1

1+ 1T+ 21+ ---+ (n—l)! +ooe
ist unbedingt konvergent fir alle endlichen Werte von z.
@y-fl H
2. Es sei = (—lhHv.— . Dann ist — --
(2r + 1)! wv

72

Ist z eine endliche Zahl, so ist
@2v+ 2)(2r+ 3)

jim (—+-]= 0. Demnach ist die Potenzreihe
»=«0 \ «V /

z3 b z1
+'"H T T *w
fir alle endlichen Werte von z unbedingt konvergent.
3. Die Potenzreihe
z3 * z*
+4T~ 81+ _ "

Kose. Einleitung in die Funktionentheorie. 5
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deren allgemeines Glied die Form hat: w,, = (— )" ¢

ist fur alle endlichen Werte von z unbedingt konvergent.
4. Die Potenzreihe
2 z3 ' 74
2 22+ T T + oo

zv+l
deren allgemeines Glied wv = (— |)V*V——1 ist, ist fur alle

Werte von z unbedingt konvergent, die dem absoluten Werte
nach kleiner als 1 sind.
§35. Drei grundlegende S&tze Uber Potenzreihen.

Soll die Potenzreihe
Kz) = 20 avh = a0+ atz + see+ °n- 177-1 + oo
y:

fur einen Wert zO konvergieren, so ist dazu unbedingt not-
wendig, daB fir alle Exponenten m, die eine bestimmte
positive Zahl N (berschreiten, die Ungleichung besteht:

o>’ 1< ¢ (Satz 50, § 30).

Es sei das von m = n an der Fall. Wir bezeichnen die
Summe der ersten n Glieder mit sn und setzen die Zahl z
dem absoluten Wert nach kleiner als | z0 1voraus, so dal

lz]= J. |z0| (0 < d< 1). Dann ist
[/(«) — s, | =] an + w-i-izn+l + oo
onzn\+ U »+l «"+1!1+ . ..
Nl S led" + | an+lz"+1| L <FH] + L
< g.d».[1+ 06+ P+ ..]
jfd«_

1—d'
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Ist daher s eine beliebig kleine positive Zahl, so kann

1/(«) — s» !
durch passende Wahl von n kleiner als s gemacht werden
(siene § 32). Ist also die Bedingung

| 9
fur alleWerte m > N erfillt, so ist die Reihe /(z) konvergent
fur alle z, die dem absoluten Werte nach Meiner als [z0\
sind. Da sie also auch fir | z | konvergent ist, so ist sie fir
alle Punkte innerhalb des mit dem Radius zOum den Null-
punkt geschlagenen Kreises unbedingt konvergent.

Damit das Bewiesene giltig sei, ist nur das Erfulltsein
der zu Anfang gestellten Bedingung notwendig, nicht etwa,
daB die Reihe f(z) fir z = z0 unbedingt konvergiere. Die
Bedingung ist z. B. fir den Wert z = 1 erfillt fir die beiden
Reihen

2 3
S-¥ 4+ ¥ ~ 7 4 -
2 3
2H kg b

Die erste von diesen ist fir denWert z = 1 nur bedingt kon-
vergent, die zweite sogar divergent, wéhrend furWerte z,
die dem absoluten Werte nach Meiner als 1 sind, beide
Reihen unbedingt konvergent sind.

Satz 64: Ist furz = z0in der Reihe

fz) = a0+ at.z+ a2.s2+ . .+ <, 1Z72'-1+

von einem bestimmten Gliede ab der absolute Wert eines
jeden Gliedes Meiner als eine positive Zahl g, so konvergiert
die Reihe unbedingt fiir alle Werte z, die der Ungleichung

121< 1lzol genigen.
Eine speziellere Formulierung dieses Satzes ist
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Satz 65: Konvergiert eine Reihe, wenn auch nur be-
dingt. fir einen Punkt z0, so ist sie in allen Punkten unbe-
dingt konvergent, die dem Innern des mit dem Radius | zO|
um den Nullpunkt geschlagenen Kreises angehdren.

Wenn dagegen die Reihe flir einen Punkt zOdivergiert,
so divergiert sie erst recht fur alle diejenigen Punkte z, die
um mehr als | z0\vom Nullpunkte entfernt sind. Denn waére
etwa fir solche Punkte /(z) konvergent, so miite f(z0) erst
recht konvergent sein (Satz 65).

Satz 66: Divergiert die Reihe fiir einen Punkt z0, so
ist sie in allen Punkten divergent, die auerhalb des mit dem
Radius jzO| um den Nullpunkt geschlagenen Kreises liegen.

§ 36. Konvergenzkreis.

Da sich alle Punkte des Umfanges eines Kreises um den
Nullpunkt beziiglich der Konvergenz gleich verhalten, so
kénnen wir uns im weiteren auf positive reelle Werte z be-
schranken. Es kann sich nun der Fall ereignen, daB eine
Potenzreihe fiir alle endlichen positiven Werte z, also lber-
haupt fir alle endlichen Werte von z konvergiert. Ein
Beispiel dafur ist die Reihe

z Zs1 z®
1+ TT+ 2T+37T + -* (834" 1}

Ist das jedoch nicht der Fall, wie etwa fir

und ist z = rOein Wert, fir den die Reihe noch konvergiert,
z = R > r0 dagegen ein Wert, fir den die Reihe bereits
divergiert, so werden wir, falls wir auf der positiv reellen
Achse von r0O nach R fortschreiten, schlieRlich auf einen
Punkt r von der Beschaffenheit treffen, dal die Reihe fur
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alle Werte von z < r konvergent, fur alle Werte vonz > r
dagegen divergent ist. Beschreiben wir mit dem Radius r
um den Nullpunkt den Kreis, so wird die Reihe (nach
Satz 65, § 35) in allen inneren Punkten dieses Kreises kon-
vergent, in allen duBeren dagegen divergent sein. Diesen
Kreis, dessen Existenz somit unter allen Umstanden fest-
steht, nennt man den Konvergenzkreis der Reihe, seinen
Radius den Konvergenzradius.

Uber das Verhalten der Reihe auf dem Konvergenz-
kreise selbst vermdgen wir keine allgemeine Aussage zu
machen.

Fir die geometrische Reihe hat, wie wir in § 32 sahen
der Konvergenzkreis den Radius 1. Es kann jedoch Vor-
kommen, daB der Konvergenzkreis alle endlichen Punkte
der komplexen Ebene umfalt, seine Begrenzung also ins
Unendliche riickt. Dann nennen wir die Reihe bestandig
konvergent. Beispiele hierfiir sind:

11
zi z6
210+ 4AT~6T +

§37. Der Konvergenzradius und die Koeffizienten
der Potenzreilie.

co co
Es sei gegeben die Potenzreihe /(z) = £avzv= {wv.
Nun ist i1 7 v=0 p=>

Wy+l = a,

wv
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Nehmen wir an, dall der Grenzwert lim = K existiert

und endlich ist, so existiert auch wegen

. Wo+i 1
lim
wv K
fir ein endlicher Grenzwert, sofern z endlich ist.

Nehmen wir im besonderen \z\< K an, so ist der
wv+l " .
Grenzwert von Wy ein positiver echter Bruch; daher

ist die gegebene Potenzreihe unbedingt konvergent fir alle
Werte von z, die absolut kleiner als K sind (Satz 61,
§ 33).
Satz 67: Wenn der absolute Wert des Verhéltnisses
vl zweier aufeinander folgender Koeffizienten einer Po-
«
tenzreihe einem endlichen Grenzwerte zustrebt, so ist der
Konvergenzradius der Reihe gleich diesem Grenzwerte:
lim
av+1l

Sollten in der Potenzreihe etwa nur die geraden oder

nur die ungeraden Potenzen von z Vorkommen, so ist eine

entsprechende Modifikation der Betrachtungen erforderlich.
Eine Anleitung dazu gibt § 34.

Einen zweiten Ausdruck fiir den Konvergenzradius er-

halten wir in dem Falle, daR der Grenzwert lim j/ |av\
2 V=C0

existiert. Er ist----------mm- .. da eine Potenzreihe von z nur
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av+1
einen Konvergenzkreis haben kann, so folgt, daB lim
und lim]/1 |, wenn sie Uberhaupt existieren, einander
gleich sind.
Beispiele: 1. Aus § 34 folgt:
Die Potenzreihen
z 2
1+ 11+ 21+ 31+
o 3! 5t 71
za 74 26
21 41 6!
sind bestdndig konvergent.
2. Fur die Potenzreihe
2 23 1ii
7+
ist
m!—— I= |lim =1;

li
=@ flv

sie hat also den Konvergenzradius 1.

3. Die Potenzreihe

.+
1-2 2-3 T34 on— n

hat den Konvergenzradius 1.
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§ 38. Die Reihe der Ableitungen der Glieder
einer Potenzreihe.

Es sei gegeben die Potenzreihe

/(z) = a0+ axz + a2z2+ eee+ «*-i7"“1+ «nZ" + eee
Wir bilden die Reihe der Ableitungen der einzelnen Glieder
und bezeichnen sie zur Abkirzung mit f'(z).

f'(z) = a,+ 2a2z+ 3aaz2+ ... + na,, .z’—1+ ...
(8 25a, 2).
Die Summe der ersten n Glieder dieser Reihe sei s',, die der
ersten n+ p Glieder sd+p. Dann ist

SNHp— s» = (» + D«»+iz” + 0 + 2)an+2zn+1 + mm

+ (n 4*“P)an+p 2”+*’ 1

= I'GH- v)an+vz"+"-K
\E1

Es ist nun zOein Punkt im Innern des Konvergenzkreises
der Reihe /(z), ferner sei |z|< |z0|. Dann ist, wenn g
eine beliebige endliche positive Zahl bezeichnet, |afz% | < g,
sobald fi eine bestimmte positive Zahl N (bersteigt. Setzen
wir |z| = d- | zO|, wo d einen positiven echten Bruch be-
deutet, und nehmen wir an, daf die erwdhnte Ungleichung
schon fir fi = n gilt, so ist allgemein

[{n+ v) antv +v11= (n+ v)-dn+'/ 1lan+vznt+v\e

<(w + v)-dn+k 1-r°T.
120l

Es ist demnach
i+p - s»i< rfym-1(»+v)dn+i—,
120! >=i
also erst recht
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1

| Sn+p CS« | < KI )x(:|(n+ V) AK+ T
%Y W+ 1)d”+ W+ 2)dn+l -f-.eq]

Der Ausdruck in der Klammer ist der' Rest der txeme
Il + 2d + 3d2+ ... + wbhir 1 + ...,

welche fur 05" S< 1 konvergiert und dem Quadrat der
Reihe

=1+ &+ d2+ ... + d-1

gleich ist. Er laBt sich jedenfalls, wenn wir n hinreichend
groll wahlen, unter jede noch so kleine Zahl herabdriicken.
Dasselbe ist, da g und |z01endliche GréRen sind, mit

| sn+p S» |
der Fall; die Reihe
f(z) = cj+ 2a2z -f-3u3e¢z2+ ... + neanm2n_1+ ...

ist also konvergent, solange |z | < |z0|, und da wir z0 be-
liebig nahe an den Konvergenzkreis von j(z) heranriicken
lassen kénnen, so stimmt der Konvergenzkreis von j'(z) mit
dem von f(z) Uberein.

Satz 68: Die aus der Reihe

f(z) = a0+ z+ a2+ .. .+ «V-is"-1+ ...
durch Differentiation der einzelnen Glieder abgeleitete Reihe
f(z) = %+ 2a2z+ 3a3z*-f ...+ na,zZn—1+

hat den gleichen Konvergenzkreis wie die Reihe f(z).
Aus der Reihe f(z) laRt sich in gleicher Weise eine un-
endliche Zahl von Reihen bilden, die wir entsprechend mit
(2), ..., fn\z) ... bezeichnen, und die sdmtlich den
gleichen Konvergenzkreis haben wie die Reihe /(«).
So st
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'‘a2+ 3e2+a3mz + 4e3eakm* + 5 M- «6-23-I- ..
/5\
=20 (]) @+ () @+ (4 + AT

2!6(3 «>-2,

f'"{z) = 32«3+ 4¢3e¢2cadee+ 54 3mase*+ eom
= 3!-[(\1'3')] %+ (3)az+ (3)at2+ e«

\V—d

Allgemein ist

I(«)(@) = n\ 1 )avzv~n.
v=v

§ 39. Umkehrung des eben Bewiesenen.

Es sei wiederum die Reihe gegeben:

/(z) = a0+ axz + a2z7*+ ..., + «»-i*"-1 + oo

Es gibt unendlich viele Reihen, aus denen /(z) in der-
selben Weise folgt wie f(z) aus j(z). Sie sind alle von der

Form:
22 v¢] ot 1
F(z)= A+ ale+ ai'Y + F+-"+ O»-2- +

in der A eine willkirliche Konstante bezeichnet. Die Rich-
tigkeit dieser Behauptung folgt leicht durch gliedweise Dif-
ferentiation. (Wir durfen dabei jedoch nicht vergessen, dal}
ein solcher Nachweis nur formalen Charakters ist, denn die
Konvergenz der Reihe F(z) ist noch nicht erwiesen.) Die
Summe der ersten n Glieder von F(z) sei s£', die der ersten
n+ p Glieder sn+p. Dann ist
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én on+l ¢n+P—1
Sn+p - + m+ ac+P-r n+p_r

Nun sei z0 ein Punkt im Innern des Konvergenzkreises

von /(z). Dann ist, wenn g eine beliebige positive Zahl
bezeichnet,

Vo \<g,
sobald ix eine bestimmte positive Zahl N (berschreitet. Es
sei ferner |z| < |z20,also |z| =(G+|201(0 < d < 1). Dann
ist allgemein
n+v Jn+v

- ‘ L} - ﬂ.ll~ III
an- 1+v' n+ v = VOV w | v lan-l+t -1

d’1+v
<9-
Mithin ist
p dn+v
sntp—s, | < g-|201-2On v
und erst recht
dn+"
on+ v
, i \dn , @+ , 1

Lrt'+ nTT + "*J'
DerAusdruck in der Klammer ist der Restder Reihe

. ® . d3, , <5V
i+ ¥ + ¥ + —--+7 + --7

die fiur 0< d < 1 konvergiert. Wahlen wir n hinreichend
grol8, so kénnen wir demnach

;m+p  *n

unter jede noch so kleine positive Zahl herabdriicken; die
Reihe F(z) konvergiert also, solange |e|< |z01 Da wir
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z0 beliebig nahe an den Konvergenzkreis von /(z) heran-
riicken lassen kdnnen, so folgt:
Satz 69: Die Reihe

A 0 o
F(z)=AJalz-\-al m+«2-5+ .. .+ «n—2--—— ;
u 0

hat denselben Konvergenzkreis wie die aus ihr durch glied-
weise Differentiation sich ergebende Reihe

j(z) = a0-)- axz -(- a?z2-j- . . . -f- o«—i -1+ . ..

§ 40. Stetigkeit der Potenzreihe.
Durch die Potenzreihe
f2) = 2 aw»
v—O

ist fir jeden Wert der Veranderlichen z, der im Innern des
Konvergenzkreises liegt, ein bestimmter Wert /(z) definiert.
Wir kénnen daher sagen, daB die Reihe /(z) eine komplexe
Funktion von z darstellt.

Nun sei £ ein Wert von der Beschaffenheit, da sowohl
£ als auch z -J- £ dem Konvergenzbereich von /(z) angehoren.
Dann ist

027+ O—/0)= £+ a2z+ £*— 2z +
+ 0, 1[z+ £f-1-z» -1+ ...
Wir entwickeln die Potenzen (z -f- £)"nach dem binomischen
Lehrsatz und erhalten:

l(«+ 0 — /GO = «,£
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Wegen der unbedingten Konvergenz kénnen wir die Glieder
beliebig anordnen.

i-d-m = c[% + (?)«*«+ (?) v 2+ (?)Vv 3+ -m]

SEETCE IK -]

Wie wir aus 8 38 ersehen, sind die ,?u(S({rUcke in den eckigen
"(z
Klammern bezuglich gleich f{z), — f ... Nun

sind '(z), /"(2)i /”/(2); = » » konvergente Reihen, deren Kon-
vergenzkreis mit dem von f(z) Gbereinstimmt; es IaRt sich
also eine positive Zahl M angeben, die keiner der Ausdriicke

" (2
[A Z) Sjj >..,dem absoluten Werte nach ubertrifft.

Daraus folgt:

[/ («t E)-1(*)! Cf(2+ il'Y + 2s7sT

(%)

o HICI3 4,

<AT-IEj-[I+|O+ICiQ,+ - +!£i“ +»e]m
Setzen wir | | \ kleiner als 1 voraus, so ist der Wert der
Klammer gleich
1
i— 1t

also
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1/@2+ D-1(D1<~qlj.

Bezeichnet nun s eine beliebig kleine positive Zahl, so
kénnen wir stets eine Zahl | G\ so bestimmen, daf
[/(a+tC)-/(a)|<e

wird. Wir brauchen zu diesem Zwecke nur

anzunehmen. Wahlen wir | £] in dieser Weise, wobei natiir-
lich £ der im Anfang vorgeschriebenen Bedingung Geniige
leisten mul3, so ist gezeigt, dal eine Potenzreihe in der Um-
gebung eines jeden Punktes ihres Konveigenzbereiches eine
stetige Funktion ihres Argumentes darstellt.

§ 41. Die Ableitung einer Potenzreihe.
Wir treten jetzt der B'rage naher, ob die durch eine
Potenzreihe
«)= 1 W
v=10

dargestellte komplexe Funktion in jedem Punkte ihres Kon-
vergenzbereiches eine Ableitung besitzt.
Es ist nach dem vorigen Paragraphen

«»+ 0 - m - (mm + 2?2« ™ 4+ c-— T+mm
ax=ta w+{.0!+{ Ds+...

Bezeichnet wieder M die positive Zahl, welche von keiner
der Zahlen

m rw
21 7 3l
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Uberschritten wird, so ist

", P,y <SELCEHI+ 1+ 102 -]

Wenn sich der Bildpunkt von (z + £) dem von 2 unbegrenzt
ndhert, so wird demnach (siehe den vorigen Paragraphen)
der Wert von

rm ., r<¥

> B 9 3
schlieBlich Kleiner als jede noch so klein vorgfschriebene
positive Zahl e. Es nahert sich also die Differenz

der Grenze Null, oder der Differenzenquotient

k*+ - m

wird schheBlich gleich '(z).

Die Potenzreihe f(z) hat also in jedem Punkte ihres
Geltungsbereiches eine Ableitung, deren Wert nach dem
Beweise unabhéngig ist von der Art der Annaherung des
Punktes z + £ an den Punkt z. Es gilt in Verbindung mit
§ 38

Satz 70: Eine Potenzreihe hat fir jeden Punkt im
Linern ihres Konvergenzkreises eine bestimmte Ableitung
f(z). Diese ergibt sich durch gliedweise Differentiation der
urspriinglichen Reihe; ihr Konvergenzkreis ist identisch mit
dem von f(2).

Den ProzeR der Bildung der Ableitung kénnen wir an
f(e) wiederholen. Wir erkennen so:
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Satz 71: Eine Potenzreihe hat fur jeden Punkt im
Innern ihres Konvergenzkreises unendlich viele Ableitun-
gen hoherer Ordnung. Diese sind samtlich Potenzreihen,
die den gleichen Konvergenzkreis haben wie die urspriing-
liche Keihe.

Wir fuhren der Vollstdndigkeit halber noch einmal die
vollstandige Form der nten Ableitung von /(z) an (8 38):

Da die Potenzreihe /(z) demnach in jedem Punkte ihres De-
finitionsbereiches eine Ableitung besitzt, so gilt in Ricksicht
auf die Definition der reguldren Funktionen des komplexen
Argumentes z (Definition 11, § 25) der

Satz 72: Eine Potenzreihe /(z) ist fur alle Punkte z
im Innern des Konvergenzkreises eine reguldre Funktion
des komplexen Argumentes z.

§ 42. Ubungen.
1. Die Ableitungen einer bestdndig konvergenten Po-
tenzreihe sind samtlich bestandig konvergente Potenzreihen.
2. Die samtbchen Ableitungen der Reihe

sind der Reihe selbst gleich.
3. Die zweiten Ableitungen der Reihen
z3 z' 7
i fm’ Tt

und

. z2 z4 28 L
o2 T 64

sind beziiglich entgegengesetzt gleich den Reihen selbst.
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4. Die vierten Ableitungen der eben erwé&hnten Reihen
sind bezuglich den Reihen selbst gleich.
5. Bei den beiden Reihen
Z3 2* z7
* 316! 71**
und
2 7 26
1+ 21+ 4 +6 + "¢
ist die erste Ableitung der einen gleich dem Werte der &ndern.
6. Die zweiten Ableitungen dieser Reihen sind den
Reihen selbst beziglich gleich.
. o d/ z2 13 74 \ 1
<Tz(Z+ 2+3+ 4'+ -'-) =71 a

§ 43. Die Potenzreihe als Taylorsche bzw.
Maclaurin sehe Reihe.

Nach §40 ist, wenn z, £,z + £ dem Konvergenzbereich

o]

0
von /(z) = av.zv angehoren,

n?+ o=m +y lc+”ry -c2+.".

Der Ausdruck hat die Form der aus den Elementen der
Differentialrechnung her bekannten Taylorschen Reihe.
Es laRt sich also unter der obigen Einschrankung f(z + 0
in eine Potenzreihe von £ entwickeln, deren Koeffizienten,
abgesehen von konstanten Zahlenfaktoren, die sukzessiven
Ableitungen von /(z) sind.

Setzen wir im besonderen z = 0 und fiihren dann statt

Rose, Einleitung in die Funktionentheorie. 0
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£ wieder z ein, so erhalten wir fiir j(z) die Maclaurinsche
Entwicklung:

*o-m+M.+qP'+qPr+...

§ 44. Ubereinstimmung zweier Potenzreihen.

Es seien zwei Potenzreihen

f(z) —£ avz* und g(z) = ¢ bvz*
v=0 v—o
gegeben, die fur alle Werte des Argumentes dem Werte nach
Ubereinstimmen. Es sei ferner z ein beliebiger Punkt des
gemeinsamen Stiickes der beiden Konvergenzbereiche, z -f- C
ein unendlich benachbarter. Dann ist der Voraussetzung
nach

/0+ 0 —1/(g) 9@+ Q—gQ)
C C

fur alle in Betracht kommenden Werte von z und £ Lassen
wir den Punkt z+ f sich dem Pinkt z auf einem vorge-
schriebenen Wege nahern, so bleiben die beiden Quotienten
. stets einander gleich. Sie haben also einen gemeinsamen
Grenzwert, oder es ist
m = 9B)-

DaR wir die Anndherung des Punktes z + £an den Punkt 2
in beiden Fallen in der gleichen Weise vor sich gehen lassen,
dient nur der Anwendung der Voraussetzung und bedeutet
keine Einschrankung; denn wenn wir etwa fiir g(z) von einem
andern Werte z + £ ausgehen und uns z ndhern, so kommen
wir nach friher Bewiesenem doch immer zu demselben
Grenzwerte g\z). Es stimmen also auch die ersten Ab-
leitungen der beiden Keilien fir alle Werte des Argumentes
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Gberein. Dieselben Schlisse wie auf /(z) und g(z) kénnen
wir auch auf f(z) und g\z) anwenden usw. Wir erkennen
dann allgemein, daR aus der Ubereinstimmung der Werte
der beiden Reihen fiir alle Werte des Argumentes auch die
Ubereinstimmung gleich hoher Ableitungen fiir alle Werte
des Argumentes folgt. Insbesondere ist
m -gm, m =m , /"(0)=im--.

und da jede Potenzreihe in der Umgebung des NuIIpunktes
sich als Maclaurinsche Reihe darstellen 14Rt, so folgt:

Satz 73: Die Werte zweier Potenzreihen stimmen
dann und nur dann fir alle Werte des Argumentes Uberein,
wenn die entsprechenden Koeffizienten einander gleich sind.

Damit gleichbedeutend ist die Formulierung:

Satz 74: Eine Funktion der komplexen Verédnder-
lichen z IaRt sich, wenn Uberhaupt, so nur auf eine einzige
Weise in eine Potenzreihe entwickeln, die nach ganzen posi-
tiven Potenzen von z fortschreitet.

Aus der Identitat der Potenzreihen /(z) und g{z) folgt
naturlich auch, daf sie den gleichen Konvergenzkreis be-
sitzen.

Spezialfille des Satzes 73 sind:

Satz 76: Eine Potenzreihe hat dann und nur dann
fur alle Werte des Argumentes einen konstanten Wert, wenn
alle Koeffizienten mit Ausnahme des konstanten Gliedes
verschwinden.

Satz 76: EinePotenzreiheverschwindetdannundnur
dann fir alle Werte des Argumentes, wenn alle ihre Ko-
effizienten verschwinden.

Zur Bildung der Koeffizienten

m m m
v N1 1 01

genligt es bereits, wenn wir die Werte der Reihe /(z) auf

fi*
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einem kleinen Linienstliek kennen, das vom Nullpunkt aus-
geht. Wir konnen also den Satz aussprechen:

Satz 77: Stimmen die Werte zweier Potenzreihen auf
einem noch so kleinen vom Nullpunkte ausgehenden Linien-
stlicke (berein, so sind die Reihen miteinander identisch.

§ 45. Der absolute Wert des ersten Gliedes
einer Potenzreihe.

Wir nehmen an, dal in einer Potenzreihe die ersten m
Koeffizienten verschwinden, daB also die Reihe die Form hat:

/(s) = omzm+ «m+i2m+l + .. . (am ungleich Null).
Dabei soll nattirlich der Fall m — 0 nicht ausgeschlossen sein.
Es ist
m =«m ZANE S T, +eo o'l
« T_«m am \}

Die in der eckigen Klammer stehende Potenzreihe ist inner-
halb ihres Konvergenzbereiches eine stetige Funktion von z,
sie nahert sich, wenn z dem Punkte 0 zustrebt, dem Werte 0.
Bezeichnet also « eine beliebig klein vorgegebene positive
Zahl, so ist bei genugender Kleinheit von z:

amZrn\d N z+ A~ "N + . Al<lamzm\. e.
L «i» am J
Wir ersehen daraus:

Satz 78: In jeder Potenzreihe kann der Wert der
Variablen so klein angenommen werden, daB der absolute
Wert des ersten von Null verschiedenen Gliedes den abso-
luten Wert der Summe der anderen Glieder bertrifft.

Insbesondere ergibt sich:

Satz 79: Ist der Wert einer Potenzreihe fiir 2= 0
gleich Null, so 1aRt sich um den Punktz = 0 ein Kreis derart
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beschreiben, daf in seinem Innern die Reihe j(z) nirgends
den Wert Null annimmt.
Denn bezeicnnen wir etwa das erste Glied der Reihe
mit Zv die Summe aller ibrigen mit Z2, so ist jedenfalls
\Z1+ Zt\>\Z1\-\Z t\ (Satz 11, § 10).
Nun ist in der unmittelbaren Umgebung des Nullpunktes
nach dem vorher bewiesenen Satze | Zx|— | Z2| groRer als
Null; es kann also erst recht nicht jZ1~-2Z2j gleich Null
sein, was doch der Fall sein miiRte, wenn in der unmittel-
baren Umgebung sicn ein weiterer Nullpunkt der Reihe
befande.

§ 46. Kombinationen von Potenzreihen.

Aus dem Charakter der Potenzreihe f(z) als einer regu-
laren Funktion des komplexen Argumentes «(841) und unter
Benutzung der Sétze ber Kombinationen von reguldren
Funktionen (Satz 42, § 25) ergeben sich wichtige Folge-
rungen.

Es seien /(z) und g(z) zwei Potenzreihen, die nach posi-
tiven Potenzen von z fortschreiten, r und o ihre Konvergenz-
radien. Dann folgt:

Satz 80: Die Summe, die Differenz und das Produkt
zweier Potenzreihen sind unbedingt konvergent innerhalb
des kleineren der beiden Konvergenzkreise.

Satz 81: Der Quotientlg’)zl zweier Potenzreihen ist
(%)

eine reguldare Funktion von z fiir alle Werte z, die dem ab-
soluten Werte nach kleiner als der kleinere der beiden Kon-
vergenzradien sind, und die den Nenner nicht zu Null
machen.

f(2)
Dal — im Innern des Konvergenzkreises in eine Po-
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tenzreihe von z entwickelbar ist, ist damit nicht gesagt. Es
1aBRt sich jedoch stets eine Potenzreihe formell bilden, die,
mit g(z) nach Satz 56, § 31 multipliziert, /(«) ergibt.

Ist z. B.
f(z) = a0+ axz + a2za+
g(z) = b0+ \z + l22*+
und nehmen wir fir = F(z) die Entwicklung an:
F(z) = co+ «I*+ es2+ mee >
so folgt:

F(z) mg(z) = cOs\ + (CO&+ cM mz
+ (QA+ QA P QYO+ oo

Soll diese Reihe mit f(z) tibereinstimmen, so ergeben sich aus
Satz 75, § 44 fur die Koeffizienten ¢ die Rekursionsformeln:

ao= (A

®i = ~P2i\

-2 = “pF AN P

o -~ “It M2 P ~P

die nur fir den Fall h0 = 0 versagen.

Ob die Reihe F(z) = ¢*2” wirklich konvergent ist,

[e0]

X

v—0
kann mit den uns bisher zur Verfliigung stehenden Mitteln
nicht gezeigt werden. Es sei jedoch darauf hingewiesen (in
Ricksicht auf die Potenzreihen fiir tgz und cotgz), dal es
der Fall ist. Der Konvergenzkreis von F(z) erstreckt sich,
falls der Kenner Nullpunkte besitzt, bis zu demjenigen von
ihnen, der den kleinsten absoluten Wert besitzt.
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§ 47. Potenzreihen von « —c
Es sei e eine Konstante und

«@+ ai(s—c)+ ahAz—c)2+ oo

eine Reihe, die nach ganzen positiven Potenzen von z— ¢
fortschreitet. Fir eine derartige Reihe gelten alle Uber
Potenzreihen entwickelten Satze, wie wir mit Hilfe der Sub-
stitution e! = z — c leicht erkennen. Wir haben nur zu be-
achten, daf an Stelle des Nullpunktes und seiner Umgebung
der Punkt c und seine Umgebung tritt. Die Reihe ist also'
unbedingt konvergent fiir alle Punkte z im Innern eines ge-
wissen Kreises um den Punkt c als Mittelpunkt.

Insbesondere erkennen wir, dal’ eine solche Reihe inner-
halb ihres Konvergenzkreises eine reguldre Funktion des
komplexen Argumentes z darstellt. Es ist ndmlich zunéachst
der Wert der Reihe eine regulére Funktion von z' = z —¢,
er ist also nach Satz 47, § 28 auch eine regulare Funktion
von s.

Vierter Abschnitt.
Spezielle Potenzreihen.

§48. (?, sin«, coOs«.
In den Elementen der Differentialrechnung wird gezeigt,
daR fir reelle Werte von « die Funktionen ez, sinz,cosz
sich in die Reihen entwickeln lassen:
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Diese Reihen sind fir alle endlichen reellen Werte von z
unbedingt konvergent; sie bleiben es also auch, wenn wir
fir z komplexe Werte einsetzen. Es werden dann durch sie
drei reguldre Funktionen von z definiert, fir die wir die im
Falle reeller Variablen eingefiihrten Bezeichnungen beibe-
halten wollen. Wir werden nachweisen, daB ihre Haupt-
eigenschaften mit denen fiir reelle Variable tbereinstimmen,
dal wir also zu einer Beibehaltung der Bezeichnungen
durchaus berechtigt sind. Ehe wir aber die so definierten
Potenzreihen fur komplexe Verdnderliche genauer stu-
dieren, wollen wir kurz noch einmal ihre uns bereits be-
kannten Eigenschaften fir reelle Verénderliche zusammen-
fassen. 'Die Verdnderliche sei in diesem Falle mit x bezeich-
net (z= x-fyi).

§ 49. Eigenschaften von e* (oc reell).

1. Es ist exmev = ex+y.

2. ex ist stets positiv.

3. Die erste Ableitung von ex ist der Funktion gleich,
also auch jede weitere.

4. e* wachst gleichzeitig mit x.

5. ex nimmt jeden beliebig vorgeschriebenen positiven
Wert nur an einer Stelle an.

6. e* wird an keiner angebbaren Stelle 0 oder co.

850. Die Eigenschaften von sincound cosa?(cereell).

1. sin x ist eine ungerade Funktion; denn sin(— x) =
—sin X. cos X ist eine gerade Funktion; denn cos(— x) =
COS X.

2. Es ist stets sin2x  cos2x = 1.

3. Die Funktionen sin xund cosxsind einfach periodisch
mit der primitiven Periode 2jj;, d. h. sie behalten ihren Weit,
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Wenn x sich um ¢kn &ndert, wo k eine beliebige ganze Zahl
bedeutet.
4. sin x durchlauft stetig wachsend alle seine Werte von

. Tt . TT .
—1bis + 1,wenn»von —?bls + 2—zun|mmt; cos»durch-

lauft stetig abnehmend alle seine Werte von + 1 bis — 1,
wenn X von O bis n zunimmt.
5. sinkn -m0, coskn = (— 1)*;

sin(2k + 1)~ = (— 1)*, cos(24; + 1)~ = 0.

6. Es bestehen die Beziehungen:
sin™j + »2) = sin Xy cos x2+ cos xt sin »2;
cos(»j + X2 — cos xLcos »2— sin xxsin »2,
die man als die Additionstheoreme von sin und cos bezeich-
net.

7. Zwischen den Grenzen 0 (einschlieflich) und 2n
(ausschlieBlich) nehmen sin» und cos» jeden ihnen vorge-
schriebenen reellen Wert, der der GroRe nach zwischen — 1
und + 1 liegt, an zwei Stellen an. Ausgenommen sind nur
die Werte + 1 und — 1; denn sin x nimmt den Wert + 1

nur fir x = > den Wert — 1 nur fur x —> cos x den

Wert + 1 nur fir x —0, den Wert— 1 nur fir x = n an.

desin » d- cos »
8. =CO0S»; — 7— = —sm».
dz dx

§51. Die Relation > = e7+z7%

Fir reelle Werte zv z2 gilt die Beziehung
ezt m
Der Beweis fiir diese Tatsache gilt auch fiir komplexe Werte
zv 22, da er rein formalen Charakters ist; er soll aber hier
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noch einmal Platz finden, um die Vollstandigkeit zu wahren.
Es ist

<K =i+ NMN+Jr + ...+ 5 + ...

*=1+i\+21+---+S + -
Das allgemeine Glied des Produktes heif3t:

o» n?-172 . . 2

wi (n—nr1r (h—2)121 wl’
Da wegen

/n\ wi 1 1 /w

\vli (n—v)\v\ (w—v)\v\ n\\v)
ist, so kann es in der Form geschrieben werden:

¢ [*i+ e2¢+ (7)) e2¥r2e21 + eee+
oder
(gi + %)
w!
Es ist also

oF 14+ nu+x + 0+ 18 + L

+ -g| 4\/;'@ + ... = ed+**,

§52. Die Euler sehe Relation.

Setzen wir in die Reihe fir e2an Stelle des Argumentes 2
die Zahl ei ein, so erhalten wir unter Beriicksichtigung des
Umstandes, daf bei unbedingt konvergenten Reihen die
Reihenfolge der Glieder beliebig verdndert werden kann.
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Der erste Teil des rechtsstehenden Ausdruckes stimmt tber-
ein mit der Reihe fir cos z, der Faktor von i mit der fir sin z.
Es ist also
ezi= cosz + isinz

Diese fundamentale Relation stammt von Euler, der sie
allerdings nur fur reelle Werte von z angab und sie durch
formale Substitution aus der reellen Reihe herleitete, ohne
die Berechtigung einer solchen Ubertragung zu priifen. Mit
Hilfe der Eulerschen Relation kann der Nachweis geliefert
werden, daf die samtlichen fundamentalen Eigenschaften
der trigonometrischen Funktionen auch fir komplexe Werte
der Veranderlichen gelten; sie vermittelt ferner die Erkennt-
nis, dal el eine periodische Funktion ist.

Zunéchst zeigen die definierenden Reihen fir sin z und
cos z, daB sin z eine ungerade Funktion, cosz eine gerade
Funktion seines Argumentes ist. Dann liefert die Eulersche
Relation:

e*=eosz+ i sinz,

a—* = cosz—sinz
Durch Multiplikation beider Gleichungen erhalten wir die
unter dem Namen des trigonometrischen Pythagoras be-
kannte Relation:

sin*2 + cos*s = 1,
welche also auch fiir komplexe Veranderliche gilt.

Es folgt ferner:
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Es ist also
sinfo + z2) =
174 [ p——— S § | R B 1

(coss,+isinzi)(coss2+zsins2—(cos«!—isinz,)(coss2—isins2)

sinfo + s2) = sin zLcos zL+ cos z1sins2.
Analog folgt

cos(% + 22) = cos zi cos zn— sillzi *sin z2,

Setzen wir statt s2in diese Formeln — s2 ein, so ergeben
sich die gleichfalls bekannten Formeln:

sin(2x— z2) = sin zxe c0S z2— CO0S zX* Sin
1 cosfzj — s2) — cos zx* cos z2 + sin zxe sin za.

Es gelten demnach auch alle aus dem Additionstheorem sich
ergebenden Folgerungen, wie

sin 2s = 2sinsecos s

= 1— 2sin2s

und andere mehr.
Vermittels der Substitutionen
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4 2iad 2
=) o ¢

s, = - A

ergeben sich ferner die wichtigen Relationen:

sin zx+ sinz2= 2 sin = le 22 cos ZL—-—ZZ,
_ 5 . ' 2 4{“2
sm zx— smz2 = 2 sm— cos — - —;
1 /N
wBox+ aw2= Yoos 22 s 2. 72,
a u
. N . A
COS ZX— C0S 22 = —%sm—1 rre sm—l -_/9,

§ 53. Realitatsbetrachtungen.

Wir untersuchen in diesem Paragraphen, fiir welche
Werte von z €z, sin z, cos e reell sind.

1. Die Exponentialfunktion:

Es ist

2= ex+iy = e?(cosy + ¢sin«/) = excosy + i ee*sini/,

ez istalso reell, wenn e* siny = 0 ist. Das ist nur der Fall,
wenn siny = 0, also y = kn ist (k eine ganze Zahl), denn ex
wird fur keinen reellen Wert gleich Null. Umgekehrt ist

ex+kni _ gl . cog _ (— \ye .e*_

Wir kénnen demnach zusammenfassend sagen:
e2 ist reell, wenn z die Form x -f- Tn mi hat, und zwar
ist es positiv, wenn k gerade, negativ, wenn k ungerade ist.
Anmerkung: e2 ist rein imagindr, wenn
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s—X+ 2k + |)Ne*e

2. Die Funktion sin z:
Es ist
nz —sin(a; + yi) =sin x *cos(yi) + cos x *sin(yi)
=sinal(l+ |1+ | T+.")+z.cosal. (y+ 1"+ |“+ -,
sin2 ist nur dann reell, wenn entweder cos X O oder
y + §+ \)é/?+ mee =0 ist. Der letztere Ausdruck wachst
gleichzeitig mit seinem Argument, denn seine Ableitung
1+ v + V*+ . ist positiv; er nimmt also jedenWert nur
fur ein bestimmtes y an und verschwindet nur fir y —O.
Soll also sin z reell sein, so muB entweder x = (2k + 1) ET

odery = 0 sein. Der zweite Fall ist evident; im ersten ist

sinz= sing2k+ 1)TM+ yij

-sin(2l+ 1)y (1+ |r +Ji+ -")

«m<-1)*e (| + £ + & + o),

also positiv und groRer als 1, wenn k eine gerade, negativ
und kleiner als — 1, wenn k eine ungerade Zahl ist.
Fur die Nullpunkte des Sinus muR gleichzeitig einer

) iy
der Faktoren sin x und 1 + — -f-—+ eeeund der Faktoren
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5
cosx und y + y_3|+ y5_l + ... verschwinden. Es kann das
o!

ys

. R 3 .
nur eintreten fur sin x und y -f-y— + + eee; Wworaus sich

X = knundy —O0 ergibt. Die Nullpunkte sind also samtlich
von der Form kn.

Anmerkung: sinz wird rein imagindr fur sin« = 0,

d, h. fir Werte von z der Form kn -\-yi.

3. Analog laRt sich zeigen, da cosz auBer im Fall
eines reellen z nur dann reell ist, wenn s die Form (kn-\-yi)
hat, und zwar ist wegen

cos(@en+«/») = (—L*e (i + || + |y + eo9)

cos z positiv und groBer als 1im Falle eines geraden k, negativ
und kleiner als (— 1) im Falle eines ungeraden k. Die Null-
punkte von cosz sind:

¢= (2A+ 1) .|.
Anmerkung: cosa wird rein imaginar fir
z= (2fc+ 1)-"N-]-yi.
Dieses Verhalten des Kosinus hdtten wir auch einfacher
mit Hilfe der Formel cos2 = sin + 2) herleitenkdnnen,
die sich aus dem Additionstheorem des Sinus unter Be-

ricksichtigung von sin  =1,cos . =0 ergibt.
a d

§ 54. Periodizitat von sin #, cos s, e*

Die Funktionen sin z und cos z sind im Falle einer
reellen Veranderlichen periodisch mit der primitiven Periode
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2re. Wir wollen untersuchen, ob diese Eigenschaft auch fir
komplexe Werte der Verdnderlichen bestehen bleibt.

Soll etwa sinz seinen Wert behalten, wenn z sich um
eine konstante Zahl £ (die Periode) andert, so gilt die
Gleichung

'la(z+ £)—sinz=0
oder

r
2sin _ e cos
2

Diese ist bei beliebigen Werten von z nur zu erfillen, wenn
r
sin? = 0, also £= 2kn ist. In der Tat ist dann

sin(z -f- 2kri) = sinze+cos 2kn + cos e*sin 2kn
=sinz.
Soll £ eine Periode der Funktion cosz sein, so muf} sie
die Gleichung
cos(z+ £)—cosz= 0
oder

— 2sin [z + sin =0

befriedigen. £ kann also auch hier nur von der Form 2kn
sein. In der Tat ist
cos(z + 2kn)= cosz cos2fcrr — sinz sin 2kn
= cos z

Wir kénnen somit den Satz aussprechen:

Satz 82. Die trigonometrischen Funktionen sin z und
cos z sind einfach periodisch mit der primitiven Periode 2n.

Nun ist

g+2kni _ g« (cos 2itn i gin 2kn) = e*.

e hat also sicher eine Periode von der Form 2kni. Sie hat
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aber auch keine andere Periode; denn ware C= §+ 7% i
eine solche, so mufRte wegen
eHC—e?= e*eC _i)

e =1
sein. Das fuhrt zu den Gleichungen
{e%cosrj =1,
e? sinrj = 0.
Quadrieren und addieren wir diese, so erhalten wir e = 1,
also, da %reell ist, 8§ = 0. Ferner folgt aus costj = 1,

sini]= 0 7= 2kn. Eine Periode von ez kann also nur von
der Form 2kni sein. Es gilt also der wichtige funktionen-

theoretische
Satz 83: Die Exponentialfunktion ez ist einfach peri-
odisch mit der primitiven Periode 2ni.

§ 55. Ergéanzungen.
1. Aus den Additionstheoremen folgen leicht die Form
gruppen :
jsin(€ + z) = (— 1)4esinz, cos(7m+ z) = (— I)4cos z,
| sm(krv~2z) = (—1)4+1-sin«, cos(i7r — z) = (—I )4 cos«;

sin [M2&+ 1)-N + «J = (—If cos«,

cos + )N + «] = (- D*+isine
sin @k + 1)~ —«\] = (— )4 cosz,
cos 2k + 1)~ —«J = (—1)4 esin«-

Von besonderer Wichtigkeit fiir die erste Gruppe ist der
Fall k —1:

Rose, Einleitunglin die Funktionentheorie. 7
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(7r+ z) = —ssinz, cos(n + z) = — coOS Z,
in(fr—2) = sin z, cos(7i — z) —— cos z.

Fir dRa zweite Gruppe kommt hdufig der Fall k= 0 in
Betracht:

Diese Formeln hétten auch schon an friiherer Stelle gebracht
werden konnen, aber es sollte den Periodizitatsbetrachtun-
gen nicht vorgegriffen werden.

2. Die Exponentialfunktion € nimmt ai
keiner angebbaren Stelle im Endlichen die Werte
0 oder oo an. Fur reelle Werte von z wird dieser Satz
bereits in der Differentialrechnung bewiesen; dall er auch
fur komplexe Werte gilt, zeigen wir folgendermaRen: Soll e
reell sein, so mufR nach dem friiher Bewiesenen (§ 53, 1) z
die Form x + kni haben. Es ist dann aber

2= (—1)*e<f.
Da e*an keiner Stelle verschwmdet, so kann auch €2 nirgends
verschwinden. Andererseits ist
e2= e*(cosy + isiny) = e*cosy + iee*siny.
Nun wird keine der Zahlen ex, cosy, siny an einer im End-
lichen liegenden Stelle unendlich grof, also kann auch e2
an keiner Stelle unendlich grof werden.

3. Zu jedem Werte z gehort stets ein und nur ein Wi
von e2. Das Umgekehrte findet jedoch nicht statt; denn ist
etwa 20ein Wert von z, fur den e2 einer vorgeschriebenen
Zahl gleich wird, so folgen daraus wegen der Periodizitat
von e2unendlich viele Werte 20-j- ¢kni, fur die das gleiche
der Fall ist. Ziehen wir daher in der komplexen Ebene zwei
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zu der imaginaren Achse senkrechte Gerade, die den Abstand
2Ti voneinander haben, so nimmt die Funktion ez innerhalb
des von diesen Geraden gebildeten Streifens bereits alle ihre
Werte an.  Sind z1= x1-\-yli und z2= x2-\-y2i zwei
Punkte innerhalb des Streifens, so ist

HA*
. = efi—Fat(yi—vH
g2ty ] v
Nun ist innerhalb des Streifens niemals | —y2\= 2n.
Y
Zu
r
0 JL
Fig. 7.
Sollalso = e%sein, so ist imbedingt xx —x2und yr = y2;

d. h. zL= zt. Innerhalb des Streifens nimmt also c2 jeden
seiner Werte an nur einer Stelle an. Rechnen wir nun die
Punkte der einen Begrenzungslinie mit zu dem Streifen, die
der &ndern nicht, so gilt das eben Bewiesene fiir alle Punkte
des Streifens. Wir nennen einen so definierten Streifen der
komplexen Ebene einen Periodenstreifen der Funktion e*
Wir zeigen nun noch, daB <? auBRer der Zahl 0 jeden beliebig
vorgeschriebenen endlichen Wert wirklich annimmt. Soll
etwa

7*
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e = ex+yi = a = p(cosft + isin &)
sein, so mussen die Gleichungen gelten:

CoSy = qCos &,
? siny —q sin ft.

Sie ergeben e¥= g ®ad y = ft + ~krt.

Nun gibt es sicher einen reellen Wert x, fur den e*der
positiven Zahl o gleich wird; er heilt der natiirliche Loga-
rithmus von g und wird mit log p bezeichnet. Es gibt also
nicht nur einen Wert, der die Gleichung e = a befriedigt,
sondern unendlich viele. Sie sind von der Form

log g + -f 2kni.

Auch auf diesem Wege erkennen wir, daB8 es in jedem Peri-
odenstreifen nur einen Wert gibt, fiir den ez — a wird; denn
die zweiten Koordinaten zweier Wurzeln der Gleichung
e = a sind um mindestens 2rt voneinander verschieden.
Wir kdnnen somit den Satz aufstellen:

Satz 84: Innerhalb eines Periodenstreifens nimmt die
Funktion €2 jeden beliebig vorgeschriebenen Wert an einer
und nur einer Stelle an.

Die Lage eines Periodenstreifens ist vollig beliebig;
um aber in Analogie mit der Grenzbestimmung fir den Arcus
zu bleiben (siehe den Ausdruck log g+ di + 2krti), wollen
wir ihn zwischen den Geradeny = Ound y =+ 2n gelegen
annehmen und nur die Punkte der Geraden y —0 als zu ihm
gehorig betrachten.

Da ez innerhalb eines Periodenstreifens bereits alle seine
Werte und jeden nur einmal annimmt, so bezeichnet man
den Periodenstreifen auch als einen Fundamentalbereich
von e Wir werden sehen, daf fir sin z und cos z die Be-
griffe Periodenstreifen und Fundamentalbereich nicht mehr
zusammenfallen.
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4. Da namlich sinz und cosz die Periode 2n habe
so ist zwar die Breite eines Periodenstreifens ebenfalls
gleich 27r; seine Begrenzungslinien liegen jedoch senkrecht
zur reellen Achse. (Wir rechnen natirlich auch hier nur
eine von diesen mit zum Streifen.) Nehmen wir den Streifen
fir cos z zwischen — n und + n gelegen an, so istcos(—z) =
cos z. Die Funktion cos znimmt also innerhalb des Perioden-
streifens jeden Wert an zwei Stellen an. Es kann dies aber
auch nur an zwei Stellen stattfinden, denn es ist

| e-zi ew+ i,
cosz — 5 = .2e“.'
und der letztere Ausdruck nimmt jeden Wert a nur an héch-
stens zwei Stellen an, da die Gleichung

eine fur é1 quadratische ist, und €2 einen jeden Wert nur
an einer Stelle annimmt.

Es ist also bereits der zwischen den Geraden x = 0und
x = + n liegende Streifen ein Fundamentalbereich von cos z.
Vorausgesetzt ist dabei allerdings, daR wir beide Begren-
zungslinien des Fundamentalbereiches als zu ihm gehorig
annehmen.

Nehmen wir fiir sin z den Periodenstreifen zwischen den
Geraden x = —gund&( = 3—n—au,wobeiwirnurl'c: — %

dem Streifen zurechnen, so laRt sich mit Hilfe der Formeln:
sin(n —z) = sin z

und
gii —. B—zi (&l — J

P = m_.
2« Sie?l
zeigen, daB auch sin z jeden ihm vorgeschriebenen Wert

sinz=
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innerhalb des Streifens an zwei und nur zwei Stellen an-
nimmt. Nun ist

smz=C s (|-9.

sin z nimmt also alle seine Werte in denjenigen Punkten an,
fir die cos”y —sj = cos® —x— iyy bereits alle

seine Werte annimmt. Es ist das der Fall fiir die Punkte

. . . . 7t
eines Streifens mit den Begrenzungslinien x = — - und
u

X = + ~ 7entsprechend ~ —x=n und ~ —x = 0j

Ein solcher Streifenist, die Grenzlinien eingerechnet, als

Fundamentalbereich von sin z anzusehen. Die willkirlich

erscheinende Annahme des Periodenstreifens zwischen

X= —~ und x = + erklart sich daraus, dal wegen
a u

der Benutzung der Formel

sin(7r—z) = sin z

mit z auch (n — z) innerhalb des Periodenstreifens liegen
muB. Wir fassen das Ergebnis zusammen zu dem

Satz 85: Innerhalb eines Periodenstieifens nehmen
die Funktionensin 2und cos 2 jeden ihnen vorgeschriebenen
Wert an zwei und nur zwei Stellen an. Fir sin z liegt ein

n
Fundamentalbereich zwischen den Geraden x = — —und

. n . o
X = -j-—, flr cos 2 zwischen x = 0 und x = n ; dabei sind
u

die Grenzlinien des Fundamentalbereiches diesem zuzu-
rechnen.
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§ 56. Die Ableitungen von sin's, coOS «.

Die Ableitungen von €2,sin 2, cos z ergeben sich durch
gliedweise Differentiation der entsprechenden Reihen (8 41,
Satz 70).

de &

= ey,
cos Z — sin + 7j,

— m.— o.(f+ «).

Es folgen dann leicht die héheren Abl.itungcn als:
dne.¢
dzn ~
dn msinz /I n \ dnecosz ( n
m
dzn

§ 57. Die Funktionen tg« und cotg«
Wie fir reelle Verdnderliche definieren wir tg2 und
cotg2 durch die Gleichungen
_ sing _ cos2

Aus der Definition folgt sofort, dal tgg und cotgg ungerade
Funktionen ihres Argumentes sind, denn es ist

Si ns— 2) sin 2
B2 = Godh)™ T 102
und cotg(— z) = — cotgg.

Wegen der Relation sm22 + cos2g = 1 kénnen sing und
cos2 nicht gleichzeitig verschwinden; es sind also die Null-
punkte von tg2identisch mit denen von sing, die Nullpunkte
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von cotgz mit denen von cosz. Ferner erkennen wir, daB
tgz in den Nullpunkten von cosz unendlich groR wird,
ebenso cotgz in den Nullpunkten von sinz (Satz 25, § 22).
Wir erhalten so die Formelgruppen:

tgfc7T = 0, cotgferr = co,
tg(2fc+ 1)y = oo, cotg(2fc+ 1)j = 0.

Da also tgz und cotgz in gewissen Punkten unendlich grof

werden, so wollen wir im folgenden Argumente, fir die

dieser Fall eintreten kann, von der Betrachtung ausschliefen.
Nach der Definition besteht die Beziehung

tgz ecotgz= I,
welche es gestattet, die eine der beiden Funktionen durch
die andere auszudriicken. Unter Zuhilfenahme des trigono-
metrischen Pythagoras (8 52) erhalten wir

1-ftgz = 1+ cotg2z =

cos2’ sm2z’
Die Summe oder Differenz zweier Tangenten resp Kotan-
genten laRt sich in Form eines Produktes darstellen. Es
ist ndmlich
sinz, sinz, sin(z, + z,)
tgzl+ tgz2= 1+ — = - = .
c0SZJ C€0Sz2  CO0SZj- c0Sz2

Analog ergibt sich

: sin(z, — z,)
tgZi-tgz2=
COS2n C0S22
sin(z2, 45y
tgZ! + tgz2= . .

COtg cotg sinzx,sinz2
S|n(22_ zi)

cotgz, — cotgz, = _.
sinZj smz2

tgz und cotgz sind einfach periodische Funktionen ihres
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Argumentes mit der primitiven Periode n ; denn ist etwa C
eine Periode der Funktion tgz, so ist
sin £
tg(s+ C)-tg* = cos(z+Dco- = °.
was bei. beliebigen Werten von « nur fir £ = kn eintritt.
Andererseits ist
w ir \ sin(g+ kn) (- 1? esinz
cos(« + for) (—I)*eosz
womit der erwéhnte Satz fiir tg2 bewiesen ist. Der Beweis

1aBt sich analog auch fiir cotg« fihren.
In der komplexen Ebene liegt also zwischen den Geraden

x = — ~(einschlieRlich)und x = ~ (ausschlieRlich) ein Peri-

odenstreifen von tgz und cotg«. Dieser ist zugleich ein
Fundamentalbereich; denn in ihm wird jeder den Funktionen
beliebig vorgeschriebene Wert an einer und nur einer Stelle
angenommen. Wir wollen den Beweis nur fur tg« fihren.

Wegen
Bzi Rz en --e ”
sin2= #— —-——-- undcosz = ------ -
2i *
ist
1 1 e» —1
tg2 = i "ezi+ e~*= i exi+ 1'

Wird nun fur tg« der beliebige Wert a vorgeschrieben, so
ergibt sich zunachst zur Bestimmung von «

1— ai
Nunwirde2*an keiner angebbaren Stelle unendlich groB oder
gleich Null, was fiir a = =F » emtreten wiirde, es folgt also:
Die Funktion tg« nimmt an keiner angeb-
baren Stelle die Werte an.
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Abgesehen davon ist es jedoch stets moglich, einen Wert
von z aus der Gleichung fir t2zi zu bestimmen. Da die
Punktion e2i innerhalb ihres Periodenstreifens, der zwischen

X=—~ und x= angenommen werden kann und dann

mit dem von tgz Ubereinstimmt, jeden Wert einmal und
nur einmal annimmt, so gilt das gleiche fur tgz. Wir er-
wéhnen, daf auch cotgz an keiner angebbaren Stelle die
Werte £ i annimmt.
tgz und cotgz haben wie sin2 und eosz ein Additions-
theorem: es ist ndmlich
sinz, cosz2+ c0szxsinz2 tgzx+ tgz2
G 72D 7 coszxcosz2— smzj smz2” 1 — fgzxe{gz2”
Den letzten Ausdruck erhalten wir aus dem vorhergehenden,
indem wir Zahler und Nenner durch cosZjCosz2 dividieren.
Analog erhalten wir
cotcfz | .X cotgz,. cotgz2— 1
0o 1" COtgz2 + COtgZj
~_-9) =
g(1 2 |+ tgzxgz2’
cotgzl-cotg z2+ |
00 ~ 1 COtgz2— COtgZj
Berticksichtigen wir, dal tgz und cotgz die Periode n be-
sitzen, so folgen aus den Additionstheoremen die Formel-

gruppen:
AT+ 2) = + tgz,

cotg(Jen £+ 2) = + cotgz:

tgf(2fe+ 1)[|-%z]

=Fcotgz,

Cotg[(2fc+ 1)y £ * 1= =F tg«.
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SchlieBlich erhalten wir durch Gleichsetzung von z2 und zx
in den Additionstheoremen

fg2z = 2tg2
1—tg2z’
cotgz — 1
cotg2z =
2cotgz

§ 58. Realitdt von tg« und cotg.
Da mit tgz auch cotgz reell ist, so genigt es, die Unter-
suchung fiir tgz durchzufiihren. Es ist allgemein
. tgz + tgyi
tg(z + yi) = 1— tgz tgyi’
Erweitern wir diesen Ausdruck mit 1 -f tgz «tg(t/i), so wird

tgz (1 + tgV) + t e (1+ tgz
tg(®+yi):gz( gVv) gp *( 9%)

1 —tgz* tg2yi
Nun ist
«3 W6
r v+ T+ Bi "
oW = sl'ntn_; _ "8_.____?3_.. ‘
cosyi y2 yil
21 4

Da tg*yi reell ist, so kann der Ausdruck fir tg (z + yi) nur
im Falle y = 0 reell sein, d. h. fir reelle Werte von z.

§ 59. Die Ableitungen von tg« und cotg«.
Es ist
tg(g+ Q —tg« = sin C 1 /857)
£ C cos(z+ Qcosz'

Lassen wir den Bildpunkt von £ sich dem Bildpunkte
von z nahern, so nahert sich der Wert des Differenzen-
quotienten dem Ausdrucke
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1 . sinC 1 . | E£2 c
lim — = ——Ilim 11 —Tn+ rr re
cos2 C cos2 i=o ' 3! 5l cos £
Es ist also
dz cosZz

Dasselbe Ergebnis wiirden wir dureh Differentiation des

Quotienten tgz = erhalten. Analog ergibt sich
c0sz

cotg(z + £)— cotgz _ sin £ - . (s57)
£ £ sin(z+")sinz
Daraus folgt
d t 1 , )
dmeotaz _ r— = — (1 + cotg?z).
dz sin2z

860, Die Entwicklung von tg« in einePotenzreihe.

Es ist
2 /!
smz —3pr gt
te2 = tosz*= ? z2 74
2l iT T

Eine Entwicklung von tgz in eine Potenzreihe kann nur die
ungeraden Potenzen enthalten, denn tgz ist eine ungerade
Funktion; sie wird also die Form haben:

tgz = exz + 323+ cszl +

= z- (cx+ €32+ C5Z4+ ecemm
Nun ist

also
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/ 2 74 \
(<h+ QB2+ 67+ .. )\l — 21+ 4)— + oe°]

s2 4 77
=1~3!+ 5 '7!
Wenden wir das Multiplikationsgesetz zweier Reihen an una
beachten, dal zwei Potenzreihen nur dann Ubereinstimmen
kénnen, wenn die entsprechenden Koeffizienten einander
gleich sind, so erhalten wir zur Bestimmung der Koeffizien-
ten c die Rekursionsfonnein:

C, 1
2! 3!
3 —14 -
2! 41 5!
i Ja 1

2T 6! 1\

Aus ihnen ergeben sich in etwas mihevoller Rechnung

17
G=1 3=3, g 15° c7=w
62 1382
8350 M7 155025
Wir erhalten somit fir tgz die Potenzreihenentwicklung:

17
tgz 2+ -3r23+ T15.2°* 315
62 , | 1382 ;

+ 28352 155925

Eine zweite, fur die Berechnung der Koeffizienten einfachere
Herleitung ergibt sich aus der Tatsache, daB

11+
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detgz
i 1+ tgzz
Ist wiederum
tgz = cxz -1 e3z3+ c5z6+ ©@z7+
so ist
d-dt;gg = c1-f- 3c3z2+ 5c5z4-f 7c7
und

1+ tgz = 14- cf «22+ 2jC3-z4
+ (2ctc6+ c\)ze+ 2(clcd + c3c5)z8
-f (2c1e9 + 2c3c7 + c*)zn +
Die Koeffizientengleichung ergibt die Rekursionsformeln:

N :1
3c3 = cf
506 =2 CgC3

7c7 —2c7c¢5+ c2
9c9 = 2(GCr + c3ch)
11lcll = 2clc9 + 2 c3c7 + ¢l

aus denen sich die Koeffizienten auBerst leicht berechnen

lassen. So ist
r- 1
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Wir erkennen auch sofort, da alle Koeffizienten positiv
sind. Der Konvergenzkreis der Keihe ist der mit dem Ea-

dius;ium den Nullpunkt beschriebene Kreis. (846, Satz 81.)

§ 61. Die Potenzreihe fiir « cotg «.

Fiar die Funktion cotg3 kann keine Potenzreihe aufge-
stellt werden, die in der Umgebung des Nullpunktes kon-
vergiert, da cotg2 fiir 2= 0 unendlich wird; wohl aber kann
dies fiir 2cotg2 geschehen. Auch hier filhren mehrere Wege
zum Ziele: es kdnnen benutzt werden die Formeln

Qacs2 A 1 ~ COtg2
Cotg2a=  , COg2= — , - — = — (1+COtg 2)
sine tg2 dz

u. a. Wir erhalten auf samtliche Arten die Keihe

welche fir |z |< n konvergiert und mit Ausnahme des
ersten nur negative Koeffizienten hat.

Uber den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten
der Reihen fiir tg2,cotg2 und den Bernouillischen Zahlen
siehe Sporer, Niedere Analysis, Sammlung Gdschen
Bd. 53, § 78.

§ 62. Die hyperbolischen Funktionen.

Wenn wir in der Reihe fiir e~ die ungeraden Glieder und
die geraden Glieder fir sich zusammenfassen, so erhalten
wir zwei fir alle endlichen Werte von z unbedingt konver-
gente Reihen. Man nennt die durch sie dargestellten Funk-
tionen aus einem geometrischen Grunde hyperbolische Funk:
tionen von 2. Sie stehen in engem Zusammenhange mit den
trigonometrischen Funktionen sinz und cos2. Wir bezeich-
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nen sie aus diesem Grunde als Sinz und Cos2. (Gelesen sinus
liyperbolicus 2und Cosinus hyperbolicus 2.) lhre Definitions-
gleichungen lauten:

Sinz = 2+ 3j + 5] + --->

22 z4
Cosz=1+ —+ —

und es bestehen zwischen ihnen und sinz, cosz die Beziehun-

gen:
sm )
= Cosz = cos{zt).

Wir definieren ferner die Funktion Tgz (gelesen tangens
hyperbolicus 2) durch

Sin2
gS = (W

so daB
Tg.-JP,

(Fur die hyperbolischen Funktionen werden auch haufig die
Bezeichnungen sinh z, cosh 2, tgh 2 verwendet.)
Mit Hilfe der Gleichungen

Sinz = Sm- , Cosz = cos(zi), Tgz =
s @) T g
kénnen wir aus jeder fir sinz, cosz, tgz geltenden Beziehung
eine solche fir
Sinz, Cosz, Tgz
herleiten. Wir brauchen nur an Stelle der vorkommenden

Argumente ihre mit i multiplizierten Werte zu setzen und
die erwahnten Gleichungen zur Einfithrung der hyperboli-



Die hyperbolischen Funktionen. 113

sehen Funktionen an Stelle der trigonometrischen zu be-
nutzen. Es wird daher genligen, wenn wir die Haupteigen-
schaften der hyperbolischen Funktionen ohne Beweis an-
fihren:

1. Sin(—2) = — Sin 2, Cos(— 2) = Cos(2),
Tg(—2) = — Tg«
2. Sing= — Cosg = ,
Tgs —* 62
e+

3. Cos«— Sinyg = 1.
4, 1—Tg29 = a)|§2<'<
5. Sin(gl + g¢2) = Sing, Cosg2+ Cos«! Sing2,
Cos(2 + @2 = Cos2, Cosg2+ Sin, Sing2,
Sin(2, — g2 = Sing, cos2 — Cosg! Sing2,
Cos(g! — «? = Cosg!Cosg2— Sinzl Sin2,.
6. Sin2g = 2 Sing Cosg.
Cos 2« = Cos2«-f- Sinz= 2Cos2«—1= 2Sing + 1.

7. Sing, + Sin= 2 Sin -1 4~" mCos —2 2z,
Singj — Sing2= 2CosZl Z-+Sin— —
q] 92 ) >

Cosa, -f Cos«2= 2 Cos —4" «C0S — ——,
pS 2 2

. >
Cos«! — Cos«2= 2 Sin " -2—2- Sin — 7

8. Sin« und Cos« sind einfach periodisch mit der primi
tiven Periode 2ni, Tg 2 mit der Periode ni.

Rose, Einleitung in die Funktionentheorie. ﬁ
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9.Tgzl+ Tgz, ?<IL+1E>,

Cos2* Cosz2

Cos2* Cosz2
10. Tg2l+ « - ngTg«T1ggg2,
o= 9T

Tg2g = —2 T
9 g= ng2«
11. Sin(knl) = 0 Cos(forl) = (— N1,
Sin £2fc + 1)~ «ij = (— 1)* «t

Cos [(2fc + 1)~ «ij = 0,

Tg(kni) =

|
o

Tg[(2fc + 1)~- i] = oo.
12. Sin[fern -f-g] = (— 1)*Sin2,
Cos[fcrci + g] = (— I)*Cosg,

Sin[fc7tf — 7] = (— I)*+1Sin2,
Cosffczri— g] = (— 1)*Cos«.

13. Sin |j(2& -f-1)—- i -f-gj = @ 1)1 i « Cosk,
Cos Y2fc+ 1)N i+ gj = (— 1)*-ie+Sing,

Sin*2&+ 1)—i—gj =(—1)kmieCos«,

Cos £(2&; + 1) i—sj = (—1)*+1 i Cos«.
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14. Tg[(<<+!)£.»+;]'AH
Tog[(2i+1)i.,-,1--Aj,
d- Sinz d-Cosz .
5. — = Co0s2,---------;—- = Sinz,
dz
d* 192 - Pyp- L
dz Cos 2
16. Wegen Tgz ——-f-maRt sich Tgz in die Reihe ent-
wickeln :
1 0 17
Tsz = z— — 73+ 25— -—,
0 3 15 315
62 . 1382
2835 155925

n
welche fur |z\< z—konvergiert.

§ 63. Realitatsbetrachtomeen.

1. Fiar reelle Werte von z sind Sinz, Cos2,Tg2 ree
Es sei wieder » statt z gesetzt. Wachst x von — 00 bis 0,
so nimmt Cos» ab von +00 bis 1; wachst x von 0 bis + 00,
so nimmt Cos» zu von 1 bis + 00. Die Relation Cos2 —
Sin2 = 1 lehrt, daB zu unendlich groRen Werten von Cos»
auch unendlich groRe Werte von Sin» gehdren. Anderer-
. . deSin»
seits ist——— = Cos» > 0. Sie nimmt also gleichzeitig

m it» zuvon — 00bis + 00; insbesondere ist Sin0=0. Ausder
8*
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Relation Tg2* = 1 — ~— folgt, dal Tg2* stets positiv und
Cosz2*

kleiner als 1 ist. Andererseits wéachst wegen

d~ = 1 ~Q
dx CosZ
Tg* gleichzeitig mit x; wenn also x von — co bis -fco zu-
nimmt, so wachst Tg* von — 1 bis -f I, nimmt aber diese
Grenzwerte an keiner endlichen Stelle an, weil Cos* an
keiner endlichen Stelle unendlich groR wird.

2. Wir untersuchen nunmehr allgemein, fir welc
Werte des Arguments Sinz, Cosz, Tgz reelle Werte annehmen.
Es laRt sich durch Entwicklung der Ausdriicke

Sin(* -fyi) und Cos(* + yi)
nach den Additionstheoremen (§ 62) leicht zeigen, daR fir
Sinz z die Form x-\-kni, fir Cosz z die Form yi oder
*-f kni haben muR.

Komplizierter lag der Fall bei Tgz. Da die Funktion
Tgz die primitive Periode ni besitzt, so ist sie sicher reell fir
Werte der Form

z = x -\-kni.

Fiir solche nimmt sie indes nur Werte an, die der GroRe nach
zwischen — 1 und -f 1 liegen. Wann nimmt Tgz nun reelle
Werte an, die dem absoluten Werte nach groBer als 1 sind?
Ist a ein solcher Wert, so laRt sich z bestimmen aus der
Gleichung

Aus dieser folgt
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Der Bruch1 jst sicher negativ: wir schreiben ihn in
a

der Form

(8 56, 3)
2z — log | + (@2~ + 1)ni,

Soll also Tg2 reelle Werte annehmen, die dem absoluten
Werte nach groBer als 1 sind, so muB z von der Form sein:

&—x (& 1)—i .

In der Tat ist

eine reelle GroBe. Wir erkennen ferner ohne Schwierigkeit:
7

Bewegt sich der Punkt z auf der Geraden y — 2k + 1) —
u

in positiver Richtung aus dem Unendlichen bis zur imaginéren
Achse, so nimmt Tgz ab von —1 bis — 00; bewegt sich 2 in
positiver Richtung von der imagindren Achse bis ins Unend-
liche, so nimmt Tg2 ab von +00 bis +1.

§ 64. Verhalten im Periodenstreifen.

Aus den Gleichungen Sine = ~ -7 | Cosa = cos(?i),
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Tgz = —/3/2’\ kdénnen wir sofort das Verhalten von Sin2,
0

Cosz, Tgz in ihren Periodenstreifen entnehmen. Wir be-
gniigen nns mit der Anfilhrung der Resultate.
1. Fir die Funktion Cos2ist der Streifen der komplexen
Ebene zwischen den Geraden y = — n (einschlieBlich) und
= -f wc (ausschlieRlich) ein Periodenstreifen; in ihm nimmt
Cosz jeden ihm vorgeschriebenen endlichen Wert an zwei
und nur zwei Stellen an. Ein Fundamentalbereich von Cos2
liegt zwischen den Geraden y = 0 und y = n (die Grenzen
eingeschlossen).
2. Fur die Funktion Sinz ist der Streifen zwischen den

Geraden y — — ~  (einschlieBlich) und y=-V\/2~ (aus-
a

schlieBlich) ein Periodenstreifen; in ihm nimmt Sing jeden
vorgeschriebenen endlichen Wert an zwei und nur zwei
Stehen an. Ein Fundamentalbereich von Sinz liegt zwischen

TC T .
den Geraden y = — —und y = + —(die Grenzen einge-

schlossen).
3. Fur die Funktion Tgz ist der Streifen zwischen den

Geradeny = — Z—(einschlieBIich)und y = "2 (ausschlieBlich)

ein Periodenstreifen und gleichzeitig ein Fundamental-
bereich; in ihm nimmt Tgz jeden beliebigen endlichen Wert
mit Ausnahme von = 1 an einer und nur einer Stelle an.

§ 65. Die Funktion Logarithmus.

Die Gleichung ew = z hat unendlich viele Wurzeln w
(8 55, 3), eine jede von ihnen nennen wir einen Logarithmus
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von z und bezeichnen sie mit Logz. Ist etwa z —r(cos gp+
i sin sp), so ist
w = Logs = logt- + <pi + ‘¢kni,
wo wir unter logr den reellen natiirlichen Logarithmus der
positiven Zahl r verstehen. Logg ist also eine unendlich
vieldeutige Funktion. Von diesen unendlich vielen Werten
greifen wir denjenigen heraus, fir welchen k =0 ist, er ist
gegeben durch
logr + (fi.
Es sei daran erinnert, daf 0 $p < 2n vorausgesetzt ist
(811). Wir wollen untersuchen, ob fir die so definierte
Funktion Logg die fundamentalen Gesetze fiir das Rechnen
mit Logarithmen Giltigkeit behalten.
Ist
zi = »licosg»! + rsinyi]),
z2 = r2(cosSP2+ fsinSP2),

so folgt
= V s e¢[cos(SP2+ SPa) + rsin(SPL+ o).
Daraus entnehmen wir
Log(gi%) = logCrta) + i(cpl + S2) + kni.
Auf logVa) kénnen wir den Satz uUber den Logarithmus
eines Produktes anwenden. Wir erhalten so

Log(gjg2 = logr! + i + logr2+ (p2i + 2kni

= Logg] + Logz2-f 2k'ni.
Wir erkennen also:

Satz 86: Der Logarithmus des Produktes zweier
Zahlen ist gleich der Summe der Hauptwerte der Logarith
men der Faktoren, vermehrt um ein Vielfaches von 2ni.

Gollte etwa gx+ <@ nicht der Hauptwert des Arcus
sein, so wird die Giltigkeit des Satzes, in keiner Weise beein-
trachtigt, da bei einer Zurickfiihrung auf den Hauptwert
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(durch Subtraktion von 2n) héchstens der ohnehin beliebige
Faktor von 2ni sich &ndern wdrde.

Da bei dem Beweise keinerlei VVoraussetzungen tber die
Art der Vielfachheit von 2ni gemacht worden sind, so ergibt
sich, dall wir stets unter den unendlich vielen Werten von
Loggj, Logs2, Log(2j22) solche aussuchen kdnnen, die der
Gleichung geniigen:

Log(Zi2) = LogZi -p Lbgz2
In gleicher Weise kénnen wir zeigen:

Satz 87: Der Logarithmus des Quotienten zweier
Zahlen ist gleich der Differenz der Hauptwerte der Loga-
rithmen von Zahler und Nenner, vermehrt um ein Vielfaches
von 27i.

Auch hier kann eine derartige Wahl der Vielfachen von
2ni getroffen werden, daB die Beziehung bestehen bleibt:

Die Erweiterung der Logarithmengesetze auf den Fall der
n-ten Potenz einer Zahl bietet nunmehr keine Schwierig-
keiten.

§ 66. Die Ableitung von Log«.

Die unendlich vielen Werte des Logarithmus sind ent-
halten in der Form:

w = Log« = logr -p g>i -f- 2hni.

Ist nun sOein bestimmter Wert von z, so sind damit die zwei
Zahlenr = und 9= <g0vollkommen eindeutig bestimmt:
daher ist jeder der unendlich vielen Werte von w eine ein-
deutige Funktion von z. Da also jeder von ihnen eine inverse
Funktion von z = ew darstellt, so folgt allgemein nach Satz
47, § 27:
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d mLoge 1 1 1
dz dz ew z'
dio
Wir erhalten somit:

Satz 88: Jeder der unendlich vielen Werte von Logg
ist eine reguldre Funktion von z.

Ausgenommen ist nur der Wert z = 0, aber fiir diesen
ist Logg Uberhaupt nicht definiert, weil ew an keiner angeb-
baren Stelle den Wert Null annimmt.

Aus Satz 48, § 27 entnehmen wir noch:

Satz 89: Jeder der unendlich vielen Werte von Log2
ist eine stetige Funktion von z.

8§ 67. Reihenentwicklungen fir den Logarithmus.

Der Hauptwert der Funktion j(z) = Logg kann nicht
in eine Potenzreihe entwickelt werden, die nach ganzen posi-
tiven Potenzen von z fortschreitet, weil das konstante Glied,
das doch den Wert /(O) = LogO haben miiBte, in keiner
Weise definiert ist. Wohl aber kann eine solche Entwicklung
fur Log(l -j- 2) aufgestellt werden. Es ist zundchst (Satz 49.

§ 28)
dLog(l+2) dLog(l + z) d(I-f-2) 1
dz d(l + 2) dz 1+ 2'
Der Bruch m 1aBt sich, wenn |z |< 1 ist, in die Reihe
entwickeln: 2
deLog(l+ 2y =1_ g+ 22 g3) g4 _|_" ssiehe g32~
dz

Diese Reihe ist nach Satz 69, § 39 die Ableitung der Potenz-
reihe
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in der Aeinewillkirliche Konstante bedeutet. Fur den
Wert A = 0 (denn Logl = 0) stellt diese Reihe, welehe
gleichfalls flir |z | < 1 konvergiert (Satz 69, §39), die Funk-
tion Log(l + z) dar. Es ist also

Log(l + 2)= z-"z* + Az*x~2 2+ _ . (e|< i)

Die Entwicklung des allgemeinen Wertes von Log(l -j- 2)
lautet:
Log(l + z) = 2kni + 2— ~z2+ s B3— 7 Z4-]----
90l + 2) 522+ §@— 7241
Setzen wir — 2 an Stelle von z, so wird
Log(l —2) =2'kni—z—\z2—523—-z* — ...
0 3 4

Durch Subtraktion beider Reihen erhalten wir

L°s(rzi)= 2kni+ 2(2+ 52

Auch die beiden letzten Reihen konvergieren fir |2|< 1.

§ 68. Die Binomialreihe.
Die Potenzreihe, deren Koeffizienten allgemein die Form
P\
\v,

haben, trdgt den Namen Binomialreihe. Sie lautet aus-
fhhrlicher:

a —

1+ (1) 2+ (2) 2+ (3) B+ mx
Ist p eine positive ganze Zahl, so bricht sie mit dem Gliede
%sz ab und stellt nach dem binomischen Lehrsatze fir

ganze positive Exponenten die p-te Potenz von 1 -f- 2 dar.
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Wenn jedoch p keine positive ganze Zahl bezeichnet, so ist
die Zahl ihrer Glieder unendlich groB. Nun ist

\Y
av —
(9 v+l

] v

i+ 'v
lhn = lim = 1.
av+\ 1

Die Binomialreihe hat also nach Satz 67, § 37 den Konver-
genzradius 1. Insofern durch Angabe von p der Wert der
Reihe fiir ein beliebiges z innerhalb des Konvergenzkreises
eindeutig bestimmt ist, sind wir berechtigt, die Reihe als
komplexe Funktion von p aufzufassen und sie mit F(p) zu
bezeichnen. Es seien nun zwei Binomialreihen

m =i 24 \2/* + +e®

F(a) W
gegeben.

Ihr Produkt F(p). F(q) hat das allgemeine Glied

)@+ (V2 (1) + eoet(i)] oav
pne : : §p+ o\

Es laBt sich zeigen, daB der Faktor von zv gleich v
ist. Der Beweis dafiir soll hier nicht erbracht werden, da
seine exakte Durchfiihrung zuviel Raum beanspruchen
wiirde, eine recht interessante Veranschaulichung findet sich
in dem Buche: Sporer, Niedere Analysis (Sammlung
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Goschen, Band 53, 864). Die Binomialreihe geniigt also der
Funktionalgleichung

F(p)m (@) = F(v+ 7
Sie kann uns daher zur Definition des Ausdrucks (1 + zf
dienen, der fur beliebige Werte von p zunéchst keine Be-
deutung hat. Wir erklaren somit (1 + zf durch

= 1+ Z+Z2+ 23+

2 frA72=(1L+ P l=1—*+ «w—«+... .

(3) Fir die Funktion (1 —z2-1 hat das allgemeine Glied
die Form:
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8§ 69. Die Funktion arc tg2.

Denken wir uns die Zahlen w - u + vi in einer komplexen
Ebene dargestellt, so liegt fur die Funktion z = tgw zwischen den

Geraden u = — ~und u — + " ein Periodenstreifen (8 57). In

seinem Innern nimmt tg vojeden beliebigen Wert s (mit Ausnahme
von £ i) an einer und nur einer Stelle w an. Wir sind daher be-
rechtigt, diesen Wert als eine zu z = tg w inverse Funktion anzu-
sprechen. Aus ihm folgen eine unendliche Zahl anderer, die
samtlich die Form w + hn haben. Ein jeder von ihnen ist gleich-
falls eine inverse Funktion von 2 (§ 27). Die Gesamtzahl aller
Waurzeln w der Gleichung tg w - 2 definiert somit eine unendlich
vieldeutige Funktion von z, die wir mit w = arc tgz (gelesen arcus
tangens 0) bezeichnen.

Fir jeden einzelnen ist nach der Regel fir die Differentiation
einer inversen Funktion (Satz 47, § 27)

iw 1 1 1
dz ~dz —1+t g 1+ a2
dw

Derjenige Wert w von arctgo, der zwischen den Geraden u =
—iL und u — + der komplexen Ebene liegt, heiflt der Haupt-

wert der unendlich vieldeutigen Funktion. Fir ihn ist nach Bei-
spiel 2 des vorigen Paragraphen
d' (arc tg2) 1 M
— Tz OTHT* ~ S+ o”
eine Reihe, die fir |2 | < 1konvergiert. Aus Satz 69, § 39 folgt
demnach fir den Hauptwert von arc tg2 die Darstellung
Sr

6
A+z— - +y —J +

Die Konstante A ist gleich Null, denn der Hauptwert von arc tgO
ist gleich Null. Es folgt somit

. 23 2 27
arctga=2— +y —y + —-ee,

Der allgemeine Wert von arc tga ist nun
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arctgz = iw -fz— + .,

Sémtliche Reihen konvergieren fir |z |< 1.
Zwischen der Funktion arctgz und dem natirlichen Loga-
rithmus besteht eine bemerkenswerte Beziehung. Es ist nach §57
1 gm,—.e—m
tgWw = % gm; g_ms.

Daraus folgt
ezm = 1+ i'tS"
1—¢-tgw*
Nehmen wir auf beiden Seiten den natirlichen Logarithmus, so ist

2iq = Logj- +A~tSW
|tgw

1+ it
to= ﬁ- Log — .
1% 1—|tgw'
Setzen wir tgw = z, also w = arc tgz, so ergibt sich die Relation:
arctga= -1. L-I;J g'll-""\z,I

die gleichfalls die Entwicklung von arctgz in eine Potenzreihe
gestattet (§ 67).

Der innere Grund zu dem Bestehen dieser Beziehung ist darin
zu suchen, daR die Funktionen tgw und Periodenstreifen von
gleicher Breite und paralleler Lage haben.

§ 70. Die Funktion arc sin
Fir die Funktion z = sinw ist der Streifen zwischen den
Geradenit= — und u = + ~ ein Fundamentalbereich; fir

alle Punkte w seines Innern ist w als eine inverse iunktion von
z = sinio zu betrachten. Aus einem Werte w ergeben sich un-
endlich viele der Form w + 2len. Die Wurzeln w der Gleichung
z = sinia bilden in ihrer Gesamtheit eine unendlich vieldeutige
Funktion von z, die wir mit arc sinz bezeichnen. Jeder der un-
endlich vielen Werte von arc sinz ist eine inverse Funktion von
z; der erstgenannte Wert im besonderen heit der Hauptwert
von arc sinz.
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Pir jede Teilfunktion w = arc sin2 ist nach der Regel fur
die Differentiation einer inversen Funktion

i J/l—sin2ti

=t (1—02)-i.
-2z
Das Vorzeichen der Quadratwurzel soll sogleich n&her bestimmt
werden. Es genugt die Durchfuhrung fiir den Hauptwert, da
sin; und costu die Periode 271 haben. Fir reelle Werte w und z

wdchst sinw bestdndig von — 1 bis + 1, wenn W von —  bis
+ ~ zunimmt. Esistalso ~ und auch ~ positiv; die Qua-

dratwurzel ist somit mit dem positiven Zeichen zu nehmen.
Nun ist nach dem vorletzten Paragraphen (Beispiel 3)

1 =(1-z*)~i
Kl
1, 1-3
= +'2" 4+ 2T4 2 4 eee
1.8.5...(2r-1)
" 2-4-6.. .2v +
eine Reihe, die fir js|< 1 konvergiert.

Soll der Hauptwert von arc sinz sich eine Potenzreihe von z
entwickeln lassen, so kann diese nach Satz 74,844 und Satz 69,
§ 39 nur von der Form sein:

, ., 123 ,1-3 >
2 3 2-4 "5 ‘
1-3%6...(2p— 1) zv+i
H 204¢6... 2v 2vTI
Die Konstante A hat den Wert 0, denn der Hauptwert von arc sinO
ist gleich Null. Fir den Hauptwert von arc sing gilt somit die
fur | z| < 1konvergente Potenzreihe:

. 1 z3 1-3 25
arcsinz=z + T . T +27

. (2v—1)  z2*+i

1.3-6.,
2-4-6... 2v "'2K+1+ '*’
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Der allgemeine Wert von arc sin2 ergibt sich hieraus durch Ad-

dition von 2ktz.
Wir bemerken noch, dal sowohl arc sin2 als auch aretg*

in’jedem Punkte, fur den sie definiert sind, reguldre und deshalb
auch stetige Funktionen des komplexen Argumentes z darstellen.

Neben den aus dem Hauptwerto w von arc sinz folgenden
Funktionen w+ 2kn gibt es infolge der Relation

sin(n—w) = sinw
noch eine zweite Gruppe von Umkehrungen der Gleichung
sin«) = 2. Sie sind enthalten in der Form
w = —w+ (2k +1)71.

Fir eine jede von ihnen ist

N - (- Zrr>
so daB auch der zweite Wert der Quadratwurzel von Bedeutung
wird. Der k = 0 entsprechende Wert w' liegt innerhalb des von
den Geradenu = + ~ undu = + -y begrenzten Teiles der

komplexen Ebene; er kann als Hauptwert der Funktionengruppe
W' betrachtet werden.

Anhang.

§ 71. Konforme Abbildung.

Um unsere Betrachtungen zu einem gewissen Abschluf}
zu bringen, wollen wir noch eine Eigenschaft der regularen
Funktionen komplexen Arguments erwéhnen, die in funk-
tionentheoretischen Betrachtungen eine grofRe Bolle spielt.

Nach § 20 verstehen wir unter einer eindeutigen kom-
plexen Funktion w = f(z) von z eine veranderliche Zahl von
der Beschaffenheit, dall zu jedem Werte von z ein und nur
ein Wert von w gehort. Stellen wir die Werte von 2in einer
komplexen Ebene dar, die von w in einer zweiten, so ent-
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spricht jedem Punkte der ersten Ebene ein und nur ein
Punkt der zweiten. Ist insbesondere die komplexe Funktion
eine stetige, so entspricht einem stetigen Linienzuge der
g-Ebene auch ein stetiger Linienzug der w-Ebene. Zur
Kennzeichnung dieses Verhéltnisses pflegt man zu sagen,
die Punkte der g-Ebene seien vermdge der Funktion w = /(*)
auf die w-Ebene abgebildet.

Vor allen komplexen Funktionen zeichnen sich die regu-
laren Funktionen (8 25) beziiglich der durch sie vermittelten
Abbildung durch eine geometrische Eigenschaft aus. Es sei

die reguldare Funktion w = f(z) vorgelegt, ?n ein beliebiger
Punkt der g-Ebene, wOder entsprechende Punkt der w-Ebene.
Ferner seien unendlich nahe an z0zwei Punkte zxund g2an-
genommen. Da w —f(z) eine stetige Funktion von z ist, so
entsprechen den Punkten g, und g2 zwei Punkte und w2
der  Ebene, die wO gleichfalls unendlich benachbart sind.
Bilden wir nunmehr die Verhdltnisse

ei z0 Z0
Kose, Einleitung in die Funktionentheorie. 9
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so sind diese nach der Definition der reguldren Funktion
einander gleich, und zwar gleich dem Werte der Ablei-
tung von /(z) fir z = z0. Es besteht also die Gleichung

wi~~wo _ Wi~ wo

zizn 2 za
die wir, falls f(z0) von Null verschieden ist, in der Form
schreiben kdnnen:

wi~ w0= zi~z0

w2— w0 z2— z0'
Unter Anwendung eines Lehrsatzes ber Proportionen folgt
daraus

Wir fassen die beiden letzten Gleichungen zusammen zu
der fortlaufenden Proportion:
Oi—wW0):02—W0)+s0i— «2)
= {zd -z0):(z2 20 :(z1— 22.
Aus dem Satze Uber den absoluten Wert des Quotienten
zweier Zahlen (Satz 10, § 10) ergibt sich sodann
[ — w0 |: [« —w01:|w, —w31
= 121—20l ;1224—201: 01—22| -
Nun sind die Glieder der linken Seite dargestellt durch die
Strecken wywO0, w2w0, wlw?2, die der rechten durch zi1zu, z2z0.
zxz2. Da also die Seiten des Dreiecks wOwlw2 denen des
Dreiecks zaz1z2 proportional sind, so sind die beiden unend-
lich kleinen Dreiecke einander &hnlich. Insbesondere ist
der Winkel wiwiw2 gleich dem Winkel zxznz2.

Die Abbildung der z-Ebene auf die »«-Ebene, welche
durch die regulare Funktion w = f{z) vermittelt wird, ist
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also von der Beschaffenheit, dal einem unendlich kleinen
Dreieck der z-Ebene ein unendlich kleines Dreieck der
iC-Ebene entspricht, welches dem ersten ahnlich ist, oder
auch, daR zwei Kurven der z-Ebene sich unter demselben
Winkel schneiden wie die entsprechenden Kurven der
/oEbene. Eine solche Abbildung nennt man winkeltreu
oder konform. Es gilt somit der

Satz 90: Die durch die reguldre Funktion w = /(z)
vermittelte Abbildung ist konform.

Aus der Gleichung

folgt
«i— M= ['(z,,) mOi— 2)
und
K —wol = 1/(So) 1- K — Zol-

Aus den beiden Gleichungen ergibt sich:

Satz 91: Der Arcus von /'(z0) gibt an, um welchen
W inkel man eine unendlich kleine von zOausgehende Strecke
der z-Ebene drehen muf, damit sie der Richtung nach mit
der entsprechenden Strecke der w-Ebene zusammenfillt.

Satz 92: Aus der Lange einer unendlich kleinen, vom
Punkte zO ausgehenden Strecke erhdlt man die Lange der
entsprechenden Strecke der «'-Ebene, indem man die erstere
mit dem absoluten Werte von /'(z,,) multipliziert.

Die Konformitat der Abbildung ist nur an denjenigen
Stellen der z-Ebene unterbrochen, fur die f'(z) gleich Null ist

§ 72. Einfache Beispiele konformer Abbildungen.

1. Die Funktion w= z2
Es sei
s = r(cos gp-(- **sin cp).
9*
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Dann ist
« = r2.(cos2q i msin2¢g).

Daraus ersehen wir:

a) Den Punkten eines Halbstrahles, der vom Null-
punkte der ¢-Ebene ausgeht, entsprechen die Punkte eines
vom Nullpunkte der «-Ebene ausgehenden Halbstrahles,
der den doppelten Arcus hat.

b) Den Punkten eines Kreises um den Nullpunkt der
¢-Ebene entsprechen die Punkte eines Kreises um den Null-
punkt der «-Ebene.

Da nach a) zwischen den Halbstrahlen 9= 0 (ein-
schlieRlich) und (p = n (ausschlieRlich) ein Fundamental-

bereich der Funktion

-JUbene w = z- liegt, so folgt:

c) Diejenige Halb-

e ebene der ¢-Ebene,

M T/HT /T77moreer 7 77>9? fur welche die zweite

Koordinate positiv ist,

wird bereits fur sich

allein konform auf die

>7? r JT gesamte «-Ebene abge-

0 bildet. Dasselbe ist mit

Fis- 9- jederdandern Halbebene

der Fall, die von einer

beliebigen durch den Nullpunkt der ;-Ebene gehenden
Geraden begrenzt wird.

2..Die Funktion w =

Fir die Funktion w = e*ist der zwischen den Geraden
y = 0undy=2n gelegene Streifen der ;-Ebene ein Funda-
mentalbereich (§ 55,3); er wird konform auf die ganze
«-Ebene abgebildet (mit Ausnahme des Punktes w = 0,
§ 55, 2).
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Setzen wir
z= X+ yi und w= u+ vi,
S0 ist
W = u+ Vvi= ex+yi = e*(cosy -f-isiny).

Daraus folgt:

u = ex cosy,

v = exsiny.
Durch Elimination von x bezw. y zwischen diesen Gleichun-
gen ergibt sich

usini/—vcosy = 0

und

M+ V= e2*
In geometrischer Deutung heilt das:

x ~E bene

Fif. 10.
Einer Parallelen zur .X-Achse der 2-Ebene entspricht
eine Gerade durch den Nullpunkt der w-Ebene.
Einer Parallelen zur Y-Achse der «-Ebene entspricht
ein Kreis um den Nullpunkt der «’-Ebene.
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3. Die Funktion w = sin«
Die Konformitdt der Abbildung ist fur die Funktion
w = sin« nur an denjenigen Stellen unterbrochen, fur die

— = cos« = 0 ist, d. h. fur
dz

z=X2k + 1)~.
Tt

. ™
Der zwischen den Geraden * = — — und x —+ T
u

liegende Fundamentalbereich  der ¢-Ebene wird durch
w = sin2 konform auf die ganze «j-Ebene abgebildet.

(8 55, 4.)
Setzen wir
z=x+ yi und w —u-f-vi,
so st

w= u+ vi= sin(* -f- yi)
= sin*- cos(?/?i)-|- cos* - sin(yi)
—sin* ¢« Cosy + i mcos* « Sin»/. (8 62.)
Daraus folgt
u = sin* e Cosy,
vV = cos* e Sin?/.
Durch Eliminatio i von * bezw. y zwischen diesen Gleichun-
gen ergibt sich:

(JLV = 1. (862.)
Vam */ Vcos*/
Die geometrische Deutung dieser Gleichungen ist die
folgende:
Den Parallelen zur X-Achse der «-Ebene entsprechen
Ellipsen der ic-Ebene, die wegen Cos2?/— Sin2?/= 1 kon-
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fokal sind. (Die Brennpunkte liegen in den Punkten u =
— 1 und w= + 1 der w-Achse.)

Den Parallelen zur r-Achse der «-Ebene entsprechen
Hyperbeln der w-Ebene, die wegen sin2* + cos2* = 1 kon-
fokal sind. (Die Brennpunkte liegen gleichfalls in den
Punkten u —— 1 und u = + 1 der «-Achse.)

Infolge der Konformitat der Abbildung schneidet jede
Ellipse der einen Schar jede Hyperbel der andern Schar
rechtwinklig. Es kann dies auch unabhéngig davon aus der
Theorie der Kegelschnitte gefolgert werden.

4. Die Funktion w = log«.

Infolge der Mehrdeutigkeit der Funktion Logarithmus
kénnen wir uns auf den Hauptwert beschrdnken. Die Be-
trachtungen von 8 55, 3 lehren uns dann:

Durch den Hauptwert von log« wird die ganze «-Ebene
(auBer « = 0, 855,2) auf den Streifen der w-Ebene konform
abgebildet, der zwischen den Geradenv = Qundv = 2n liegt.















BIBLIOTEKA GLOWNA
Politechniki Slaskiej

47 >06

Druk: Drukarnia Gliwice, ul. Zwyciestwa 27. tel. 230 49 50



