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ANALIZA TRAJEKTORII DYNAMIKI PROCESU PRZEMIESZCZEN
POGORNICZYCH

Streszczenie. Artykut dotyczy analizy trajektorii przemieszczania si¢ punktow osrodka w
rejonie wplywow eksploatacji podziemnej. Oszacowany rozrzut procesu przemieszczen — na
podstawie analiz — wskazuje, ze dokfadno$¢ opisu deterministycznego jest tu istotnie
ograniczona. Stad w pracy podano réwnania opisu quasistochastycznego i przedstawiono
stosowne odwzorowanie ilosciowe konkretnego procesu. Ocena jako$ci odwzorowania —
przez odpowiednie miary — potwierdza dobre pokrycie realnych wynikow (pomiary)
odwzorowaniem quasistochastycznym.

THE ANALYSIS TRAJECTORY OF THE DYNAMICS OF THE POST-
MINING DISLOCATION PROCESS

Summary. The paper concerns the analysis of the dynamics of the points displacement in

area of mining influences. The problem of changes of body configuration caused by
undregound minig influence has been described in the term of goodnes of fit do resluts of
field measurments.
Observations of the real process indicate that the trajectories of points movement are
characterized by the irregularity therefore anlysis has benn characterized by randomness of
the phenomenon.It follows that in general the description of a deterministic process can not be
approximated with any accuracy of measurement results. In this paper the trial of reflection of
analyzed process by stochastic formula has been presented.

1. Wprowadzenie

Proces przemieszczen pogorniczych jest skutkiem obciazen powierzchniowych
1 objetosciowych, wynikajacych z oddzialywania dokonanej lub istniejacej eksploatacji — co
powoduje powstanie wektorowego pola przemieszczen. Formalny opis proceséw fizykalnych
stanowia najczg$cie] rownania rozniczkowe, zawierajace pewne parametry, ktore
charakteryzuja wilasciwosci fizyczne zjawisk 1 otoczenia [4, 8, 10]. Identyfikacja modelu —

wyznaczanie parametrOw — bazuje tu na wynikach pomiaru okreslonego atrybutu procesu.
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Nieuniknione btedy pomiarowe oraz ,losowo$¢” rozwazanych proceséw powoduja, ze
elementy te zazwyczaj nie moga by¢ okreslone przez funkcje f(.), lecz wyrazane sa jako

rodzina funkcji f, (). Stad tez opis wigkszosci procesow realnych prowadzi do zamiany
funkcji f(.) na losowa funkcje £, () [1, 8, 10]. Przy czym parametr @ bywa interpretowany

jako element przestrzeni probabilistycznej. Podobne przeformutowanie czg¢sto obejmuje takze
warunki dodatkowe. Procedura zastgpowania w rownaniach wspolczynnikow elementami
losowymi dotyczy ewolucji czasowej duzej liczby czastek materialnych — rownania
Hamiltona. Stad tez dla konkretnych rozwiazah z reguly wprowadza si¢ zesp6t zmiennych
dynamicznych do uktadu réwnan rézniczkowych, okreslajacych stan uktadu w chwili ¢, gdy

okreslony jest stan uktadu w chwili 7 =1, .

Przedmiotem rozwazan jest problem opisu niestacjonarnego procesu pogorniczych

przemieszczen.

2. Charakterystyka zagadnienia

Przemieszczenia 1 odksztalcenia gorotworu w stanie nieustalonym analizuje si¢ z reguty
na bazie sprzgzenia teorii geometryczno-catkowych z rdwnaniami rézniczkowymi. Przy czym
teorie geometryczno-catkowe explicite nie uwzgledniaja wiasnosci osrodka.

Prace w tej dziedzinie siggaja poczatku XX wieku 1 byly rozpoczgte glownie przez
badaczy niemieckich. W Polsce podstawy do badan stworzylo rownanie podane przez
S. Knothego. Wedlug jego koncepcji, predkos¢ osiadania punktu nad eksploatacja jest
proporcjonalna do rdéznicy migdzy osiadaniem koncowym, jakiemu podlega punkt,
a osiadaniem chwilowym tego punktu:

dw(t)
dt

cw, —w(1)], (M
gdzie:
w(t) — wartos$¢ osiadania w chwili t,
wi — wartos¢ koncowa osiadania,
¢ — wspdlczynnik proporcjonalnosci, zwany wspotczynnikiem czasu.
Rozwiazaniem rownania rozniczkowego (1) przy zalozeniu, ze wyg jest const. (model
dyskretny) dla t — 0, w(t) — 0, jest wzor:
w(t)=w[1-exp(=ct)], )

Podane wyzej wzory daty podstawe wielu polskim badaczom do dalszych badan.



Analiza trajektorii dynamiki. .. 191

3. Trajektorie procesu przemieszczen

Zawarte w artykule rozwazania dotyczy¢ beda granicznego przyblizenia wynikéw opisu
nieustalonego pola przemieszczen na podstawie stosowanych teorii ruchow goérotworu,
wzgledem wynikdw pomiaru. Nie zaklada sig, by graniczne przyblizenie obydwu
odwzorowan stanowilo koherencjg, oczekuje si¢ jedynie, by odpowiednia miara przyblizenia
nie przekraczala ustalonych wielko$ci dopuszczalnych. Implikacja ztamania dopuszczalnej
miary przyblizenia begdzie zdefiniowanie innej formuly odwzorowania analizowanego

procesu.

Niech proces dynamiczny opisuje uktad rownan rézniczkowych I-go rzedu (1).

A

X3

przeksztalcenie

| E—

v

X2

X1

Rys. 1. Ewolucja konfiguracji osrodka w przestrzeni tréjwymiarowej
Fig. 1. Evolution of medium configuration in three-dimensional space

Rownania przemieszczen w stanie nieustalonym:

.
dt

duy
dt
du,

Z:Fé(xlrxzrxy?@) J

=Fi(x,%,,%3,7,) N\

= Fy(x0.X,,X3,7,) > &)

Uklad roéwnan (3) wymaga zdefiniowania operatorow [ F; ] oraz identyfikacji parametrow
v. ., . ldentyfikacje y, przeprowadza si¢ na podstawie pomiarOw trajektorii procesu.

Odpowiednikiem — w pewnym sensie — uktadu rownan (3) jest rownanie (4).

Przeanalizujmy wigc rozwigzanie roOwnania (2):
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‘Z‘:ZZ?‘ :1>0, xeR" (4)
u(0,x)=f(x)

Funkcjg u - [0,00]X R" — Rnazywamy klasycznym rozwiazaniem problemu (4) [11], jesli

spetnia nastgpujace warunki:

1) ujest ciagtaw [0,oo]>< R",

2) uma ciagle pochodne, tzn. 3 w,,u _,u, x,; (i,j=1,.., n), i spetnia rownanie (4)

w zbiorze (0,00 )x R",
3) u<oo.
W teorii rownan rézniczkowych dowodzi sig, ze dla Vf : R — Rciaglej 1 ograniczonej,

problem (4) ma doktadnie jedno rozwiazanie dla >0, x € R" , mamy wigc:

u(t,x)=[I(tx=y)f(yHy, (5)
gdzie:
Fitx)=— ; exp(—itxz) . (6)
(4t )?

Mozna udowodni¢, ze rozwigzanie rownania (4) w formie (5) istnieje 1 jest jednoznaczne.
Jezeli f:R" — Rjest ciagla i ograniczona, to, jak juz zaznaczono, rozwiazanie jest
klasyczne.
Operator r6zniczkowy w rOwnaniu (4) zapiszmy jako:

R < Ca

Ca S )

Po zrézniczkowaniu Ve € R"zachodzi tozsamos$¢:
L(I'(t,x—c))=0, dlat>0 xeR" (7)
Dalej rozniczkujac formalnie (5), mamy:

Lu(t,x):jLF(t,x—y))f(y)dy, dlat>0, xeR" (8)

Rézniczkowanie prowadzi sig tu po czasie ¢ 1 dwukrotnie po zmiennych przestrzennych x; . Po

wykonaniu tych operacji wszystkie sktadniki maja postac:

o) {_ k) } o
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gdzie:
Q — wielomian stopnia co najwyzej I1-go,
a — dodatnia stala,

poniewaz limu(t,x)= f(x)jest niemal jednostajne wzglgdem x. Ponadto, z ciaglosci f

t—0"

wynika ciaglo$¢ rozwiazania w (0, x), |u(t,x) < sup| f| implikuje ciaglo$¢ rozwiazania (5).

Poniewaz trajektorie przemieszczen uzyskane z pomiardw procesu charakteryzuja si¢
wahaniami w otoczeniu warto$ci przecigtnej, sensownie jest wigc analizowaé entropie
rozwiazan roOwnania (4).

Rozwazmy rodzing operatorow {p’ },ZO zdefiniowanych nastegpujaco:

P f(x)=[T(tx=y)f(y)dy

(10)
p'f(x)=f(x)
Operatory p' : L'(R" ) — L'(R" ) sa podwojnie stochastyczne.
Dla f e L'(R")zachodzi:
u(t,)=p'f, t>0. (11)

Zauwazmy, ze jezeli f :R" — R jest ciagla i f <o, to funkcja u(t,x)= p'f(x)jest
potgrupowym rozwiazaniem problemu poczatkowego (4). Dla réwnania (4) istnieje silny
zwiazek pomiedzy rozwiazaniem klasycznym a potgrupowym, a mianowicie:

L =0. (12)

lim suplu(t,.)—u,(t,..)
% 20

Zaleznos¢ (12) wynika z nastgpujacego rozumowania: funkcje ciagle o nosnikach zwartych
tworza zbior gesty w L'(R" ), jezeli f € L'(R" ). Niech (fi) bedzie ciagiem funkcji ciagtych
i ograniczonych — fw normie L' i u,(t,x)=p'f,(x), a operatory p'sa stochastyczne,

zatem:

lu(t,.)—u,(t,.)

p'f-p'f

. SHf_fk

y (13)

.
Dla dalszych rozwazan podane zostanie twierdzenie o wzroscie entropii.

Entropia charakteryzuje losowos¢ wynikoéw przed doswiadczeniem. Entropia
rozwazanego procesu przemieszczen, generowanego roOwnaniem (4), jest rozna od zera, co
oznacza, ze proces posiada wiasnosci procesu losowego. Poniewaz proces przemieszczen
zalezy od czasu 1 warunkow gorniczo-geologicznych (a wigc od parametrow), moze wigc by¢

rozwazny jako proces stochastyczny. Proces u(¢,w )jest funkcja mierzalna, tzn. u(t,w).=¢,
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przy czym ¢ : Q2 — U ; gdzie Q — przestrzen zdarzen, U — przestrzen realizacji o € Q2;
uelU.Proces u(t,w): Tx€Q —>R.
Jezeli proces u(t,w) jest mierzalnym procesem stochastycznym, to na mocy

tw. Fubiniego [11] jest mierzalny jako funkcja ¢ dla prawie wszystkich o € 2, a wigc

realizacje (trajektorie) sa mierzalne.

4. Proba opisu stochastycznego procesu przemieszczen pogorniczych

Rozpatrzmy proces losowy {g” , }

. Opisany nastgpujaco:

¢ =u(t-6E,). (14)

Funkcje u()_c, ;) generuje rOwnanie rézniczkowe (15):

——ZZU +Z(ﬂ—-

u(0,x) = 1y(x) , (15)

gdzie:
o,(.) oraz a,(.) — parametry.
Odniesienie do fizykalnego procesu przemieszczen gorotworu
Uwzgledniajac losowy charakter procesu [8], rownanie trajektorii przemieszczen mozna
zapisa¢ w postaci:

dg”(t) = k[t,C ()] + o]t C(f)]f(f)

C(t=0)=0

Pierwszy czlon w rownaniu (16) stanowi opis deterministyczny, drugi wyraz to

(16)

stochastyczne ujgcie nieregularnosci trajektorii procesu.
Cze$¢ deterministyczng (16), zgodnie [3], przyjmijmy jako rozwiazanie rOwnania
rozniczkowego liniowego (17):

£ =1y (17)
£ (t=0)=0

Z teorii rownan rozniczkowych wiadomo, ze problem (17) posiada jednoznaczne rozwiazanie:

C(x,0)=e” f(, (X)), (18)
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gdzie:
¢ i(x) — asymptotyczna warto$¢ przemieszczenia w chwili 7.
W artykule przyjeto, ze { x () wyznaczana bedzie na podstawie teorii S. Knothego [6]
dla x € R*, mamy wiec:
: 0 T 12 242 1.2
CHEt =D Y Af A [[ exp[=((x' ) +(x* ) )dx'dx> |, (19)
= X'y P
gdzie:
f(ti, A)— funkcja czasu,
D, A p — odpowiednie wspoiczynniki 1 parametry teorii,

P — $lad rzutu pola eksploatacji na ptaszczyzng pozioma.

Model (17) dla dyskretnej realizacji mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

¢ :Z]cj 'Cn—jn &, (20)
gdzie: "
g, — czlon losowy,
¢j — parametry wynikajace z rozwigzania rOwnania wyjScilowego.
Zaleznos¢ (20) jest tu modelem prognozy niestacjonarnego procesu przemieszczen

pogorniczych, wywolanego eksploatacja podziemna.

5. Weryfikacja odwzorowan procesu

Charakterystyka linii obserwacyjnych i eksploatacji podziemnej
Do analizy wybrano dwie linie obserwacyjne (linia nr 1 1 nr 2) znajdujace si¢ na terenie
KWK ,,Bogdanka”. Wymienione linie usytuowane sa nad $cianami zawatowymi nr 0, 1, 2, 3,
znajdujacymi sie¢ w centralnej czesci kopalni (rys. 2), w pokladzie 382/2. Srednia grubo$é
eksploatowanej warstwy wynosi 2,9 m, natomiast $rednia glebokos$¢ eksploatacji wynosi
690 m. Odleglos¢ pomigdzy punktami linii pomiarowych (nr 1 i nr 2) wynosi okoto 10 m.
W wyniku indentyfikacji parametréw teorii S. Knothego dla linii obserwacyjnych
uzyskano nastgpujace wartosci optymalnych parametrow g oraz a:
Linia 1 tgf = 1,65 a=0,94 mW = 38,6 [mm]
Linia 2 tgf = 1,89 a=10,79 mW = 32,6 [mm],
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Rys. 2. Schemat rozwoju eksploatacji podziemnej
Fig. 2. Scheme of development of underground exploitation

Weryfikacja obejmuje:
- porownanie odwzorowan wedhug teorii S. Knothego, wedlug modelu z uwzglednieniem
zaburzen stochastycznych, z wynikami pomiaru,
- przeprowadzenie analizy korelacyjnej pomigdzy wyszczeg6lnionymi zmiennymi,
- test statystyczny t dla zmiennych zaleznych,
- wykresy rozstepu dla parametréw statystycznych,

- histogramy rozkladu odchytek pomigdzy wynikami pomiaru a odwzorowaniami
teoretycznymi.
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Rys. 3. Rozktad przemieszczen poziomych dla optymalnych parametrow teorii O przemieszczen

pionowych
Fig. 3. Distribution of horizontal displacement for optimal parameters of horizontal displacement
theory
Tabela 1
Linia nr 1
Lp. U teor.| Upom. |Umax.| Upom-U [Lp. U teor. | U pom. | U max. | U pom-U
pkt|Nr pkt.| [mm] [mm] [mm] | teor. [mm] [[pkt|Nr pkt. | [mm] [mm] [mm] |teor. [mml]
1| 1210 | 904 904,0 974 0.0 23| 1221 295 473,6 428 178,6
2| 3058 | 900 832,7 973 -67,3 24| 3069 253 342,0 392 89,0
3| 1211 896 908,3 971 12,3 25| 1222 208 396,9 356 188,9
4 | 3059 887 878,4 964 -8,6 26| 3070 163 340,9 323 177,9
5 1212 874 911,8 954 37,8 27| 1223 117 288,1 293 171,1
6 | 3060 | 859 883,1 942 24,1 28| 3071 71 2423 267 171,3
7 | 1213 842 903,2 927 61,2 29| 1224 24 189,8 247 165,8
8 | 3061 822 905,3 909 83,3 30| 3072 -22 144,0 236 166,0
9 | 1214 | 799 893,8 889 94,8 31| 1225 -69 99,2 233 168,2
10| 3062 | 775 881,2 867 106,2 32| 3118 -117 -20,8 241 96,2
11| 1215 747 873,1 842 126,1 33| 1226 -163 13,2 257 176,2
12| 3063 718 868,1 814 150,1 34| 3119 -209 -55,5 281 153,5
13| 1216 | 687 831,8 785 144,8 35| 1227 -255 -71,5 310 177,5
14| 3064 | 654 810,6 755 156,6 36| 3120 -301 -124,2 343 176,8
15| 1217 | 619 769.,4 722 150,4 37| 1228 -348 | -161,0 379 187,0
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cd. tabeli 1
16 | 3065 583 487,2 688 -95,8 38| 3121 -391 -128,7 416 262,3
17| 1218 544 714,8 651 170,8 39| 1229 -435 -242.0 454 193,0
18| 3066 505 677,4 615 172,4 40| 3122 -477 -230,0 492 247,0
19| 1219 467 652,8 581 185,8 41| 1230 -520 -318,8 530 201,2
20 3067 426 585,0 544 159,0 42| 3123 -561 -468,1 568 92,9
21| 1220 383 566,0 504 183,0 43| 1231 -600 -378,6 605 221,4
22 [ 3068 340 480,5 467 140,5 44| 3124 -641 -324,6 645 316,4

Tabela 2
Linia nr 2
U pom- U U U pom-
U teor. | U pom. |U max. U pom.
Nr pkt. Uteor.| Nr | teor. max. U teor.
[mm] [mm] | [mm] [mm]
[mm] | pkt. | [mm] [mm] [mm]
3010 888 888 889 0 3029 | 142 | 249,8 | 146 107,8
3011 855 894,6 856 39,6 | 3030 | 108 | 226,6 | 112 118,6
3012 819 1205,2 | 820 | 386,2 | 3031 76 150,1 | 82 74,1
3013 780 993 781 213 | 3032 43 87,4 51 44 4
3014 739 837.,8 740 98,8 | 3033 10 44,8 29 34,8
3015 699 809,6 701 110,6 | 3034 | -23 |-163,6| 34 -140,6
3016 657 779 658 122 | 3035 | -54 | -769 | 59 -22,9
3017 614 774,7 615 | 160,7 | 3036 | -88 52 91 140
3018 570 774,2 572 204,2 | 3037 | -122 | -96,8 124 25,2
3019 528 710,1 530 | 182,1 | 3038 | -156 |-234,9 | 157 -78,9
3020 484 705 486 221 | 3039 | -191 |-304,1| 191 -113,1
3021 441 631,8 443 | 190,8 | 3040 | -226 |-350,8 | 226 -124,8
3022 399 591,6 401 192,6 | 3103 | -263 |-367,1 | 264 -104,1
3023 361 544 363 183 | 3104 | -303 |-316,3| 303 -13,3
3024 321 467.6 323 | 146.6 | 3105 | -344 |-443.3| 344 -99,3
3025 282 395.9 285 | 113.9 | 3106 | -387 |-720.6 | 387 -333.6
3026 245 393.4 247 | 148.4 | 3107 | -430 |-1148.3| 430 -718.3
3027 209 370.3 212 | 161.3 | 3108 | -475 |-1726.3| 475 -1251.3
3028 177 277.1 180 | 100.1 | 3109 | -520 |-2033.9| 520 -1513.9

Przedstawiony na rysunku 3 rozklad przemieszczen poziomych teoretycznych

,u,(t =cost,x), stanowi odwzorowanie Ugeor Na podstawie odpowiednich rownan teorii [6,7].
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Przy czym optymalne parametry roOwnan wyznaczono na podstawie wynikOw pomiaru
przemieszczen pionowych. Nie przeprowadzono identyfikacji parametréw dla ruchéw

poziomych, gdyz rownania opisujace proces stanowia zamknigta catosc.
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Rys. 4. Rozktad przemieszczenia poziomego U(x, t=const): wyniki pomiaru, wyniki modelowania
Fig. 4. Distribution of horizontal displacement U(x; ¢ = const): survey results, results for model
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Rys. 5. Histogramy odchytek pomigdzy U,om- Upoder 0YaZ Unoder = Useoret
Fig. 5. Histograms of deviation between U,om - Uyoder a0d Upnoder = Useorer
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Rys. 6. Wykres rozstgpu parametrow: $rednia, btad stand. zmiennych Uyom. ; Upoa
Fig. 6. Graph of parameters’ range: average, standard error of variables Uyom ; Upod

Tabela 3
MACIERZ KORELACJI
Zmienna Upom Unodel Uteoret Upom ~Unodel | Umodet = Uteoret
Upom 1 1 0,99 0,19 -0,23
Unodel 1 0,99 0,12 -0,24
Uteoret 1 0,11 -0,36
Upom ~Unodel 1 0,09
Unodet = Useorer 1
gdzie:
Uyom — wyniki pomiaru skltadowej poziomej przemieszczen,
Unoder — wyniki modelowania skladowe] poziomej przemieszczen z uwzglednieniem

losowosci,

Uiore:w —wyniki  modelowania sktadowej poziomej przemieszczen wedlug teorii
S. Knothego.

Test T dla prob zaleznych
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Tabela 4
) Odchylenie
Zmienna Srednia stand. N Roéznice t P
Upom 203,07 396,36 44
Unodel 202,59 394,50 - 0,48 0,105 0,917
Upom - Useoret 18,7 410,19 - 15,93 1,658 0,105
Upom ~Umodel 1a29 24,36 -
Unnodel - Useoret 15,45 52,86 - -14,16 -1,67 0,102

6. Spostrzezenia wynikajace z dokonanej analizy problemu

W artykule przedstawiono analiz¢ dynamiki niestacjonarnego procesu przemieszczen
poziomych punktow linii pomiarowej w rejonie wplywow eksploatacji gorniczej. Wzorzec
sktadowej poziomej gorniczych przemieszczen stanowia tu wyniki pomiaru przemieszczen

punktow w calym przedziale czasu obserwacji {1y, .. ., ¢, }.

Doktadno$¢ opisu niestacjonarnych przemieszczen na bazie odwzorowania
deterministycznego — teoria S. Knothego z uwzglednieniem rozwoju eksploatacji pod-
ziemnej — z reguty nie stanowi akceptowalnego przyblizenia w sensie miary bi¢du Sredniego,

tzn. m,>m,, . Potwierdzenie relacji, ze m, > m, dop (relacji niepozadanej), stanowig

rezultaty oszacowania entropii procesu przemieszczen. Wynikajaca z analizy formalnej
zmienno$¢ entropii procesu stanowi argumentacj¢ odnos$nie stochastycznego charakteru
procesu przemieszczen. Z analizy wynika, ze istnieja silne ograniczenia w zakresie
doktadnosci opisu deterministycznego, dotyczacego procesu stochastycznego.

Podjeto probe zbudowania formuty uwzgledniajacej losowa nieregularno$¢ procesu.
Przyjgto, ze analizowany proces jest zlozeniem skladowej deterministycznej 1 wielkosci
losowej. Wahania wokot wartosci przecigtnej estymowano na podstawie chronologicznie
uporzadkowanego zbioru wynikOw pomiaru przemieszczen, przyporzadkowanego
odpowiedniemu czasowi:

{ui (tg), ui(ty), . . ., ui(ty) } = E {ui(tpr1)| ui(t), ui(ty), . . ., ui(ty) }.

Wyniki numeryczne modelowania dynamiki przemieszczen poziomych, wedhug
zmodyfikowanej formuty w obszarze rozwijajacej si¢ eksploatacji podziemnej, przedstawiono
w postaci wykresOw — charakterystyki jakosciowe opisu sa tu zadawalajace. Rowniez

przeprowadzona statystyczna ocena odwzorowania oraz odpowiednie miary oraz test t
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stanowia podstawg¢ do wnioskowania, ze formula zmodyfikowana (quasilosowa) opisu

w restrykcji do wynikow pomiaru stanowi ich lepsze przyblizenie.

Prace zrealizowano w ramach badan statutowych 11.11.150.007
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Abstract
The paper is concerned with the analysis of the dynamics of the dislocation process
which affects medium points within the area of underground exploitation. The problem of the
estimation of the limiting change that concerns the body configuration under the influence of
the operation of tensile forces has been presented as the criterion of the destruction of the
body (medium) continuity. Moreover, with regard to the fact that the trajectories indicating
the dislocations of the medium points are irregular, the author has analysed the perturbation of
the process characterising the randomness of the given phenomenon. Hence the determinist
description of the process cannot be approximated to the results of the measurement with
arbitrary precision. Therefore the attempt at the description of the given process has been

presented as a stochastic formula.



