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MODELOWANIE TARCIA W UKLADACH MECHANICZNYCH

Streszczenie. Tarcie jest zjawiskiem fizycznym powszechnie wystgpujacym w przyrodzie
1 majacym istotny wptyw na charakter pracy uktadow mechanicznych. W artykule omoéwiono
podstawowe rodzaje tarcia 1 przedstawiono jego podzial. Zaprezentowany zostat najczesciej
wykorzystywany przy modelowaniu tarcia w ukladach mechanicznych model tarcia
Coulomba. Przeanalizowano wplyw predkosci na warto$¢ sity tarcia oraz przej$cie z tarcia
statycznego w kinematyczne. Dla ukladu o jednym stopniu swobody wyznaczony zostat
wplyw wspoifczynnika tarcia wewnetrznego na charakterystyke jego ruchu.

FRICTION MODELLING IN MECHANICAL SYSTEMS

Summary. Friction is a physical phenomenon widespread in nature and having major
influence on the character of mechanical systems’ work. The article describes the basic types
of friction and their classification. The Coulomb friction model most commonly used for
friction modelling in mechanical systems has been presented. The effect of speed on the
friction force values and transition from static to kinematic friction have been investigated.
The effect of internal friction coefficient on its motion’s characteristics has been identified for
a single degree-of-freedom system.

1. Wstep

Tarcie jest zjawiskiem fizycznym powszechnie wystgpujacym w przyrodzie, ktoére musi
by¢ uwzgledniane przy projektowaniu oraz uzytkowaniu maszyn i urzadzen.

Wspodiczesnie badaniem tarcia zajmuje si¢ nauka zwana tribologia (od greckiego tribos —
pociera¢, logos — stowo, mys$l, wiedza). Tarciem zajmowat si¢ juz Leonardo da Vinci.
Wskazywat on, ze tarcie jest wprost proporcjonalne do sity nacisku 1 ze nie jest zalezne od
aktualnej powierzchni kontaktu. W 1699 roku w sposob niezalezny francuski fizyk Amontons
odkryt te prawa ponownie [1]. W 1748 roku Euler jako pierwszy odkryl réznice migdzy
wspolczynnikiem tarcia statycznego i1 dynamicznego (tzw. wspinanie si¢ jednej pitoksztaltne;j
powierzchni na druga) [1].

Pierwszy pelny matematyczny opis zjawiska przedstawil Charles Coulomb w 1785 roku

(tzw. elastyczne odginanie nierownosci potaczone z koncepcja pitoksztattnych nier6wnosci
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Eulera). Odkryt on, Ze tarcie statyczne nie jest stale oraz wskazal na zmienno$¢ tarcia
kinematycznego. Model tarcia Coulomba zostat przedstawiony na rysunku 1. Model ten jest

stosowany w praktyce inzynierskiej do dzis.
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Rys. 1. Model tarcia wg Coulomba
Fig. 1. Coulomb friction model

Wedlug modelu Coulomba sita tarcia jest zalezna od sity nacisku (N) stykajacych si¢ ciat

oraz wspolczynnika tarcia (p):

T=N-pn. (1)

Zaleznos¢ (1) pierwotnie zostala zapisana przez Coulomba w postaci:

T=N-p+A, (2)
gdzie A oznaczalo adhezjg.

Problem adhezji zostal rozwiazany w 1938 roku przez Bowdena i Tabora, ktorzy
opracowali tzw. adhezyjna teorig¢ tarcia [1]. Teoria ta zaklada, ze styk cial nie zachodzi na
powierzchni nominalnej, ale na rzeczywistej. Nierownosci znajdujace si¢ na powierzchni
ulegaja deformacji. W strefie rzeczywistego styku zachodzi silna adhezja, w rezultacie ktorej
pojawiaja si¢ tzw. mostki zwarcia. Sila tarcia potrzebna jest do zerwania kontaktéw
adhezyjnych.

W XX wieku opracowano wiele teorii tarcia. Podstawowe z nich to:

v" Molekularna teoria tarcia (Tomlinson 1929, Deriagin 1933, 1952) [1], ktora zaklada, ze
w wypadku powierzchni gtadkich tarcie zachodzi w obszarze sit migdzyczasteczkowych,
tj. sit pomiedzy powtokami elektronowymi atomow stykajacych sig ciat. Oznacza to, ze
sity przylegania lub przyciagania migdzyczasteczkowego powinny by¢ uwzgledniane w
teoriach tarcia.

v" W adhezyjno-odksztalceniowej (mechanicznej) teorii tarcia (Kragielski 1949, 1957, 1965)

podjgta zostala proba polaczenia oddziatywania mechanicznego tracych cial oraz
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oddziatywania przyciagania molekularnego. Uwzgledniono w niej zard0wno zaczepianie

nieréwnos$ci powierzchni tracych ciat, jak 1 sity adhezyjne spowodowane oddziatywaniem

sit molekularnych. Wzigto rowniez pod uwageg rzeczywista powierzchnig styku.

v Energetyczna teoria tarcia (Kuzniecov 1927, Kostecki 1970) zaklada istnienie bilansu
energetycznego procesOw tarcia zewngtrznego. Zjawiska cieplne, akustyczne i
elektryczne, a takze procesy zuzywania powoduja straty energetyczne. Prace sit tarcia
mozna okresli¢ zatem jako sume sktadowych energetycznych. Wedtug Kosteckicgo praca
tarcia zewngtrznego sklada si¢ z energii przetworzone] na cieplo oraz energii
roZproszone;j.

Uogolniajac te teorie mozna stwierdzi¢, ze z mechanicznego punktu widzenia tarcie
powoduje rozpraszanie energii. W zaleznos$ci od charakteru i1 przeznaczenia konstrukcji lub
mechanizmu jest to zjawisko pozadane lub niepozadane.

W niniejszym opracowaniu przedstawiony zostal podziat tarcia wraz z charakterystyka
podstawowych jego rodzajow. Szerzej zostaly omoOwione tarcie wewngtrzne oraz suche jako
te, ktore mnajczesciej wystgpuja w uktadach mechanicznych. W przypadku tarcia
wewngtrznego przedstawiono analiz¢ wplywu wspotczynnika tego tarcia na charakterystyke
uktadu o jednym stopniu swobody. Do analizy zostat wykorzystany model funkcjonalny
uktadu. Przy analizie tarcia suchego szczegdlna uwage zwrocono na wplyw predkosci

wzglednych stykajacych sig cial na wartos¢ sity tarcia.

2. Rodzaje tarcia

Tarcie, ze wzglgdu na swoéj charakter, mozemy podzieli¢ na tarcie zewngtrzne,
wewngtrzne oraz tarcie konstrukcyjne (rys. 2). Tarcie zewngtrzne, ze wzgledu na wzajemne
przemieszczanie si¢ kontaktujacych si¢ elementdw, dzielimy na statyczne 1 kinematyczne.

W wyniku tarcia wewngtrznego nastgpuje rozproszenie energii mechanicznej, ktore jest
zwiazane z wewngetrzna budowa ciata. Tarcie wewnetrzne jest wynikiem pewnych procesow
zachodzacych w krysztatach danego materialu. W materiatach konstrukcyjnych jest ono
niewielkie (np. w metalach), nieco wigksze wartosci osiaga w drewnie 1 betonie, a duze
w gumie. Wraz ze wzrostem naprgzenia tarcie wewngtrzne rosnie. Tarcie to zostanie

omowione szerzej w punkcie 3. niniejszego opracowania.
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Rys. 2. Podziat tarcia
Fig. 2. Friction classification

Tarcie konstrukcyjne obejmuje rozproszenie energii zachodzace na powierzchni styku
elementéw polaczonych w sposob nieruchomy. Po przytozeniu sit usitujacych przesuna¢ dwa
doci$nigte do siebie ciata rzeczywiste (odksztalcalne) nastgpuje odksztalcenie sprgzyste
pewnych obszarow tych cial. Na obszarach tych wystapia poslizgi (bardzo mate). Wystarczy
to jednak, aby sity tarcia wykonaly na tych obszarach pracg, w wyniku ktorej nastepuje
rozproszenie energii. Taki rodzaj oporow wywotanych tarciem w polfaczeniach nieruchomych
powoduje thumienie drgan zwane thumieniem konstrukcyjnym [3].

Tarcie zewngtrzne wystepuje przy powierzchniowym styku dwoch ciat. W zaleznosci od
predkosci wzglednych stykajacych si¢ cial dzieli si¢ ono na tarcie statyczne 1 tarcie
kinematyczne.

Tarcie kinematyczne zachodzi wowczas, gdy dwa stykajace si¢ ze soba ciala pozostaja
w ruchu wzglednym. Tarcie $lizgowe jest odmiana tarcia kinematycznego 1 wystepuje
wowczas, gdy predkosci obu cial w punktach ich wzajemnego styku sa rozne.

Tarcie suche wystgpuje na stabo smarowanych lub niesmarowanych powierzchniach
stykajacych 1 przemieszczajacych sig ciat. Bardzo czgsto wystepuja ono w rdéznego typu
konstrukcjach, np. w obudowie odrzwiowej wystepuje pomiedzy wspoOlpracujacymi
ksztattownikami ztacza ciernego. Dokladniej zostanie ono omoéwione w punkcie 4.

niniejszego opracowania.
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3. Tarcie wewne¢trzne w ukladach mechanicznych

Przez tarcie wewngtrzne rozumiemy zbior zjawisk zachodzacych w ciatach statych,
powodujacych, ze odksztafcanie ciata jest procesem nieodwracalnym w sensie
energetycznym. Zjawiska powodujace tarcie wewngtrzne sa wykrywalne na podstawie badan
fizycznych. Rozpraszanie energii w procesie odksztalcania jest wynikiem nakladania si¢
roznych czynnikow. Podstawowymi przyczynami wystapienia tarcia wewngtrznego sa:
nieuporzadkowanie atomow w siatce krystalicznej, defekty struktury krystalicznej, wtracenia
obcych atomow, poslizgi na granicach ziaren itp. [4].

Wynika z tego, ze opory tarcia wewnetrznego sa zalezne od wielu czynnikow, takich jak:
temperatura, skifad chemiczny, rodzaj obrobki cieplnej 1 plastycznej, warto$ci 1 rodzaj
naprezen.

Przy modelowaniu zjawisk mechanicznych, w celu uwzglednienia wewngtrznego
rozproszenia energii (dyssypacji), stosuje si¢ elementarny model zwany tlumikiem
wiskotycznym. Jest to tzw. model Newtona (rys. 3).

Wykorzystanie modelu Newtona oraz spr¢zystego modelu Hooke’a (jako modeli
elementarnych) daje mozliwo§¢ budowania uktadow bardziej zlozonych. Modele te sa
wykorzystywane do opisu zjawisk rzeczywistych (np. reologicznych) [2]. Jako przyklady
mozna poda¢ modele Kelvina-Voigta (liniowe ciato lepkosprezyste), Maxwella, Zenera,

Burgersa oraz inne.
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Rys. 3. Oznaczenie i charakterystyka ttumika wiskotycznego
Fig. 3. Viscotic torsion damper’s identification and characteristics

W celu okreslenia wptywu wspotczynnika tarcia wewngtrznego (oporu wewngtrznego) na

charakterystyke uktadu mechanicznego, rozpatrzony zostat uktad o jednym stopniu swobody

(rys. 4).

Ogo6lne réwnanie ruchu uktadu przedstawionego na rysunku 4. ma postac:

my + ky +cy = P,(1), 3)
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gdzie:

m-— masa,

k — wspolczynnik sprezystosci,

¢ — wspolczynniki thumienia wiskotycznego,

P,(t) — obciazenie zewngtrzne.
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Rys. 4. Uktad o jednym stopniu swobody z tarciem wewngtrznym
Fig. 4. Single degree-of-freedom system with internal friction

Na rysunku 5. zostaly przedstawione charakterystyka sity wymuszajacej P(t) oraz
zaleznos$ci wptywu warto$ci wspofczynnika ttumienia wiskotycznego (oporu wiskotycznego)
na charakterystyke ruchu ciata o masie m.
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Rys. 5. Wykresy zaleznosci przemieszczenia i przyspieszenia masy m od czasu ¢ dla réznych wartosci
wspoélczynnika thumienia

Fig. 5. The diagrams of relation between m mass displacement and acceleration and the time ¢ for
different damping coefficient values
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4. Tarcie suche w ukladach mechanicznych

Teoretycznie z tarciem suchym mamy do czynienia wowczas, gdy czyste, nierozdzielone
zadnym ciatem trzecim trace powierzchnie stykaja si¢ bezposrednio ze soba. W technice nie
spotyka si¢ czystej postaci tego tarcia, poniewaz wspOlpracujace ze soba powierzchnie
rzeczywistych elementow maszyn pokryte sa prawie zawsze blonkami tlenkow, czastkami
substancji cieklych lub gazowych. W takich przypadkach mamy do czynienia z tarciem
technicznie suchym (zgodnie z podziatem z rys. 1). Przy modelowaniu zjawisk dynamicznych
stosuje si¢ jednak nazwg tarcia suchego.

Opierajac si¢ na wlasciwosciach fizycznych tarcia, mozna w stosunku do tarcia suchego
stwierdzi¢, ze sita tarcia jest jednoznacznie okreslona wowczas, gdy predkos¢ wzgledna
stykajacych si¢ ciat jest r6zna od zera oraz ze sila tarcia moze osiagnaé rdzne wartosci
z ustalonego przedziatu, gdy predkos¢ wzgledna stykajacych sig ciat jest rowna zeru (rys. 8).

Bardzo istotne znaczenie dla ciat znajdujacych si¢ w ruchu z tarciem ma wigc zaleznos¢
okreslajaca site tarcia w funkcji predkosci przemieszczania si¢ kontaktujacych sig ciat.
Najczesciej w obliczeniach inzynierskich przyjmuje sig, ze zaleznos¢ ta jest stala (prosta 2 na
rysunku 6.). W rzeczywistosci tak nie jest. Badania przeprowadzone przez Stribecka
dowiodly, ze wraz ze wzrostem predkosci wzglednej cial (w zakresie matych predkosci
poslizgu) nastgpuje zmniejszenie sily tarcia. Ma to szczegdlne znaczenie przy inicjacji
ruchow typu stisk-slip [5].

Z matematycznego punktu widzenia tarcie suche jest bardzo cieckawym zagadnieniem ze
wzgledu na nieciaglosci w opisie tego zjawiska. Powoduje to, ze jego rozwigzanie jest

skutkiem roznych przyblizen.

<!

j (1) - krzywa Stribecka

Rys. 6. Krzywa Stribecka
Fig. 6. Stribeck curve
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Na rysunku 7. zostaly przedstawione zalezno$ci sity tarcia od predkosci wzglednej
stykajacych si¢ ciat dla uproszczonego modelu Coulomba (rys. 7a), dla ukfadu
z uwzglednieniem zmiany sily tarcia w zaleznos$ci od predkosci (rys. 7b) oraz dla uktadu

z tarciem wiskotycznym (rys. 7c).
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Rys. 7. Zalezno$¢ sily tarcia od predkosci wzglednej stykajacych sig ciat
Fig. 7. Relation between frictional force and relative velocity of contacting bodies

Przyjmujac Coulombowski model tarcia, mozna przyja¢, ze sita tarcia opisana jest

zalezno$cia:
T=N-p -sign(x), 4

gdzie:
X = v(t)— predkos¢ wzgledna stykajacych sig cial,
W — wspolezynnik tarcia,
N — sita docisku stykajacych sig ciat.

Cecha charakterystyczna funkcji signum jest to, ze nie przyjmuje wartosci dla predkosci
v = 0. Przy tej predkosci mamy do czynienia z tarciem statycznym i1 w tym przypadku sita

tarcia bedzie wigksza od sily tarcia kinematycznego 1 bedzie wynosita:
T,=N-pg . &)
Dla v = 0 sifa tarcia moze przyjmowac wartosci z przedziatu (rys. 7b):
=T, <T <+Tj. (6)

Brak przejscia ze stanu, kiedy predkos¢ wzgledna jest rowna zeru, do stanu, kiedy jest
rozna od zera, stanowi pewien problem przy rozwiazywaniu zagadnienh z wykorzystaniem
tego modelu.

Uwzgledniajac tarcie wiskotyczne, otrzymamy model Coulomba, ktéry bedzie opisany

zaleznoscia (rys. 7c¢):
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T=N-u-sign(x)+cx, (7)
gdzie:
¢ — wspodlczynnik tarcia wiskotycznego.
Generalnie mozemy zapisa¢ rOwnanie opisujace powyzszy model w postaci:
T(Xx)=cx+ N-p-sign(x). (8)

Przedstawiony na rysunku 7c¢ model moze zosta¢ zmodyfikowany przez uwzglednienie
efektu Stribecka. W tym przypadku zalezno$¢ pomigdzy sita tarcia a predkoscia wzgledna
stykajacych sig cial zostata przedstawiona na rysunku 8a. Na wykresie tym oznaczona zostata
predkos¢ v, zwana predkoscia Stribecka. Jest to graniczna wzgledna predko$¢ pomigdzy
mikroposlizgiem a makroposlizgiem.

Przy modelowaniu tarcia efekt nieciaglosci przejscia z tarcia statycznego w kinematyczne

moze zosta¢ uproszczony przez zastosowanie przejscia liniowego (rys. 8b).

a) b)
Ti Ti
Tst T / Tk
\ T st
O -—
Vg Vv T

Rys. 8. Zaleznos¢ silty tarcia od predkosci wzglednej: a) z uwzglednieniem tarcia wiskotycznego
i efektu Stribecka, b) charakterystyka przejscia z tarcia statycznego w kinematyczne
Fig. 8. Relation between frictional force and relative velocity: a) including viscotic friction and the
Stribeck effect, b) characteristic of transition between static friction to kinematic friction

5. Podsumowanie

Modelowanie tarcia w ukladach mechanicznych jest zlozonym procesem. W analizach
tych uktadow nie mozna tego zjawiska pomina¢. Powszechno$¢ wystgpowania tarcia i jego
duzy wpltyw na zachowanie si¢ uktadow mechanicznych wymuszaja uwzgl¢dnianie go przy
modelowaniu pracy tych uktadow.

Z analizy wplywu tarcia wewngtrznego na charakterystyke uktadu mechanicznego

o jednym stopniu swobody wynika, ze wplyw ten jest istotny. Wigksze wartosci
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wspolczynnika tarcia wewngtrznego powoduja wigksze tlumienie uktadu oraz mniejsze
odksztatcenia.

W ukfadach mechanicznych szczegdlne znaczenie maja tarcie suche (lub techniczne
suche), tarcie wewngtrzne oraz tarcie konstrukcyjne. Najczg$ciej stosowany w praktyce
inzynierskiej jest model tarcia Coulomba. Stosujac ten model, nalezy szczeg6lna uwage
zwroci¢ na wpltyw predkosci wzglednej stykajacych sig¢ cial na silg tarcia oraz na przejscie
z tarcia statycznego w kinematyczne.

Przy modelowaniu zjawisk mechanicznych z tarciem suchym (np. modelowanie zsuwow
w zlaczu ciernym obudowy) najbardziej prawidlowe sa modele tarcia przedstawione na
rysunkach 8b 1 9b.

Na podstawie niniejszego opracowania mozna stwierdzi¢, ze tarcie jest zjawiskiem bardzo
zlozonym 1 trudnym do jednoznacznego modelowania.

Niniejsze opracowanie powinno zosta¢ wykorzystane przy modelowaniu uktadow

mechanicznych, w ktorych wystepuje zjawisko tarcia.
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Abstract

Friction is a physical phenomenon widespread in nature and having major influence on the
character of mechanical systems’ work.

The article describes the basic types of friction and their classification. Internal friction in
mechanical systems has been discussed. Its impact was identified based on analysing a single
degree-of-freedom system. Characteristics in the variation of acceleration and displacement

according to the friction coefficient have been identified.
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The effect of speed on the friction force values and transition from static to kinematic
friction have been investigated.

The characteristics of dry friction used for its modelling have also been presented. For
systems with dry friction it is especially crucial to adopt an appropriate characteristic
considering transition from static to kinematic friction.

The Coulomb friction model most commonly used for friction modelling in mechanical

systems has also been presented.



