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Vorwort.

D ie vorliegende Abtheilung der S ta tik  der Baukonstruktionen  
beschäftigt sich m it einer der wichtigsten Anwendungen der Elasti- 
citätslehre; sie stellt sich die A ufgabe, die Formänderungen ebener 
Fachwerke und die Theorie des statisch unbestim mten ebenen F ach
werks m öglichst vollständig darzustellen.

Den A usgangspunkt bildet hierbei das Gesetz der virtuellen Ver
rückungen und der aus diesem gefolgerte, zuerst von M a x w e ll  für 
einen einfachen Sonderfall bewiesene und vom Verfasser erweiterte 
Satz von der G egenseitigkeit der elastischen Form änderungen*), eine 
analytische  Grundlage, die auf den ernten Blick für ein Lehrbuch der 
graphischen  Statik nicht recht geeignet erscheint. —  W er sich aber auf 
das Gebiet der Elasticitätslehre begiebt, ist immer gezwungen, gewisse 
Vorarbeiten durch Kechnung zu erledigen, und angesichts dieser Sach-

*) Ich habe diesen Satz zu Ehren des berühmten englischen Gelehrten den 
M a x w e ll’sehen Satz genannt, mache aber darauf aufmerksam, dass die Ab
handlung von M a x w e ll im Thilosophical Magazine Bd. 27 (1864) S. 294 keines
wegs jene Zurückführung aller Einflusslinien auf Biegungslinien enthält, durch 
welche die Untersuchung der statisch unbestimmten Systeme sich so ausserordent
lich einfach und übersichtlich gestaltet hat. Die in diesem Buche zu diesem 
Zwecke benutzten Gewichte w  habe ich in einer Reihe von in den Jahren 1883 
und 1884 erschienenen Abhandlungen über die wichtigsten Trägersysteme ein
geführt, und die allgemeine Deutung der Einflusslinien der Summen ~S,S0Sap, 
'S £>„ SVp • • • als Biegungslinien gab ich in der Zeitschrift des Hannoverschen 
Archit. u. Ing.-V or. 1885, ohne hinsichtlich der Grössen X  einschränkende Vor
aussetzungen zu machen; schliesslich habe ich in meinem Buche „Die neueren 
Methoden der Festigkeitslehre u .s.w .“ , Leipzig 1886, die allgemeinen Elasticitäts- 
gleichungen

L„ - f  S., — S„, =  S P ,„  8„„ — Xa Saa -  X i  Sjo — Xe 5ca-------
aufgestellt. Ich hebe dies hervor, weil diese Gleichungen öfter benutzt und mit 
der Bemerkung „nach Maxwell“ begleitet worden sind. "Wer sich davon über
zeugen will, dass der vorstehende Einspruch gerechtfertigt ist, möge die kurze 
Arbeit Maxwells nachlesen.



VI Vorwort.

läge Hesse es sich kaum rechtfertigen, ein so vortreffliches Rüstzeug wie 
die neuere analytische Theorie beiseite zu legen und durch um ständ
lichere Hilfsm ittel zu ersetzen. Dem zeichnerischen Verfahren bleibt 
immer noch ein weites Feld: die Auftragung der Verschiebungspläne 
und die Benutzung dieser Liniengebilde zur Herleitung der Einfluss- 
linien und Einflusszahlen, welche auf alle bei der Untersuchung eines 
gegebenen Fachwerks zu stellenden Fragen die bündigste Antwort geben.

Unser Buch ist folgenderm assen gegliedert:
In der Einleitung werden die Grundgesetze der neueren analy

tischen Theorie unter der Voraussetzung hergeleitet, dass für den 
Baustoff eine Proportionalitätsgrenze besteht und die Beanspruchung  
innerhalb dieser Grenze liegt, eine Annahm e, w elche bei den hier 
ausschliesslich in Betracht kommenden Trägern aus Sch weisseisen,' 
Flusseisen und Stahl zulässig ist. Der Verfasser hat sich hierbei 
m öglichster Kürze befleissigt, hofft aber, die Schwierigkeiten, welche 
diese allgem einen Lehren dem Anfänger zu bieten pflegen, durch E in
flechtung von leicht zu überschauenden Sonderfällen gehoben zu haben.

Der I. Abschnitt lehrt in den §§ 1 —  4 die verschiedenen  
Darstellungsweisen der Knotenpunktsverschiebungen ebener Fachwerke 
und zwar in erster Linie die zeichnerischen Verfahren, nebenbei aber 
auch den in vielen Fällen einfacheren rechnerischen W eg. Dieser 
wichtigste Theil des Buches ist besonders ausführlich behandelt 
worden; es wurden auch schwierigere Aufgaben mit Zuhilfenahme der 
Kinem atik behandelt. § 5 enthält sodann als Fortsetzung der Ein
leitung eine Reihe von Aufgaben über das statisch unbestimmte F ach
werk und zeigt, dass sich die Ermittelung der statisch nicht be
stimmbaren Grössen stets mit Hilfe von einfachen Verschiebungs
plänen durchführen lässt und dass der vorgetragene Lehrstoff selbst 
bei Behandlung verwickelterer Fälle nicht im Stiche lässt.

D am it ist die Theorie des ebenen Fachwerks abgeschlossen. Der 
II. Abschnitt enthält lediglich Anwendungen; es werden die w ich
tigsten statisch unbestimmten Träger ausführlicher betrachtet, zuerst 
der Zweigelenkbogen, sodann die versteiften Stabbögen, der beider
seits eingespannte B ogen , der Balken auf mehreren Stützen, ver
schiedene seltenere Anordnungen statisch unbestimmter Balken-, 
Bogen- und Kettenbrücken und die m ehrtheiligen Fachwerkbalken. 
Dieser für den praktischen Ingenieur bestimmte Theil des Buches 
hat in der neuen Auflage erhebliche Erweiterungen erfahren. Den



Vorwort. V I I

Schluss der reichhaltigen Aufgabensam m lung bildet die Untersuchung  
eines viertheiligen, dreifach statisch unbestim mten Netzwerks; sie ist 
besonders wichtig, da Träger dieser Art für zerlegbare Brücken ge
wisse Vorzüge besitzen. Hier galt e s , nicht allein durch Vorführung 
einer strengen Untersuchung die im I. Bande vorgetragene bequeme 
angenäherte Berechnung zu prüfen und zu bestätigen, sondern auch 
falsche Ansichten zu bekämpfen, die neuerdings auf diesem Gebiete 
laut geworden sind.

A lle Untersuchungen des II. Abschnitts sind als Beispiele zur 
Erläuterung der allgem einen Theorie aufgefasst worden, ein Verfahren, 
welches der Verfasser in  seinen Vorträgen an der hiesigen technischen  
Hochschule als vortheilhaft erkannt hat und welches die Bewältigung  
dieses wichtigen Lehrstoffs ohne grossen Zeitaufwand gestattet. Der 
Lernende hat in der That nur nöth ig, ein einziges schwierigeres B ei
spiel sorgfältig durchzuarbeiten, um sich volle Sicherheit auf dem  
ganzen Gebiete zu erwerben. D ass diese auf die Beherrschung der 
allgem einen Gesetze hinzielende Vortragsweise seitens des Studirenden  
anfangs etwas m ehr geistige Anstrengung verlangt als die Beschrän
kung auf die einfachsten Sonderfalle, von denen jeder von Grund aus 
entwickelt wird, ist selbstverständlich. Dafür bietet sie aber auch mehr 
als eine Gebrauchsanweisung für die Behandlung leichter Aufgaben.

B e r l in  im .Juni 1902.

H. Müller-Breslau.
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Berichtiguugen zu Band LI, Abth. 1.

Seite 8, Zeile 1 v. o. lies § 34 statt § 38.
8, Zeile 3 v. u. hinter Band I. ist einzuschalten: (2. Auflage.)

19, Zeile 4 v. u. lies X = 0  statt X — O.
31, Zeile 1 v. u. lies (32) statt (20).
43, Zeile 7 v. u. lies s*a tt +  '(,■
46, Zeile 1 v. u. lies 2 J~QclS —  J  f  ( . . . . )  d V  anstatt

S/«?e7S =  / (  ) d V .

47. Zeile 10 bis 12 lies rZya, =  —• d x x statt =  —  xx-
(x Cr

d Yy == dxy  statt — Ty.

dy„ —  ~ d x .  statt =  ^ t . . .
G Cr

53, Zeile 1 v. o. lies Atti della academia delle scienze statt Atti delle Scienzi. 
59, Zeile 1 v. o. lies empfiehlt statt empfliehlt.
64. Zeile 1 v. u. lies § 41 statt § 42.
69, Fig. 45 ist der doppelt eingekreiste Punkt 0  nicht 0 , der Punkt rechts 

daneben ist r ,  nicht r.
74, Zeile 13 v. u. lies Abschnitt X III statt Abschnitt XIV.
80, Zoile 11 v. u. lies (13 ■ w) statt 13 w).
85, Zeile 6 v. o. lies Abschnitt X III  statt Abschnitt XIV.
91, Fig. 62 a lies s, (a,) statt s(u ,).
91, Fig. 62 b oben lies C' statt C\.

103, Zeile 18 v. u. lies: (Seite 95) statt Seite 95).
109, Fig. 91 b lies — p.6 und -f- m  statt pi0 vmd p.,.
110, Fig. 93 b lies — p9 und — p7 statt p.„ und p7.
119, lies Fig. 105 statt Fig. 106.
121, Zeile 12 v. u. lies § 33 statt § 20.
127, Zeile 2 v. o. lies § 45 und § 46 statt § 46 und § 47.
127, Zeile 5 v. o. lies Anfang statt Anhang.
127, Zeile 6 v. o. lies § 46 statt § 47.
127, Zeile 10 v. u. lies 10000 \ ’u  — — 577 statt == — 555.
142. Zoile 17 v. o. lies A  =  A 0 — A 'X . B  =  B „ — B ‘ X  statt

A  =  A 0 —  Ä  X \  B  =  B„ — B 'X '.
161, Zeile 5 v. o. lies ( V I I )  statt ( I '  I I ') .
163. Zeile 21 v. o. lies Xd —  — 1 statt X b =  — 1.
169, Zeile 1 v. o. lies G 'L J '  statt G 'L 'J '.
173, Zeile 1 v. u. lies u. s. w. statt u. s.
176, Zeile 9 v. u. lies § 30, S. 242 statt § 35.
177, Zeile 3 v. u. lies § 34 und 38 statt § 35 und 39.
182, Zeile 11 v. o. lies § 40 statt § 41.
192 u. 193. Die Literaturangaben unter 9, 10, 11 und 15 beziehen sich

auf die in der neuen Auflage im Bd. I , Abschnitt X III enthaltene
kinematische Untersuchung des statisch bestimmten Fachwerks.

209, Zeile 16 v. o. lies 410 F 0 statt 420 F 0.
225, Zeile 5 v. o. Die Worte: „nach Band I, Anhang“ sind zu streichen.
256, Zeile 1 v. u. lies p  • l  statt p  ■ y.
301, Zeile 17 v. o. lies 1/,,,"== x ,„; Mm'" =  ijm statt

=  Mm'" =  ,Jm .



IX

Seite 301, Zeile 8 v. u. lies X '  ■■ II 3* statt X '  = p 2  w
11 302, Zeile 10 v,. 0. lies 176 statt 175.

302. Zeile 16 v. 0. lies Füllungsstäben statt Füllung;slinien.
11 304, Zeile 5 v. 0. lies Fig. 308 statt 1*'ig. 207.
11 313, Zeile 14 v. 0,. lies an a.,, a3 . . .  statt a3, <r3
11 331, Zeile 9 v. 0. lies h'm -.1 —  Jtm-1 — 0,30 statt h'. h,
11 349, Zeile 8 v. 0.

O1! 90 X ist zu streichen.
11 349, Zeile 16 v . 0., 0 ist zu streichen.

11 353, Zeile 1 v. u.
it

lies f . 
0

k r l  i 
2

: 0.30.

^ ( l  +  oO-2
367, Zeile 5 v. o. lies Wk statt wh.
398. Die Gleichungen auf den Zeilen 14, 17, 21 und 22, 26 erhalten die

die Nummern 29 bis 32.
399. Die Gleichungen auf den Zeilen 3 und 5 erhalten die Nummern 33 

und 34.
399, Fig. 377 lies L 'r und U’r statt L ’ und
415, Zeile 6 v. o. fehlt hinter der Formel fü r Xb die Formel

X„

X  X  X  X “
425, Zeile 4 v. o. lies =  j  -  statt  ---------— .

448, Fig. 420 im Felde m  bis m -j- 4 lies (A «) statt [A «]. 
457, Fig. 422 fehlen bei der 0,-Linie folgende Jfafszahlen:

unter Punkt 4 {1 0,2o
O HO, 125)

” ” ö \  0,13
io i ( + 0 ,0 9 )

" \ 0.00.

Nachträgliche Berichtigungen zu Band I.

(7
Seite 97, Zeile 7 und S v. unten lies J n =  J  +  F r*  — 2 j —

^  —  r*) r* — . 16 *3 ^
4 1 ' " 3 - 5 - 7

117, Zeile 18 v. u. lies Fig. 108 statt 107.
119, Zeile 15 v. o. lies D E  statt CE.
123, Fig. 115 muss P., bis an den Polstrahl I I I  gehen statt bis zur Schluss

linie s.
130, Zeile 1 v. u. lies m ax Qp statt m vxQ v.

t  V jj
142, Zeile 5 v. u. lies y  =  y 3 +  (y t  — y„ ) y  =  y3 y  +  • y  statt

. r > 5 , S'"y — ys +  (y* — y%) y  =  y* x  +  v* y -



Seite 143, Zeile 10 v. u. lies ( a b ' )  statt (a b ) .
., 144, Zeile 14 v. u. lies (?3 statt P 3.
,, 144, Zeile 13 v. u. lies C G I)' statt C G D .
„ 190, Zeile 3 v. u. lies M ok statt Mk-
„ 191, Zeile 8 v. u. lies E 'D B ' statt E ’D B .
„ 203, Zeile 1 v. o. lies c, statt &,.
,, 211, Zeile 17 v. o. lies C statt c.
„ 222, Zeile 12 v. u. lies No. 132 statt 133.

„ 248, Zeile 15 v. u. lies Cp +  D„ statt Cp —  D s.

„ 259, Zeile 17 v. u. lies dritte statt zweite.
„ 267, Fig. 255 muss das Mals ,r3 bis zur Senkrechten durch Punkt 3 statt

durch den Punkt 2 gehen.
l> g t

„ 275, Zeile 13 v. o. lies Konst. =  — statt =  .

„ 288, Zeile 11 v. o. lies Fig. 282 und 283 statt Fig. 290 und 291.
„ 301, Zeile 7 v. o. lies Fig. 300 statt Fig. 295.
„ 310, Zeile 12 v. o. lies No. 85 statt No. 84.
,, 344, Zoilo 2 v. u. lies Versehen statt Verfahren.

,, 401, Fig. 402(d) lies statt -/™-.
O O

„ 444, Zeile 6 v. o. lies unbekannten statt unbekannten.
„ 444, lauten die beiden ersten Gleichungen (8):

r  =  Yo +  Y ä  Y.. +  Y (  Zb +  Yc' Z c +  . . . . +  Y„: Z,„ =  0
Y "  —  Y “ +  Y ä ’ Z a +  Yb" Zb +  Y C  Z c + ...........+  F,„" Z m =  0
(IV  statt Yc und Y c"  statt Y„".

,, 462, Fig. 457 fehlen die punktierten Linien 6' 7' und (6') (!')■
,, 477, Fig. 469 lies '3 anstatt P.
„ 478, Zeile 7 v. o. lies (9) statt (2).
„  481, Zeile 3 v. u. lies w  statt m .

„ 488, Fig. 481 muss das Mafs von der Senkrechten durch 2 bis zur Senk
rechten durch B x  statt x  lieissen.

„ 494, Zeile 1 v. o. lies (IV), statt (IV,).
„ 502, Fig. 499(a) lies 6 ' und 9 ' statt 6 und 9; ferner ist die unterste

sehraff. Fläche mit (d) statt (b) zu bezeichnen.
„ 503, Zeile 3 v. u. lies Fig. 499d statt Fig. 499c.
„ 505, Fig. 500 c lies — U3 statt — 17,.
,. 520, Zeile 1 und 9 von oben lies vierteilig statt zweiteilig.
„ 520, Zeile 4 v. o. lies Fig. 512 statt 513.
„ 534, Zeile 4 v. o. und Zeile 19 v. o. lies 227 statt 225.
„ 535, Zeile 2 v. u. lies 227 statt 225.
„ 555, Zeile 9 v. o. lies 220 statt 209.

Tafel II, Fig. 197 a sind die Pfeile von V, umzukehren.
,, II, Fig. 197 b ist die oberste Last P  statt 2 P.
„ IV, lies Seite 309 statt 380.

„ V, Fig. 345 ist das von Punkt C ausgehende Mafs nicht ~ .A A
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E in le i tu n g

Grundgesetze der Theorie der elastischen 
Träger.

A. Das Fachwerk.

a. Voraussetzungen und Erklärungen. Elasticitätsbedingungen. Gesetz von der 

Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen.

1. —  Wird ein aus elastischen Stäben gebildetes und auf elasti
schen Stützen ruhendes Fachwerk der Einwirkung von äusseren Kräften 
und Temperaturänderungen ausgesetzt, so erfährt es vor Eintritt des 
Gleichgewichts, dessen schliesslichesZustandekommen vorausgesetzt werden 
möge, im Allgemeinen eine Formveränderung. Die Verschiebungen, 
welche die Knotenpunkte dabei erfahren, bezeichnet man als elastische, 
sobald sie nur eine Folge der Dehnbarkeit der Stäbe und der Elasti- 
cität der Widerlager sind. Ihre Werthe sind meistens so klein, dass 
es zulässig ist, sie als verschwindende Grössen zu behandeln und bei 
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen sämmtliche Kräfte in den 
für starre Stäbe und Stützen gültigen Lagen zu denken.

Die folgenden Untersuchungen sind an die Annahme ganz allmäh
lich wachsender Kräfte gebunden, setzen also voraus, dass der Gleich
gewichtszustand eintritt, ohne dass Schwingungen entstehen. Sie be
schäftigen sich m it ebenen und räumlichen Fachwerken, beschränken sich 
aber auf den Fall sehr kleiner und nur elastischer Formänderungen. 
Ihr erstes Ziel ist die Herleitung von allgemeinen Beziehungen zwischen 
den Aenderungen der Stablängen und den Verschiebungen der Knoten
punkte —  Beziehungen, die nicht allein die Bestimmung der Gestalt 
des verschobenen Fachwerks möglich machen, sondern auch die Grund
lage für die Ermittelung der Spannkräfte und Stutzenwiderstände der
jenigen statisch unbestimmten Fachwerke bilden werden, welche sich 
durch Beseitigung von Stäben oder Anflagerbedingungen in statisch be
stimmte und ausschliesslich elastischen Formänderungen unterworfene 
Stabgebilde verwandeln lassen.

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische S tatik  II. 1. \



2 Eiuleituug.

2 . —  Es wird zunächst angenommen, dass die äusseren Kräfte 
nur in den Knotenpunkten angreifen, mithin sämmtliche Stäbe aus
schliesslich auf Zug oder auf Druck beansprucht werden. Die Gewichte 
der Stäbe sind hierbei auf die Knotenpunkte vertheilt zu denken. Alle 
gegebenen äusseren Kräfte werden Lasten genannt, zur Unterscheidung 
derselben von den an den Auflagern hervorgerufenen Widerständen. 
Eine Last werden wir allgemein mit P  bezeichnen, hingegen den Buch
staben Q anwenden, wenn es dahingestellt sein soll, ob die damit ge
meinte äussere Kraft eine Last oder ein Stützenwiderstand ist. Yor 
Einwirkung der äusseren Kräfte und der Temperaturänderungen seien 
sämmtliche Stäbe spannungslos.

Es wird vorausgesetzt, dass für den Baustoff eine Proportionalitäts
grenze besteht und die Beanspruchung innerhalb dieser Grenze liegt, 
eine Annahme, welche bei den hier ausschliesslich in Betracht kom
menden Trägern aus Schweisseisen, Plusseisen und Stahl zulässig ist. 
Bedeutet dann

S  die Spannkraft in irgend einem Stabe, 
s die anfängliche Länge dieses Stabes,
As die Strecke, um welche s zunimmt (sie ist negativ, sobald sich 

der Stab verkürzt),
As
—  das Verlängerungsverhältnis des Stabes,

F  den Querschnitt des prismatisch vorausgesetzten Stabes,
E  die für alle Punkte des Stabes gleich gross angenommene Elasti- 

citätsziffer (auch Elasticitätskoüfficient oder Elasticitätsmodul ge
nannt),

t die für alle Punkte des Stabes gleiche l ’emperaturerhöhung, 
s das einer Temperaturerhöhung um 1 ° Cels. entsprechende Ver

längerungsverhältnis,
s

c —  —  die im Stabe hervorgerufene Spannung —  positiv, sobald

der Stab gezogen wird, so ist
As a S  .

( 1) —  —  — 4 -  e t —  “I-  * l'
w  s E  ‘ E F

As o —|— e,Et
Schreibt m a n —  = ------—----- , so erkennt man, dass die Temperatur-

s E
erhöhung denselben Einfluss auf As besitzt, wie eine Zunahme der
Spannung um s.E t, ein Gesetz, von dem wir später öfter Gebrauch
machen wollen. Man darf im Mittel annehmen 

für Schweisseisen E =  2 0 0 0 0 0 0
„ Flusseisen E =  2 1 5 0 0 0 0



Elasticitätsbedingung. 3

für Stahldraht £  —  2150 000  
„ Flussstahl £ =  2 2 0 0 0 0 0  „
„ Stahlguss £ = 2 1 5 0 0 0 0  „

ferner für
Sehweisseisen Elusseisen Stahl

3 =  0 ,0 0 0 0 1 2 1 , 0 ,0 0 0 0 1 1 8 , 0 ,0 0 0 0 1 2 4
s £ =  24%„„. s £  =  25 % cm s £  =  27% cm

=  240 %m =  250 =  270
3. —  Ein räumliches Fachwerk sei auf ein rechtwinkliges Koordi

natensystem a;, y, z bezogen, i und k seien irgend zwei durch einen Stab 
von der Länge s,k verbundene Knotenpunkte. Die Koordinaten (x ,y ,z ,), 
O i yk zk) derselben mögen infolge der Formänderung des Fachwerks 
um (Aa:, A?/, Az t), (Axk Ai/,. A%) zunehmen. Dann bestehen die Gleichungen:
(2) s«.2 =  (xk —  x t) 2 - f  (y„ —  y,)2 +  O i —  z,)2 und
(3) 0 ,i +  Astt.)2 =  [O i +  Aa*) —  0 , + Az,)]2 [Oi - f  Ayi)— (y, - f  Ay,)] 2

+  [ 0 * + —  0 ,  +  Az,)]2 
=  [(z* —  +  (Aa*— Aa;,)]2-f- [(?/*— y , ) - f  (Ayi— Aa;,)]2

+  [O i— z,) +  ( A * i - A y ,)]2 
und man erhält, wenn man (2) von (3) abzieht:

(4) 2 s,* As.i -)- As 2,i  =  2 O i —  «;) (Aa* —  Aa-,) +  0 %  —  Aa:,)2
+  2 0/i —  y,) (Ayi —  Ay,) +  (Ayt —  Ay,)2
+  2 O i —  2,) (Aa,. —  Az,) +  (Azk —  As,)2.

Werden nun die Werthe Ax, Ay, Az, As so klein vorausgesetzt, 
dass es zulässig ist, die kleinen Grössen zweiter Ordnung gegen die
jenigen der ersten Ordnung zu vernachlässigen, so geht (4) über in

(5) 2 s ,i As,i =  2 O i —  *,) (Aa;* —  Aa:,) -)- 2 (i/i —  y,) (Ayk —  Ay,)
+  2 Oi —  O  (Az* —  Az,), 

d. i. in eine Gleichung, welche man auch erhalten kann, indem man 
die Gleichung (2) differentiirt und das Dififerentialzeichen d  durch das 
Zeichen A ersetzt; sie ist nur dann streng richtig, wenn die Ax, Ay, 
Az, As unendlich klein sind.

Bedeuten a lk, ßik, y,* die Winkel, welche 
die Richtung des Stabes s,k mit den Richtungen 
der Achsen x, y, z  einschliesst, so ist: 
xk —  x, =  s ,i  cos a , i ; yk — y, =  s,k cos ß,*;

z* — Zi =  s , i  cos y ,i 
(vergl. Fig. 1, welche sich auf ein ebenes Fach
werk bezieht) und es kann deshalb (5) um
geformt werden in
( 6) As,* =  (Aa* —  Aa-,) cos a ,i  +  (Ay,. —  Ay,) cos ß,i

-f- (Az* —  Aa,) cos Ta,
*



4 Einleitung.

oder mit Rücksicht auf Gleichung ( 1) in:

(7 ) p ' — - +  s.-i <«*«,* =  (Aa-i —  Ax’() cos <xK. -f- (Ay* —  Ay,) cos ßu.
¡'■‘ik ‘\k

+  (A^. —  Az,-) cos y.-,.-.
Wir nennen die Gleichung (7) eine Elaslicitätsbeduigung. Ist die 

Anzahl der Fachwerkstii.be =  r, so lassen sich r  Elasticitätsbedingungen 
aufstellen.

4 . —  Die Aufgabe der Theorie des Fachwerks besteht in der Er
m ittelung der Stützenwiderstände und Spannkräfte, sowie in der Auf
suchung der Gestalt des verschobenen Fachwerks. Der letztere Theil 
dieser Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, sobald die Seitenver
schiebungen \ x ,  Ay, Az sämmtlicher Knotenpunkte bekannt sind.

Als gegeben wollen wir ausser den auf das Fachwerk wirkenden 
Lasten P  und den Temperaturänderungen t vorläufig auch die Ver
schiebungen der Stützpunkte annehmen, denn diese können meistens 
nur geschätzt oder durch Beobachtung bestimmt werden; sie lassen sich 
in den seltensten Fällen durch die auf die Widerlager wirkenden Kräfte 
und die Temperaturänderungen der Stützen ausdrücken, da wichtige 
Ursachen jener Verschiebungen, wie das Nachgeben des Baugrundes 
und die Formänderung der Mauerwerkkörper, bislang noch sehr wenig 
erforscht sind.

W ir setzen zunächst voraus, dass an den Auflagerstellen keine Rei
bungswiderstände auftreten und unterscheiden dann drei Arten von 
Stützung:

a) Der Stützpunkt w wird auf einer Fläche geführt. Der Stützen
widerstand wirkt rechtwinklig zu der in io an jene Fläche gelegten 
Berührungsebene; seine Richtung ist gegeben, seine Grösse wird ge
sucht. Bei ruhendem Widerlager ist die Verschiebung von to in der 
Richtung des Auflagerdruckes =  0; im Gegenfalle möge dieselbe einen 
durch die Beobachtung gefundenen, gegebenen Werth annehmen.

b) Der Stützpunkt w wird auf einer Linie geführt; er kann sich
in der Richtung der in w an jene Linie gelegten Tangente frei be
wegen. Der in w angreifeude Auflagerdruck liegt in der zur Tangente 
rechtwinkligen Ebene und muss durch Angabe zweier Seitenkräfte be
stimmt werden. Bei ruhendem Widerlager sind die in die Richtungen 
dieser Seitenkräfte fallenden Seitenverschiebungen des Punktes w  gleich 
Null. Giebfc das Widerlager nach, so mögen jene Verschiebungen ge
gebene, durch Beobachtung gefundene Werthe besitzen.

c) Kann sich ein Stützpunkt w  nach keiner Richtung hin frei be
wegen, so ist zur Bestimmung des an demselben angreifenden Wider-
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Standes die Angabe von drei Seitenkräften erforderlich,- und diesen 
Kräften stehen bei nachgebendem Widerlager drei beobachtete Seiten
verschiebungen gegenüber.

W ie also die Stützung eines Punktes w  immer beschaffen sein mag —  
stets ist die Anzahl der an dem Auflager auftretenden unbekannten 
äusseren Kräfte ebenso gross wie die Anzahl der gegebenen Seitenver
schiebungen, welche letztere die Auflagerbedingungen genannt werden 
sollen.

Die Anzahl der Knotenpunkte sei —  k , diejenige der Stäbe =  r. 
Für jeden Knotenpunkt lassen sich drei Gleichgewichtsbedingungen auf
stellen. Bedeuten nämlich Qxm, Qym, Qzm die den Achsen x , y , z  pa
rallelen Seitenkräfte der in irgend einem Knotenpunkte ni angreifenden 
äusseren Kraft Q„„ ferner S lt S2, . . . Sp die Spannkräfte in den von m 
ausgehenden Stäben und a.i , a 2, . . . ar , ß1; ßä, . . . ßj;, Yj, Ys> • ■ • Tp 
die Neigungswinkel der Stabachsen gegen die Achsen x , y , z ,  so
muss sein:

(S)

Qlm -f- N S  cos a  =  0
i

Qym "j“  ^  COS ß  =  0
1 
r

Qzm -)- IS S  cos y =  0.
i

Im Ganzen stehen beim räumlichen Fachwerk zur Verfügung:
3 k  Gleichgewichtsbedingungen,
r  Elasticitätsbedingungen von der Art der Gleichung (7), 
a Auflagerbedingungen, 

und diese Gleichungen enthalten als Unbekannte: 
r  Spannkräfte S,
a nach bestimmten Richtungen wirkende Stützenwiderstände, 

3& Seitenverschiebungen A #, Ay , A z  von k Knotenpunkten. 
(Beim ebenen Fach werk tritt 2 k an die Stelle von 3 k).

Die Anzahl der Unbekannten ist also ebenso gross wie die Anzahl 
der Gleichungen. Letztere sind durchweg vom ersten Grade; sie lassen 
sich eindeutig auflösen, sobald ihre Nennerdeterminante einen von Null 
verschiedenen Werth besitzt —  was hier vorausgesetzt werden soll. Eine 
nähere Untersuchung dieser Nennerdeterminante ist überflüssig, weil später 
ein anderer, viel einfacherer W eg zur Lösung der gestellten Aufgabe 
eingeschlagen und aus der vorstehenden Untersuchung nur gefolgert 
werden soll,

dass sich die Spannkräfte S, ferner die nach bestimmten Itich- 
tungen wirkenden Stiitzenwiderstände C und die Seitenverschie-
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bangen A:c, A g, A z  darstellen lassen als lineare Funktionen der 
den Koordinatenachsen parallelen Seitenkräfte F1, P2 , Fs . . . 
der Lasten, der Aenderungen tXj t2 , t3 . . . der anfänglichen 
Stabtemperaturen und der nach bestimmten Richtungen erfol
genden Verschiebungen 8wl, 5„2, 8„ 3, . . . der Stützpunkte w.

Ftir jede der zu suchenden Unbekannten, die wir allgemein mit Z  
bezeichnen wollen, ergiebt sich hiernach ein Ausdruck von der Form ’-

(9) Z  =  y.x P , -j- y-2 P 2 +  x3 P3 -f- . . .
+  Pi h  ~f~ P-a h  +  H-3 *3 +  • • •
+  '•’l +  '̂ 2 2 V3 ^“>3

wobei x, (i, v Werthe sind, welche von den Abmessungen und Rich
tungen der Stiibe, den Werthen E  und s, den Koordinaten x, y, z  der 
Knotenpunkte und von der Art der Stützung des Fachwerks abhängen, 
nicht aber von den Grössen P, t, 8„.

Ist insbesondere die Anzahl der Stube und der Auflagerkrtifte zu
sammen =  3 k für das rliumliche und =  2 k für das ebene Fach werk, 
und besitzt die Nennerdeterminante der Gleichgewichtsbedingungen einen 
von Null verschiedenen Werth, so ist es möglich, sämmtliche S  und C 
mit Hilfe dieser Gleichungen (oder mittels anderer bequemerer Ver
fahren, die für das ebene Fach werk im ersten Bande m itgetheilt worden 
sind und für das räumliche im dritten Bande folgen -werden) als lineare 
Funktionen der Lasten P  darzustellen; sie sind dann unabhängig von 
den t und 5„, und das Fachwerk ist ein statisch bestimmtes.

5 . —  Wird ein Fachwerk durch bestimmte Lasten P  beansprucht, 
bestimmten Temperaturänderungen unter
worfen, und erleiden die Stützpunkte be
stimmte Verschiebungen, so sagen wir: 
das Fachwerk w ird von bestimmten Ursachen 
P , t ,  §„ angegriffen, und sprechen dann 
kurz von einer bestimmten Angriffsweise des 
Fachwerks.

Erfolgt die Stützung stets in denselben 
Punkten und in jedem dieser Punkte immer 
auf dieselbe Art, so nennen wir das Fach
werk ein solches von unveränderlicher Stiits- 
ungsart.

Beispiele fü r veränderliche Stützungsart bieten die Figuren 2 bis 4. An 
dem in Fig. 2 abgebildeten Auflager eines ebenen Fachwerks wirken einer Ver
schiebung des Stützpunktes in der Richtung des Pfeiles 1 zwei W iderstände V  
und U  entgegen, einer Verschiebung in der Richtung 3 nur ein W iderstand V, 
einer solchen in der Richtung 3 nur ein W iderstand II. während sich der Punkt 
w in der Richtung 4 frei bewegen kann.



Veränderliche Stützungsart und Gliederung. 7

D er Fachwerkbalken in Fig. 3 wird hei geringer Belastung der Aussen- 
felder nu r in zwei Punkten gestützt und ist dann statisch bestimmt. Infolge kleiner 
Senkungen der Knden kann er in einen auf vier Stützen ruhenden, mithin zwei
fach statisch unbestimmten Balken über
gehen.

Eine mit der Angriffsweise verän
derliche A rt der Stützung kann auch 
durch grössero Reibungswiderstände ver
ursacht werden. Erhält z. B. der in Fig. 3.
Fig. 4 dargestellte ebene Träger links 
ein festes und rechts ein bewegliches 
Auilager, und ist der an dem letz
teren auftretende Reibungswider
stand gross genug, um eine Bewe
gung des Stützpunktes zu hindern, 
so ist der Träger statisch unbe
stimmt (Bogen mit zwei Gelenken).
Sonst ist er statisch bestimmt, und 
es darf dann der in der Auilager- 
bahn wirkende "Widerstand C =  f  B  Fig. 4.
angenommen werden, wo f  die Rei-
bungsziifer und B  den zur Aullagerbahn rechtwinkligen "Widerstand bedeutet. 
Der Sinn von C ist entgegengesetzt dem Sinne der Verschiebung des Stütz
punktes 1V.

Lässt sich ein Fachwerk in Theile zerlegen, welche im Falle un
elastischer Stäbe starr wären, und ist die gegenseitige Stützung dieser 
Theile von unveränderlicher Art, sind ferner sämmtliche Stäbe wider
standsfähig gegen Zug und Druck, so bezeichnen wir das Fachwerk 
als ein solches von unveränderlicher Gliederung.

Ein Beispiel von veränderlicher Glie
derung in Folge wechselnder A rt der gegen
seitigen Stützung einzelner Theile zeigt Fig. 5.
Dieselbe stellt zwei durch ein Gelenk G ver
bundene gegliederte Scheiben eines ebenen 
Fachwerfe dar. Die Scheiben sind so ge
form t, dass sie sich in Folge einer sehr 
kleinen, im Sinne der beigefügten Pfeile 
erfolgenden Drehung in den Punkten m be
rühren, während sie bei E in tritt einer ent
gegengesetzten Drehung nur in G aufeinander wirken. Im zweiten Falle sind 
die beiden Punkte m  als zwei verschiedene Knoten zu behandeln, und es er
geben sich fü r dieselben vier Gleichgewichtsbedingungen. Anderenfalls bilden 
sie einen einzigen Knotenpunkt, fü r den sich nur zwei Gleichgewichtsbedingungen 
aufstellen lassen.

Eine veränderliche Gliederung liegt auch vor, wenn das Fachwerk Stäbe 
besitzt, die nur nach einer Richtung widerstandsfähig sind, die also aus Seilen 
oder K etten bestehen und deshalb nur Zugkräfte aufnehmen können, oder die 
sich mit kalbcylindriscken Endflächen gegen die in den Knoten angeordneten 
Gelenkbolzen stützen und in Folge dessen nur W iderstand gegen Druck leisten.
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Das wichtigste Beispiel hierfür ist der im ersten Bande (§ 38) dieses 
Buches untersuchte Fachwerkbalken mit Gcgendiagonalen. Die früher für 
diesen Träger aufgestollte Theorie ist durch die Bemerkung zu vervollstän
digen, dass zuweilen in allen oder einzelnen Feldern beide Diagonalen gleich
zeitig gespannt werden, und der Träger in Folge dessen statisch unbestimmt 
w ird , dass aber die genaueren W erthe der Spannklüfte von den früher an
gegebenen stets sehr wenig abweichen und die schärfere Berechnung deshalb 
unterbleiben darf.

Ein anderes Beispiel führt die Fig. 6 vor. Das hier abgebildete ebene
Fachwerk ist im Allgemeinen fünf
fach statisch unbestimmt, weil es 36 
Knotenpunkte und 74 Stäbe besitzt, 
mithin die Anzahl der Stäbe um D 
grösser ist als die Zahl 2 . 36— 3 =  69, 
wo 3 =  Anzahl der au den W ider
lagern auftretenden Unbekannten*). 
Sind die Stäbe 1 bis 9 nur im Stande. 
Zugkräfte zu übertragen, und wird 
das Fachwerk so beansprucht, dass 

Fig. 6. die Stäbe 2 und 3 spannungslos wer
den, so ist es für die fragliche An

griffsweise nur dreifach statisch unbestimmt. W erden auch noch 5, 7, 8 
spaunungslos, so treten 1, 4, 6, 9 ebenfalls ausser Thätigkeit (weil sonst Gleich
gewicht an den Knoten c und f  nicht möglich ist) und das Fachwerk geht in 
ein statisch bestimmtes über.

Die Untersuchung von Fach werken mit veränderlicher Gliederung 
und Stützungsart kann grossen Schwierigkeiten begegnen, da es häufig 
nicht möglich ist, von vornherein die bei einer bestimmten Angriffs
weise in Thätigkeit tretenden einseitig widerstehenden Stäbe zu be
zeichnen und die augenblickliche Art der gegenseitigen Stützung ein
zelner Theile des Fachwerks, sowie die Art der Stützung durch die 
Widerlager anzugeben, so dass man vielfach auf den W eg des Versuchs 
angewiesen ist.

6 . —  Bei einem Fachwerke von unveränderlicher Gliederung und 
Stützungsart sind die Zahlen k , r ,  a  (vergl. S. 5), ferner die in 
der Gleichung (9) auftretenden Werthe x, ¡4, v unabhängig von der 
Angriffsweise. Wirken auf das Fachwerk einmal die Ursachen, P ', t , h',c) 
hierauf die Ursachen P", t", 5",„, und entspricht den ersteren der 
Werth Z ' der gesuchten Unbekannten, den letzteren der Werth Z " , 
so folgt aus den linearen Beziehungen (9), für den von den Ursachen 
P ', t', b'„, P ”, t", 5",„ hervorgerufene Werth Z  die Gleichung
    z = z '  z".

*) Man darf den Träger auch als ein Gebilde betrachten, welches aus 
einer statisch bestimmten gegliederten Scheibe und 9 Stäben (1 bis 9) besteht. 
Dann erhält man nach Seite 230, Band 1: 2 (g1 -j- 2g" -j- 3g"  +  ..)  +  »• +  « 
=  2 . 0  +  9 +  3 =  12, ferner 3s +  2k — 3 .1  +  2 . 2 =  7. W egen 12 — 7 = 5  
ist der Träger fünffach statisch unbestimmt.
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Es ist also bei der Bestimmung der Spannkräfte S , sowie der nach 
bestimmten Richtungen wirkenden Auflagerkräfte und der nach be
stimmten Richtungen gebildeten Seitenverschiebungen der Knoten
punkte zulässig die Einflüsse der einzelnen auf das Eachwerk wirkenden 
Ursachen getrennt zu ermitteln und schliesslich zusammen zu zählen 
—  ein sehr wichtiges Gesetz, welches in der Folge das Gesetz von 
der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen genannt werden soll. 
Dasselbe g ilt nur für Fachwerke von unveränderlicher Gliederung und 
Stützungsart.

Hat man aber bei Untersuchung eines in bestimmter Weise ange
griffenen Fachwerks mit einseitig widerstehenden Stäben die wirkungs
losen Stäbe ausgeschieden, so darf man auf das übrig bleibende Stab
gebilde das eben bewiesene Gesetz anwenden. Hierbei dürfen die 
Einflüsse der einzelnen Ursachen auf die Spannkraft S  eines nur gegen

jün ick } widerstandsfähigen Stabes |p cjsUtdv'j" aus â^en- Bedingung ist

nur, dass sich für die Summe S  sämmtlicher Beiträge ein

Werth ergiebt. Auch wenn die Stützungsart veränderlich ist, darf 
jenes Gesetz —  falls eine bestimmte Angriffsweise vorliegt —  ange
wendet werden. Es ist dann zunächst die Art der augenblicklichen 
Stützung zu ermitteln, und diese Stützungsart muss der Berechnung 
sämmtlicher einzelnen Wirkungen zu Grunde gelegt werden. Dies gilt 
sowohl für die Stützung durch die Widerlager, als auch für die gegen
seitige Stützung einzelner Theile des Fachwerks.

b. Gesetz der virtuellen Verschiebungen. Arbeitsgleichungen. Clapeyron’sches Gesetz.

7. —  Um zu einer sehr einfachen und fruchtbaren Beziehung 
zwischen den Aenderungen As der Stablängen und den von denselben 
Ursachen herrührenden Verschiebungen der Fach werksknoten zu gelangen, 
multipliciren wir die auf Seite 3 abgeleitete Gleichung 
A-s«. =  (Aa-t —  Aj;,) cos a,* -f- (Agk —  Ayt) cos ß,* +  (Az* —  Az,) cos y,* 
mit einer Spannkraft, welche im Stabe i— k durch irgend einen nur 
gedachten Belastungszustand des Fachwerks erzeugt sein möge, und die 
zur Unterscheidung von der wirklichen Spannkraft Sa- mit Sik bezeichnet 
werden soll. Hierauf stellen wir eine ähnliche Gleichung für jeden 
Stab auf, addiren alle diese Gleichungen und erhalten:

2S,*As,* =  2  [S'a (Az* —  Ax,) cos a,* +  Sa. (Ay* —  A//,) cos ß*

-f- Sa, (Az* —  Az,) cos y,*],



10 Einleitung.

Kg. 7.

wofür auch geschrieben werden darf:
(10) SS'aAsa. =  — 2  [($* COS OCa.Aar, - f  Sa  cos ßfl,. Ay l +  Sik cos y ik As.)

+  (S'i-i cos a*,Aa;* +  ¿K co s  ßw A//t cos Yw Az*)], 
denn es ist cos a*( =  —  cos a tt, cos ßw 
=  —  cos ß,*, cos Y« =  —  cos Yü, hin
gegen #*, —  Sa . Man vergleiche die auf 
ein ebenes Fachwerk sich beziehende 

'-ak i  Figur 7 , in welcher die S  als Kräfte 
aufgefasst worden sind, welche an den 
Knotenpunkten angreifen, also den weg
genommenen Stab ik  ersetzen.

 *j> Das Bildungsgesetz der rechten
Seite der Gleichung (10) lässt sich wie 
folgt aussprechen: Man zerlege die in i 

wirkende Kraft Sik in die den Achsen x ,  y , z ,  parallelen Seiten
kräfte Sik cos a ik, S ik cos ß,*, <S',* cos ~{ik, multiplicire diese Kräfte der 
Reihe nach mit den Seitenverschiebungen Az,-, Ayt, Az{ ihres Angriffs
punktes i, verfahre in gleicher Weise m it sümmtlichen Kräften S  und addire 
alle diese Produkte. Ordnet man nun die so erhaltene Summe nach den 
Knotenpunkten und bezeichnet die Ordnungsziffer eines beliebigen 
Knotens m it m , so gelangt man (wenn man auf der linken Seite den 
jetzt entbehrlichen Zeiger ik  fortlässt) zu der Gleichung
(11) 2KAS =  —  2 (A xJ% mS  cos a  Ay ml2mS  cos ß -f- AzmS,„Sr cos y), 
in welcher sich die Summen 2 m<S cos a ,  2 mS cos ß, 2,„S' cos Y über alle
in m angreifenden Spannkräfte S  erstrecken.

Die äusseren Kräfte des pedac/iienBelastungszustandes sollen, damitsie 
von den in Wirklichkeit auftretenden äusseren Kräften Q„, unterschieden 
werden, m it Qm bezeichnet werden; sie mögen mit den Achsen x, y, z  
die W inkel einschliessen. Hinsichtlich der K räfte  Q und S
wird nur vorausgesetzt, dass sie miteinander im Gleicligeicichte sind. Für 
den Knotenpunkt m erhält man die Bedingungen: 

i Q„, cos -f- 2 ,„S1 cos a  =  0
( 12) Q„, cos V - f  ^ mS_cos ß —  0

| Qm cos cos Y —  0.
und es lässt sich nun ( 11) umformen in:

2  Qm (Axm eos£,„ +  Aym cos i\m +  Azm cos ?„,) =  2S A s.
Diese Gleichung kann man aber noch kürzer fassen, wenn man 

beachtet, dass die Projection 5,„ der wirklichen Verschiebung mm des 
Knoten m auf die Richtung der gedachten Kraft Qm durch die Formel 

6m — AarMcosSM-j-Ai/„,cosv)„, -j- Az m cos
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bestimmt ist. Es ergiebt sich dann die Gleichung:
(13) 2 Q j> m =  2 S b s ,  

in welche die Verschiebung S,„ als positive oder negative Grösse ein
zuführen ist, je nachdem sie denselben oder den entgegengesetzten Sinn 
hat wie die Kraft Qm.

Das Produkt Q„,hm lässt sich als diejenige mechanische Arbeit 
deuten, welche die Kraft Q„ verrichtet, wenn ihr Angriffspunkt in im 
Sinne von Qm um die Strecke 8,„ verschoben wird. Um nun auszu
drücken, dass diese Verschiebung durch Ursachen erzeugt wild, welche 
von den Kräften Q ganz unabhängig sind, bezeichnet man 5,„ als eine 
virtuelle Verschiebung des Angriffspunktes m dev K ra ft Q,„ und nennt 
das Produkt Ç,„8m die virtuelle Arbeit der K ra ft Qm. Ebenso bezeichnet 
man den Ausdruck (—  Sikhs,f) als die virtuelle Arbeit der beiden in 
den Knotenpunkten i und k  angrei'fenden, gegen einander gerichteten 
Kräfte Sik (Fig. 7) und As,x. als die gegenseitige virtuelle Verschiebung 
ihrer Angriffspunkte.

Die Gleichung
2 Ç A ,  —  SSA s =  0 

drückt demnach den unter dem Namen 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
(oder besser: Gesetz der virtuellen Verschie
bungen) bekannten Satz aus:

Die Summe der virtuellen Arbeiten
sämmtlicher in den Knotenpunkten an
greifenden äusseren und inneren K räfte  
Q und S  ist im Falle einer verschwin
dend kleinen Formveränderung des Fach
werks gleich Null.

Dieser Satz ist zuerst von Mohr zur Berechnung desFachwerksbenutzt worden.
Man nennt auch das Produkt (-}- £ ftAslX) die virtuelle Formände

rungsarbeit des durch die beiden Kräfte Sik beanspruchten Stabes slX
und den Ausdruck SGAs die virtuelle Formänderungsarbeit des Fachwerks. 
Die Gleichung (13) sagt also aus: dass die virtuelle Arbeit der äusseren 
K räfte ebenso gross ist wie die virtuelle Formänderungsarbeit des Fachwerks.

Die Anwendung dieses Gesetzes auf den wirklichen Belastungs
zustand und den wirklichen Formänderungszustand liefert die Gleichung: 

(14) N(?m5w = S S A s ,
in welcher jetzt 5,„ die Projektion des wirklichen Weges des Knotens m 
auf die Richtung von Qm bedeutet.

Wir werden die Gleichungen (13) und (14) auch als Arbeitsbe
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dingungen oder Arbeitsgleichungen bezeichnen und z. B. die am häufigsten 
benutzte Gleichung (13) kurz die Arbeitsgleichung fü r  den Belastungs
zustand (Q) nennen, wobei wir daun stillschweigend voraussetzen, dass 
es sich um den wirklichen Verschiebungszustand handelt.

8 . —  Für die Folge ist es wichtig, die von den äusseren Kräften 
Q verrichtete mechanische Arbeit A  zu bestimmen, und zwar für den 
Fall, dass das anfangs spannungslose Fach werk keinen Temperatur
änderungen unterworfen wird.

Die äusseren und inneren Kräfte wachsen allmählich von N ull bis 
zu ihren Endwerthen Q und S  an. Sind Qxl Sx gleichzeitige Zwischen- 
werthe dieser Kräfte, und nehmen in dem Augenblicke, in welchem die 
Qx und Sx wirken, die Verschiebungen 5 und As um ¿5 und d  (As) 
zu, so ist nach (13):

2 & d 5  =  NS^JAs, 
und diese Gleichung gilt für jedes-der unendlich kleinen Zeittheilelien, 
in welche sich die ganze Bewegungsdauer zerlegen lässt. Hieraus folgt

aber ( mit A.s =  — =') :
V E F s

Q s

( 1 5 )  2  I Q J b  =  2  j s xd A s =  2  j  =  y  2  S A « .

■ o o
Da nun nach (14)

4- 2 S A s  =  J- 2<?,„5

ist, so erhält man für die gesuchte Arbeit A =  2  j  Qxdb den Ausdruck:

o

(16) /1= 4-2(J„ ,5„ .

und gelangt zu dem zuerst von Glapeyron bewiesenen Gesetze:

W ird ein anfänglich spannungsloses Fachwerk, dessen Tem
peratur sich in keinem Punkte ändert, von äusseren Kräften  
ergriffen, welche allmählich von Null aus anivachsen, so ist die 
mechanische Arbeit der äusseren K räfte unabhängig von dem Ge
setze, nach welchem diese K räfte  zunehmen und auch unabhängig 
von der Reihenfolge, in der die äusseren K räfte am Fachwerke 
angebracht werden; sie ist stets halb so gross, als wenn sämmt- 
liche K räfte Q während der ganzen Formänderung ihre End- 
icerthe hätten.
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9 . —  Die Aenderungen As der Stablängen s eines statisch be
stimmten Fachwerks seien bekannt; auch seien die durch Nachgeben 
der elastischen Widerlager entstandenen Verschiebungen der Stützpunkte 
gegeben. Zu lösen seien folgende Aufgaben:

1. Aufgabe. Gesucht ist die Strecke SM, um welche sich die Ent
fernung zweier Knotenpunkte m und m y ändert.

Man nehme in m  und mi 
zwei entgegengesetzt gleiche, 
zusammenfallende Kräfte von 
der Grösse eins an (Fig. 9) 
und wähle den Sinn derselben 
so, dass sie in Folge der Ver- 
grösserung der Entfernung mmj 
um 5„, die positive virtuelle 
Arbeit 1 . 5m verrichten. Hier
auf bestimme man mit Hilfe 
der Gleichgewichtsbedingungen 

die von jenen Kräften erzeugten Stützenwiderstände C und Spann
kräfte S  und schreibe für diesen gedachten Belastungszustand die 
Arbeitsgleichung 2 (p 8  —  As an. Bezeichnet man die virtuelle Arbeit 
der Kräfte C mit L , so erhält man die Gleichung

(17) 1 . 5m - f  L  =  S Ä A s,
aus welcher sich unmittelbar berechnen lässt.

Die beiden in m und m l angreifenden 
Kräfte Eins  mögen (nach Mohr) die Be
lastungseinheit des Punktepaares m, ml ge
nannt werden und 5,„ die gegenseitige Ver
schiebung des Punktepaares m, m1. Ist mi 
ein ausserhalb des Fachwerks liegender 
fester Punkt, so giebt die Gleichung (17) 
die Verschiebung 5„ des Knotens m im Sinne m pn  an d. i. die Pro
jektion des Weges des Knotens m auf die Richtung m1m. (Fig. 10 
veranschaulicht den Fall zweier anfänglich senkrecht übereinander lie
gender Punkte in, mp, sie stellt einen Theil eines Gerber’sehen Balkens 
vor, dessen schwebender Theil (I) bei m ein bewegliches Auflager erhält.)

Es sei beispielsweise die Aufgabe gestellt, für den in der Figur 11 an
gegebenen Belastungszustand eines Bogenträgeis mit drei Gelenken die wage- 
rechte Verschiebung 5;, des Scheitelgelenkes G zu berechnen. In Folge der

Fig. 10.
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Elasticität der "Widerlager mögen sich die Kämpfergelenke A  und B  in waage
rechter Richtung um ijx beziehungsweise verschieben und in senkrechter 
Richtung um r;, bezw. r;2. Die Richtungen dieser Verschiebungen sind in

Fig. 11 durch gestrichelte Pfeile angedeutet worden. Es sollen Temperatur

veränderungen berücksichtigt werden. Dann ist As =  -f- efs ,  welcher
E  F

W erth  nach Ermittelung der wirklichen  Spannkräfte S  fü r jeden Stab des 
Fachwerks berechnet wird. Fig. 12 giebt den gedachten Belastungszustand an. 
Die Verschiebung S>, soll nach links positiv gezählt w erden, und es wurde daher 
in G eine nach links gerichtete Last Eins angenommen; diese ruft Kämpfer- 
drücko if j  und I u  hervor, welche beziehungsweise die Richtungen A G  und 
G B  haben und durch das Kräftedreieck O R T  bestimmt sind. Ihre wagerechten 
und senkrechten Seitenkräfte seien =  H u  JIS. A , B . Die virtuelle Arbeit der 
Auflagerkräfte ist dann:

_ — — -'P 'h— H&i +  Rt)s +  P/j?-.;
denn die Kräfte A , / / ,  haben den entgegengesetzten Sinn wie die Verschie
bungen rn , | 1; während B, I I2 von gleichem Sinne sind wie die Verschie
bungen T] s, 1 2. Die Bedingung:

1 . 8 » - f £  =  S S A s  liefert 

5;, =  +  Ara +  -H ili — -ßvja —

ln  gleicher W eise kann man die senkrechte Verschiebung 8, des Scheitel
gelenkes G bestimmen und hierauf 8h und 5, zur Gesammtversehiebung des 
Punktes G zusammensetzen.

2. Aufgabe. Es wird die Aenderung 5,„ des Winkels <p gesucht, 
welchen die beiden durch die Knotenpunkte i, k  bezw. t , , k 1 bestimmten 
Geraden (m) und (mx) eines ebenen Fachwerks miteinander bilden. Fig. 13.

Um 5,„ zu erhalten, wird die Gleichung S<25 =  S 5 A s  auf den
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in der Figur 13 dargestellten gedachten Belastungszustand und den 
wirklichen Verschiebungszustand angewendet. In i und k sind zwei 
zur Geraden (in) rechtwinklige, entgegengesetzt gleiche Kräfte von

der Grösse —   ̂ angenommen worden, und in i t und ki zwei zur

Geraden (?«j) rechtwinklige, entgegengesetzt gleiche Kräfte —  Der Sinn
ex

dieser Kräfte wurde so gewählt, dass die beiden Kräftepaare (deren

Momente gleich —  e —  1
e

und gleich — e 1 =  i  sind) fm'j-----------
ei

in Folge Vergrösserung des 
Winkels tp um 5,„ die posi
tive Arbeit 1 . §,„ verrichten.
Der Werth dieser Arbeit er- 
giebt sich aus der folgen
den Betrachtung.

Dreht sich eine unbegrenzte Gerade (m) , welche die Angriffs
punkte i  und k eines zur (m) rechtwinkligen Kräftepaares enthält (Fig. 14), 
um den verschwindend kleinen Winkel x  in die Lage (in), und sind i', k ' 
die schliesslichen Lagen von i, k, so nehme man, behufs Bestimmung der
Arbeit des Kräftepaares, zunächst an, dass i  und k die Kreisbogen-
theilchen ii"  und kk"  beschi-eiben, deren gemeinsamer Mittelpunkt der
Schnittpunkt von (in) und (in) ist. Hierauf verschiebe man i"  und k"

1  =  1 i  =  Krafteinheit X  
e c  e
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in die Lagen % und Je. Während des ersten Tbeiles dieser verschwin
dend kleinen Bewegung verrichtet das Kräftepaar, dessen Moment M =  Qe 
sein möge, die Arbeit Q ii" — Qkk" =  Qe~ —  M t , und während des 
zweiten Theiles ist die geleistete Arbeit =  0, weil die Verschiebungen ( '  i' 
und Je" Je rechtwinklig zu Q sind. Mithin giebt M t  die Gesammtarbeit 
des Kräftepaares an. Drehen sich also die Geraden (in) und (mL) der 
Figur 18 im Sinne der in i und Je beziehungsweise in il und an
greifenden Kräftepaare (deren Momente —  1 sind) um die Winkel t  
und Tj, so ist, wegen t  -f- r t —  5„„ die von beiden Paaren verrichtete 
Arbeit = 1 - t + 1 - t 1 =  1 5„„ wobei 6,„ als Bogenlänge für den Halb
messer 1 aufzufassen ist.

Bezeichnet man nun die virtuelle Arbeit der von den beiden 
Kräftepaaren etwa erzeugten Stützenwiderstände mit L  und die Spann
kräfte des gedachten Belastungszustandes mit S , so ergiebt sich zur 
Bestimmung von 5„, die mit (17) der Form nach übereinstimmende 
Gleichung:

5„,-(-- L  —  L'.S'As .

Sind fj und Je1 zwei ausserhalb des Fachwerks gelegene feste Punkte, 
so liefert die vorstehende Gleichung den Drehungswinkel 5„, der Ge
raden m.

Die Aenderung 5,„ des Winkels <p in Figur 13 nennen wir die 
gegenseitige Drehung des Geradetipaares {in) (m1) und die vier in i, Je, f , , ky

angreifenden Kräfte (  > — ^ fassen wir unter dem Hamen Belastungs-
\  6  /

einheit des Geradenpaares (;») (wjj) zusammen. Es entsprechen diese Be
griffe den auf Seite 13 erklärten, auf das Punktpaar in , in1 sich be
ziehenden.

1 0 . —  Bei Lösung der beiden in Ho. 9 vorgeführten Aufgaben 
ist nach folgender Regel verfahren worden. Um die Verschiebung bezw. 
Drehung 5 zu bestimmen, wurde das Fachwerk so belastet gedacht, 
dass die angenommenen Lasten zusammen die virtuelle Arbeit 1 . 5,„ 
verrichten. Auf diesen gedachten Belastungszustand und auf den wirk
lichen Verschiebungszustand wurde die Bedingung 2 Qhm —  S S i s  ange
wendet und eine Gleichung erhalten, aus welcher sich 8m unmittelbar 
berechnen liess.

Hach dieser Regel lassen sich nun die verschiedenartigsten Auf
gaben lösen.

Soll beispielsweise für ein ebenes Fachwerk die Aenderung 5„ der 
in bestimmter Richtung gemessenen Entfernung in f  eines Knotens in 
von einer durch zwei Knoten i und Je gehenden Geraden (»ij) er
m ittelt werden, so denke man das Fachwerk auf die in Fig. 15 an
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gegebene Weise belastet. Die in m angenommene Last Eins bat die
£

Richtung fm ;  die ihr parallelen, in i und Je wirksamen Kräfte 1 - y  

£
und 1 — besitzen eine mit der Geraden m f  zusammenfallende, von m

nach f  gerichtete Mittelkraft von der Grösse eins. Die gesammte vir
tuelle Arbeit dieser drei Lasten ist =  1 • 5„„ und es ergiebt sich daher 
nach Berechnung der von diesen Lasten hervorgerufenen Spannkräfte S

und Stlitzenwiderstände (welche letztere die Arbeit L  verrichten mögen) 
die Arbeitsbedingung:

1 • 5„. -f- L  =  2 S A s, 
welche dieselbe Form hat wie die Gleichung (17).

Noch verschiedenartiger sind die bei räumlichen Fachwerken zu 
stellenden und mit Hilfe der oben angegebenen Regel lösbaren Auf
gaben. Wir begnügen uns damit, eine derselben anzuführen. Es sei 
die Aenderung der Länge des Lothes gesucht, welches von einem 
Knotenpunkte m auf die durch irgend drei Knotenpunkte h, i, Je be
stimmte Ebene [ « i j  gefällt ist und dessen Fusspunkt f  sein möge. 
Man nehme in m eine von f  nach m gerichtete Last Eins an, ferner 
drei in h, i, Je angreifende, zur Ebene [wj] rechtwinklige Lasten, deren 
Mittelkraft in die Gerade m f  fällt, von m nach f  gerichtet ist und die 
Grösse eins besitzt. Die Gesammtarbeit der vier Lasten ist dann 
=  1 . 5„, und das oben angegebene Verfahren ermöglicht wieder die 
unmittelbare Berechnung von 5,„.

d. Anwendung der Gleichung k£gS =  'S S As auf statisch unbestimmte Fachwerke.

11. —  Wir leiten die Berechnung der statisch unbestimmten Fach
werke durch Lösung einer einfachen Aufgabe ein, wenden aber hierbei 
ein ganz allgemeines, stets zum Ziele führendes Verfahren an.

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 2
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Es soll der in Fig. 16 dargestellte, über drei Oeffnungen ge
spannte, ebene Bogenträger untersucht werden. Bei A  und D  sind 
feste, bei B  und C bewegliche Auflagergelenke angeordnet. In den 
au f wagereebten Geraden geführten Stützpunkten B  und C greifen senk
rechte Widerstände B  und C an. Die senkrechten und wagerechten 
Seitenkräfte der in A  und D  wirksamen Auflagerkräfte seien A  und II, 
beziehungsweise D  und X a.

Die Anzahl der an den Auflagern auftretenden unbekannnten Kräfte 
ist =  6, die Anzahl der Stäbe =  83, diejenige der Knotenpunkte —  43.

Da 6 -j- 83 2 • 43 ist, so ist das Fachwerk (Bd. I Absch. XIII) statisch
unbestimmt, und zwar ist es dreifach statisch unbestimmt, weil 
6 —|— 83 —  2 • 43 =  3 ist*). Werden drei der zu berechnenden Un
bekannten zunächst als gegeben angenommen, z. B. die Auflagerkraft X a 
(deren Angriffspunkt die Ordnungsziffer a erhalten möge) und die Spann
kräfte X b und X c der beiden Stäbe bbt und ccl t  so lassen sich die 
übrigen Spannkräfte und Auflagerkräfte für jeden Belastungszustand 
m it Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen eindeutig berechnen. Zu diesem 
Zwecke wird das Fachwerk durch Beseitigung der beiden Stäbe bbl 
und cc1 und durch Umwandlung des festen Auflagergelenkes D  in ein 
auf wagerechter Bahn verschiebbares statisch bestimmt gemacht, und 
hierauf werden, damit der Spannungszustand des Fachwerks ungeändert 
bleibt, die Spannkräfte X t, X e der beseitigten Stäbe als äussere Kräfte 
wieder hinzugefügt. Auch wird in a  die wagerechte Kraft X„ ange
bracht. Fig. 17. Die Kräfte X a, X b, X e in Fig. 17 werden vorüber
gehend zu den Lasten gerechnet.

Das in Fig. 17 dargestellte statisch bestimmte Fachwerk nennen

*) Mau erkennt auch ohne weiteres, dass der aus drei gegliederten Scheiben 
und zwei Stäben bbt, cc, bestehende Träger statisch bestimmt wäre, wenn nur 
drei Stützenwiderstände vorhanden wären. Nun treten aber deren 6 auf, so dass 
eine dreifache Unbestimmtheit vorliegt.
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wir das Hauptsystem  des fraglichen Trägers; seine Stäbe heissen die 
Hauptstäbe oder auch die nothicendigen Stäbe, während bbi und cc1 in 
Fig. 16 überzählige Stäbe genannt werden. In gleicher Weise unter
scheidet man nothwendige und überzählige Auflagerkräfte. Eine über
zählige Auflagerkraft ist X a in Fig. 16.

lastungszustand, welcher in Fig. 18 dargestellt worden ist und in der 
Folge kurz der „Zustand X —  O u heissen möge.

S„ darf als diejenige Spannkraft aufgefasst werden, welche in dem 
fraglichen Stabe erzeugt wird, sobald sämmtliche Lasten P  und ebenso 
-die Grössen X b, X c gleich Null angenommen werden, während X a =  —  1

2*

Flg. 17.

• Die Spannkraft S  in irgend einem Hauptstabe ist, da sämmtliche 
Gleichgewichtsbedingungen vom ersten Grade sind, eine lineare Funktion 
der Kräfte P, X a, X b, X c\ sie lässt sich in der Form darstellen:

(18) S  =  So —  S„Xa —  SbX b —  SCX C,
worin S„, Sb, Se sowohl von den Lasten P  als auch von den Kräften X  
unabhängig sind, während So eine Funktion ersten Grades der gege
benen Lasten P  ist. Die Werthe So, S„, Sb, Sc können wie folgt ge
deutet werden.

Das Glied So stellt diejenige Spannkraft vor, welche in dem frag
lichen Stabe entsteht, sobald X„, X b, X e gleich Null angenommen wer
den, sobald also nur die Lasten P  auf das Hauptnetz wirken, ein Be-

Fig. 18.
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gesetzt wird. Dieser Belastungszustand möge der „Zustand  X„ —  —  i “ 
heissen; er ist in der Fig. 19 angegeben worden. Die im Punkte a 
angreifende wagerechte Last X a = — 1 ruft an den Auflagern des 
Hauptnetzes Widerstände hervor, über deren Grösse die Fig. 19 Auf
schluss giebt. (Der bei A  erzeugte Widerstand muss die Richtung DA  
und eine wagerechte Seitenkraft von der Grösse 1 haben; seine senk-

e
rechte Seitenkraft besitzt deshalb die Grösse 1 Ebenso schliesst

man auf den senkrechten Widerstand bei D  und findet dann die in B 
und C angreifenden Auflagerkräfte.)

In gleicher Weise können Sb und Se als die den Belastungszuständen: 
X b —  —  1 und X c —  —  1 entsprechenden Spannkräfte betrachtet werden. 
Diese beiden Zustände sind in den Figuren 20 und 21 dargestellt worden. 
Grösse und Richtung der Auflagerkräfte sind den Figuren zu ent
nehmen. Im Belastungsfalle Fig. 20 sind die Stäbe des Theiles CD  
spannungslos, im Belastungsfalle Fig. 21 diejenigen des Theiles A B .

Alle diese Spannkräfte S0, Sa, Sb, Se lassen sich mit Hilfe der im 
ersten Bande unseres Buches entwickelten Verfahren bestimmen, worauf S  
gegeben ist durch Gleichung (IS), während für die nothwendigen Auf
lagerkräfte A , B , C, I I die folgenden Werthe gefunden werden:

A  —  A 0 -J- X a -

(19)

;»*) y  /
.  - x h —
n  'i

B =  B  -

C: c0 — X

i + < + t ) - * t  

•(t + t )
D  —  D 0 -j- X a

h = h 0 +  x a.

X  — +  x

x.

*) Den Zuständen X a =  —

A =  - f ;  A  =  + ^ - ,  A  =  0. 

prüfe man die Ausdrücke fü r B, C, D, H.

1 ; X i =  — 1 : X c =  — 1 müssen entsprechen: 

Vergl. Fig. 19, 20, 21. Auf dieselbe Weise
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Die Aufgabe der Berechnung des Fachwerks ist jetzt auf diejenige 
zurückgeführt: „die statisch nicht bestimmbaren Grössen X„, X b) X c zu 
ermitteln“, und diese Aufgabe kann man in einfacher Weise lösen, in
dem man die Arbeitsbedingung 2(^5 =  2S A s der Reihe nach auf die 
drei gedachten Belastungszustünde: X a =  —  1 ; X v —  —  1 ; X c =  —  1 
und —  in allen drei Fällen —  auf den wirklichen Verschiebungszustand 
anwendet. Man gelangt dann zu drei Gleichungen ersten Grades, welche 
nur die Unbekannten X a. X b, X e enthalten.

Fig. 20.

lager
Nehmen wir an, dass sich in Folge der Nachgiebigkeit der Wider-

Stützpunkt A  in senkrechter Richtung um h_A nach abwärts verschiebt,
„ A  „ wagerechter „ „ 8 n „ links,
„ B  „ senkrechter ,, 5 „ ,, abwärts,
n L  „ v n » n n
n L  „ „ „ „ 8 x) „ „
„ IJ ,. wagerechter „ „ ha „ rechts,

Fig. 21.

so lautet die Arbeitsgleichung für den Zustand X„ =  — 1 (Fig. 19):
(I) L a -f- 1 ■ 5„ =  2£S„As, wobei

La — i  — (S.l   5j1   5C H- 5d) — 1 • S/r
‘l

die virtuelle Arbeit der an den Auflagern des statisch bestimmten Haupt
netzes angreifenden Stützenwiderstände bedeutet.
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Für den Zustand X b =  —  1 ergiebt sich, wenn 5t die Aenderung 
der Länge sb des überzähligen Stabes bbl bezeichnet;

(II) L h - j-  1 • hb —  2 S bAs, wo

L b —  —  1 y -  —|— 1 f y — |- hji —  1 - ^ - 8c=virtuelleA rbeitder
t ̂  ' t'J V ' V

Auflagerkräfte, und für den Zustand X c —  —  1 (wenn 5„ =  Aenderung 
der Stablänge cCj =  sc)

(III) L c +  1 • hc =  2& As, wo

L‘ = — 1 4 - ^ + i  ( _^ + _r ) Sc— 1 l  h°-i

E F
Wird As =  77*7 - ¡ - e i s  gesetzt und zur Abkürzung die Bezeich-

P E F
eingeführt, so gehen m it Berücksichtigung von (18) die Gleichungen 
(I), (II), (III) über in:

(L « + 5 « = = 2 S Ä p  — X „2S „2 p —  X,XS'nS\9— X X S aSc9 +  2,S; e t s
(20) +  =  —  X 02 G Ä p  —  X b2 S b-? ~ ~ X X S bSe? +  E S bz t s

\L c +  hc= 2 S eS0g —  X.2SJS.V —  X ^ S & g  —  X ĉ S / g  + E S cels. 
Die auf der rechten Seite stehenden Summen erstrecken sich über

sälnmtliehe nothwendigen Stäbe.
Bezeichnet man nun mit Fb, Fe die Querschnitte der beiden über

zähligen Stäbe, mit Eb, E„ die Elasticitätsziffern, mit tb, tc die Tempe
raturänderungen, und mit s4) ec die Verlängerungsverhältnisse für t —  1°, 
so hat man in die Gleichungen (20) zu setzen:

. . ,  ̂ A.J sb .  ̂ A  c Se .
(21) hb — i sb; öc ¡— oc. tc se,

J h b J t fb l ' c l c

und ist jetzt im Stande, die Unbekannten X „  X b, X c zu berechnen, 
vorausgesetzt, dass die Formänderungen der Stützen bekannt oder als 
Funktionen von X  darstellbar sind. Dass die letztere Aufgabe meistens 
auf unüberwindliche Schwierigkeiten stösst, wurde bereits auf Seite 3 
angeführt und begründet. In Folge dessen begnügt man sich in der 
Regel damit, bei der Untersuchung neuer Arten statisch unbestimmter 
Träger festzustellen, welchen Einfluss die gegenseitigen Verschiebungen 
der Stützpunkte auf den Spannungszustand des Trägers ausüben. Ist 
dieser Einfluss ein wesentlicher und schädlicher, so dürfen die fraglichen 
Träger nur dann ausgeführt werden, wenn auf nahezu unverschiebliche 
Stützen gerechnet werden darf; sie sind z. B. bei unsicherem Bau
grunde zu verwerfen; auch ist in diesem Falle bei der Aufstellung der 
Träger besonders darauf zu achten, dass die Stützpunkte genau die in 
der Rechnung vorausgesetzte Lage erhalten.
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Zuweilen aber ist es möglich, die Formänderungen der Widerlager 
bei der Berechnung der Träger theilweise zu berücksichtigen. Wird
z. B. der in der Fig. 16 dargestellte Träger bei B  und C durch Säulen
von der Länge t i  gestützt, und entsprechen diesen Säulen die Werthe 
E ', F', t', e ,  so ist bei Vernachlässigung der Formänderung der Grund
pfeiler und des Baugrundes zu setzen:

8j, =  der durch den Druck B  erzeugten Verkürzung der Säule,
vermindert um die Dehnung dieser Säule in Folge der Tem
peraturerhöhung, d. i.

s _  B h ' 7 . '  

und ebenso ist einzuführen:
C li

c ~~  ~ ¥ Y  ~ z t h -

Nun drückt man B  und C mittels (19) durch X„, X b, X c aus und 
löst schliesslich die Gleichungen (20) nach den drei Unbekannten X  auf.

12. —  Die in den Gleichungen (20) stehenden Summenausdrücke 
lassen sich auf eine sehr einfache und für die Folge sehr nützliche 
Weise deuten. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit

5,„0 die Verschiebung, welche der Angriffspunkt m irgend einer Last P,„ 
in der Richtung von P,„ erfährt, sobald auf das statisch be
stimmte Hauptnetz nur die Belastung X a =  —  1 wirkt [Zu
stand X a —  —  1 (Fig. 19)],
desgleichen die Verschiebung von m im Sinne von Pm und in Folge 
von X b —  —  1 (Fig. 20),

5mc desgleichen die Verschiebung von m im Sinne von P„  und in Folge 
von X c —  —  1 (Fig. 21), 

ferner mit
500 die nach rechts positiv gezählte wagerechte Verschiebung des 

Punktes a, für den Fall, dass auf das statisch bestimmte Haupt
netz nur die Belastung X a =  —  1 wirkt,

8oi die wagerechte Verschiebung von a in Folge von X b =  — 1,
» i) n n a » n n  1 r

weiter mit
5t«, die gegenseitige Verschiebung des Punktpaares b, bt  d. i. die 

Aenderung der Strecke bbt für den Fall, dass auf das statisch 
bestimmte Hauptnetz nur d ie'L ast X„ =  —  1 wirkt, 
die Aenderung der Strecke bbx in Folge von X b =  —  1,
n n r, n ^ 1  n n ri c “



b ch die Aenderung der Strecke ecj in Folge von X b =  —  1,
n n !) n ^ 1  Jl n rc

schliesslich mit

8„, die nach rechts positive, wagerechte Verschiebung des Punktes a, 
für den Fall, dass das statisch bestimmte, unbelastete Hauptnetz 
nur einer Temperaturänderung unterworfen wird,

bit die in diesem Falle entstehende Aenderung der Strecke bb1,
ĉt n n » i) n » i) n  ̂cl i

sodann setzen wir fest, dass bei der Ermittelung aller hier aufgeführten 
Verschiebungen 5 die Stützen des statisch bestimmten Hauptnetzes voll
kommen starr angenommen werden sollen.

Jetzt schreiben wir die Arbeitsbedingung für den Belastungszu
stand X —  0 (Fig. 18) an, setzen in dieselbe die dem ZustandeX a — —  1

(welcher die Spannkräfte Sa und Aenderungen As„ =  hervorruft)
JIj J *
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entsprechenden Verschiebungen ein, und erhalten
SaS

' E F ’
1 8 ,„ „     J O j Q  S„    J O ,

woraus, m it —— =  p:
Jk i '

(22) SÄoS„P =  S 7 j„.5„,„;
und ebenso finden wir:

2 S 0Sh p =  2  P„, b„lh; 2 S0S, p =
Wird die Arbeitsbedingung für den Belastungszustand Ar„ == —  1 an
geschrieben, und werden in dieselbe der Reihe nach die den Zuständen 
X a —  —  1, X h —  —  1, X c —  —  1 entsprechenden Verschiebungen ein
geführt, so entstehen die Gleichungen

1 • Ka — ^ „ A s ,,;  1 . bal =  ^ „ A s* ;  1 . 5„e =  ^SaAs„
und aus diesen folgt

(23)

2 S aSa? =  baa-, S S ^ p  =  5a4; 2 S aSc? =  bae.
Ebenso wird erhalten:

2  Sb Sa p =  5̂ ,,; 2  p =  hbb; —jSbSc >̂ =  ;
2 ScS„p =  5ca; ^ S cSi$ =  bcl; 2 S,,Scp =  8„;

Schliesslich liefern die für die Belastungszustände X a =  —  1, X b —  —  1,
X e —  —  1 angeschriebenen und jedesmal auf die nur von den Tem
peraturänderungen herrührenden Verschiebungen angewandten Arbeits
bedingungen die Gleichungen:

(24) 2 S „ e fs  =  1 . 5„.; 2 S i,e<s =  1 . 5*; 2 S eE<s —  1 . bcl.
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Die drei Bedingungen (20) lassen sich nun uniformen in:
f La +  =  2 Pm5„,„ — XX« — XX,. — XXc +  8«.

(25) ! , » + & *  =  S„lt —  X X , .  —  X X ,  —  X c hir +  hu
l Lc -j- 5C =  2  P„, 5,„c —  A„ —  A c5rc -j- 5r, ,

und hierin ist nach Gleichung (23):
(26) 5„i, =  5ta; 5oc =  Sto; >̂u =  Kb-

Die Gleichungen (25) werden sich später in vielen Fällen als sehr 
nützlich erweisen, da sich die Verschiebungen 5 der Knotenpunkte der 
meisten Fachwerke in sehr einfacher Weise durch Zeichnung feststellen  
lassen. Wir werden die Figuren, ■welche diese Verschiebungen liefern, 
in der Folge Verschiebungspläne nennen. (Vergleiche Abschnitt I.) Um 
die Unbekannten X„, X b) X c mit Hilfe der Gleichungen (25) bestimmen 
zu können, genügt es, für das statisch bestimmte Hauptnetz vier Ver
schiebungspläne zu zeichnen, den ersten für den Belastungszustand 
X„ —  — 1, den zweiten für den Zustand X h =  —  1, den dritten für 
X c —  —  1 und schliesslich den vierten für das unbelastete und nur 
Temperaturänderungen ausgesetzte Hauptnetz.

13. —  Das in No. 9 zur Berechnung eines statisch unbestimmten 
Fachwerks benutzte Verfahren führt stets zum Ziele; dasselbe besteht 
darin, die Spannkräfte der überzähligen Stäbe und die überzähligen 
Stutzenwiderstände mit Hilfe von Arbeitsbedingungen von der Art der 
Gleichung (13) zu bestimmen. Zuweilen stellt es sich nun als zweck
mässiger heraus, zunächst andere Werthe als Unbekannte einzuführen 
und die überzähligen Stabkräfte und Auflagerkräfte als lineare Funk
tionen dieser statisch nicht bestimmbaren Grössen darzustellen. So 
könnte man z. B. bei Untersuchung des Trägers in Fig. 16 an Stelle 
der in den Stäben bb, und cc1 auftretenden Spannkräfte, die auf die 
Drehpunkte B  und C bezogenen Momente • h und S c_cl ■ h dieser 
Kräfte (die sogenannten Stützenmomente) zu Unbekannten wählen und 
mit Hilfe von Arbeitsbedingungen berechnen.

Man darf also allgemeiner aussprechen:
Sämmiliche Spannkräfte S  und nach bestimmten Iticlitungen 

wirkenden Auflagerkräfte C eines statisch unbestimmten Fach
werks lassen sich auf die Form bringen:

rv __  r* Cf' V ' 0 ,r V /, __ O'" Y’///>• q  r- \  O    O q  O  O  -A . O  u :L . . . .

{ )  c = c 0 — c 'x ’ — c" x" — c"'x"'----
wobei X 'f X " , X " ' . . . .  gewisse statisch nicht bestimmbare 
Grössen bedeuten, während S0, S ,  S  . ■ . ., C0, C , C . . . .  
Werthe vorstellen, welche von den Unbekannten X  unabhängig 
sind. Insbesondere bedeuten S0 und C0 die Spannkräfte und 
Auflagerkräfte des statisch bestimmten Hauptnetzes, in welches 
das Fachwerk übergeht, sobald sämmiliche Grössen X  verschwin-
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den; sie sind geradlinige Funktionen der Lasten P, während die 
S', S" , C', C" . . . .  von den P  unabhängig sein sollen.
Beispielsweise lassen sich S' und C' als diejenigen Werthe deuten, 
welche die Spannkräfte und Auflagerkräfte annehmen, sobald 
sämmtliche Lasten P  und sämmtliche X  verschwinden, ausge
nommen X ',  welchem der Werth ( — 1) beizulegen ist —  ein 
Belastungszicstand, welcher kurz der Zustand X '  =  —  1 ge
nannt werden soll.

W eiter darf man sagen:
Die durch die Ursache X '  =  —  1 hervor gerufenen A uf

lagerkräfte C' und Spannkräfte S ' sind miteinander im Gleich
gewicht, und ebenso sind die C' im Gleichgewichte mit den S", 
die C "  mit den S"' u. s. w.

In Folge dieser Auffassung gelten die Gleichungen (27) nicht nur 
für die nothwendigen, sondern auch fü r  die überzähligen Stäbe und 
Auflagerkräfte. Ist z. B. X "  die Spannkraft in einem überzähligen 
Stabe, so entsprechen diesem die Werthe:

S0 =  0 , S ' =  0 , S "  =  —  1, S'" =  0 , S'"' =  0 u. s. vv. 
und es folgt dann S  —  X " .

Schreibt man nun die Arbeitsbedingung (13) der Reihe nach für 
die Belastungszustände

X '  =  —  1; X ' '  —  —  1; X '"  = = —- 1 ;  . . . .  
an und wendet sie jedesmal auf den wirklichen Verschiebungszustand
an, so gelangt man zu den Gleichungen:
(28) 1 /  =  S S 'A s ;  Z," =  2 ,S " A s; II"  —  2 S " ' A s ; ____
in denen l ! , L", L '", . . . .  die beziehungsweise von den Aufiager- 
kräften C', C '\ C'", . . . .  verrichteten virtuellen Arbeiten bedeuten.

Die Anzahl der Gleichungen (28) ist ebenso gross wie die Anzahl
der statisch nicht bestimmbaren Grössen. Führt man ein:

S s .
A s =  W +  £ i s ’

drückt S  mit Hilfe der ersten der Gleichungen (27) aus und setzt schliess- 
s

lieh zur Abkürzung: - - - - -  =  p, so gelangt man zu den Bedingungen:
lij l 1

L' — Z S ' e t s  = 2 S 0 S' p —  X ' 2 S ' \  —  A '" 2 5 'S " p
—  X ’''2 S 'S " '  p — . . .  

L" - 2 S " s f s  =  2 S 0S"p —  X '2 S " S 'g  —  X " S S " 2p
(29) —  Ar'"SS"S"'p— . . .  

L"' —  2 S " 'z t s  =  2 S 0 S'" p —  X '2 S " 'S '?  —  X " 2 S " 'S " p
—  X '" Z S " '* 9 — . . .
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Alle in diesen Gleichungen stehenden Summenausdrüeke erstrecken 
sich über sämmtliclie Stiibe des Fachwerks, über die nothwendigen und 
überzähligen.

Auf den letzten Satz ist besonders zu achten. Wendet man z. B. die 
Gleichungen (29) auf den in No. 11 untersuchten und in der Fig. 16 darge
stellten Träger an, und setzt man X ' =  X a, X" =  Xb, X'" — X c, so entsprechen 
dein überzähligen Stabe bb, die Werthe:

So =  0 ; S ’ =  0; S" =  — 1; S"' =  0 
und dem überzähligen Stabe cc, die Werthe:

S0 =  0; ST =  0; S" =  0; S"' — — 1.
Für jeden nothwendigen Stab ist S" =  SV, S" =  Sb', S"' =  SC.

Die Summen S£f'2p, ü,SY"'2p. SS"Eis, '2S"’z is  unterscheiden sieh von den 
in den Gleichungen (20) stehenden Summen: S S t2p, SS<-2p, SS&eis, SSbets 
(welche letztere sich nur auf die nothwendigen Stäbe beziehen) um die den 
überzähligen Stäben entsprechenden Glieder. Es ist also

S S " 2p = S S " » ^ - i = S S i 2 ^ - r +  A : ^ = 5 & 2p +  81 •
E F  ö E F  EbF b v 1 EbFb ’

2 S " '2p = S S „ 2p +
Ecl'c

'2,S"zts =  'S.SbZts — 1 • ZbtbSb', 'S,S"'ets — S S ce is — 1 ■ ecicSf .
Hingegen ist 2 S 0S"p =  ^ S 0Si.p; SS"!S"'p  — S S iS cp, weil fü r jeden über
zähligen Stab S0 =  0 imd entweder S" =  0 oder S"' =  0 ist, und ebenso folgt, 
dass in allen übrigen Summen S' durch S„ ersetzt werden darf, S "  durch Sb und 
S"' durch Sc.

Bei der Berechnung von L ' ist die im Belastungsfalle X a =  — 1 am 
Stützpunkte a angreifendo wagerechte K raft 1 zu den Auflagerkräften zu 
rechnen, weil X a eine Auflagerkraft ist, und es folgt deshalb U  =  +  1 • 8„,
während L "  =  Lb und L "’ =  L c ist.

Form t man nun die Gleichungen (29) fü r den vorliegenden Fall auf diese 
Weise um, und beachtet noch, dass

,  At Sb ■ ,  k  Ac Sc ,Sb =  r , „  - +  ZbtbSb und B« =  - ,, - +  ZetcSc
Jhb-t b -r.c r  e

ist, so erhält man die auf Seite 22 abgeleiteten Gleichungen (20).

Bei der Anwendung der Gleichungen (29) kommt es hauptsäch
lich darauf an, die von den Lasten P  abhängigen Summen möglichst 
schnell zu bestimmen. In der Regel wird es sich empfehlen, den in 
No. 12 eingeschlagenen W eg zu wählen und zu setzen:

(30) 2 S 0 STp =  2 P m§m'; 2 S 0S"p =  2 P m5m"; u. s. w.
wobei bm', 5„" . . . .  diejenigen Verschiebungen bedeuten, welche der 
Angriffspunkt in irgend einer Last Pm in der Richtung von P„ erfährt, 
sobald auf das Fachwerk beziehungsweise nur die Ursache X ' —  —  1 
oder nur die Ursache X "  =  —  1, u. s. w. wirkt.

Alle übrigen (S0 nicht enthaltenden) Summenausdrüeke sind un
abhängig von den Lasten; sie brauchen also nur einmal bestimmt zu 
werden und werden häufig am schnellsten durch Rechnung gefunden,
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nachdem man die Spannkräfte S', S" . . .  . berechnet oder mit Hilfe 
von Kräfteplänen ermittelt hat. Es lassen sich aber diese Summen 
auch auf dem in Ho. 13 angegebenen W ege als Verschiebungen deuten 
und dann oft mit Hilfe einfacher Verschiebungspläne angeben.

14. —  Hat man die statisch nicht bestimmbaren Grössen X  auf 
dem in No. 11 bis 13 beschriebenen W ege ermittelt und hierauf mit 
Hilfe der Gleichungen (18) bezw. (27) die Spannkräfte 5  berechnet, so 
kann man die Aenderungen As sämmtlicher Stählungen s angeben und 
ist nun im Stande, alle die in No. 9 und 10 behandelten Aufgaben 
zu lösen und zwar genau nach dem früher benutzten Verfahren. Das
selbe besteht in der Anwendung der Gleichung 2  Qmhm —  2 6 'A s auf 
den wirklichen Verschiebungszustand und auf einen gedachten Be- 
lastungszustand, welcher letzterer so zu wählen ist, dass die virtuelle 
Gesammtarbeit der Lasten —  1 • 5,„ ist, wobei 5„, die gesuchte gegen
seitige Verschiebung eines Punktpaares m, m1 oder die gesuchte gegen
seitige Drehung eines Geradenpaares u. s. w. bedeutet. Hierbei ist zu 
beachten, dass zwischen den gedachten äusseren und inneren Kräften Q 
und S  nur Gleichgewicht zu bestehen braucht, dass also die Spann
kräfte in den überzähligen Stäben und die überzähligen Auflagerkräfte 
gleich Null gesetzt werden dürfen.

Fig. 22.

Es liege beispielsweise der in Fig. 16 dargestellte Bogenträger 
vor. Gesucht sei die Verschiebung 5„, welche irgend ein dem mittleren 
Bogen angehörender Knotenpunkt in in der Dichtung m1m erfährt. 
Die auf Seite 21 angegebenen Verschiebungen der Stützpunkte sollen 
berücksichtigt werden.

Zuerst wird der Träger durch Beseitigung der überzähligen Stäbe 
und Auflagerbedingungen statisch bestimmt gemacht (Fig. 22). Hierauf 
wird in m eine von 1»X nach in gerichtete Last von der Grösse eins
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angebracht und zur Berechnung der durch diese Last an den Auflagern 
des Hauptnetzes hervorgerufenen Widerstünde A, B , . . .  . geschritten. 
Bildet ml m mit der Wagerechten den Winkel oc, und ist der loth- 
rechte Abstand des Stützpunktes B  von der gleich r, so lauten
die Gleichgewichtsbedingungen:

Nun bestimmt man die von den äusseren Kräften 1, A, B, G, H  
in den Stäben des Hauptnetzes hervorgerufenen Spannkräfte S  und 
schreibt die Arbeitsgleichung an:

in welche die icirklichen Aenderungen Äs der Stablängen einzuführen 
sind. Es ist also zu setzen:

A uf diesem W ege erhält man stets 5,„ als lineare Funktion der 
Lasten P, der Temperaturänderungen t, der statisch nicht bestimm
baren Grössen X  und der nach bestimmten Bichtungen erfolgenden 
Verschiebungen der Stützpunkte. Da nun zwischen den X , P, t, eben
falls nur Beziehungon ersten Grades bestehen, so folgt, dass im Falle 
unveränderlicher Gliederung und Stützungsart das in No. 6 ausge
sprochene Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen 
für alle diejenigen Grössen §„, gilt, welche sich mittels einer Bedingung

von der Form 1 • 5„, -j- L  =  S N ä s  bestimmen lassen.

15. —  Es möge noch darauf hingewiesen werden, dass bei der 
Auswahl der als überzählig zu bezeichnenden Stäbe und Auflagerbe
dingungen innerhalb gewisser Grenzen nach Willkür verfahren wer
den darf.

Führt man z. B. die Widerstände der beiden Mittelstützen des in 
der Fig. 23 dargestellten durchgehenden Balkens als statisch nicht be

*) W ir empfehlen dem Leser, diese Kräfte auch durch Zeichnung zu be- 
stimmen.

I I  =  1 • cos oc; A l{ —  He =  0 

Gl —  1 • v  =  0; A  -]— B -j- C -— i  • sin oc

und aus diesen findet man:

e cos oc

i  • 5„, —  A b A —  Bbj, —  Cbc —  H btt =
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stimmbare Grössen (X )  ein, so erhält man das in der Fig. 24 abge
bildete Hauptnetz; dasselbe ist ein einfacher Balken. Hingegen gelangt 
man zu dem aus drei Einzelbalken bestehenden Hauptnetze (Fig. 25)

Fig. 26.

oder zu dem einen Crer&er’schen Balken vorstellenden Hauptnetze 
(Fig. 26), je nachdem man die beiden Stäbe Ic  oder die beiden Stäbe 
a b als überzählig bezeichnet.

Auch ist hervorzuheben, dass bei der Ermittelung der Verschie
bungen 5,„ andere Hauptnetze gebildet werden dürfen, wie bei der 
Bestimmung der Spannkräfte.

e. Der Maxwell'sche Satz von der Gegenseitigkeit der elastischen Formänderungen

und das Gesetz von Betti.

16. —  Wir betrachten ein auf starren Stützen ruhendes, ebenes 
oder räumliches Fachwerk von unveränderlicher Gliederung und Stützungs
art (Seite 6) und setzen einen spannungslosen Anfangszustand voraus. 
Auch nehmen wir an, dass keine Temperaturänderungen entstehen. 
Es g ilt dann das auf Seite 12 nachgewiesene Clapeyron'sehe Gesetz, 
und es ergiebt sich für die mechanische Arbeit A  der äusseren Kräfte 
der nur von den Lasten P  abhängige Ausdruck:

(31) A  =  \  2 P 5  =  4- (Pa?>a -j- -j- . . .  -|_ Pm5„, - ( - • • • ) ,

in  welchem bis jetzt unter P„, Pb, . . .  P„ . .  . Einzellasten verstanden 
wurden und unter 8a, 5», . . . 5„ . . . die wirklichen Verschiebungen
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der Angriffspunkte a, b, . . . .  m . . .  . derselben, im Sinne der 
Pal P l! • • • Ptn • • •

Für die Folge ist es nun nützlich, den Buchsiaben P  und 5 eine 
allgemeinere Bedeutung beizulegen und unter jedem der in der Gleichung 
auftretenden Produkte -5- PS die mechanische Arbeit einer ganzen Gruppe 
von Lasten zu verstehen.

Solche Gruppen lassen sich leicht an der Hand der Untersuchungen 
in No. 9 und No. 10 bilden.

Werden z. B. die beiden Lasten Eins in der Fig. 9 mit P,„ mul- 
tiplicirt (wobei man natürlich entweder Eins oder Pm als Zahl zu be
trachten hat), so entsteht eine Lastengruppe, deren Beitrag zur Arbeit 
A  gleich y  P„5m ist, wenn 5m die gegenseitige Verschiebung des Punkt
paares m, ml bedeutet.

Multiplicirt man die vier Lasten in Fig. 13 mit P„, so erhält man 
eine Gruppe, deren entsprechendes 5m gleich der im Bogenmass aus
gedrückten gegenseitigen Drehung des Geradenpaares (m), («ij) ist.

In gleicher Weise lässt sich aus der Figur 15 durch Multiplikation 
der dort angenommenen Lasten mit Pm eine Lastengruppe ableiten, 
deren zugehöriges 5,„ gleich der Aenderung der Entfernung tn f  ist.

Die vorliegenden Beispiele dürften genügen, um die Bildung von 
Lastengruppen zu erläutern, und es sei nur noch hervorgehoben, dass 
jede am Fachwerk vorkommende Last stets nur einer einzigen Gruppe 
zugewiesen werden darf. Der Kürze wegen nennen wir eine solche 
Gruppe von Kräften eine Belastung und das entsprechende 5 den 
Weg dieser Belastung. Unter anderem werden wir in der Folge öfter 
von der Belastung Pm eines Punktpaares m , »¡j oder eines Geraden
paares (« ), («ij) sprechen, Belastungen, die nach der vorstehenden Er
klärung durch Multiplikation der auf Seite 13 und 16 eingeführten 
Belastungseinheiten jener Paare mit Pm entstehen.

Sämmtliche 5 sind lineare Funktionen der Belastungen P; sie 
lassen sich daher auf die Form bringen:

(32)

5„ =  80. P . H - 5 o6P ;-j f- ham P„  -{- ■
8» =  8(,„ P„ -f- hbb P b -f- • — f- hb„ P„ -j- •

8m =  8„,„ P„ -f- SmjPj -j—  • -j- 5,„„ P„ -j-

wobei die mit einem Doppelzeiger behafteten Werthe 5 unabhängig 
sind von den Belastungen P. Um diese Werthe zu deuten, setze man 
in irgend einer der Gleichungen (20) sämmtliche P  gleich N ull, mit
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Ausnahme eines einzigen, dem mau den Werth Eins beilege. Dann 
ergiebt sich beispielsweise 5mb als derjenige Werth, welchen der Weg 
S,„ für den Fall annimmt, dass auf das Fachwerk nur die Belastung 
I \  =  1 wirkt.

17. —  Wir setzen jetzt voraus, dass nur zwei Belastungen auf- 
treten, etwa Pm und P„. Die entsprechenden W ege sind

5.. =  5 P„,-j-S„lnP„
5„ =  8„„,P„ +  S„„P„.

Wird zuerst nur die Belastung P„, aufgebracht, so ist der Weg 
derselben = 5 ,„,„P,„, und es verrichtet deshalb die von Null aus all- 
mühlich anwachsende Belastung Pm die mechanische Arbeit -j- 8,„mP„,2. 
Fügt man die ebenfalls von Null aus anwachsende Belastung P„ hinzu, 
so nimmt die Arbeit der äusseren Kräfte erstens um ^ 8„„P„2 zu, weil 
die wachsende Belastung P„ den Weg 8„„P„ zurücklegt, und zweitens 
um P,„(5„,„Pn), weil der Weg der bereits vorhandenen Belastung P„, 
die Vergrösserung 8„,„PH erfährt. Im Ganzen entsteht:

A  =  1 8„„„P„,2 +  4- 5„„P„2 +  8„,„ P„, P„.

Wird zuerst die Belastung P„ aufgebracht und nachher Pm, so 
ergiebt sich durch Vertauschung von m  und n:

A  =  -4 8„„P„2 -I- i  S„,mP j  +  8nmP„Pm.

Nach dem Clapeyron sehen Gesetze müssen aber die beiden für A 
gewonnenen Ausdrücke übereinstimmen, und es folgt daher die wich
tige Gleichung:

(33) 8,,,„ =  8„m.

Dieselbe wurde zuerst von Maxwell bewiesen und soll in der Folge 
stets als Maxwell’scher Lehrsatz angeführt werden.

Von den vielen Sätzen, welche sich aus der Gleichung (33) er
geben, sind die folgenden für die späteren Untersuchungen von be
sonderer Bedeutung.

1. Die gegenseitige J’erschiebung eines Punktpaares m, in1 
in Folge der Belastungseinheit eines anderen Punktpaares n, 
ist ebenso gross wie die gegenseitige Verschiebung 8„„, des Punkl- 
paares n, n1 in Folge der Belastungseinheit des Punktpaares 
m, ml .

2. Die gegenseitige Drehung S„,„ eines Geradinpaares (tu), 
(mx)  in Folge der Belastungseinheit eines anderen Geraden
paares (n), (n1)  ist ebenso gross wie die gegenseitige Drehung 
b„m des Geradenpaares (n), (n1) in Folge der Belastungseinheit 
des Geradenpaares (m ), (m x) .
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Flg. 28.

Strecke, um welche sich der Abstand m f  in Fig. 28 ändert, sobald auf das

Fachwerk nur die in der Fig. 27 angenommenen Lasten —  und! — wirken, ist
e c,_ _

ebenso gross wie die im Bogonmaass ausgedrückte Aenderung, welche der*\Vrakel 
9  (Fig. 27) erfährt, falls das Fachwerk auf die in-Fig. 28 angegebene A rt be
lastet wird. (Die gleiehbezeichneten Strecken e, e, der Figuren 27 und 28 
brauchen nicht gleich gross zu sein.)

H ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 3

3. Die gegenseitige Verschiebung eines Punktepaares in, m1 
in Folge der Belastungseinheit eines Geradenpaares (n ), (n x)  
ist ebenso gross wie die gegenseitige Drehung des Geradenpaares 
(n ), (nx)  in Folge der Belastungseinheit des Punktepaares m, m1.

Die Sätze (2) und (3) beziehen sich auf ein ebenes Fachwerk. Die 
Erklärungen der Begriffe: Punktpaar, Geradenpaar, Belastungseinheit 
eines Punkt- oder Geradenpaares finden sich auf Seite 13 und 16.

Noch sei ein Beispiel angeführt, welches besonders geeignet sein dürfte, 
von der Fruchtbarkeit des Maxwell’sehen Satzes zu überzeugen. Man darf 
nämlich m it Hinweis auf die Figuren 27 und 28, welche ein und dasselbe 
Fachwerk auf verschiedenartige "Weise belastet darstellen, aussprechen: Die
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18. —  Zu einem anderen Beweise für den Maxwell’schen Satz 
führt die folgende Betrachtung.

Ein Fachwerk, welches den in No. 16 angeführten Voraussetzungen 
genügt, werde von beliebigen Belastungen P m ergriffen. In Folge dessen 
entstehen Spannkräfte Sm und Aenderungen der Stabliingen um

a  _  S " ‘l  

E F  '
Nach Entfernung der P„, mögen andere Belastungen P„ auf das 

Fach werk wirken und die Spannkräfte S„ sowie die Längenänderungen

=  ^"1,- hervorbringen.
E F

Es bedeute nun (§,„„) den W erth, welchen der W eg 5m irgend 
einer Belastung P„, annimmt, wenn auf das Fachwerk nur die Be
lastungen P„ wirken, ferner (5nm) den nur durch die Belastungen P„  
hervorgerufenen W eg irgend einer Belastung P„. Die Werthe 5 wurden 
durch Klammern ausgezeichnet, da sie eine andere Bedeutung haben 
als die früher erklärten 5m„ und 8„,„, deren ersteres z. B. den Werth 
von S,„ für den Fall vorstellte, dass nur eine Belastung P„ wirkt und 
diese die Grösse Eins besitzt.

Schreibt man nun die Arbeitsbedingung (13) einmal an
für den Kräftezustand (Pm, S„) und den hiervon unabhängigen 
Verschiebungszustand [(8„, „) As„] 

und hierauf
für den Kräftezustand (P„, S„) und den hiervon unabhängigen 
Verschiebungszustand [(8„,„) Asm] , 

so erhält man die Gleichungen:

2 P „  (5m„) =  S 6'm A s„ =  und

S P „  (5Hm) =  2 N n Asm =

und gelangt zu dem zuerst von Betti nachgewiesenen Gesetze
(34) 2 P m (8mM) =  2 P „  (5„,„).

W irkt auf das Fachwerk das eine mal nur eine Belastung P„ =  1, 
sodann nur eine Belastung P„ =  1, so entsteht aus (34):

^   5.
mii m tn

und hieraus folgt, dass der Maxwell’sche Satz nur ein besonderer Fall 
des viel allgemeineren, aber erst später entdeckten Betti’sehen Satzes ist.

19. —  Um die Anwendung des Haxwell’schen Satzes auf die Be
rechnung statisch unbestimmter Fachwerke zu erläutern, behandeln wir
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zunächst die in Uo. 11 und 13 bereits auf anderem W ege gelöste Auf
gabe: die überzählige Auflagerkraft X a und die Spannkräfte X b, X c der 
überzähligen Stäbe des in der Fig. IG dargestellten Bogenträgers zu be
stimmen.

Es sollen sowohl Temperaturänderungen als auch die auf Seite 21 
angeführten Verschiebungen der Stützpunkte berücksichtigt werden.

Wir rechnen (wie in Fig. 17 auf Seite 19) die Kräfte X a, X b, X c 
zu den auf das Hauptnetz wirkenden Lasten und erhalten für die Wege 
&„, 5j, 8C der Belastungen X a, X b, X c die Werthe:

8„ =  2  P mham —  haaX a —  habX b —  K ' X C +  S„( +

( 3 5 )  =  2 P mhbm -  5 fc,X „ —  hbbX b —  ZbeX c  +  8 *  +  8 * .

8. =  2 P m8„„ —  5 „ I a —  hcbX t —  S„ X e +  8el +  8« .
Hierbei bezeichnet:

5„,„ den Einfluss der Ursache P„ =  1 auf den W eg 8„,
desgl. den Einfluss der Ursache X a —  —  1 ,

n 11 n n jj -A.& 1 ,

n n 11 n n X c =  1 ,

8„, desgl. den Einfluss von Temperaturänderungen,
Sou, „ n u n  Verschiebungen der Stützpunkte, 

und ebenso lassen sich die übrigen, mit Doppelzeigern behafteten Werthe 
8 deuten.

Um 80„ zu bestimmen, wird die Arbeitsbedingung für den Be
lastungszustand X a =  —  1 (Fig. 19) angeschrieben und dabei jedem 
Stabe die Längenänderung As =  0 beigelegt. Es ergiebt sich dann

1 • 8 a„  - j -  1 • hu  - f -  1 • —  ( 8 ^  —  8 j) —  8 C - j -  8x,) =  0
h

und hieraus und aus ähnlichen, für die Belastungszustände X b —  —  1 , 
X c =  —  1 aufgestellten Gleichungen folgt

8„„ =  —  L a; hbiC =  —  L b\ he„ —  —  L c (vergl. Seite 22).
Setzt man nun diese Werthe in (35) ein und beachtet, dass die 

Buchstaben der Doppelzeiger miteinander vertauscht werden dürfen, 
dass also 80„1 =  8ma, S6m =  8„*, &c„ = 8mc, 5«* =  8fc„, . . .  ist, so ge
langt man zu den auf Seite 25 erhaltenen Gleichungen (25).

Der eben eingeschlagene W eg führt immer zum Ziele. Man darf 
aussprechen:

Jedes statisch unbestimmte Fach werk lässt sich durch Beseitigung 
von überzähligen Stäben und Auflagerkräften in ein statisch bestimmtes 
Fachwerk (Hauptnetz genannt) verwandeln. A uf dieses Hauptnetz wir
ken ausser den gegebenen Lasten Pm und den Temperaturänderungen 
noch gewisse vorläufig unbekannte Belastungen X ai X bl X c, X d . . .

3*
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deren W ege 5„, hb, 5C, S,2 . . ., jedoch bestimmten Bedingungen unter
worfen sind. Es gelten die Gleichungen:

X  —  5„, +  8 . =  SP„,5„„ —  h „ X a— hbaX b— hcaX , — bdaX d— ..  
L b —  8„ +  5* =  2 P mbmt —  hatX„ —  hbbX b— hcbX  —  bdbX d—  . .  
L c —  8rt +  5r =  2 P „ 5 „ e —  hacX a —  bbcX b— hccX — bdtX d— . .  
L a —  b,n +  5* =  S P , hmd—  b„dX a—  bbdX b— hcdX — hddX d— . .

(36)

welche eine schnelle Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grössen 
X  gestatten, sobald sich die den Belastungszuständen X„ =  — 1, 
X b =  —  1, X c =  —  1 , . . . entsprechenden Formänderungen des Haupt
netzes bequem darstellen lassen, und ebenso die von den Temperatur
änderungen herrührenden Werthe 5„(, 5i(, . . . .  Begegnet die Er
m ittelung dieser Verschiebungen Schwierigkeiten, so wende man die 
in No. 11 und 13 abgeleiteten Gleichungen (20) oder (29) an.

f. Einfluss unrichtiger Ablängung überzähliger Stäbe. Künstliche Anspannung.

2 0 . —  Die bisherigen Untersuchungen setzten voraus, dass jeder 
Stab genau diejenige Länge erhält, welche dem spannungslosen Zu
stande des Fachwerks entspricht. In statisch unbestimmten Fachwerken 
können jedoch geringfügige Fehler bei der Ablängung der überzähligen 
Stäbe wesentliche Aenderungen der Spannkräfte zur Folge haben.

Soll z. B. in ein aus 5 Stäben gebildetes ebenes Viereck (Fig. 29) 
ein sechster Stab ab eingefügt werden, welcher die zu geringe Länge

aZq besitzt, so ist dieser Stab vorher so anzu
spannen, dass er sich um verlängert. In 
Folge dessen aber wird er auf das ursprüng
liche Fachwerk in a und b gewisse Kräfte aus
üben, welche in den Stäben desselben Span
nungen hervorrufen.

Damit man die früher entwickelten Glei
chungen auch unmittelbar zur Berechnung von 

Fig. 29. statisch unbestimmten Fachwerken benutzen
kann, deren überzählige Stäbe wegen unrich

tiger Ablängung m it Anfangsspannungen eingesetzt werden müssen, 
stelle man sich vor, es seien jene Herstellungsfehler durch Abkühlung 
beziehungsweise Erwärmung der unrichtig bearbeiteten Stäbe beseitigt 
worden und zwar vor Einfügung dieser Stäbe in das Fachwerk. Die 
Länge s eines Stabes, dessen Temperatur um i '  zunimmt, wächst um 
e i's , und es muss deshalb die Temperatur eines um u s  zu kurzen
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Stabes um t '  =  —  erhöht, diejenige eines um ws zu langen Stabes

, w
um t —  —  erniedrigt werden.

Nach Einsetzen sämmtlicher Stäbe denke man die ursprünglichen 
Stabtemperaturen wieder hergestellt, schreibe also den erwärmten Stäben 
die Temperaturänderung (— t') , den abgeklihlten die Temperaturerhöhung 
(-j- t') zu. Man erkennt dann, dass man den fraglichen Bearbeitungs
fehlern Rechnung trägt, wenn man die in die früheren Entwickelungen 
eingeführten Temperaturänderungen t für die um (os zu langen oder 

' uzu kurzen Stäbe um t =  vergrössert beziehungsweise verkleinert.

Werden überzählige Stäbe absichtlich mit unrichtigen Längen ein
gesetzt, so bezeichnet man das Stabgebilde als ein Fachwerk mit künst
licher Anspannung.

g. Ausnahmefälle.

21. —  Alle vorstehenden Entwickelungen sind an die Voraus
setzung gebunden, dass es zulässig sei, bei der Aufstellung der Gleich
gewichtsbedingungen die Formänderung des Faehwerks zu vernach
lässigen; sie gelten also nur für Stabgebilde, deren Knoten sehr geringe 
Verschiebungen erleiden, und führen, auf Träger von ungenügender 
Steifigkeit (z. B. mangelhaft versteifte Kettenbrücken) angewendet, mit
unter zu ganz unrichtigen Ergebnissen. Es giebt aber auch Fälle, in 
denen bereits sehr geringe elastische Formänderungen die angenäherte 
Berechnungsweise unbrauchbar machen, und hierzu gehören die 
im ersten Bande, Abschnitt X III, 
als Fachwerke von unendlich kleiner 
Verschiebbarkeit bezeichneten Stabge
bilde, deren Knotenpunkte sich selbst 
dann gegeneinander (wenn auch nur 
unendlich wenig) verschieben würden, 
wenn sämmtliche Stäbe und Stützen 
starr wären. Ein besonders einfaches 
Faehwerk dieser Art stellt Fig. 30 dar.
Die Achsen der beiden wagerechten 
Stäbe ac und hc fallen in dieselbe Ge
rade. a und b sind feste Auflager
gelenke. Die um a und b mit den 
Halbmessern s  geschlagenen Kreise haben ein Bogenelement gemein, inner
halb dessen sich c frei bewegen kann. Wird das Fachwerk durch eine senk-



3 8 Einleitung.

rechte Last P  beansprucht, und verschiebt sich jedes der beiden Auflager
gelenke um die gleiche wagerechte Strecke £, so entstehen in den Stäben 
ac und bc gleich grosse Spannkräfte S. Man erhält:

und diese Gleichung liefert für S  einen bestimmten endlichen Werth, 
welcher desto grösser ist, je grösser E  und P sin d . Werden die Wider
lager und die Stäbe vollkommen starr angenommen, so ergiebt sich 
(wegen £ =  0 ; A s = 0 ; s i n A a = 0) für die Spannkraft S , selbst 
bei sehr kleiner Last P, der unrichtige Werth S  =  oo.

Zu einem ähnlichen Ergebnisse führt die genauere Berechnung des 
auf Seite 208 und 211 des ersten Bandes angeführten Paskal’schen 
Sechsecks. Gleichgewicht tritt hier selbst bei starren Stäben im All
gemeinen erst nach einer gegenseitigen Verschiebung der Knotenpunkte 
ein. Da diese Formänderung aber unendlich klein ist, so darf bei 
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen die ursprüngliche Gestalt 
des Fachwerks beibehalten werden, und es ergeben sich dann (nach 
Band I, Abschnitt XIII) für die Spannkräfte S  unendlich grosse oder un
bestimmte Wertbe. Werden aber die elastischen Verschiebungen be
rücksichtigt, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen für jede Spann
kraft S  einen ganz bestimmten endlichen Werth. Immerhin ist es rath- 
sam, derartige bereits ausgeführte Fachwerke zu vermeiden, wegen der 
verhältnissmässig grossen Anstrengungen, welche die Stäbe selbst bei 
geringer Belastung erleiden.

B. Gesetze für beliebige isotrope, feste Körper.
a. Voraussetzungen und Erklärungen. Gesetz der virtuellen Verschiebungen.

22. —  Wir werden in diesem Buche ausser Fach werken noch Träger 
untersuchen, die aus irgendwie miteinander befestigten geraden oder 
krummen Stäben zusammengesetzt sind und Slabwerke genannt werden 
mögen. Die Theorie derselben leiten wir durch Entwickelung einiger 
Gesetze ein, welche für beliebige feste Körper, die nur elastische, ver
schwindend kleine Formänderungen erleiden, gelten.

28. —  An irgend einer Stelle eines im Gleichgewichte befindlichen 
festen Körpers denken wir uns ein unendlich kleines Theilchen abge

25'sin A a =  P;
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grenzt. Die auf die Seitenflächen desselben wirkenden Kräfte sollen 
Flächenkräfte genannt und insbesondere als innere K räfte  oder Ober
flächenkräfte bezeichnet werden, je nachdem die durch sie beanspruchten 
Flächen im Innern des Körpers liegen oder zur Oberfläche gehören; 
ausser ihnen wird an dem Körpertheilchen im Allgemeinen noch eine 
auf die Masse desselben wirkende äussere Kraft angreifen, welche eine 
Massenkraft heisst (z. B. die Erdanziehung, Ergänzungskräfte der rela
tiven Bewegung).

Nehmen wir nun an, es erleide ein anfänglich im Gleichgewichte 
befindlicher Körper durch Hinzutreten äusserer Kräfte und durch Tem- 
peraturänderung eine Umgestaltung. Dieselbe hört auf, sobald sich ein 
neuer Gleichgewichtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; während 
ihrer Erzeugung werden die Flächenkräfte des betrachteten Körper- 
theilchens eine bestimmte Arbeitssumme verrichten, und von dieser ist 
besonders derjenige Theil von W ichtigkeit, der nur von der Form
änderung des Körpertheilchens abhängig ist , der also verschwindet, 
wenn sich das Theilchen bew egt, ohne seine Gestalt zu ändern. Man 
nennt diesen Theil der Gesammtarbeit der Flächenkräfte die Form
änderungsarbeit des Körpertheilchens; ihre Integration über den ganzen 
Körper liefert die Formänderungsarbeit des Körpers. Bei der Berech
nung dieser Arbeit ist zu beachten, dass die Flächenkräfte, deren 
schliessliche Werthe wir ganz allgemein mit 11 bezeichnen wollen, sich 
im Verlaufe jener Umgestaltung ändern.

Denkt man sich hingegen die Flächenkräfte während der ganzen 
Dauer der Formänderung mit ihren Endwerthen II wirkend und be
stimmt die von den R  geleistete Formänderungsarbeit unter der Voraus
setzung einer loillkürlichen Formänderung, die man sich zwar als mög
lich vorstellen kann, die aber nicht von den die Kräfte II erzeugenden, 
sondern von irgend welchen anderen Ursachen herrührt, so erhält man 
einen Ausdruck d A c, welcher die virtuelle Formänderungsarbeit des 
Körpertheilchens heisst, während jene willkürliche, mögliche Umge
staltung eine virtuelle Formänderung genannt werden soll.

Wir fassen jetzt eine unendliche kleine virtuelle Formänderung 
eines im Gleichgewichte befindlichen Körpers und insbesondere die Be
wegung und Umgestaltung eines Körpertheilcbens ins Auge und be
zeichnen die virtuelle Arbeit der auf dieses Körpertheilchen wirkenden 
Massenkraft mit d A m, diejenige der Flächenkräfte mit d A f . Letztere 
Arbeit besteht aus zwei Theilen; der eine, d A c, hängt nur von der 
Umgestaltung des Körpertheilchens ab, der andere, nämlich d A f —  dA„ 
von der Bewegung des Massenmittelpunktes und der Drehung des 
Körpertheilchens um diesen Punkt. Somit stellt d A m - \ - d A f — d A . 
diejenige virtuelle Arbeit vor, welche sämmtliehe auf das Körper-
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theilchen wirkenden Kräfte verrichten, wenn dessen Bewegung ohne eine 
Formveränderung vor sich geht. Diese Arbeit muss aber =  N ull sein, 
da die Mittelkraft der auf das Körpertheilchen wirkenden Kräfte (des 
vorausgesetzten Gleichgewichtszustandes wegen) zu Anfang =  N ull ist 
und auch während der ganzen Dauer der gedachten unendlich kleinen 
Bewegung bis auf eine verschwindende Grösse den Werth Null behält.

Es folgt mithin d A m +  d A f  —  d A v und, wenn entsprechende 
Gleichungen für sämmtliche Körpertheilchen gebildet und hierauf addirt 
werden,

(37) A„, -j- Af = -  A v.

Da sich nun in dem Ausdrucke Af  die Arbeiten ' der inneren 
Flächenkräfte gegenseitig tilgen, weil auf die Flächen, in denen an
einander grenzende Körpertheilchen Zusammenhängen, bei gleichen Ver
schiebungen entgegengesetzt gleiche Kräfte wirken, so leuchtet ein, dass 
Af  die virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte, mithin Af  -{- A m die v ir
tuelle Arbeit sämmtlicher äusseren K räfte  vorstellt, und es drückt des
halb die Gleichung (37) das Gesetz aus:

Bei einer verschwindend kleinen virtuellen Formänderung eines 
im Gleichgewichte befindlichen K örpers ist die virtuelle Arbeit 
der äusseren K rä fte  gleich der virtuellen Formänderungsarbeit.

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dass alle anfänglich sich 
deckenden Seitenflächen von aneinander grenzenden Körpertheilchen auch 
während des ganzen Verlaufs der Formänderung sich decken, weil nur 
dann die Arbeiten der auf diese Flächen wirkenden Kräfte sich auf- 
heben. Besteht nun der betrachtete Körper aus mehreren einander 
berührenden Theilen, von denen jeder einzelne der gemachten Annahme 
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfänglich zu
sammenliegenden Berührungsflächen je zweier Theile statt, so müssen, 
wenn das bewiesene Gesetz gelten soll, alle diese Flächen zur Oberfläche 
gezählt werden, d. h. es sind die auf diese Flächen wirkenden Kräfte, 
soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den äusseren Kräften zu 
rechnen. So sind z. B. bei aufeinander reibenden Theilen eines Körpers 
die an den Berührungsstellen wirkenden Reibungswiderstände als äussere 
Kräfte aufzufassen.

24. —  Um einen allgemeinen Ausdruck für A t, abzuleiten, be
ziehen wir den Körper auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem und 
denken an irgend einer Stelle, aber innerhalb eines Körpertheiles, dessen 
Spannungen sich stetig ändern, ein Parallelopipedon von den anfäng
lichen Kantenlängen d x , dg, d z  abgegrenzt.

Die Spannung in der zur a-Achse senkrechten, den Punkt (x , y, z) 
enthaltenden Seitenfläche d g  d z  sei in die Seitenspannungen
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c„  parallel der a;-Achse und positiv, wenn im Sinne von (— x) wirkend,
vxy»
-x*»

y~
z-

„ (— 2/) 
„ (— *0

zerlegt, 'und in gleicher Weise mögen die Spannungen in den dem 
Punkte (x, y, z) anliegenden Seitenflächen d z d x  und d x d y  durch ihre 
Seitenspannungen

-\y 1 “y '  1 t

> V x  t T zy

gegeben werden. Die a sind Zug- oder Druckspannungen, die t  Schub
spannungen (Band I, Seite 56).

Durch Multiplikation dieser Spannungen mit den entsprechenden 
Flächeninhalten gelangt man zu den Kräften, welche jene Flächen be
anspruchen. Auf die Fläche d y  d z  wirken z. B. die drei Kräfte:

axd y d z ,  xxtJd y  d z ,  z x, d y d z .

Wird die Momentensumme 
aller am Parallelopipedon d x  d y  d z  
angreifenden Kräfte in Bezug auf 
die der »/-Achse parallele Schwer
achse des Körpertheilchens gleich 
Null gesetzt und hierbei davon 
abgesehen, dass sich die Span
nungen in gegenüberliegenden Sei
tenflächen um Differentiale unter
scheiden, weil die Berücksichtigung 
dieser Unterschiede zu unendlich 
kleinen Grössen der vierten Ord
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nung führen würde, welche gegen die der dritten Ordnung verschwinden, 
so erhält man, (mit Hinweis auf Fig. 3 2 , in der die Projektion des 
Körpertheilekens auf die (2 «)-Ebene dargestellt ist) die Gleichung: 

(xsxd x  dy)  d z  =  (xX3d y  dz)  d x  (vergl. auch Band I, § 12), 
und hieraus und aus ähnlichen Momentengleichungen für die der «-Achse 
und 2-Achse parallelen Schwerachsen des Körpertheilekens folgt:

: '•yz) '•xy *yx)

weshalb die kürzere Bezeichnung eingeführt werden soll:

'  '  ^ y x  L r y  j ^ = x ^ x x  I ------  ''x y    ^ y x)

wobei zu bemerken ist, dass

xx \_dx-,  t„ 1 d y ,  TI _j_cf2.

Es ändere sich nun die anfängliche Länge d x  um die Strecke

( cl X // /  2/ \
2~ y  so zwar > dass s*e die dem Punkte

(x, y,  z ) anliegende Fläche gegen den Massenmittelpunkt M  im Sinne

(
d x  \

J  verschiebt und die gegenüber liegende Fläche 

„ /  d x  \
im Sinne der (-f- x)  um A ' au  ̂ j eno Flächen wirkenden 

Kräfte:

ax d y d z  und (^ax -f- d x ^  d y  dz  

liefern dann zur virtuellen Formänderungsarbeit den Beitrag:

<j„ cl y  d z  A' ( “ )  +  (<L +  d(j^  d x )  d y  d z  ( ~ ^ ~ )  

und hierfür darf man nach Streichung der kleinen Grösse vierter Ord

nung: d x  d y  d z  A" ( ^ - d x ^  setzen:

& d x
ax d y  d z  a d x  =  ax — ,  ■ d V

J d x

worin d V  —  d x  d y  d z  den Inhalt des Körpertheilekens bedeutet.

Hieraus und aus ähnlichen Betrachtungen folgt: Aendern sich die 
anfänglichen Längen d x , d y ,  d z  um Strecken Ad x ,  \ d y ,  k d z  und 
bezeichnet man die in der Folge D eh n u n g en  genannten Verlängerungs
verhältnisse mit

A d «  A d y  A d z
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so ist dev von den Spannungen ax, öy, <ja abhängige Theil der vir
tuellen Formänderungsarbeit d A v des Körpertheilchens ( d x d y d z ) 
gleich

(39) -(- cJysy -j- axez)d  V.

Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkeländerungen und 
in Folge dessen leisten auch die Schubkräfte Arbeit. Es sei, mit Be
zugnahme auf Fig. 31

yx die Aenderung des W inkels Y O Z ,
Y.v )) »J n ,j Z O X ,
y* M jj >t jj A  0  Y.

Man nennt yx, yy, y . ,  die Gleitungen im Punkte x ,  g , s; sie seien 
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder Vergrösse- 
rungen der Winkel Y O Z ,  Z O X ,  X O Y  vorstellen. Bei Berechnung 
der in Folge der Gleitungen von den Schubkräften verrichteten vir
tuellen Formänderungsarbeit darf man wieder die Spannungsunter
schiede in den einander gegenüber liegenden Flächen vernachlässigen 
und den Punkt x y z  an Stelle des Massenmittelpunktes als ruhend an
nehmen.

Aendert sich der Winkel Y O Z  um yx, so verschiebt sich die 
Fläche YO'  im Sinne O Z  gegen die Fläche O Y '  um yxdy,  wobei die 
in YO'  und senkrecht zu d x  wirksame Schubkraft xXd x d z  die vir
tuelle Arbeit xx d x d z y x d y  verrichtet, oder es verschiebt sich die Fläche 
ZO'  im Sinne O Y  gegen die Fläche 0 Z'  um die Strecke yx d z ,  bei 
welcher Bewegung die in ZO'  und senkrecht zu d x  wirkende Schub
kraft t Xd x d y  die Arbeit xx d x d y y x d z  leistet. In beiden Fällen wird 
die Arbeit

xxy x d x  d y  d z  —  xxyx d V

erhalten, und ebenso ergeben sich für die den Gleitungen yx, yy ent
sprechenden Arbeiten die Ausdrücke xyyy d V  und xzyz d V, so dass die 
gesammte virtuelle Formänderungsarbeit der an dem Theilchen (d x d y d z ) 
angreifenden Flächenkräfte gleich

d A v =  (ax £„ -f- ay sy -j- az t z -f- xxyx xyyy -j- x ,y y) d V  

ist. Für den ganzen Körper erhält man:

(40) A v —  j(a x sx +  ff, sy +  az s , - f  xxy x - f  xyyy - f  xzyr) d V.

Bei unstetigen Spannungen muss der Körper in Theile zerlegt werden, 
innerhalb welcher alle Spannungen stetig sind. Die Werthe A„ 
werden für die einzelnen Theile gesondert berechnet und schliesslich 
addirt.
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Setzt man (nach N. 23) A„ gleich der virtuellen Arbeit der äusseren 
Kräfte Q, so erhält man:

(41)  2  Qmh „  = j  (a x ex - j -  <jysy +  a ,e s - f -  x^y, +  xyyy - f -  x„y„)dV,

wo 8m die den Dehnungen s , ,  sy, e= und Gleitungen y*, yy, y , ent
sprechende Verschiebung des Angriffspunktes m  der Kraft Qm im Sinne 
von Q„, bedeutet, d. i. die Projektion des Weges von m auf die Rich
tung von Qm. Zu erinnern ist daran, dass bei Ableitung der Glei
chung (41) hinsichtlich der äusseren und inneren Kräfte nur die Er
füllung der Gleichgewichtsbedingungen vorausgesetzt wurde, und dass die 
Dehnungen, die Gleitungen und die ihnen entsprechenden Verschiebungen 
5 von den Kräften Q und den Spannungen c  und x unabhängig zu 
denken sind und von irgend welchen anderen Ursachen herrühren 
können.

25. —  Wir setzen jetzt fest, dass ey, s ,, y*, yy) y„ die bei 
einer gegebenen Angriffsweise des Körpers entstehenden wirklichen Deh
nungen und Gleitungen sind, bezeichnen mit Q, ffx, öy, G., xX) xy, xc 
die äusseren Kräfte und Spannungen eines nur gedachten Belastungs
zustandes, wenden auf den letzteren und auf den wirklichen Form
änderungszustand die Gleichung (41) an, und erhalten die Beziehung:

(42) 2 0 ,„5„ == f  (ff,sx +  ffyey - f  c .e , - f-  xx%  - f  xyyy - f  x ,y a) d V,

welche der für das Fachwerk abgeleiteten Gleichung (13) gegenüber 
zu stellen ist, und in welcher 5„, die Projektion des wirklichen W eges 

des Punktes m auf die gedachte Kraft Q„ bedeutet.
Die wirklichen Dehnungen und Gleitungen sollen hier nur für den 

isotropen (d. h. in allen Punkten gleichbeschaffenen) Körper angegeben 
werden. Es wird ein spannungsloser Anfangszustand angenommen. Die 
anfängliche Temperatur ändere sich im Punkte (x , y, z) um t.

Die Seite d x  des Körpertheilchens (d x d y d z ) erleidet, wenn die

Spannung ff* allein wirkt, die Dehnung —~ - X - =  während die
d x  E

Temperaturänderung den Einfluss —-  — =  e t erzeugt und in Folge
GL CC

von ffy und ff. entsteht: —  Cy , wobei —  die Werth-
d x  t nE m

ziflfer der Querdehnung (abgerundet \  für Eisen und Stahl) bedeutet.*) 
Das Zusammenwirken aller Ursachen ruft die Dehnung hervor:

*) Vergl. Band 1, § 12.
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( s r =  — --------------------- -4-  ef und ebenso ergiebt sich:
E  m E

während die nur von den Schubspannungen abhängigen Gleitungen 
die Werthe annehmen:

(44) Y* —  ^ r>  =  T. =  -§ - .

wobei

die Schub-Elasticitätsziffer (auch Gleitmodul genannt) bedeutet.*)

b. Anwendung der Gleichung (42).

2 0 . —  Wir werden bei Berechnung der Stabwerke die Glei
chung (42) in derselben Weise benutzen wie die Gleichung (13) bei 
Untersuchung des Fachwerks. Zunächst werden wir die nach bestimmten 
Richtungen wirkenden Seitenkräfte C der Stützenwiderstände sowie die 
Spannungen a und x als lineare Funktionen der gegebenen Lasten P  
und gewisser statisch nicht bestimmbarer Grössen X ', X " , X " ' . . . 
darstellen, und zwar in der Form:

C  =  c 0 —  C ' X ' —  c " x " —  C f"  X " '  —  .  .  .

—  < x ’ -  c : x " —  C ' x ' " — . . .

IIt?
“ —  (Sy X ' -  a „ "  X "

irr T . / / f
—  a y  X  —  . . .

—  a . ' X ' —  o / ' X "
nr T r / / /

—  a ,  X  —  . .  .

-r
1 II

äH —  x / X ' —  < ’ x "
/ / /  v w

------Ji. —  ■ .  .

oII —  x / x ' —  x / ' X "
irr - rrrtr

T y  . Ä  .  .  •

. W  =  -cr 0 - x / ' X " —  x / " X ' " —  .  .  .

Die mit dem Zeiger 0 behafteten Werthe sind Funktionen ersten Grades 
der Lasten P  und unabhängig von den Grössen X ', X " , . . . .  Die 
Werthe C', C" , a ,  a" . . .  , x', x" . . , sind unabhängig von den 
P  und X .

Es bedeuten:

*) Vergl. u. A. G rashof, Theorie der Elasticität und Festigkeit, 2. Auflage, 
Berlin 1878, Seite 24 und 80.



4 6 Einleitung.

C', a ,  die Stützenwiderstünde und Spannungen 
für den Zustand X ' =  —  1,

C , a , x" die Stützenwiderstünde und Spannungen 
für den Zustand X "  —  —  1 u. s. w.

Wird nun die Gleichung (42) der Eeihe nach auf die Belastungs
zustände: X '  = — 1, X 1' =  — 1 , . . . angewendet und jedesmal auf 
den wirklichen Verschiebungszustand, so ergehen sich die zur Berech
nung der Grössen X ', X ”, . . . ausreichenden Bedingungen:

(47)
L ' ~  J  ^  Z* ** £y X* Tx ^ Ty T * d V

L"  =  f  (a" ex +  cry"sy +  o /'s ,  - f  x "  yy+ t , "  y.) d V

unter L ', L" . . . die den Zuständen X '  =  —  1 , X "  —  —  1, . . . 
entsprechenden virtuellen Arbeiten der Auflagerkräfte verstanden.

27. —  Wird die durch bestimmte Dehnungen und Gleitungen 
s ,, ey, e ., yx, Yy, bedingte gegenseitige Verschiebung 8,„ zweier 
Punkte m und m1 des Körpers gesucht, so bringe man in m und 
zwei entgegengesetzt gleiche, in die Gerade mtn1 fallende und von ein
ander weg gerichtete Kräfte Ems an (Fig. 9) und stelle für diesen 
gedachten Belastungszustand und für den wirklichen Verschiebungszu
stand die Gleichung (42) auf. Man erhält:

(48) 1 • 5,„ -j- L  — J  (ax£, -f- öysy -f- -f- xxyx +  "„Yy “I“ T*Y*) ^ ^

worin a, x  und C Spannungen und Stützenwiderstände bedeuten, welche 
mit der Belastungseinheit des Punktepaares m, mx im Gleichgewichte sind.

A uf diese Weise lassen sich alle die Aufgaben behandeln, welche 
in No. 9, 10, 14 für das Fachwerk gelöst worden sind.

c. Das Clapeyron’sche Gesetz und die Sätze von Maxwell und Betti.

28. —  Es wird vorausgesetzt, dass die äusseren und inneren Kräfte 
allmählich von F u ll aus wachsen, dass also auch die Umgestaltung des 
Körpers allmählich vor sich geht, ohne das Schwingungen entstehen. 
Für jede der unendlich kleinen Formänderungen, in welche sich die 
ganze Formänderung zerlegen lässt, g ilt die Gleichung (42) und es er- 
giebt sich daher die Beziehung

(49) 2 J  Qdh —  f('axdzx oy ¿ey- f - o ,d z , - f  <t{x -+- xyd j y + x , d y , ) d F,



wo Q, ax, a ,, a„  xx, xy, ", die Werthe der äusseren Kräfte und 
Spannungen in dem Augenblicke bedeuten, in welchem die Verschie
bungen 5 um dh  zunehmen und die Dehnungen und Gleitungen um 
dsx1 d sy) d s SJ d y x, Yyl d y,.

Der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (48) giebt die 
mechanische Arbeit der äusseren K räfte  Q an, der Ausdruck rechts die 
wirkliche Formänderungsarbeit A  des Körpers. Behält der Körper in 
jedem Punkte die anfängliche Temperatur, ist also t —  0 , so er- 
giebt sieh:

dsx =  ̂ ( d a x --da,   da,\, djx =  ~ x x,
E  V  m m  /  Cr

dSy —  ( d a ,  d a s dax ^ ; d f ,  ■ - ~ xv,
K V '  in m y  (r

d t ,  =  ~ ( d a ,  — d a x  - d a , ' ) ;  d-]-. =  ~ x , ,  also
E  V m m y (r

axd sx +  ayd Sy +  a .d s ,  +  xxd y x - f  x ,d ^ ,  -f- x .d f z 

4r I axdax +  avda, +  a.dcx -d{a,a. +  a.a, - f axa,)
Jt L tn -i
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E

~G
+  —  [ ^ d x x  - f  X y d X y  4 -  x , d t , ]

und hieraus durch Integration:

(50) Ä  =  \ J [ a x3 +  oy3 4 - a. 3 —  (aya, - f  a.ax 4 -  0, 0») j  ^  

+  y j W  4 - V  +  O  —

Nun g ilt aber auch andererseits die Gleichung:

% Q h = J ( a xsx 4 -  cySy 4 -  ö .s .  - f  t,Yx 4" ~y Yy +  T»Y.) d V,

+  “■ ( ' ■ - TT +/<*■’ +  +  '■’> i f  ■
und diese lässt sich leicht umformen in

2<?5 =  2 A.

Da nun, nach (50), 2 J  Qdh =  A  ist, so ergiebt sich:
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s f g d  8 =  2 - ^ -

und hieraus folgt, dass das in No. 8 für das Fach werk bewiesene 
Clapeyron’sehe Gesetz auch für den isotropen festen Körper gilt.

ohne weiteres diejenige des in No. 17 für den Fall t =  0 und L —  0 
abgeleiteten Maxwell’schen Lehrsatzes.

29. —  Um den Maxwell’schen Satz noch auf eine ähnliche Weise 
wie in No. 18 als besonderen Fall des allgemeineren Gesetzes von Betti 
herzuleiten, nehmen wir an, dass auf den Körper zuerst beliebige Be
lastungen Pm wirken. Den Körper denken wir durch drei einander 
rechtwinklig schneidende FlUchen-Scbaaren in unendlich kleine Theilchen 
zerlegt, in deren Seitenflächen nur Normalspannungen auftreten, welche 
dann Hauptspannungen heissen und mit f f / ,  <J2', cr3' bezeichnet werden 
sollen. Die entsprechenden Dehnungen sind (wegen t —  0)

die Gleitungen sind =  0 .

Jetzt ersetzen wir die Belastungen Pm durch andere Belastungen 
P .,  behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Körpers bei. 
Es treten dann Normalspannungen ö,", a2", a3" auf, und diese erzeugen 
Dehnungen:

Bezeichnen wir nun mit (&„„) den W eg irgend einer Belastung Pm 
für den Fall, dass auf den Körper nur die Belastungen P„ wirken, und 
m it (önm) den W eg irgend einer Belastung P„ in Folge ausschliesslicher 
Wirkung der P m, und wenden wir die Gleichung (42) zuerst an

Aus der Gültigkeit des Clapeyron’schen Gesetzes folgt aber auch

(51)

(52)

Ausserdem werden durch die P„ Schubspannungen t ”  und Gleitungen 
y" hervorgerufen.
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auf den Belastungszustand (P„.) und den hiervon unabhängigen, 
den Belastungen P„ entsprechenden Verschiebungszustand,

sodann:
auf den Belastungszustand (P„) und den hiervon unabhängigen, 
den P„, entsprechenden Verschiebungszustand, 

so erhalten wir, da die Stützen widerstände, der Voraussetzung gemäss, 
keine Arbeit verrichten, die Gleichungen:

2P „ ,(8m„) =  I  (Cj Sj -f- o2's 2 - f - c 3 e3 ) d V

2 Pn (S„„i) — j  (c , e, +  o2 s2 3̂ s3 ) d

bei deren Aufstellung zu beachten ist , dass den Gleitungen '(' die 
Schubspannungen x' =  0 gegenüberstehen und den Schubspannungen 
die Gleitungen =  0 . (In der ersten Veröffentlichung dieses Beweises in 
des Verfassers Buch: „Die neueren Methoden der Festigkeitslehre u. s. w .“ 
Seite 176 wurden die a '  irrthümlich als Hauptspannungen bezeichnet.) 

Mit Hilfe von (51) und (52) lässt sich nun leicht nachweisen, dass
f rr I r // | r // ff r | ff f i ff r

a1 ex -j- a2 e2 c3 e3 =  c1 -f- ö2 e2 -f- o3 s3 
ist, und deshalb auch

S P .  |„ „ )  =  2P„(8„,„).

Hieraus aber folgt, wie auf Seite 34, als besonderer Fall:

d. Die Castigliano’schen Sätze.

3 0 . —  Betrachtet man die statisch nicht bestimmbaren Grössen X
(welche sich stets auf Kräfte zurückführen lassen) ebenso wie die P  als
unabhängige Veränderliche der Gleichungen (46 ), d. h. rechnet man 
die X  vorübergehend zu den Belastungen, so dürfen die Werthc 
c , c  , . . . x ,  . . .  als Differentialquotienten der o und x  aufgefasst 
werden; denn es ist

- ca„ , d a , , d x x
<7r; fr—  ̂=  —  s.,; rrxxr —  —  o , ; ——7- =  —  x* . . . u. s. w.dir ^ ax ' “  v” d x ' ~  ax'

Die Gleichungen (47) lassen sich dann auf die gemeinsame Form 
bringen

(53> - /- = / ( s' I y + 6' I y + ‘--f r

4 ~  7  — 4 -  7  ^Ty 4 -  7  \  (1 v
+  ax  +  {,J ax  +  u c x ) ’

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 4
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wobei X  irgend eine der statisch nicht bestimmbaren Grössen und L x  
die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte für den Zustand X =  —  1 be
deutet. Führt man für die Dehnungen und Gleitungen die durch (43) 
und (44) gegebenen Werthe ein, so gelangt man zu dem übersicht
lichen Gesetze:

(54) ! £ - Z ,  =  0,

WO

(55) A i —  A - \ -  I (ax -j- o,, -j- c,) s t d  T

und A  gleich der wirklichen Formänderungsarbeit ist. (Siehe Glei
chung 50.)

Verrichten die Stützen widerstände keine Arbeit {Lx  —  0) und findet 
an keiner Stelle des Körpers eine Aenderung der anfänglichen Tempe
ratur statt (t =  0 ) , so geht (54) Uber in

, . 3 A  _
(56) ^  =  0

und diese Gleichung sagt aus:

dass die statisch nicht bestimmbaren Grössen X  die Form
änderungsarbeit A , welche als Funktion der zuerst unabhängig 
veränderlich gedachten Werthe X  darzustellen is t ,  zu  einem 
Minimum machen.

Dieses Gesetz der kleinsten Formänderungsarbeit ist zuerst von
Castigliano scharf bewiesen worden.

Setzt man in Gleichung (41):
■2Qmhm =  2 P mK  +  L , 

wobei 2  Pm 8,„ die virtuelle Arbeit der Belastungen Pm und L  diejenige 
der Stutzenwiderstände bedeutet, und beachtet, dass Gleichung (41) 
auch für den Fall gilt, dass die S, e*, e,„ s., x„ ~y, x , von den Kräften Q 
unabhängig sind, so findet man durch theilweise Differentiation jener 
Gleichung nach P m, bei unveränderlich angenommener Formänderung:

d P

i)~ \
d V

i - d a *
+  "• J k

+  s --
d a .
dP„,

' c P„,
. _j_Y 

* •' d p ̂-*• tn
- +  T:

dxz ' 

' dP,„
- f . V y ~ x.. -j— Y +  Y C~~')
^  d P .„ ^  ,y cP... dP ...J

und diese Beziehung lässt sich umformen in

.  S J ,  » L

sie liefert, falls die Stützen widerstände keine Arbeit leisten und t —  0
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ist, das ebenfalls von Castigliano bewiesene Gesetz:

d A
(58)

cP„,

Dasselbe lässt sich auch wie folgt ableiten. Auf einen Körper mögen 
die Belastungen P„, Ph, . . . .  P,„, . . .  . wirken; ihre Wege seien 
8„, 5,., . . . 8,„, . . . (vergl. Seite 31). Im Falle L  =  0 und t —  0 ist

8» —  - f - 5 a lP 6 -f- . . . 4  So», P., 4  . • •
—  5/k, P a  4  >̂bb Pb 4  ■ •

5,„ —  5m„Pa 4  h,„bPh 4  • •

4  P», 4  • •

4  5,m,,P,„4 • •

Wächst P„, um dP„„ während die übrigen Belastungen ungeändert 
bleiben, so nehmen 8„, 8t , . . . 8„, . . .  zu um

? 8„ =  8„,„aP,„; oh,, =  8lmd P m; . . . 8 8 ,,, =  h,„mZPm-, . . . 
und die Formänderungsarbeit A , welche ebenso gross ist wie die me
chanische Arbeit der äusseren Kräfte, wächst um

d A  =  p„db„  4 -  Pbd 8i +  . . . +  P md 8„ 4  . . .
Man erhält

d A  =  (hamp ,  4 -  hbmp b +  . . .  +  hmmp m 4 . . . )  dp,,,, 
wofür man (nach dem Gesetze: 8,„„ —  8,,,,,) auch schreiben darf: 

dA
d pu *■ n\

—  8,„a Pa 4  b,„h p b 4  . . .  4  8„„„p,„ 4  . . .

Da die Gleichung (41) hinsichtlich der äusseren und inneren Kräfte 
nur die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen verlangt, so ist es 
erlaubt, bei Anwendung der Formeln (57) und (58) die statisch nicht 
bestimmbaren Grössen X  als willkürliche Veränderliche aufzufassen. 
Differentiirt man also nach P„,, so darf man nicht nur alle übrigen 
Belastungen sondern auch sämmtliche X  als unveränderlich ansehen.

W endet man die Castigliano'sehen Sätze auf das Fachwerk an 
(welches ja nur ein besonderer Fall des eben untersuchten Körpers ist) 
so hat man zu setzen:

( 5 9 )

i*
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S
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EESTE ABTHEILUNG.

Form änderung ebener Fachwerke. —  U ntersuchung der ebenen, 
statisch unbestim m ten Fach werke.





I. A bschnitt.

Bestimmung’ der Formveränclerungen ebener 
Facliwerke, mit Anwendungen auf die Unter
suchung statisch unbestimmter und statisch 

bestimmter Träger.

§ i-

Yerschiebungspläne nach dem Verfahren von TYilliot.

31. —  Ein statisch bestimmtes ebenes Fachwerk sei durch ge
gebene Lasten beansprucht und gegebenen Temperaturänderungen aus
gesetzt. Die in den Stäben hervorgerufenen Spannkräfte S , welche 
(nach Seite 6) von den Temperaturänderungen unabhängig sind, seien 
mit Hilfe der im ersten Bande unseres Buches entwickelten Verfahren 
gefunden, auch seien die Aenderungen As sämmtlicher Stablängen s 
mittels der Gleichung

As =  J ^ + s<Ä (vergl. S. 2)

berechnet. Gesucht seien die Verschiebungen der Knotenpunkte. —  
So lautet die Aufgabe, deren geometrische Lösung das Ziel unserer 
nächsten Untersuchungen ist.

Die Knotenpunkte werden wir mit kleinen Buchstaben, welche die 
Stelle von Ordnungsziffern vertreten, bezeichnen, die Stäbe hingegen 
mit arabischen Ziffern. Die Längen der Stäbe 1 , 2 , . . .  seien —  s1, s2, . . 
für ihre Aenderungen Asj, As2, . . . mögen, um übersichtliche Figuren 
zu erhalten, die kürzeren Zeichen A l ,  A 2, . . . eingeführt werden.

Wir beginnen mit der Behandlung des einfachsten und wichtigsten, 
fast alle Anwendungen umfassenden Falles, nämlich mit der Unter
suchung eines Fachwerks, welches man in der Weise erzeugen kann, 
dass man zu einem Stabdreieck abc  (Fig. 33) zwei neue Stäbe fügt,
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die in einem neuen Knoten d  miteinander verbunden sind, hierauf an 
zwei beliebige Knoten dieses Stabgebildes wieder zwei neue Stäbe mit

einem neuen Knoten e anschliesst, u. s. f. 
Die Bestimmung der durch gegebene Aende- 
rungen der Stabliingen hervorgerufenen Ver
schiebungen der Knotenpunkte eines der
artigen Fachwerks stützt sich auf die Lösung 
der folgenden Aufgabe.

32. E rs te  H a u p ta u fg a b e . Der Knoten- 
Fig. 33. punkt c ist mit den Knoten a und b durch

zwei Stäbe 1 und 2 verbunden, deren Längen 
Sj und s2 sich um die gegebenen Strecken A l und A 2 ändern, wäh
rend sich die Punkte a und b in die neuen Lagen a  und b' bewegen. 
Gesucht ist die Verschiebung cc des Punktes c (der mit a und b nicht 
in derselben Geraden liegen darf). Fig. 34 a.

Um die neue Lage von c durch Zeichnung zu bestimmen, löse 
man bei c die Verbindung beider Stäbe, verschiebe den Stab 1 parallel

f j

Fig. 34 a. Fig. 34 b.

m it sich selbst in die Lage a'cj und den Stab 2 parallel m it sich 
selbst in die Lage b'c2. Hierauf ändere man die Längen der Stäbe 
in der vorgeschriebenen Weise. Wird z. B. der Stab 1 gedehnt, der 

Stab 2 verkürzt, so verlängere man a c 1 um c1 c3 =  A l  und bringe 

von b'c2 die Strecke c2ci  =  A 2 in Abzug. Nun schlage man mit den 
neuen Stablängen a cA und b'c4 als Halbmesser Kreisbögen, deren 
Mittelpunkte a und b' sind. Der Schnittpunkt c jener Bögen giebt 
die gesuchte neue Lage des Punktes c an. In dem hier vorausgesetzten 
Falle verschwindend kleiner Verschiebungen dürfen die Kreisbögen c3 c 
und c4c' durch die auf den Geraden a c3 und b'c± errichteten Lothe 
ersetzt werden.
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Es empfliehlt sich nun, die Verschiebung cc in einer besonderen 
Figur und in gehöriger Vergrösserung darzustellen. Von einem beliebig 
gewählten Punkte 0  aus (welcher der Ursprung oder der Pol genannt 
wird, Fig. 34b) trage man die gegebenen Verschiebungen Oa =  aa  
und Ob' =  hb' der Punkte n und b nach Grösse, Richtung und Sinn 
auf. An die Polstrdhlen Oa und Ob' füge man in a und b' die den 
Stäben 1 und 2 parallelen Längenänderungen A 1 und A 2 und errichte 
in den Endpunkten der letzteren Lothe, deren Schnittpunkt c dann die 
verlangte Verschiebung des Punktes c bestimmt; dieselbe wird nach 
Grösse, Richtung und Sinn durch den Polstrabl Oc dargestellt.

Besonders zu achten ist auf den Sinn, in welchem die Längen
änderungen A l und A 2 anzutragen sind. Man merke Folgendes:

Ist der Knoten c m it a durch einen Stab 1 verbunden, welcher 
gedehnt w ird, so verschiebt sich c gegen a im Sinne ac, und es 
muss desshalb M  an ä  im Sinne ac gefügt werden.

Ist der Knoten c mit b durch einen Stab 2  verbunden, welcher 
verkürzt w ird , so verschiebt sich c gegen b im Sinne cb , und 
es muss deshalb A 2  an b' im Sinne cb angetragen werden.

Durch wiederholte Lösung der eben behandelten Aufgabe ist man 
im Stande, die Verschiebungen der Knotenpunkte einer gegliederten 
Scheibe von der in No. 31 beschriebenen Art für den Pall zu bestimmen, 
dass die Richtungslinie eines Stabes (der im allgemeinen einem der bei
den Dreiecke abc  und a b d , F ig. 33, angehören muss) ungeändert bleibt 
und die Verschiebung eines Punktes der Mittellinie dieses Stabes gleich

Fig. 35 a. Fig. 35 b.

Null ist. Als Beispiel wählen wir das in der Figur 3 5 a  dargestellte 
Fachwerk und setzen voraus, dass der Punkt a und die Richtung des
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Stabes 1 festliegen. Die in der Figur mit dem Zeichen (-j-) versehenen 
Stäbe 3, 5, 6 mögen Dehnungen, alle übrigen aber Verkürzungen er
leiden.

Punkt 0  in Fig. 35b  ist der beliebig angenommene Pol. Die 
Verschiebung von a  ist gleich N ull, mithin fällt der Punkt a mit 
0  zusammen. Die Verschiebung Ob' des Punktes b ist gleich der Ver
kürzung A l des Stabes 1. Der Knoten c wird m it a durch den Stab 2 
und mit b durch den Stab 3 verbunden, er nähert sich a um A2 und 
entfernt sich von b um A3. Trägt man also an a im Sinne ca  die 
Strecke A 2 || 2 an und an b' im Sinne bc die Strecke A3 || 3 und 
errichtet auf diesen Strecken in ihren Endpunkten Lothe, so bestimmt 
deren Schnittpunkt die Verschiebung Oc des Punktes c. Der Knoten 
d  ist mit a und c durch 4 bezieh. 5 verbunden, seine Verschiebung 
Od  erhält man, wenn man A4 || 4 an a im Sinne d a  anträgt, ferner 
A5 || 5 an c im Sinne cd, und auf A4 und A5 in deren Endpunkten 
Lothe errichtet, deren Schnittpunkt der Punkt d' ist. Auf dieselbe 
Weise wird Punkt e bestimmt.

Die Figur 35b , deren Polstrahlen Ob', O c , . . . .  nach Grösse, 
Richtung und Sinn die Verschiebungen der Knoten b, c, . . . . dar
stellen, nennen wir den Verschiebungsplan des Fachwerks a b c d e  oder 
auch —  nach dem Erfinder des vorstehenden Verfahrens —  einen 
Williot’&chen. Verschiebungsplan.

33. Z u sam m en se tzu n g  d e r  V ersc h ie b u n g e n  in  F o lg e  von 
zw ei g e tre n n t b e tra c h te te n , v e rsch w in d en d  k le in e n  B ew egungen . 
—  B ew egung  e in e r  s ta r re n  S cheibe . W ill man die Formveränderung 
einer irgendwie gestützten, gegliederten Scheibe, die aber äusserlich 
statisch bestimmt sein möge, untersuchen, so nehme man zuerst die 
Richtung eines Stabes und einen Punkt der Achse dieses Stabes als 
festliegend an, zeichne den Verschiebungsplan auf die vorhin beschrie

bene Weise, und ertheile hierauf der Scheibe —  die 
je tz t  als starr anzusehen ist —  eine Bewegung, 
durch welche die wirklichen Auflagerbedingungen  
erfüllt werden. Den W eg, den irgend ein Kno
tenpunkt m in Folge dieser zweiten Bewegung 
zurücklegt, stelle man durch einen Polstrahl m” 0  
(Fig. 36) dar, der nach dem Pole hinzeigt, weil 
hierdurch die Zusammensetzung dieser Verschiebung 
mit der zuerst gefundenen elastischen Verschie
bung Om' erleichtert wird. Denn es giebt nun 

die Strecke tn'm  nach Grösse, Richtung und Sinn den W eg des Kno
tens m für den Fall an, dass die beiden getrennt betrachteten Be
wegungen gleichzeitig erfolgen.



Yersckiebungspläne. 61

Die Verschiebungen der Punkte einer starren Scheibe erhlilt man 
unmittelbar durch Anwendung des Satzes, dass sich jede verschwindend 
kleine Bewegung einer starren Figur auf eine Drehbewegung um einen 
festen Punkt iß zurückführen hisst. Stellen nUmlich die Polstrahlen 
a" 0 , b" 0 , c" 0 , . . . (Fig. 37) nach Grösse, Richtung und Sinn die 
Verschiebungen der Knoten a, b, c, . . . dar, so muss sein
(I) a " 0 _ [_ a iß ; b" 0  _\_b^-, c" 0   ;

denn die Richtung der Verschiebung eines jeden Punktes einer starren 
Figur ist rechtwinklig zu der Geraden, welche diesen Punkt mit dem 
augenblicklichen Drehpunkte verbindet, und weiter ergiebt sich

(II) a 0 : b " 0 : c " 0 : ............ =  «5ß:¿iß : c5ß : .................;

weil sich die Verschiebungen der Punkte a, b, c, . . . zu einander ver
halten wie die entsprechenden Geschwindigkeiten und die letzteren wie 
die Entfernungen der Punkte vom Drehpol tß.

Aus den Beziehungen (I) und (II) folgt aber:

1. Verbindet man die Punkte a", b", . . . des Verschiebungs
planes so durch gerade Linien, dass jedem  Fachwerkstabe ik  
eine Gerade t'k "  entspricht, so bilden -diese Geraden eine Figur, 
welche der sich bewegenden starren Scheibe ähnlich ist.

2. D ie Verbindungsgerade zweier beliebiger Punkte m, n der 
Scheibe ist rechtwinklig zu  der Verbindungsgeraden der ent
sprechenden Punkte m ', n". (F s ist beispielsweise in Fig. 37: 
a" b" a b ; a'e"  | ae.)

Hat man also mit Hilfe der Auflagerbedingungen zwei Punkte der 
Figur a'b"c" . . . bestim mt, so ist man im Stande diese Figur zu 
zeichnen.
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Es sei noch hervorgehoben, dass sich die vorstehenden Ergebnisse auch 
aus den in No. 32 entwickelten Gesetzen ableiten lassen. W erden beispielsweise 
die Aenderungen A5, A6, A7 der Seiten des Stabdreiecks ede  in Fig. 35a gleich 
Null angenommen, so entspricht diesem Dreieck in der Fig. 35b ein ähnliches 
Dreieck c <t c ,  dessen Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des 
Dreiecks ed e  sind. Auch aus Fig. 34 folgt ohne weiteres, dass der Verbindungs
geraden zweier starr mit einander verbundener Punkte a und c (wegen Al =  0) 
im Verschiebungsplane eine zu ac rechtwinklige Gerade d e  entspricht.

34. F a c h w e rk trä g e r  m it e in em  fe s te n  u n d  e in em  b ew eg 
lic h e n  A u fla g e rg e len k . Gesucht ist der Verschiebungsplan des in der

Fig. 38 a dargestellten Trägers, der bei 
a  ein festes und bei g  ein auf schräger 
Bahn geführtes Auflagergelenk besitzt. 
Die mit dem Zeichen (-}-) versehenen 
Stäbe mögen Verlängerungen erleiden.

Wird zuerst die Richtung des 
Stabes 1 als festliegend vorausge
setzt, so lassen sich die von den 
gegebenen Aenderungen der Stab- 
längen herrührenden elastischen Ver
schiebungen Ob', O c, . . . Og der 
Knotenpunkte b, c, . . . g  auf die in 
No. 3 2 beschriebene Weise bestimmen. 
Dieselben müssen noch mit denjenigen 
Verschiebungen b" 0 , c" 0 , . . . g" 0  
zusammengesetzt werden, welche die 
Knotenpunkte erfahren, wenn das 
starre Fachwerk so um a gedreht 
wird, dass sich für den auf einer 
festen Geraden geführten Punkt g 
eine Gesammtversehiebung g" g er- 
giebt, welche zu dieser Geraden pa
rallel ist. Die von den Punkten 
a ', b ' , c", ■ . . g" gebildete, der 
Figur a b e d e f g  ähnliche Figur 
a"b"c"d"e'f"g"  ist demnach durch 
die Bedingungen bestimmt, dass d  
mit d  zusammenfallen m uss, weil « 
ruht, und dass ferner d '  g" \ ag  
und g"g parallel zur Bahn des Auf
lagergelenkes g  sein muss. Die (in 

der Fig. nicht ausgezogenen) Strecken b"l>, c"c , . . .  g 'g  stellen nachGrösse, 
Richtung und Sinn die gesuchten Verschiebungen der Knotenpunkte b, 
c, . . .  g dar.



Yerscliiebungspläne. 6 3

Meistens ist es zweckmässig, zuerst einen Knotenpunkt in der Nähe 
der Trägermitte und einen von diesem Punkte ausgehenden Stab fest
zuhalten, weil sich nach dem in Fig. 38 befolgten Verfahren für die 
vom festen A uflager entfernter liegenden Knotenpunkte zuweilen sehr 
grosse elastische Verschiebungen ergeben. Als zweites Beispiel ist des
halb in Fig. 39 der Verschiebungsplan eines einfachen Fachwerkbalkens 
vorgeführt worden. Zuerst wurde der Knoten a und die Richtung des 
Stabes 1 festgehalten, und die Lage der Punkte b', < / , . . . .  l i  ermittelt, 
wobei, der Deutlichkeit der Figur wegen, die Zeichen A l, A2, . . . durch 
die blossen Ziffern 1, 2 , . . .  ersetzt worden sind. Hierauf wurde die 
der Figur h g a d e c b f  ähnliche Figur h" g" a d" c" b" f"  m it Hilfe 
der Bedingungen bestimmt, dass

erstens h" mit l i  zusammenfallen muss, weil die Verschiebung 
von h gleich Null ist, 

zweitens e" e wagerecht sein muss, weil sich e auf einer W age
rechten bewegt, 

drittens l i'  e ' \ he sein muss.

Fig. 39.

Damit sind die Verschiebungen b” b', c " c , . . . der Knotenpunkte 
c, • . . gegeben.
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Projicirt man die Punkte l i , <J, a ,  d', e in h0, g0, a0, d0, e0 
auf die Senkrechten durch die entsprechenden Knotenpunkte h, g, a, d, e 
und verbindet Ji0 und e0 durch eine Gerade, welche jene Senkrechten 
in g'", a , d'" schneiden mögen, so geben die Strecken g "  g0, a " a0, 
d'" d0 an, um wie viel sich die Knotenpunkte g, a, d  in senkrechter 
Richtung verschieben. Man nennt diese Projektionen der Gesammt- 
verschiebungen auch Durchbiegungen und beispielsweise g "  g0 die senk
rechte Durchbiegung des Fachwerks an der Stelle g.

Das Polygon h0 g0 a0 d0 e0 lieisst Biegungspolygon oder Biegungslinie 
der unteren Gurtung und die Gerade h0 e0 die Schlusslinie. Wird nur 
das Polygon h0g0 a0 dae0 verlangt (was häufig der Fall ist), so braucht 
in dem hier vorliegenden wichtigen Falle eines Trägers m it wagerechter 
Auflagerbahn die Figur l" g"a'd" e"c"b" f"  nicht gezeichnet zu werden.

35. G-erber’sc h e r F a e h w e rk b a lk e n . Es sind zwei Fälle zu 
unterscheiden. 1. Die Koppelträger cd  und gh  werden gelenkartig 
mit den gestützten Theilen verbunden. 2. Jeder Koppelträger wird 
(wie ein einfacher Balken) an dem einen Ende m it einem festen, an 
dem anderen mit einem beweglichen Auflagergelenke versehen. Im

Fig. 40.

ersten Falle darf auf den Pfeilern nur ein festes Lager angeordnet 
werden; alle übrigen Lager müssen beweglich sein. Im zweiten Falle 
erhält jeder der gestützten Theile ein festes und ein bewegliches Auf
lagergelenk. (Vergl. Band I, Abschnitt X, § 42.)
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Ein Beispiel fü r  die erste Anordnung zeigt die Figur 40. Die 
Koppelträger I I  und I V  sind mit den gestützten Tbeilen I  und I I I  
durch die Gelenke c, d, g verbunden. Das Auflagergelenk a ist fest, 
wiihrend sieh die Auflagergelenke b, e, f , h auf wagerechten Bahnen 
bewegen können. Die Darstellung der durch gegebene Aenderungen 
der Stablängen bedingten Verschiebungen der Knotenpunkte erfolgt 
zweckmässig in vier getrennten Figuren, entsprechend den vier Schei
ben I , I I ,  I I I ,  IV . Zuerst nehme man von jeder Scheibe einen be
liebigen Punkt und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden 
Stabes als festliegend an, bestimme die elastischen Verschiebungen der 
Knotenpunkte auf die in No. 32 angegebene Weise und ertheile hierauf 
den nunmehr als starre Gebilde anzusehenden Scheiben Bewegungen, 
durch welche die Auflagerbedingungen erfüllt werden und der Zusammen
hang der Scheiben in den Punkten c, d , g wieder hergestellt wird. 
Der erste Theil dieser Untersuchung —  die Bestimmung des irgend 
einem Knoten in entsprechenden Punktes in —  ist bereits durch mehrere 
Beispiele erläutert worden, und es sind deshalb in die Fig. 40 nur die 
wichtigsten dieser Punkte eingetragen worden, nämlich:

die Punkte c , d' des Verschiebungsplanes für die Scheibe II, 
ii ii d i e , f  i g ii ,, u i  i ,1 H I
ii >i 9 h ,, i, ,, ,, ,, IV .

Der Verschiebungsplan für die Scheibe I  wurde überhaupt fort
gelassen, da dieses Trägerstück ein festes und ein bewegliches Auflager
gelenk besitzt, mithin ganz nach No 34 behandelt werden kann. Es 
bleibt jetzt nur noch zu erläutern, wie die den Figuren c id ,  d e f g ,  glch 
ähnlichen Figuren c"i"d", d"e"f"g", g"k"h" zu bestimmen sind.

Der Punkt c" des Planes I I  ist durch die dem Plane I  zu ent
nehmende Verschiebung c" c des Gelenkes c gegeben; von d" ist vor
läufig nur bekannt, dass c 'd "  _ \_cd  sein muss. Im Plane I I I  liegt e ' 
auf der Wagerechten durch e', und f"  auf der Wagerechten durch f ,  
weil sich die Auflagergelenke e und f  auf wagerechten Bahnen bewegen. 
Bedeuten w1 und w2 die in senkrechter Richtung gemessenen Abstände 
der Punkte d" und e", beziehungsweise e" und f ”, ferner w l , w2 die 
in wagerechter Richtung gemessenen Entfernungen der entsprechenden 
Punkte d, e, f, so verhält sich

u \ ' : w2 =  w l : w2
w

und mittels dieser Beziehung lässt sich Wy =  w2 —— bestimmen und
w2

damit auch die Lage der in Fig. 40 strichpunktirten Wagerechten, auf 
welcher der Punkt d" liegen muss. Diesen Punkt selbst aber findet 
man, indem man c" d' aus dem Plane I I  in den Plan I I I  überträgt

M ü l l e r - B r e s l a u ,  Graphische Statik II. 1. 5
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und c 'd "  _ \_cd  zieht Ist noch mit Hilfe der Geraden d"e" \_ d e  der 
Punkt e" ermittelt worden, so sind zwei Punkte der Figur d"e f " g '  
bekannt, und damit ist diese Figur vollständig bestimmt. —  Nun über
trägt man d' d" aus I I I  in den Plan II  und zeichnet die Figur c"i d , 
macht hierauf in I V  die Strecke rj [/' gleich und parallel der ebenso 
bezeichneten Strecke des Planes III, zieht g"h" _\_gh  bis zur W age
rechten durch h' und erhält auf diese Weise zwei Punkte der nunmehr 
bestimmten Figur g"k” h".

Ein Beispiel fü r  die zweite Anordnung ist in der Fig. 41 darge
stellt worden. Bei a und g  wird der Träger durch feste, bei b und f  
durch bewegliche Auflagergelenke (letztere mit wagerechten Bahnen) 
unterstützt. Der Koppelträger 11 ist bei c durch ein Gelenk 
mit I  verbunden und erhält bei d  ein wagerechtes Gleitlager. Die

ii"
........................ ; .< y

y
P a ■ 

/  urj

\  /
V,c

Fig. 41.

Verschiebungspläne für die Scheiben I  und I I I  werden nach No. 34 
gezeichnet. Von der Scheibe I I  nehme man zuerst wieder einen be
liebigen Punkt und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden 
Stabes als festliegend an, und ertheile hierauf dieser Scheibe eine Be
wegung, durch welche bei c der Zusammenhang der Scheiben I  und I I  
wieder hergestellt und der Bedingung genügt wird, dass die senk
rechten Projektionen der Verschiebungen der Punkte d und e gleich 
gross werden. Hiernach findet man die der Figur ck d  ähnliche Figur 
c ' lc 'd " auf die folgende Weise. Man macht die Strecke c 'c  nach 
Grösse, Richtung und Sinn gleich dem durch den Verschiebungsplan 
für die Scheibe I  gegebenen W ege des Knotens c und die Strecke e" et 
gleich der aus dem Plane für die Scheibe I I I  zu entnehmenden Ver
schiebung des Punktes e. Hierauf zieht man c ' d"  J _ c d  bis zur Wage- 
rechten durch e” und erhält in der Strecke d"d' nach Grösse, Rich
tung und Sinn die Verschiebung von d. Die Figur c" k" d" ist durch 
die beiden Punkte c" und d" vollständig bestimmt.

36. B ogen träger m it d rei G elen k en . Die beiden gegliederten 
Scheiben I  und II, welche bei a und b feste Auflagergelenke besitzen 
und bei c durch ein Gelenk miteinander verbunden sind, werden
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zuerst getrennt untersucht, wobei von jeder Scheibe ein beliebiger Punkt 
und die Richtung eines durch diesen Punkt gehenden Stabes als fest
liegend angesehen werden.
Hierauf werden den als starr 
anzusehenden Scheiben Be
wegungen ertheilt, welche 
die Auflagerbedingungen be
friedigen und den Zusam
menhang der Scheiben bei 
c wieder hersteilen. Fig. 42 
giebt nur die Lage der den 
Gelenken a, b, c entsprechen
den Punkte a ,  b', c der 
beiden Verschiebungspläne I  
und I I  an ; die den übrigen 
Knoten m entsprechenden 
Punkte tri wurden fortge
lassen. Zur Bestimmung 
der den Figuren acd  und 
bce ähnlichen Figuren a" c" d'" und b"c"e" stehen die folgenden B e
dingungen zur Verfügung:

1. Die Verschiebung a"a  von a ist gleich Null; mithin muss 
a” mit a zusammenfallen.

2. Aus gleichem Grunde muss b" mit b' zusammenfallen.

3. Im Plane I  muss sein: a"c" | ac und im Plane II: 
b"c' | bc.

4. Die Pläne I  und I I  müssen für die Verschiebung von c 
denselben "VVerth c" c liefern.

Man lege nun im Plane I  durch a eine zu ac  rechtwinklige Ge
rade, ziehe durch c zu ac  eine Parallele, welche jene Gerade in k 
schneidet und bestimme auf diese Weise die Projektion kc  der Ver
schiebung c"c auf die Richtung ac. Diese Projektion^übertrage man 
in den Plan I I ,  errichte hier in k auf c k  ein Loth und bestimme
dessen Schnittpunkt c '  mit der durch b" rechtwinklig zu bc gezogenen
Geraden b"c". Jetzt ist die Figur b"c"e' gegeben, da zwei Punkte 
derselben bekannt sind. Ueberträgt man noch kc" aus dem Plane I I  
in den Plan / ,  so kennt man auch zwei Punkte (a" und c") der Figur 
a c d ,  kann also auch diese Figur zeichnen. Auch lässt sich im 
Plane I I  die Projektion ic von c"c auf die Richtung bc finden und 
in den Plan I  übertragen, worauf dann c" mittels c"i  J_  c i  bestimmt 
werden kann.

5*
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37. —  Dem in No. 3 L beschriebenen und als Fachwerk einfachster 
Art hezeichneten Stabgebilde lässt sich ein sehr wichtiges Scheibenge
bilde von ähnlicher Entstehungsweise an die Seite stellen. Man erhält 
dasselbe, indem man drei gegliederte Scheiben I , II , I I I  durch drei 
Gelenke gu  g2, g3 zu einem Scheibendreieck vereinigt (Fig. 4 3 ) ,  
an dieses zwei weitere Scheiben I V  und V, die in einem Gelenke gB 
aneinanderhängen, mittels zweier Gelenke gi  und g5 anschliesst, in der
selben Weise zwei neue Scheiben VI und V II  hinzufügt und so fort
fährt. Sind sämmtliche Scheiben Fach werke von der in No. 31 ange
gebenen Art, so ist es möglich, den Yerschiehungsplan des Gebildes- 
durch wiederholte Lösung der in No. 32 behandelten Aufgabe zunächst 
unter der Voraussetzung zu erhalten, dass nur die Richtung eines Stabes

(der im Allgemeinen dem Scheibendreiecke I  I I I I I  angehören muss) und 
ein Punkt in der Achse dieses Stabes festliegen, und hierauf können dann 
mit Hilfe von No. 33 auch solche Fälle erledigt werden, in denen das Ge
bilde in anderer, aber ebenfalls statisch bestimmter Weise gestützt wird.

Soll z. B. das in Fig. 43 dargestellte Fachwerk untersucht werden, 
und gehört der Stab, dessen Richtungslinie zunächst festgehalten wird, 
der Scheibe I  an, so denke man die übrigen Scheiben auf die in der 
Fig. 44 angegebene Weise durch Stäbe ersetzt und schreibe diesen 
Stäben Längenänderungen zu, welche mit den wirklichen gegenseitigen 
Verschiebungen ihrer Endpunkte übereinstimmen, so dass z. B. die 
Längenänderung des gedachten Stabes g2g3 gleich der gegenseitigen  
Verschiebung des der Scheibe I I  angebörenden Punktepaares g2, g3 ist. 
Es liegt jetzt ein Fachwerk von der iu No. 31 beschriebenen Art vor;, 
man ist im Stande, der Reihe nach die Verschiebungen der Gelenke 
0s. 05 . 06 . 07 - 08 . 09 . 010 . 011. 012 anzugeben, und hierauf mit Hilfe 
von No. 33 die wirklichen Auflagerbedingungen zu befriedigen. Um
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den zweiten Theil dieser Aufgabe lösen zu können, müssen die Stütz
punkte in passender Weise mit den Gelenken durch Stäbe verbunden 
gedacht werden. Besitzt z. B. das Scheibengebilde zwei Auflagergelenke 
a  und b (von denen das eine fest, das andere beweglich sein muss), so 
sind noch die Stäbe a g l l t  a g 12, bgl 0 , bgi2 hinzuzufügen.

Der auf dem angegebenen Wege erhaltene Verschiebungsplan soll 
kurz der Plan I  heissen; er enthält die den wirklichen Auflagerbe
dingungen entsprechenden Verschiebungen m m  sämmtlicher Knoten
punkte m der Scheibe J, die Verschiebungen g’’ g sämmtlicher M ittel
gelenke g und die Verschiebung des beweglichen Auflagergelenks.

Um nun die zur Anfertigung des Planes /  erforderlichen Längen
änderungen der gedachten Stäbe zu erhalten, muss im Allgemeinen für 
jede einzelne Scheibe ein besonderer Verschiebungsplan unter der Vor
aussetzung gezeichnet werden, dass die Richtung eines Stabes der frag
lichen Scheibe und ein Punkt in der Achse dieses Stabes festliegen. 
Fig. 45 stellt einen Theil des auf diese Weise für die Scheibe I I I  er
haltenen Planes (kurz Plan I I I  genannt) vor; er dient zur Bestimmung 
der Aenderungen A ^ ^ ) ,  A(<7s g u ), A (gx i g x) der Entfernungen gxg3, 
g3gm  5ru 5 ,l . Behufs Ermittelung vonA(^,g3), projieire man die Polstrablen 
Ogx und Og3 in 0  g l und 0  g3 auf eine zur gxg3 parallele Gerade 1— 3. 
Es stellt dann Ogl die Verschiebung von gx in der Richtung g3g1 dar, 
ferner Og3 die Verschie
bung von gs in derselben 
Richtung und es giebt 
mithin die Strecke

f f i f f s  =  A  ( f f i f f 3 )  

die gegenseitige Verschie
bung des Punktepaares 
glt g3 an; sie hat densel
ben Sinn wie die Strecke 
g xg3 und bedeutet des
halb eine Verlängerung 
fles gedachten Stabes gx g3.
A uf dieselbe Weise wird 
•der Werth b( g3gxl ) durch 
Projiciren der Punkte g3 
nnd g l : ' auf die zur 
ff3 <hi parallele Gerade 
3 — 11 gefunden und A (^ ,g u ) mittels der Projektionen von gx und 
ff 1 1  auf die Gerade 1— 11. Für bi ffyffu)  ergab sich in der Fig. 45 
ein positiver Wertb, für ^(ffsffn)  hingegen ein negativer, so dass dem 
gedachten Stabe g3gxl eine Verkürzung zuzusehreiben ist.
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Der in Fig. 45 für die Scheibe I I I  gezeichnete Einzelplan lässt 
sich mit Vortheil verwerthen, um nach Vollendung des Planes I  die 
wirklichen Verschiebungen r  r  sämmtlicker Knoten r  dieser Scheibe 
darzustellen. Zu diesem Zwecke übertrage man die im Plane I  für 
die Gelenke gu  g3, gxl gefundenen wirklichen Verschiebungen ĝ  g i , 
9s"9s'< 9 u " 9 i \  i11 ^en ^ an un(  ̂ zeichne hierauf die der Scheibe I I I  
ähnliche Figur 9 i"  9s" r ” 9u"> welche bereits durch zwei der Punkte 
9i"< 9 3 \  9 i i '  bestimmt wird, so dass man die Schürfe der Zeichnung 
leicht prüfen kann. Hat man nämlich g^ 'g^ , gs" 9 s \  9 i \" 9 n ’ aus 
Plan I  in Plan I I I  übertragen, so muss bei sorgfältiger Zeichnung se in :
9\ 93 _L 9i 9s^ 93 9 n  J i73 S'i i un  ̂ 9 n  9x _Lfi,n5ri-

Z a h len b e isp ie l. Zur Erläuterung untersuchen wir den auf Tafel 1 im 
Maassstabe 1:100 aufgetragenen Dachbinder, und zwar zunächst mit Hilfe 
des allgemeinen Verfahrens. Auf die im vorliegenden und in vielen anderen 
Fällen möglichen Vereinfachungen werden wir an geeigneter Stelle hinweisen.

Die von dem Eigengewichte des Dachstuhls und dem Schnee herrührendo 
senkrechte Belastung jedes der mittleren Knotenpunkte betrage 1125*, jedes 
Endknotens: A l l25*. Der auf jedes Feld der linken Dachhälfte wirkende 
Winddruck sei =  700*-'. Die mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplancs (der 
hier nicht wdedergegeben worden ist) erhaltenen Spannkräfte S. sowie die 
Stablängen s, Querschnitte F  (ohne Abzug für Nietlöcher) und Längenände- 

Ssrangen As =  sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt worden. Tein- E r
peraturänderangen blieben unberücksichtigt. Die Elasticitätsziffer wurde (für 
Sehweisseisen): E — 1800000* f. d. qcm angenommen.*) Zur besseren Uebersicht

Linke Trägerhälfte Rechte Trägerhälfte
Stab S F s As Stab S F s As

1 -  9910 14 212 -  0,27 1' — 9530 44 212 — 0,26
2 — 9110 44 212 -0,24 2' — 8730 44 212 — 0,23
3 — 8320 44 212 -0 ,22 3' — 7940 44 212 — 0,21
4 — 7520 44 212 -  0,20 4' — 7140 44 212 — 0,19

5 +  8970 13 245 r 0,94 5' +  6970 13 245 +  0,73
6 +  7170 13 245 -0,78 6' +  6170 13 245 +  0,65
7 +  4110 12 254 r 0,48
8 +  4210 12 245 -0,48 8' +  2820 12 245 +  0,32
9 +  5710 12 245 1-0,65 9' +  3620 12 245 +  0,41

10 — 1500 9 122 -  0,11 10' — 800 9 122 — 0,06
11 +  1500 5 245 +  0,41 11' +  800 5 245 +  0,22
12 — 3000 16 245 -  0,26 12' — 1600 16 245 — 0,14
13 +  1500 5 245 +  0,41 13' +  800 5 245 +  0,22
14 — 1500 9 122 -0,11 14' — 800 9 122 — 0,06

kilogr. qcm. cm. mm. kilogr. qcm. cm. mm.
*) Bei Berechnung von Formveränderangen empfiehlt es sich im Allgemeinen, 

E  nicht zu hoch anzunehmen, um den schwierig zu berechnenden Einfluss der Ver- 
schwächung durch Niete und das Nachgeben der Verbindungen zu berücksichtigen.
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■wurden die As (in Millimetern) auch in das Trägernetz auf Tafel 1 einge
schrieben.

Der zu untersuchende Träger besteht aus den beiden gegliederten Scheiben 
aeh und iqh, welche kurz mit I  und I I  bezeichnet werden sollen und die mittels 
des Gelenkes h und des Stabes ai mit einander verbunden sind.

Zuerst wurde in Fig. 47 der Vorschiebungsplan für die Scheibe I  unter 
der Voraussetzung aufgetragen, dass der Knoten a und die Richtung des Stabes 
ab festliegen. Sämmtliche Verschiebungen wurden in zwanzigfacher Vergrösse- 
rung gezeichnet. 0  ist der beliebig angenommene Pol. o' fällt mit 0 zusammen. 
Die Verschiebung Ob' des Punktes b ist gleich der .Längenänderung Al2 des 
Stabes 12. Die Punkte c', d', e ferner f ,  g', h' wurden nach dem in No. 32 
beschriebenen Verfahren bestimmt. Hierauf wurde der (roth ausgezogene) Ver
schiebungsplan I I  für die Scheibe I I  in Angriff genommen, vorerst für den 
Fall, dass Punkt i und die Richtung des Stabes ik  festgehalten werden. Nach 
Ermittelung der Punkte k \ l\  m\ q und ri, p ,  K konnte die Aendenmg A (hi) 
der Entfernung h i als Projektion der Strecke t i t  auf eine zu hi parallele Ge
rade angegeben werden und ebenso die Aenderungen A (iq) und A(7iq) der Ab
stände iq  und hq. [Im vorliegenden Falle wäre allerdings hierzu die Aufzeich
nung des Planes I I  nicht nöthig gewesen, denn es ist offenbar A(hi) gleich der 
Summe der Längenänderungen der Stäbe 9' und 8', d. h. A Qii) = - j -  0,41 -(- 0,32 
=  +  0,73’"’" und ebenso findet man ohne weiteres: A(7ig)=A4' +  A3' +  A2' 
+  Al' =  — 0,19 — 0,21 — 0,23 — 0,26 =  — 0,89”’’" rmd A(>?) =  A6' +  A5' =  
-1- 0,65 +  0,73 =  +  1,38’"’"].

Jetzt war es möglich, den Plan I  zu vollenden. Mit Hilfe von A(fti) rmd 
A7 wurde die Lage von i \  ferner mittels A(7i?) und A [iq) die Lage von q1 ge
funden und hierauf den Auilagerbedingungen genügt. Da e festliegt und q auf 
einer Wagerechten geführt wird, so fällt e" mit e zusammen, während q" der 
Schnittpunkt der rechtwinklig zu eq gezogenen Geraden e ’q" mit der Wage- 
rechten durch q ist. Durch die Punkte e" und q ist die dem gegebenen Fach
werke ähnliche Figur e" d" b"g" h" f"  a 'T  q ’ vollständig bestimmt, und damit sind 
auch die Verschiebungen sämmtlieher Knoten der Scheibe I  sowie diejenigen der 
Punkto i und q gegeben.

Behufs Darstellung der Verschiebungen der Knotenpunkte der Scheibe I I  
wurden die Verschiebungen q" q~ und h"K  aus Plan I  in I I  übertragen und auf 
diese Weise zwei Punkte der Figur q" m" k"p" h" n" i"  l"  gefunden. Bei sorg
fältiger Zeichnung muss q"h" J_qh sein, ferner muss die Verschiebung i " i ' 
mit der bereits im Plane I  erhaltenen Verschiebung »"*' nach Grösse und 
Richtung übereinstimmen. [Wegen der geraden Gurtung hk  hätte man auch 
im Plane I  einen Punkt k' mit Hilfe von A12' und A(hk) = — 0,19 — 0,21 
=  — 0,40””” ermitteln können, hierauf n  mittels A13' und A8', p ’ mittels 
A3' und A14' sodann V und m . Plan I I  kann also bei Untersuchung des 
vorliegenden Trägers entbehrt werden; er ist aber nöthig, sobald h, p, k, m, q 
oder h, )i, i oder /, l, q nicht in einer Geraden liegen.

Vergleichende Messungen zeigen, dass im vorliegenden Falle von allen 
Knoten des Trägers der Punkt g die grösste Verschiebung erfährt. Man findet 
9 9 =  7,6m”’. Die wagerechte Verschiebung des Punktes q ist: q"q =  6,5m".

Die Figuren 49 bis 52 zeigen weitere Arten von Fachwerken, 
deren Verschiebungspläne auf dem im vorstehenden Beispiele angegebenen 
Wege erhalten werden können.
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Der einfache Fachwerkbalken in Fig. 49 besteht aus den beiden 
Scheiben abc und bde  (deren Ränder durch Schraffirung hervorgehoben

Fig. 49.

wurden) und dem Stabe ce. Die sich schneidenden Diagonalen und 
Vertikalen sind an den Kreuzungsstellen nicht miteinander verbunden.

Fig. 50 stellt einen versteiften Gelenkbogen (vergl. Band I, Ab
schnitt XII) dar, welcher in die Scheiben I  und I I  und den Stab ce

Fig. 50.

Fig. 51.

zerlegt werden kann, Fig. 51 einen Fach werkbogen mit drei Gelenken, 
dessen Kämpfer durch eine Stange verbunden sind.

Soll die Formveränderung des in Fig. 52 abgebildeten Trägers

Fig. 52.

untersucht werden, so nehme man zunächst den Punkt c und die Rich
tung des Stabes ce als festliegend an, ermittele e', sodann:
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d' mit Hilfe von A (de)  und A (de) t
b' „ „ A(6c) „ A(6c7) =  A5 +  A6 +  A7 + A 8
a „ „ „ A ( a c ) f>> A(n6) =  A l +  A2 +  A3 +  A4,

und ebenso bestimme man f  und g . Nun befriedige man die Auf
lagerbedingungen, übertrage die hierbei gefundenen Verschiebungen 
b"b', d ''d ', f " f \  g"g  der Punkte b, d, f ,  g in die nach No. 32 für 
die einzelnen Scheiben angefertigten Pläne und zeichne in diese letzteren 
schliesslich die den Scheiben ab,  bd,  d f ,  fg  ähnlichen Figuren a"b",
,  / /  , / /  „rr jyt/ H
o d , d f  , f  g ein.

38. F a ch w erk trä g er  v er sch ied en er  A rt. Liegt ein Fachwerk 
vor, von anderer als in den vorstehenden Untersuchungen beschriebener 
Art, so verwandele man dasselbe —  am besten durch Aenderung der 
Stützung —  zunächst in ein solches, dessen Verschiebungsplan durch 
wiederholte Lösung der in No. 32 vorgeführten Hauptaufgabe erhalten 
werden kann, nachdem man vorher nöthigenfalls für einzelne Theile 
(Scheiben) besondere Pläne zur Bestimmung der gegenseitigen Ver
schiebungen derjenigen Gelenke gezeichnet hat, in denen*diese Theile 
aneinander hängen. Hierauf beseitige man die neu hinzugefügten Stützen, 
und schreibe den starr zu denkenden Gliedern des nunmehr beweglichen 
Fachwerks Verschiebungen und Drehungen zu, durch welche die wirk
lichen Auflagerbedingungen erfüllt werden. Die folgenden Beispiele 
werden genügen, dieses Verfahren zu erläutern.

1 .  B e i s p i e l .  Das in Fig. 53 dargestellte Fachwerk besteht aus 
zwei gegliederten Scheiben I  und I I ,  die im Gelenke c aneinander 
hängen und durch die Stäbe 4 und 7 mit dem Kopfe e der Pendel
säule 5 verbunden sind. Bei a ist ein festes, bei g ein auf wagerechter 
Bahn bewegliches Auflagergelenk angeordnet. W ill man die Verschie
bungen der Knotenpunkte dieses Fachwerks ermitteln, so bestimme man 
zunächst mit Hilfe von Einzelplänen (J) und (II),  die nach No. 32 für 
die Scheiben I  und I I  aufgetragen werden, die Aenderungen A l ,  A2, 
A8, A9 der kurz mit 1, 2, 8, 9 bezeichneten Strecken ab, a c , dg,  cg.  
Hierauf nehme man an, der Knoten g sei frei, setze dafür aber b in 
der Richtung ab  geführt voraus und zeichne den Plan Fig. 53 A.

0  ist der beliebig angenommene Pol. a und f '  fallen mit 0  zu
sammen, da a und f  feste Punkte sind. Die Wagerechte Ob' —  A 1 
giebt die Verschiebung von b an. Mittels A2 und A3 wird nach No. 32 
der Punkt c bestimmt, hierauf der Reihe nach: e mittels A4 und A5, 
d' mittels A6 und A7, g mittels A8 und A 9*).

*) Anstatt Scheibe I  in b zu führen, kann man auch die Richtung des 
Stabes ah festlegen. Der Plan (I) wird dann überflüssig, da man die Knoten
punkte dor Scheibe I  schrittweise durch je zwei Stäbe an den Stab ah an-
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Jetzt verwandele man das Fach werk durch Beseitigung der Füh
rung des Punktes b in eine zwangläufige kinematische Kette, drehe die

Scheibe 1 so um das Auflagergelenk a, dass der Punkt g eine (im 
Plane A  durch einen Strahl g" 0  darzustellende) Verschiebung erfahrt, 
die, mit der vorhin gefundenen Og' zusammengesetzt, eine wagerechte 
Gesammtverschiebung g"g ergiebt, und bestimme schliesslich auch die 
von den Knotenpunkten d, c, e, b bei dieser Bewegung beschriebenen 
W ege: d " 0 , c"0 , e" 0 , b"0.

Zu einer einfachen Lösung dieser Aufgabe führen die im ersten 
Bande (Abschnitt XIV) mitgetheilten Untersuchungen kinematischer Ketten. 
Die dort für die Geschwindigkeiten der Punkte solcher Ketten abge
leiteten Gesetze gelten auch für die Verschiebungen dieser Punkte, so
bald nur vorausgesetzt wird, dass alle diese Verschiebungen in dem
selben Zeittheilchen erfolgen und sich mithin zu einander verhalten, 
wie die entsprechenden Geschwindigkeiten.

Stellt man also die vorläufig willkürlich anzunehmende Grösse 
der Verschiebung des Punktes b durch eine Strecke bb0 dar, welche, 
von b aus, auf dem nach dem augenblicklichen Drehpunkte ('Drehpole) a

sekliessen kann. Plan (II)  ist auch bei der oben angenommenen Stützungsart 
entbehrlich, doch möge wiederholt werden, dass die Anfertigung von Einzel
plänen für die verschiedenen Scheiben den Vorzug der grösseren Uebersichtlicli-' 
keit besitzt.
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gezogenen Strahle ba abgetragen wird, und zieht man b0c„ || bc bis zum 
Polstrahle ca , so giebt cc0 die Grösse der Verschiebung von c an. 
Macht man weiter b0e0 || be, so erhält man in der Strecke ee0 die Grösse 
der Verschiebung des Punktes e, der um f  sich drehenden Pendelsäule, 
und hierauf kann man mittels c0d0 || cd  und e0d0 || ed  die Verschie
bung d d 0 von d, sodann mittels c0g0 || cg und d0g0 || dg  die Verschie
bung gg0 von g bestimmen. Die Richtungen der Verschiebungen der 
Punkte b, c, e, d, g sind rechtwinklig zu den entsprechenden Strecken 
bb0, cc0, ee0, d d 0 , gg0 (welche letztere deshalb „um 90° gedrehte Ver
schiebungen“ genannt werden sollen) und damit sind die Richtungen 
der Strahlen bestimmt, die im Plane A  die Punkte g", d", c" . . . . 
mit dem Pole 0  verbinden. Es ist g" 0  J_  <7<7o> d" 0  _L f̂ o> 0  -L cco
u. s. w. Die Länge des Strahles g" 0  folgt aus der Bedingung, dass 
g auf der Wagerechten durch g liegen muss, und hierauf ist d” ge
geben durch g"d" gd , c '  durch: c"d" | cd  oder g"c" J_ gc, ferner 
b" durch: c'b" _\_cb, sodann e" durch b"e" J ^ b e  oder d"e" \ de.

Wir theilen noch drei andere Verfahren m it, die Punkte ct', e", 
b , c" zu ermitteln:

1. Man zeichne einen Linienzug g^dl e1bl cl , dessen Seiten den 
entsprechenden Seiten des Zuges g0d0e0b0c0 parallel sind (so dass also 
9 \d l II (h e\ II de, . . . .) und dessen Ecken auf den Geraden gg0,
dd0, eeg liegen. Macht man hierbei g g ^ — g O ,  so ist auch
d 0  =  d d lt e " 0  =  eelt  u. s. w.

2. Mau bestimme die Pole, um welche sich die einzelnen Glieder 
der bewegten zwangläufigen Kette gegen das ruhende, kurz mit io be
zeichnte Widerlager, dem die festen Punkte a und f  angehören, drehen. 
Der Pol ( I - t o )  der Scheibe I  fällt mit a zusammen, der Pol ( I - J I )  
von I  gegen I I  mit dem Gelenke c. Die Glieder I, 4, 5 der Kette 
bilden mit dem Widerlager zusammen ein Gelenkviereck, und es liegt 
daher der Pol (4 • w) von 4 gegen w  im Schnittpunkte der Geraden 
ab und fe.  Ebenso folgt, dass der Pol (4 • I I )  von 4 gegen I I  der 
Schnittpunkt der Geraden cb und de  ist, und nun lässt sich der Pol 
{ I I - w)  von I I  gegen iv m ittels der Bedingungen finden, dass die drei 
Punkte ( I - w ) ,  ( I  ■ I I )  und (II ■ w) in einer Geraden liegen müssen, 
desgleichen die Punkte (4 • II) ,  (4 • w), ( I I  ■ io). Durch den Pol ( I I  ■ w) 
sind die Richtungen gg0 und d d 0 gegeben, und man ist jetzt im Stande, 
die Punkte g", d”, c , b”, e '  auf die zuerst beschriebene Art zu b e
stimmen.

3. Man nehme die Verschiebung des Punktes b der um a  sich 
drehenden Scheibe 1 zunächst beliebig gross an und stelle sie in einem 
besonderen Plane (Fig. 53 B) durch einen zur Geraden ba rechtwinkligen 
Polstrahl b"'0  dar, wobei es gleichgiltig ist, ob b'" unterhalb oder
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oberhalb des Poles 0  liegend gewählt wird. Hierauf bestimme man 
die gleichzeitig von den Punkten c, e, d, g beschriebenen W ege, indem 
man die Reihe zieht:

7 f f f  f f f  | j  t  /// /// |b c bc und a c \ a c ,
b"' e "  _\_be „ f " e "  ± f e , * )

rtr ,/// i .  t/r -/// • 7
c d J _ c d  ,, e d \ ea,

//' f f f  I ,/// n t  I ,
C g  J _ c g  „ d g dg.

Die Strahlen, welche die Punkte b"\ c " , e" , d"', g"’ mit dem 
Pole 0  verbinden, stellen nach Grösse und Richtung die Verschiebungen 
der Punkte b, c, e, d, g dar. Nun ermittele man im Plane (A) mit 
Hilfe von g" 0  [| g "  0  diejenige Verschiebung, welche g erfahren muss, 
damit die Auflagerbedingung bei g erfüllt wird, und hierauf die zuge
hörigen Verschiebungen c" 0 , d" 0 , . . . indem man eine Figur g''c"d" . . . 
zeichnet, deren Seiten parallel sind den entsprechenden Seiten der Figur

/// f f f  ,///
g e d  . . . .

Die Figur (B) ist offenbar nichts weiter als der TFVWütf’sche Ver
schiebungsplan derjenigen kinematischen Kette, in welche das zu unter
suchende Fachwerk durch Beseitigung des beweglichen Auflagers g 
übergeht**).

Ueberträgt man schliesslich die auf einem der beschriebenen W ege 
gefundenen Verschiebungen b"b\ c 'd" , d” d', g"g aus dem Plane (A) 
in die für die Scheiben (J) und (II)  angefertigten Einzelpläne, und 
zeichnet in (J) die der Scheibe abc  ähnliche Figur a'b"c"  (deren 
Punkt a" mit dem Punkte a dieses Planes zusammenfällt) sodann in
(II)  die der Scheibe e dg  ähnliche Figur c'd"g", so ist man im Stande, 
die Verschiebungen in 'in  sämmtlicher Knoten in der Scheiben J u n d  I I  
anzugeben.

A uf ähnliche Weise wie das eben untersuchte Fachwerk kann auch 
das in Fig. 54 dargestellte behandelt werden. Es ist zweckmässig, zu
nächst den Punkt a und die Richtung von ab festliegend anzunehmen 
und sich die Führung des Gelenkes in beseitigt zu denken. Hierauf 
drehe man die Scheibe I  so um a, dass der Punkt in eine wagerechte 
Gesammtverschiebung in"in erfährt. Die Pole, um welche sich die 
Scheiben I I  und I I I  in Folge dieser zweiten Bewegung drehen, sind 
in der Fig. 54 angegeben worden***). An ihrer Stelle können auch die

*) f "  fällt mit ä "  zusammen.
**) Dass es sich bei Aufzeichnung der Figur (B) in der That nur um die 

wiederholte Lösung der in No. 32 vorgeführten Hauptaufgabe handelt, lehrt ein 
Blick auf Fig. 34. Ist A1 =  0 und A2 =  0, so entsprechen den Geraden ac und 
cb in Fig. 34 a die zu ihnen rechtwinkligen Geraden d e  und c b’ des Verschie- 
bungsplanes Fig. 34b. Vergl. auch den Anfang von Seite 62.

***) Das Zeichen oo (4 • II) beutet an, dass der Pol (4 • II)  mit dem unendlich 
fernen Schnittpunkte der Stäbe 3 und 7 zusammenfällt.
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um 90° gedrehten Verschiebungen oder ein W illiot’seher Plan benutzt 
werden, und es wird dem Leser empfohlen, zur Uebung die betreffenden 
Figuren selbst zu entwerfen*).

2. B e isp ie l. Fig. 55 zeigt einen statisch bestimmten Bogen
träger mit drei Oeffnungen. Derselbe besteht aus vier gegliederten 
Scheiben, die in den Gelenken c, g , i  aneinander hängen. Die Scheiben 
I  und I I  sind durch zwei Stäbe mit dem Kopfe der Pendelsäule e f  
verbunden, in gleicher Weise I I I  und I V  m it der Säule Im. Bei o 
und n sind feste Auflagergelenke angeordnet.

Wird der Verschiebungsplan dieses Trägers verlangt, so setze man 
zunächst voraus, es sei bei g die Verbindung der Scheiben I I  und I I I

gelöst, nehme dafür aber den Punkt b in der Richtung ab geführt an 
und den Punkt k in der Richtung nk. Für diese Stützungsart ermittele

*) Bei Polbestimmungen müssen häufig Gerade durch die Schnittpunkte 
von ausserhalb des Zeichenblattes sich treffenden Linien gelegt werden, was zwar 
keinerlei Schwierigkeiten bietet, immerhin aber umständlich genug ist, um dann 
die Bevorzugung anderer Verfahren zu veranlassen.
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man (genau wie im Beispiel 1) die Verschiebungen der Punkte b, c, 
e, d, g der linken Trägerhälfte und der Punkte k, i, l, h, g der rechten 
Hälfte —  am besten in zwei besonderen Figuren (L) und (7?); deren 
Pole Ot und Or seien. Hierauf drehe man die Scheiben I  und I V  so 
um die Gelenke a bezieh. «, dass der Zusammenhang der Scheiben II  
und I I I  in g wieder hergestellt wird.

Der erste Theil dieser Untersuchung möge für den Punkt g der
linken Trägerhälfte die Verschiebung Otg (Plan L) ergeben haben und 
für den Punkt g  der rechten Hälfte die Verschiebung Org' (Plan R). 
In Folge der zweiten Bewegung dreht sich die Scheibe I I  um den 
Pol ( I I  • io), dessen Lage in der auf Seite 74 beschriebenen Weise ge
funden wird, und es muss deshalb der Strahl g" 0, rechtwinklig zu der 
durch die Punkte ( II-  w) und g bestimmten Geraden sein. Im Plane 
R  hingegen ist g" 0,. rechtwinklig zur Geraden g —  ( I I I  ■ w). Da nun
beide Pläne Verschiebungen g”g liefern müssen, die nach Grösse, Rich
tung und Sinn übereinstimmen, so lässt sich die Lage der Punkte g" 
in folgender Weise ermitteln.

Man mache in (L) die Strecke g s  gleich und parallel dem Strahle 
g'Or des Planes (R) und lege durch den Punkt s ,  rechtwinklig zu 
g —  ( I I I  • w) eine Gerade. Dieselbe schneidet die gegebene Richtung 
des Strahles g" Ot in g". Hierauf mache man in (R) die Strecke Org" 
gleich der Strecke sg" in (L).

Jetzt ist man im Stande, genau wie bei Aufgabe 1 die der Ver
schiebung g" Oi entsprechenden W ege d" 0, ,  c" Ot , . . . . der Punkte 
d, c, . . . zu bestimmen, desgleichen die Verschiebungen h" On i" Or, . . . 
der Punkte h, i,  . . .  .

3 .  B e i s p i e l .  Es soll der Verschiebungsplan einer durch einen 
Balken mit Mittelgelenk versteiften Kette gezeichnet werden. Fig. 56. 
Bei b ist ein festes, bei p  ein auf einer Wagerechten geführtes Auflager
gelenk angeordnet. Die ebenfalls auf wagereehten Bahnen beweglichen 
Gelenke a und x  der Tragkette a o x  sind durch Rückhaltketten, deren 
Längen sich um die gegebenen Strecken A' und vergrössern, mit 
festen Punkten der Widerlager verbunden.

Von dem beliebig angenommenen Pole 0  aus (Plan Ä) wird A 
aufgetragen, und im Endpunkte dieser der linken Rückhaltkette paral
lelen Strecke ein Loth errichtet, welches die Wagerechte durch 0  in a 
schneidet. Oa stellt die Verschiebung von a dar. An a wird die 
Verlängerung A l des Kettengliedes 1 angetragen und in dem auf Al 
im Endpunkte errichteten Lothe der Ort des Punktes c gefunden.

Es empfiehlt sich nun, den Punkt c zunächst beliebig anzunehmen' 
und gewissermassen vorauszusetzen, es werde der Punkt c in der durch 
den Strahl Oe angegebenen Richtung geführt; dafür aber denke man
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die wagerechte Führung des Punktes x  beseitigt. Denn durch die 
Annahme eines bestimmten c sind die Verschiebungen sämmtlicher

Fig. 06.

Knoten des Fachwerks gegeben, da man schrittweise finden kann: 
Punkt d' mittels A (id ) und A2,

e „ A (be) „ A (de),
„ f  „ A (df)  „ A (eD,

9  .. A (dg)  „
„ ä' „ A4 „ A3,

m s. f. die Punkte i', k', l ’, m ,  n ,  o , hierauf:
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Punkt p  auf der Wagerechten durch 0  mittels A np,
,, q mittels A (nq) und A(pg')*)
„ r  „ A (nr) „ A (q /•)
„ s „ A9 „ A10 u. s. w. bis Punkt w .

Schliesslich erhält man den Punkt x , indem man in 0  und w' die 
Strecken A” (parallel zur rechten Rückhaltkette) und A15 anträgt und 
in den Endpunkten dieser Strecken Lothe errichtet.

Jetzt wird die vorübergehend angenommene Führung des Punktes c 
wieder beseitigt, und hierdurch das Fachwerk in eine zwangläufige 
kinematische Kette verwandelt, der eine Bewegung zu ertheilen ist, 
durch welche der Punkt x  eine Verschiebung x " 0  erfährt, die mit 
Ox  zusammengesetzt eine wagerechte Gesammtverschiebung x"x  er- 
giebt. Die Pole, um welche sich die einzelnen Glieder des Fachwerks 
bei dieser zweiten Bewegung drehen, werden wie folgt ermittelt.

Der Pol ( I - w)  der Scheibe I  gegen das Widerlager fällt mit b 
zusammen, der Pol (J  • II)  mit n, während ( I I  ■ w) durch den Schnitt
punkt der Geraden ( I - i o ) —  (J • I I )  mit der Senkrechten durch p  be
stim mt ist, weil sich p  auf einer Wagerechten bewegt.

Die Stäbe 5, 4, 6 bilden mit der Scheibe I  ein Gelenkviereck, 
und es ist deshalb der unendlich ferne Schnittpunkt von 4 und 6 der 
Pol von 5 gegen J; derselbe liegt in der Senkrechten durch b, denn 
die Pole (5 • to), (5 • J), (I - w ) fallen in eine Gerade. Da nun die Ver
schiebungsrichtung des Punktes c rechtwinklig zur Achse des um a sich 
drehenden Stabes 1 ist, und c auch dem Stabe 3 angehört, so ist der 
Schnittpunkt iß von 1 mit der Senkrechten durch b der Pol von 3 
gegen io, und es bewegt sich deshalb h rechtwinklig zur Geraden iß A. 
Daraus ergiebt sich aber, dass (5 • w) mit iß zusammenfällt und ebenso 
kann gefolgert werden, dass sich iß auch mit (7 • w) deckt.

Ganz ähnlich lässt sich beweisen, dass der Schnittpunkt iß’ der 
Geraden ißo mit der Senkrechten durch p  der gemeinschaftliche Pol 
der Stäbe 9, 11 und 13 ist, denn die Pole (9 • to) , (1 1 -tc ) ,  13 - zi?) 
liegen auf der Geraden, welche durch ( I I  • to) und die unendlich fernen 
Schnittpunkte der Stäbe 8 und 10, 10 und 12, 12 und 14 geht.

Legt man nun durch iß und den oberen Endpunkt einer der lin
ken Trägerhälfte angehörenden Hängestange eine Gerade, desgleichen 
durch (I - t o ) und den unteren Endpunkt, so erhält man im Schnitt
punkte beider Geraden den Pol dieser Stange. A uf diese Art ist in 
Fig. 56 der kurz mit (4) bezeichnete Pol (4 • w) des Stabes 4 bestimmt

*) A(pq) und A(np) werden einem für die Scheibe I I  gezeichneten be~- 
sonderen Plane entnommen. Im Plane (A) haben wir, um eine übersichtliche 
Figur zu erhalten, nur die Punkte a , c, d\  n ,  p  w,  x  angegeben.
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worden; der Beweis folgt daraus, dass die Punkte (5 • io), (4 -5 ) ,  (4 • ic) 
in einer Geraden liegen, desgleichen die Punkte (I - i v ), (4 -I),  (4 -w).  
Aehnlich werden die Pole der Hängestangen der rechten Hälfte ermittelt. 
An Stelle der Punkte und (I • w) treten hier die Punkte ^  und 
(II-w) .  In der Figur sind die kurz mit (12) und (14) bezeichneten 
Pole (12 • w)  und (14 - w)  der Stäbe 12 und 14 angegeben worden. 
Pol (8) von 8 ist der Schnittpunkt der Geraden iß^ß’ und ( I ■ ic) —  ( I I ■ w). 
Der Pol von (15 ■ w) gehört der Geraden iß' (14) und der Mittellinie der 
rechten Rückhaltkette an.

Um die Verschiebungen zu erm itteln, welche die Punkte der be
trachteten Kette erfahren, ziehe man im Plane A  den Strahl x" 0  recht
winklig zur rechten Rückhaltkette bis zur Wagerechten durch x', hierauf 
x io J_  x  w  und 0  io" rechtwinklig zu der Geraden, welche den Punkt 
w mit dem Pole iß’ verbindet. Den Punkt v" findet man mittels der 
Bedingungen v" io" J _  vto und v" 0  _|_ e (1 4 )  und den Punkt n mit 
Hilfe von v 'n "  \ vn  und n" 0  \ _ n ( I • iv), womit je zwei Punkte der 
den Scheiben n pq  und nm b  ähnlichen Figuren n" p" q" und n” m" a” 
bestimmt sind. Bei richtiger Zeichnung muss hierbei p"  in die W age
rechte durch 0  fallen.

Damit Fig. (A) deutlich bleibe, haben wir die bereits gefundenen 
Punkte x ' w" v '  n" p ” in eine besondere Fig. (B) übertragen und in 
dieser die Ermittlung der fraglichen Verschiebungen fortgesetzt. Nach 
Auftragung der Figuren n 'p "  q '  und n" m" a" wurden der Reihe nach 
bestimmt:

u ' mittels: u" tv" I uw  und u" t” \ u t
ff tr r/ i // // \s ,, s « J _ sw  „ s r  | s r
rr tt  / /  | ft tr |o ,, o s os „ o n I on

r  „ r  o" j _ / o „ i " i c ' \ _ i h  
h" „ h" f  \_ h l „ h" g" _L hg
c" ,, c" h" ~| c/i ,, c" d" | cd.

Bei sorgfältiger Zeichnung muss eine von c" aus rechtwinklig zu c a  
gezogene Gerade den Pol 0  des Verschiebungsplanes treffen. Ferner 
muss sein:

s ' O X s i ß ' ,  o " O lo $ ß ' ,  l " O i _ ^ >  h " 0 ± h % .
ei. J B e is jx ie l.  Fig. 57 stellt eine gegliederte Scheibe der folgen

den Erzeugungsweise dar. An ein aus vier Stäben bestehendes Gelenk
viereck 1, 2, 3, 4 werden die Knoten 5, 6, 7 « s o  angeschlossen,
dass 5 verbunden wird mit 4 und 2, 6 mit 5 und 3, 7 mit 6 und 4,
• . . .  n mit n —  1 und n —  3, worauf schliesslich noch der Stab n 1
hinzugefügt wird. In Fig. 57 ist « =  8. Wird der Verschiebungsplan 
für den Fall gesucht, dass der Knoten 1 und die Richtung des Stabes 
1— 2 festliegen, so nehme man zuerst an, es sei der Knoten 3 auf

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 6



irgend einer festen Geraden geführt, der Stab 1— 8 hingegen beseitigt. 
Trägt man dann vom Pole 0  des Verschiebungsplanes aus die (in Fig. 57
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Flg . 57.

positiv vorausgesetzte) Längenänderung A (2— 3) des Stabes 2— 3 auf 
und errichtet im Endpunkte derselben ein Loth, so ist dieses der Ort 
des Punktes S'. Dieser Punkt selbst wird beliebig angenommen; die 
Gerade, welche ihn mit 0  verbindet, giebt die Richtung an, in welcher 
3 vorläufig geführt wird.

Nun bestimmt man der Reihe nach die Punkte 4 ,  b', l ' ,  S',
beseitigt hierauf die Führung des Knotens 3 und ertheilt den nunmehr 
starr zu denkenden, zwangläufig miteinander verbundenen Stäben Be
wegungen, durch welche die Bedingung erfüllt wird, dass die gegen
seitige Verschiebung der Punkte 8 und 1 gleich der Längenänderung 
A (1— 8) des Stabes 1— 8 ist. Dazu ermittelt man mit Hilfe der um 
90° gedrehten Verschiebungen 3 —30, 4— 40, . . . .  8— 80 die zur Ge
raden 8— 80 rechtwinklige Richtung des Strahles 8” 0  und bestimmt 
auf diesem den Punkt 8” mittels der Bedingung, dass die Projektion 
der Gesammtverschiebung 8" 8/ des Punktes 8 auf eine zum Stabe 
(1 —  8) parallele Gerade gleich der (in der Fig. 57 negativ ange
nommenen) Längenänderung A(1— 8) dieses Stabes ist. Jetzt kann 
man l"  finden mittels 7"— 8"_J_ 7— 8 und 7 " 0 _ ] _ 7 — 70 , hierauf 

b", . . . .  Damit sind die Gesammtverschiebungen m” m sämrnt- 
licher Knoten m bestimmt.

Dem eben betrachteten Stabgebilde entspricht ein Scheibengebilde 
von ähnlicher Entstehungsweise. Ein Beispiel bietet der in Fig. 54 
dargestellte Träger. Die Glieder I, 4, 5 bilden mit dem die festen 
Punkte a und f  verbindenden starren Widerlager ein Gelenkviereck, 
an das der Knoten d mittels I I  und 7 zwangläufig angeschlossen wird, 
hierauf» mittels 12 und 13, sodann l mittels 15 und III,  welches letzte 
Glied schliesslich bei m eine Führung erhält.

5 . B e i s p i e l .  Es soll noch eine sehr lehrreiche Aufgabe mitgetheilt uud 
auf zweierlei A rt gelöst werden. Die zweite Lösung wird nach einem Vorfahren 
erfolgen, das selbst in den schwierigsten Fällen übersichtlich zum Ziele führt.
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Au ein aus Stäben gebildetes Gelenkfünfeck 1 — 2—3—4—5 seien weitere 
Knoten 6, 7 8, . . .  . nt, . . . .  n  durch je zwei Stäbe in der Weise ange
schlossen, dass 6 verbunden 
wird mit 5 und 2, 7 mit 6
und 3.................. m mit ( in — 1)
und (»i — 4), . . . . ,  n mit 
{n — 1) und (« — 4). Der Kno
ten 1 und die Richtung des 
Stabes 1—2 liegen fest; m  werde 
in einer ruhenden Geraden 
m 0 »i0 geführt, ebenso n in n0n0.
Es soll der Verschiebungsplan 
gezeichnet werden.

In  Fig. 58 a ist in — 8 
und n —  11. Vom Pole 0  aus 
(Fig. 58 b) wurden die Längen- 
iinderungen A (1 —2) und A (1—5) 
der Stäbe 1—2 und 1—5 auf- 
getragon und au A (1—2) die 
Strecke A (2—3) gesetzt. D ie in 
den Endpunkten von A (2—3)
und'A(l—.5) auf diesen Strecken Fis - 1,8 a-

Fig. 58 b.
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errichteten Lothe sind die Oerter von 3' beziehungsweise 5'. V erden  die 
Punkte 3' und 5' vorläufig willkürlich angenommen, wird also gewissermaassen 
zunächst vorausgesetzt, es seien die Knoten 3 und 5 (statt 8 und 11) in festen, 
den Polstrahlen 0  3' und 0  5' parallelen Geraden geführt, so lassen sich die 
Punkte 4', 6', 7', 8', 9', 10', 11' schrittweise bestimmen, da 4 durch zwei 
Stäbe mit 3 und 5 verbunden ist, desgleichen 6 m it 2 und 5, u. s. f.

Je tzt hebe man die Führung der Punkto 3 und 5 wieder auf, und drehe
dio Stäbe 2—3 und 1—5 so um die in Ruhe bleibenden Gelenke 1 und 2,
dass 8 eine Verschiebung 8" 0  erfährt, die, mit 0  8' zusammengesetzt, eine 
zur Führung 80 80 parallele Verschiebung 8" 8' ergiebt und ebenso fü r den 
Punkt 11 eine zu 110—110 parallele Gesammtverschiebung 11" 1 1 'erhalten wird. 
Behufs Darstellung dieser Bewegung zeichne man im Plane Fig. 58 b eine 
Figur 1"—2"—3"—4" . . . 8" . • ■ 11", deren Seiten rechtwinklig zu den ihnen 
entsprechenden Stäben des Fachwerks 1 — 2—3—4 . . .  8 . . .  11 sind, deren 
Punkte 1", 2" mit 0  zusammenfallen, und deren Punkte 8", 11" in gegebenen
Geraden (g8) bezieh. (g„) liegen. Die zu 80—80 parallele (p8) ist durch den
Punkt 8' bestimmt, die zu 110= 1 1 0 parallele [gn ) durch den Punkt 11'. Diese 
rein geometrische Aufgabe lässt sich mit Hilfe des folgenden (bereits im ersten 
Bande mehrfach benutzten) Satzes der Geometrie der Lage lösen.

Aendert ein n -E c k  in der Weise seine F orm , dass sämmtliche 
Seiten desselben durch feste F unkte einer und derselben Geraden 
gehen (die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist)
während n — 1 E ckpunkte  gerade L in ien  beschreiben, so bewegt sich
auch der letzte E ndpunkt in einer Geraden.

Man nehme auf der zum Stabe 2—3 rechtwinkligen Geraden 0  3" zu
nächst zwei beliebige Punkte (3 /', 3a") versuchsweise an, ebenso auf der zu 
1—5 rechtwinkligen 0  5" zwei beliebige Punkte (5,, 5.,), ziehe durch 3," und
3.," gerade Linien rechtwinklig zum Stabe 3—4 und bestimme auf denselben 
die Schnittpunkte 4 , . , ,  4 , . 2, 4 .,.,, 42.2 der durch 5, und 5, rechtwinklig zu 
5—4 gelegten Geraden. Es sind dann 

[0, 3i , 4 , . , ,  5 j]; [0, 3, , 4 ,..,, 5.,]; [0 , 32 , 4 .,.,, 5 ,]; [0, 3. , 42. 2, .%] 
vier versuchsweise Lösungen für das verlangte Viereck 0, 3", 4", 5".

Der ersten Lösung entsprechen die Punkte 6 ,, 7 , . , ,  8 , . , ,
,, zweiten ,, „ ,, ,, 62, 7 , .a , 8 , . a,
,, dritten „ ,, ,, ,, 6 , , 72. , ,  82. , ,
,, vierten ,, ., ,, ,, 6.,, 72.2, 82..,.

Die Bestimmung von 6 ,, 7a. , ,  8 , . ,  erfolgt der Reihe nach mittels:
5i— 6,_L5—6, 0 —6, J_ 2—6, 6,—7,., _L 6—7, 3,”—7 ,., J_ 3 - 7 ,
7 , . ,—8 ,.,_ [_ 7 —8, 4 , . ,  8 , . ,  J_ 4 8,

und in gleicher Weise findet man 6a, ................ 8._,. 2.
In  den Punkten, in denen die Geraden 8 , . ,— 8 ,.a und 8 , . ,—82.2 die ge

gebene (p8) schneiden, erhält man die zu (3,", 3S") gehörenden Lösungen (8,", 8„")
und kann nun in der Geraden 7 , . ,— 7 ,.2 den Punkt 7," bestimmen, in der
Geraden 7 , . ,—72.2 den Punkt 7..", hierauf 6,'', 6," und 5,", 5.,". (Die E r
mittelung von 4," und 4," ist überflüssig.)

W eiter lässt sich je tz t angeben:
9," mittels 8 ,"— 9,"J_ 8— 9 und 5,"— 9,"J_ 5 — 9

10," „ 9,"— 10,"J_ 9—10 „ 6 ,"— 10,"J .  6— 10
11," „ 10,"— lli"JL  10—11 „ 7,"—11 ,"J_ 7—11
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und ebenso 9 / ',  10./', 11./', worauf 11" bestimmt ist als Schnittpunkt der Ge
raden 1 1 / '—11./' m it der zur Führung 110— 110 parallelen g u . H at man aber 
11" gefunden, so kann man auch 10", 9", 8", 7", 6", 5", 4", 3" ermitteln, 
denn es liegen 10 /', 10 /', 10" in einer Geraden, desgleichen 9 / ',  9 / ',  9" u. s. w.

Die mitgetheilto Lösung gilt fü r jedes m und n und bezieht sich auch 
auf gegliederte Scheiben von der in Abschnitt X IV  des ernten Bandes be
schriebenen Ari. W ird die Führung des Knotens 11 durch einen Stab 
ersetzt, der 11 mit 1 verbindet, so liegt 11" auf einer zum Stabe 11—1 
rechtwinkligen Geraden, deren Abstand von 11' gleich der Längenänderung 
dieses Stabes ist. (Vergl. Beispiel 4, worin der Ort von 8" auf diese Weise 
bestimmt wurde.) Auch wenn an die Stelle der Stäbe gegliederte Scheiben 
treten, führt das entwickelte Verfahren zum Ziele.

Zu einer anderen, ebenfalls allgemeinen Lösung führt die folgende Be
trachtung.

Beseitigt man wie vorhin die Stützungen der Punkte 8 und 11 (Fig. 58 a), 
nimmt dafür aber an, es sei jeder der Knoten 3 und 5 mit einem ausserhalb 
des Fachwerks liegenden festen Punkte durch einen Stab verbunden, und legt 
man diesen Stäben (die zur Unterscheidung von den wirklichen Fachwerk
stäben als gedachte bezeichnet werden mögen) beliebige Längenändcrungon 
^ x  und Ay bei, so lassen sich die Verschiebungen sämmtlicher Knotenpunkte 
durch wiederholte Lösung der ersten Hauptaufgabe (No. 32) bestimmen. Punkt 8 
wird sich im allgemeinen von der Führung 80—80 entfernen; die Projektion 
seiner Verschiebung auf eine zu 80—80 rechtwinklige Gerade wird einen end
lichen W erth S8 annehmen, und ebenso wird sich auch fü r die Projektion der 
Verschiebung von 11 auf eine zu 1 1„—l l 0 rechtwinklige Gerade ein endlicher 
W erth 8U ergeben.

Zwischen 8S, 8,, und den Aenderungen der Stablängen bestehen nach
No. 4 Beziehungen ersten Grades, die sich auf die Form

. . f  S8 — aä A i  +  ß8 Ay +  8 /
 ̂ '  l §n =  a u  Az: -j- ß„  Ay +  8 , /

bringen lassen, worin 8 /  und Su ' von den Längeuändeiungen der wirklichen 
Stäbe abhängig sind und diejenigen W erthe bezeichnen, welche S8 und Su 
für den Fall annehmen, dass die beiden gedachten Stäbe starr vorausgesetzt 
werden (Zustand Ax =  0 und Ay =  0). Verschwinden auch die Längenände
rungen der wirklichen Stäbe (was kurz durch A s =  0 angedeutet werden soll) 
so ergiebt sich 8 / =  0, 8U' = 0 .

Weiter bedeuten:
«8, “ it die W erthe von S8, 8,, für den Zustand: A a : = l ,  Ay =  0, As =  0;
93, ßit „ „ ,, ö8, 8U ,, ,, ,, Aa: — 0, Ay =  l ,  As =  0;

und es können somit die sechs Koefficienten der rechten Seiten der Gleichungen I
mit Hilfe von drei Verschiebungspläncn, welche den drei angeführten Zu
ständen entsprechen, bestimmt w erden, worauf die Bedingungen: S8 =  0 und 
Sn =  0, d. h.

aa A x  +  ß8 A y - f  8 /  = 0
o.n A x  +  ßu  Aa; -j- 8U' =  0

diejenigen Längenänderungen A x  und A y  liefern,, welche den beiden gedachten 
Stäben zugeschrieben werden müssen.
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Es leuchtet ein, dass sich auf diesem Wege die Ermittlung der V er
schiebungen der Knoten jedes statisch bestimmten Fachwerks auf die wieder
holte Lösung der ersten Hauptaufgabe und die Auflösung einer Gruppe von 
Gleichungen ersten Grades zurückführen lässt.

§ 2.

Darstellung der Formveränderung von Stabziigcn mit 
gelenkartigen Knoten.

39. —  Werden gerade Stäbe so aneinander gereiht, dass jeder Stab 
nur mit dem vorhergehenden und dem nachfolgenden zusammenbängt, 
so entsteht ein Gebilde, welchem wir den Namen Stabzug beilegen. Die 
Knotenpunkte bezeichnen wir mit den Ziffern 0, 1, 2, . . . (m— 1), 
m , (m -f~ 1), . . . n, die Stablängen mit s1, s2, . . .  sm, . . .  s„ und
die W inkel, welche die Mittellinien aufeinander folgender Stäbe ein-
schliessen, mit ifj, ir2, . . . irm, . . . X - v  Eig- 59.

Greifen alle äusseren Kräfte in den Knotenpunkten an, und sind
die Stäbe durch reibungslose Gelenke miteinander verbunden —  was

beides hier vorausgesetzt werden möge —  so wird jeder Stab nur auf 
Zug oder Druck beansprucht; seine Mittellinie bleibt gerade, und die 
gegenseitigen Verschiebungen der Knotenpunkte des Gebildes sind be
stimmt durch die Aenderungen A s1; As2, . . Ais^, Air2, . . . der 
Längen s und W inkel Eine übersichtliche Darstellung dieser Ver
schiebungen ist u. A. von Werth für die Theorie des Eachwerks, dessen 
Knotenpunkte häufig durch Stabzüge mit leicht zu berechnenden Winkel
änderungen Air verbunden werden können.

Zunächst werde angenommen, es seien sämmtliche As und A i 1 
bekannt, auch werde vorausgesetzt, dass die Richtung der Achse irgend
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eines Stabes und ein Punkt dieser Achse festliegen, beispielsweise die 
Richtung des Stabes Sj und der Knotenpunkt 0. Die übrigen Stäbe 
(s2, s3, . . .  sm, . . .  s„) werden sich um gewisse Winkel <̂ 2? 4*3 > • • • 
4>,„, . . . d;„ drehen, und zwar ist:

4>2 = A ^ i ;  vj;3 =  v)j2 +  A ^2 ; . . .; +  . .  .

Wir betrachten nun einen beliebigen Stab s, dessen Endpunkte die 
Ordnungsziffern a und b tragen mögen. Fig. 60. Der W eg a d  des 
Punktes a sei gegeben. Behufs Bestimmung der neuen Lage b' des

Punktes b verschieben wir den Stab ab  parallel mit sich selbst injjdie 

Lagea'& j, ändern seine Länge um das gegebene Maass bxb2 =  As und 
drehen ihn schliesslich um den gegebenen W inkel Hierbei beschreibt 
h2 den Kreisbogen

b2b' =  0  +  As) 4>, 

der aber —  wegen der Beschränkung unserer Untersuchung auf sehr 
kleine Verschiebungen —  durch ein in b2 auf ä  b2 errichtetes Loth 
von der Länge

p =  s 4.
ersetzt werden darf.

Es empfiehlt sich nun, die Knotenpunktsverschiebungen (wie im § 1) 
in einer besonderen Figur und in gehöriger Vergrösserung von einem 
beliebig gewählten Pole 0  aus aufzutragen, so zwar, dass jede Ver
schiebung nach Grösse, Richtung und Sinn durch einen vom Pole aus
gehenden Strahl dargestellt wird. In Fig. 60b  bezeichnet O ä  die ge
gebene Verschiebung des Punktes a; an diese wurde die dem Stabe s 
parallele Strecke As angetragen und hieran die zu s rechtwinklige 
Strecke p; es stellt dann der Strahl Ob' die gesuchte Verschiebung 
des Punktes b vor.

Auf diese Weise sind in Fig. 59 b die Verschiebungen der Knoten
punkte des in der Fig. 59a  abgebildeten Stabzuges schrittweise ermittelt 
worden. Die Werthe As und p —  sdi würden in der Reihenfolge

ASj, As2, p2, As3, ptj, . . . . ,  Asm1 pM, . . . .,  As„, p„
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nach Grösse, Richtung und Sinn aneinander gesetzt, wobei allgemein
|| s,„, pm_ |_ sm. Anstatt der Zeichen A sj, As2, . . . .  wurden die 

kürzeren A 1, A 2 , . . . . gebraucht. Die (in der Figur nicht ausge
zogenen) Polstrahlen Ol ' ,  0  2', 0  3 ,  . . .  . stellen nach Grösse, Rich
tung und Sinn die gesuchten Verschiebungen der Knoten 1, 2, 3 . . . 
dar. In Fig. 59 geben kleine Pfeile den Drehungssinn der einzelnen 
Stäbe an. Einem positiven vJj entspricht im vorliegenden Falle eine 
Drehung nach links, einem negativen eine Drehung nach rechts. Die 
an die Stäbe gesetzten (-|-) und (— ) bedeuten die Vorzeichen der ent
sprechenden As. Die ein (-{-) tragenden Stäbe werden gedehnt, die 
übrigen verkürzt.

Wird der Stabzug in einer anderen als der eben vorausgesetzten 
Art gestutzt, so nehme man zuerst die Richtung irgend einer Stabachse 
und einen Punkt derselben als festliegend an, zeichne den Verschiebungs
plan auf die beschriebene Weise und ertheile hierauf dem nunmehr als 
starres Ganzes zu betrachtenden Gebilde eine Bewegung, durch welche 
die wirklichen Auflagerbedingungen befriedigt werden. Die Verschie
bungen, welche die Knotenpunkte in Folge dieser zweiten Bewegung 
erfahren, werden —  genau wie im § 1 (No. 33) —  durch Strahlen 
m 0  dargestellt, die nach dem Pole hinzeigen, und deren Zusammen
setzung mit den Strahlen O m  die Gesammtverschiebungen m" in liefern 
(Fig. 36, S. 60).

Wir werden die Ergebnisse der vorstehenden Betrachtungen haupt
sächlich auf die Darstellung der Formänderungen von gegliederten 
Scheiben anwenden, die sich in Dreiecke zerlegen lassen. Die Winkel i', 
zwischen den aufeinander folgenden Seiten der die Knotenpunkte der
artiger Scheiben verbindenden Stabzüge sind entweder Dreieckswinkel, 
oder sie setzen sich aus solchen zusammen, und es erfordert daher die 
Berechnung der A i  nur die Lösung der folgenden, auch für spätere 
Untersuchungen sehr wichtigen Aufgabe:

4 0 . —  Z w eite  H au p tau fgab e. Gegeben seien die Aenderungen 
As1, A s 2 , A s 3 der Seitenlangen s , ,  s2, s3 eines Dreiecks A B C ,  ge
sucht die Aenderungen AoCj, Aa2, A a3 der Winkel a lt a2, a 3. 
Fig. 61a.

Zu einer sehr einfachen Darstellung der A a gelangt man mit Hilfe 
eines W illiot’schen Verschiebungsplanes. Man nehme A  und die Rich
tung der Seite A B  als festliegend an. Dann fällt A ’ m it dem Pole 0  
zusammen (Fig. 61b) und A'B' =  Ass giebt die Verschiebung von B  an. 
In A '  und B ' trage man die Strecken As2 und Ast an und errichte 
auf diesen in ihren Endpunkten Lothe, deren Schnittpunkt C' die Ver
schiebung OC' von C bestimmt. Denkt man sich nun den Punkt C'
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auf dem in No. 39 beschriebenen W ege mittels der dem Stabe s2 ent
sprechenden Werthe As2 und p2 =  s2 i|»2 gefunden, so erkennt man,

dass das Loth C'C2 von C' auf As2 gleich p2 ist. Der Stab s2 dreht 
sich aber, da s3 festliegt, um Acq; es ergiebt sich daher:

C C2 p2 =  s2 A 0Cj,

und ebenso findet man (indem man den Pol von A '  nach B ' verlegt, 
also B als ruhend ansieht):

c ' c t = P j  = S !  A a2.

Wir bezeichnen nun den Schnittpunkt von A st und As2 mit Gs , errich
ten in einem beliebigen Punkte 0 der A 'B '  auf dieser Geraden ein 
Loth, ziehen durch Clt C2, C3 Parallelen zu A ' B welche jenes Loth 
in 1, 2, 3 schneiden und erhalten:

  *   7 i   A  o  ______  A  o

0 1: Asj = 7 « :  s . ;  0 1 = A s ,  — , 0 2 =  — 2- l r ,  0 3 =  — — h,
S1 s2 s3

wo h die zu A B  rechtwinklige Höhe des Dreiecks A B C  bedeutet.

Weiter projiciren wir die Strecken C2C' und C1C' auf eine zur 
A B  parallele Gerade und finden für die Projektionen die Werthe:

C2C' sin ocj =  p2 sin <xt =  s2 sin a 1A a l — Aa.l h und Cj^C' sin a 2 =  A a 2h,

deren algebraische Summe =  —  A a37i ist , weil die Summe der Dreiecks
winkel auch nach der Formänderung 1 8 0 °  beträgt, mithin

A aj -(- A a2 -j- A oc3 =  0 ist.

Ersetzt man in Fig. 61b  die Längenänderungen A s1( A s ,, As3
A  ß  Ä  S  A  <?

durch die Verhältnisszahlen ■. 1 , , 3 (welche nach einem
h h h

•ZaWenmaassstabe durch Strecken dargestellt werden), so liefert diese 
Figur die Werthe A<Xj, A as , A a s .
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Es braucht übrigens nur das durch die Punkte 1, 3, 2 bestimmte 
Viereck C\C3C2C' gezeichnet zu werden. 3 wird beliebig gewühlt; 
1 und 2 haben von 3 die Abstände:

8 1 = - ^ - - ^ - ;  2 3  =  ^ - - - ^ .
S j  s3 s2 s3

Behufs Vermeidung von Eehlern bei der Feststellung von Vor
zeichen der A a , versehe man die Strecken C2C' und CXC ’ mit Pfeilen, 
die nach C'  hinzeigen. Diese Pfeile geben an, in welchem Sinne sich 
die Seiten s2 und s1 gegen die Seite s3 drehen. In dem in der Figur 
dargestellten Falle dreht sich s2 nach rechts, s1 nach links; A a , und 
Aoc2 sind also positiv, während sich für A a 3 ein negativer Werth ergiebt.

Aus der Fig. 61b , deren Längenabmessungen wir uns durch h 
dividirt denken, lässt sich auch eine einfache Formel ableiten. Es ist 
nämlich:

sin a ,

—  A a3 —  C2Ca cos a ,  -j- C3 C, cos a2

V s 2  S q  J sm o l 1 \  s x s 3  /
und es folgt daher:

(1) A a3 =  ( ----- — 0  cotg a 2 +  ------cotg a , .
 ̂ $3 s1 /  \  $3 #2

Sind die Längenänderungen lediglich Folge von Spannkräften 
S1, S2, S3, welche die Spannungen

S, S2 S3
«1 -  F l ' F 2 } F3

erzeugen, so hat man

As, ff, As2 ff2 A Sg ff3

(2)

s i E i  s 2 E 2  s 3 E 3 

Bei gleich grossen Elasticitätsziffern (E) ergiebt sich

E A a 3 —  (ff3 —  a ,) cotg a 2 - f-  (c3 —  ö2) cotg a,
E  A a 2 —  (cr2 —  o3) cotg a ,  - f  (ff2—  ff,) cotg a3
i? A a , =  (ff, —  ff2) cotg a 3 +  (s , —  ff3) cotg a 2.

In diesem Falle ist es zweckmässig, die Werthe E A a (an Stelle der Aa)
A s

durch Zeichnung darzustellen, also in Fig. 61b  die —— h durch die

entsprechenden ff zu ersetzen. Man gelangt dann zu dem in der Fig. 62 
angegebenen Verfahren, das einer weiteren Erläuterung nicht mehr be
darf. Zu achten ist auf die Vorzeichen der Spannungsunterschiede 
ff,— ff3 und ff2 — ff3. In Fig. 62 b wurden beide W erthe positiv an
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genommen, in Fig. 62c der erstere positiv, der andere negativ. In 
letzterer Figur C3 mit 3 zusammenfallend gewühlt. Hinsichtlich der 
Vorzeichen der Winkelilnderungen stimmt Fig. 62 b mit Fig. 61b  überein.

In dem in der Fig. 6 2 c  dargestellten Falle erführt sowohl als auch 
s2 eine Drehung nach rechts; es ist mithin A a2 negativ, A a1 positiv.

Will man die Werthe EAa. berechnen, so führt man zweckmässig die 
Hilfsgrössen ein:

u , =  cotg a3 (cts — a3) ; tüj =  cotg aa (a3 — <+; oi3 =  cotg o3 (a, — a2) 
und hat dann:

E A a l =  u s — (o,; E Aai =  u1- a s; E i a 3 =  u , — u ,.
Zur besseren Übersicht schreibe man auf jede Dreieck
seite die betreffende Spannung und in jeden Winkel dessen 
Cotangente, wie dies Fig. 63 angiebt. F ü r das dort dar
gestellte (mit dem Dreieck 11— 12—13 des auf Tafel 2 ab
gebildeten Fischbauchträgers übereinstimmende) Dreieck, 
in dessen Seiten die Spannungen:

— 141, -)- 463, — 17 Tclgr f. d. qcm 
herrschen, erhält man:

o , =  0,496 ( +  463 +  17) =  +  238; 
o>, =  1,079 (— 17 +  141) =  +  134; 
w3 =  0,295 (— 141 — 463) =  — 178;

EAa,  =  —  178 — 134 =  — 312* f. d. qcm ; E A  a, =  +  238 +  178 =  +  416 
£ A a 3= 1 3 4  — 238 =  — 104.

Sehr zweckmässig ist es auch, die W erthe o> zeichnerisch zu ermitteln 
und hierzu ein in möglichst grossem Maassstabe angefertigtes Trägemetz zu 
benutzen. Fig. 64 (Tafel 2, welche zwei Dreiecke des auf dieser Tafel abge
bildeten Fischbauchträgers darstellt) giebt eine Anordnung an, die recht über
sichtlich ist. Die auf den Stäben stehenden rothen Zahlen bedeuten die Span
nungen in klgr  f. d. qcm. Die Spannungsunterschiede in den die Winkel a„  
<ij, ota einschliessenden Seiten sind für das Dreieck I:

+  4 6 3 +  17 =  +  480; — 17 +  141 = + 1 2 4 ;  — 141 — 463 =  — 604 
und fü r das Dreieck I I :

— 128 + 1 4 1  =  +  13; — 141 +  576 =  +  435, — 576 +  128 =  — 448:

Flg. 63.
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dieselben werden beziehungsweise mit cotg a , , cotg ou , cotg a3 multiplicirt. 
Die Ergebnisse sind für das Dreieck I:

w, = - | - 238; Cxij =  —|— 134, o)3 — — 178 
und fü r das Dreieck I I :

w, =  +  13; ~  177; to3 =  — 183.
E ie Strecken, -welche diese W erthe u  darstellon, wurden in Fig. 64 durch 

Doppellinien bezeichnet. Der Spannungsmaassstab lautet: 4””” =  1001 f. d. gern-, 
nur fü r u , im Dreieck I I  wurde der Maassstab l"1"' =  1* f. d. qcm gewählt.

Ist fü r jedes Dreieck nur eine Winkeländerung Aa 
zu bestimmen [ein Fall, der vorliegt, wenn das Fach
werk in Fig. 77 (Seite 95) durch den mittels kräftiger 
Linien angedeuteten Stabzug ersetzt werden soll] so 
gewährt die folgende Darstellungsweise die beste 
Uebersicht. Tom Scheitel A  Fig. 65 des fraglichen 
Winkels cc, wird auf die gegenüberliegende Seite ein 
Loth gefällt, und auf diesem werden die absoluten 
W ertlie der Spannungsuntorschiedo aufgetragen, indem 

A A t — al — a„ und A A i =  a1 —  a3 
gemacht wird. Zieht man nun A , B  || sl7 ebenso A., C || s,, 
s o i s tJ41£ = ( a 1— cr3) co tga2 und A 1C = [a 1— o ,)c o tg a 3. 
Die Yorzeichen werden an die Strecken geschrieben, 
ln  Fig. 65 ist a , > a 3 und < ^ > 0! vorausgesetzt worden. 

E \ a l =  A iB - - Ä I C .
Temperaturänderungen können nach Seite 2 durch Vergrösserung

Q
der Spannungen c =  —  um z E t  berücksichtigt werden. Ist beispiels- 

F
weise für einen schweisseisernen Stab: S =  20 0 00fc, F —  50 qcm.,

s
also - —= 4 0 0 ,  und wird der Stab um 3 0 °  C. erwärmt, so ist dem- 

F
selben bei Ermittlung der I?A a nach dem zuletzt beschriebenen Ver
fahren eine Spannung cf =  400 -(- z E t  =  400 —[— 22 • 30 =  1060fc f. d. 
qcm zuzuschreiben, wobei e =  0 ,0 0 0 0 1 2  und E —  1 8 0 0 0 0 0  ange
nommen wurden. Im Palle einer Abkühlung um 3 0 °  erhält man 
c =  400  —  2 2 * 3 0  =  —  260.

41. U n ter su ch u n g  d er F orm än d eru n g  e in e s  F a ch w erk b a lk en s . 
Z a h le n b e isp ie l. (Figuren auf Tafel 2.) Es sollen die Verschiebungen 
der Knotenpunkte der unteren Gurtung des auf Tafel 2 abgebildeten 
Hauptträgers einer zweigleisigen Eisenbalmbrücke für die in Fig. 66 
angegebene Probebelastung bestimmt werden.*) Die durch diese Be
lastung erzeugten Spannkräfte sind in Fig. 67 auf folgende Weise er
m ittelt worden.

Mit beliebiger Polweite H  wurde in Fig. 66 zu den Achsenbe
lastungen eine Seillinie gezeichnet und in diese ein Polygon I I I I I I . . . X

Fig. 65. 

Dann folgt:

*) Bei Belastungsproben handelt es sich stets um die Ermittlung der von 
der beweglichen Belastung allein hervorgerufenen Durchbiegungen.
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einbescbrieben, dessen Ecken den in der oberen Gurtung liegenden 
Angriffspunkten 0, 2, 4, . . . . 1 8 ,  20 der Zwischenträger entsprechen. 
Hierauf wurden in Fig. 67 mittels eines Büschels, dessen Strahlen I, 
II, . . .  X  parallel den gleichbezeichneten Polygonseiten sind, auf einer 
vom Mittelpunkte 0  des Büschels um I I  entfernten Senkrechten die 
Knotenlasten P2, P4, P 6, . . . . P 18 abgeschnitten und durch einen 
zur Schlusslinie des Seilpolygons parallelen Strahl s die an den Stütz
punkten 0 und 20 angreifenden Auflagerdrücke A  und B  bestimmt. 
Schliesslich wurde ein Cremona’scher Kräfteplan gezeichnet. In dem
selben bedeuten:

0 3, Os , . . . die Spannkräfte der oberen Gurtung,
Ult  U2, U i, . . . „ „ „ unteren „
P 2, jD3, P 4, . . . „ „ „ Füllungsstäbe.

Die Figuren 68 und 69 bieten eine übersichtliche Zusammen
stellung der Stablängen (in cm), Querschnittsinhalte (qcm), Spannkräfte 
( Tonnen) und Spannungen (Jcilogr. f. d. qcm). Die in den Figuren 70 
bis 75 abgebildeten Querschnitte wurden voll gerechnet; die Elasticitäts- 
ziffer wurde (für Schweisseisen) =  1 8 0 0  000* f. d. qcm angenommen.

Der Füllungsstab 1— 2 erhält den Querschnitt: Fig. 72 mit F  —  52 qcm
Die Füllungsst. 2— 3 , 3 — 4 erhalten „ Fig. 73 „ F —  60 „

„ 4— 5, 5— 6, 6— 7, 7— 8 „ Fig. 74 „ P = 6 8  „
8— 9 , 9 — 10 „ Fig. 75 „ P =  90 „

Fig. 76 zeigt den Yerschiebungsplan der einen Stabzug bildenden 
unteren Gurtung. Die nach No. 40 ermittelten Werthe E A a der an 
dieser Gurtung liegenden Dreieckswinkel a  sind in die betreffenden 
Winkel eingeschrieben worden; sie bestimmen die Aenderungen Air der 
Stabzugswinkel Y  Zuerst wurde der Knoten 9 und die Richtung des 
Stabes 7— 9 festliegend, der Stabzug aber sonst frei angenommen. Es 
entspricht dann:

dem Stabe 7— 5 der Werth E ^ n ,  =  PA'~7 =  4 - 212 +  3 6 3 - f  294
=  +  869* f. d. qcm.

„ 5— 3 ., ., £-'h5_3 =  +  8 6 9 - f  (3 0 1 - f 4 3 9 - ) - 426)
=  4  2035,

„ 3— 1 „ „ P ^ 3 _ ! =  2035 4  (447 4  541 4  412)
=  4  3435,

„ 1— 0 „ „ P 'l’i—o =  3435 4  (2170  4  926)
—  -f- 6531,

und ebenso ergeben sich für die rechts an 9 sich schliessenden Stäbe 
der Reihe nach die Werthe:

E'b  == 850; 1754;  2433; 3421;  4943;  8389.
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Alle auf der linken Seite des ruhenden Stabes 7—  9 befindlichen
Stäbe erfahren eine Drehung nach rechts, die auf der rechten Seite
eine Drehung nach links.

Für den Stab 0 —  1 erhält man nun
s - ^vh 6531

Po _i =  s • vh =  t =  2 7 1 '" - — — — == 0,983"’’ —  9,83"'“
™ 1 T E  1 8 0 0 0 0 0

für den folgenden Stab: p =  6 ,21”” u. s. f. Diese Werthe wurden in
Fig. 66 (in Klammern) an die einzelnen Stäbe geschrieben; desgleichen

wurden die Längenänderungen As =  A r , =  " V  angegeben. Für den
T j  jV h j

478 * 271.
Stab 0— 1 ergiebt sich z. B.: A.s„_, =  ------- =  0 ,072 '” == 0 ,7 2 ”".

0 1 1 8 0 0 0 0 0
Nach Erledigung dieser Rechnungen konnte der Verschiebungsplan 

aufgetragen werden. An die Strecke l ' —  9' =  A s 7 _.9 =  0 ,9 4 ”'” 
(Maassstab 2 : 1 )  wurden links der Reihe nach angetragen:

As7_ 5 =  0 ,9 8 ””, p7_ 5 =  1,77”", A s 5 _ 3 =  1 ,00””, p5__3 =  4 ,2 5 ”",
u. s. w.

und rechts die Strecken:

A « ,_ „  =  0 ,9 5 ’ , p9_ u  =  1,70””, A s u _ i 3  =  0,93"", P ll_ 13 =  3,53"”,
u. s. f.

Die Endpunkte der Strecken p7_5, p3 _3, . . . bestimmen die Punkte 
5 , 3 , . . . ., denjenigen von p9 - n ,  p, t _13, . . . die Punkte 1 T, 13', . . .

Schliesslich wurde zur Erfüllung der wirklichen Auflagerbeding
ungen geschritten und die dem Stabzuge 0 — 1 — 3 —  5 . . . 19 —  20 
ähnliche Figur 0 " — l " — 3” — ' 5" . . . 19" —  20" gezeichnet. Der 
Punkt 0" fällt mit 0" zusammen, weil Knoten 0 festliegt, während 20” 
auf der Wagerechten durch 20 ’ liegen muss, da der Knoten 20 auf 
einer wagerechten Auflagerbahn geführt wird; 0" —  20" ist recht
winklig zu 0 —  20.*)

Damit sind die Verschiebungen l"  l' ,  3" 3', . . .  . der Knoten 
1, 3, . . .  . nach Grösse, Richtung und Sinn bestimmt.

In Fig. 7 6 wurde noch die Biegungslinie der unteren Gurtung 
eingetragen. Die Eckpunkte 0„, 10, 30, . . . .  derselben liegen senk
recht unter den entsprechenden Knoten 0, 1, 3, . . .  . und auf den

*) Probe: Die Verschiebung 20" — 20' muss im vorliegenden Falle gleich 
der Summe der Längeuiinderungen As der Stäbe der oberen Gurtung sein. Da 
•diese Stäbe gleiche Länge und gleichen Querschnitt haben, so findet man:

 "— 5 360 • 1592000*
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Wagerechten durch die Punkte 0’, l ' ,  3 , ; die grösste senkrechte
Verschiebung (2 8 ,8 ””’) erführt der Knotenpunkt 9. Wird nur das 
Biegungspolygon gesucht, so braucht die Figur 0"— l"  —  2” . . . 20” 
nicht gezeichnet zu werden.

Will man die Verschiebungen sämmtlicher Knotenpunkte haben, so muss 
man den in Fig. 77 kräftig ausgezogenen Stabzug 0 —1—2 —3 . . . 18—19—20 
untersuchen. In Fig. 77 sind die Längenänderungen der Stäbe (in mm) und in

o V, // 6 8 10 18 16 18 20

Fig. 78 die W erthe E A a  (in klg  f. d. qcm) angegeben worden. Dem Leser wird 
empfohlen, diese Aufgabe zu lösen. Es ist zweckmässig, zuerst den Knoten 10 
und die Richtung dos Stabes 1 0 - 9  als ruhend anzusehen.

42. —  Wir wollen die im Vorstehenden gelehrte Darstellungs
weise der Verschiebungen kurz das Stabzugverfahren nennen; dasselbe 
liefert übersichtlichere Figuren als das Verfahren von W illiot und ver
dient namentlich dann den Vorzug, wenn die nach W illiot zur Be
stimmung der Punkte m auf den As zu errichtenden Lothe sich unter 
sehr spitzen Winkeln schneiden. Dagegen erfordert das Stabzugver
fahren etwas mehr Zeit, es sei denn, dass die 'Winkeländerungen noch 
anderweitig gebraucht werden, was beispielsweise der Fall ist , wenn 
für ein unter der Voraussetzung gelenkartiger Knoten berechnetes, in 
Wirklichkeit aber vernietetes Fachwerk die von den festen Verbindungen 
herrührenden Spannungsänderungen nachgewiesen werden sollen —  eine 
Aufgabe, die sich, wie in der zweiten Abtheilung dieses Bandes gezeigt 
werden wird, mit Hilfe der Winkeländerungen besonders einfach lösen 
lässt. Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, dass diese Zusatzspannungen 
(welche auch Nebenspanmtngen heissen) und die Verschiebungen für ein 
und denselben Belastungszustand verlangt werden, ein Fall, der häufig 
eintritt.

Auch die Anwendung eines gemischten Verfahrens ist oft am Platze. 
So kann es z. B. vortheilhaft sein, bei Untersuchung der in den Figuren 
50 bis 56 dargestellten Träger die für die einzelnen Scheiben erforder

Fig. 77.

11
Fig. 78.
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liehen Sonderpläne nach dem Stabzugverfahren zu zeichnen, während 
es im übrigen zweckmässig ist, den früher befolgten W eg einzuschlagen.

4 3 . Z e ich n er isch e  E r m ittlu n g  d er W erth e  p. Wir betrachten 
(wie in No. 39) einen Stabzug 0 — 1 —  2 —  . . . — n Fig. 79, dessen 
Knoten 0 und Stabrichtung 0 — 1 festliegen und suchen die nur von 
den Winkeländerungen A'ir abhängigen Verschiebungen, nehmen also 
an, es seien sämmtliche As =  0. Der Verschiebungsplan besteht 
dann aus einem Linienzuge 0 — 2'— 3 ' — . . . — n ,  dessen Seiten 
0  2' —  p2 =  s2 Air2, 2 '3 ' =  p3 =  s3 Air3, . . . beziehungsweise recht
winklig zu den Stäben s2, s3, . . .  sind, und der offenbar bestimmt ist, 
sobald die Projektionen 52', 53 ,̂ . . . der Verschiebungen 0 2 ', 0 3 ', . . . 
auf eine Gerade A B  (deren Richtung aber keiner der Stabachsen parallel 
sein darf, damit sie von keiner Seite p rechtwinklig geschnitten wird) 
gegeben sind.

Die Seitenverschiebungen 5' lassen sich sehr leicht finden. Dazu 
nehmen wir zunächst an, es ändere sich nur der Winkel es drehe

sich also der Stabzug 1 —  2 —  . . . »  um A ^ j. Punkt m, der vom Dreh
punkte 1 den Abstand e haben möge, verschiebt sich in einer zur Geraden 
1 — m rechtwinkligen Richtung und um eine Strecke: § „ . 1 = e A ^ ' 1, 

deren Projektion 5'„.j auf die zur A B  parallele m m 1 durch die 
Gleichung:

o

/

A
Flg. 79.
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bestimmt ist, worin den Abstand des Knotens 1 von der Geraden 
mm1 bedeutet. Man erhält:

5'mll =
und, wenn sämmtliche Winkel die vorgeschriebenen Aenderungen AÜ? 
erfahren:

(3) =  a ^ A ^ - f - a ^ A ^ - f - . . .  A X .-1 =  2 iA i? .
i

Die Winkeländerungen A 5 „ , A 5»+„  . . . sind ohne Einfluss auf die 
Bewegung von m.

Der auf der rechten Seite der Gleichung (3) stehende Ausdruck 
lässt sich nun deuten als das auf den Punkt m bezogene statische Mo
ment von Kräften  AÜrlt 4 j 2 . . . . A j„ _ ,, weiche in den links von m 
gelegenen Knotenpunkten angreifen und die Richtung A B  haben, und 
hieraus (und aus Band I) ergiebt sich das folgende Verfahren, die 
Werthe p durch Zeichnung zu bestimmen.

Man zeichne zu den Gewichten*) A j'j, A o j, . . .  A ^ . ,  mit der Pol- 
weite 1 (Zahleneinheit') ein Seilpolygon, dessen erste Seite zweckmässig 
rechtwinklig zu A B  angenommen wird. Die den Knotenpunkten 2, 
3, . . .  m, . . .  n entsprechenden, parallel zu A B  gemessenen Abstände 
des Seilpolygons von der Seite I sind dann beziehungsweise =  52/, 
83 , . . . hm', . . . hn'. Zieht man also durch die Punkte 1 , 2 , m, . . .  n
des Seilpolygons Parallelen zur Seite I und zeichnet einen Linienzug 
0 2 . . . m . . . n , dessen Ecken in jenen Parallelen liegen, und dessen 
Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des Stabzuges sind, 
so erhält man die Werthe:

P2 =  0 '—  2', p3 =  2'— 3 ' , . . . ,  p „ =  (m —  1 ) '—  n .
Will man diese Strecken p in v-facher Vergrösserung erhalten, so er
setze man die A if durch die Gewichte vA^r oder die Polweite 1 durch

die Polweite — • 
v

In Fig. 7 9 wurde angenommen, dass die Winkel irm_i und 
abnehmen, alle übrigen hingegen eine Vergrösserung erfahren.

W ir empfehlen dem Leser, die auf Tafel 2 in Fig. 70 angegebenen W erthe p 
durch Zeichnung zu bestimmen, und die Ergebnisse m it den durch die Rechnung 
gewonnenen zu vergleichen. Sollen die p im Maassstabe 2 :1 erhalten werden, so 
sind (wenn die Polweite =  1 gewählt wird) die Knoten des im Maassstabe 1 : 300

gezeichneten Fachwerks m it den Gewichten 2 • 300 Ah ==’f s ö i  ZU

belasten. Dem Knoten 1 entspricht z. B. K’Ab =  2170 -f- 926 =  3096, und es 
ist daher seine Belastung =  1,032.

*) Der Ausdruck Gewicht ist hier natürlich in mathematischem Sinne zu 
nehmen. Die Ah sind Zahlen, ihre Auftragung macht die Anfertigung eines be
sonderen Zahlenmaassstabes nöthig.

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II . 1. 7



9 8 Erster Abschnitt. — § 2.

4 4 . L än gen än d eru n g  ein er  S tab zu gseh n e . Eine für die Folge 
wichtige Aufgabe besteht darin, die Längenänderung der zwei Knoten 
0 und » eines Stabzuges (Fig. 80) verbindenden Sehne durch die Längen
änderungen As und Winkeländerungen Air auszudrücken. Wir bezeich
nen den Abstand irgend eines Knotens m von der Sehne 0 —  n mit ym, 
den Neigungswinkel des Stabes s,„ gegen die 0 — n m it <p„, und setzen 
s,„ cos cpm =  e,„.

Die Vergrösserung von irm um Airm erzeugt für sich allein 
A l —  y „ A ^ m) ein Ergebnis, das ohne weiteres aus No. 43 (und auch 
aus Fig. 80) folgt, während der Aenderung der Stablänge sm um As„ 
AZ =  As,„ cos q„ entspricht. Im ganzen entsteht daher:

AZ =  2 y mA&m -f- 2A s,„ cos ipm*)

und für den Fall Z =  0  ̂wegen As =  —  J:

(4) AZ =  Sy„Air,„ -j-
1 1 J a

W ill man diese Formel auch dann anwenden, wenn Temperatur
änderungen berücksichtigt werden sollen, so muss die Spannung

s
<5 =  -=■ um den Betrag s E t  erhöhen. Yergl. den Schluss von No. 40.

JO

Der Ausdruck Air lässt sich als das auf die Sehne 0 — n be
zogene statische Moment von Gewichten Airx, Air2, . . . deuten, welche 
in den Knoten 1, 2, . . . des Stabzuges angreifen und parallel zu 0 — n 
sind. Es ist also möglich, diesen Ausdruck mit Hilfe eines Seilpoly
gons darzustellen.

H — 1 M =
*) ~S,ym Ab„ =  bedeutet die Summe der W erthe y. Ab,, y , A . . .

1 tn— 1
bis y„_i A b„_i.
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§ 3.

Die Biegungslinie als Seilpolygon betrachtet.

45. A uffassung  e ines b e lieb ig en  P o ly g o n s  a ls  S eilpo lygon .
Jeder aus Geraden bestehende Linienzug 0 —  1— 2 —  3 — . . . (Fig. 81) 
lässt sich als das Seilpolygon endlicher Kräfte P j, P 2 , P3, . . . deuten, 
die in den Punkten 1,
2, 3, . . . angreifen, und 
deren Richtungen inner
halb gewisser Grenzen 
willkürlich gewählt wer
den dürfen. DasGrössen- 
verhältniss dieser Kräfte 
ist durch die Seiten 
eines zweiten Linienzuges 
A B  CD  . . . bestimmt, 
dessen Ecken auf den 
durch einen beliebigen 
Pol 0  parallel zu den Ge
raden 0 —  1, 1 — 2, 2 —  3, . . . gezogenen Strahlen I, II , III , . . . 
liegen, und dessen Seiten A B , B C , C D , . . .  die Richtungen der Kräfte
P i.  P t ,  P». Es verhält sich:

. =  A B  : B C : C D :

. . haben. 

p i : p t  - P3
Sollen alle Kräfte endlich werden, so darf die Richtung keiner Kraft 
in eine der beiden angrenzenden Seiten des Linienzuges 0— 1— 2 — 3—  . . .  
fallen, es darf also z. B. P 2 weder die Richtung von I I  noch die von 
I I I  haben.

Wird ein Linienzug 0 — 1 —  2 —  3 —  . . . als das Seilpolygon 
paralleler K räfte  betrachtet (Fig. 82 ), so bestehen zwischen der Pol- 
weite II, den Kräften P  und den in der Richtung der P  gemessenen 
Abständen v)2, v)3, . . . der Punkte 1, 2, 3, . . . von einer beliebigen  
Geraden A B  einfache Beziehungen, die es gestatten, die P  durch die 
if) auszudrücken. L egt man nämlich durch den Punkt 2 eine Parallele 
zu A B , welche die Richtung von P 3 in 3" trifft und verlängert 1 —  2 
bis 3", so erhält man:

x.3' =  (’12 —  %) - 3 ' = %  —  %. also

3" —  3 =  3" —  3 ' —  3 —  3 ' =  (v)2 —  -rji) Y
2

wobei X2 und X3 die Projektionen der Seiten 1 —  2

( % — %).

und 2 — 3 
7*

auf
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eine zur Richtung der P  rechtwinklige Gerade bedeuten. Weiter fin
det man:

^  ^  ^  mithin: W~— H  =  Ps

Fig. 82.

und daraus folgt dann:

und allgemein: 

(1) H \ + 1 1
* .  + » I '

46. D ie B ieg u ngslin ie . An der Hand der vorstehenden Betrach
tungen möge nun die Biegungslinie eines Stabzuges 0— 1 —  2—  . . . in . .  . 
(Fig. 83) als Seilpolygon paralleler Kräfte gedeutet werden.

Den in einer senkrechten 
Ebene angenommenen Stab
zug beziehen wir auf ein 

beliebiges rechtwinkliges 
Achsenkreuz x , y ,  dessen 
W ahl an die einzige Ein
schränkung gebunden ist, 
dass keiner der Neigungs
winkel ß j, ß2, ß3 . . . der 
Stäbe s1( s2, s3 . . . gegen  
die x-Achse gleich 90° sein 
darf. Sodann setzen wir 
voraus, es seien die Ver

schiebungen sämmtlicber 
Knotenpunkte in je zwei den Achsen x  und y  parallele Seitenver
schiebungen A x und A y  (das sind die Aenderungen der Coordinaten

Fig. 83.



x  und y) zerlegt und denken uns die Ay  auf den durch die Knoten
punkte parallel zur «/-Achse gelegten Geraden von einer beliebig an
genommenen Geraden A B  aus aufgetragen. Den Linienzug, welcher 
die Endpunkte der A y  verbindet, nennen wir die Biegungslinie und die 
von dieser Linie, von der A B  und den Ay0, ts.yn begrenzte Flüche die 
Biegungsfläche fü r  die Richtung y. Die der «/-Achse parallelen Kräfte, 
deren Seilpolygon die Biegungslinie ist, bezeichnen wir mit tv1, w2, . . . 
tr„, . . . ; sie sind, wenn die Polweite =  1 gemacht, bestimmt durch:

. _  Ay - —  Ayw+| A«/„.
Wm   T 7 •

A m  A m  +  i

Differentiiren wir nun die Gleichung

2/m—1  Um =  S m  sin ß„

und ersetzen (da es sich hier nur um verschwindend kleine Verschie
bungen handelt) das Differentialzeichen durch das Zeichen A, so er
halten wir:

A«/m- 1 —  A 1/m =  A«„. sin ß,„ +  cos ßm Aßm 

und (nach Division durch =  sm cos ßm) :

A  j/m   A  !/m — t _ _    A  S „

'hm
Ebenso ergiebt sich:

Die Biegungslinie. 1 0 1

■tg ßm —  Aß„.

AVm-t* i A!/"*   As-»+ «x_o\ ---  ~ tgßm +1 Aß„ + 1,
A m + 1  5m+l

weshalb entsteht:

w„ —  ~  Aßm Aßm + I —  tg  ß„ +  - - 8-"* + .‘- tg ßm + 1.
Sm *m+I

Nun ist aber: ß»+i +  180° —  ßm =  X ,

mithin: A ß» + i —  Aßm =  A X ,

und es findet sich schliesslich

(3) =  A X  —  —  tg  ß,„ +  tg  ß .  +
S m S m  +  1

Für ßm =  90° oder ßm+1 =  90° wird wm unendlich gross, und 
es leuchtet ein, dass die zu Anfang der Untersuchung hinsichtlich der 
Lage des Achsenkreuzes gemachte Einschränkung geboten ist, wenn alle 
w endlich sein sollen.

Bleiben die anfänglichen Stabtemperaturen ungeändert, ist also für

jeden Stab: -----=  und besitzen sämmtliche Stäbe die
s ih r  Mj
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gleiche Elastieitiitsziffer E ,  so ist es zweekmiissig, die Biegungslinie als 
das Seilpolygon von Kräften

(4) w„ =  E \ ^ m —  am tg ßm -j-  5»*+i tg ß« + i 

aufzufassen. W ählt man dann die Polweite E ,  so erhält man die Ay 
in demselben Maassstabe, in welchem der Stabzug gezeichnet ist. W ill 
man die Ay in v-mal grösserem Maassstabe darstellen, so mache man 

E
die Polweite =  —  • Es ist dieses Verfahren —  bei überall gleichem E  —  

auch dann zu empfehlen, wenn Temperaturänderungen berücksichtigt
g

werden sollen; man muss dann aber die Spannungen a =  —  um s E t
F

vergrössern. Vergl. den Schluss von No. 40.

Nach Aufzeichnung des Seilpolygons sind die A y bestimmt, sobald 
die Schlusslinie A B  gegeben ist, sobald also beispielsweise zwei Ver
schiebungen Ay bekannt sind.

Z a h l e n b e i s p i e l  (Figuren auf Tafel 2). Es sollen die senkrechten Seiten
verschiebungen der Knotenpunkte der oberen Gurtung des in Fig. 84 abgebildeten 
Fischbaüohträgers bestimmt werden. Die Belastung ist in Fig. 66 angegeben; 
den Kräfteplan zeigt Fig. 67*). Die Stablängen s  und Querschnittsinhalte F  
sind in Fig. 68 zusammengestellt, die Spannkräfte S  und Spannungen c in Fig. 69. 
Die rothen Zahlen in Fig. 84 bedeuten die nach No. 40 ermittelten W erthe U A a 
( k g r  f. d. qcm) der Dreieckswinkel, aus denen sich die Winkel 2ra, S4, . . . zu
sammensetzen. Es ergiebt sich:

jEAä, =  +  1719 +  1373 +  243 =  3335l f.d. qcm; _EAb4 =  298 + 713 +  25 =  1036; 
£ A b „ =  1371; E  AS9 =  457; £'A2r10 =  1246; EAh„ =  581; £A SM=1025;  
jEAble=1150;  UAb18 =  3S56.

Da die Neigungswinkel sämmtlicher Obergurtstäbe gegen die wagerechte 
r-Achse gleich Null sind, so folgt aus Gleich. (4),

I Cm  —  £ A b m.

Die Gewichte w m  wurden im Alaassstabe: 1000* f. d. q c m  —  5mm aufge
tragen. Der Längenmaassstab der Trägerzeichnung ist 1 :3 0 0 , der fü r die 
Verschiebungen ist 600mal so gross (nämlich 2 : 1), und es wurde daher die

Polweite + ^ r-  =  - 1 =  3000* f. d. qcm =  15""" gewälilt. Nach Auf-DUU OÜU
Zeichnung des Seilpolygons wurde die Schlusslinie A B  mittels der Bedingungen 
festgelegt, dass die senkrechten Verschiebungen der Knoten 0 und 20 gleich 
Null sind. Dio für die Durchbiegungen gofundenen W erthe wurden in die 
Figur eingeschrieben.

Im  vorliegenden Falle lassen sich auch die wagerechten Verschiebungen 
der Knoten 2, 4, . . . der oberen Gurtung sehr schnell angoben. So erfährt

*) Vergl. No. 41; dort ist die Formänderung der unteren Gurtung dieses 
Trägers untersucht worden.
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8 eine Verschiebung nach links, welche gleich der 'Summe der (in die Fig. 84 
eingetragenen) Verkürzungen der Stäbe 0— 2, 2 — 4, 4 — 6, 6 — 8 ist, also 
=  1,09 +  1,12 +  1,16 +  1 ,1 7 = 4 ,5 4 “ ". F ür den Knoten 18 erhält man die 
wagerechte Verschiebung: 10,32“ “ . Das ganze Verfahren ist sehr übersichtlich 
und liefert auch recht zuverlässige Ergebnisse.

"Wir empfehlen dem Leser, zur TJebung auch die Biegungslinie der unteren  
Gurtung dieses Trägers durch ein Seilpolygon darzustellen. Zuerst müssen die 
den einzelnen Stäben entsprechenden W erthe a tg ß  berechnet werden, wobei 
die Vorzeichen streng zu beachten sind. F ü r die Stäbe 0 — 1 bis 7 — 9 ist ß 
negativ, fü r 11 — 13 bis 19 — 20 positiv (vergl. auch die Textfigur 83 auf S. 100). 
Man erhält mit den in der Fig. 68 angegebenen Höhenzahlen:

1,268
für den Stab 0 — 1 : a tg ß : 478

1 — 3: c tg ß  =  — 492

2,4
2,546 — 1,268 

3,0

253

■210

+  151; + 2 1 9 ;  +  264.
für die folgenden Stäbe der Reihe nach: 
c tg ß  =  — 151; — 98; — 47; 0;. + 4 7 ;  + 9 8 ;
Die E AS sind fü r die Knoten 1, 3, 5, . . . .  19:

3096; 1400; 1166; 869; 850; 904; 679; 988; 1522; 3446,
und es ergeben sich mithin fü r die Gewichte wm nach Gleichung (3) die W erthe 
(klgr f. d. qcm)

Wl =  3096 +  253 — 210 =  3139 
to3 =  1400 +  210 — 151 =  1459 
to5 =  1 1 6 6 +  151 — 98 =  1219 
io, =  869 +  98 — 47 =  920 
io9 =  8 5 0 +  4 7 +  0 =  897

« , „ =  904 — 0 +  4 7 =  951
10,3=  679 — 47 +  98 =  730 
,0,5=  988 — 9 8 +  151 =  1041 
io„ =  1522 — 151 +  219 =  1590 
m19 =  8446 — 219 +  264 =  3491.

Die Polweite wähle man wie vorhin =  3000* f. d. qcm ; man erhält dann die 
senkrechten Verschiebungen im Maassstabe 2 : 1 .

W ill man die senkrechten Verschiebungen sümmtlicher Knotenpunkte des 
Trägem mit Hilfe eines Seilpolygons darstellen, so betrachte man den in Fig. 77 
Seite 95) durch kräftige Linien dargestellten Stabzug. Dieser letztere W eg 
führt aber nur dann zum Ziele, wenn alle Füllungsstäbe (wie im vorliegenden 
Beispiele) eine gegen die Senkrechte geneigte Lage haben.

Wollte man die senkrechten Verschiebungen der Knotenpunkte beider 
Gurtungen des in Fig. 85 abgebildeten Trägem durch ein Seilpolygon dar
stellen, und zu diesem Zwecke den Stabzug 0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — . . . .  
9 — 11 — 10 — 13— . . . .  16 untersuchen, 
so würde man unendlich grosse 10-Kräfte 
erhalten, da den senkrechten Stäben 
Winkel ß =  90° entsprechen. H at man 
aber fü r dieses Fachwerk die Biegungs- 
linie der einen Gurtung erm ittelt, so 
findet man diejenige der anderen sehr 
schnell m it Hilfe der Bedingung, dass 
entsprechender Punkte (z. B. 1 und 0,

Flg. 85.

sich die senkrechten Verschiebungen 
3 und 2, u. s. w.) um die Längen

änderung des Verbindungsstabes unterscheiden. Verschiebt sich also beispiels
weise 4 um S4 nach abwärts und verkürzt sich der Stab 5 — 4 um As, so 
ist 65 =  54 +  As.
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47. —  Für das einfache Dreiecknetz möge noch eine andere 
Berechnungsweise der io gezeigt werden, wobei dahingestellt bleiben 
möge, ob dieses Fach werk einem einfachen oder einem Gerber’schen 
Balken, einem Bogen mit drei Gelenken oder einer anderen Trägerart 
angehört. Wir unterscheiden drei Fälle.

I .  F a l l . Sämmtliche Stäbe schliessen mit der a;-Achse Winkel 
ein , die kleiner oder grösser als 90° sind (Strebenfachwerk). Gesucht 
sind die Verschiebungen À y  der Knotenpunkte beider Gurtungen.

Mit Bezugnahme auf die aus Fig. 86 zu ersehende Bezeichnung 
der Knotenpunkte sollen bedeuten:

om die Länge des einem Knotenpunkte m der unteren Gurtung 
gegenüberliegenden Obergurtstabes, 

uk die Länge des einem Knotenpunkte k der oberen Gurtung 
gegenüberliegenden Untergurtstabes, 

dm die Länge der Diagonale (m —  1) —  m,
).m die Projekten von dm auf die z-Achse, 
ß„ den Neigungswinkel von o,„ gegen die ¡r-Achse
Y* n n n n n n

n  h  r> n „  „  „ .

Wir denken uns das Dreieck (m — 1) — m —  (m 4 -  1) in den 
Punkten im  —  1) und (w +  1) mit den im Sinne der (—  y) ange

nommenen Kräften -r- und “ - —belastet, Fig. 8 6 b, und im Punkte w



gestützt und wenden auf diesen Belastungszustand und den wirklichen 
Verschiebungszustand die auf Seite 11 der Einleitung entwickelte Ar
beitsgleichung 2 § 8  =  2 S A s  an. Da sich rn —  1 gegen in im Sinne 
der (-j- y) um Aym_i —  Ayr„ verschiebt und (in -f- 1) gegen m um 
Aym+i —  Aym, so ist die virtuelle Arbeit der äusseren Kräfte (mit 
Rücksicht auf Gleichung 2, Seite 101):

2  $ 8  =  —  ~  (Aj —  A ym) —  — — (A ym+i  —  A ym) =  w,n.
”m ^m+1

Die absoluten Werthe der in den drei Stäben om, d„, dm + i in 
Folge der gedachten Belastung entstehenden Spannkräfte seien =  p.1( 
(*21 ¡J-3 ; sie können auf die in Fig. 86 c angegebene Weise ermittelt 
werden, worauf dann

(5) tom =  2<?8 =  2 S A s =  —  (J-!Aom - f  ¡j.2Adm -j- p.3Arfm + 1

erhalten wird. Das erste Glied ist negativ, weil der Stab o„ durch 
gedrückt wird.

Bezeichnet man nun mit hm die parallel zur y  -Achse gemessene 
Höhe des Fachwerks im Punkte m, so findet man:

1 sec ß
(J-i: r— =  Xm sec ß„,: lim und hieraus p.j =  —-— —,

Xm nm

1 • _ . , sec ©m
P's • r ~  =  dm :h m=  X„ sec 9 „ : hm „ „ p.2 =   ̂ ,

ebenso: pi3 =  ■ j

weshalb der oben für wm angegebene Ausdruck übergeht in:

—  Aom sec ß„ +  Ad m sec <pm +  A dm+l sec <pm + l
(6) w„ =     - •

hm
Ganz ähnlich wird entwickelt:

, . +  Aut  sec Yt —  Adh sec 9 * —  Arfl + i sec 9 t+ l
11) IC* —  : 7------------------------------------

hk

Die Polweite ist =  1 (Zahleneinheit) oder =  —  zu wählen, je

nachdem die Ay in demselben oder im v-fachen Maassstabe der Träger
zeichnung dargestellt werden sollen.

Es dürfte hier noch eine Bemerkung über die Vorzeichen der 
Winkel ß, y, 9  am Platze sein.

Liegt die durch den Knoten r  parallel zur y-Achse gezogene Ge
rade zwischen den Knoten (r — 1) und ( r - ( - l ) ,  wo r  eine beliebige

Die Bieguugslinie. 1 0 5
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Ordnungsziffer bedeutet, so genügt die Festsetzung, dass unter ß, y, 9
die spitzen Neigungswinkel der Stäbe 
gegen die x -Achse zu verstehen sind. 
Ob diese W inkel nach oben oder unten 
positiv gezählt werden, ist gleichgültig, 
weil die Ausdrücke für wm und wk nur 
die Sekanten enthalten und sec (—  a) 
=  sec (-j- a ) ist. —  Anders in dem in 
Fig. 87 dargestellten, zuweilen hei Bogen
trägern vorkommenden Falle. Bedeutet 
hier r  einen Knotenpunkt der unteren 
Gurtung, so ist sec cp,, positiv oder nega
tiv, je nachdem r —  1 links oder rechts 
von r lieg t, und sec <pr + l positiv oder 
negativ, je nachdem sich r  -f- 1 rechts 
oder links von r  befindet. Auch ist zu 
beachten, dass die » -Kräfte in der Reihen
folge . . . !<V_i, wr , HV+i, • • ■ durch das 
Seilpolygon verbunden werden müssen, 
und dass hr der in der Richtung der y 

gemessene Abstand des Knotens r  von der Verlängerung des Stabes 
(r —  1) —  (r -f- 1) ist.

Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnungen ein:

A'o =  A o sec ß , A,w = A i f s e c y ,  h'd  =  Ad sec <p

und schreiben:

(8)

(9) wk ■

—  A o„ -j- A dm - j -  A d„ + 1 

+  A'mj, —  A 'dk —  A 'cf;1+1

Für das Fachwerk in Fig. 86 haben A'0, A m, A'd dieselben Vorzeichen 
wie die Längenänderungen A0 , A m , Ad; sie sind also positiv oder 
negativ je nachdem die entsprechenden Stäbe gedehnt oder verkürzt 
werden. Wendet man aber die Gleichungen (8) und (9) auf das Fach
werk in Fig. 87 an, so hat (wenn r  einen Knoten der unteren Gurtung 
bedeutet) A'dr dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen wie A dr
je nachdem 1----- 1 links oder rechts von r  lieg t, und A'dr+1 dasselbe
oder das entgegengesetzte Vorzeichen von Adr+ , je nachdem /* —j— 1 
rechts oder links von r  liegt.

Die A'o, A'm, A'd bestimme man durch Zeichnung und benutze 
hierzu ein in grossem Maassstabe angefertigtes Trägernetz.
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Z a h l e n b e i s p i e l .  Es sollen die senkrechten Verschiebungen sämmtlicher 
Knotenpunkte des in Eig. 88 dargestellten schmiedeeisernen Netzwerks un ter der 
Voraussetzung bestimmt werden, dass in jedem Knoten der unteren Gurtung die 
Last 12‘ angreift und E  den überall gleichen W erth  18000004 f. d. qcm hat. 
Der Träger ist symmetrisch in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte. Es 
genügt deshalb, die eine Hälfte zu untersuchen.

In  die rechte Hälfte des Trägernetzes wurden die Spannkräfte in Tonnen 
und die Querschnitte in qcm (eingeklammerte Zahlen) eingetragen, und in die

Fig. 88.

linke Hälfte die 180-fachen, mit den Sekanten der Stabneigungswinkel mui- 
tiplicirten Längenänderuugen (in cm). F ü r einen wagerechten Gurtungsstab ist 
A'o =  Ao bezieh. A'w =  Au, z. B. fü r den Stab 1 — 3:

„„„ Ä, Oo 48 000*-400 ""
(t h E ) F ~  10000-70  — ’

Für einen Füllungsstab erhält man (wegen d —  \  sec 45 ° =  X V"2):

180 A'rf =  180 A d-^- =  - D<P 22>X
x O rb  E ) F \  10000 F  

z. B. fü r den Stab 1—2:

Die Gleichungen (8) und (9) liefern nun:
=  * b  [ +  28,8 +  22,7] =  0,2575 
—  r h  26,2 =  0,1310.

wi =  s fo  [ +  24,0 +  22,7 — 27,2] =  0,0975 
w* =  v h  [ +  27,4 +  27,2 — 18,0] =  0,1830 
">» =  v h  [ +  25,3 +  18,0 — 22,7] =  0,1030

Die W erthe w  und die Polweite H  sind Zahlen. Wählt man 1 1 =  1, so 
liefert das Seilpolygon die 180fachen Durchbiegungen im Maassstabe der Träger
zeichnung (d. i. in 1 :250). In  Fig. 88 wurden die Durchbiegungen im Maass
stabe 1 :1  dargestellt und deshalb die Polweite H =  — 0,72 angenommen. 
Der Maassstab fü r die Zahlen w  lautet: 1 =  50mm.

C r ,0 .S 0 ’ nm J
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I I .  F a l l .  Gesucht sind die senkrechten Verschiebungen der 
Knotenpunkte der unteren Gurtung eines (in senkrechter Ebene ange
nommenen) Fachwerks mit Vertikalen (Ständerfachwerk).

Wir bezeichnen (Fig. 89 und 90) mit 
om die Länge des Obergurtstabes j 
i i .  „ „ „ Untergurtstabes t im m ten Felde,
dm „ „ der Diagonale J
hm „ „ „ Vertikale mm,
ß„ den Neigungswinkel von om gegen die Wagerechte,
{ m  n  n  n  n  „  , ,

n  n  n  ^  n  j j  n

Xm die Feldweite.
Sodann führen wir (wie auf Seite 106) die Abkürzungen ein

A'o =  A o secß ; A'tt =  A w secy ; A'cZ =  A d sec <p

und heben hervor, dass im vorliegenden Falle A'o, A'u, A'd  stets die
selben Vorzeichen haben wie Ao, A u, A d.

Zunächst sei die in Fig. 91 dargestellte Anordnung der Füllungs
stäbe (linkssteigende Diagonalen zu beiden Seiten der Vertikale mm) 
vorausgesetzt. Der Kräfteplan für den in der Fig. 91b  angegebenen, 
gedachten Belastungsfall liefert für die Gurtstäbe om, wm+1, und die 
Diagonalen dm, dm + , folgende Spannkräfte p. (ohne Vorzeichen):

secß m secYm + i
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Für die Spannkraft ¡J.5 der Vertikale m m  erkält man

( V
»̂• + 1

=  h'm + l: K also [x5 = k m +1 
^m+1hm

worin k'M+i den Abstand des unteren Knotens m -j- 1 von dem Punkte 
bedeutet, in welchem die (m -f- l ) tc Vertikale die Verlängerung des Stabes

o„ schneidet, In der (» i— l ) ten Vertikale entsteht |J.G =  y - -  Die in

der Fig. 91b  durch gestrichelte Linien bezeichneten Stäbe sind span
nungslos.

Mit Rücksicht auf die in die Fig. 91b  eingetragenen Vorzeichen 
der Spannkräfte p. erhält man nun (nach Gleich. 5, Seite 105):

w’n =  ~  p-jAo,,, +  p.2Ä«m + 1 - f  fJ.3A<fm —-p.4A(fm + 1 4 -p .5A/im —  p.6A/i„.a, 
d. i.

(10)
[Fig. 91.] worm u n d

' A d„ + ! ßm-l “I-Öm]

t i -m + 1

Die Werthe a„,_„ bm (welche dasselbe Vorzeichen haben, wie A li« ., 
bezieh. A/»m) werden zweckmässig auf die in Fig. 91 a angegebene Weise 
durch Zeichnung bestimmt; auch ist es häufig zweckmässig, die Multi— 
plicationen der Längenänderungen mit den Sekanten zeichnerisch aus
zuführen und die Glieder des Klammerausdruckes mit dem Zirkel zu 
addiren. Nur achte man hierbei auf die Vorzeichen!

Durch Betrachtung des Spiegelbildes der Fig. 91 ergiebt sich für 
die in der Fig. 92 dargestellte Anordnung der Füllungsstäbe (und m it 
der dort für h'm. 1 angegebenen Bedeutung):
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» .  =  ~ ~  [—  A 'om + 1 +  A —  A 4 „ , + A ' ( / m +1— a m + 1 - f  6m]
Hm

worin*^ o^+ i =  A ^ m + i ---- -  und ¿>m =  Ckhm •
+ 1

Ist links von der Vertikale mm  eine linkssteigende Diagonale und 
rechts davon eine rechtssteigende angeordnet, Fig. 93, so erhalt man:

- |Aj A o„ —  ij., A o„ + ! +  [x3 A dm +  ¡j.4 A dm +, -j- ¡i5 A h„ —  (i6 A h„ . ,
—  ¡J.7 A /)m + 1 ,

sec ßm secß m+i sec <pm sec<pm + 1

^  =  “ * T 5

F-i sin ßm— f -2 sin ßm + 1 =  ~ ( t g  ßm— t g ß m+1); {J.6 =  — ;
n„

 —  mithin :
m̂ + l

=  

h> =

[J-7 =

(11)
[Fig. 92.]
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(12)
[Fig. 93.]

wm —  —  [— A 'om— A'om+l-j-A 'c/„+A ,cZm+1-(-cm— am. t— am+l]

worin cm =  Ahm (tg ßm—  t g ß m+[); am. ,  =  AÄ„
■ ' x : ;

a . + i  =  A / i ,m+l '

Liegt der in Fig. 93 a dargestellte Werth cm oberhalb der Verlängerung 
von om (ist also ßm+i O  ßm) so hat cm das entgegengesetzte Vorzeichen 
von M im.

Bei der in Fig. 94 abgebildeten Anordnung ergiebt sieb für die 
mte Vertikale die Spannkraft

sec <p„
¡J-5 =  p-3 sin +  p.4 sin <pm+1

sec 9 „ + i . 
sin ----------------sin <pm + l

+  V -H  
hm

Fig. 94 a.

und man findet deshalb: 
_  1

(13)
[Fig. 94.]

Fig. 94 b. Fig. 94 c.

[ +  A 'um -f- A 'w„+i —  A 'dm —  A'dm + i +  em]

worin em —  A7i,„ (tg < p „ - f  tg  <pm +  1) .

I I I .  F a ll. Ständerfachwerk; gesucht sind die senkrechten Ver
schiebungen der Knotenpunkte der oberen Gurtung. Man gelangt auf 
dem vorhin eingeschlagenen W ege zu den folgenden, den in Fig. 95, 
96, 97, 98, dargestellten Anordnungen der Füllungsstäbe entsprechen
den Formeln:

(14)
[Fig. 95.]

lt)m —  [—  A om -f- A + A dm— A dm + i — +

worm A». *m+ 1 AÄ„ + i
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Fig. 97. Fig. 98.

(17)
[Fig. 98 }

1W„ — — [—}- A'wm+  A'wm+1 — A 'dm — A'cfm+1 —  cm -j- am_ 

WO Cm =  A/lm (tg Y „  tg  Ym + l) ; ®m-l =  A /»„,_! -

Om+1 ---  “ "m+l v

(15)
[Fig. 96.] worin bm =  A h„

h'm+1
Om-l =  A

(16)
[Fig. 97 ]

rw+J

Fig. 96.

Wn —  —  [—  A'o„ —  A'om+l +  A'dm +  A'(7m+, —  
Ki

worin em =  Ahm (tg <p„, +  tg  <p„,+1)

1+ ö m  + l]

Hat man die Biegungslinie der einen Gurtung bestimmt, so findet 
man diejenige der anderen mittels der Bedingung, dass sich die beiden
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senkrecht übereinander gelegenen Knotenpunkte m gegen einander um 
AZi„ verschieben.

Ein Zahlenbeispiel findet sich in No. 49.
Die Berechnung der W eithe w„ mit Hilfe der Gleichungen (8) — (17) ist 

dem in No. 46 angegebenen Verfahren vorzuziohen, sobald die Aenderungen 
der Dreieckswinkel nicht ohnehin zu anderen Zwecken (z. B. Untersuchung von 
Nebenspannungen) berechnet werden müssen.

Anm erkungen z u  No. 47.

1. — Liegt ein ' Fachwerk von der unter F all I  behandelten A rt vor, 
und wird nur die Biegungslinie der oberen Gurtung verlangt, so ist es zu
weilen zweckmässig, die den Knoten der unteren Gurtung entsprechenden Ge
wichte io auf die benachbarten oberen 
Knotenpunkte zu vertheilen. Von tom 
in Fig. 99 kommt auf den Knoten (m— 1)

der Theil: wm"  =  wm ■ a

(»¡-}-1) der Theil: mv/  =  m v  

Vertheilung von uv liefert:

und auf 

— • Die

- und uv =  +  wr -W r  = ----  MV -
a a

Nun wird w„i' zu wm- 1 addirt, w„ zu 
MVi+i u. s. w ., so dass sich z. B. für 
den oberen Knoten {m — 1) im ganzen 
ergiebt:

W m -  1  ■ W m  '  -f- MVi-1 -f* w ‘m - 1 '

Dieses Verfahren ist namentlich 
dann am P latz, wenn die durch einen 
Knoten r  der unteren Gurtung parallel 
zur Verschiebungsrichtung ge
legte Gerade nicht zwischen 
r — 1 und r  -)- 1 liegt. Bei 
derartigen Fachwerken kann 
es Vorkommen, dass einzelne 
Stabachsen m it der Verschie
bungsrichtung zusammenfal
len, wie beispielsweise ds in 
Fig. 100. Man berechne dann 
die W erthe w  zunächst ohne 
Rücksicht auf diejenigen Fül
lungsstäbe, welche die Rich
tung der w  haben und deren 
Einfluss auf die w  dann nach
träglich gesondert anzugeben ist. So findet man fü r das Fachwerk in  Fig. 100 
unter der vorläufigen Annahme Ad5 =  0 die W erthe:

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 8
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w =  v— (— A o, -f- A d3 -f- h 'd j) : w3 — -— (-{- A u3 — A d3 — A df)
'h "3

»i>4 =  A- (— A'(?4 +  ; “ 's =  r -  ( +  Ä'“ s — A'^e)/t4 "5

!t’ü =  —  (— A'o5 -j- A'cfg -j- A'(f,) 11. s. w.
«0

sodann: wt =  w3 -f- ¡os; i«ä =  w« -f- ivt -f- “’s " ; ¡̂ 7 =  «’*' +  u>i +• wa" ; u. s. w. 
wobei zu beachten ist, dass A'd3 das entgegengesetzte Vorzeichen von Atf3 
hat, weil der Knoten 3 links von der Senkrechten durch 2 liegt (vergl. Seite 106). 
D er Einfluss von A ds auf ws ist = — ¡j.a A ds , worin p.4 den mittels des K räfte
planes in Pig. 100 c bestimmten “V erth  bedeutet. 70,  ist unabhängig von A<f5

und der Einfluss von A dg, auf w3 ist =  +  weshalb schliesslich erhalten
«i

w ird:

fi!s  =  w f  - f -  W q - | — ; w 6 =  W i  - f  “ ’s  +  “ ’s "  —  F i  A ¿ 5 ;  “ V =  i v 6 ' +  t e ,  +  t c 8 "■
ai

Aehnlich wird verfahren, wenn die Biegungslinic der unteren  Gurfung 
gesucht wird. Die den oberen Knoten entsprechenden Gewichte w„, werden 
in den angeführten Sonderfällen zweckmässig auf die Knotenpunkte der unteren 
Gurtung vertheilt.

2 . — Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Spannkräfte p. durch 
parallele äussere Kräfte erzeugt werden und sich in Folge dessen auch mit 
Hilfe der im ersten Bande (IX. Abschnitt) für den einfachen Fachwerkbalken 
entwickelten Formeln berechnen lassen. So sind z. B. die Spannkräfte in den 
Stäben o«, dm, dm+i des in der (Fig. 86) dargestellten Fachwerks, falls auf 
dieses nur äussere Kräfte, welche die Richtung der w  haben, wirken:

Ahn SeC ßm „  / üfm U m -1 \
0 ~ = — D m = \ i ^ ~ ~ h z r ) s e 0 ! ? m '

( jkftn JWtn-j-1 \
2)"+ l= l x r — 7wT/S0C9m+1’

und es ergeben sich (da die gedachten Lasten A — und —  die Momente:
Am

Afm- i = 0 ,  M m=  1, .V»+i =  0 erzeugen) für die Spannkräfte p ,. p3, p3 die 
V e rth e :

sec ß,„ , sec<pm . sec<p„,+i
F i   r T - l  F 2 =  + - V — ; F s = = 4  T ------------

U m  ' i m

Auch leuchtet ein, dass die Glieder des A usdrucks:
AomSecßm . A(?mSectp„ . Adm+i sec 9„,+i   A'om . A'rf„

, e m ~ ~  K .  *“ l im  +  ~  h rn _  7im +  l im

A'<f„, + 1
h m

als diejenigen Spannkräfte gedeutet werden dürfen , welche in  den Stäben Om, 
dm, dm+i entstehen , wenn i f m- i  =  0 und M m+\ =  0 angenommen werden, 
während Mm der Eeihe nach die Werthe Aom, A rt«, Ad„,+i beigelegt werden- 

Bestimmt man nun diese Spannkräfte mit Hilfe des im § 36 des ersten 
Bandes mitgetheilten Zimmermann’schen Verfahrens, so gelangt man zu dor 
in Fig. 101 angegebenen Darstellung der Glieder von w,„. Es wurde auf der 
durch den Knoten 2 in der Richtung von w . ,  gelegten Geraden abgetragen:

+
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2 h :
Ao.,

2 t: Arf,
2 k : Arfa

sodann wurden durch h, i, k zum Obergurtstabe o2 die Parallelen h h ', i i \  kk' 
gezogen und erhalten:

A'oj A'rf„ — , A 'rf„
llH: 2i'-. 2k':

Aos Arf,
I T ’ T T

die W erthe A u ,— ,
A3 A9

Thigt man an Stelle der W erthe
‘2 a2 a3 a2

g g
:a — , Arfj-r— auf, wo e eine beliebige, aber fü r alle Knotenpunkte gleich 

Ao A3

gross angenommene Strecke bedeutet, und zeichnet man das Seilpolygon der 
K räfte:

Arf.

A'o*

Wk -

Jim

A 'tu-

+
A'rfm A'rfm
hm
A'rf* A^i±L_J (vergl Fig 86J}

hk hk hk
so geben die Ordinaten desselben die m it e multiplicirten Verschiebungen an. 
Sind die Strecken X4, X2, X8, . . . . gleich gross (= X ) oder hat die Mehrzahl 
derselben die gleiche Grösse X, so wähle 
man e =  X. Die schliesslich nöthig werdende 
Division der Ordinaten des Seilpolygons 
durch e bezieh. X kann natürlich auch durch 
Wahl einer geeigneten Polweite umgangen 
werden.

Aehnliche Untersuchungen lassen sich 
auch fü r das Pachwerk m it Vertikalen durch
führen. So folgt z. B. aus der fü r die Ver
tikale mm in Pig. 93 bei unten angreifender 
Belastung gefundenen Formel

F „  =  ^ ( t g ß „ ■tgßm + l)

ohne weiteres, dass die Längenänderung 
Ah„ dieser Vertikalen nur auf das Gewicht 
Wm Einfluss besitzt, und dass die Grösse

dieses Einflusses: (tg ßm — tg ßm+i) ist. Es lässt sich dieser W erth als

diejenige Spannkraft deuten, welche in der fraglichen Vertikale entsteht, sobald 
das Moment Mm =  A h„ wird.

F ür die Vertikale m m  in Fig. 95 wurde bei oben angreifender Belastung 
gefunden:

M ,„-i _  3/,„ f"t _  Xm (tg ßm +  tg  ?,„+■) j
Fm - X„ Xm L

ein Ausdruck, der sich leicht umformen lässt in:
3/m — 1 3/m h m- 1F,

Xm Xm hm
und aus dem dann gefolgert werden kann, dass der Einfluss von Ah„, auf den

Ah„ . , , „ , . , /  Ahm h'm-lW erth wm- 1 gleich ist und auf wm■ gleich
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48. B estim m u n g  d e r L än g en än d e ru n g  e in e r  S tabzugse lm e.
W ir betrachten einen Stabzug 0 —  1 —  2 —  . . . .  —  n, der in einer 
senkrechten Ebene liegen möge, und dessen Sehne 0 n mit der W age
rechten den Winkel a  bildet. Die senkrechten Seiten Verschiebungen 
seien mit Hilfe eines Seilpolygons gefunden, dessen Gewichte ivm nach 
No. 47 (also ohne Zuhilfenahme der Winkeländerungen) berechnet worden 
sind. Gesucht sei die Aenderung AZ der Länge Z der Sehne 0 n. Bedeutet: 

7)„ die Länge des vom Knoten m auf die Sehne 0 n gefällten 
Lothes,

<pm den Neigungswinkel des Stabes sm gegen Om, 
so ist nach Seite 98:

n-\ n
AZ =  A X  - f  2 As„ cos <pm,

1 1
und diese Beziehung wird zweckmässig so umgeformt, dass AZ durch 
die bereits bei Ermittlung der Biegungslinie benutzten Werthe w aus- 
gedrtickt wird. Dazu führen wir ein:

A X , =  tv„-\ —  tg ß,„ tg ß m+1 (nach Gleich. (3) auf Seite 101),
m̂+1

Um —  Vm cos a , <p„ =  ß„ —  a ,

wo ßm den Neigungswinkel des Stabes s„ gegen die Wagerechte,
g„ den in senkrechter Richtung gemessenen Abstand des Kno

tens m von der Geraden Om
bedeutet, und erhalten: 

r „ - i
AZ =  cos a  -f- c

C =  2y„, i tg  ß„ —
l \  s„

worm

As”‘+l + « \  i v  Asmcos(ß m— a)
tg  P*.+i I +  ---------------------------/  i cos a
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Der Stab sm liefert zu dem Werthe c die drei Glieder:
Asm cos (ßm —  a)^ ̂ m i. Q I ^ 4. Q

—  V m - l — ~  t g  ß m ,  + y m ------------- t g ß m l

deren Summe ^ wegen ym —  ym-i =  Xm (tg ß „ — t g a ) ; 

gleich

cos a
sm sin (ßM —  a ) ' 

cos a

cos a
[tg ßm sin (ß,„ —  a) +  cos (ßm —  a)] =  Asm sec ß„

ist, weshalb sich ergiebt: c —  2 Asmsecß„, und
1

(18) M  =  cos a  ^ ~2ymwm -f- 2  As„, sec ßm̂  •

Diese Formel ist ausserordentlich bequem, weil sowohl die w  als auch 
die As sec ß bereits zur Bestimmung der Biegungslinie berechnet 
worden sind.

Gleichung (18) setzt voraus, dass keiner der W inkel ß gleich 90°  
ist. W ill man nun die Aenderung AZ der Sehne A D  des in der 
Fig. 103 dargestellten Fachwerks mit Endvertikalen, für dessen obere 
Gurtung die Biegungslinie bereits nach No. 47 bestimmt sei, durch die 
Werthe w  ausdrücken —  eine für die Folge wichtige Ausfgabe —  so

denke man sich die starren  Stäbe 0 A', A 'A , nB ', D B  hinzugefügt. 
A A  und D B  erhalten die Richtung A B ,  und es ergiebt sich dann 

A Z =  A (A £ ) =  \ ( A 'B ') ,  
so dass die Aufgabe zurückgeführt ist auf die Bestimmung der Aenderung
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der Länge der Sehne A'B' eines Stabzuges A !Q i2  . . . » » . . .  nB', 
dessen Anfangspunkt und Endpunkt in der fraglichen Sehne liegen. 
Man erhält

(19) AZ =  '2iymwm -f- 2  A om.
0 1

worin A'om =  Ao„, sec ß,„, vergl. Seite 106.
Für den in der Fig. 103 dargestellten Fall, welcher der Fig. 98,

Seite 112 entspricht, ist:

ivo =  - i -  (A Mj —  A'dt —  c0 - f  a j  
(20) 7

I w» == —  (Aw„ —  A'd„ —  c„ - f  0« -1)

worin: c0 =  A/;0 (tgYx— tg a )  (wenn nach oben positiv gezählt wird) und

<»! =  A^! r^ - Vergl. Fig. 103, in welcher e0, ai , c„, «„_! beziehungs-

weise dieselben Vorzeichen haben, wie A/>0, Aä1} AA„, A ä„_x.
Hinzugefügt werde, dass m>0 und «>„ nur zur Berechnung von AZ, 

nicht aber bei Aufzeichnung der Biegungslinie A 0S B 0 gebraucht wer
den, und dass die Schlusslinie durch die Aenderungen AÄ0[und Ah„ der 
Längen der Endvertikalen bestimmt ist. In Fig. 103 wurdetrAh0 positiv, 
Ah„ negativ angenommen; es erfährt dann bei ruhenden Punkten A 
und B  der Knoten 0 eine Verschiebung nach oben, Knoten »’ eine solche 
nach unten.

Hat man die senkrechten Verschiebungen der Knotenpunkte beider 
Gurtungen des in Fig. 104 abgebildeten Fachwerks, dessen Füllungs

stäbe mit Ausnahme der End vertikalen schräg stehen, nach No. 47, 
Fall I, ermittelt, also u>1 bis w„. ,  nach Gleich. (8) und (9) berechnet,
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(21) Ai =  ~Symwm -f- 2 A'tf„,
o' 1

worin zu setzen ist:

w0 —  —  (A'u0 —  A' d i —  c0)
Hq

wn —  —  (A' u„ —  A' dn —  c„).
"n

c0 und c„ haben die in Fig. 103 angegebene Bedeutung. Die Summe 
2A'd,„ erstreckt sich über alle schrägen Füllungsstäbe (dx bis d„).

A ufgabe. Es soll die Biegungslinie der unteren Gurtung des 
in der Fig. 105 dargestellten Fachwerkträgers bestimmt werden. Bei 
(0) hat der Träger ein festes, bei (5) ein bewegliches Auflagergelenk. 
Letzteres wird auf einer unter dem W inkel v|» geneigten Geraden geführt.

Nachdem die Gewichte wx bis toi  mittels Formel (10) berechnet 
worden sind, wird mit der Polweite 1 das Seilpolygon I I I I I I I V  V  
gezeichnet und die Schlusslinie eingetragen. Diese Linie ist durch die 
Bedingungen bestimmt, dass der Knoten (5) die senkrechte Verschie
bung 55 —  —  Al sin erfährt, wo Al die Aenderung der Stabzugsehne

so bestimmt man A l m it Hilfe der Gleichung:

0 —  5 bedeutet, und dass ferner S0 =  0 ist. Für A l aber“ ergiebt sich, 
wenn 0 —  5 als Sehne des Stabzuges 0 — 1 —  2 —  3 —  4 — 5 aufgefasst 
wird, der W erth:

A l —  —  2 ymwm +  2  A '« „ ,* )
1 1

und zwar ist das erste Glied negativ, weil die Knoten 1, 2, 3, 4 unter

*) Die Bedeutung von A'it ist auf Seite 106 erklärt.
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halb der Sehne 0 —  5 liegen. Werden nun wl , w2, iv3, tvi  als wage
rechte Kräfte betrachtet, die von 0 —  5 beziehungsweise die Abstände 
a 2/i> a */2> a haben, wo a  eine beliebige Zahl bedeutet,*) und 
wird zu diesen wagerechten Kräften mit der Polweite 1 ein Seilpolygon 
gezeichnet, so besteht zwischen der Strecke b, welche die äussersten 
Seiten dieses Polygons auf der Verlängerung von 0 —  5 abschneiden 
und den Gewichten w  die Beziehung:

4 4 b
\ - b —  '2i(xy„io„, und hieraus folgt: 2 ymtom— -----

i i a
Da dem Seilpolyon I I I . . . und I ’ I T  . . . dieselbe Polweite entspricht, 
so ist r  ± 1 ,  I I '  ± 1 1 ,  . . . . In Fig. 105 wurde a  =  2 gewählt, 
weshalb sich schliesslich

5S =  —  h l  sjn vjj —  sin (j, i  —  2  A'um)
i

ergiebt. F ig. 105 setzt voraus, dass 5S negativ ist, dass sich also 
Punkt (5) nach oben verschiebt.

Werden die S in v-faeher Vergrösserung dargestellt (werden also 
die Polweiten 1 durch die Polweiten 1 : v ersetzt) so müssen in die 
Formel für 55 natürlich auch die v-fachen Werthe A'u eingeführt werden.

49. Auffassung der Biegungsfläche als Momentenfläche. 
Bereclmung der Durchbiegungen. Es sei 0 'l'2 ' . . . m  . . . n

(Fig. 106) die Biegungslinie des 
Stabzuges 0— 1— 2—  . . .  m . . .  « 
für die Verschiebungsrichtung 
A A '  und A D  die Schlusslinie. 
Die Durchbiegung an der Stelle 
m sei 5m, und der zwischen dem 
Seilpolygon und der Geraden O'n 
gelegene Theil von 5m möge mit 
?]„, bezeichnet werden. Den Stab
zug denken wir uns in einer senk
rechten Ebene.

Die von der Biegungslinie 
und der Geraden 0 ' n  einge
schlossene Fläche lässt sich als 
die C itlm a n r isehe Homentenfläche 
eines einfachen Balkens A ' B  
deuten, dessen bewegliches Auf
lagergelenk auf einer zu A AF l g .  1 0 6 .

*) Je  flacher der Stabzug ist, desto grösser muss a gewäht werden, damit 
eine deutliche Figur erhalten wird.
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rechtwinkligen Bahn geführt wird, dessen Stützpunkte auf den durch 
0 und n zur Verschiebungsrichtung gezogenen Parallelen liegen und 
der mit w1, w2, . . . wm, . . . *<>„_, belastet ist. Sind die w mittels einer 
der Gleichungen (3) oder (6) bis (17) berechnet worden, so ist die 
Polweite des Seilpolygons gleich der Zahl 1 , und es besteht dann 
zwischen dem Biegungsmomente il/„.„, des Balkenquerschnitts m und der 
Verschiebung v]m die Beziehung:

(22) l - i ]m= M „ . m.
Wurde wm aus Gleich. (4 ), Seite 1 0 2 , gefunden, so ist die Polweite 
=  E, und es ergiebt sich:

(23) ^  =

Hiermit ist die Bestimmung der Durchbiegungen v) auf die Be
rechnung der Biegungsmomente eines einfachen Balkens zurückgeführt. 
Sind die Verschiebungen S0 und 5„ bekannt, so findet man nach Er
mittlung der 7] die 5 mit Hilfe von:

K  - - -»Im +
x„  . » x„,

T ~ + 6 " T
Die Berechnung der Momente ist namentlich dann sehr einfach (und 

meistens schneller zum Ziele führend als die Aufzeichnung des Seilpolygons) 
wenn der Balken Ä  Ii' symmetrisch belastet wird und die «¿-Kräfte in gleichen 
Abständen X wirken. Man beachte dann das im § 20 des ersten Bandes gelehrte 
Verfahren und berechne zuerst die Verhältnisse | X.*)

Z a h le n b e i s p i e l .  F ü r den auf Seite 107 (Fig. 88) untersuchten Fach
werkbalken wurde erhalten:

»1 =  0,0975; » j  =  0,1830; » s =  0,1030; tt>4 =  0,2575; » 5 =  0,1310,
und zwar entsprechen diese W erthe den 180-fachen Längenänderungen der 
Stäbe. Die u> wurden mittels der Gleichungen (8) und (9) berechnet, weshalb 
nach (22):

_ M,c. m _  X [M„.m | X)
180 180

73
Q,

'

7 'J’jt > 

*

aj V

' >

0  '

t y

ly /

f •>

% /37- A 1 1r
k ft) tS) <*> f j). ---- __________vL.___ _____vH \, !

2m’ * 2m \ T 2m' \  2 nl 1 2m' \ 2 r/L 1 i 2™'

und mit X =  2000 mm:
100

Fig. 107.

(M w.m | X) Millimeter.

*) M \ X = ~ .
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Die Berechnung der Querkräfte Q und der (äf„ | X) geschieht nun nach 
folgendem Ansatz:

Qa =  J  w6 =  0,0655
+  0,2575 — w t

Qi —  0,3230 
-|- 0,1030 =  wa 

Qa =  0,4260 
+  0,1830 =  io, 

Q, =  0,6090 
+  0,0975 =  ioj

[ M „ . j  | X)  =  i 

¡X)=T

(Mv

, =  0,7065 
+  0,6090 =  Q,

1,3155 
+  0,4260: ; Qi

|X) = 1,7415 
+  0,3230:

(Ä ..« |X ) =

=  0,7065 | (AT„.6 |X) =
Hierauf erhält man (da 80 =  0 und 8„ 

biegungen:

8- =  rii = ~ ^ -  • 0,7065 =  7,85’””*; 8.

2,0645 
+  0,0655 =  Qu 

2,1300.
: 0 ist, vergl. Fig. 106) die Durch-

100
1,3155 =  14,6"9 ’ ’ ’ 2 9

S3 =  19,35 mm; S4 =  22,9 "*”*; S6 =  23,7 ;
dieselben stimmen m it den in Fig. 88 durch Zeichnung ermittelten Verschie
bungen überein.

5 0 . A u fgab en . Die folgenden Beispiele zeigen die Anwendung 
der in No. 45— 48 entwickelten Gesetze auf die Ermittlung der Bie
gungslinien der wichtigsten statisch bestimmten Träger. Die Form der 
Lösungen wählen wir so, dass auch die rechnerische Bestimmung der 
Durchbiegungen erledigt wird, indem wir angeben, in welcher Weise die 
Biegungslinien am zweckmässigsten als Momentenlinien gedeutet werden.

W ir setzen voraus, dass 
die W erthe w  mittels der 
Gleichung (3) oder mit 
Hilfe von (6) bis (17) 
berechnet worden sind. 
Wird Gleichung (4) an
gewendet, so liefern die 
folgenden Regeln die E- 
fachen Durchbiegungen.

1. B e isp ie l. Ge
sucht sind die Durch
biegungen 52, 8S, . . . .  
des in Fig. 108 darge- 
stellten Freiträgers.

Man zeichne das Seil
polygon der gedachten 
Kräfte io1 bis w7 (welche 
in Fig. 108 negativ, also 

und mache die erste Seite 
stehende Pfeil giebt die

nach oben gerichtet angenommen wurden) 
desselben zur Schlusslinie. Der neben 8«
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Richtung der positiven Verschiebungen an. Die schraffirte Biegungs
flüche lässt sich als Momentenfläche eines Balkens A B  deuten, der bei 
B  eingespannt, sonst aber frei und mit w1, iv2, • • . belastet ist. Hat 
man also die Momente Mv l , M„2, . . . dieses Balkens berechnet, so 
findet man:

§m =  M„,m.
2 .  B e i s p i e l .  Gesucht sind die senkrechten Verschiebungen der 

Knotenpunkte der unteren Gurtung des in der Fig. 109 abgebildeten 
Fachwerkbalkens mit überstehenden Enden. Ob A  oder B  auf einer 
wagerechten Bahn verschiebbar ist, ist gleichgültig.

Man bestimme (durch Zeichnung oder Rechnung) die Momenten- 
linie C 'a 'N B 'D ' eines bei C' und D' frei aufliegenden Balkens, auf 
welchen die Lasten wlt  iv2, . . .
(die in Fig. 109 theils positiv, 
also abwärts wirkend, theils ne
gativ, mithin aufwärts gerichtet, 
angenommen wurden) wirken, 
bringe hierauf die Auflagersenk
rechten in Ä  und B' mit der 
Momentenlinie zum Schnitte und 
lege durch diese beiden Punkte 
die Schlusslinie. Die in der Figur 
schraffirte Fläche ist die ver
langte Biegungsfläche. Beispiels
weise sind die Senkungen der 
Knotenpunkte 0 und 5 gleich 
5„ bezieh. 55.

3 .  B e i s p i e l .  Es soll die Biegungsfläche der oberen Gurtung 
des Gerber’sehen Balkens in Fig. 110 ermittelt werden. Die Verthei- 
lung der auf wagerechten Bahnen beweglichen Auflagergelenke ist 
gleichgültig.

Nach Berechnung der w, welche theils positiv, theils negativ aus- 
fallen, werden die folgenden Momentenlinien aufgetragen:

C 'N D ' für den einfachen Balken C'D' mit den Lasten wx bis ws ,
D  L E  >i >) >) „ D  E ’ ,, „
E ’R F '  „ „ „ „ E 'F '  „ „

Hierauf werden die Senkrechten durch die Punkte A  und B  mit der 
Momentenlinie D ’L E '  in A' und B ' zum Schnitte gebracht, die 
Strecken:

=  5' =  Senkung des Punktes A,

=  5" =  „ „ „ B

Fig. 109.

1̂3 >>
"12!
1̂5*

Ä  Ä

B'B"
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abgetragen und schliesslich der- durch A"  uud ß"  gehende Linienzug 
C 'D " E " F ', dessen Ecken senkrecht unter D  und E  liegen, einge
zeichnet.

Fig. 110.

Die Fläche zwischen diesem Linienzuge und den Momentenlinien 
ist die gesuchte Biegungsfläche.

Bei starren Stutzen A 0 und B 0 sind 5' und 5" beziehungsweise 
gleich den Längenänderungen der Vertikalen A A 0 und B B 0. Erleiden 
diese Stäbe Verkürzungen, so liegen A"  und B" oberhalb Ä  und B', 
sonst unterhalb.

4 .  B e i s p i e l .  Gesucht ist die Biegungslinie für die obere Gur
tung des in Fig. 111 dargestellten Fachicerkbogens mit drei Gelenken. 
Die Werthe w1 bis io3 und w5 bis w7 seien nach No. 46 m it Hilfe 
der Winkeländerungen A berechnet worden. Ist auch tvi  bekannt, so 
lässt sich die Momentenlinie des durch die Lasten w beanspruchten ein
fachen Balkens A 'B ' ermitteln, worauf die Durchbiegungen Sm =  Mu.m 
gegeben sind. Dm berechnen zu können, muss man die W inkel
änderung haben, uud diese lässt sich wie folgt bestimmen.

Nach Gleich. (4 ), Seite 98 ist die durch die Aenderungen der 
Winkel und der Spannungen a in den Gurtstäben bedingte Aende- 
rung A l der Stützweite A B  zunächst für den Fall < =  0:
M  =  y 1 A ^j - ) - i / 2 A’ÜTg -{- y3 A ^ 3 -j- Air4 -f- y 3 A^ 5 +  y e A%  +  y 7 Air7

+  f x 1 +  | ‘xf +  . . . . + ;Ä x 8

und man erhält som it, bei gegebener Verschiebung A l, für Air4 den 
W erth:
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K g. 112.

setzen durch die Werthe ffm- \ - z E t m, wahrend für Al der Werth 
H l ,
pTT +  s V  einzuführen ist. Hierbei bedeutet tm die Temperatur-Cj

M —  2 y mA2r,„ —  S y . A X  —  2
(24) Äj1 ' 5 1 E

Vi
Bei starren Stützen ist A Z = 0 .  Sind die Kämpfer A  und B  durch 
eine Zugstange vom Querschnitte F0 verbunden, so ist A / gleich der

\<ij
, ,

f

Fig. 111.

Verlängerung dieser den Horizontalschub H  des Bogens aufnehmenden
H l

Stange; es folgt dann AJ =  — — • Sollen Temperaturänderungen be-
B t  o

rücksichtigt werden, so sind die Spannungen ff in Gleich. (24) zu er-

4 A
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Änderung für den Stab s„ der oberen Gurtung und t0 die Temperatur
änderung für die Stange A B .

W ill man die Biegungslinie ermitteln, ohne die Winkeländerungen 
zu berechnen, so bestimmt man wx bis tcG (Fig. 112) und tc8 bis tv13
mit Hilfe der in No. 47 entwickelten Formeln und wendet dann die
Beziehung:

0 13 U

A l =  - f t / , »  i  +  2 y mtvm -f- 2  A d„*)
1 8 1

an. Man erhält:
6 13 u

M  —  2  ymtcm —  '2ymtom —  2A V lm 
1 8 1

Z a h l e n b e i s p i e l .  (Figuren auf Tafel 2). Es soll die Biegungs
linie der unteren Gurtung des in Fig. 113 abgebildeten Fachwerkbogens 
mit drei Gelenken für den Fall bestimmt werden, dass auf den Träger 
nur eine im Scheitelgelenk angreifende Einzellast lOOO1 wirkt.

Sämmtliche Stäbe sind aus Winkeleisen zusammengesetzt; die In
halte ihrer Querschnitte (ohne Abzug für Nietlöcher) sind in der fol
genden Tabelle sowie in Fig. 113 zusammengestellt worden.

Form
des

Quer
schnitts

Winkeleisensorte
Inhalt

des
Quer

schnitts

Obere Gurtung n r 8 0 • 8 0 •  10mm 3 0 s'”

Untere „ J L
n r

90 • 9 0 • 1 1  „ 74 „

Endvertikale n r 9 0 - 9 0 - 1 1  „ 37 „

Vertikale bei (1) n r 80 • 80 ■ 10 „ 30 „

„ (2) (3) (4) nr 60 • 60 • 10 ,. 22 „

l te Diagonale n r 9 0 • 9 0 - 1 1  „ ; 37 „

2te und ö46 Diagonale n r 80 • 80 • 10 „ 30 „

3 te Diagonale nr 70 • 70 • 10 „ 26 „

4. te* h n r 60 • 60 • 10 „ 22 „

Die in die linke Hälfte des Trägernetzes (Fig. 113) eingeschriebenen 
Zahlen geben die Spannkräfte (in kilogr.) an; dieselben können u. A.

*) Die Stäbe A l,  6— 7, 7 — 8 und 13B, werden hier zweckmässig mit 
du d ,, ds, du bezeichnet.
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sehr schnell m it Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes erhalten werden. 
[Der vorliegende Träger wurde im ersten Bande, § 46 und § 47, für 
verschiedene Belastungsweisen untersucht. Die in Fig. 113 angegebenen 
Spannkräfte stimmen mit den früher m it SG bezeichneten überein und
sind —  in Tonnen ausgedrückt —  in der Tabelle am Anhang von
§ 47, Band I , enthalten. Die dort fehlende Spannkraft im ersten 
Stabe des Untergurts findet man, indem man den Horizontalschub 
II  —  187 5* mit der Sekante des Stabneigungswinkels m ultiplicirt; es 
ergiebt sich der Druck: 1875 $ $ $  =  2081*.]

Die schwarzen Zahlen in der rechten Hälfte des Trägernetzes
(Fig. 113) bedeuten die Stablängen (in cm), während Fig. 114 eine 
übersichtliche Zusammenstellung der 10 000-faehen Längenänderungen 
(aufgetragen im Maassstabe 1 : 40) bietet. Diese Werthe sind für
E =  1 8 0 0  000* f. d. qcm (Schweisseisen) berechnet worden, und es er
gab sich beispielsweise für den ersten Stab der oberen Gurtung:

1 0 0 0 °  - 0 ,0 ,  . 1 0 0 0 0  • 315 • 300 .100 0 0  A o , =  L - i .  — -_J---------   =  4 -  17,5
1 F F  ' 1 8 0 0 0 0 0 - 3 0  ' ’

=  +  175"

1 0 0 0 0  • D1d 1 1 0 0 0 0 - 5 0 9 - 4 8 5
10 000 Ad,  = ----------------- ■- = ---------------------------------- =  —  37,11 TP TP i  ö n n A G G  . Q 7

für die Diagonale des ersten Feldes:
00 • D1d l
F F  _  1 8 0 0 0 0 0 - 3 7

=  —  371'
und für die End vertikale:

100 0 0  A/i0 =  m n - J o * *  =  +  1 0 0 0 0 ^ 4 0 0 ^ 2 5  =
0 F F  n 1 8 0 0 0 0 0 - 3 7  ‘

=  +  315"'”.
Nach Berechnung dieser Längenänderungen wurden die 10 000-fachen  
Werthe i\'u ,  A'd  (vergl. Seite 108) durch Zeichnung ermittelt. Für 
den ersten Stab der unteren Gurtung wurde z. B. der durch eine kräftig 
ausgezogene, m it dem fraglichen Stabe zusammenfallende Linie darge
stellte Werth 1 0 0 0 0  A'h =  —  5 5 5 “” gefunden, für die erste Diago
nale: 1 0 0 0 0  A.'d — —  6 0 0 ”"". Die Gewichte w wurden mittels Glei
chung (10 ), Seite 109,  bestim mt, da die Füllungsglieder die in der 
Fig. 91 dargestellte Anordnung haben. Es ist im vorliegenden Falle 
Ao =  Ao und b„ =  am, vergl. Fig. 91, also:

=  f -  (—  Ao„, - f  A'«„, + l - f  A 'd m —  A 'd m+l —  am_ , - f  am).

Die 10000-fachen Werthe a sind ebenfalls in der Fig. 114 ange
geben*). Man erhält (mit W eglassung des Faktors 10 000)

*) Die Strecke, welche o, darstellt, wurde — weil sehr klein — nicht ein
gezeichnet.
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*i’i =  W rü[— 175 — 600 — 600 +  477 — 400 +  201] =  — 0,29 
w! = h Vö [— 372 — 633 — 477 +  300 — 2 0 1 +  77] =  — 0,49 
,c3 = r ^ [ — 529 — 663 — 300— 104— 77— 1 1 ] = — 0,89 
« , , = - + + — 473 — 616 +  1 0 4 -6 0 1  +  11— 53] =  — 1,15

S A 'i t= — (577 +  600+633 +  663 +  616) • 2 = — 6178.

y l W l = —  417, 6"  
y 2 Wi =  —  1254, 4
i /3  “ ’3 =  •

<A =  ■
2990, 4 

• 4416, 0

y w - ■ 9078, 4

Da nun im vorliegenden Falle:
4

h l —  2 ~2iyw +  y5 trs +  2  h 'u =  0
i

ist, so folgt

2 +  S A ’u

tos
9078,4  ■ 2 +  6178

6,08.
2 /5  4 0 0 0

Die Ordinaten 5X, 82, . . . der gesuchten Biegungslinie sollen zu
nächst berechnet und zu diesem Zwecke als Biegungsmomente eines mit 
w l , iv2, . . . belasteten einfachen Balkens gedeutet werden. Für die 
Werthe (JMW | X) erhält man dann folgenden Ansatz:

Qs —  i  w 5 —  3,04
—  1,15 =  u \

Qi —  +  1.89
—  0 ,89  =  tv3

q3~ =  +  1,00
—  0,49 =  iv2 

Q2 =  +  0,51
—  0, 29 =  tCi 

f t  =  +  0,22

(ilf„ .1 |X) =  (?1 =  0,22
+  0.51 =  f t  

( J k . j  |X) =  + 0 , 7 3
+  1. 0 °  =  f t

|X) =  + 1 , 7 3
+  1,89 =■ f t  

(JfK. J X ) =  + 3 , 6 2
 +  3 ,04  =  f t

(i¥ „ . 5 | X) =  + 6,66

Da nun in die Formel für w die 1 0 0 0 0 -fachen Längenänderungen 
eingeführt wurden, so ergiebt sich:

,  _  Mw X { i fwm | X) 3000 (M„m | X)
10000  10000

hl =  0 ,3  • 0 ,22  =  0 ,0 6 6 ”"”;
53 =  0,3 • 1,73 =  0 ,5 1 9 ”””;
§5 =  0,3 • 6,66 =  1,998™*.

10000
also:

52 - 0 ,3 • 0,73 =  0 , 2 1 9 ”
54 =  0,3 • 3 ,62  =  1 , 086”

W ill man diese Werthe durch Zeichnung finden und zwar im 
Maassstabe 25 : 1 , so ist für das Seilpolygon der Gewichte w  die Pol- 

1 1 4
weite 10 000

300
=  —  anzunehmen, weil der Längenmaassstab

ZO o
der Trägerzeichnung =  1 : 300  ist. Die Werthe w  und die Polweite 
sind Zahlen, für welche in Fig. 113 der Maassstab 1 =  1 2 ””” gewählt 
wurde.
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Nach Ermittlung der Biegungslinie der unteren Gurtung ist die
jenige der oberen Gurtung durch die Bedingung bestimmt, dass sich 
der Abstand zweier senkrecht übereinander gelegenen Knotenpunkte m 
um die Strecke Ah,„ ändert. Für den oberen Knotenpunkt 2 ex-giebt 
sich hiernach eine senkrechte Verschiebung von 0, 219 —  Aä2 =  0, 219  
—  0, 012 =  0 ,2 0 7 ’'”". In Fig. 113 sind die auf zwei Stellen abgerun
deten Werthe der Durchbiegungen zusammengestellt worden.

51. V o lls tä n d ig e  B e stim m u n g  der V er sch ie b u n g e n . Dui-ch 
Aufzeichnung einer Biegungslinie erhält man zunächst nur die Projek
tionen der Verschiebungen der Knotenpunkte auf eine feste Richtung, 
nicht aber diese Verschiebungen selbst. Wird also die vollständige Be
stimmung der Formänderung eines Fachwei’ks verlangt, und w ill man 
diese Aufgabe m it Hilfe des Seilpolygons 
lösen, so muss man zwei Biegungslinien 
zeichnen. Wurde hierbei der Träger ein
mal auf ein Achsenkreuz (xt , y i ) ,  dann 
auf die Achsen (:c2,y2) bezogen, Fig. 115, 
und sind m m 1 und mm2 die für den 
Knoten m erhaltenen Oi-dinaten der für 
die Richtungen y t und y2 ermittelten 
Biegungslinien, so ist die Verschiebung 
mm des Punktes m bestimmt durch 

m J_  tn1 m, m2 m _|_ m2 m. Es möge 
aber noch eine andere Darstellungsweise der Vei-schiebungen (die meistens 
den Vorzug vei-dienen wird) gezeigt werden, darin bestehend, dass nach 
Auftragung einer Biegungslinie das im § 2 gelehrte Stabzugverfahren 
zu Hilfe genommen wird. In Fig. 116 ist dieser W eg erläutert worden.

Gegeben seien die Verschiebungen Ay  des auf ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz (x ,y)  bezogenen Stabzuges 0 — 1 —  2 —  3 — . . . . ;  ausser- 
dem sei die Verschiebung Aa; irgend eines Knotens bekannt. Es werde die 
vollständige Darstellung der Vei’schiebungen sämmtlicher Knoten gefordert.

A B  sei die Schlusslinie der Biegungslinie 0" l"  2" 3” ............  Die
Punkte 0", l" , 2” . . . projicire man durch Parallelen zu A B  auf eine 
zur y -Achse parallele Gerade, welche von der Schlusslinie in A  ge
schnitten werde, und ziehe durch A  und durch die Projektionen 0" , 
l ,/,,2 /" . . . der Punkte 0", l" ,2 " , . . . Parallelen gA,go >9n92> • • ■ • zur 
aj-Achse. Auf der gA nehme man den Pol 0  des verlangten Ver
schiebungsplanes beliebig an und bestimme nun zunächst die Verschie
bung desjenigen Knotens, dessen \ x  bekannt ist.

In Fig. 116 wurde Aa:2 als gegeben angenommen und der Strahl 
0 2 ', welcher die Verschiebung des Punktes 2 nach Grösse, Richtung 
und Sinn darstellt, eingezeichnet; sein Endpunkt 2' liegt auf der Ge-

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 9

TlVf
Fig. 115.
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raden g2 (weil die Projektion von 0 2 ' auf die Richtung y  gleich Ay2 
sein muss) und im (negativ vorausgesetzten) Abstande Ax2 von der 
durch 0  parallel zur y-Achse gezogenen Geraden 0 0 '.

Trägt man nun an 2' die dem Stabe s2 parallele Strecke A2 an, 
welche gleich der Aenderung der Länge s2 ist und den Sinn 2 — 1 
oder 1 — 2 erhält, je nachdem der Stab s2 gedehnt oder verkürzt

F i g .  1 1 6 .

wird, und errichtet man im Endpunkte von A2 auf A2 ein Loth (p2), 
welches die Gerade g1 in l '  schneidet, so giebt der Polstrahl O l'  nach 
Grösse, Richtung und Sinn die Verschiebung des Knotenpunktes 1 an, 
wie ohne weiteres aus dem im § 2 gelehrten Stabzugverfahren hervor
geht. Auf dieselbe Weise wurde die Lage des Punktes 0' bestimmt 
und —  wieder von 2' aus —  der Reihe nach 3', 4', b', festgelegt. 
In Fig. 116 ist vorausgesetzt worden, dass alle Stäbe mit Ausnahme 
von s5 Verkürzungen erleiden.

Will man die t^x  durch Rechnung bestimmen, so differenzire man die 
Gleichung =

und ersetze das Differentialzeichen durch das Zeichen A. Man erhält:
2 Sm A Sm — 2 (xm - 1 Xtii) (A Xm — i A Xm) -p 2 1 y»i! (A y m -  1 A y«)

und hieraus
A r* - i  — A r .  =  As,„ sec ß„ — (Ay,„_i — Ay„) tg ßm, 

wo ß,„ den Neigungswinkel des Stabes sm gegen die x-A chse bedeutet. Kennt 
man also einen der beiden W erthe & x„ -\ und Axm, so kann man auch den 
anderen angeben, so dass es möglich ist, mit Hilfe der vorstehenden Formel 
und mittels des in Nr. 49 zur Bestimmung der A y entwickelten Verfahrens 
sämmtliche Seiten Verschiebungen A r, A y  eines Stabzuges durch Rechnung
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zu finden, sobald e in  W erth Aa; und z w e i W ertlie Ay  bekannt sind. Ein 
anderes rechnerisches Verfahren lässt sich leicht durch Projiciren des im § 2 
cingeführten, durch Aneinanderreihung der As und p entstandenen Linienzuges 
auf zwei rechtwinklige Achsen x  und y  ableiten.

52. E in fü h ru n g  ste llv er tr e ten d e r  S tab zü ge. Die in der Pig. 116 
gezeigte Darstellungsweise der Verschiebungen wird besonders übersicht
lich, sobald siimmtliche As =  0 sind, weil der Verschiebungsplan dann 
aus einem Linienzuge 0 ' l '2 '  . . . .  besteht, dessen Eckpunkte 0', l' ,
2 ,  . . . .  in den Geraden g0) glt  g2  liegen, und dessen Seiten
0 — 1 , l ' —  2 \  . . . rechtwinklig zu den entsprechenden Stabrichtungen 
0 —  1, 1 — 2, . . . .  sind.*) Auch ist zu beachten, dass sich im Falle 
des Verschwindens der As für die Gewichte w (nach Gleich. 3, S. 101) 
die von der Lage des Achsenkreuzes x, y unabhängigen Werthe

wm —  A X ,

ergeben, und es liegt daher der Gedanke sehr nahe, dass es zuweilen 
vortheilhaft sein dürfte, den elastischen Stabzug behufs Darstellung der 
Verschiebungen seiner Knotenpunkte durch einen aus starren  Gliedern 
bestehenden zu er
setzen.**)

Zu einem sol
chen stellvertreten
den Stabzuge ge
langt man, indem 
man zwischen je 
zwei aufeinander 
folgenden Knoten
punkten m — 1, m 
einen neuen Knoten 
tn0 annimmt und 
diesen sowohl mit 
m —  1 als auch mit 
m durch starre (in 
Fig. 117 gestrichelt 
angegebene) Stäbe 
verbindet. Der neue Randwinkel bei m sei a„, =  X . +  X  xm + u der 
Randwinkel bei m0 sei z m. Die Aenderungen von t„, und a m sind:

*) Vergl. auch Seite 9G, Fig. 79. Dort wurde dieses Gesetz bereits auf 
auderem Wege abgeleitet.

**) D er Umstand, dass «■„, = A b m von der Lage des Achsenkreuzes (# ,;/) un
abhängig ist, vereinfacht auch die Anwendung zweier Biegungslinien. Schliessen 
■die beiden Richtungen, welche den Gewichten w  zugeschrieben werden sollen,

9*
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Asm
Ax,„ =g — -  (cotg x„, -j- cotg w,„)

S /\ <?
A a„, A ~ ] A (om | A x. , , i  —  A — „j * cotg x m cotg

sm

As,„
• cotsr x,„ —

Sm+1

Betrachtet man die Ax und A a als Kräfte, welche in der Richtung r  
wirken, und verbindet man dieselben durch ein Seilpolygon mit der 
Pol weite Eins, so ist dieses Seilgolygon die Biegungslinie des aus 
starren Gliedern bestehenden Stabzuges für die Richtung r, und das 
eingeschriebene Polygon, dessen Ecken den Knoten . . . (m —  2), {in— 1), 
in, (m -( - 1) . . . entsprechen, ist die Biegungslinie des elastischen Stab
zuges . . . {m— 2) (m — 1) in ( w - j - 1) . . .

Die Punkte in0 wird man so annehmen, dass die Cotangenten der 
Winkel x  und o  runde Zahlen sind. W ählt man z. B. wm =  x m =  4 5 0, 
so erhält man sehr einfach:

. __Asm   As„, As„)+, .
Ax„, =  2  und Aa„, =  A 5 „ ---------------------- t - .* )

«m s,„ S„,+ l

Hat die Elasticitiitsziffer E  für alle Stäbe denselben W erth, so 
ersetze man die Gewichte Ax und A a durch die Gewichte K A x bezw. 
K A a und die Polweite 1 durch die Polweite E. Sollen dann Tem
peraturänderungen unberücksichtigt bleiben, so treten in den vorstehen

den Winkel ^  ein, so denke man das Kräftepolygon nach Aufzeichnung der 
ersten Biegungslinie um tjj gedreht, um einzusehen, dass jede Seite des zweiten 
Seilpolygons mit der entsprechenden Seite der ersten Biegungslinio den Winkel 
<]> bilden muss. Mit Rücksicht auf die käuflichen W inkelbrettchen wird man 
für i}) einen der W inkel: 30°, 60°, 45°, 90° wählen. Auf weitere Beziehungen 
zwischen den beiden Biegmigsliuien gehen wir nicht ein, da sich der Linien
zug 0’1 '2 '3 ' . . . ebenfalls schnell zeichnen lasst und die Verschiebungen sofort 
nach Grösse und Richtung liefert, so dass man die Zusammensetzung der Seiten
verschiebungen (nach Fig. 115) spart.

*) Es ist darauf zu achten, dass keiner der hinzugefügten starren Stäbe 
die Richtung r  erhalten darf, wenn ausser der Biegungslinie noch die voll
ständige Darstellung der Verschiebungen m it Hilfe des Linienzuges 0 '1 '2 ' . . . 
(Fig. 116) ohne jede weitere Zwischenrechuung erfolgen soll. Diese Zwischen
rechnung, welche, wie leicht einzusehen is t, in der Ermittlung des W erthes p 
für jeden in die Richtung r  fallenden Stab bestehen würde, ist zwar nicht 
schwierig, immerhin aber umständlicher als die Annahme besonderer Winkel 
u  und x fü r diese Stolle des Stabzuges. W ird nur die Bieguugslinie fü r die 
Richtung r  verlangt, so dürfen Stäbe von der Richtung r  V orkom m en, denn es 
entsprechen dann den beiden Endpunkten solcher Stäbe im Sinne r  gleichgrosse 
Verschiebungen. Zu beachten ist auch, dass die Gewichte Ax und Act in der 
Reihenfolge . . . A t„_ i, Aa„,_i, A t„ , Aam, At„,+ i, Aam+i . . . durch das Seil
polygon verbunden werden müssen.
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den Formeln an die Stelle der Verlängerungsverhältnisse As/s die Span
nungen G. Ist «  =  y. =  4 5 °  so erhiilt man:

E  Avm —  2 a,„, E \o t.m =  —  a„, —  o,„+i.*)

Für die in der Fig. 118 angegebene Lage der eingeschalteten Punkte 
m0 ergiebt sieb:

/\ §
Ar„, =    (cotg x„, +  cotg o„.)

sm

Aa„, =  A i „ +  cotg x,„ +  - - * - ■ cotg u m+i.
Sfn l

Welche der beiden Anordnungen (Fig. 117 oder Fig. 118) gewählt 
wird, ist für das Ergebniss gleichgiltig. Man strebe zur Erzielung 
tibersichtlicher Kräftepolygone nach Möglichkeit gleiche Vorzeichen der 
Gewichte w an. Z. B. wird man 
bei einfachen Balkenbrücken in der 
Regel für die A a der oberen und 
euch der unteren Gurtung positive 
Werthe erhalten und sich infolge
dessen bei Untersuchung einer obe
ren Gurtung für die in Fig. 118 
gegebene Anordnung entscheiden, 
weil die As und G der Obergurt
stäbe negativ sind. Bei einer unte
ren Gurtung wird besser nach Fig. 117 verfahren.

Eine andere Behandlungsweise des s!eilvertretenden Stabzuges 
schliesst sich der auf Seite 104 bis 112 gelösten Aufgabe an: die Ge
wichte w,„ zu bestimmen, ohne vorher die Winkeländeruugen Aj~ zu 
berechnen. Dieses Verfahren kommt natürlich nur dann in Frage, wenn 
die Winkeländerungen nicht ohnehin zu anderen Zwecken**) angegeben 
werden müssen; dasselbe möge an dem in Fig. 119 dargestellten Bei
spiele erläutert werden.

Gesucht sei die Biegungslinie (für die Richtung r)  der Gurtung 
- . . (m— 1) rn (m -f-1 ) . . . eines einfachen Dreiecknetzes. Die den ein
geschalteten Knoten m0 entsprechenden Gewichte At„, werden wie vor
hin berechnet, das Gewicht wm für einen Knoten m der Gurtung hin
gegen nach der auf Seite 105 bewiesenen Gleichung:

w m =  2  p. • A s .

*) Vergl. S. 102. Dem Einfluss von Temperaturänderungen t kann man 
auch Rechnung tragen, indem man er ersetzt durch o -f- e Et.

**) Z. B. Bestimmung von Nebenspannungen. Vergl. auch Seite 95.

m-i

tn .ii

K g .  118 .
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Hierin bedeutet ¡1 die Spannkraft, welche in einem Stabe des in Fig. 
1 1 91 herausgetragenen Fachwerktheiles in Folge der drei unter sich im

Gleichgewichte befindlichen parallelen äusseren Kräfte —, 4 ,  f —  -f- -4 -)
ß ß '  6 6 '

entsteht und As die Längenänderung des Stabes für denjenigen Be
lastungszustand, für welchen die Biegungslinie gesucht wird, e und e 
sind die gegenseitigen Abstände jener 3 Kräfte, deren Richtung ge
legentlich der früheren Ableitung der Gleichung ? f „ = S p . A s  parallel 
den w vorausgesetzt wurde, jetzt aber willkürlich gewählt werden darf, 
weil ja die Grösse der w  eines aus starren Gliedern bestehenden Stab
zuges unabhängig von der Richtung r  ist. Die Summe 2  erstreckt

Fig. 119.

sich über die in der Fig. 1191 mit den Ziffern 1, 2, 3, . . .  6, 7 be
zeichn ten  Stäbe, deren Spannkräfte ¡J. in Fig. 1 1 9n  m ittels eines 
Cremona’schen Kräfteplanes dargestellt wurden. Für die Fachwerkstäbe 
3 und 5 ergaben sich Zugkräfte [J., für die übrigen Druckkräfte. Sind 
also die Längenänderungen der Stäbe 1, 2, 3 . . . bezieh. =  A1, As , 
As , . . . so folgt:

U’rn = =  ¡ H  ^ 1  t-*-2 ^ 2  " f -  1*3 ^ 3  1 *4  ^ 4  1*5  ^ 5  1 *6  ^ 6  1*7 ^ 7  •

Es wird sich empfehlen, die Richtung der Kraft —  so zu wählen, dass
e

e einen festen, durch eine runde Zahl ausdrückbaren Werth annimmt. 
Bei Ermittlung der verschiedenen w  sind also verschiedene Kraft
richtungen anzunehmen.

Eine wichtige Anwendung der stellvertretenden Stabziige findet sich 
in No. 75.

U ebungsavfgdben  z u  d en  §§ 1 bis 3.
1 . A u fg a b e .  Es soll die Aenderung A des Randwinkels -b des. in

Fig. 120 dargestellten Fachwerks mit Hilfe eines W illio fsehen  Verschiebungs
planes bestimmt werden.



Die Biegungslinie. 1 3 5

Lösung. Man nehme den Punkt a und die Bichtung des Stahes ab als 
festliegend an, ermittle nach Mo. 32 (S. 58) der Keihe nach die Verschiebungen 
Ob', O c, Od', Oe der Punkte 6, c, d, e und denke hierauf die Verschiebung 
von e nach dem Stabzugverfahren bestimmt. Man erkennt dann, dass das Loth 
von e auf A 7 gleich s, A ist und findet

Abi =  — • s7
Der Drehungssinn von s, gegen s3 ist in der Pigur durch einen Pfeil angegeben 
worden; hiernach ist A p o s i t i v .  W ir setzten voraus, dass die Stäbe 2, 4, 5 ge
dehnt, die übrigen verkürzt werden.

2 .  A u f g a b e .  Behufs Darstellung der Biegungslinie der oberen Gurtung 
des in Fig. 121 abgebildeten Fachwerks soll das Gewicht w i mit Hilfe eines 
Williot'schen Planes dargestellt werden und zwar ohne gesonderte Ermittlung 
von

Lösung. Man füge die zu wi parallelen starren beliebig langen Stäbe 
8 und 11 hinzu, ferner die starren Stäbe 9 und 10. Dann ist (wenn die Pol- 
weite 1 gewählt wird) toi —  Aaj ,  welcher W erth nun auf die soeben gezeigte 
Weise bestimmt wird. Man nehme hierbei a„ und die Bichtung des Stabes 9 
als festliegend an.

3 .  A u f g a b e .  Mit Bezugnahme auf Fig. 121 beweise m an, dass, sobald

die Polweite =  E  gewählt wird und —■* ■=  ist, das Gewicht tvi nach der
s E

Formel
iot =  cotg a, (0 — a,)*) - f  cotg oj (er, — a,) -f- cotg a3 (a2 — ct3) +  cotg a, (o, — 33) 

+  cotg as (o4 — o5) 4 - cotg et, (<j„ — c6) +  cotg a, (a6 — a,) +  cotg a8 (0 — a7) 
berechnet werden darf.

Lösung. Man gelangt zur vorstehenden Formel ohne w eiteres, indem 
man nach Gl. (2) Seite 90 die Aenderungen der Dreieckswinkel, aus denen sich

*) Zur besseren Uebersicht wurden die Spannungen 0 der Stäbe 8 und 11 
mit aufgeführt.
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a.h zusammensetzt, bestimmt und dieselben addirt. Die Multiplikationen mit 
cotg. -worden zweckmässig zeichnerisch ausgeführt. Man könnte auch den Aus
druck nach den Spannungen a ordnen. D er Einfluss von a2 auf wi ist dann

=  , WO s., die Länge des Stabes 2 und r., das Loth von b auf 2 bedeutet.

W ie stellt man den Einfluss der Spannung eines von b ausgehenden Stabes z. B. 
den von a3 am bequemsten dar?

ff. A u fg a b e .  Gesucht sei die Biegungslinie (für die Richtung r) eines 
Stabzuges, dessen Äs und Ah gegeben sind; einzelne Stäbe haben aber die 
Richtung r.

Lösung. Fällt s,„ 
mit der Richtung r  zu
sammen, so schalte mau 
nach Fig. 122 zwischen 
m  — 1 und m  mittels 
s tarrer Stäbe, welche mit 
s,„ Winkel von 45° ein- 
schliessen, einen neuen 
Knoten m0 ein, dessen Ge

wicht wm„ =  — 2 ist.
Sm

F ür wm-1 und wm erhält 
m an:

IVm -  1 A _ i -j---------
St ii

F i*  122' Wm —  Ä h„, - f
Sm

Is t Asm positiv, so is t t»mo im  Sinne (— r) anzunehmen. Figur 122 setzt also 
voraus, dass der Stab s„, gedrückt wird. Zu beachten ist, dass die Gewichte 
in  der Reihenfolge wm- 1, tv,„0, wm durch das Seilpolygon verbunden werden 
m üssen wie dies in Fig. 122 angedeutet ist.

o . A u fg a b e .  Es soll der Verschiebungsplan fü r die untere Gurtung
0 — 2— 4 — 6 des in der Fig. 123 dargestellten Trägers m it Hilfe eines stellver

tretenden, aus starren Glie
dern bestehenden Stabzuges 
0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — 6 ge
zeichnet werden.

Die Lösung  besteht da
rin, dass zuerst nach No. 52 
die Biegungslinie fü r die zur 
Bahn des beweglichen Auf
lagers rechtwinklige Richtung 
r  gezeichnet w ird, weil daun 
die Schlusslinie 0 ''6 "  sofort 
gegeben ist. H ierauf wird der 
Linienzug 6 '5 '4 '3 '2 '1 '0 ' nach 
No. 51 bestimmt. Die Strah
len 00', 02 ', 0 4 ' stellen nach 
Grösse, Richtung und Sinn die 
Verschiebungen der Punkte

r
Fig. 123.
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0, 2, 4 dar. — Von den drei fü r diesen Träger in diesem Buche mitgetheilten 
Verfahren (vergl. Fig. 38, 105, 123) is t das erste im allgemeinen das einfachste. 
Die Lösung in Fig. 105 verdient den Vorzug, sobald die lothrechten Verschie
bungen S durch Rechnung bestimmt werden sollen und die zuletzt angegebene 
(Fig. 123) wird vortheilhaft, sobald die Winkeländerungon noch zu anderen 
Zwecken (z. B. zur Ermittlung von Nebenspannungen) gebraucht werden.

6 . A u fg a b e .  Ein Fachwerk sei in der "Weise erzeugt, dass zu einem 
Stabdreieck abc  zwei neue Stäbe gefügt werden, die in einem neuen Knoten 
d miteinander verbunden sind, hierauf an zwei beliebige Knoten dieses Stab
gebildes wieder zwei Stäbe m it einem Knoten c angeschlossen werden u. s. f. 
Es sollen die Winkeländerungen dieses Fachwerks berechnet werden.

Die Lösung  stützt 
sich auf die Gleichung e
A s , =  h A oc, -f- As2 cos a 3

4- A s3 cos gc3, /  \  N.
welche einen besonderen /  \  n.
Fall der auf S. 98 fü r r r f
A l abgeleiteten Formel /  
darstellt, und durch \ /
welche die Aenderung \ /
der Seitenlange s, eines 
Dreiecks (Fig. 125) be- b
stimmt is t, sobald die Fig. 124. Fig. 125.
Aenderungen des Gegen
winkels und der beiden anderen Dreieckseiten bekannt sind.

Liegt beispielsweise das Fachwerk in  Fig. 124 vor, so berechnet man auf 
die in No. 40 gezeigte W eise die Wrinkeländerungen der Dreiecke ach  und abd  
und drückt hierauf die Aenderung der Entfernung cd  durch die Längenände
rungen Aac  und Aa d  der Seiten ac  und a d  und durch, die W inkeländerung 
A (cad) —  A (cab) — A (dab)  aus. Jetzt bestimmt man die Winkeländerungen 
der Dreiecke a e d , cdb  und ed e , drückt Aeb durch A ce, Acb und A(ecb) aus, u .s.w .

Auf diesem Wege lassen sich z. B. sämmtliche Winkeländerungen der in 
den Figuren 49 und 50 abgebildeten Fachwerke berechnen, wie denn überhaupt 
leicht einzusehen ist, dass sich mit Hilfe der Formel fü r As, und mittels der in 
No. 37 u. 38 durchgeführten allgemeineren Untersuchungen die in den §§ 2 u. 3 
angegebenen Darstellungsweisen auf ähnliche A rt erweitern lassen, wie dies im 
§ 1 mit dem von Williot ursprünglich auch nur fü r einen sehr einfachen Fall 
.gegebenen Verfahren geschehen ist.

§ 4.

Einflusslinien und Einflusszahlen für elastische 
Verschiebungen.

58. —  Mit Hilfe der in den vorigen Paragraphen gelehrten Ver
fahren ist man im Stande, die Formänderung eines statisch bestimmten, 
irgendwie belasteten Fachwerks festzustellen. Es bedürfen aber diese 
Untersuchungen noch einer Ergänzung für den F all, dass der Einfluss 
der am Fachwerk angreifenden Lasten P l , P2, . . . auf irgend eine der
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die Formänderung bestimmenden Grössen gesondert angegeben werden 
soll, etwa zu dem Zweck, die Grenzwertke dieser Grösse (für welche 
natürlich das Gesetz von der Zusammenzählung der einzelnen Wirkungen 
gelten muss) zu ermitteln. Zwar könnte man diese Aufgabe in der 
Weise behandeln, dass man das Faehwerk zuerst nur mit P : belastet, 
dann nur mit P2, u. s. w. und für jeden dieser Fälle einen Verschie- 
bungsplan zeichnet; doch ist dieses Verfahren so umständlich, dass die 
Aufsuchung einer anderen Lösung geboten erscheint. Die Handhabe 
hierzu bietet der Maxwell’sche Satz von der Gegenseitigkeit der elas
tischen Formänderungen (S. 30), dessen Anwendung zunächst an zwei 
Beispielen gezeigt werden soll.

1 .  A ufgabe. Gesucht ist die Einflusslinie für die Senkung Sm 
des Knotenpunktes m eines durch lothrechte Lasten P  beanspruchten 
Fachwerkträgers.

Man nehme das gewichtslose Fachwerk nur mit einer in m an- 
greifenden lotbrechten Kraft Eins belastet an, ermittle die herbei ent

stehenden Spannkräfte S  
und Längenänderungen 
As und bestimme (nach 
einem d er in d en § § l— 3 
angegebenen Verfahren) 
die diesen As entspre
chende Biegungslinie 
derjenigen Gurtung (bei
spielsweise A C B ) ,  an 
welcher die Lasten P  an
greifen sollen. Ist nun 
die bei k  gemessene 

Ordinate dieser Biegungslinie =  ’»]*, so verschiebt die in m angreifende 
Last Eins den Knoten k im lothrechten Sinne um •»),,, und es wird des
halb (nach dem Maxwell’sehen Satze) eine in k angreifende Last Eins 
den Knotenpunkt m ebenfalls um verschieben. Hieraus folgt aber, 
dass die gezeichnete Biegungslinie die Einflusslinie für 5„, ist.

Die Lasten Pt , P2, P 3 denen die Ordinaten v]2, f]3 entsprechen, 
verursachen beispielsweise bei m  die Senkung

+  P r f t  +  P*ifa.
Beispiel. In  Fig. 113 auf Tafel 2 wurden die senkrechten Verschiebungen 

der Knotenpunkte eines Bogenträgers m it drei Gelenken fü r den Fall aufge
tragen, dass im Scheitelgelenk eine Last l '^ lO O O *  wirkt. Die fü r die untere 
und obere Gurtung erhaltenen Biegungslinien sind daher die Einllusslinien für 
die lothrechte Verschiebung 8 des Scheitelgelenks; m it Hilfe der ersteren kann 
der Einfluss von Lasten festgestellt w erden, welche in den unteren Knoten
punkten angreifen, mittels der zweiten der Einfluss der Belastung der oberen
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Knoten. Is t die oben angreifende Verkehrelast: p  - 0,665' f. d. Meter und 
pX =  0,665 • 3,0 =  2' f. d. Knotenpunkt, so folgt fü r volle Belastung (also mit 
Vernachlässigung der kleinen negativen Beitragsstrecken an den Trägerenden) 

Sm a x  =  p X  [2,00 +  2 (1,10 +  0,52 +  0,21 +  0,04)] =  11,5""".
Von der ständigen Belastung gX =  0,37 • 3,0 =  1,11' eines Feldes möge 

der Theil g„X —  0,27 (Gewicht der Hälfte eines Feldes des Hauptträgers) an 
der unteren Gurtung angreifend angenommen w erden, der Theil p„X =  0,84' an 
der oberen Gurtung. Die Durchbiegung in Folge der ständigen Belastung be
trägt dann:

S, =  g u X  [2,00 +  2 (1,09 +  0,52 +  0,22 +  0,07)]

-pSVA [jhOO -j- 2 (1,10 -]- 0,52 -j- 0,21 -f- 0 ,04------ —- j j  =  6,4"””.

2 .  A u f g a b e .  Ein Fachwerk sei mit beliebig gerichteten Kräften 
Pj, P2, • • • belastet. Gesucht sei die Projektion der Verschiebung 
eines Knotens C  auf eine feste Richtung r. Der Einfluss jeder Last P  
soll gesondert angegeben werden.

Man zeichne den Verschiebungsplan für den Fall, dass auf das 
Fachwerk nur eine Last Pr =  1 w irkt, welche in C angreift und die 
Richtung r  hat. Für irgend einen Knoten »t ergebe dieser Plan die 
Verschiebung m" m ,  deren Projektion auf die Richtung von P m mit 
+  5„l;. bezeichnet werden m öge,**) wobei das obere oder untere Vor
zeichen gelten soll, je- 
nachdem der Sinn je- .
nerProjektion mit dem \ p  y"- j ,  ;
Sinne von P„, Uberein-  ^
stimmt oder nicht.

Nun ist aber nach 
dem Maxwell’schen 
Satze die gesuchte Ver
schiebung 5,.,,,, welche 
Punkt C in der Rieh- F i g .  1 2 7 .

tungrund in Folge von
Pm—  1 erfährt, ebenso gross wie die bereits dargestellte Verschiebung 

welche der Punkt m in der Richtung P m und in Folge von P r =  1 
erleidet und daraus fo lgt, dass der Einfluss von P„, auf die Verschie
bung gleich P mhmr ist. Auf die gleiche W eise findet man die Ein
flüsse der Lasten P lt  P2, . . . so dass man schliesslich

§r =  P ,S lr -f- P2h2r - f - . . . -j- P „5Mr +  . . .

1
*) Die Knotenpunkte an den Trägerenden sind nur m i t — ¿r0X belastet.

**) Nach der auf Seite 31 eingeführten Bezeichnungsweise.
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erhitlt. Die Grössen S1(., 82r, . . . nennen wir kurz die den einzelnen
Lasten I \ , P2 . . . entsprechenden Einflusszahlen; sie ergeben sich
sämmtlich aus dem für P r —  1 gezeichneten Verschiebungsplane.

5 4 . —  Das in den vorstehenden Beispielen angewandte Verfahren 
ist ein allgemeines und führt auch dann zum Ziele, wenn die 8 nicht 
Verschiebungen und die P  nicht Einzellasten bedeuten, sondern diese 
Buchstaben zur Bezeichnung der auf Seite 31 erklärten Begriffe „W eg  
einer Belastung“  und , ,Belastung“  dienen. Stets wird man die darzu
stellende Grösse

8r =  8raPa -j- 8r iPb —|— . . . .  —J— brmPm

mittels des Maxwell’schen Satzes umformen in

Sr =  8arPa -f- hir Pt  —(— . . . .  —(— 8,,,,-P,,, - f - . . . .

und dann die Einflusszahlen 8„,., 84r, . . . .  8,„r, . . . einem für den Zu
stand P r —  1 gezeichneten Verschiebungsplane (an dessen Stelle häufig 
eine Biegungslinie treten darf) entnehmen. E s verdient hervorgehoben 
zu werden, dass diese Pegel auch fü r  statisch unbestimmte Fach
werke gilt.

§ 5.

Das statisch unbestimmte Faclnverk.

a. Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grössen mittels des Maxwell’schen Satzes.

55. —  Wir haben bereits in der Einleitung gezeigt, dass die Be
rechnung eines statisch unbestimmten Eachwerks in die Lösung zweier 
Aufgaben zerfällt. Erstens sind die Spannkräfte der Stäbe und die 
Stützenwiderstände mittels der Gleichgewichtsbedingungen durch die 
gegebenen Lasten P  und gewisse statisch nicht bestimmbare Grössen X  
auszudrücken, und zweitens sind die Grössen X  mit Hilfe von Glei
chungen zu berechnen, welche man erhält, indem man die Form Ver
änderung des statisch bestimmten Fach werks, in welches das unbe
stimmte im Falle des Verschwindens sämmtlicher Grössen X  übergeht, 
gewissen Bedingungen unterwirft.

Der einzuschlagende W eg ist meistens sehr leicht zu finden, wie 
die folgenden Aufgaben zeigen werden, bei deren Lösnng wir von den 
in der Einleitung angestellten allgemeineren Untersuchungen zunächst 
nur den Maxwell’schen Satz zu Hilfe nehmen, während wir uns Im 
übrigen lediglich auf die §§ 1— 3 stützen. Denn es kommt uns besonders
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Fig. 128.

darauf an, zu zeigen, dass die Berechnung eines gegebenen statisch 
unbestimmten Fachwerks für denjenigen eine sehr leichte Aufgabe ist, 
welcher sich mit der Darstellung der Formänderungen statisch bestimmter 
Fachwerke vertraut gemacht hat und das von uns kurz als Maxwell’scher 
Satz bezeichnete allgemeine Gesetz kennt.*) Später werden wir auch 
die übrigen in der Einleitung angegebenen Verfahren verwerthen.

56. U n ter su ch u n g  e in e s  ü b er z w e i O effnu n gen  g es tr ec k ten  
B alk en s A C J B ,  Fig. 128,  welcher durch lothrechte Lasten P  bean
sprucht wird.

Der naheliegendste Rechnungsgang ist der folgende. Wäre der 
Widerstand X  der Mittelstütze bekannt, so Hessen sich die in A  und 
B angreifenden Stützendrücke und sämmtliche Spannkräfte S  des aus 
aneinandergereihten Dreiecken bestehenden Fachwerks angeben.

Nimmt man zunächst 
X  =  0 an , so entsteht ein — —
einfacher Balken A B ,  des
sen Stützenwiderstände A 0 

2Pi> 2 P a

= V F I ” d i , t = V K
sind, und dessen Spannkräfte 
>S'o leicht gefunden werden 
können, beispielsweise mit
tels eines Cremona’schen 
Kräfteplanes. Dieser ein
fache Balken wird an der 
Stelle C eine lothrechte 
Durchbiegung 50 erfahren, 
deren Grösse sich nach einem  
der in den §§ 1— 3 gezeigten 
Verfahren ermitteln lässt.
(Das gestrichelte Polygon in Fig. 129 sei die Biegungslinie der Gur
tung A C B ). Denkt man jetzt die Kräfte P  beseitigt und belastet den 
einfachen Balken A B  nur mit einer in C angreifenden, nach oben ge
richteten Last X ,  so wird der Punkt C im lothreehten Sinne um b 'X

Fig. 129.

Fig. 130.

*) Die Untersuchung von Fachwerken, welche erst entworfeu werden sollen, 
ist nur insofern umständlicher, als die statisch nicht bestimmbaren Grössen 
von den zunächst unbekannten Stabquerschnitten abhängen. Im allgemeinen 
wird man die Quersclmittsgrössen zuerst schätzungsweise annehmen, hierauf 
die X  und S  ermitteln, die erforderlichen Querschnitte bestimmen und im Falle 
grösserer Unterschiede zwischen den gerechneten und den geschätzten Quer
schnitten das ganze Verfahren wiederholen. Vereinfachend wirkt hierbei der 
Umstand, dass der Einlluss der Belastung auf die Grössen X  nur von dem gegen
seitigen Verhältniss der Querschnitte abhängt. Vergl. auch No. 74.
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gehoben, wobei 5' die mit Hilfe eines zweiten Verschiebungsplanes zu 
bestimmende lotbrechte Senkung bedeutet, welche C erfährt, sobald der 
einfache Balken A B  nur durch eine in C angreifende, lothrechte, ab
wärts  gerichtete Last von der Grösse 1 beansprucht wird. Sind nun 
die Stützen des in Fig. 128 abgebildeten Trägers vollkommen starr, so 
muss die lothrechte Verschiebung von C gleich Null sein, und es folgt 
hieraus die Bedingung: 50 —  5 ' X = 0 ,  aus welcher sich

ergiebt. Würde sich, bei nachgebenden W iderlagern, Punkt C gegen 
die relativ festliegend gedachte Gerade A B  in lothrechter Richtung um 
§„ nach unten verschieben, so wäre X  aus der Gleichung 50 —  5 ' X = 8 „  
zu berechnen. Nach Bestimmung von X  können die Spannkräfte S  in 
den Stäben des Balkens A G B  m ittels der Formel

S = S 0 —  S 'X
gefunden werden, unter S' die Spannkraft für den in Fig. 130 dar
gestellten Belastungsfall X  =  —  1 verstanden, und ganz ebenso erhält 
man die Stützenwiderstände: A =  A 0 — A 'X ', B  =  B 0 —  B 'X '.

Den Einfluss von Temperaturänderungen wird man stets gesondert 
bestimmen; man wird also die Verschiebung 50 des durch die Lasten P  
beanspruchten Balkens A B  (Fig. 129) unter der Voraussetzung ermit

teln, dass die Stäbe die Längenänderungen As0 =  erfahren, und
]i/l<

schliesslich wird man mit Hilfe eines dritten Verschiebungsplanes diejenige 
lothrechte Verrückung 5, feststellen, welche der Punkt C des einfachen 
Balkens A B  erfahrt, sobald sich die Stablängen um As, —  z t s  ändern. 
Der entsprechende Widerstand der Mittelstütze ist dann:

er erzeugt im Träger A C B  (Fig. 128)  die Spannkräfte: S, =  — S 'X t. 
Im Falle gleichmässiger Erwärmung sämmtlicher Stäbe ist 5, =  0, so
bald die drei Punkte A , B, C in derselben Wagerechten liegen.

Unsere Aufgabe ist hiermit gelöst. Die Auflösung leidet aber 
noch an einer W eitläufigkeit, die darin besteht, dass 50 für jeden zu 
untersuchenden Belastungsfall von neuem bestimmt werden muss. Diese 
Schwierigkeit lässt sich nun durch Anwendung des Maxwell’schen Satzes 
leicht heben. Bezeichnet man nämlich mit 5 die dem Knoten m ent
sprechende Ordinate der in Fig. 130 für den Zustand X =  —  1 ge
zeichneten Biegungslinie, so darf man schliessen: Eine in C angreifende 
lothrechte Last Eins senkt den Punkt in um 5,„, und es wird daher 
eine in m angreifende Last Eins den Punkt C ebenfalls um 5' senken
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und eine Last P m wird auf die Senkung 50 den Einfluss b0 = P mh'm 
ausüben. Daraus folgt aber

=  P i i '  i +  P , i \  +  • • • +  P - V -  +  • • • * )
und es ist daher der Einfluss der Lasten P  auf X

X  =  - ^ [ P 1h \  +  P25's +  . . . +  P ~ S'- +  • . . ]  =  57- 2 P J ' . .

Man darf aussprecben:
Die für den Zustand X —  —  1 gezeichnete Biegungslinie der 

zur Aufnahme der Lasten bestimmten Gurtung ist die Einflusslinie 
für X . Der Multiplikator dieser Linie ist =  1 1 h'.

57. U n ter su ch u n g  e in e s  F a ch w er k b o g en s m it  K äm p ferge
len k en  u n d  oh n e S c h e ite lg e le n k , Fig. 131.  Der Träger sei durch 
beliebig gerichtete Lasten 
P  beansprucht. Die an den 
festen Auflagergelenken A  
und B  angreifenden Wider
stände seien in die zur Ge
raden A B  rechtwinkligen 
Seitenkräfte A  und B  und 
die in die Gerade A B  fal
lenden Seitenkräfte C und 
X  zerlegt.

Wird X  =  0 ange
nommen, wird also das feste 
Auflagergelenk durch ein 
in der Richtung A B  be
wegliches Lager ersetzt, so 
geht das Fachwerk in ein 
statisch bestimmtes über 
(Fig. 132). Die A uflager
kräfte A0, B0, C0 und die 
Spannkräfte S0 lassen sich 
für diesen Zustand leicht 
angeben.

Um X  zu ermitteln, 
wird das erhaltene statisch 
bestimmte Fachwerk mit 
einer Kraft X = — 1 belastet (Fig. 133), welche die Spannkräfte S' und 

S's
Aenderungen (A s )'=  — — der Stablängen hervorruft; dann wird für 

A l1
diese Angriflsweise ein Verschiebungsplan gezeichnet.

*) Vergl. auch Seite 138.
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Dieser Plan möge für den Punkt B  die zu A B  parallele Ver
schiebung B" B' =  5" liefern und für irgend einen Knotenpunkt m  die 
Verschiebung m 'm .  Bezeichnet h j  die Projektion der Strecke in ’in 
auf die Richtung von P m, so folgt:

Eine in B  und im Sinne A B  angreifende Kraft 1 verschiebt den 
Punkt m im Sinne von Pm um 5 ^ , und es wird deshalb eine in m 
angreifende Last P m =  1 eine Verlängerung der Stützweite A B  =  l 
um h'„ verursachen und eine Last P„, eine Verlängerung um Pmh'm. 
Da nun eine von B  nach A  gerichtete Kraft X  eine Verkürzung von 
A B  um X&" herbeiführt, so beträgt die Aenderung von l im ganzen:

A l =  2 P mh'm —  X i ' .

Hieraus folgt aber für das Bogenfach werk in Fig. 131 für den Fall
unbeweglicher Widerlager (d. h. für A l —  0):

v _  2 PmS'm 
A -  — ^

Geben die Widerlager nach und verschiebt sich hierbei B  gegen A 
um 5„, so ändert sich X  um einen Werth A X ,  der durch die Gleichung

§„ =  —  A X h'

gegeben ist. Den Einfluss X ,  einer Temperaturänderung findet man. 
indem man die Aenderungen Ast =  s ts  der Stablängen berechnet, die 
hierdurch bedingte Vergrösserung 5, der Strecke A B  mit Hilfe eines 
Verschiebungsplanes bestimmt und die Bedingung 0 =  5, —  X 5 '  auf
stellt. Es ergiebt sich:

5 5
A X  —  —  1 und X ,  =  1 - ~ r  • 

o o

Bei gleichmässiger Erwärmung ist 5, =  s,tl.
Sobald X  bekannt ist, können sämmtliche Spannkräfte S  des Bogen

fachwerks mittels der Formel

S = S 0 — S ' X

berechnet werden. Für die Stützenwiderstände erhält man: A  =  A0, 
B =  B 0, C —  C0 -j- X .

58. D er B in d er  e in e s  F re id a eh es  (Fig. 134) sei bei B  und G 
mittels fester Auflagergelenke und ausserdem noch durch eine Stange 
A D  gestutzt, welche bei D  gelenkartig mit dem Widerlager ver
bunden ist.

Der Träger wird statisch bestimmt, sobald der Stab A D  (dessen 
Spannkraft =  X  sei) weggenommen wird. Für diesen Zustand X  =  0 
werden die Spannkräfte S0 ermittelt und hierauf wird der Verschiebungs
plan für den in Fig. 136 dargestellten Zustand X  —  — 1, dem die
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Spannkräfte S ' entsprechen mögen, aufgezeichnet.*) Die Verschiebung 
von A  sei dargestellt durch den Polstrahl O A , diejenige von m durch 
Om. Die Projektion von OA' auf die Richtung von A D  sei 5' (positiv 
im Sinne der in Fig. 136 angenommenen 
Kraft 1), diejenige von Om  auf P,„ sei 
h'm (positiv im Sinne von P,„). Dann kann 
wie in der vorigen Aufgabe mittels des 
Maxwell’schen Satzes die Beziehung ge
funden werden:

M  =  2 P mb'm —  X h',

wo l die Länge des Stabes A D  bedeutet.
Besitzt dieser Stab den Querschnitt F 1 
und die Elasticitätsziifer E 1, so ist seine 
durch die Spannkraft X  hervorgebrachte 
Längenänderung:

E XF X ’

und man erhält schliesslich für X  den 
Werth:

2

E 1F 1

Wird noch der Einfluss einer Aende- 
rung der Temperatur gesucht, so be
stimmt man mit Hilfe eines zweiten Ver
schiebungsplanes die von den Aenderungen 
As =  e is  herrührende gegenseitige Ver
schiebung 5, des Punktepaares A, D  und stellt die Bedingung auf:

M  =  5, —  X th\ 

in welche für Al jetzt der Werth:

X ,l

Fig. 134—136.

M :
E \F X

einzusetzen ist, unter ex und tx die Ausdehnungsziffer und die Tem- 
peraturänderung des Stabes A D  verstanden. Man findet:

*) Beispielsweise nach dem in No. 32 angegebenen Verfahren.
M ü l l e r - B r e s l a u ,  Graphische Statik. II. 1. {0
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59. U n te rsu c h u n g  des in  F ig . 187 d a rg e s te llte n  D ach stu h ls  
e in e r  d re isch ifü g en  H a lle . Bei A  ist ein festes, bei B  ein auf wage
rechter Bahn bewegliches Auflagergelenk angeordnet. CD  und E F  sind 
Säulen mit Kopf- und Fussgelenken (sogenannte Pendelsäulen oder 
Schwingstützen). Die lothrecht wirkenden Widerstände X a und X b der 
Säulen sollen als die statisch nicht bestimmbaren Grössen eingeflihrt 
werden; ihre Angriffspunkte erhalten die Ordnungsbuchstaben a und b.*)

Den Zustand X a =  0, X b =  0 (den wir kurz den Zustand X  =  0 
nennen wollen) zeigt Big. 138;  die Zustände X a —  —  1 und X b =  —  1 
sind in den Figuren 139 und 140 dargestellt worden. In allen drei 
Fällen handelt es sich um die Untersuchung eines einfachen Fachwerk
balkens A B ;  die Stützen widerstände und die Spannkräfte (>S'0, Sa, Sb) 
lassen sich also leicht ermitteln. Ist dies geschehen, so werden die von 
den Spannkräften Sa und Sb sowie von Temperaturänderungen t  hervor
gerufenen Längenänderungen

Sas Sbs
~FPF ’ A S i = = W  * * < = * * »  

berechnet und die durch diese As verursachten Verschiebungen der Kno
tenpunkte ermittelt.

Der erste dieser Pläne liefert:
5ma=  Verschiebung von m im Sinne von P,„**) in Folge X a — —  1
8CTn --------  )) 11 ^ Ii II II  ̂ 1" ) II ^

  ii 11 ,, ,, ,, A 1 ,, A «  1.

Der zweite Plan liefert:
5,„i, =  Verschiebung von m im Sinne von P„  in Folge X b —  — • 1

—  ji ii 0- ii , ,  , ,  A„ 1 ,, X b 1
8bb —  ii  b ., , ,  ,, A $  1 ,j A& - - 1,

der dritte Plan endlich:
8ml =  Verschiebung von m  im Sinne von Pm in Folge der t
8ai ---  ii 11 d 11 ’! 11 A„ 1 ii f

   II »i 8 • I ii II A & = 1 ,1 t
(Nach dem Maxwell’schen Satze muss sich 5o6 ==. 8Ja heraussteilen, eine
Bedingung, die zur Prüfung der Zuverlässigkeit der Zeichnung benutzt 
werden kann).

*) W ir wählen je tz t dieselben Bezeichnungen wie in der Einleitung.
**) Abgekürzte Ausdrucksweise an Stelle von: 5„a —  Projektion der Ver

schiebung von m  auf die Eichtung von P„,, positiv im Sinne von P,„. Zu be
achten ist, dass der zweite Buchstabe des an S gesetzten Doppelzeigers stets 
auf die Ursache der Verschiebung hinweisen soll und mit dem Zeiger der Be
lastung X  iibereinstimmt.

f)  Diese Verschiebung wird also positiv gezählt im Sinne der in  a  (Fig. 139) 
angenommenen Last 1.
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Die Gleichungen zur Berechnung der X  ergehen sich nun wie folgt.
Die auf das Fachwerk A B  wirkenden Belastungen P m, X„, X b werden 

im Verein mit Temperaturänderungen t und etwaigen anderen Ursachen 
(z. B. Bewegungen der Widerlager A  und B) die Punkte a und b im 
Sinne X a —  —  1 und X b —  —  1 um Strecken 5„ und hb verschieben, 
welche geradlinige Funktionen der P, X„, X b, t sind*) und sich auf die 
Form bringen lassen:

—  2 P m5„,„ —  X„5a„ —  -f- 5a, -f-
5, =  2 P .A *  —  Xahba — X A * +  54i +  5t„,

wobei die Grössen 5a„ und den Einfluss jener „anderen Ursachen“ 
zum Ausdruck bringen. Die Koefficienten der X  sind bereits vorhin 
erklärt worden (haa ist z. B. der W erth, den 8„ annimmt, wenn nur

Fig. 137 u. 138. Fig. 139 u. 140.

die Ursache X„ =  —  1 wirkt) und ganz ebenso lassen sich die ba,„ und 
deuten, welche bezw. den Einfluss von P m—  1 auf 8„ und bb darstellen.

Nun ist aber nach dem Maxwell’schen Satze die Verschiebung 5om 
welche a im Sinne X a =  —11 und in Folge der Last P,„ —  1 erfährt, ebenso 
gross wie die Verschiebung 5mo von m im Sinne von Pm, hervorgerufen 
durch X a= — 1, und in g le ich erw eise  ergiebt sich =  5m6, so dass 
obige Gleichungen übergehen in

Sa == 2 P m8„.a   X 0800   X bh„b -(- Sai “f-  5a,a
Sj — 2 P m S„,J -AAa   Xbhbb -j- Sj, -j- 5j„.

*) Diese Eigenschaft ist in der Einleitung erörtert worden; sie folgt aber 
auch ohne weiteres aus den Untersuchungen in den §§ 1—3; denn zwischen 
den auf feste Richtungen projicirten Verschiebungen S und Äs bestehen nur 
Beziehungen ersten Grades, ebenso zwischen den As und den Lasten.

1 0 *
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Die auf der rechten Seite stehenden 8 sind mit Ausnahme der &„ K 
und Sj«, durch die vorhin angeführten drei Verschiebungspliine bereits 
bestimmt; für 8„ und S4 sind die lothreehten Verschiebungen der Stütz
punkte a und b einzuführen.

Setzen wir bei A  und B  starre Widerlager voraus, nehmen wir 
ferner an, dass weitere Ursachen, welche „Störungsglieder“ 5au>, 8*«, 
erzeugen, nicht vorhanden sind, so ist 8„„ =  0 . 8 ,̂,, =  0. Vernach
lässigen wir noch die Zusammendrückung der Grundpfeiler der Säulen 
und des Baugrundes, so ist 8„ gleich der Verkürzung der durch X„ auf 
Druck beanspruchten Säule CD , vermindert um die Verlängerung, welche 
diese Säule in Folge der Temperaturerhöhung erführt.*)

Es ergiebt sich:
? a , ,

~ ~ E J A ,  e“ a

worin Ea, F„, ta, £a, ha bezieh, die Elasticitätsziffer, den Querschnitt, die 
Temperaturerhöhung, die Ausdelinungsziffer für t —  1 0 und die Länge 
der Säule CD  bedeuten: und ebenso folgt:

s _  -Xi*» # ,
1 —' 1 7~i?--------tbh'h-E bv b

Jetzt können die Grössen X a, X b aus den beiden für 8„ und bk 
abgeleiteten Gleichungen berechnet und hierauf die Spannkräfte:

S  —  S0 —  S„Xa —  St X b.
bestimmt werden.

6 0 . U eb u n g sa u fg a b en . Der im vorstehenden Beispiele einge- 
sehlagene W eg führt bei jedem statisch unbestimmten Fachwerke, 
welches sich durch Beseitigung von überzähligen Stäben und Auflager
bedingungen in ein statisch bestimmtes verwandeln lässt, zum Ziele. 
Treten mehrere statisch nicht bestimmbare Grössen X a, X b, X c, . . . auf, 
so erhält man:

*) Es ist streng darauf zu achten, dass bei der Untersuchung des Ein
flusses der Bewegungen der Stützen auf die Glieder 5au, und Sb„ nur die Wi
derlager des statisch bestimmten Trägere (hier der einfache Balken A b )  in 
Betracht kommen; die X a und Xb sind gewissermassen L asten , welche ausser 
den P  auf diesen statisch bestimmten Träger wirken. Die Bewegungen der 
überzähligen Stützenpuukto (C und E) werden bei Aufstellung der Bedingungen 
berücksichtigt, denen die Verschiebungen S0 und 8& schliesslich unterworfen wer
den. Als weitere Ursachen von Störungsgliedern Sa„ und 8 t kommen in Wirk
lichkeit nu r noch künstliche Anspannungen und unrichtige Ablängungen von 
Stäben in Betracht; diese lassen sich aber nach Seite 36 bei W ahl der Tem
peraturen t berücksichtigen. In der Regel werden die Glieder und Sta-ge
strichen , da sie sich schwierig schätzen lassen. Vergl. auch Seite 22 den 
letzten Absatz.
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5a =  2 P mSma —  X ahaa —  X 48o6 —  X„hac 
5j =  2 P m bmb —  X A „  —  X 45 „  —  Xc54c 
5C =  2 P M5,„* —  X .8 . .  —  X 45<4 —  X A .

—  . . • . +  5„, -)- 5„„
—  . . . .  —f— St* —f- 54„
—  8e, -)- 8C„

Die als Coefficienteu der P  und X  auftretenden 5 sind bestimmt, 
sobald die den Belastungszuständen X a =  —  1, X b — —  1, X e—  —  1 . . .  
entsprechenden Verschiebungen der Knotenpunkte ermittelt worden sind.

^ ¿ lX jA w l / X 1X IX
oy

C

Fig. 141.

Stf.
w

XXXX
Fig. 142.

Die 5a„, S4„, 5Ck. . . . werden in der Regel =  0 gesetzt. W ill man 
sie berücksichtigen, so beachte man, dass (nach Seite 35) 8air —  —  L a, 
5(,„ =  —  L b, . . . ist, wobei L a die virtuelle Arbeit der Stützenwider
stände des statisch bestimmten Hauptnetzes für den Belastungszustand 
X„ =  — 1 ist, L b für den Zustand X 4 =  — 1, u. s. w. Die 50, 54, 
5„. . . werden schliesslich gewissen Bedingungen unterworfen und hierauf 
werden die Gleichungen (I) aufgelöst. Dem Leser w ird empfohlen, an 
dieser Stelle das in der Einleitung vorgeführte Beispiel noch einmal an der

Fig. 143. Fig. 144.
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Hand des Maxwell’sehen Satzes durchzugehen und dann die in den Fi
guren 141 bis 145 abgebildeten Fachwerke in derselben Weise zu behandeln. 
Welche Grössen als statisch nicht bestimmbar einznftihren sind,  ist in 
den Figuren angegeben worden. Feste Auflagergelenke sind mit {ft) 
bezeichnet.

61. U eb er  d ie  W a h l d er G rössen  X .  In der Regel wird es 
nicht schwer fallen, diejenigen Spannkräfte und Stützenwiderstände 
eines statisch unbestimmten Fachwerks herauszufinden, welche zweck
mässig zu den mit Hilfe von Elasticitiitsgleichungen zu bestimmenden 
Grössen X  gewählt werden. Vor allem wird man danach streben, dass 
das statisch bestimmte Fachwerk, welches durch Beseitigung der als 
überzählig bezeichneten Stäbe und Auflagerbedingungen gewonnen wird, 
möglichst einfach ist. So leuchtet z. B. ohnes weiteres ein, dass die in 
No. 57 durchgeführte Verwandlung des Bogens mit zwei festen Ge
lenken in ein Fachwerk mit einem festen und einem beweglichen Ge
lenke zweckmässiger ist als die Verwandlung in einen Bogenträger mit 
drei Gelenken, zu welcher man durch Wegnahme eines Gurtstabes ge
langt wäre; denn die Darstellung der Formänderung ist für diesen 
Bogenträger etwas umständlicher als für das Fachwerk in Fig. 132.

Sodann ist hervorzuheben, dass nicht jeder Stab und jede Auf
lagerbedingung eines statisch unbestimmten Fachwei-ks als überzählig 
bezeichnet werden dürfen. W ollte man z. B. bei dem in Fig. 146 ab
gebildeten sichelförmigen Bogenträger, dessen Gurtstäbe E G  und J F  
sich in einem Punkte C der Geraden A B  schneiden, die Spannkraft 
des Schrägstabes E F  zur Grösse X  wählen, so würde man mit X =  0 
einen Bogenträger mit einem Gelenkviereck erhalten, der zwar im 
allgemeinen steif, im vorliegenden Sonderfalle aber von unendlich 
kleiner Beweglichkeit wäre, da die drei Punkte A, C, B  in dieselbe 
Gerade fallen. Dass E F  ein nothwendiger Stab ist, mithin nicht 
entfernt werden darf, erkennt man auch, wenn man die Spann
kraft D  des Stabes E F  mittels des Ritter’schen Verfahrens berechnet,
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d. 1). die Summe der auf den Drehpunkt C bezogenen Momente 
der am Triigertheile links vom Schnitte t t  angreifenden Kräfte =  0 
setzt. In dieser Gleichung kommen ausser D  nur noch die Lasten 
P1, P2 und der Stutzenwiderstand A  vor, und für den letzteren findet

'S, Pb
man aus der Momentengleichung fUr den Punkt B  den Werth A —  —-— ,

so dass für D  ein nur von den Kräften P  abhängiger Ausdruck er
halten wird, der nur bei ganz bestimmter Lastvertheilung verschwindet.

Ein besonders lehrreiches Beispiel bietet der Träger in Eigur 147*),  
welcher drei feste Auflagergelenke A , B, C und zwei Mittelgelenke D  
und E  besitzt und einfach statisch unbestimmt ist. Er sei so geformt, 
dass sich die Geraden A D  und C E  in einem Punkte F  der Senkrechten 
durch B  schneiden.

Sind die Scheiben I und II 
unbelastet, so gehen die Wider
stände der Stützen A  und C be
ziehungsweise durch die Gelenke 
D und E. Zerlegt man nun den 
Widerstand der Mittelstütze in 
die senkrechte Seitenkraft B  und 
in die wagerechte IP, und be
lastet die Scheibe III m it einer 
Kraft P , so erhält man (mit den in die Figur eingetragenen Hebel
armen h und r) die Gleichgewichtsbedingung

H h  =  P r

und erkennt, dass H  im allgemeinen nicht =  0 gesetzt werden darf; 
und in der That führt die Beseitigung der wagerechten Stützung des 
Punktes B  zu einem Fach werke, welches zwar die erforderliche Anzahl 
von Stäben und Auflagerbedingungen besitzt, trotzdem aber verschieb
lich ist, wie am sichersten und einfachsten mit Hilfe der im Band I Ab
schnitt X III eingeführten Figur F ’ nachgewiesen werden kann. Zu diesem 
Zwecke ersetzen wir zunächst die steifen Scheiben I, II und III, deren 
Gestalt für die anzustellende Untersuchung gleicbgiltig ist, durch ein
facher geformte, nämlich I und II durch je einen Stab und III durch 
ein Dreieck (Fig. 148);  sodann verbinden wir jedes feste Auflagergelenk  
durch zwei Stäbe und das bewegliche Auflagergelenk durch einen in die 
Richtung des Stützenwiderstandes B  fallenden Stab mit dem die Ge- 
sammtheit der Widerlager vorstellenden Dreiecke I I J K  und erhalten 
auf diese Weise ein sehr leicht zu übersehendes Fachwerk. Dass sich

*) Vergl. auch Fig. 143, Seite 149.
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nun für dieses Stabgebilde eine Figur (F') zeichnen lässt, welche der 
Fachwerksfigur (F ) unähnlich ist, lehrt ein Blick auf die Abbildung 
148*);  und damit ist bewiesen, dass jenes Fachwerk beweglich ist. 
Die Beweglichkeit ist allerdings —  starre Stäbe vorausgesetzt —  eine
unendlich kleine, der Träger ist aber in Folge dessen unbrauchbar.

Es möge schliesslich noch darauf 
,/fF hingewiesen werden, dass im allge-

1—-/F ' meinen ein statisch unbestimmtes Facli-
werk mit Hilfe der Figur F ' auf B e
weglichkeit untersucht werden muss, 
noch ehe auf die Frage, welche Grös
sen mit X  zu bezeichnen sind, ein
gegangen wird; denn es kann V o r

kommen, dass die Beweglichkeit nicht 
Fig. 143. erst durch Beseitigung von Stäben oder

Auflagerkräften herbeigeführt wird, 
sondern_schon vorher besteht. Beispiele hierfür bieten die Figuren 149 
und 150. Erstere stellt ein ebenes Stabgebilde von endlicher Beweg
lichkeit vor, was leicht zu erkennen ist, weil das Gebilde aus der Form 
a  in die Form b gebracht werden kann, und letztere zeigt ein ebenes

Fig. 149.

Fachwerk, welches selbst dann von 
unendlich kleiner Beweglichkeit 
sein würde, wenn sämmtliche Stäbe 
starr wären; denn die Scheibe 
1 —  2 —  3 —  4 kann sieh so lange um den Punkt C, in welchem die 
Achsen der an der Scheibe angreifenden Stäbe Zusammentreffen, drehen, 
bis jene Achsen nicht mehr durch einen Punkt gehen, was nach einer 
unendlich kleinen Drehung der Scheibe der Fall sein wird. Bezüglich

*) Die Punkte A \  C \ H \  J \  K '  wurden beziehw. mit A, C, H, J , K  zu
sammenfallend angenommen.
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der Stabgebilde von unendlich kleiner Beweglichkeit verweisen wir 
noch auf die in der Einleitung, Seite 3 7 , angestellten Betrachtungen. 
Dort wurde gezeigt, dass bei solchen Fachwerken die Vernachlässigung 
der Längenänderungen der Stäbe nicht erlaubt ist, auch hervorgehoben, 
dass derartige Stabwerke als Träger ungeeignet sind.

b. Vereinfachung der mittels des Maxwell’schen Satzes abgeleiteten 

Elasticitätsgleichungen.

62. A llg e m e in e s . Die Elasticitätsbedingungen I auf Seite 149  
(s. auch Seite 35, Gleich. 35) lassen sich stets so umformen, dass in 
jeder Bedingung nur eine Unbekannte X  vorkommt, welche dann ohne 
weiteres aus dieser Gleichung berechnet werden kann. Um dies zu er
reichen, muss man die statisch nicht bestimmbaren Grössen so wählen, 
dass alle diejenigen Coefficienten 8 der X  verschwinden, welche einen 
aus zwei verschiedenen Buchstaben gebildeten Zeiger haben, nämlich: 

8 â, 8oc 5ea, bbe u. s. f.
Es ergeben sich dann die einfachen Beziehungen:

(II)
8a =  2  P,„5ma —  X a8aa +  +  8a
5, =  S P m bmb —  X bhbb +  5if +  54

Diese Umformung bezweckt nicht allein die Umgehung der an und 
für sich einfachen Aufgabe, Gleichungen m it mehreren Unbekannten auf- 
zulösen, sondern auch die Vermeidung grösserer Fehler, die bei An
wendung der Bedingungen (I) meistens unausbleiblich sind, sobald die 
Verschiebungen 5 auf zeichnerischem W ege ermittelt werden. L iegt 
beispielsweise ein zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk vor, für 
welches der Einfluss einer Einzellast P,„ auf die Grössen X a und X b an
gegeben werden soll, so hat man (wenn 8a =  0 und =  0 sind):

0 —  P,„hmâ  A a8aa A j5aj
0 PJ>mb 4,56» X bhbb

und hieraus:

4>_  5ma8jj b„bhab Aj   8mt5aa 8„,a5ta
-£»• Saa84i 8a62 P„, 8aa8ü, 8a62

Man erhält also, falls die Glieder, aus denen die vorstehenden Brüche 
bestehen, positiv sind, die X : P  als Verhältnisse von Unterschieden 
und kann schon bei geringen Zeichenfehlern zu ganz unrichtigen Er
gebnissen gelangen. Wurden z. B. für Zähler und Nenner von X„ : P,„ 
die Werthe 151, 87 —  149,12 =  2,75 und 223,81 —  220 ,58  =  3,23
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anstatt der genaueren: 151,58 — 149,34 =  2,24 und 224, 67 —  220, 68  
=  3,99 erhalten, so findet man

Y 2 75 X  2 ?4
^  =  —1— == 0 , 8 5  statt —  =  — — == ° . 5 6 >Pm 3,23 P m 3,99

bekommt also trotz den geringen Fehlern in den einzelnen Zahlen einen 
um 52 °/0 zu grossen Werth X a : P m.

Nach den Erfahrungen des Verfassers empfiehlt sich die Anwendung 
der Gleichungen (I) bei mehrfach statisch unbestimmten Fachwerken nur 
dann, wenn die Verschiebungen 8 durch Itechnung ermittelt werden 
und zwar auf mehrere Decim alstellen, die erst nach Bestimmung der 
X  zum Theil abzuwerfen sind. Meistens kommen nur parallele Lasten 
in Betracht, in welchem Falle nur die Berechnung von Biegungslinien 
nach dem in No. 49 gelehrten Verfahren verlangt wird.

Entscheidet man sich aber für die Anwendung von Verschiebungs
plänen, so forme man die Gleichungen (I) auf die im folgenden ge
lehrte Weise in II um. Dabei wird sich zeigen, dass diese Umwand
lung bei Fachwerken von niedrigerem Grade statischer Unbestimmtheit 
(und diese kommen ja fast allein vor) sehr einfach ist. Je grösser die 
Anzahl der X, desto umständlicher wird es, die Gleichungen (II) her
beizuführen.

Vorausgeschickt werde noch, dass in den nachstehenden Unter
suchungen die X  entweder Einzelkräfte oder Momente von an starren 
Scheiben angreifenden Kräftepaaren bedeuten. Im ersten Falle bezeichnet 
das zugehörige 8 eine Verschiebung, im zweiten einen (im Bogenmaass 
ausgedrückten) Drehungswinkel. Ist also z. B. X a eine im Punkte a an
greifende Einzelkraft, so bedeutet 8„ die Projektion der Verschiebung 
von a auf die Richtung X a. Stellt X a das Moment eines an einer 
starren Scheibe [a] angreifenden Kräftepaares vor, so giebt 8„ den
W inkel an, um den sich die Scheibe [«] dreht. Die 8„, 84, . . . werden
in entgegengesetztem Sinne positiv gezählt wie die zugehörigen Grössen X. 
Bezüglich der übrigen Bezeichnungen verweisen wir auf Seite 35 (vgl. 
auch No. 59). Greifen zwei Einzelkräfte X r, X s an demselben Punkte 
an, so wählen wir für diesen den Buchstaben r  oder s ,  je nachdem
wir den Punkt als den Angriffspunkt von X r oder von X ,  besonders
ins Auge fassen.

Schliesslich machen wir darauf aufmerksam, dass in den folgenden 
Beispielen bei unverschieblichen Widerlagern mit den Grössen &„„, 8t„ , . . .  
auch stets die &„, &6, . . .  verschwinden, so dass sich für den Einfluss 
der Lasten P  auf die Grössen X  die Formeln ergeben:

S P .  K. ~  S,„4
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Fig. 151.

und für den Einfluss von Temperaturänderungen die Ausdrücke:

(IV) Xai = 1 - ^ - ;  Xb, =  1 ~ ± ‘- ,  . . . .
°aa *bb

63. D a s zw e ifa c h  statisch, u n b estim m te  P o ch w er k . Als statisch 
nicht bestimmbare Grössen lassen sich hier stets zwei in einem und 
demselben Punkte angreifende Einzelkräfte X„ und X b einfübren. Die 
Gleichungen II gelten, sobald hba =  hab —  0 ist. Um dies zu er
reichen, nehme man die Richtung von X a willkürlich an, bestimme die 
Verschiebung a a lt  welche a in Folge des Be
lastungszustandes X a= - —-1 erleidet und nehme 
X t rechtwinklig zu aal an. Dann wird hba —  0 , 
denn es bedeutet hbii die Verschiebung, welche 
b in der Richtung X b erfährt, wenn nur die 
Ursache X a— — 1 wirkt. Trägt man nun den 
Verschiebungsplan für den Zustand X b— — 1 
auf, so muss sich bei sorgfältiger Zeichnung 
für den Punkt b eine zu X a rechtwinklige 
Verschiebung bbi ergeben, denn sobald 5ia =  0 
ist, muss auch 5oi= 0  sein, weil =  5„ & ist.

1. Beispiel.
Der in Fig. 152 dar
gestellte, über zwei 
Oeffnungen gespannte 
Bogenträger, welcher 
bei A und C feste, bei 
B ein bewegliches Auf
lagergelenk besitzt, ist 
zweifach statisch unbe
stimmt. Als Grössen X  
sollen die nach festen 
Richtungen wirkenden 
Seiten kräfte X„und X b 
des in A  angreifenden 
Stutzen Widerstandes 

eingeführt werden. Im 
Falle JVa= 0  u. X b— ■ 0 
geht der Träger in 
einen statisch bestimmten Balken mit den Stützen B  und C und einem 
auskragenden Arme B A  Uber, Für diesen Balken wird nach willkür
licher Wahl der Richtung von J ,  der dem Zustande X a— — 1 ent
sprechende Verschiebungsplan gezeichnet, welcher für a die Verschiebung 
o«! und für irgend einen Knoten m die Verschiebung m m 1 ergeben

Fig. 152. 153. 154.
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möge. Nun wird X b rechtwinklig zu a a l angenommen und der Ver
schiebungsplan für X b — — 1 aufgetrageu; derselbe liefert für den 
Punkt b eine zu X a rechtwinklige Verschiebung bb2 und für m die Ver
schiebung mm2. Nach Bestimmung der in die Figur 152 eingetragenen 
Projektionen 5„a, hbb, 5ma, bmi, (von denen 5,„„ negativ ist) erhält man 
den Einfluss von Pm:

Wird sämmtlichen Stäben die gleiche Temperaturünderung t zuge
schrieben, und liegen A , B, C in einer zur Bahn des Lagers B  paral
lelen Geraden, so erfährt der Endpunkt A  des Balkens A B C  in Folge t 
eine wagerechte Verschiebung von der Grösse z t l  (wo l =  A C ), deren 
Projektionen auf die Richtungen von X a —  —  1 und X b —  —  1 be
ziehungsweise 5a, =  z t l  und 56( =  e<Zcos9  sind (wo 9  den Neigungs
winkel von X b gegen die W agerechte bedeutet) und es ergiebt sich 
deshalb:

2 .  B e i s p i e l .  Der Fachwerkbogen in Fig. 155 ist bei A  und B  
fest gelagert und besitzt einen überzähligen Stab CD-, er ist also zwei
fach statisch unbestimmt. Wir verwandeln das feste Gelenk in ein be
wegliches, denken uns aus dem Stabe C D  ein Stück E F  herausge
schnitten, führen die Punkte E  und F  in der Geraden C D , fügen die

starren Stäbe E G , F G , G H  und A H  hinzu und bringen in H  zwei 
Kräfte X a und X b an, welche wir so bestimmen, dass die gegenseitige 
Verschiebung des Punktepaares C D  ebenso gross wird wie die Längen
änderung des überzähligen Stabes und dass ferner (unbewegliche Widerlager 
vorausgesetzt) die Verschiebung des Punktes A den Werth N ull annimmt. 
Dann stimmen die Spannkräfte der Träger in den Figuren 155 und 156 
miteinander überein. Die Spannkraft des Stabes A H  giebt den wage
rechten Widerstand des festen Auflagergelenks A  an. Zu beachten ist,

 ̂ e i l  cos 9

Fig. 155. Fig. 156.
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dass G JI \_ C D  und [_  E G H —  [_  F G I I  sein muss, damit sich für 
die Stäbe C E  und F D  gleich grosse Spannkräfte ergeben; auch em
pfiehlt es sich, den Stäben C E  und F D  Querschnitte F ', F"  und Tem
peraturänderungen t', t" zuzuschreiben, welche zur Folge haben, dass die 
Summe der Längenänderungen von C E  und F D  gleich der Längen
änderung des überzähligen Stabes CD  ist. Entsprechen dem letzteren 
daher die W e r th e i1, t und ist C D  —  s, C E  =  s , F D  =  s", so muss 
sein:

F
— und t' s -f- f s "  =  ts.

Es wird dann ausser der Verschiebung des Punktes A  die gegen
seitige Verschiebung des Punktepaares E F  gleich Null gesetzt und hier
aus S„ —  0 , 6t =  0 gefolgert. W ählt man nun nach willkürlicher An
nahme der Richtung von X a, die Kraft X b rechtwinklig zu der Ver
schiebung, welche a in Folge von X« =  — 1 erfährt, so gelten wie 
vorhin die Gleichungen:

'SD m° . Y    p  fnb■ »l e 1 m
o„,

X .

Schreibt man sämmtlichen Stäben die gleiche Temperaturänderung t 
zu (mit Ausnahme der Stäbe C E  und F D ,  für welche t' bezieh. t’r 
anzunehmen sind) so erhält man wie im vorigen Beispiele:

e i l    i t l  cos 9
 ̂ i -A-i,f 1

o„
X . ,  ----- 1 ; X h

Das Minuszeichen ist erforderlich, weil X h jetzt einen anderen Richtungs
pfeil besitzt.

3 . B e i s p i e l .  Träger 
mit einem festen und drei 
beweglichen Auflagergelen
ken, Fig. 157. Das Ver
fahren ist in der Abbildung 
angegeben worden. Die 
Stäbe A E  und C F  sind 
rechtwinklig zu den Bahnen 
der Auflager A  und C\ ihre 
Endpunkte E  und F  werden 
in den Richtungen A  AJund 
CF  geführt.

.64. D as d re ifach  s ta 
tisch u n b e s tim m te  F a c h w e rk . Man schliesse an das statisch be
stimmte Fachwerk, in welches das unbestimmte in Folge Beseitigung der-
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überzähligen Stäbe und Auflagerbedingungen übergebt, auf irgend eine 
Weise eine starre Scheibe an und belaste diese mit einem Kräftepaare, 
dessen Moment =  X a ist, ferner mit zwei in demselben Punkte (b, c) 
angreifenden Einzelkräften X b und X c. Hierauf nehme man die Werthe 
5« (Drehungswinkel der Scheibe), hb (Verschiebung von b im Sinne 
X b = — 1) und (Verschiebung von c im Sinne X c = — 1) so an, 
dass die an der Scheibe angreifenden Kräfte auf das statisch bestimmte 
Fach werk genau dieselbe Wirkung ausüben, wie die beseitigten über
zähligen Glieder. W ählt mau nun den Pol, um den sich die Scheibe 
in Folge des Belastungsfalles X a —  —  1 dreht, zum Angriffspunkte von

X b und X c) so erzielt man, dass 
hba =  0 und 5e0 =  0 wird, und 
es müssen sich dann bei sorg
fältiger Zeichnung oder Rechnung 
die Drehungswinkel 5ni, und hac, 
welche die Scheibe in Folge 
X b= - — 1 und X e= — 1 erfährt, 
ebenfalls =  0 ergeben. Nimmt 
man schliesslich, bei willkürlich 
gewählter Richtung von X b, die 
Richtung von X c rechtwinklig zu 
der Verschiebung an, welche der 
Punkt (b, c) in Folge der Ursache 
X b— — 1 erfährt, so wird bcb —  0 
und damit auch 5*J =  0 , und es 
gelten dann die Gleichungen II.

1 .  B e i s j n e l .  Liegt der in 
Fig. 159 dargestellte, in der 
Regel als Fachwerkbogen mit ein
gespannten Enden bezeichnete Trä
ger vor, so ersetzt man das linke 
Widerlager durch die starre 
Scheibe A B L  und den nach Lage 
und Grösse vorläufig unbekannten 
Kämpferdruck K  durch ein Kräfte
paar mit dem Momente X a und 
durch zwei nach festen Richtungen 
wirkende Einzelkräfte X b und X c. 

Hierauf zeichnet man den Verschiebungsplan für den Belastungszustand 
X a =  —  1, indem man in A  und B  zwei entgegengesetzt gleiche im

e von einander wirkende, parallele Kräfte von der Grösse —

F l g .  159 , 160 , 1 6 1 , 162 , 163.

Abstande
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anniinmt, Gestimmt die Verschiebungen A A 1 und D D l von A  und B 
und wählt hierauf den Angriffspunkt L  von X b und X c so, dass L A  | A A , 
und L B  J_ B B y ist. Dann ist L  der Drehpol der Scheibe für den Zu
stand X a =  —  1 ; es ergiebt sich =  0, bea =  0 und deshalb auch 
8. » = 0 , bac =  0 .

Die Richtung von X b wird willkürlich gewählt und die Richtung 
von X c rechtwinklig zu der Verschiebung angenommen, welche L  in 
Folge X b =  —  1 erfährt, damit bcb =  bbc =  0 werde. Schliesslich wer
den bei starren Widerlagern die Werthe ba, bb und 5C =  0 gesetzt und 
die Gleichungen (II) aufgelöst. Für den Einfluss von P„, gelten die 
Gleichungen III, für denjenigen von t die Gleichungen IV (S. 154 u. 155).

2 . B e i s p ie l .  Soll der in Fig. 164 abgebildete, über 3 Oeff- 
nungen gespannte Bogenträger m it den festen Auflagergelenken A, D 
und den beweglichen Auflagergelenken B, C untersucht werden, so er
setze man die Stützen A und C auf die in der Figur angegebene Weise 
durch eine starre Scheibe A F  und einen zur Bahn des Auflagers C 
rechtwinkligen Stab CF, belaste die Scheibe m it einem Kräftepaare X a 
und zwei in demselben Punkte L  angreifenden Einzelkräften X b, X c und

verfahre wie bei Lösung der vorigen Aufgabe. Behufs Bestimmung 
des Punktes L  ermittle man für den Zustand X a —  —  1 die Ver
schiebungen von A und C, hierauf die Verschiebung von F und trage 
AL  und FL  rechtwinklig zu den Bewegungsrichtungen der Punkte A  
bezieh. F  ein. Bei starren Widerlagern sind 5„, bb und 5C gleich Null 
zu setzen.

65. D as v ie rfach  s ta tis c h  u n b e s tim m te  F ac h w e rk . Man lasse 
die Kräfte X a, X b, X c, X d auf eine aus zwei starren Scheiben 1, I I  und 
zwei starren Stäben ] ', l l '  gebildete kinematische Kette (Fig. 165) wir
ken, welche mit dem statisch bestimmten Hauptsysteme so verbunden 
wird, dass sich die von den Ursachen X a =  —  1, X b =  —  1 , X c =  —  1,
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X d —  —  1 hervorgerufenen Spannkräfte S„, Sb, Sc, Sd eindeutig und auf 
möglichst einfache Weise mittels der Gleichgewichtsbedingungen be
stimmen lassen. Die Scheibe I  belaste man hierbei m it den Einzel
kräften X„ und X b*), die Scheibe I I  m it den Einzelkräften X c und X,,. 
Die ganze Anordnung wähle man so, dass man die Belastungszustände 
X„ =  —  1 und X b —  —  1 vollständig erledigen kann, ohne die Lage 
der Scheibe I I  zu kennen.

Die Lage von X„ darf willkürlich angenommen werden; X b muss 
durch den Pol Ia gehen, um den sich die Scheibe I  in Folge der Be
lastung X a —  — 1 dreht. Man erreicht dann: 8to =  5ai, =  0.

Nach Bestim
mung der Verschie
bungen inFolgeder 
Ursache X b— -— 1, 
welche für die 
Scheibe I  den Pol 
/¡.liefern möge, gebe 
man der Scheibe I I  
eine solche Lage, 
dass die Pole IIa 
und I Ib um welche 
sich I I  bei Eintreten 
der Belastungszu
stände X a =  —  1 
und X b= — 1 dreht, 

zusammenfallen, 
und diesen gemein
schaftlichen (in der 
Fig. 165) mit L  be

zeichnten  Pol wähle 
man zum Angriffspunkte der Kräfte X c und X d. Dann wird nämlich 
bca =  0, bcb —  0 , hda =  0 , hdb =  0 und in Folge dessen auch 5O0 =  0, 
86c =  0, b„d =  0, hbd =  0. Schliesslich nehme man bei willkürlicher 
W ahl der Richtung von X c die Kraft X d rechtwinklig zu der Ver
schiebung an, welche Punkt L  in Folge X c =  — 1 erfährt, damit 

=  bcd —  0 werde. Die Gültigkeit der Elasticitätsgleichungen II ist 
hiermit erreicht.

Die Lage des Punktes L  bestimmt man am schnellsten mit Hilfe 
des im I. Bande Abschnitt XIII abgeleiteten Satzes von den drei 
Polen. Die Pole ( I  • T )  von I  gegen / '  und ( / '  • I I )  von l '  gegen I I

*) Die K raft X„ darf auch durch ein Kräftepaar ersetzt werden.
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fallen mit Gelenk B  bezieh, dem Schnittpunkte von A B  und C D  zu
sammen, Pol ( I  • I I )  mit A . Die durch 1„ und ( I  ■ I ') ferner durch I b 
und ( I  ■ T )  gelegten Geraden sind die Oerter der Pole und Ib', um 
welche sich T  in Folge von X„ =  — 1 bezw. X b = — 1 dreht, und 
welche mit (l '  ■ I I ') in derselben Geraden liegen. Da nun weiter die 
3 Pole ( I . I I ) ,  J„, I Ia in einer Geraden liegen müssen, desgleichen die 
P o le (J -J J )  Ib, I Ib, so ergiebt sich die folgende Bestimmungsweise der 
gesuchten Kette.

Man nehme (/■ I I )  in der Geraden Ia —  I,. an, wähle die Lage 
des Stabes B  C nach Belieben, bestimme die Pole und Ib um welche 
sich T  in Folge X a =  —  1 und X b —  —  1 dreht, bringe die Geraden 
Ia' —  ] ,' und A B  in { ! ’ H )  zum Schnitt und stelle nun die (durch 
den Punkt i '  ■ I I  gehende) Richtung des Stabes CD, dessen Länge will
kürlich ist, fest. Schliesslich findet man L  als Schnittpunkt der Ge
raden —  Ib und /„ —  Ib.

B e i s p i e l .  In Fig.
166 ist das beschriebene 
Verfahren auf einen über 
drei Oeffnungen gespann
ten Bogenträger mit den 
festen Gelenken A  und E  
und den auf wagerechten 
Geraden beweglichen Ge
lenken B, C und D  ange
wendet worden. Die
Scheibe I  wurde mit dem 
Kräftepaare X a und der 
Einzelkraft X b belastet.
Die Einführung eines
Kräftepaares X a bietet 
den Vortheil, dass sich 
die Spannkräfte Sa und 
Läingenänderungen As„ 
für den Zustand X a— —  1 
angeben lassen, ohne dass ^ 
über die Länge des Stabes 
CG etwas festgesetzt zu 
werden braucht, denn
wie lang auch CG  gewählt wird, stets werden durch die Scheibe I  in 
Folge X a =  —  1 auf die Punkte A und C  d es; statisch bestimmten

Hauptsystems zwei entgegengesetzt gleiche lothrechte Kräfte —  über-

Z u s ttu u iX j - t  D D

■*—  e

Fig. ICO.

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1.



1 6 2 Erster Abschnitt. — § 5.

tragen, wobei e —  dem wagerechten Abstande A  C ist. Hat man nun 
für diesen Belastungszustand die Verschiebungen der Punkte A  und C 
ermittelt, so kann man durch eine passende Wahl des Punktes G eine 
bequemere Lage des Poles erzielen, um den sich I  dreht und durch den 
dann X b gehen muss. Ist der Belastungsfall X a =  — 1 erledigt, so 
untersucht man den Zustand X b =  —  1. Hierbei braucht man die Lagen 
der Stäbe T  und II ' noch nicht zu kennen und wird diese nachträglich 
so wählen, dass der Angriffspunkt L  (d. i. der Pol II„ und zugleich 
der Pol l l b) günstig liegt, wobei zu beachten ist, dass man den Stab 
D F  auch nach Fig. 166‘ durch zwei Stäbe D J  und F J  ersetzen darf, 
deren gemeinsames Gelenk J  in lothrechter Richtung geführt wird. Bei 
starren Widerlagern wird schliesslich 5„ =  0, hb =  0, =  0, 5„ =  0
gesetzt.

66 . T räger von  h ö h e rem  G rade sta tisch er  U n b estim m th eit.  
Is t  die Anzahl der statisch nicht bestimmbaren Werthe X  grösser als 
4, so ist es möglich, das gesteckte Ziel durch wiederholte Lösung der in 
Fig. 165 behandelten Aufgabe zu erreichen: die Pole II„ und IIb mitein
ander zur Deckung zu bringen. Um dies an einem Beispiele zu zeigen, 
denken wir uns den Bogenträger in Fig. 166 rechts von E  noch um mehrere 
Oeffnungen verlängert und nehmen an, dass über sämmtlicben Mittel
stützen bewegliche Lager m it wagerechten Bahnen angeordnet sind, an 
beiden Enden hingegen feste Auflagergelenke. Die beweglichen Auflager 
seien beseitigt, an ihre Stelle mögen lothrechte Stäbe treten, an welche 
in gleicher Weise w ie an die Stäbe C G  und D F  noch weitere starre 
Stäbe und Scheiben angereiht werden sollen. Ebenso wie nun die 
Scheibe I I  in Abb. 166 an den Stab D F  und an die Scheibe I  so an
geschlossen wurde, dass sich I I  in Folge der beiden Belastungszustände 
X a —  —  1 und X b —  —  1 um denselben Pol L  dreht, denken wir uns 
weitere Scheiben III , IV , V  hinzugefiigt, deren Anzahl m it derjenigen 
der rechts von E  sich anreihenden Trägeröffnungen übereinstimmt, die 
sämmtlich mit I  und mit je einem der von den beseitigten Stützpunkten 
ausgehenden lothreehten Stäben so verbunden sind, dass jeder Scheibe 
für die beiden Belastungszustände X„ =  — 1, X b = — 1 derselbe Dreh
pol entspricht, und zwar falle III„ mit / / / , ,  in M  zusammen, IV a mit 
I V b in N  usw. Es bleiben dann alle etwa noch an die Punkte L, AI, 
N , . ■ . anzuschliessenden Stäbe und Scheiben bei Eintreten jener bei
den Belastungszustände in Ruhe, und es folgt, wenn an diesen Gliedern 
Kräfte X e, X f , X g, . . . augreifen: hea =  hae =  0, 5/0  =  ha f —  0, . . .

=  64< —  0, hfb =  hbf —  0, . . . Gesetzt nun, es sei der Träger fünf
fach statisch unbestimmt, ein Fall der vorliegt, wenn rechts von E  in 
Fig. 166 noch eine Oeffnung hinzutritt. Dann kommen nur die Scheiben 
I I  und I I I  in Betracht; man füge die internem Gelenke T  aneinander-
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hängenden Glieder L  T  und T M  hinzu, bestimme die Pole S„ und Sj, 
um welche sich die Scheibe S —  T M  in Folge von X c =  —  1 bezieh. 
X d =  —  1 dreht und belaste S mit einer in die Gerade S^Sd fallenden 
Einzelkraft X„. Dann ergiebt sich 5eo= 8 ee — 0 und =  0,
und es gelten die Gleichungen (5), weil slimmtliche 5, die in den Glei
chungen 4 in Verbindung mit den X  auftreten und deren Zeiger aus 
zwei ungleichen Buchstaben bestehen, verschwinden.

Wäre der Träger sechsfach statisch unbestimmt, so würde man 
an die Scheiben II, III , I V  eine Scheibe S' auf irgend eine Weise so 
anzuschliessen haben, dass die Drehpole S”c und S d sich decken, und 
hierauf würde man diesen gemeinschaftlichen Pol zum Angriffspunkte 
von zwei Einzelkräften X e und X f  wählen, wobei die Richtung von X f  
rechtwinklig zu der Richtung der Verschiebung sein muss, welche der 
Angriffspunkt dieser Kraft in Folge X , —  —  1 erfährt. Die Möglichkeit 
nun, im Falle noch höheren Grades statischer Unbestimmtheit, weitere 
Scheiben S", S'” , . . .  so anzureihen, dass S"c mit S” , zusammenfällt, 
S „ mit S"'rf usw. bildet die Handhabe zur planmässigen Ausbildung 
unseres Verfahrens; denn alle an die gemeinschaftlichen Pole ange
schlossenen folgenden Stäbe und Scheiben bleiben nicht nur beim Ein
treten der Zustände X a =  — 1, X b =  —  1, sondern auch in den Be
lastungsfällen Arc == —  1 und X b —  —  1 in Ruhe.

Der Verfasser hält übrigens bei in höherem Grade statisch unbe
stimmten Fachwerken die in No. 67 bis 70 durch Aufgaben erläuterte 
ßerechnungsweise für unbedingt zweckmässiger, und hat sich aus diesem 
Grunde auch damit begnügt, von den verschiedenen möglichen Ver
fahren, die Gültigkeit der Gleichungen I I  auf Grund kinematischer 
Untersuchungen herbeizuführen, nur das eine anzugeben.

(V)

c. Anwendung der Elasticitätsgleichungen:

X 'S S '* ?  + X ' S S ' Ä ' ' p  + A ' " ' S S ' S " ' p  4 -. ..  =  S P ,„ S „ ' — L
X  S S ” ST p +  X "  S S " 2 P +  X " S S " S " 'p  + . . . = SP,„ Sm"  +  S S "  e t s —  L "  
X '  S S 'T S 'p - f X " S S '_ " S " P  + X ' "  S S " '3? + . . . = S P m5m" :+ S S " ' t t s - L ' "

welche voraussetzen, dass sämmtliche Spannkräfte S  und (nach festen 
Richtungen wirkenden) Stützen widerstände C des statisch unbestimmten 
Fachwerks auf die Form gebracht worden sind:

S  =  S0 —  S ' X ’ —  S " X "  —  s"’x'" — ...
c = c 0 — c ’x '— c”x"— c"'x"' — .. .

wobei X  , X ", X '"  . . .  die statisch nicht bestimmbaren Grössen be
deuten. *)

*) Vergl. Seite 25 bis 27
11*
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S.» i bm", . . . sind die Verschiebungen, welche der Angriffspunkt m  
einer Last P m erfährt, sobald auf das Fachwerk beziehungsweise nur 
die Ursache X '  =  —  1 oder nur die Ursache X "  =  —  1 u. s. w. wirkt, 
während l ! , L", . . .  die virtuellen Arbeiten der Stützenwiderstände 
C , C . . .  bedeuten. Alle in den obigen Gleichungen enthaltenen, 
von den S  , S ', S  . . .  abhängigen Suinmenausdrücke erstrecken sich 
über sämmtliche Stäbe des Fachwerks, über die nothwendigen und über
zähligen. Der Werth p ist

s

Meistens werden die Widerlager starr angenommen und die virtuellen  
Arbeiten L  —  0 gesetzt.

Die Anwendung der vorstehenden Gleichungen ist namentlich dann 
zu empfehlen, wenn die Werthe X ', X "  . . . durch Rechnung bestimmt 
werden sollen, was (wie schon auf Seite 153 hervorgehoben wurde) im 
allgemeinen geboten ist, sobald nicht jede Grösse X  m ittels einer ein
zigen Gleichung gefunden werden kann. In der Regel hat man es m it 
lotbrechten Lasten zu thun; die bm', b,„", b j" ,  . . . sind dann Ordinaten 
von Biegungslinien, deren Berechnung sich (nach No. 49) stets auf die 
Ermittlung von Angriffsmomenten einfacher Balken zurückfuhren lässt. 
Aber auch der Einfluss schräg gerichteter, nicht paralleler Kräfte P  
kann auf dem am Schluss von No. 51 angegebenen Wege leicht durch 
Rechnung erledigt werden, nachdem die den Zuständen X '  — — 1, 
X "  = — 1, . . . entsprechenden Biegungslinien für irgend eine Ver
schiebungsrichtung bestimmt worden sind. Wenn wir also in den fol
genden Beispielen durchweg lothrechte Lasten annebmen, so geschieht 
dies nur der kürzeren Darstellungsweise wegen. Vergl. auch No. 75.

67. U n ter su ch u n g  e in e s  ü b er d rei O effnu n gen  g esp a n n ten  
B o gen trägers , Fig. 167, mit Scheitelgelenken in den Seitenöffnungen, 
festen Kämpfergelenken und wagerechten Gleitlagern über den Mittel
pfeilern.

Der Träger ist einfach statisch unbestimmt; als statisch nicht be
stimmbare Grösse wird zweckmässig der Horizontalschub X  eingefiibrt. 
Die Spannkräfte S  sollen in der Form

S =  S0 —  S 'X

dargestellt werden. Wird X —  0 gesetzt, so geht der Bogen in einen 
Gerber’sehen Balken über, dessen Spannkräfte S0 sich leicht bestimmen 
lassen. S ' bedeutet den Werth, welchen S  annimmt, sobald X  — — 1 
gemacht wird. Diesen Belastungszustand zeigt Fig. 168. In A  und B  
greifen die wagereehten, nach aussen gerichteten Kräfte 1 an; ausser- 
dem müssen —  damit sich die Bogentheile A E  und B F  nicht um die
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Gelenke E  und F  drehen —  die lothrechten, nach unten gerichteten 
2 h

Kräfte ——  angebracht werden. Letztere bedingen bei C und D  gleich
h

grosse, nach oben wirkende Widerstände.
Nachdem die Spannkräfte S ' für sämmtliche Stäbe bestimmt wor

den sind (beispielsweise mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes) 
kann X  mit Hilfe der Elasticitätsbedingung

X 2 S ' 8p =  2 P mS m'  +  2  S 'e ls  —  L'

berechnet werden. Am besten bestimmt man getrennt:

P S '
den Einfluss einer Last P: X

„ „ „ Temperaturänderung X ,

„ „ von Verschiebungen der Stützen A X

2 S ' 2p
2 )S 'e is

~ 2 S 'sp
L'

2 S ' 2p

Die SVerthe X t und A X  können bereits nach Ermittlung der S '  
ausgerechnet werden, l l  bedeutet die virtuelle Arbeit der an den 
Stützpunkten A , B , C, D  angreifenden äusseren Kräften des Zustandes 
X = —  1. Wird z. B. der Einfluss einer Vergrösserung der Stützweite



1 6 6 Erster Abschnitt. — § 5.

A B  um AZ gesucht, ferner der Einfluss von^Senkungen der Punkte C 
und D  um Strecken t] und so hat man zu setzen:

L ' —  1 AZ —  (•/)' - f  7)")

weil den in A  und B  angreifenden wagerechten Krüften 1 die positive 
virtuelle Arbeit 1 • AZ entspricht und den nach oben gerichteten Kräften

die negative Arbeit ( --7)'-----------------^ -  7)"') •
h ‘i  h  '

Zur Bestimmung von X  in Folge von P  muss —  da P  an der oberen
Gurtung angreift —  die Biegungslinie dieser oberen Gurtung ermittelt 
werden, und zwar für den Zustand X =  —  1. Entscheidet man sich 
beispielsweise für den in No. 46 (Seite 100) angegebenen W eg, so be-

s '
rechne man die von den Spannungen a' — abhängigen Aenderungen

JC
A'j- der Randwinkel ir, schreibe den Knoten J, 2, 3 . . . die Gewichte 
w 1 —  A'^Tj, w i —  A'^2, w 3  =  A '^s , . . .  zu (denn die obere Gurtung 
ist wagerecht und es verschwinden in Gleich. 3, Seite 101 die Glieder 
mit As) und verfahre im übrigen nach Beispiel 3 auf Seite 123. ln  
Fig. 169 wurden die Gewichte u>u  iv2, w i2 , m13 positiv, die anderen 
w  negativ vorausgesetzt.

Die Linienzüge A 'L E ,  E 'C 'B ü 'F ' und F 'T B '  sind die Momen- 
tenkurven einfacher Balken A 'E ', E 'F '  und F 'B ', welche beziehw. be
lastet sind m it wlt w2, mit tva bis w11 und mit ivl2 , W\ 3• Der Schluss
linienzug A  E ” F ' B" ist bestimmt durch die Lüngenänderungen der 
Vertikalen A A g, CCot B D 0 und B B 0\ es ist nämlich:

Ä ,7Ä 7 =  A A A q; C"C' =  A”CCÖ; D "D ' =  A P P „ ; B"B' =  A B jf0.

Diese Vertikalen werden gedrückt, und es liegen daher die Punkte 
A", C", D", B" oberhalb Ä ,  ü 't D', P .* )  Die in Fig. 169 schraffirte 
Fläche ist die gesuchte Biegungsfläche und gleichzeitig Einflussfläche 
für X  (mit dem Multiplikator 1 : E S ” i p); der mittlere Theil derselben 
ist negativ, weshalb Lasten, die in den Knoten 6 bis 8 angreifen, 
einen negativen Horizontalschub X  hervorbringen.

Hinzuzufügen bleibt, dass der für X , abgeleitete Ausdruck sich Bil
den in der Regel vorausgesetzten Fall einer gleichmässigen Erwärmung 
des Bogens noch vereinfachen lässt. Zu diesem Zwecke schreiben wir 
den Stablängen s des bei B  auf wagerechter Bahn verschiebbar ge
dachten Bogens die verschwindend kleinen Aenderungen As —  u s  zu, 
wobei ca für alle Stäbe gleich sein soll, und wenden auf diesen Ver

*) Wir erinnern daran, dass wir die lothrechten Verschiebungen stets nach 
unten positiv zählen.
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schiebungszustand und auf den Belastungszustand X  =  —  1 das Gesetz 
der virtuellen Verschiebungen an. W irerhalten dann, da sich l— l2 —{— 2 
um A Z = u Z  lindert, die Beziehung

1 ■wl =  2iS'(JS, d. h. S S ' s  =  l 

und finden nun (falls neben t auch s einen festen Werth besitzt)

s t^ iS 's  z t l
,= =  2 P ' 2p

68. K e tte , v er ste ift  durch, e in e n  G erb er’sc h e n  B a lk en . W ir
knüpfen an die im ersten Bande (§ 49) durchgeführte Unter
suchung an, welche lehrte, dass eine über beliebig viele Oeffnungen 
gespannte Kette mit durchgehendem Versteifungsbalken ein statisch be
stimmtes Tragwerk ist, sobald der Versteifungsbalken ebensoviel Mittel
gelenke erhält als die Brücke Oeffnungen besitzt, und die M ittelgelenke 
so vertheilt sind, dass nach W eglassung irgend eines derselben (welches 
wir kurz das Gelenk G' nennen wollen) der Versteifungsbalken ein 
Gerber’scher wird.*) W ir zeigten auch, dass nach Bestimmung des 
Horizontalzuges H  der Kette die Spannkräfte Z  der Hängestangen sich 
mittels des Gesetzes leicht angeben lassen, dass die Kette das Seilpoly
gon der Kräfte Z  ist, womit dann alle am Balken angreifenden Kräfte
bestimmt sind; und schliesslich ermittelten wir H, indem wir das An
griffsmoment für den Balkenquerschitt G' gleich N ull setzten. Fehlt 
nun das Gelenk G', wird also die Kette durch einen Gerber’schen Balken 
versteift, so entsteht ein einfach statisch unbestimmtes Tragwerk, als 
dessen statisch nicht bestimmbare Grösse X  am zweckmässigsten der 
Horizontalzug der Kette gewählt wird. Zur Berechnung von X  dienen, 
wenn sämmtliche Spannkräfte S  auf die Form

s  =  s 0 — s ' x
gebracht werden, die Formeln:

PS'
Einfluss einer Einzellast: X  —  „ n,,, •**)

.k o  p

„ „ Temperaturänderung: X , =
2jo C6p

j J
von Verschiebungen der Stützen: A J = — „

-ZiO p

*) Wie beim Gerber’schen Balken die Gelenke über die verschiedenen. 
Oeffnungen zu vertheilen sind, lehrt Abschnitt VI von Band I.

**) Es handelt sich hier nur um diejenigen Lasten, welche nach Ausführung 
der Versteifung der Kette aufgebracht werden, in der Regel also nur um die 
bewegliche Belastung. Vergl. Band I, § 49.
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Das Verfahren möge an dem in Fig. 170 abgebildeten Träger er
läutert werden. Der Versteifungsbalken besitzt hier zwei in der Mittel
öffnung liegende Gelenke G und J. Um den Belastungszustand X =  —  1 
zu erhalten, denke man in den Kettengliedern Drücke Sx', S2\  S3', . . . 
erzeugt, denen ein Horizontalschub von der Grösse Eins entspricht. 
Fig. 170b giebt an, wie diese Kräfte und die zugehörigen Drücke 
S0 , S10 , S11 . . .,  in den Hängestangen dargestellt werden können, 
wobei es genügte, die linke Trägerhälfte zu behandeln. Die Drücke 
S9', S10 , Sii . . . bilden die Belastungen des Versteifungsbalkens, dessen 
Stützen widerstände Ä ,  B', C', D' nach Abschnitt VI, Band I, zu be-

Fig. iTa

stimmen sind, worauf die Spannkräfte S r der Stäbe des Balkens mit 
Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes gezeichnet werden können. Ist

s '
dies geschehen, so werden die Spannungen c  =  — - oder die Längen- 

S  * s
änderungen (A s )’ =  sämmtlicher Balkenstäbe berechnet, hierauf

E  E
nach No. 46 oder No. 47 die Gewichte tc erm ittelt und die in F ig. 170d 
schraffirte Biegungsfläche der Gurtung A 0 D0 bestimmt. Dieselbe ist

die Einflussfläche für X  ^Multiplicator =  und wird begrenzt

s '  S '  ,V  (CJ
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durch die Momentenlinien A 'B 'G ', G 'L ' j ' ,  J '  C 'D ' der mit den 
entsprechenden Gewichten to belasteten einfachen Balken A 'G ', G 'J ’, 
„ 'D' und den Schlusslinienzug Ä  G" J " I )  , welcher bestimmt ist durch 

die Verkürzungen B" B' und C" C' der Vertikalen B 0B  und C„ C. *) 
Zu beachten ist, dass sich der Ausdruck 2 S ' 2p auf sämmtliche Stäbe 
des Tragwerks (Balkenstäbe, Hängestangen, Glieder der Tragketten und 
Rückhaltketten) bezieht.

Bei der Berechnung von X , wird meistens angenommen, dass sich 
die dem spannungslosen Anfangszustande entsprechenden Temperaturen 
sämmtlicher Stäbe um den gleichen Betrag t ändern. Es stellt sich 
dann heraus, dass der Einfluss der Temperaturänderungen der Balken
stäbe und Hängestangen ein verhältnissmässig sehr geringer ist, und 
dass es genügt, im Zähler des für X t erhaltenen Ausdruckes nur die 
Glieder der Tragketten und Rückhaltketten zu berücksichtigen. Für 
ein unter a  gegen die Wagerechte geneigtes Glied der Tragkette er
hält man S' —  —  1 • sec <x, und für die Glieder der Rückhaltketten er
geben sich z. B. bei der in Fig. 171 veranschaulichten Anordnung die 
Werthe S ' =  — 1 sec ct.'. Daraus folgt dann:

X , — ----- 2 ^ 2p’{ 2 s  sec a  +  2 sec }>

worin s„ =  K K X und sb =  K 2. Die Summe 2  s sec a  erstreckt sich 
nur über die Glieder der Tragkette. In Folge einer Erhöhung der Tem
peratur wird der Horizontalzug der Kette 
verkleinert.

Verschiebungen der Widerlager bleiben 
meistens unberücksichtigt, obgleich Längen
änderungen schlanker Mittelpfeiler und ein 
Rachgeben der Verankerungen von merk
lichem Einfluss auf X  sein können. Es senke 
sich z. B. der Stützpunkt E  um % , F  um v)2, 
auch verschiebe sich der Stützpunkt I i  im 
Sinne K K l um v)3 und der entsprechende 
Stützpunkt des rechten Endpfeilers um r(4.
In den Punkten E  und K  greifen beim 
Eintreten des Zustandes X =  —  1 die Stützenwiderstände an:

*) Die Vertikalen A „A  und D 0D des in der Fig. 170 abgebildeten Trägers 
sind für den Belastungszustand X — — 1 spaunungslos; ihre Längenänderungen 
sind also = 0.
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E ' =  1 (tg a 4 -)- tg  a5), nach abwärts gerichtet
I i '  =  1 sec a  , „ oben „ *)

und entsprechend gleiche Widerstände wirken hei F  und N.

Die virtuelle Arbeit dieser Auflagerkräfte ist:

L ' —  (tg cc4 - f  tg a5) (■»)! +  v)2) +  sec a  (ijj +  tt]4) 

und man erhält daher:

=  ~  - 2 ^ 2 7  [(*&.& +  tg«*«) (’’Oi +  ''Is) +  seca' (i), +  7]4)] •

69. K e tte , ü b er  e in e  O effnung g esp a n n t u n d  d u rch  e in e n  
B o g en trä g er  m it  2 K äm pfer g e le n k e n  v e r s te if t , Fig. 172. Dieses 
Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt. Als statisch nicht bestimm
bare Grössen werden zweckmässig der Horizontalzug X '  der Kette und 
der Horizontalschub X "  des Bogens eingeführt. Die Spannkräfte werden 
auf die Form S  =  S0 — S ' X ' — S " X "  gebracht.

Fig. 175 zeigt den einfachen Balken A B ,  in welchen das Fach
werk im Falle X '  —  0 und X "  —  0 übergeht, während die Figuren 
173 und 174 diesen Balken im Belastungszustande X '  =  — 1 bezieh. 
X "  —  —  1 darstellen.

Bei Eintreten des Zustandes X '  —  —  1 greifen am Balken A B 
die lothrechten Lasten S7', S%, . . .  an (d. h. die Drücke in den Hänge
stangen, welche genau so bestimmt werden wie im vorigen Beispiele), 
und im Belastungsfalle X "  =  —  1 befindet sich der Balken unter dem 
Einflüsse zweier wagerechter Kräfte 1. Nach Berechnung der den 
Spannkräften S ' und S "  entsprechenden Knotenpunktsgewichte w und 
w" werden die Biegungslinien (8' und 5") als Homentenlinien einfacher 
Balken A B  ermittelt**) und schliesslich die Elastieitätsgleichungem  
aufgelöst:

X ' S S ' 2 p +  :T 'N S 'S " ?  =  PS' +  S S ' s i s  —  L'
X ' 2 S " S '  p +  =  P S "  +  S S " e /s  —  L".

*) W ir setzen voraus, dass bei K , und JTj bewegliche Lager angeordnet 
sind. D er W iderstand des auf wagerechter Bahn geführten Stützpunktes K% 
ist lothrecht, der W iderstand bei K , halbire den Winkel K K ,K „ . Dann wird 
jedes der beiden Kettenglieder K K ,  und K ,K ,  durch eine Spannkraft 
X sec a ' beansprucht, wo a' den Neigungswinkel von K , K 2 gegen die Wage
rechte bedeutet. In  K  greift also ein von K % nach K , gerichteter Widerstand 
X  sec a ' an und im Falle X  =  — 1 ein von nach K , gerichteter von der 
Grösse 1 sec a '.

**) In  Fig. 173 und 174 wurden die Längenänderungen der Endständer 
AA« und BB„  vernachlässigt.
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Man erhalt den Einfluss der Belastung 
X '  = P ( o " 8 ' —  g>5") 
X " = P ( o h "  —  u 5 ')

2 S ' 2p „ 2 S " 2p 2 S 'S " p
worin 63 = ......- y  , «  = ■  ^ ......, « = ------

iY =  2 S '2p • 2 S " 2p —  (2S',S"p)2,

Fig. 172.

Fig. 173.

Fig. 171.

Fig. 175.

ferner den Einfluss einer Temperaturänderung:
X  =  o " S S ' e ( s -  u 2 S " e i s  
X "  =  o 'S Ä '- s is  - u S S ' e t s

und den Einfluss einer Bewegung der Stützen:
AX '  =  —  o ’L ' + u L "

Die von £ ’ abhängigen Summenausdrücke erstrecken sich über die 
Stäbe des Bogens, die Hängestangen, die Tragkette und die Rückhalt-

->



Flg. 180. Fig. 181.

2 i$'e£s =  2 s sec a  2 s' sec ex

setzen, worin sieh 2 s  sec a  nur iiber die Glieder der Tragkette er
streckt und s' die Länge einer Rückhaltkette (bis zur Ankerplatte 
gemessen!) bedeutet. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Rückhaltkette 
entweder geradlinig oder, wenn gebrochen, derart m it Zwischenstützen 
versehen ist , dass die Spannkraft in der ganzen Kette gleich gross
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ketten, die von 8"  abhängigen nur über den Bogen, da für die Ketten
glieder und Hängestangeu S" —  0 ist.

Wird eine gleichmässige Temperaturänderung angenommen, so darf 
man, wie im vorigen Beispiele,

Fig. 177.
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ist. Vergl. Fig. 171.  W eiter darf man (ähnlich wie heim ersten Bei
spiel, F ig. 167)

2 S"sZs —  s t l
setzen.

Sollen i Ä ' i und A X "  unter der Voraussetzung berechnet werden, 
dass sich die Stützpunkte C und D  um iQj bezieh. vj2 senken, dass 
ferner die Ankerplatten links und rechts in der Richtung der Rück
haltketten um ^3 bezieh. rji  nachgeben und Z sich um AZ ändert, so 
hat man zu setzen:

A' =  1 • (tg <x0 -f- tg a ) (v)! +  t|2) - f  1 • sec a  (t)3 +  vj4)
L" =  1 • AZ (Vergl. das vorige Beispiel).

70 . U eb u n g sa u fg a b en . Die durch einen einfachen Balken ver
steifte Kette in Fig. 176 ist einfach statisch unbestimmt. Kennt man 
den Horizontalzug X ,  so kann man die Spannkräfte in den Hänge
stangen mittels der Bedingung finden, dass die Kette das Seilpolygon 
dieser Kräfte ist.

Figur 177 stellt ein dreifach statisch unbestimmtes Hängewerk 
(System Ordish-Lefeuvre) dar. Sind die Spannkräfte X ', X " , X '"  der 
lothrechten Hängestangen bekannt, so sind die in den Tragketten A  C, 
CD, E B , E D , A D , D B  und in den Rückhaltketten auftretenden Kräfte 
gegeben. Die durch eine gestrichelte Linie angedeutete Kette hat nur 
das Gewicht der Tragketten aufzunehmen. Bei symmetrischer Anord
nung ist die Biegungslinie für X '"  =  —  1 das Spiegelbild der Biegungs
linie für X ' —  — 1.

Ein ähnliches Hängewerk zeigt Figur 178;  dasselbe ist 4 -fach 
statisch unbestimmt. Die Belastungszustände X ' = — 1, X "  —  —  1, 
X "  —  — 1, X " "  —  — 1 des Versteifungsbalkens sind in der Figur 
dargestellt worden; es ist zu beachten, dass am festen Auflager A 
schräge Widerstände hervorgerufen werden.

Das Balkenfachwerk in Fig. 179 besitzt in jedem Felde zwei sich 
kreuzende Diagonalen, welche aber beide im Stande sind, Zug- und 
Druckkräfte zu übertragen. Hat das Fachwerk also n Felder, so ist es 
«-fach statisch unbestimmt. In der Figur ist der Kräfteplan für 
X  — — 1 vorgeführt worden; die Wirkung dieser Kraft erstreckt sich 
nur über die Stäbe 9, 10, 11, 12, 13, und es treten daher nur zwei 
Gewichte w auf, nämlich w2"' und w3 welche am besten nach No 47  
Gleich. 10 berechnet werden. Man erhält für ws"' einen positiven, für 
wi  einen negativen W erth und gelangt daher zu der in der Abbil
dung angedeuteten Biegungslinie (S ”). Ebenso werden die Zustände 
X  =  —  1, X "  —  —  1, u. s. untersucht.
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Die Figuren 180 und 181 zeigen zweifach statisch unbestimmte 
Tragwerke, welche in ähnlicher Weise behandelt werden -wie die ver
steiften Kettenbrücken in Fig. 170, 172, 176.

W ir heben zum Schluss noch einmal hervor, dass bei Anwendung 
der Gleichungen V auf Seite 163 die Summe 2  sich über sämmtliche 
Stäbe erstreckt, über die nothwendigen und überzähligen. So ent
sprechen beispielsweise dem überzähligen Stabe des ersten Feldes des 
Trägers in Fig. 179 die Werthe: S ' = —  1; S" =  0; £'"'== 0; S""— 0; 
u. s. w. dem des zweiten Feldes: S' =  0; S" —  — ■ 1; S"' —  0; S'"' =  0 
u. s. w. Man vergl. auch Seite 26 der Einleitung.

§ 6. 
Allgemeines über das Aufträgen der Einflusslinien.
71. Sind die Einflusslinien für die Grössen X  eines durch parallele 

Lasten P  beanspruchten Fachwerks nach einem der in No. 56 bis 69 
angegebenen Verfahren bestimmt worden, so lassen sich die Einfluss
linien der Spannkräfte S  und Stützenwiderstände C mittels der zwischen 
den S , C und X  bestehenden Beziehungen ersten Grades darstellen. 
Soll beispielsweise die Einflusslinie für eine Spannkraft 

S =  Sq —  SaX a —  S bÄ.b —  SCX C —  . . . .  
aufgetragen werden, so nehme man zuerst sämmtliche X =  0 an, zeichne 
die (Sp-Linie des statisch bestimmten Hauptsystems auf die im I. Bande 
gezeigte Weise und verkleinere die Ordinaten derselben um die Summe 
der beziehungsweise mit S„, Sb, Sc, . . . . multiplicirten entsprechenden 
Ordinaten der Einflusslinien für X a, X b, X c, . . . ., wobei es sich em
pfiehlt, die Multiplikation mit Hilfe von Winkeln a, ß, y • • • • aus" 
zuführen, welche der Reihe nach durch

tg a  == S„, tg ß =  Sb, tg  y =  Sc...............
bestimmt sind.*)

In Fig. 182 ist dieses allgemeine Verfahren an einem Bogenträger 
mit festen Kämpfergelenken (A , B) und auf wagerechter Bahn beweg
lichem Auflagergelenke C erläutert worden. Als statisch nicht bestimm
bare Grössen sind eingeführt: der Horizontalschub X„ und der Wider
stand X b der Mittelstütze. Gesucht sei die Einflusslinie für die Spann
kraft S  im Stabe i  —  k der oberen Gurtung. Werden X„ und X b =  0 
gesetzt, so liegt ein einfacher Balken A B  vor, und es besteht deshalb 
die S0-Linie aus zwei Geraden A C  und C B , welche nach Fig. 182°

durch Auftragung von A J  — —  1 —— bestimmt sind, wobei r,„ das

*) Auch der Proportionalcirkel leistet gute Dienste.
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Lolh vom Knotenpunkt m auf den Stab ik  bedeutet. Die den Be
lastungszuständen X a — — 1 und X b — — 1 entsprechenden Spann
kräfte S„ und Sb stellen sich hier negativ heraus, während X a und X b 
nur positive Werthe besitzen; das Glied: — (SaX a -)- SbX b) ist also 
positiv; addirt man dasselbe zu dem negativen Werthe S0, so erhält 
man für P  =  1:

S  =  S0 -  SaX b —  SbX b =  P rt

und gelangt zu der in der Fig. 182° voll schraffirten Einflussfläche für
S. Dieselbe ermöglicht für jeden Belastungszustand die Ermittlung von

S =  3 P i | .

72. Die ziemlich umfangreiche Arbeit, welche die Auftragung hier 
Einflusslinien für sämmtliche Spannkräfte S  eines mehrfach statisch un
bestimmten Fachwerks verursacht, lässt sich durch Verwerthung der 
zwischen den einzelnen Grössen S  stattfindenden statischen Beziehungen 
meistens erheblich abkürzen. In der Regel liegen Fachwerke vor, die 
aus aneinander gereihten Dreiecken bestehen; es ist dann zu empfehlen, 
die Spannkräfte in den Füllungsstäben durch die Gurtkräfte auszu
drücken. Bei belasteter oberer Gurtung betrachte man einen unteren 
Knotenpunkt m (Fig. 183), nehme zuerst Um. l —  1 und 17M+1 =  0
an und bestimme mit Hilfe des in Fig. 183a dargestellten Kräftepoly
gons die entsprechenden Spannkräfte: — y.m (Druck) und -}- x m+, (Zug) 
der Wandglieder D m und Z>,„+1. Ganz ebenso ermittle man für den 
Zustand 77„_, =  0 und Z7m+1 = - f - 1 die Spannkräfte -j- vm und —  vm+1
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jener Glieder, um hierauf die für jeden Belastungszustand gültigen  
Formeln zu erhalten:

Dm =  —  Vm.x +  vm Um+l =  v . ( -  ~  Um. x +  Um+l)
'tu '

7 - L .+ 1  = =  " j -  ^ in + 1  t^ m -1  '■’m +  l  U„ ,+ 1  = =  'b n + l  (  H  R n - l  Um+l ) '
V  V » t+ 1  /

Die Einflusslinien für die Klammerausdrücke wollen wir kurz die 
Einflusslinien für D„ beziehungsweise Dm+\ nennen und die Faktoren 
vm und v„l+1 als Multiplikatoren dieser Linien bezeichnen. Die D,„-Linie 
erhält man, wenn man die m it x„ ,: v„, multiplicirte 77m_rLinie von der

i7m+1-Linie in Abzug bringt, und ganz entsprechend ergiebt sieb die 
Dm+1-Linie. Zur. Ausführung der Multiplikationen mit x„ ,: v,„ und 
*¡*+1 : v«+i benutze man Hilfswinkel oder den Proportionalcirkel.

Bei belasteter unterer Gurtung drücke man die Spannkräfte D  durch 
die Spannkräfte 0  aus.

Die oben fü r D,„ und Dm+i abgeleiteten Gleichungen gelten auch für den 
Fall belasteter unterer Gurtung so lange im Knoten m keine Last angreift. Liegt 
die Lasteinheit bei in, so treten rechts noch Glieder p,„ bezieh. p„+i hinzu, 
die der Fig. 184c zu entnehmen sind. H ierauf ist zu achten, wenn beide Gurte 
belastet sind. Vergl. auch das ähnliche allgemeine Vorfahren in Band I, § 35.

Sind nicht nur die Lasten, sondern überhaupt alle äusseren Kräfte
(also auch die Stützen widerstände) einander parallel, ein Fall der bei 
Balken auf mehreren Stützen, sowie bei den Versteifungsbalken von 
Kettenbrücken in der Regel vorliegen wird, so gebe man, falls sümmt- 
liche Wandglieder gegen die Richtung der Lasten geneigt sind (Fig. 184), 
von den bereits im I. Bande benutzten Gleichungen aus:

Dm cos <p„ =  —  cos 7„,_i —  Om cos ßm
Dm+X cos (?„+! =  —  Um+l cos Y„+1 —  Om cos ßm.
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Sind dann mittels des in No. 71 beschriebenen Verfahrens die Ein
flusslinien für die 0  cos ß und U  cos '{ gefunden worden, so sind auch 
die Einflusslinien für die D  cos <p bestimmt.

Für das in Fig. 185 dargestellte, von parallelen äusseren Kräften 
angegriffene Fachwerk, dessen Stäbe zum Theil in die Kraftrichtung fal
len, gelten die Beziehungen:

aus denen hervorgeht, dass es zweckmässig sein wird, zunächst die 

Einflussflächen für die W erthe ~ r ~  darzustellen, um in dem Unter

erhalten. Auch die Vm-Fläche ist durch zwei aufeinanderfolgende

*) M m bedeutet das Angriffsmoment fü r den Knoten tu; dasselbe wird in 
der Form: M m —  M0,„ — U 'mX ' —  M " m X "  —  . . . .  dargestellt, wenn X '.  X " , . .  . 
die statisch nicht bestimmbaren Grössen sind. Die Formeln fü r 0, D  und V 
sind im I. Bande, § 35 u. 39, abgeleitet worden. Die Ausdrücke fü r die V  
warden oben in anderer Form geschrieben wie früher. Die Formeln fü r 0  und  
U gelten bei beliebig gerichteten äusseren Kräften

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik . IT. 1. 12

Fig. 185. Fig. 186.

schiede zweier aufeinanderfolgenden — -Flächen eine D  cos (p-Fläche zu

—— Flächen, von denen aber die eine m it einem Höhenverhältniss m ul-
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tiplicirt werden muss, bestimmt; ferner treten bei den F-Flächen Mul- 
tiplicatoren auf.

Bei gerader Gurtung wird die Ermittlung der Kräfte V  wesent
lich einfacher. So findet man z. B. für den in Fig. 186 dargestellten 
Fall einer geraden unteren Gurtung die Gleichgewichtsbedingung:

( V„, —  P) sin <x„, -f- D.» sin 0». =  0

und hieraus:

y  +  - g t l -  < - D m c , s 9 . +
sin a„, sin a m cos <pm V sin vjj„, /

So lange die über den Träger wandernde Lasteinheit ausserhalb 
der Felder />,„ und Xm+I lieg t, unterscheidet sich die Einflussfläche für 
den Klammerausdruck von der D,„ cos <p,„- Fläche nur durch das Vor
zeichen ; an der Stelle m ist zu der in entgegengesetztem Sinne zu nelimen-

^ -r. . , , t, 1 • cos <p„, sin a,„
den Ordinate der D,„ cos o,„-Lmie noch der Betrag:   :— :---------  zu

sm ui,„

addiren. Ist die untere Gurtung rechtwinklig zur Richtung der Lasten,

. , sin 4>„,
so wird — =  tg  o,„.

sm a,„ cos <p,„

Besonders einfach wird die ganze Untersuchung für Parallelträger, 
deren äussere Kräfte rechtwinklig zu den Gurtungen sind. Hier kommt 
es nur darauf an, die Momente und Querkräfte zu bestimmen, aus denen 
sich dann sämmtliche Stabkräfte berechnen lassen.

Flg. 187.

Für das in Fig. 187 dargestellte Fach werk ergiebt sich z. B., 
wenn Qm die Querkraft für das mte Feld bedeutet,

—  0,,,/t =  +  Um+1 h =  Mm; D,„ sin 9 ,,, =  Qm 
V„, —  —  Q,„, Last oben,
Vm =  —  Qmfi, Last unten.
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Da nun Q,„ =  -— (Mm —  ist, so kann man nach Ermitt-

lung der M-Flächen jede Q\-F lä c h e  als den Unterschied zweier auf
einanderfolgender il/-Fläcben gewinnen, oder man zeichnet zuerst die 
(Jk-Flächen und benutzt hierauf die Beziehung

Mm =  Mm_i -j- Qm\„ ,  

um aus der einen Af-Fläche schrittweise alle übrigen abzuleiten.

Liegt das Faehwerk in Fig. 188 vor, und sind m — 1 und m -(- 1 
Knotenpunkte der belasteten Gurtung, ferner Q die Querkraft für das 
Feld (m — 1) —  {in -f- 1), so beachte man die Beziehungen:

Mm+t =  Mm_ t +  Q \ ; Mm =  il/,,,., +  Qe.

0,„-i h =  —  Mm-t, Umh =  - \ - M m, 0,„+1 h =  —  i ¥ m + I

D m sin <p„, =  —  D m+i sin 9„t+1 =  +  Q.

73. Auf eine sehr übersichtliche Weise lassen sich die Einüuss- 
flächen für die Spannkräfte einfach statisch unbestimmter Träger ge
winnen; denn hier erscheint S  in der Form

S =  S0 —  S'A =  S '( ^ r  — x ) ,

und es ist daher möglich, wenn S ' als Multiplikator herausgezogen wird, 
jede S-Fläche als den Unterschied der X -  Fläche und einer meistens 
von nur wenigen Geraden begrenzten S0IS '-Fläche (deren Aufzeichnung 
ebenso schnell vor sich geht, wie die der »S'0-Fläche) darzustellen.

Wir werden meistens die X  und die f\ =  S0IS' (Figur 1S91) 
von derselben Geraden N 'N  aus auftragen und erhalten dann die S- 
Fläche (deren Ordinaten mit f] bezeichnet werden mögen) gewisser- 
massen auf die X-Linie als gebrochene Null-Achse bezogen. Giebt 
man aber der Einführung einer allen S-Flächen gemeinsamen geraden 
Nulllinie (die bei lothrechter Belastung meistens wagerecht gewählt 
wird) den Vorzug, so gelangt man zu der Darstellungsweise in Fig. 189b, 
in welcher die Ordinaten rf  von der X-Linie aus aufgetragen wurden, 
und aus welcher ohne weiteres das Gesetz abgelesen werden kann, dass 
innerhalb eines Gebietes, in welchem die S0IS'-hm ie der Fig. 189a gerad
linig verläuft, entsprechende Seiten der S’-Linie und X-Linie sich in 
Punkten einer Geraden schneiden, welche durch den Nullpunkt der 
S0jS  -Linie geht und parallel zu F is t .* )  A uf Grund dieser Eigenschaft

*) Die A-Linie ist also innerhalb eines von einer geraden S0-Linie be
herrschten Gebietes affin mit der X-Linie.

12*
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lässt sich die S'-Linie aus der _Y-Linie ahleiten, sobald eine Ordinate 
und die Nullpunkte der S0jS '-Linie bekannt sind.*)

% B eisp ie l. Für den in Fig. 190 abgebildeten, einfach statisch 
unbestimmten Bogenträger sei nach dem in No. 67 beschriebenen Ver
fahren die Einflusslinie für den Horizontalschub X  erm ittelt und von 
der geraden Nulllinie A' B' aus aufgetragen worden.**) Es soll die Ein
flussfläche für die Spannkraft 0  des dem Knotenpunkte m gegenüber
liegenden Stabes der oberen Gurtung gezeichnet werden.

Den Belastungszustand X  = — 1 zeigt Fig. 193. In A und B 
wurden Kräfte (K ')  angebracht, deren wagerechte nach aussen gerichtete 
Seitenkräfte von der Grösse 1 sind und welche durch die Gelenke E 
und F  gehen müssen, damit sich die Bogentheile A E  und B F  nicht 
um E  bezieh. F  drehen. Sodann wurden die einander gleichen Kräfte

*) ’Wir erinnern hier u. A. an die Ermittlung der Nullpunkte der So-Linien 
mit Hilfe von Polbestimmungon kinematischer Ketten. Band I, XTII. Abschnitt

**) In  Figur 190 vernachlässigten w ir die dem Zustande X  — — 1 ent
sprechenden Längenänderungen der von den Stützpunkten A , C, D, B  aus
gehenden lothrechten Füllungsstäbe. Vergl. Fig. 169, Seite 165.



(C') und (B') hinzugefügt, welche den {K ')  das Gleichgewicht halten. 
Der aus drei Geraden bestehende Linienzug A , Ct , D 1, B  ist das Seil
polygon (Mittelkraftspolygon) der Kräfte K ', C', D', K ’.

Das statisch unbestimmte Fachwerk. 1 8 1

Ein behufs Bestimmung der Spannkraft 0' durch das Fachwerk 
geführter Schnitt t t  trifft die Seilpolygonseite C1 D 1, welche die Lage 
der Mittelkraft (7?) der links von t t  wirksamen äusseren Kräfte K '  und

Fig. 190, 191, 192, 193.

0  bestimmt. Misst man also den lotbrechten Abstand j,„ des Punktes 
i» von der Seite C1D 1 und erwägt, dass die wagerechte Seitenkraft von 
B die Grösse 1 besitzt, so lautet die Ritter’sche Momentengleichung 
für den Drehpunkt m:

V
0 'r m —  1 • ym =  0, woraus 0' =  1 —
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weshalb schliesslich

erhalten wird.
[Die vorstehende Beschreibung der Bestimmungsweise der Spann

kräfte S ' berücksichtigt eine beliebige Neigung der vom Schnitte t t  ge
troffenen Seite des Mittelkraftspolygons; sie liefert z. B. für den Ober

gurtstab des ersten Feldes: 0 '  =  — 1-— , für den Untergurtstab des
r k

5ten Feldes: U' —  —  1 • , für die vom Schnitte t t  getroffene Dia-
? »

gonale: D ’ — —  1 • wo r { das Loth von i  auf D' bedeutet.] 
r<

Im Falle X  =  0 geht der Träger in einen Gerber’sehen Balken 
über, und es besteht deshalb (nach Band I, § 41) die Einflusslinie für

0 0 aus 4 Geraden Ä E " , E " C 'm ,  m " K F "  und F "B ' (Fig. 191),
2/«
deren Nullpunkte den Auflagergelenken entsprechen und deren Schnitt
punkte in den Senkrechten durch E, in, F  liegen. Die Gerade D'in 
muss auf der Senkrechten durch C die Strecke:

j f  __  1 m f
y m \  r m)  ym

Vn%
absehneiden. Bringt man nun von der —  • O0-Fläche die X -Fläche

l/m
in Abzug, so erhält man die in Fig. 191 durch Schraffirung hervorge
hobene O-Fläche; der Multiplikator derselben ist == ym/rm. Lothrechte 
Lasten P  erzeugen:

0  = =  ~  S P i ) .
 ̂m

In Fig. 192 ist die O-Fläche noch einmal, auf eine wagerechte 
Nulllinie bezogen, dargestellt worden. Nach Auftragung der X-Linie 
wurde die Gerade D' in mit der Senkrechten durch C' in J  zum Schnitt

----------  Oj
gebracht, die Strecke J J "  =  1 —— abgetragen und mittels der Geraden

i/m
j" D '  der Punkt in der O-Linie bestimmt. Zur Festlegung der Punkte 
F"  und E "  dienten die aus dem Verlauf der O0 -Linie (welche man 
für diesen Zweck nur zu skizziren braucht) gefolgerten Bedingungen, 
dass sich die Geraden m" F"  und in' F ' in einem Punkte der Senk
rechten durch D" schneiden müssen und die (in unserer Figur nicht 
ausgezogenen) Geraden m 'E "  und m E ' in einem Punkte der Senkrechten
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durch C', und schliesslich wurden die sechs Zweige der O-Linie in der 
auf Seite 180 beschriebenen Weise (vergl. auch Fig. 189) aus den ent
sprechenden Zweigen der AT-Linie abgeleitet.

Die Darstellungsweise in Fig. 191 ist unbedingt die übersichtlichere 
und verdient stets den Vorzug. Nach den Erfahrungen, welche der 
Verfasser bei den von ihm selbst und von den Hörern seiner Vorträge 
durchgeführten Berechnungen gesammelt hat, empfiehlt sich folgendes 
Vorgehen.

Man vertheile die Zeichnungen im allgemeinen*) auf 4 Blätter, 
welche der Reihe nach zur Auftragung der Einflusslinien für die Ober- 
gurtstäbe, Untergurtstäbe, Diagonalen und Vertikalen benutzt werden. 
Auf jedem dieser Blätter bestimme man m it Hilfe einer einzigen X -  
Linie nach dem in Fig. 191 angewandten Verfahren die Einflusslinien 
für die in Frage kommenden Spannkräfte, und trage schliesslich jede 
Einflusslinie von einer b e so n d e r e n , geraden Nulllinie aus auf, wo
bei die Ordinaten der nach Fig. 191 angefertigten Zeichnung zu ent-

F i g .  1 9 4 .

nehmen sind. Nun gebe man die gefährlichsten Zugstellungen (welche 
am besten durch Versuche bestimmt werden) an und schreibe neben 
jede Einflusslinie die folgenden Werthe:

1. den Multiplikator (den wir von jetzt an stets mit ¡J. bezeichnen 
werden),

2. die den Lasten P  entsprechenden Werthe S P v j, wobei es sich 
empfiehlt, durch einen an das Zeichen 2  gesetzten Zeiger -J- oder 

—  anzudeuten, dass es sich um den Einfluss der auf den posi
tiven oder den negativen Beitragsstrecken liegenden Lasten P  
handelt,

3. diejenigen Grössen, durch -welche der Einfluss der ständigen Be
lastung bestimmt wird. Bei ungleichen Feldweiten ist es am 
zweckmässigsten, die Inhalte F  und F  des positiven bezieh.

*) Auf Vereinfachungen, die sich an der Hand der Betrachtungen in No. 72 
ergeben, werden w ir in dem von den wichtigsten Trägern handelnden Ab
schnitt II hinweisen.
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negativen Theiles der Einflussfläche zu berechnen und die von der 
ständigen Belastung (g für die Längeneinheit) herrührende Spann
kraft mittels der Formel Sg =  g ( F — F )  zu erm itteln, wo-

+ “
bei die unter den F  stehenden -)- und —  nicht Vorzeichen son
dern nur Zeiger bedeuten. Haben sämmtliche Felder die gleiche 
Länge ). so ist die Rechnung mit Knotenlasten g'h vorzuziehen. 
Man bestimme dann die Summe aller positiven, an den Knoten
punkten gemessenen Ordinaten, desgleichen die Summe aller nega
tiven Ordinaten, bezeichne diese Summen kurz mit 2  und 2  und
setze schliesslich Sg =  g \  ( 2  —  2 ) .  +

+ —
A uf diese Weise erhält man sehr übersichtliche Kräftepläne, die 

von Jedermann schnell geprüft werden können.
Die Formeln zur Berechnung der Grenzwerthe der Spannkräfte 

lauten mit den vorstehenden Bezeichnungen und m it Berücksichtigung 
des Einflusses (S, =  +  S 'X t =  i  p-AQ einer Erwärmung bezieh. Ab-

k Ü h W :  j „ J 3  =  p. [ +  2  Ptj +  g (F  -  F ) +  X ,]

I ml„S  =  p. [ -  2  Pt) +  g (P  _  F ) —  X ,} :( 1)
| -----  p* L —  x  »j - p  y

+
und bei gleichlangen Feldern:

| m„xS =  p. [-f- 2 P t\ -j- g \  ( 2  —  2 )  -j- AT,]

(2) ] <8 —  p. [—  2  Pt) -j- g>. ( 2  —  2 )  —  X , l

Es ist darauf zu achten, dass die neben die Einflusslinien zu schreiben
den: ¡x, 2 Pt], 2  Prj, F, F, 2 ,  2  die absoluten Wertlie der fraglichen

+ — + — + —
Grössen vorstellen.

Aehnlich verfahre man bei mehrfach statisch unbestimmten Fach
werken. Den Maassstab für die Einflusslinien (den man für die Gurt
kräfte und die Spannkräfte in den FüllungsstUben im allgemeinen ver-. 
schieden annehmen muss) wähle man nicht zu gross, damit man mög
lichst viele Ordinaten m it dem Cirkel addiren kann. Bei Bestimmung
der 2 Pt] und 2  P t\ beachte man das auf Seite 120 des I. Bandes gesagte. 

+ —
Bei gleichförmiger Verkehrslast p  erhält man (mit der Bezeichnung 

q =  9 + p ) -
«i ar&

> ? -
- p f + A , ]

m in & *—• - 2 P — AT(]
(3)

wofür man bei gleichlangen Feldern auch setzen darf:*)

*) Band I, Seite 118.
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max & P* —  <7X 2  - f -  x t
L + —

mtHS  =  [x ^ rX 2

K11

1 L + -

(4)

Noch sei hervorgehoben, dass es manchmal zweckmässig ist, den. 
Einfluss Sg der ständigen Belastung nach Ermittlung von X g gesondert 
mit Hilfe eines Cremona’schen Kräfteplanes zu bestimmen, und im Falle 
gleichförmiger Verkehrslast die folgenden für alle Träger von unver
änderlicher Gliederung und Stützungsart (Vgl. Seite 6 u. 7) geltenden 
Beziehungen zu benutzen.

Die Spannkraft maxS  entsteht, wenn die positiven Beitragsstrecken 
mit q, die negativen mit g belastet werden, und die Spannkraft minS  
erhält man, wenn man die positiven Beitragsstrecken mit g und die 
negativen m it q belastet. Die Zusammenzählung beider Belastungen  
führt zur gänzlichen Belastung des Trägers m it q -j- g. Hat man nun 
S„ in der Form

(5) S , =  gC 0

dargestellt, wo C0 den Werth bedeutet, den S , im Falle < 7 = 1  an
nehmen würde, so findet man

(6) n<azS “l-  minS —  (ff ~f~ ff) @0

kann also nach Berechnung des einen Grenzwertlies ohne weiteres den 
anderen angeben.

Ist die Berechnung von ,„axS  einfacher als die von minS ,  so wird 
man den Einfluss von p  in der Form

(I) Cr

ermitteln und erhält dann

^  |  maxS —  g C 0 - \ - p C l
l m i * S = q C 0 — p C i

Probe: „mxS  -}- —  (g -f- q) C0.

Sollte die Berechnung von mi„S  die einfachere sein, so suche man

(9) ,n in S = — p C i

auf, um dann zu erhalten:

( 10) ninS —  gC 0  p C 2
naxS  =  qC0 -f- p C 2.

Die Gesetze (6) bis (10) gelten nicht nur für Spannkräfte, sondern 
auch für die nach festen Richtungen gebildeten Seitenkräfte von Stützen
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widerständen, für Angriffsmomente und Querkräfte; sie gestatten in 
vielen Fällen eine wesentliche Abkürzung der Rechnung. Zu beachten 
ist, dass die nach den Gleichungen (8) und (10) berechneten Grenz- 
werthe S  noch um den Einfluss S, einer Temperaturünderung zu ver- 
grüssern sind.

Annahmen, behufs Vereinfachung der Berechnung von neu zu entwerfenden 

statisch unbestimmten Trägern.

74. Die genaue Berechnung von neu zu entwerfenden statisch 
unbestimmten Fachwerken wird durch den Umstand sehr erschwert, 
dass die Grössen X  von den vorläufig unbekannten Stabquerschnitten 
oder —  wenn es sich nur um den Einfluss der Belastung handelt —  
von dem gegenseitigen Verhältnisse dieser Querschnitte abhängen. Es 
müssen deshalb im allgemeinen die Querschnittsflächen zunächst ab
geschätzt und hierauf an der Hand der Ergebnisse der schärferen Unter
suchung geändert werden. Bei wesentlichen Abweichungen zwischen 
den so erhaltenen und den zuerst angenommenen Querschnitten muss 
die ganze Rechnung wiederholt werden.

In allen wichtigen Fällen lässt sich nun eine Abkürzung (ohne 
dass die Ergebnisse der Rechnung an Zuverlässigkeit einbüssen) dadurch 
erzielen, dass bei der Berechnung der Grössen X  die Formänderungen 
der Füllungsglieder des statisch bestimmten Hauptsystems vernachlässigt 
und hinsichtlich der Gurtungen vereinfachende Annahmen (z. B. Ein
führung eines gleichen Querschnitts für die Stäbe einer oder auch beider 
Gurtungen) gemacht werden.

Es liege z. B. der in No. 57 untersuchte Faehwerkbogen vor. Be
hufs Bestimmung von Al muss für den Zustand X  =  —  1 , welchem

die Längenänderungen (A s / =  ~ ~ ~  entsprechen, ein W illiot’scher Ver-KI
schiebungsplan gezeichnet werden. Hierbei weise man jedem Füllungs
stabe zunächst den Werth (As)' —  0 zu, was zur Folge hat, dass einem 
zwer Knoten i und k verbindenden Wandgliede ik  im  Verschiebungs
plane eine zu ik  rechtwinklige Gerade i  k' entspricht, und ferner nehme

man für alle Gurtstäbe gleich grosse Werthe an. Setzt man nun
Mj r

(A s / =  S 's  (  anstatt As' =  = so liefert, der Verschiebungsplan die
 ̂ Kr /

A/-'-fachen Knotenpunktsverschiebungen; es bleibt aber die Gleichung

X  =  -— x>—  bestehen, da in Zähler und Nenner die in gleichem 
o
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Maasse vergrösserten Verschiebungen h'„ und &' eingeftihrt werden.
Hingegen ist die (einer gleichmässigen Temperaturerhöhung entsprechende)

z t l  z E F t l
Formel X , =  1 zu ersetzen durch X , =   -------  Meistens sind

ö o
die Feldweiten annähernd gleich und dann empfiehlt es sich, den Werth

s , , ,
-777T für alle Gurtstäbe gleich gross anzunehmen und mit (As) =  S  
EJf

s E  F t l
zu rechnen. Der Einfluss von t ist jetzt: X , = ------ ^ ----- W ill man

so
für die obere und die untere Gurtung verschieden grosse Querschnitte 
F0 und Fu einführen und einem Obergurt-Stabe den Werth (As ) '—  S'

F„
zuweisen, so muss man für einen Untergurtstab (As)' =  S ' an

nehmen und X t —  setzen. Hervorzuheben bleibt aber, dass
so

im allgemeinen unter F0 und F u nicht die mittleren Querschnitte der 
oberen und unteren Gurtung zu verstehen sind und unter s nicht eine 
mittlere Stablänge, sondern dass häufig die Längenänderungen gewisser 
Stäbe von ganz hervorragendem Einflüsse auf die Formänderung des 
Fachwerkes sind und die Abmessungen dieser Stäbe daher besonders 
ins Gewicht fallen. Erhält z. B. der betrachtete Bogenträger im Scheitel 
eine wesentlich geringere Höhe wie an den Kämpfern, so muss man 
für F0, Fu und s_die Gurtquerschnitte und die Stablänge im Scheitel 
wählen.

Indem wir hinsichtlich der bei den wichtigsten Fachwerken einzu
führenden Annahmen auf den folgenden Abschnitt verweisen, heben wir 
noch hervor, dass die dort bevorzugte Benutzung der Biegungslinien 
den Vortheil b ietet, bereits bei Berechnung der Werthe w  häufig das 
besondere Gewicht einzelner Stäbe erkennen zu lassen. Es ist dieser 
Weg nach den Erfahrungen des Verfassers unbedingt dann vorzuziehen, 
wenn nur Lasten gleicher Richtung in Betracht kommen, wenn es sich 
also beispielsweise um den besonders wichtigen Fall lothrechter Lasten 
handelt.

In der Regel greifen die Lasten P  in den Knotenpunkten des 
statisch bestimmten Hauptsystems an, und dieses Hauptsystem ist 
meistens ein einfaches Dreiecknetz. Werden die Gleichungen (V) auf 
Seite 163 angewendet, so handelt es sich zunächst darum, die den 
Belastungszuständen X '  —  — 1, X "  = — 1, . . . entsprechenden Bie
gungslinien (5', 5" . . .) dieses Dreiecknetzes zu bestimmen.

Bezeichnet nun M 'm das durch die Ursache X '  —  —  1 hervorge
rufene Angriffsmoment für den Knotenpunkt m, so ergiebt sich für den
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die Spannkraft S 'm =  

wobei r„, die Länge des Lothes von m auf s,„ bedeutet. Das

dem Punkte in gegenüberliegenden Gurtstab 
_  M \

obere Vorzeichen bezieht sich auf die obere, das untere auf die untere 
Gurtung. Das Gewicht w m des Knotens m ist (nach No. 47)

^  / _  v--.,./ _  Sm'sm , Mm'sm
E F mr,„ 1 E F mr J

und ebenso erhält man für die Zu
stände X "  =  —  1, X " ' —  —  1, . . .  
die Gewichte

f t  d / in S ,„

' E F mr J ;

10
E F  r  2 ’-* m ’  m

Fig. 195.

Hat E  für alle Stäbe denselben 
Werth, so multiplicire man die w ,  
w", . . . mit E. Ausserdem empfiehlt 
sich stets noch die Multiplikation 
mit einer vorläufig beliebigen Quer
schnittsgrösse Fc (die aber für alle

(2)

w  gleich genommen werden muss) womit sich dann 

, M,n'sm Fc „ Fc
W ~  r  2 F  ’ W” r  2 F  ’ ' * ' '• tn  m  • »;» tu

ergiebt. Legt man diese Gewichte der Berechnung der Ordinaten 8 , 
8", . . . der den Zuständen X ' —  —  1, X "  —  —  1, . . . entsprechenden 
Biegungslinien zu Grunde, so muss man alle Glieder der Gleichungen V 
(mit Ausnahme der Glieder 2 P „ ,&'„, 2 P „ ,8,,,’' mit E F C multipli-
ciren. Auch ist zu beachten, dass eine weitere Multiplikation mit v 
erforderlich wird, sobald die Werthe w , w" . . . aus irgend einem Grunde 
m it v multiplicirt werden.*)

W endet man diese Kegeln beispielsweise auf das einfach statisch 
unbestimmte Fachwerk an, so erhält man zur Berechnung Yon X  die 
Gleichung:

*) Wäre z. B. das Fachwerk in Fig. 195 ein Parallelträger von der Höhe
s,„ Xh, und hätten sämmtliche Gurtstäbe die gleiche Länge X. so wäre =  __-.

Mau würde daun die « /, u>", . . . .  mit v : 

iv == M ’m ~  u. s. w. setzen.
J- m

hs multipliciren und einfacher



Das statisch unbestimmte Fachwerk. 1 8 9

E F CL' =  2P„,5„,' —  JYSS'*« +  E F c'2e,tS 's
F

und findet hieraus für den Einfluss einer Last P, für den Einfluss von 
Temperaturänderungen und für den Einfluss von Verschiebungen der 
Widerlager der Reihe nach die Werthe:

(3)
ax M ~ E F ‘L 'm ’ * 9i ’ SR

wo 9l  =
F

Diese Gleichungen (2) und (3) werden wir im folgenden Abschnitte 
vorzugsweise anwenden.

Verwerthung von stellvertretenden, aus steifen Gliedern gebildeten Stabzllgen.

75. Bedeutet X  die Spannkraft eines Stabes ik ,  der als über
zählig bezeichnet werden darf, durch dessen Beseitigung also das s-fach 
statisch unbestimmt angenommene Fachwerk seine Steifigkeit nicht ver
liert, und werden alle Spannkräfte auf die Form

(1) S = < S 0 — S 'X
gebracht, unter © 0 und ©' die den Zuständen X =  0 und X  =  —  1 
entsprechenden Werthe von S  verstanden, so lautet die Arbeits
gleichung für den Zustand X  =  —  1:

(2) 0 =  2<S'A s,

wobei vorausgesetzt wird, dass Bewegungen der Widerlager ausge
schlossen sind und die Summe in (2) auch den Stab ik , dem <3’ —  —  1 
entspricht, umschliesst. Die Einführung von As =  <S'p =  (@0 —  ©'W)p, 
wo g =  s : E F ,  und die Beachtung der Gleichungen (30) auf Seite 27 
liefert den Ausdruck

2 P  § '

(3> *  =  W p - ’
in welchem 5,,,' die Verschiebung bedeutet, die der Angriffspunkt m 
von P„ im Sinne von P„, erfährt, sobald auf das nunmehr (z  —  l)fach  
statisch unbestimmte Fachwerk nur die Ursache X = — 1 wirkt.*) 

A uf Grund dieses Gesetzes darf die Einflusslinie für jede Stabkraft 
und —  wie ohne weiteres einleuchtet —  auch für jeden nach einer 
festen Richtung wirkenden Stutzenwiderstand als Biegungslinie (deren

*) Gleichung 3 hat dieselbe Form wie die früher fü r das einfach statisch
wpg'

unbestimmte Fachwerk aufgestellte Beziehung: X  r—; vgl. S. 166 u. 167.Xj S p
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Multiplikator in dem hier betrachteten Palle =  1 : S @ '2p ist) gedeutet 
werden, wobei nur die Einschränkung besteht, dass das Eachwerk in 
Polge Beseitigung des fraglichen Stabes nicht seine Steifigkeit und in 
Folge Aufhebung des fraglichen Sttttzenwiderstandes nicht seine Stand
festigkeit einbtisst.*) Zu beachten ist allerdings, dass die Anwendung 
der Gleichung (3) zur Aufsuchung der A-Linie die Auftragung der 
Biegungslinie für ein durch die Ursache X  —  —  1 belastetes (z —  l)fach  
statisch unbestimmtes Fachwerk erheischt; sie bietet nur in ganz be
stimmten Fällen (die wir bei den späteren Anwendungen behandeln 
wollen) einen Ersatz für den früher gewiesenen W eg: die Einflusslinien 
für z  passend ausgewählte Grössen X ', X " , . . . mit Hilfe von z 
Biegungslinien eines statisch bestimmten Fachwerks zu ermitteln und 
hierauf die Einflusslinien aller übrigen Grössen mittels der Gleichge
wichtsbedingungen zu gewinnen.

Flg. 196.

Trotzdem ist die in Gleich. (3) ausgesprochene Deutung jeder 
Einflusslinie als Biegungslinie stets von Vortheil, denn sie gestattet eine 
unmittelbare Yerwerthung der in No. 51 behandelten Beziehungen zwi
schen den vollständigen Verschiebungsplänen und den Biegungslinien —  
Gesetze, die uns bei Beachtung des in No. 52 gelehrten Kunstgriffs 
der Einführung von stellvertretenden steifen Stabzügen in den Stand 
setzen, nach Auftragung der Einflusslinien für eine feste Lastrichtung 
schnell Figuren zu zeichnen, welche auch die W irkung anders gerich
teter Kräfte P  bestimmen.

Zwei Beispiele werden genügen, dieses Verfahren zu erläutern. 
In Figur 196 handelt es sich um die Ermittlung des rechtsseitigen

*) Vergl. No. 61.
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wagerechten Stützenwiderstandes II  eines Bogenträgers mit festen Käm
pfergelenken. Nach Einschaltung der Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, . . . 15 
sei die einer lothrechten Belastung entsprechende Einüusslinie nach einem 
der früher beschriebenen Verfahren aus der dem Zustande X =  —  1 
entsprechenden Biegungslinie des aus starren Gliedern bestehenden Stab
zuges 0 -1 -2 -3 -4 - . . . -16 abgeleitet und der besseren Uebersicht wegen 
von einer wagerechten Geraden aus aufgetragen. Zieht man dann durch 
die Punkte 0, 1, 2, . . . der II-Linie wagerechte Geraden g0, g2, . . .
wählt in g0 einen beliebigen Pol 0 ^ 0 '  und zeichnet von 0' aus einen 
Linienzug 0' l '  2' 3' . . . 16', dessen Seiten rechtwinklig zu den ent
sprechenden Seiten des Stabzuges 0 1 2 3 . . .  16 sind, und dessen Eck
punkte in den Geraden g1, g2, Ü3 , • • • liegen, so sind die Polstrablen

Fig. 197.

O l', 0 2 ', 0 3 ', . . . proportional den Verschiebungen, welche die Punkte 
1 , 2 , 3 , . . . in Folge des Belastungszustaudes H  =  —  1 erfahren, und 
ihre Richtungen stimmen (auch dem Sinne nach) mit den Verschiebungs- 
richtungen überein. Greift also in 2 eine Last P.2 an und ist 52 die 
Projektion des Strahles 0 2 '  auf die Richtung von P ,, so ist der Ein
fluss von P 2 auf II:

H — P2 S2

Fig. 197 zeigt die Einflusslinie für die Spannkraft TJ im Unter
gurtstabe eines Bogenträgers der eben behandelten A rt, setzt aber 
voraus, dass die Berechnung des Trägers auf Grund der Annahme starrer
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Füllungsglieder durchgeführt werden darf. Bei Bestimmung der einer loth- 
rechten Belastung entsprechenden //-L in ie und der hieraus nach No. 73 
abgeleiteten //-Linie wird dann nur die Einschaltung von zwei Knoten
punkten (1 und 9) und von vier starren Stäben erforderlich.*) Der 
Linienzug 0' l '  2' 3' . . . 9" 10' muss sich hei sorgfältiger Ausführung 
der Zeichnung schliessen, weil er als Verschiebungsplan für den Zu
stand U =  —  1 aufgefasst werden kann und für diesen Belastungsfall 
die Punkte 0 und 10 festliegen. Die Lasten P 2 und P i  in F ig. 197 
erzeugen, wenn die //-Linie einen Multiplikator p. besitzt,

R  =  p. ( P 2 -q2 - f -  P 4 S4 ).

L itera tu r zum  I. A bsclm itt.

1. M ohr, Beitrag zu r  Theorie des Fachwerks, Zeitsehr. d. Arch. u. Ing. Yer. 
zu Hannover 1875, S. 17. H ier wird zum ersten Male die Biegungslinie 
des Fachwerks als Seilpolygon behandelt.

2. W illio t, Notations pra tiques su r  la stalique graphique, Publications scien- 
tifiques industrielles, 1877; enthält die Begründung der von uns als das 
Williot’sche Verfahren bezeichneten Darstellungsweiso der Verschiebungen.

3. H erzm an sk y , Durchbiegung eiserner Fachwerke, Zeitschr. d. österr. lug. 
u. Arch. Ver. 1878, S. 185—189.

4. S te in e r, F ., Studien über Fachwerke, Techn. B lätter 1880, S. 134. Unter 
anderem wird die lothrechte Biegimgslinie einer wagerechten Gurtung als 
Seilpolygon der Winkeländerungcn Äh dargestellt.

5. S k ib in sk i, Das Deformationspolygon und  dessen Anwendung zu r  graphi
schen Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke, Zeitschr. d. österr. Ing. 
u. Arch. Ver. 1888, S. 23.

6. M ohr, B eitrag zu r  Theorie des Fachwerks, Civilingenieur 1885.
7. M ü lle r-B re s la u , Beitrag zu r  Theorie des Fachw erks, Zeitschr. d. Arch.

u. Ing. Ver. zu Hannover, 1885. Berechnung der Gewichte w  auf die im 
§ 3 des vorliegenden Buches gezeigte W eise und (wohl die eiste) ganz allgemeine 
Benutzung derBiegungslinien zur Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke.

8. M üller-B reslau , Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 1886. (Zweite 
Auflage: 1893.) Die §§ 5 —11 behandeln die Darstellung und Verwerthuug 
der Biegungslinien.

9. M ü ller-B reslau , Beitrag z u r  Theorie der ebenen Träger, Schweiz. Bauz. 
1887, Band IX , S. 121; Band X , S. 129 und 1888, Bd. X I, S. 45. In  diesen 
Aufsätzen, welche sich mit statisch bestimmten Trägern beschäftigen (vgl. 
§ 6 des vorliegenden Buches) wird zum ernten Male auf die Darstellung 
der Verschiebungen (u. Geschwindigkeiten) kinematischer Ketten mittels des 
Williot’schen Verfahrens hingewiesen.

*) Kommen lothrechte Füllungsstäbe vor, so beachte man die Lösung ÜCr 
Aufgabe 4 auf Seite 136.
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10. M ohr, Ueber GesellteindlgkeitspUine und  Bescldeunigungspläne, Civil- 
irigenieur 1887. Zeigt die Anwendung des “W illiotschen Verfahrens auf die 
Umstellung der Geschwindigkeiten und schliesslich auch der Beschleunigungen 
kinematischer Ketten.

11. M ü lle r-B reslau , Berechnung statisch bestimmter ebener Träger m it ITilfe 
der geometrischen Bewegungslehre, Zeitschr. d. Arch. u. Ing. Ver. zu H an
nover 1888, S. 91. Zeigt u. A. die Berechnung der Fachwerke m it Hilfe 
von “Williotschen Verschiebungsplänen.

12. Ovazza, Sul calcolo delle deformazioni dei sistem i articolati, Atti della 
Academia delle Scienze di Torino, vol. X X III, 1888.

13. O vazza, Su l calcolo delle freccie elastice delle trav i reticolari, A tti della 
Academia delle Scienze di Torino, vol. X X III, 1888.

14. M ü lle r-B res la u , Beitrag z u r  Theorie der ebenen, elastischen Träger, 
Zeitschr. d. Arch. u. Ing. Ver. zu Hannover, 1888, S. 605. Einführung des 
Stabzugverfahrens; vergl. $ 2 des vorliegenden Buches.

15. L and , Kinematische Theorie der statisch bestimmten T räger, Zeitschr. d. 
österr. Ing. u. Arch. Ver., 1888, S. 11 u. 162 stützt sich hauptsächlich auf 
die Anwendung der 'Williot’schen Veischiebungspläne kinematischer Ketten. 
Ein Anhang beschäftigt sich mit den Biegungslinien elastischer Stabzüge; 
dabei ist die Ersetzung der elastischen Gebilde durch Gliederketten aus

’ starren Scheiben beachtenswerth. Diese Umwandlung verdankt ähnlichen 
Gründen ihre Entstehung, wie der von uns in No. 52 Seite 131 des vor
liegenden Buches eingeführto stellvertretende Stabzug; während aber die 
Form dieses Stabzuges einmal angenommen und dann fü r alle Bclastungs- 
zustände beibehalten wird (was namentlich fü r die Anwendungen in No. 75 
sehr wichtig ist), ändert die von L a n d  benutzte Gliederkette mit wechseln
der Belastung ihre Gestalt.

16. M ü lle r-B re s la u , Beiträge zu r  Theorie der ebenen, elastischen Träger, 
Centralblatt der Bauverwaltung, 1889, zeigt u. A. die auf Seite 153—163 
des vorlieg. Buches angegebenen Umformungen der Elasticitätsgleichungen.

M u l l e r - B r e t i l a a ,  G raphische Statik. II . 1. 13
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Formeln, Regeln und Beispiele 
für die Berechnung der wichtigsten statisch 

unbestimmten Fachwerke.

76. Mit Hilfe der im § 5 enthaltenen Untersuchungen lässt sich 
die Berechnung jedes ebenen statisch unbestimmten Fachwerks, das 
durch Kräfte von beliebiger Richtung beansprucht wird, durchführen. 
Zweck des vorliegenden Abschnitts ist es nun, die aus jenen allge
meinen Betrachtungen für die wichtigsten Trägerarten und für den 
Fall lothrechter Lasten  sich ergebenden Formeln und Regeln in mög
lichst übersichtlicher Weise zusammenzustellen und zu erläutern. Dabei 
soll von allen die Rechnung vereinfachenden Annahmen, soweit dieselben 
zulässig sind, Gebrauch gemacht, und der Werth der angenäherten 
Theorie durch vergleichende Zahlenrechnungen geprüft werden.

Der Bogen mit zwei Gelenken.
a. Bestimmung des Horizontalschubs.

77. A llg e m e in e s  V erfah ren . Wirkt auf einen Fach werkbogen 
mit 2 Kämpfergelenken und ohne Scheitelgelenk eine Einzellast P  in 
den Abständen a und b von den Auflagerlothrechten (Fig. 198), so ent
stehen Stützenwiderstände, deren jede sich in eine lothrechte Seitenkraft 
A  bezieh. B  und in eine Seitenkraft II' nach der Richtung der Schluss
linie A B  zerlegen lässt. Die wagerechte Seitenkraft von H ' (d. i. der 
Horizontalschub) ist

] I  =  JP cos a, 

wobei a  den Neigungswinkel der Schlusslinie bedeutet.
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Die Kräfte A  und B  stimmen mit den Auflagerwiderständen eines 
einfachen Balkens überein und sind

A  =
Pb

I
B  =

P a
~ T

Die statisch nicht bestimmbare Kraft H  ist von den Längenlinde
rungen sämmtlicher Stäbe abhängig und wird, falls die fü r  das E r- 
gebniss unwesentlichen Formänderungen der Füllungsstäbe vernachlässigt 
werden, wie folgt ermittelt.

Man berechne für jeden Gurtstab die Ausdrücke:
F

■ y,„u>„( i ) und z„

wobei sm die Länge des Gurt
stabes bedeutet, 

m die Ordnungsziffer 
des gegenüberliegen
den Knotenpunktes, 

r„, das Loth von m 
auf sm, 

y,„ den lothrechten Ab
stand des Punktes m 
von der Schlusslinie,

Fm die Querschnitts- 
fläche des Stabes sm,

Fe eine beliebige, aber 
für alle Stäbe gleiche Quer
schnittsfläche, welche im 
allgemeinen gleich dem am 
häufigsten vorkommenden 
Gurtquerschnitte gesetzt 
wird, damit möglichst viele 
der Verhältnisse Fc: F„, —  1 
werden.

Nun bestimme man 
(durch Rechnung od. Zeich
nung) die Biegungsmo- 
mente 3/„j, > • • • . . .
für einen einfachen (d. h.
einen bei Ä  und B', Pig. 199, frei aufliegenden) Balken, dessen Stütz
punkte lothrecht unter A  bezw. B  liegen, und auf welchen lothrechte, 
durch die entsprechenden Knotenpunkte des Bogens gehende Lasten u \,  
w2 i ■ • • wm, . . . wirken, worauf man für eine im Knoten Je des Bogens

13*
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angreifende Last P  den Horizontalschub erhält.

(2) Hk =  P ^ L -

Darin ist: 2z,„ =  z0 - |-  z 2 z„.
Es folgt dieses Verfahren aus Gleichung V Seite 163. Hiernach wird

ö  1c §  fHk =  P  ^ —7̂ —, wo p =  p p  ferner 6' die Ordinate der Biegungslinie fü r den 

Zustand / / =  — 1 und S ' die Stabkraft fü r H  — — 1 ist. Man erhält für 

einen Stab der oberen, bezw. unteren Gurtuug: S '  = — - -  und S ' =
V  V

so dass der N enner des fü r Hk angegebenen Bruches nach Multiplikation mit

E F C in E F c ^ S '-  -^-T, ~  2  — Q r  =  '2 z  übergeht. Die S'-Linie darf nach
E I 1 v  F

No. 74 als Momentenlinie eines mit den Gewichten w,„ =  "‘f ”  be-F,„
lasteten einfachen Balkens aufgefasst werden, wobei M 'm —  i/„, das Angriffs
moment in Folge H  =  — 1 ist. Damit ergeben sich die oben angeführten Ge
wichte 1Vm.

Die auf diese Weise berechneten Werthe II2, / / 4, . . . bestimmen
in Figur 200 die aus Geraden bestehende Einflusslinie für den Fall
oben angreifender Lasten, und ganz entsprechend würden H 1, Hs , . . . 
die Einflusslinie für unten wirkende Lasten liefern. Der erstere Fall 
liegt in der Regel vor, und es ist dann meistens zulässig, auch die 
ständige Last ausschliesslich auf die oberen Knotenpunkte zu vertheilen. 
Man kommt dann mit der Einflusslinie A" S" B" in Fig. 200 aus. 

W ill man die //-L in ie durch Zeichnung bestimmen, so nehme man
die Pol weite wh des 
die Gewichte w  ver
bindenden Seilpoly
gons so an, dass 
dessen Ordinate ?)* 
(Fig. 201) den Hori
zontalsehub Hk an- 
giebt. Stellt man 
dann die Lastein
heit durch eine 
Strecke c dar, so 
erhält man (wegen 
il/w, =  u-hrtk) die 
Bedingung

cwkr\k
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und hieraus folgt die Pol weite

w,, ■

Drückt man bei Berechnung der z,„ alle Abmessungen in Metern 
aus, so muss man auch c in Metern angeben. Wird beispielsweise 
der Kräftemaassstab 50”"" =  1' gewählt, und ist die Trägerzeichnung im 
Maassstabe 1 : 7 5  gefertigt, so wird die Lasteinheit durch eine Strecke 
von der Länge c =  75 • 0 ,050  =  3 ,7 5 ’“ dargestellt, und man muss dann 

2z„,
uih =  —  wählen. wh und wm enthalten dieselbe Einheit: sie sind,

3, (5
wenn die Gleichung (1) angewandt wird, Zahlen und bedingen die An
fertigung eines besonderen Zahlenmaassstabes. *)

Man könnte auch den Ausdruck S z „  =  5 y „ i t '„  als das auf die Achse A B  
bezogene Moment von Kräften w,„, welche parallel zu A B  sind, auffassen und 
mittels eines Seilpolygons bestimmen, jedoch führt die Berechnung von Sz„, 
schneller und übersichtlicher zum Ziele. Ebenso unzweckmässig wäre es. die 
Gewichte wm durch Zeichnung zu ermitteln.

Hinsichtlich der Werthe iv und 
z  ist noch folgendes zu bemerken.
Werden die Gurtungen nach Fig. 202  
am Auflager zusammengeführt, so 
weise man den Stab S! dem loth- 
recht über 2 gelegenen Punkte 1 
des Stabes s2 zu. Bezeichnet dann 
»■j die Länge des Lothes von 1 auf 
s ., so findet man für den Punkt 2
des Balkens A B  das von den Stäben 
Sj und s2 herrührende Gewicht:

(3)

Fig 202.

F c J ‘2 S 2 F c
w  —
W*  -----  2

'  1
r  2T  2 f 2

z  —  i yA* 2  -----  „ 2
1 I

F .
+

V i * « 2 F c

f 2

ferner:

Beim Ständerfachwerk in Fig. 203 geben wir zwei lothrecht über
einandergelegenen Knotenpunkten dieselbe Ordnungsziffer und bezeichnen 
die lothrechten Abstände der Knotenpunkte von der Schlusslinie mit 

ymu für den unteren Knoten m und mit 
Vmo „ „ oberen „ m.

*) ln  Folge von Kürzungen wird die Einheit der Wh und wm später zu
weilen eine andere werden.
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i/nuT'¿huiftyn.

Fig. 203.

Ferner nennen wir:
//,„ die lothreclite Trägerhöhe 

in tu,
ß„„ Y„, den Neigungswinkel des 

»iten Stabes der oberen bez w. 
unteren Gurtung gegen die 
Wagerechte,
die W eite des mteD Feldes, 

Fom den Querschnitt des ;»ten
Obergurtstabes,

Fum den Querschnitt des »iten 
Untergurtstabes, 

und erhalten für den oberen Kno
tenpunkt»», welchem der (»» -j- 1 )te 
Stab der unteren Gurtung gegen

überliegt, (aus Gleich. 1 nach einfacher Umformung):
2 N 

1 / tno '*»!-{-1
W m l /m o  7 .  f ’ ” + 1 TJl

« (»' + >)
sec°ym+

(m+l)

während dem unteren Knoten m entspricht:

¡Jmu „ ,
 sec8j 2 —  r». F

m om

Durch Zusammenfassung der in 'dieselbe Lothrechte fallenden Ge
wichte iv ergiebt sich:

1 /  Fc Fc \
ü  1  1 /m u '^m  S e c  ß m  ~  ,  1“  / / . ) ( o  ( ' m+1 S e C  { m + l  “  )

»» »MO «(»»» + 1)

y -  ( V  X„sec3ß,„--pC +  3/ i„,0km+Isec3ym+I ^  ) '
m  x  o» i 1  u ( t t i  +  l ) y

Fig. 204.

Bildet der Ständer bei w, Fig. 204, die Grenze zwischen den links- 
nnd rechtssteigenden Diagonalen, so liegen dem Knoten t u  zwei Ober-
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gurtstiibe gegenüber und man erhält:

(5) ivm —  -~2 (^mSec ß,,i ~  | iii4-1 sec ¡jdi-¡.\ p ^ Jmu u,,,.
« ra '  -Co,,, ■»'»(m + lK

Ebenso ergiebt sich für den Fall in F ig. 205:

(6) wm =  ( \ „ s e c 3Y„, y  + X m+1 se c 3 Y » + i '- ™ — ) ;  W  =
m V M wi i«

Liegt die Lothrechte durch einen Knoten r  rechts von r  - f -1 (oder links 
von r  — 1) — vergl. Fig. 99 auf Seite 113 — so ist bei der zeichnerischen 
Bestimmung der Momente M w zu beachten, dass die Gewichte in der Reihen
folge iV r-i, Wr-, MV+i durch das Seilpolygon verbunden werden müssen. Will

man rechnen, so vertheile man im F a lle  angreifender Belastung sämmt-
unten

liehe Gewichte w auf die — ,— ;— Knotenpunkte. Auf die Punkte i— 1 und 
unteren

r - j - 1  würden z. B. bei Zerlegung von itv die Antheile: — «v-r— und-f-MVA,- Ai+l

( 1  — t—~ v*— ) kommen. Dieses Verfahren ist zuweilen auch dann zu empfeh-
V Ar— Xr+lJ
len, wenn r  zwischen r  — 1 und r  - f - 1 liegt.

78. E in flu ss  d er T em p era tu r . Wächst die bei der Aufstellung 
des Bogens herrschende Temperatur überall um den gleichen Betrag t, 
so ändert sich der Horizontalschub um

(7) u . =
—j Z m

Meistens genügt es, mit f =  +  35° Cels. zu rechnen. Dann ist 
für Schmiedeisen und Stahl (mit s A —  240' für das qm.):

IF
(8) II, =  +  8400  sec2 a  Tonnen,

worin die Abmessungen in Metern einzuführen sind 

Die Form 

E F c 'Z S 't t s

_  t t s
Die Formel (7) folgt aus Gleich. (V), Seite 163. Danach ist II, =  ,= , ,

O “ p

W endet man nun das Gesetz der virtuellen Verschiebungen
—< Zm

auf den Zustand 11= — 1 an, und führt als mögliche Formänderungen die 
Aenderungen As =  z ts  der Stablängen ein, ferner die ihnen entsprechende 
Aenderung i t l  se e a  der W eite A B  =  lsecix, so erhält man: 1 sec a - e i  sec a 
~~S,S 'tts  und gelangt zur Formel (7).

79. D er S ich e lträ g er , Fig. 206. Bei der Ermittlung der H - 
Linie sichelförmiger Träger empfiehlt sich die Annahme eines überall 
gleichen Gurtquerschnitts. Man versteht dann unter Fc den Mittelwerth 
aller F„ und Fu und setze die in den Gleichungen (1), (3), (4) auf
tretenden Querschnittsverhältnisse =  1. Haben alle Felder gleiche (oder 
annähernd gleiche) W eite, so weichen (bei nicht zu grösser Pfeilhöhe)>



2 0 0 Zweiter Abschnitt. — § 7.

.a u c h  die L ängen  der G u rts tä b e  w enig  von e in an d e r ab , u n d  es is t  dann 
J?

r a th s a m , fü r  s,„ ----- einen festen  M itte lw erth  e inzuführen  u n d  säm m t-

liehe iv u n d  z  d u rch  d iesen W e rth  zu d iv id iren . M an setze also z. B. 
fü r den in  F ig . 20 6  d a rg e s te llte n  T rä g e r

(9)
y»i

berechne dann  ab e r / / ,  m itte ls  der F orm el:

s  E l F. sec2 a
(10) H , = t*).

Z a h le n b e i s p i e le .  I. Die Knotenpunkte der Gurtungen dos in Fig. 20G 
abgebildeten Sichelträgers liegen in Parabeln von 4,0 bezieh. 2,5'" Pfeilhöhe. 
Die Stützweite ist — 20’", die Feldwcito =  2’". Die Ordinaten y, Strecken r, 
Gewichte ¡o und Grössen z  sind in der folgenden Tabelle angegeben. F ür u>3 
bis i¡)10 und .y2 bis z i0 gelten die Gleich. (9), während wt und z, nach den Gleich. 
(5) zu berechnen sind. D er erste Untergurtstab ist als halber Stab behandelt 
worden.

m Um r,„

1 0,475 0.20
2 1,440 0,52
3 1.275 0,63
4 2,560 0,94
5 1.875 1.01
6 3,360 1.26
7 2,275 1,29
8 3,840 1,45
9 2.475 1,44

10 4,000 1,525

!/’»

5,33
3,21
2,90
1,84
2,12
1,37
1,83
1,19
1,72

7.67
4.10 
7.42 
3,45
7.11
3.11 
7,01 
2.95 
6.88

Ausnahmefälle

0,475 
8),20*

1 0,72
2 0 ,22*

: 19,31**)

.  -  0-475* 1 0-72*
0 .20 * 2 0 .22*

S z,„ =  2 'S xr +  z l0 —  2 • 53,82 +  6,88 =  114.52.
i

F ür den mit den Gewichten w  belasteten Balken Ä  B ' wurden jetz t von 
der Mitte aus die Querkräfte nach der Formel Q,„ =  Q,„+\ -\- wm berechnet, 
hierauf die Momente M m ~  il/»,-i -j- Q„X  und schliesslich die Ordinaten H„,

=  —— ***) der //-L inie. W egen X'=  1 ist A f,„=  M m-i +  Qm. W äre X' nicht

Streng genommen wäre X durch den Mittelwerth von zu er-

setzen, doch erwäge man die Schwierigkeit, t zutreffend zu schätzen und rechne 
daher so einfach wie möglich. Aus diesem Grunde wird man auch, falls a  klein 
ist, sec* a =  1 setzen.

**) Die Ordinate des lothrecht über 1 gelegenen Punktes 1' der oberen 
Gurtung ist =  0,72 und das Lotli von 1' auf die Verlängerung des ersten Unfer- 
gurtstabes =  0,22.

***) Bei den M,„ und Qm haben wir den Zeiger ic hier fortgelasseu.



Der Bogen mit. zwei Gelenken. 2 0 1

=  1 , aber konstant, so würde man trotzdem X'=  1 setzen, dafür aber Sa», durch 
).' dividiren. W ir schreiben den vollständigen Ansatz der Rechnung bin.

Q10 — h «ho — 0,86 Mi =  39,96
+  1,19 +  20,65

< ? ,=  2,05 M , =  60.61
1,83 15.32

Qs ~  3,88 M 3 =  75,93
1.37 12,11

<?7 =  5,25 M t  =  8S.04
2,12 9,21

Qo — 7,37 .l/6 =  97,25
1,84 7.37

Q6 =  9,21 M t  =  101,62
2,90 5,25

Qt =. 12,11 M , =  109,87
3,21 3,88

Q, =  15,32 M a = 1 1 3 ,7 5
5,33 2.05

Q.2 =  20,65 M 0 = 1 1 5 .8 0
19,31 0.86

Qi =  39,96 jV,o=  116.66

H.

Jh

H.

. 60,61. _  
114.52

88,04
114.52

104,62
114,52

113,75
114.52

116,66
114.52

: 0,77

: 0,91

:0,99

: 1,02

Die gleichförmig angenommene ständige Belastung sei y  =  1.45' f. d. m, 
also fü r ein Feld: <7/. =  2,90‘; sie erzeugt:

H„ =  g l  {2 (i/2 +  H t  +  H e +  Hs) +  i f 10} =  2,90 • 7,42 =  21,5'.
Ein vom rechten A uflager bis zum Querträger 12 vorgeschobener Lasten

zug (mit den in der Fig. angegebenen Achsendrücken und Radständen) ru ft h e rv o r:

7 / = S P i )  =  39,0'.
D er Einfluss einer gleiehmässigeu Temperaturerhöhung um t =  35° C. ist 

nach Gleich. 10:
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II, =
240 • 20 • Fc ■ 35 733 F c
2,0 • 114,52

wobei Fc den mittleren Gurtquerschnitt in qm. bedeutet.

I I .  ln  neuerer Zeit sind mehrfach Sichelträgor von bedeutender Pfeilhöhe 
ausgeführt worden, z. B. fü r die Douro-Brücke bei Porto und den Garabit- 
Viadukt. Es ist hier zulässig, die W erthe s„, und ß„, zur Vereinfachung 
der Rechnung auf eine durch die Mitten der Höhen Jim geführte Bogenachso zu 
beziehen und, mit Hinweis auf Figur 207. die Gleichungen 4 zu ersetzen durch

_  2 ¡/m A ,  Fc 
Wm~  h-,„ Fm

Zm —— y*n U'tn *
K ürzt man sämmtliche w  durch 2, 
und nimmt man fü r F,„ einen festen 
Mittelworth F e an. so erhält man:

11 )•» «  =  ■*= Zm - ■ l/m U'm

und fü r den Einfluss von t: 

tE lF c  sec2 a
12) H,-. ■ t.

2 S : .
W ir wenden die Formeln (11) 

und (12) auf die Berechnung des 
Horizontalschubes der Eisenbahnbrücke über den Douro bei Porto an. F igur 208 
stellt die Hälfte des sichelförmigen Bogenträgers dar. Die folgende Tabelle 
giebt an:

die in den Mitten der Felder gemessenen lothrechten Höhen h m, 
die Längen s„, der Verbindungslinien der Mittelpunkte der aufeinander

folgenden Vertikalen, 
die Ordinaten der Mittelpunkte der Strecken s m, 

die Feldweiten Xm, Gewichte tc„ und W erthe z m.

m y.» Sm% Ilm X,„ Zm =  </m U'm

1 3.20 8.51 2,17 5,60 13,35 42,74
2 9,33 8,07 5,19 5,55 5,91 55,14
3 15.06 8,17 6.79 5,95 5,03 75,75
4 20.61 8,62 8.02 6,65 4.64 95,65
5 24,45 3,72 8,64 3,00 1,87 45,70
6 28,23 10,01 9,01 8,45 4,88 137,90
7 33,15 10,14 9,38 9,10 4,74 157,25
8 37,13 10,31 9,63 9,70 4,66 173,15
9 40,09 10,68 9,80 10,40 4,71 188,92

10 41,90 10,47 9.89 10,40 4,55 190,46
11 42,50 10,40 9.93 10.40 4,48

■ •'
190,51

10
■ o v  »• £i — Z (> 

1 +  * 1162,66 -j- 190,51 =  2515.83.
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Nun wurden die Querkräfte und Momente des mit den Gewichten wm be
lasteten Balkens berechnet und aus den Momenten die "Werthe H  erm ittelt:

in Querkräfte nt Momente H —  M -2515,83

11 Q u  — ^  iPn =  2,24 1 M i— Qi 2,8 =  158,42 0,063
10 (?io =  § n  +  “ho =  6,79 0 M , =  M t +  Q., 5,58 =  399,65 0,159
9 Qo — Q i o + “ >» = 1 1 ,5 0 3 M 3= M t +  Qi 5,74 =  613,86 0,244
8 Q —  16,16 1 .1 /=  817,29 0,325
7 20,90 5 950,84 0,378
6 25,78 6 1098,56 0,437
5 27,65 7 1281,85 0,509
4 32.29 8 1433.76 0,570
3 37.32 9 1549,33 0,615
2 43.23 10 1619,95 0,644
1 56.5S 11 1643.24 0,653

Fig. 208.

Nach Aufzeichnung der Einflusslinie fü r H  misst m an, entsprechend den 
Angriffspunkten C, Z>, E. F  der Fahrbahnbelastung, die Ordinaten 

0,378 0,592 0,630 0,649,
während Seyrig  in seiner Veröffentlichung: Le pont su r  le Douro ä Porto
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(Paris 1878) auf Seite 31 mittels einer wesentlich umständlicheren Berechnung 
die W erthe

0,370 0,592 0,637 0,650

findet. Die Abweichungen beider Ergebnisse sind ganz unwesentlich. Bei 
gänzlicher Belastung der Brücke werden in den Punkten C, T). E . F  auf den 
Bogen seitons der Verkehrslast die senkrechten Drücke 126,8'; 62,1 '; 47,0'; 
40,5' (vergl. die angezogene Quelle, Seite 84) ausgeübt. Dieselben erzeugen 
— nach unserer Berechnung —

H =  2 [126,8 ■ 0,378 +  62.4-0,592 +  47,0 ■ 0,630 +  40,5 • 0,649] =  281,53'.

Seyrlg  findet 280,62'. Es ist dies die Summe der Horizontalschübe der beiden 
das Gleis stützenden Bogenträger.

Bei Berechnung von Ht darf der mittlere Querschnitt der einen Gurtung 
eines Bogens F c =  0,0560 qm  gesetzt werden (vgl. die Quelle, Seite 26, Mittel
werth von oi,) und es folgt dann fü r t =  30" fü r jeden Bogenträger:

i E t l F c 2 4 0 -3 0 -1 6 0 -0 ,0 5 6 0  , 0 00(
H t =  _ _ _ _ _  ; ---------2 . 2515783 -  ' ■

Dabei ist 77= 20 0 0 0 0 0 *  f. d. qcm angenommen worden. Setzt man, wie 
dies bei der Berechnung der Douro-Brücke geschehen ist, E  =  1600000, so er
hält man 7/< =  |£  12,82 — 10,26', während Seyrig (Seite 41) den W erth  Ht 
=  4-17,74 =  8,87' findet.

Es ist liier hervorzuheben, dass bei Vernachlässigung der Formänderung

der Gitterstäbe der aus S S '-  =*= hervorgegangene Werth S »  stets ein grösseres
ii  r

Ht liefert, da in jener Summe nur die Quadrate von S ' auftreten, dass es aber 
bei der grossen Unsicherheit, in welcher man sich bezüglich der anzunehmen
den Temperatur-Aenderung t befindet, nu r zu empfehlen ist, Ht reichlich gross 
zu rechnen.

8 0 . F orm el fü r den H o rizo n ta lsch u b  parabelfö rm iger S ich e lträg er.
Liegen die Knotenpunkte beider Gurtungen iu Parabeln, so lässt sich für 11

ein einfacher Ausdruck herleiten, 
welcher sehr zuverlässige Ergeb
nisse liefert. Zu diesem Zwecke 
nehmen w ir unendlich kleine Fel
der an, und ersetzen die nach 
Gleichung (9) zu berechnenden 
Einzelgewichte w  durch eine ste
tige Belastung, welche dem Ge
setze folgt:

y u ■»' I I  //io =  sec' ß -f- ~  sec2 y

Die Bezeichnungen sind aus 
der Fig. 209 ersichtlich. Die Käm
pfer sind iu derselben Wage rechten 
gedacht. Das erste Glied entspricht 

dem Theilchen ds  der oberen Gurtung und ergiebt sich durch Einführung von 
r„ (d. i. Abstand des Punktes u  von der Tangente in o) =  h cos ß , und eberjso 
entsteht das zweite Glied. Die Summe: 2 z »  ist zu er-setzen durch:
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3? :

0

A
A ( £ ) ' ]

sec2 y d x

1 + ( * ) > * •
wobei zu beachten ist, dass y „ :h  =  f u : f  und yo :h  =  f 0 : f .  Führt man ein:

4 fo x t t  — x ) , 4 fu x ( l  — x)
V° — Ji—  uud 'J“ — -  fä— - .

so erhält man nach Ausführung der Integration und nach gehöriger Zusammen- 
ziehung:

16 A,_  A +  A f l  ( „  , 1 16 fofu  1
- ~ r ~ [ T V  + u f °f“J T { i = x ) -  p  J

^ r [ 3 f 2 (A2 +  A 2) +  3-2A2A 2] -
3 l f

Die Differentialgleichung der Momentenlinie (Äf„) lautet, da diese Linie das 
mit der Polweite 1 gezeichnete Seilpolygon der Belastungsfläche ist:

(13) — d  (tg<p) =  ie d x ,  oder =  — w ,a x~
wo tp den Neigungswinkel des auf eine wagerechte Schlusslinie bezogenen Seil
polygons bedeutet. Denn zwei aufeinanderfolgende Tangenten müssen [auf 
einer Lothrechten im Abstande 1 von der Stelle (x) das Lasttheilchen w d x  ab
schneiden.

"Wird nun die Differentialgleichung

c I x 8

16 fofu
X) p

zweimal in tegrirt, uud werden die beiden Konstanten mittels der Bedingungen 
bestimmt

x  =  0 und x  =  l muss liefern M„ =  0 ,

(deren eine auch durch die Forderung ersetzt -werden darf, dass fü r x  — f l  der

Werth dM„
dx

0 werden muss) so ergiebt sich:

M„ =  !° ±  f " ( V  +  16 fofu )  (j i  log. nat. +  log. nat.

8 fofu
X l —  X
l l

Für eine in den Abständen a und b von A  bezw. B  gelegene Last P  e r

hält man je tz t (nach der Formel H  =  P  - ^ ' r =  P - ^ ~  j :

r 3 P I (fo +  f u) [(*= +  16 fofu) «X ~  AA«>]

(14)
H

3 P  (A* +  f J )  +  32 fo'-fA 

° ai =  |  ( y  log. nat. y + y  log. nat. ; «,, =  8 f



2 0 6 Zweiter Abschnitt. — § 7.

Zur Erleichterung der Benutzung dieser Formel diene die folgende Tabelle, 
welche gestattet, zwischen Kämpfer und Scheitel 10 Punkte der //-L inie schnell 
festzulegen. Im Allgemeinen wird man diese Punkte durch eine krumme Linie 
verbinden und in diese ein Polygon beschreiben, dessen Ecken den Querträgern 
entsprechen.

a
T «x a2 n

T
OL,

0,05 0.0496 0.38 0,30 0,1527 1.68
0,10 0,0813 0.72 0.35 0,1619 1,82
0,15 0,1057 1,02 0,40 0,1683 1,92
0,20 0,1251 1.28 0,45 0,1720 1,98
0.25 0,1406 1.50 0.50 0.1733 2,00

F ür den in Figur 206 dargestellten parabolischen Sichelträger ist z. B. 
/■o =  4,0m; f„ =  2,5” ; 1 =  20” , mithin

H - 2184 30
209 299

und man erhält demnach fü r 0,1 0,2 0.3 0.4 0,5 die W erthe 

0,97 1,01,
I

H  =  0,50 0,75 0,89
welche sich von den vorhin berechneten:

H  =  0,53 0,77 0,91 0,99 1,02
nur unwesentlich unterscheiden.

F ü r den von Temperaturänderungen parabelförmiger Bögen herrührenden 
Horizontalschub Ht findet man, indem man in Gleich. (10) den W erth y.'Zz,,,

durch- / ( | sec2 ß -f- sec2 y2y^ dx

(15) //t =  e E F ct

ersetzt, die einfache Formel: 

3 V1 (fo -  f u f
3 l- (fo* +  fua) +  32

und beispielsweise fü r den Bogenträger in Fig. 206 (mit e Z ? = 2 4 0 ; ¿ =  35°):
3 • 202 (4,0 — 2,5)3 

3 • 202 (4,0S +  2,52) +  32 • 4.02 • 2,52
Ht =  240 /<’e35 • =  759 / '’,, Tonnen.

Vorhin ergab sich der hiervon nur wenig verschiedene W erth Ht —  733 F c.

81. B ogen träger m it  fa s t  w a g er ec h ter  ob erer  G u rtung. Zu
den am häufigsten ausgeführten Arten von Bogenträgern gehört der in 
Figur 210 dargestellte Träger mit annähernd oder genau wagerechter 
oberer Gurtung. Meistens wird die Höbe im Scheitel sehr klein ge
wählt, und es stellt sich dann heraus, dass die Querschnittsverhältnisse 
der dem Scheitel zunächst gelegenen Gurtstäbe von wesentlichem Ein
fluss auf die Ergebnisse sind. Die Gewichte io der Knoten in der Nähe 
der Auflager spielen eine untergeordnete Rolle. Wir empfehlen bei 
Berechnung der Tf-Linie folgende Annahmen:



Man benutze die Gleichungen (4), ersetze die veränderlichen Glie-
J?e F e Fe

der sec3 ß,„ ~ - und sec3 ym+1 — durch die festen W e r t l i e b e z w .
F  om  F u m+1 F j

F e
— nehme die willkürliche Querschnittsfläche Fe =  F0 an und kürze
•F u

die iv und z  durch die (konstant gedachte) Feldweite Man erhält 
dann:

(16) wm =  ( y mu +  y,„o ~ )  und 2,„ =  ( y 2mu -f- y 2mo •— )

wo für Fe : F„ das Verhält- ______
niss der Querschnitte der 
oberen und unteren Gurtung /¡\ \  / ! / ,  
in der Nähe des Scheitels 
einzusetzen ist.

Für den Knotenpunkt 0 
und für den Scheitel s  hat 
man bezw. zu setzen:

F0
» .  =  —

■* M

Der Bogen mit zwei Gelenken. 2 0 7

Fig. 2t0.

(17)

(18) w.
2 y . j K  
h \  Fu

F .
' F„

2 y \  
h \

~  (vgl. Formel 5).

(19)

Der Einfluss einer Teinperaturänderung ist:

sE F J t.
TT,

Z a h  le n b e isp ie l.  I. Für den schmiedeeisernen Bogentriiger in Fig. 211 
erhält man mit Fa : Fu — 1 (ein Querschnittsverhältniss, für welches der Ver
fasser in einer ganzen Koihe von Fällen recht befriedigende Ergebnisse er
zielt hat):
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0,9 +  3,0 
2,1a 

1,6 +  3,0

= 0,88

=  2,351,42
ebenso w3 —  6,30; wt =  15,00 

2-2 .5schliesslich w5 ■■
0,5'-

: 20,00

^ = i k k » ! . = 5 ,898

^3 =  16,556; z< =  41,000 
2 ■ 2,52

*5: 0.5-
; 50,00

, = 1,000

=  66.678
o

2 j „  =  2'- 66,678 +  50,000 =  183,356.

Die Momente des mit den Gewdchten w  belasteten Balkens Ä  B ' sind, 
wenn die Feldweite X =  1 gesetzt wird (vergl. das Zahlenbeispiel auf S. 214):

M l =  34,53; 11/3 =  68,18; M3 =  99,48; 3f« =  124,48; ü/6 =  134,48.
l o o  o r j g

D er durch X dividirte W erth Sz„, ist — =  91,678, und es ergiebt 

sieh daher:

r, _  34,53
91,678 ~  0:38’ U i

■ 0,74;
_6_8,18 
91,678

ebenso H 3 =  1,09; H t =  1,36; H t  =  1,47.

Is t die ständige Belastung g —  1,45' f. d. w, so ist die Belastung eines 
Knotens:

g \  =  1,45 -2,0 =  2,9'.

D er Horizontalschub in Folge des Eigengewichtes beträgt dann:

H„ =  g l  [2 (H, +  Ä , +  Ä , +  I Q  +  if5] =  2,9 • 8,61 =  25,0'.

D er Einfluss einer Temperaturänderung um t =  35° ist: 

iE t lF „  2 4 0 -3 5 -2 0  - F .H , -
X12 z„ 2,0 • 183,356

460 Fl, (abgerundet).

I I .  W ill man die Untersuchung fü r verschiedene Quersclmittsverhaltnisse 
F t : F u durchführen, so berechne man (unter der Voraussetzung: X .=  1) die

Momente M m’ in Folge der Gewichte: w„ =  und die Momente M , i n  Folge
hm"

der Wm =  -

(20)

und bestimme H m mittels der Formel:

I l m

Mm +  J  Mm

Für den Scheitel is t w /  =  

Einfluss von t ist:

(21) ü ,

2 xj,

h \— und ¡i'," =  0; z i  =  ij, u n d  z "  —  0. Der

zE tlF o



Man erhält:

Der Bogen m it zwei Gelenken.

m Wm Wm z z" Mm Mm"

0 0 1.000
1 0,20 0,68 0,184 2,041 20,29 14,24 2 /  = 9 5 .8 6 8
2 0.S2 1,53 1.306 4,592 10,38 27,80
3 2.60 3,70 5.444 11,111 59.65 39,83 'S z" =  87.488
4 6.67 8.33 16,000 25,000 76,-32 48,16
5 20,00 0 50.000 0

v C P i '- v s
86.32 48.16

Die nach Gleichung (20) berechneten "Werthe //„, sind fü r verschiedene 
Verhältnisse F0 : F„ in der folgenden Tabelle zusammengestollt worden.

m 0,7 O.S 0,9 1,0 1,1 1,2

1 0.39 0,39 0,38 0.38 0,37 0,37
2 0.77 0,76 0,75 0,74 0,73 0,73
3 1,13 1,11 1.10 1,09 1,07 1,06
4 1,42 1.40 1.38 1.36 1,34 1,32
5 1.55 1,52 1.49 1,47 1.44 1,42

Der Einfluss von ; =  35° C. wird der Reihe nach (abgerundet):

Jh =  540 510 T'«; 480 F„\ 460 F.-, 440 F„: 420 Fo.
In  der Nähe des Scheitels weichen also die //-Linien wesentlich von ein

ander ab. Den Einfluss dieser Unterschiede auf die Spannkräfte werden w ir 
später besprechen. Vergl. No. 85.

82. B o g en träg e r von n a h e z u  u n v e rä n d e rlic h e r  H öhe. Die in
den Figuren 212 und 213 dargestellten Bogenträger m it annähernd 
konstantem r„„ welche häufig der Kürze wegen Parallelträger genannt 
werden, sind meistens so gebildet, dass die oberen und unteren Kno
tenpunkte in Kreisbögen mit
gemeinsamem Mittelpunkte lie
gen. Bedeutet dann h den Un
terschied der beiden Kreisbalb- 
messer, so darf man r m durch h 
ersetzen und, bei gleichen (oder 
annähernd gleichen) Feldweiten, 
die Formeln

F c

SAZES 
*  k

Fig. 212.

Ht =

: Um >e„

s E I F C Flg. 213.

anwenden. Man vergl. die Begründung von (9) und (10). Kürzt man 
alle w und 3 durch 1 : h 2m und nimmt einen überall gleichen Gurt
querschnitt an, so erhält man sehr einfach:

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II . 1. 14
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z E F .lh 2
(22) Wm —  Vmi «». =  »/«.; H t =  . ; . g p — (•

/1'   ' i/  Hl

In den Formeln für II, bedeutet F e einen mittleren Gurtquerschnitt.
Die Gleichungen (22) liefern auch dann noch brauchbare Werthe, 

wenn die Trägerhöhe h sich vom Scheitel nach dem Kämpfer hin etwas 
ändert. In den Ausdruck für II, muss dann ein Mittelwerth li einge
setzt werden.

W ill man für die obere und untere Gurtung verschiedene mittlere 
Querschnitte Fa und Fu einführen, so wähle man F c —  F0 und setze 
für einen Knoten m der unteren und einen Knoten Je der oberen Gur
tung bezw .:

(2 3 ) iom —  ym; z m =  y 2m und wk —  yh Et
Fu

F-*• o
iQ

F ü r Parabelbügen lassen sich die gewonnenen Ergebnisse noch erheblich 
vereinfachen. Dazu nehmen w ir mit Bezugnahme auf Fig. 214 an, es folgen 
die Gurtungen den Gesetzen:

yu
wobei

Fig. 214.

=  y  -|- li0 bezw.
=  y  — hu,

4 f x  (l — x) 
y = - — p—  

die Gleichung einer Pa
rabel von der Pfoilhöhe 
f  ist. Sodann ersetzen 
w ir (ähnlich wie in 
No. 80) die Einzellasten 
w durch eine stetige Be
lastung, welche an der 
Stelle x  die Höhe 

F.w =  gu- \-y 0
Fu

■ y  — hu -j- [y -f- ho 

<PM,C
F.. hat, und welcher dann die Momentengleichung

4 f x  (i — x)
dx* ( ■ + £ ) -

Foh o ^  +  hu

entspricht. Durch zweimalige Integration dieser Beziehung finden w ir

x),

wobei die Konstanten mittels der Bedingung bestimmt werden, dass x  =  0 
und x  =  l den W erth M  =  0 liefern müssen. Das Moment M«, dividiren wir 
durch

i
91:

- I
(24)

{ y -h u Y  +  Q z+hof 

o ho Fo —
03 =  1 +

Fo
F„

huF,

d x 8 fH  Fo +  Fu

f(Fo + Fu)

15 Fu

15 h \F o - r h-uFu 
8 F  (Fo + Fu) '

03, W O
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D er von einer Temperaturänderung t herrührende W erth II  ist:
iE F o lh - t

(25)

I I , --

I I , -

d. i.

15 zEth'-FoF,,
& f *  ( F o  +  F « )  o)

Indem wir dann schliesslich x  durch a ersetzen, erhalten w ir den Eintluss 
einer Einzelkraft P  auf II:

T.T T-» ^ il 1 7 °  _1_ (1 \ ^  hoFo- hu Fn(26) H =  P - g r  =  a (f -  a) | P  +  « (i -  «) +  y  j  K  + ^

Die nach Gleichung (26) aufgetragene //-L in ie weicht so wenig von einer 
Parahel ab, dass der Gedanke nahe liegt, sie durch eine Parabel zu ersetzen, 
so zwar, dass beide Linien mit der Nulllinie gleichgrosse Flächen einschliesson. 
Die Bedingung hierfür lautet:

221 P  f .
T T  =  W ,QM,c d x

und liefert für Z  den W erth:

(27)
3 PI
16 f

v. wo

(28) v =  - f ( F 0 + Fu) +  1,25 (K F o  -  huFu)

f(F„ +  F u) +  2,5 (h0Fo — huFu
15
8 7 (IFoFo+h-uF„)

(29)

Die Gleichung der parabelförmigen II -Linie ist:
3 Pah

I I -
4 f l

sie liefert auch fü r  flache Kreisbögen sehr zuverlässige Ergebnisse.
F ür den in Fig. 212 dargestellten Fall ist h0 —  h und hu =  0. Man findet: 

_  fiF o  +  Fu) +  1,25 7» Fo

(30)

IIf.

f(Fo +  Fu) +  2,5 hFo ( 1 +  0,75 j  )

15 zE th -F 0Fu 

8 f [ f [ F 0 +  F,.) +  2,5 h Fo ( l +  0,75 j  ) ]

Setzt man einmal F„ =  Fu. sodann Fo =  2 Fu, so erhält man, wenn f =  4 h 
ist, v =  0,84 bezw. v =  0,81 und erkennt hieraus, dass das Querschnitts verhält- 
niss F o : F„ in der Regel keinen ■wesentlichen Einfluss auf I I  haben wird. Mit 
der zulässigen Vereinfachung F„ =  Fu gehen die Gleichungen (28) fü r den Träger 
in Fig. 212 über in:

8 / - f  57i

(31)
Hg. 212. II,

8 f + 2 ,5 / i ( 4  +  3 y )

 15 e J'StWFc

2 ^ 8 7 + 2,5Ä (1 +  3 *-)]’

wo jetzt F c einen Mittelwerth der Querschnitte F„ und bedeutet.*)

*) Maassgebend sind hauptsächlich die Querschnitte in der Nähe des Scheitels.
'  14*
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Für den zweiten wichtigen Sonderfall in Fig. 213 ergiebt sich mit 
F0 =  F„ =  Fc (wegen h„ =  7i„ =  .V 7*):

1 , IT 15 Z F t h - F c ' l

(32) — - - , 1 5  7t- Un =  I 6 f * -------
Fig. 213. l + T i ~ r

Der Verfasser empfiehlt die Anwendung parabelförmiger H-Linien auf das 
dringendste. Ycrgl. des Verfassers: Theorie und Berechnung der eisernen Bogen- 
brüeken, Berlin 1880, Seite 34.

b. Ermittlung der Spannkräfte.

83. A llg e m e in e  B e z ieh u n g en . Nach Bestimmung des Horizontal
sehubes I I  lässt sich das Angriffsmoment Mm für den Knotenpunkt m 
(Fig. 198) in der Form darstellen:

(33) Mm =  Mom —  II ’ym cos a  =  M .m —  H y m

wo Mom den Werth des Momentes für den Fall II —  0 bedeutet, d. i. 
das Angriffsmoment für den Knoten m eines einfachen Balkens A B .

Durch Mm aber ist die Spannkraft des dem Knoten m gegenüberliegen
den Gurtstabes bestimmt. So erhält man für die Gurtkräfte 0 1 und 
U2 in Fig. 198 die Werthe:

Oi —  —  1 und U2 —  -\— ■
ri r 2

Soll die Spannkraft D in Fig. 215 aus der Momentengleichung 
für den Schnittpunkt i  der Gurtkräfte U  und 0  ermittelt werden, so 
findet man:

(34) M, —  I )r ,  =  0 wo Mt =  Mol —  Hy,

und Moi, das Angriffsmoment der links vom Schnitte t —  t wirksamen 
lothrechten Kräfte A  und P  in Bezug auf den Punkt i bedeutet, während 
—  H y, den Einfluss von II' angiebt; r, ist der Hebelarm von I).

Fig. 215.
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Bei Berechnung der Angriffsmoruente und Spannkräfte für das 
Ständerfachwerk (Pig. 216) führen wir die Bezeichnungen ein:

M°m =  Angriffsmoment für den oberen Knotenpunkt m 
M ,,, —  ,, ,, ,, ,, untei en u ni

und finden dann:
(o r \ n    H-f.» Tr i M l . ,(3u) 0,„ —  —  - ; TJ„, —  - f - ------  -•

/(,„ cos ß„, cos Ym

Die Spannkräfte in den Füllungsstäben kann man wie vorhin mittels 
der durch Formel (34) dargestellten Ritter’schen Momentengleichung be
stimmen, oder auch auf die folgende Weise:

Man führt durch 0,„, Dm, Um einen lothrechten Schnitt, setzt die 
Summe der links vom Schnitte wirkenden wagerechten Kräfte =  0, 
erhält dann zunächst

D,„ cos <p,„ -f- 0,„ cos ß„, -\~ Um cos y„, +  11=0, 
drückt nun 0 und U mittels Gleich. (35) aus und berücksichtigt schliess
lich, dass

M l  =  M l  —  ///,„,

ist, weil sich beim Uebergange vom unteren zum oberen Knoten m nur 
der Einfluss von II  auf das Moment ändert. Man gelangt dann zu 
der übersichtlichen Formelgruppe:

(36)

„  p M l M l . ,
0,„ cos ß,„ =  —  - ; Um cos Ym =  +  ,

“,n n« i-i
M l M l M l  M l . ,

n m cos <p„, =  —     =  - —  --------
h,„ h,„. i /i„

Hiernach ist man z. B. im Stande, mit Hilfe der Einflusslinien für 
die Grössen: M “ : h und M ° : h sümmtliehe Spannkräfte 0 ,  U, D  zu
bestimmen.

Auch die Spannkräfte in den Ständern lassen sich durch die Mo
mente M “ und M° ausdrücken. Greift die Belastung oben an, auf
welchen Fall wir uns hier beschränken wollen, so folgt aus dem Gleich
gewicht der am unteren Knotenpunkte m angreifenden Kräfte:

Vm -f- ]),„ sin <p,„ +  Um+, sin Y„,+i —  U,„ sin Y». =  0,
und aus dieser Bedingung erhält man, wenn man D,„, U„l+, und Um
mittels der Gleichungen 36 bestimmt und die Beziehungen

tg  9m +  tg  Ym =  ■^Z± Und % 9»  +  tg  Tm + l =  

beachtet, die einfache Formel:

t i m. \  ( M l . ,  M l \
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Darin bedeutet die obere der Strecken, in welche hm , durch
die Verlängerung des Stabes f7„1+, zerlegt wird.

Auf ähnliche Weise können auch die Spannkräfte D  des Streben
fachwerks dargestellt werden. Man denke sich die punktirten Ständer 
eingeschaltet, Fig. 217, und findet:

M°m Al“, iU“_,
Dm cos =  

Dm—\ cos 9m—i

hm_ , h,„ hm_  i

Ml , _  M°„_, =  J/ “_ a _  i f" _ ,
A,»_! I Ä„,_2 Am—1

Werden in jedem Felde zwei sich kreuzende steife Diagonalen an
geordnet (Fig. 21 8 ), so ist die genaue Berechnung der Spannkräfte

eine ausserordentlich mühsame Arbeit, weil 
ausser I I  noch in jedem Felde eine statisch 
nicht bestimmbare Grösse, nämlich die Spann
kraft in einer der beiden Diagonalen, auftritt. 
Wir begnügen uns deshalb hier mit einem An
näherungsverfahren. *)

Es bedeuten: D  die Spannkraft, d  die 
j-ig. 217. Länge und F  den Querschnitt der linksstei-

Fig. 218. Fig. 219.

genden und D  , d  , F  die entsprechenden Werthe der rechtssteigenden 
Diagonale irgend eines Feldes, ferner seien für die übrigen Stablängen 
und die W inkel die in der Fig. 219 angegebenen Bezeichnungen ge
wählt. A uf die Aehderung A y der W inkel y haben die Längenände

*) Das genauere Verfahren findet sich in: Müller-Breslau, Theorie und 
Berechnung der eisernen Bogenbrücken (Berlin 1880) Seite 72. Eine nachträg
liche schärfere Berechnung, die allerdings wesentlich mühsamer ist., dürfte 
meistens nicht zu entbehren sein. Mit Rücksicht hierauf ist die Anordnung des 
Gitterwerks nach Fig. 218 wenig zu empfehlen.
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rungen Ad  und Ad' einen hervorragenden Einfluss, und es sei deshalb 
aus der Gleichung

d 2= s ;  -f- n\ —  2 cos y l; 
unter Vernachlässigung von As„, Anx die Beziehung 

2 d  Ad  =  2sön1 sin y 1 Ayj 

gebildet und hieraus (und auf ähnliche Weise) sei erhalten:

d A d  d ' A d ' . d A d  d' A d '
AYx — --------   ; A v „ = < - ------- :— Ay.,  —  — ~;----------; A y .  =  :-------

s0 nx sin y ! s„ n1 sin y2 s„ w2 sm y 3 s ,« 2sin y.i

Da nun die Summe der Viereckswinkel ~(lt  y 2, y 3, y i  auch nach 
der Formänderung =  3 6 0 °  is t , so ergiebt sich A fj  -f- Ay2 -f- Ay3 
- j -A y 4 = 0  und hieraus folgt dann:

dAd  s“”2 s in T3 +  s»Mi s in Ti   d ' M ' s°n2 sin y4 - f  sunx sin y2
sin sin y3 sin y 2 sin y4

oder, da der Inhalt des Vierecks sowohl —  4- (s„«2 sin y3 -f- s0nx sin Yi) 
wie auch =  1  (s0w2 sin y4 -f- s„nx sin Y2) gesetzt werden darf,

Ad   d ' sin Yi sin Y3
Ad' d sin y2 sin y 4

D d
g von A d  —  — und Ad

E F
D    d '2 F  sin Yi sin Y3

Nach Einführung von A d  —  — % und A d ' —  ergiebt sich
E F  E F

D ' d 2 F ’ sin y2 sin y3
und, wenn s0 || su ist, wenn also sin y x —  sin y2 und sin y 3 =  sin Yi ist, 

1391 - D = _ / *  J L
f y  d 2 f '

Man nehme (wenigstens bei der ersten Berechnung) F  —  F ' an, 
und benutze die vorstehende Gleichung auch dann, wenn s0 und su nur 
annähernd parallel sind.

Werden nun, vom Kreuzungspunkte J  der Diagonalen aus, auf 
diesen die Strecken J C  und J E  (Fig. 218) so angetragen, dass
J C : J E  =  d ’2F : d 2F ’ ist, und wird das Parallelogramm J F  gezeich
net, so giebt J F  die Richtung der Mittelkraft $  aus den Spannkräften
1> und D ' an. Sind 0 und u die Schnittpunkte der Geraden J F  m it
den Gurtungen, ferner M 0 und M u die für die Punkte 0 und u be
rechneten Angriffsmomente, so ergeben sich die Spannkräfte für die 
Gurtungen:

(40) 0  =  —  - ^ -  und U =  +
ru r„

wenn r0 das Loth von Punkt 0 auf die untere Gurtung und r„ das
Loth von u auf die ohere Gurtung bedeutet.



2 1 6 Zweiter Abschnitt. — § 7.

Die Spannkräfte D  und / /  werden durch Zerlegung von 3) ge
funden, und bei Berechnung von S  verfährt man genau so , als be
finde sich in dem fraglichen Felde nur eine die Punkte o und u ver
bindende Diagonale.

Behufs Ermittlung der //-L in ie nach Iso. 77 werden den Punkten

o und u die Gewichte w„ —  — jp- und wu —  - --- zugeschrie-
r 0 7* u 1 u l 10

ben, ferner die Werthe z0 =  w0y0; z„ =  wuy„. Die Berechnung von
II, erfolgt dann nach Gleichung 7. In der Regel sind die in No. 82
angeführten Vereinfachungen w0 =  y0 und u\, —  yu zulässig oder —
was noch mehr zu empfehlen ist —  die Benutzung der parabelförmigen
//-L inie.

Zur Bestimmung der Grenzwerthe der Spannkräfte bedient man 
sich im Allgemeinen am zweckmässigsten der Einflusslinien.

84. E in flu ss lin ien  fü r  d ie  A n g riffsm om en te  u n d  S p an n k rä fte . 
Die Einflussfläche für das A ngrifFsm om ent

( 4 1) Mm =  Mom —  H ym =  y„, (  —  / / )

ergiebt sich —  wenn ym als Mul
tiplikator angesehen wird*) —  
als der Unterschied der(il/01„:y.,)- 
Fläche und der //-F läche. Nach 
Aufzeichnung der //-L in ieÄ S  B 
(Fig. 220) trage man auf der 
Lothrechten durch A  die Strecke

A' A" —  1 Xm ab**), ver-
y.

binde A " und B ' durch eine 
Gerade, bestimme auf dieser 
senkrecht unter m  den Punkt 
in und ziehe A' in . Die schraf- 
firte Fläche ist dann die Ein
flussfläche für ü/,„***); sie ge
stattet die Berechnung der

Multiplikatoren der Eiuflussflächen 
mit p. bezeichnen imd stets an die betreffenden Flächen setzen.

**) Die zeichnerische Bestimmung von 1 ■ —  ist in der F igur 220 ange

deutet worden. Der V erfasser zieht die Berechnung vor.
***) 'Wäre Ä A "  =  1 ■ x,„, so wäre das Dreieck Ä in 'B "  nach Band I, S. 134, 

die Einflussfläche für das Moment M cm.

*) Vergl. Seite 174. Wir werden die
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Grenzwerthe und in der Forrn:

„mxMm =  p. (SP ir) +  g ( P  —  P )  - f i  7 /,)

Mm =  [->. ^N 7J'̂  g ( F — F )  +  //«),

wobei iSPyj, iSi'vj, F  und T7, die auf Seite 183 erklärte Bedeutung
+ — + —

haben; dort ist auch gezeigt, dass man im Falle gleich langer Felder
auch setzen darf:

• Figur 220 setzt voraus, dass m der oberen Gurtung angehört und 
die Belastung oben angreift. Ist m ein Knoten der unbelasteten Gur
tung (Fig. 221), so beachte man, dass jedem Felde F yF 2 eine gerade 
Einflusslinie L i L2 entsprechen muss.

Durch die Momente M,„ 
sind die Spannkräfte in den 
Gurtungen bestimmt.

B e i U n tersu ch u n g  e in e s  
F ü llu n g ssta b e s  gehen wir, mit 
Bezugnahme auf Fig. 215, von 
der für jeden Neigungswinkel 
des Stabes gültigen Gleichung 
D rt —  +  Mt aus und ermitteln 
zunächst die Einflussfläche für 

=  M„i —  Htji. Nach Auf- *¡¡',1 
Zeichnung der 77-Linie machen

wir Ä A "  —  1 , Fig. 222,
F ' ' F ig. 221.

ziehen die Gerade A " / / ,  be
stimmen auf dieser senkrecht unter i  den Punkt i ,  verbinden i und 
A und tragen schliesslich die dem Felde F l F2 entsprechende Gerade 
D]7v2 ein. Fassen wir jetzt die in Fig. 222 schraffirte Fläche als Ein
flussfläche für die Spannkraft D  auf, so ist der Multiplikator derselben

Die Einflussflächen für J) und Mi haben gleiche oder entgegenge
setzte Vorzeichen, je nachdem die Spannkraft D  in Fig. 215 links oder 
rechts um i dreht. Bei Feststellung dieser Vorzeichen schlage man 
zur Vermeidung von Irrthümern folgenden W eg ein. Man nehme eine
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rechts von F2 gelegene Last P  an, und setze zunächst H =  0 , be
trachte also den Träger als einfachen Balken. Am linken Auflager

greift dann nur A  —  P - — an, und man erhält aus der Gleichung

A  x , —  D r t —  0 mit P —  1 den W erth:

r. i , x i \ b z ‘ h x,D  =  +  A  —  =  + 1 - 7 -  —  =  • 1     p.r(<),
r t l rf l ijt
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wo '/)„ die unter P  gemessene Ordinate der Geraden B 'A "  bedeutet. 
Für den Einfluss von II' =  / / s e c  a  hat man nun: H y , - \ - D r f =  0, 
woraus V  —  —  p .// ,  weshalb sich im Ganzen

D  —  [>■ ('<]o —  H )
ergiebt, woraus für den vorliegenden Fall folgt: dass D  positiv ist, so 
lange 't]0 I I  ist. Erwägt man übrigens, dass die Gerade B 'A "  die 
mit X i: iji multiplicirte M.-Linie ist, so braucht man zur Entscheidung 
der Vorzeichenfrage nur den Einfluss von A  und 11' =  I I  sec a  zu 
prüfen. So findet man in dem in Fig. 223 dargestellten Falle, dass 
A  sowohl wie I I  eine Zugkraft D  hervorbringen, und folgert dann, dass 
die Ordinaten der Geraden B 'A "  z u  denjenigen der II-Linie zu fügen 
sind, und dass die Einflussfläche rechts von F2 positiv ist. Auf die
selbe Weise prüfe man die Figuren 224 und 225.

Bislang haben wir vorausgesetzt, dass der Punkt i auf dem Zeichen
blatte liegt. Fällt er über dasselbe hinaus, so lässt sich der zur Fest
legung der Geraden B'ä"  dienende Werth xt : yu sowie der Multipli
kator p, =  i j i: r { wie folgt ermitteln. Man verlängere die Gurtstäbe 0  
und U (Fig. 226) und ziehe an beliebiger Stelle eine Gerade S T  pa
rallel zu dem links an den fraglichen Füllungsstab D  sich anschliessen
den Wandgliede F1 F '. Hierauf lege man durch S  und T  Parallelen 
zu A F X und A F \  bestimme deren Schnittpunkt i0 und messe die in 
der Fig. 226 mit p( bezeichneten Strecken. p( bedeutet das Loth
von S  auf den Stab D. Man erhält dann:

und l L  =  l L .  
y< ra r, p<

Der Punkt i  liegt in der 
Geraden A i0, was bei der 
Vorzeichenbestimmung zu 
beachten ist.

Auf ähnliche Weise Hesse 
sich auch die von der Ge
raden A 'B "  (Fig. 222) auf A  
der Lothrechten durch B  ab- 4

geschnittene Strecke 1 • lis ' 22°’
Vi

ermitteln, doch ist dies nicht nöthig, da man die Gerade A B " schneller 
auf andere Weise bestimmen kann. Man muss nur daran denken, dass 
der Geradenzug A 'L 1 L.2 B '  die Einflusslinie für die Spannkraft D  des 
einfachen Balkens A B  ist.

In Fig. 227 ist beispielsweise die D -Fläche eines rechtssteigenden
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Füllungsstabes dargestellt worden. Funkt i liege ausserhalb des Blattes; 
daher wurde x t ■■ 1/i =  ki ■ '')>■ gefunden. Die Hilfslinien zur Ermittlung 
von iö sind wieder ausgelöscht worden. i0 ergab sich oberhalb der Ge
raden A B ,  und es liegt daher auch i oberhalb A B . Die Kräfte A

und II' —  I I sec a  erzeugen in D  Drücke, weshalb A 'A "  =  1 — nach
V<

oben aufgetragen wurde.*) Zur Festlegung der Geraden L 2 L l und 
A  Ly wurden zwei Verfahren angewandt, erstens die Bestimmung 
des Nullpunktes N  auf dem im I. Bande, § 3 0 , gezeigten Wege,

zweitens durch Ermittlung der Strecke L 2 T, welche die Geraden 
B 'A "  und A 'B ” auf der Senkrechten durch den der belasteten Gur
tung angehörenden Endpunkt F2 des Stabes 1) abscbneidet. Wir wiesen 
früher das Gesetz nach: Zerlegt man P = = ;j  nach den Richtungen von 
0  und D  und ist die zu D  parallele Seitenkraft =  [ P ] , so ist L., T 
—  [P ]i vorausgesetzt, dass die Einflussfläche den Multiplikator 1 bat**).

*) Die AT-Linie wollen wir stets nach unten liegend zeichnen.
**) Vergl. Band 1, § 30.
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Da nun im vorliegenden Palle ein Multiplikator p. =

so muss B  =  1 ersetzt werden durch —  =  1 —
U-

y i
—  eingeführt ist, 
r t

An die Stelle von
Ui

[j9] tritt jetzt der in Fig. 227 gefundene Werth Z. Die zweite Be
stimmungsart der Geraden A 'L l und L 2 L l verdient natürlich den Vorzug.

Ferner ist zu beachten, dass die Strecke A 'A ' 1 • —  =  D a —
Ui Ui

ist, wo I)A den absoluten Werth der von einem Stützen widerstände 
A =  1 im fraglichen Wandgliede erzeugten Spannkraft bedeutet, und

ebenso lässt sich B ' B" =  Dn - - aus der durch B =  1 hervorgerufenen
Ui

Spannkraft D J: berechnen, während schliesslich 1 —— =  Dn gleich dem
r,

absoluten Werthe der Spannkraft in Folge einer in A  angreifenden, von 
A nach B  gerichteten Belastung 1 sec a  ist. Hiernach kann man den 
Linienzug A 'L 1L 2B ' mit Hilfe von zweien der drei Strecken: A 'A "  
—  Da : Dri, B 'ß "  =  Du : D„ und Z  bestimmen.*)

Die Benutzung der Spannkräfte D A, D lh D „  liefert wohl die über
sichtlichsten und schärfsten Zeichnungen, vorausgesetzt, dass man'Mie 
geringe Mühe nicht scheut, diese Werthe durch Rechnung zu bestimmen. 
Man gehe dann von den Gleichungen (36) und (38) aus.

Als Beispiel sei hier die 
Ermittlung der DA, Db ,
Da für den auf S. 201 dar
gestellten Sichelträger mit- 
getheilt; denn gerade für 
diese Träger ist das frag
liche Verfahren besonders 
am Platze. Durch die un
teren Knotenpunkte 1 ', 3',
5', 7', . . . . wurden senk
rechte Geraden gezogen, 
welche die obere Gurtung
in 1, 3, 5, 7, . . . schneiden**). Aus den Angrillsmomenten ,!/„ M.,, M3, M.,, .Vr>, .. 
lindet man dann für jeden Belastungszustand für eine ¡inkssteigende Diagonale:

Fig. 228.

*) Vergl. auch Band I, § 30; dort wurden die DA und Da mit hi bezw. D” 
bezeichnet.

**) Der bequemeren Schreibweise der Momente wegen ist die Bezeichnung 
der unteren Knotenpunkte anders gewählt wie in Fig. 206.
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_  Mm M lm- 1;
D m  cos 9 , , ,  =  — ---------------— - — -  z. B. Dr, cos 9 s

/im  /im  —1

z. B. D4 cos 9 4 =

Ms M<
hé ht

m 3 Mt
». *4

und für eine rechtssteigende Diagonale:
j l f ( m _ l )  ,V „ ,Dm cos 9 „, =  — -   ——
Äw-l hm

Den Zuständen A =  1 , B  =  1 , / / =  1 , entsprechen nun für den Knoten m 
der Reihe nach die "Werthe:

M m   1 ■ X m  , M ~tn   1 * X  m , M m   1 '  lfm

so^dass man z. B. für Z>6 und Dt die Gleichungen erhält:

Einfluss von A  =  1 ; D5 cos cp5 =  ------
«5 «4

1 1 -.

’  6  T 6 —  h 6  / ¿ 4  1

: 1 ; Ds cos 9s = ---------- f 5-; D4 cos 94 :
" 4  " 5

a?3 x t
i h
x'z X i
ht hi
y* y 3

ht
Die Ergebnisse der Rechnung sind in den folgenden Tabellen zusammen

gestellt worden.

m X  m --- 1 X m lim Vrn
¿Cm x 'm

Jim

1/m

lim

1 1 ,0 19,0 0,245 0,72 4,082 77,550 2,939
2 2 , 0 18,0 0,565 1,44 3,510 31,858 2,549
3 3,0 17,0 0.725 2 , 0 0 4,138 23.448 2.759
4 4,0 16,0 0,985 2,56 4,061 16.244 2.599
5 5,0 15,0 1,085 2.96 4,608 13,825 2,72S
6 6 ,0 14,0 1,285 3,36 4,669 10,895 2.615
7 7,0 13,0 1,325 3,60 5,283 9,811 2.717
8 8 . 0 1 2 ,0 1,465 3,84 5,461 8,191 2,621
9 9.0 1 1 . 0 1,445 3,92 6,228 7,612 2.713

1 0 1 0 , 0 1 0 . 0 1,525 4,00 6,557 6.557 2.623

Einfluss von

A =  1 ß  =  l tt; II

D-i cos 9 j = +  0,512 +  45,692 — 0,390
D3 cos 9 3  = +  0,598 — 8,410 — 0 . 2 1 0

Di coS9 4 = +  0,077 +  7,204 — 0,160
D;, cos 9 s = +  0,547 — 2,419 — 0,129
De cos 9 e = — 0,061 +  2,930 — 0.113
Dj C0S9j = +  0,614 — 1,084 — 0 , 1 0 2

D8 cos 9 s = — 0,178 +  1,620 — 0,096
D0 cos 9 9 = +  0,767 — 0,579 — 0,092
D,o cos 9 io — 0.329 +  1.055 — 0,090

Mit Hilfe dieser Werthe lassen sich die Einflusslinien für die Spannkräfte 
D oder — was zweckmässiger ist — für die D cos 9  sehr schnell auftragcn-



Fig. 229>> zeigt die _D8 cos <p8-Fläehe. Die Einflüsse von A  und I I  haben gleiche
  Q J JQ

Vorzeichen und es wurde daher A 'A "  : 1 •  =  1,85 auf der entgegenge-
0,096

setzten Seite der //-Fläche abgetragen, damit sich die Einflüsse von A  und I I

summiren. Die Gerade ÄII"  konnte nicht mittels der Strecke B 'B "  —  -g-

=  16,88 festgelegt worden, da dies zu viel Platz erfordert hätte, .sondern wurde 
bestimmt mit Hilfe von F L X =  Tnff • 16,88 =  5,06. Der Multiplikator der ge
zeichneten Einflussfläche ist p. =  0,096.
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Fig. 229.

Wir wollen an der vorliegenden Figur noch die Berechnung der Spann
kräfte in Folge einer gleichförmigen Belastung erläutern und nehmen zu diesem 
Zwecke eine ständige Belastung g =  1.45' f. d. m. der Stützweite und eine 
bewegliche^; — 2,6; an. Die Knotenlasten sind dann: g l — 1,45 • 2,0 =  2,9! 
und p \  =  2,6 2,0 =  5,2'- Um m«X>3 zu erhalten werden, die Knoten rechts 
von Ds nur mit g l  belastet, die Knoten links davon mit q l =  (g -{- p)l =  8,1'. 
Man misst nun:

S = i r f c , i o ,  =  7,92; S  =  r,a - f  tq10 - f  yj,, +  - f  tj16 +  v),b — 9,10 
+ -
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und erhiilt:
m n j  7 b ;  C O S  Q g  ------  (U  ^  X  h ;

Vertauscht man <j und q, so findet man:
„¡„Dt cos %  =  (J. ^ X S  —  q XS^ =  0.09G (2,9 ■ 7,92 — 8,1 • 9,10) =  — 4,9'.

Zu diesen W erthen tr itt noch in Folge Erwärmung bezw. Abkühlung 
D e cos cp 3 =  +  IX Hl.**)

in  den vorstehenden Untersuchungen wurden sämmtliche Einflussflächen 
aus derselben //-L inie mittels Ziehen weniger Geraden abgeleitet. Dieses ein
fache Verfahren führt bei den Gurtstäben stets zum Ziele, versagt aber zu
weilen bei Berechnung der Spannkräfte in den "Wandgliedern; denn hier kann 
es bei sehr nahe an der Geraden A B  liegenden Punkten i Vorkommen, dass 
die XVerthe X i’. i/i (bezieh. D a -D u ),  welche bei endlichem x ,  mit y, =  0 un
endlich werden^ sehr gross ausfallen, und dass infolgedessen die fraglichen 
Einflussflächen zu viel Platz beanspruchen. Das Herausziehen eines Multipli
kators muss dann unterbleiben; die Einflussfläche ist zunächst fü r H =  0 auf
zutragen, und hierauf muss der Einfluss von H  m it Berücksichtigung der 
Vorzeichen hinzugefügt werden. In  dom zuletzt durchgeführteu Beispiele

 ...... / 0 17 8 \ ___ 8
(Fig. 229) würde man also A 'A " =  0,178 ^statt q ’096 j  nnd F L ,  ~ 10 • 1-62

3 1 6^ \
Stftt t  "iö* "Ö096 /  mac'len > ull(l schliesslich würde man die //-L inie durch die

(0,096 I I )-Linie ersetzen, wobei die Multiplikation der Ordinaten H  mit 0,096 
nach Seite 174 am übersichtlichsten mit ITilfe eines W inkels, dessen Tangente 
=  0,096 ist, ausgeführt wird.

D er Verfasser pflegt dieser letzteren Darstelluugsweise nach Möglichkeit 
aus dem "Wege zu gehen, indem er gleich von vornherein die //-L in ie  nach zwei 
verschiedenen Maassstäbeu (unter Umständen auch noch nach einem dritten 
sehr kleinen Maassstabe) aufträgt und dann die grössere //-L inie zur U nter
suchung aller Gurtstäbe benutzt, die kleinere zur Berechnung der Füllungs
glieder. N ur -bei den Wandgliedern von Sichelträgern sind diese Maassregeln 
zuweilen fruchtlos.

Bezüglich der Einführung wagerechter Nullachsen, sowie der übersicht
lichen Zusammenstellung der Einflussflächen und der Ergebnisse der Rechnung 
verweisen w ir auf No. 73.

c. Vollständiges Zahlenbeispiel. Berechnung einer Eisenbahnbriicke mit Bogenträgern.

(Tafel 3 und 4.)

8 5 . Eine eingleisige Eisenbahnbrücke soll zwei Hauptträger mit den in 
Fig. 230 auf Tafel 3 angegebenen Längenabmessungen erhalten. Die Knoten-

*) Vergl. Seite 184. Genauer ist „,„x D  cos 9 =  p. F — y F y ,  doch ist

der oben angegebene W eg schneller zum Ziele führend und sein Ergebniss ge
nügend scharf.

**) W ie man II, ¡11 die Rechnung einführt, darüber giebt das in No. 85 
behandelte vollständige Zahlenbeispiel Auskunft.
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punkte der unteren Gurtungen liegen auf einer Parabel; die obere Gurtung 
ist wagerecht. Das Gewicht der nach Fig. 231 angeordneten Brückenbahn 
beträgt 700*'» f. d. M eter Gleis und das 
Gewicht der beiden H auptträger und des 
Querverbandes wird nach Band I, Anhang 
mit 150 +  301 =  150 +  30 • 20 =  750*» in 
Rechnung gestellt. Es ist dann fü r jeden 
Hauptträger g =  £ (700 -f- 750)*», mithin die 
ständige Belastung eines Trägerfeldes: 
g l  =  1450*» =  1,45‘. Die Raddrücke und 
Radstände der Fahrzeuge sind in Fig. 242 
(Tafel 3) angegeben worden. — Gesucht 
sind die Spannkräfte und Querschnittsab- 
messungen des Haupttriigers.

1. Die H -L inie  des vorliegenden Trägers wurde bereits in No. 81 (Seite 207, 
Fig. 211) berechnet. Das Querschnittsverhältniss F o : F u ist gleich 1 gewählt; 
demselben entsprechen die in Fig. 240 eingeschriebenen W erthe H.

2. Die Spannkrä fte  S s in  Folge der ständigen Belastung  wurden, nach 
Berechnung von II,j =  12,5'*) in Fig. 232 mittels eines Cremona’schen Kräfte
planes bestimmt und hierauf in die Fig. 233 eingetragen.

3. Die Spannkräfte Sp in  Folge der beweglichen Belastung  sind mit Hilfe 
von Einflusslinien nach dem in No. 84 gelehrten Verfahren bestimmt worden. 
Dabei waren einige Vereinfachungen möglich, die sich aus der gewählten Träger
form ergeben.

Liegt in Fig. 221 der Punkt m  der unteren Gurtung auf einer Parabel

von der Gleichung y„, 4 fXmXm
7* , so erhält man fü r den Abstand des Punktes

tri von der Geraden Ä B '  den Ausdruck: A 'A " , CCm CCm l .- =  1 ------- — =  1 — ; und
l y m l  4 f

es ist daher der Ort von tri eine zu Ä  B ' parallele Gerade. Im  vorliegenden

Falle ist l —  20“  und f  =  2,5’", mithin =  2,0' ,  und durch diesen W erth sind
4 f

sämmtliche O -Flächen bestimmt; vergl. Fig. 240, in der die Os -Fläehe durch 
Schraffirung hervorgehoben is t, und welche die Ordinaten der auf wagerechte 
Nulllinion bezogenen O-Flächen liefert.

Fig. 241 enthält die Darstellung der Einflussflächen fü r U,„ t/3, ü), 0 5. 
Behufs Ermittlung der (schraffirten) Z76-Fläche wurde A 4"  gleich dem fü r 
den oberen Knotenpunkt 4 berechneten W erthe : yoi =  x t : ha = f ‘ gemacht, 
sodann auf der Geraden 4" B  der Punkt 4' lothrecht unter 4 bestimmt und 
die Gerade A 4 ’ gezogen. Da nun »/<, den festen W erth h 0 besitzt und die 
Trägerfelder gleich lang sind, so zerlegen die den Knotenpunkten 1 , 2, 3 ent
sprechenden Punkte 1", 2", 3" die Strecke A 4" in gleiche Theile**), und damit 
sind die Einflussflächen für U3, U3, U, bestimmt. F ür den ersten Stab der unteren

*) Vergl. Seite 208; dort wurde fü r g l  =  2,90' der W erth H , =  25,0' ge
funden.

**) Hieraus folgt, dass die Punkte 1', 2', 3', 4' auf einer Parabel liegen,

deren Pfeil =  1 ——  ist.
4ho

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 15
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Gurtung erhält man ü ,  =  / / sec yi =  1,097 H  und, da die iu Fig. 240 oberhalb 
der //-L inio eingezcichncte Laststellung den Horizontalschub II,, =  S P r \  =  43,2' 
erzeugt, U,„ =  1,097 • 43,2 =  47,4'.

Die Ermittlung der Spannkräfte in den Füllungsstäben wird durch den 
Umstand vereinfacht, dass sich die Gurtstäbe Om- i  und U,„ iu demselben 
Punkto i schneiden wie 0,„ und U,„■ H at man also in Fig. 234 dio /^-F läche 
mit Hilfe von 4 4 ,  =  !,-,: li„ als den Unterschied der von Geraden begrenzten 
Fläche A L , L , B A  und der //-F läch e  erhalten, so findet man die Fj-Fläche 
(indem man L , L , durch 1 ! L "  ersetzt) als den Unterschied der Fläche A l l L " B A  
und der //-Fläche. Links von F 0 und rechts von I<\ stimmen also dio Einfluss- 
flachen fü r D t und V3 überein; die Vorzeichen sind jedoch entgegengesetzte, 
auch sind die Multiplikatoren verschieden, nämlich p. =  h„ : r 4 fü r die /^-F läche 
imd p. =  ho: {xt, — x 3) für die F s-Fläche. Es liefert also dio Fig. 244, welche 
die auf die //-L inie als gebrochene Nullachse bezogenen //-Flächen enthält, auch 
sämmtliche F-Flächen *).

Fig. 234.

Nach Aufzeichnung der Einflusstläehen wurden auf den Tafeln 3 und 4
die gefährlichsten Zugstellungen durch Probiren bestimmt und die denselben
entsprechenden "Wertho 'S, Pt] und S P t, erm ittelt; letztere sind nebst den Multi- 

+ —
plikatoren auf den Tafeln angegeben. Die Multiplikation der Ordinaten n; mit 
den P  ist m it Hilfe von Maassstäben ausgeführt worden. So wurde z. B. auf 
Tafel 3 die //-L inie im Maassstabe 1' =  25”"“ aufgetragen und hierauf wurden

*) W ir heben noch hervor, dass sich die W F läch e , wegen V„ =  A  — 
H  tg Yi =  tg Yi (A  cotg y, — H ) ,  auch als den Unterschied der A  cotg y, - Fläche 
und der //-F läche deuten lässt. Der Multiplikator ist =  1 tg y , =  3,0 : 6,67 =  
0,45. Die A  cotgy,-Fläche ist ein Dreieck A A ,B .  welches bestimmt ist durch 
A A i =  1 cotg y, =  6.67 : 3.0 =  2.22.
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die den Raddrücken 6,5' und 4,5' entsprechenden Ordinaten der Einflusslinien 
mit den Maassstäben 6,5' =  25’"”1 bezw. 4,5' =  25”"'1 gemessen. Für die Füllungs
stäbe wurden auf Tafel 4 kleinere Maassstäbe gewählt.

Die Berechnung der von der beweglichen Belastung herrührenden Spann
kräfte Sj, erfolgte nach den Formeln:

max Sp   JJ. iS jPv} , mm Sp —— p 12 PlQ*
+ -

Die Ergebnisse wurden in Fig. 236 zusammengestellt.
4. Einfluss der Temperaturänderung. Ausser den Spannkräften Sg und

Sp entstehen in Folge einer (hier gleichmässig vorausgesetzten) Aenderung der
Aufstellungstemperatur um t? noch Spannkräfte St, deren absolute Werth e

S t  =  p H ,

sind. Hinsichtlich der Vorzeichen ist zu beachten, dass ein positives Ht in der 
oberen Gurtung und in den Vertikalen Zugspannungen, in den übrigen Stäben 
Druckspannungen erzeugt. Wird t =  ±  35° C. angenommen, so ist (nach Seite 208) 
abgerundet Ht =  ±  460 F0, wo für F0 zur Sicherheit der grössto Obergurtquer- 
schnitt (der immer einem der mittelsten Felder angehören wird) gesetzt werden 
soll; derselbe wird wie folgt berechnet.

Die obere Gurtung wird vorwiegend auf Druck beansprucht. Ist also a 
die zulässige Spannung, so muss sein:

— uFb =  mi„0 — — p 2 P i; +  Oy +  Oi =  — |x2Pt] -)- Og — pfft

=  — p. 2  Pt; +  Og — p 460 F0

und hieraus folgt:
1* 2  Pt) — Og

a — 460 p
Für das 5. Feld ist p =  5,0, 2  Pr; =  8,9, 09 =  — 10,0 mithin, wenn u =  700*  ̂ f. 

d. qcm — 7000' f. d. qm gestattet wird,
5,0-8,9 +  10,0

Fo =  T ö ö ö ^ T e ö + ö '  =  0,0116 qm-
Für das 4. Feld ergiebt sieh:

F 4,0-10,5 +  8,0   ^ o n n f i
i o - - 7 0 Ö 0 -  4"60“"4T0 - ° ' ° 097 < 0 ’° 116 . 

und man findet daher
Ht =  ±  460 Fomax =  ±  460 • 0,0116 =  ±  5,3' und S, =  ± 5 ,3 p .

Die Hiernach berechneten Spannkräfte St sind in die Fig. 235 eingetragen 
worden; die oberen Vorzeichen gelten für den Fall einer Zunahme der Tem
peratur.

5. Die Gesammtspannkräfte, welche durch Zusammenzählung der Ein
flüsse der ständigen und beweglichen Belastung, sowio der Temperaturänderung 
erhalten werden, sind in die Fig. 237 eingeschrieben worden.

6. Ueber die gewählten Stabquerschnitte und die grössten Beanspruchun
gen giebt die folgende Tabelle Aufschluss. Zu derselben ist zu bemerken, 
dass die untere Gurtung in der Nähe des Scheitels denselben Querschnitt er
halten hat wie die obere Gurtung, damit die in die Rechnung eingeführte 
Annahme F0: Fu =  1 erfüllt werde. Bei den vorzugsweise auf Druck bean-

15*
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sprachten Gurtstaben und Vertikalen wurden die Nietlöcher nicht in Abzug 
gebracht, wohl aber bei den von grösseren Zugkräften ergriffenen Diagonalen.

Obere Gurtung. =  Querschnitt.

Feld W inkeleisen
sorte

Inhalt des vollen 
Querschnittes F

Grösste Spann
kraft S

S
°  =  ~F

5 u. 4 10• 15-1,2 cm. 114 qcm. 81000^ 710** f. d. qcm.
3 10 -10-1,0 „ 76 „ 50000

2 u. 1 7- 7-0,9 „ 17 „ 30000 640 „ ,, „

Untere G urtung. p  = Querschnitt.j

Feld Winkeleisen
sorte

Inhalt des vollen 
Querschnittes F

Grösste Spann
kraft S Q ii

>*)
; C

o

5 u. 4 10-15-1,2 cm. 114 qcm. 66000*v 580ty f. d. qcm
3, 2 u. 1 10-10-1,3 „ 97 „ 67 000 690 „ ,, „

Diagonalen. (~ 1 ["” =  Querschnitt.)

Feld Winke] eisen
sorte

Inhalt des vollen 
Querschnittes F

Grösste Spann
kraft S G~ F — 2dS )

5 u. 4 14-14-1,4 cm. 74 qcm. 39 000** 580** f. d. qcm.
3 11-11-1,3 „ 54 „ 29 000 600 „ „ „
2 9-9-1,3 „ 43 „ 27 000 720 „ „ „
1 9-9-1.1 „ 37 ., 21 000 650 ,, ,, ,,

Vertikalen. ( 11 =  Querschnitt.)

Winkeleisensorte durchweg 7 ,5 -7 ,5 -1 ,2 ; F  =  33 qcm; 5' =  21 000
21 000 ,

<j —  — ——  =  640Ii7 f. d. qcm.öö
Die Knickfestigkeit der gedrückten Stäbe wird am besten mittels der Euler’schen 
Formel beurtheilt. H iernach soll das kleinste Trägheitsmoment J  des Querschnitts 
bei Sfacher Sicherheit mindestens sein:

 5 Ns2 _  5 S s2
~  -^E ~  10-2000000 

wo s die Stablänge in cm. bedeutet. F ü r die erste Diagonale is t z. B. erforderlich:
5-10 000-2902_

— 10-2000000 ~  21 ’ 
hingegen vorhanden: J  = 2  ■ 139,7 =  279,4. Auf dieselbe W eise überzeugt man 
sich,- dass auch die übrigen Stäbe genügende Sicherheit gegen Knicken bieten.

*) d —  Nietdurchmesser =  2,2 cm.; 5 =  Eisenstärke =  1,4, 1,3 und
1.1 cm.
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7. Einfluss des Querschnittsverhältnisses F0: Fu. Es sollen noch einige 
Bechnungsergebnisse lnitgetkeilt werden, welche den Einiluss des Querschnitts
verhältnisses F o '■ Fu auf die Spannkräfte klarlegen. Nimmt man, anstatt 
Fo : Fu =  1, einmal F„ : F„ =  0,7 sodann F o  : Fu =  1,2 an, so erhält man die 
folgenden Ordinaten der //-Limo und 'Werthe i l3 und //<: *)

s ‘ =(S:ü?)**>; * - 8 S ) >

(SS) ’ * = + >  ® = («S )
und liieraus ergeben sich für den am stärksten beanspruchten Obergurtstab Ot 
die Werthe:

Der erforderhche Querschnitt F ,  ist daher (vgl. Seite 227)

f ü r f  =  0,7 f .  =  =  0,0099

... Fa „  5.0-10,1 +  12,5 . n, 0_
für _  =  1,2 F0=  7-000 _- 5 ; 4iT - — 0,0127 qm.,

während sich für F 0 : F u =  1,0 der Werth F„ =  0,0116 qm. ergab.
Der Horizontalschub in Eolge einer Temperaturänderung wird

n  — j. /540 • 0,00991 _  , /5,3V 
\420 • 0,0127/ ^5,3/!

er stimmt also mit dem für F 0 : F u  =  1 berechneten J7, =  ±  5,3‘ überein, so dass 
die in Fig. 235 zusammengestellten Spannkräfte St gütig bleiben.

Für den Untergurtstab K, (der stärker beansprucht wird als U5) findet man

^  ^  =  l ^ 3’37

mlnUt =  -  ¡rSPr] +  s ,  +  & =  -  (¡J)-

Diesen Spannkräften würden bei einer zulässigen Inanspruchnahme von 
a =  700** f. d. qcm. die Querschnitte

”  : 109 qcm. bezw. Fu =  == 91 qcm.0,700 *....................  0,700
genügen. Es ist jedoch erforderlich, das in die Rechnung eingeführte Quer- 
schnittsverhältniss Fo: Fu Mich der Ausführung zu  Grunde zu legen, oder sich 
doch demselben möglichst zu nähern, da dieses Yerhältniss von bedeutendem 
Einfluss auf die Beanspruchung namentlich der oberen Gurtung ist; und es em
pfiehlt sich daher, die soeben berechneten Querschnitte F u zu ersetzen durch

ET F» 99 T J 1 r, Eo 127 . . .F u =  —  =  —  =  142 qcm. bezw. durch F„ — —— =  =  106 qcm.VJ I V) I
Für die Ausführung wäre nim streng genommen derjenige Werth F 0 : F u 

zu ermitteln, der den billigsten Träger liefert, welche Forderung man im vor
liegenden Falle auch durch die des kleinsten Trägergewichtes ersetzen darf. 
Die genaue Beantwortung dieser Frage würde aber sehr mühsame und zeit

*) Yergl. No. 81, Seite 209.
**) In den folgenden Werthangaben bezieht sich die obere Zahl auf 

Fo: F u =  0,7, die untere auf F 0 : F u =  1,2.
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raubende Rechnungen verlangen und kann daher nur angeniihert gegeben 
werden. Dazu beachte man, dass von den äusseren Kräften nur der Horizontal- 
schub H  von F 0 : F u abhängt und der Einfluss einer Aenderung von I I  desto 
grösser w ird, jo grösser ¡j. ist. Da die W erthe ¡x der Gurtstäbe nach 'den 
Kämpfern hin abnehmen, so werden auch die Unterschiede der Stabkräfte für 
verschiedene F , : F u in den äusseren Feldern kleiner sein als in den mittleren. 
Dies zeigt in der That die folgende Tabelle, welche die absoluten W erthe der 
grössten Spannkräfte angiebt.

F o : Fu 0 4 o 3 0, 0 . u , u t u 3 U, u t

0,7 69 63 46 29 13 69 76 73 70. 72

1,0 81 71 50 30 13 61 66 65 64 67

1,2 89 73 50 32 14 57 64 64 63 65

Tonnen.

Da nun weiter eine Aenderung von 11 auf die Spannkräfte in den Füllungs- 
stäben einen bedeutend geringeren Einfluss hat als auf die G urtkräfte ,' so~ist 
ersichtlich, dass es hauptsächlich darauf ankommen w ird, das Gewicht der 
Gurtungen der Mittelfelder miteinander zu vergleichen. Dieses Gewicht ist 
proportional Fo -j- F ,,, weshalb w ir noch folgende Zusammenstellung geben,

F„ : F u Fu F u Fo +  F n

0,7 99 142 241
0,8 105 131 236
0,9 111 123 234
1,0 116 116 232
1,2 127 106 233

gem.

aus welcher hervorgeht, dass sich wesentliche Unterschiede in den Gewichten 
der fü r die letzten v ier Querschnittsverhältnisse berechneten Träger nicht heraus- 
stellen werden.*) Das Ergebniss, dass in der Nähe von F 0 : F« =  1 eine Aen
derung dieses W erthes nu r eine geringe Aenderung von F 0 +  F u nach sich zieht, 
fand der Verfasser auch in  anderen Beispielen bestätigt, und dies ist der Grund, 
der ihn veranlasste, dem "Werthe F 0 '■ F„ =  1 den Vorzug zu geben, um so mehr 
als die gleichartige Ausbildung der beiden Gurtungen in der Nähe des Scheitels 
(Verwendung derselben Eisensorten) nu r Vortheile bietet.

8. Berücksichtigung der Längenänderungen der Füllungsstühe bei E r
m ittlung der H -L inie. Bei Berechnung der //-L inie wurden bislang die Form
änderungen der Wrandglieder vernachlässigt und auch hinsichtlich der Querschnitts
änderung der Gurtungen Annahmen gemacht, welche der Wirklichkeit nicht ganz 
entsprechen. Es erscheint daher nicht unwichtig, die Zulässigkeit jener Voraus-

*) Man erwäge auch, dass sich bei Ausarbeitung des Entwurfs stets Ab
weichungen zwischen den berechneten und schliesslich gewählten Querschnitten 
ergeben werden. Z. B. haben wir vorhin i ’= 1 1 6  durch F =  114 ersetzt.
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Setzungen zu prüfen. W ir wollen die genauere Berechnung der H -Linie nach 
drei verschiedenen Verfahren durchführen.

E rstes Verfahren. Es werden die Spannkräfte S ’ fü r den Zustand 
H  —  — 1 (Figur 246, Tafel 4) und die denselben entsprechenden Längen- 

S's*)
änderungen ts.s —  -r= ^' (Fig. 247) berechnet, am besten fü r E — l ,  und nun

wird fü r diesen Zustand ein W illiot’scher Verschiebungsplan gezeichnet. Der 
Knotenpunkt V  und die Bichtung des Stabes F 5  (vergl. Fig. 245) werden zu
nächst festliegend gedacht; es fällt dann V ' und (da der Stab V  5 spannungslos 
ist) auch 5 ' m it dem Pole 0  zusammen. Nach Bestimmung der Punkte 4 ', I V ',
8', I I I ' , ............. 0 ', A ', welche auf die in No. 32 beschriebene Weise erfolgt,
ist man im Stande, die Biegungslinie fü r den Zustand / / = — 1 zu zeichnen
und die Aenderung 8̂  der Stützweite anzugeben. Diese letztere ist doppelt so 
gross, wie die wagerechte Verschiebung von A  gegen den Knotenpunkt V  
nämlich

Sa — 2- 2200 =  4400i "‘.
Aus den in die Fig. 245 eingeschriebenen Ordiuaten S0. 8,, . . . .  der Biegungs
linie erhält man nun die Ordinaten

der JT-Linie, nämlich

41 :0>01i * i  =  S  =  <MP; ^ = 7 W ,n = 0 ,7 6 ;  =  i,09;0 4400 ’ ’ 1 4400 ’ ’ '• 4400 ’ ’ 3 4400 '
_  5930 _  _  6400 _

4 4400 ’ ’ 4400 — ’ ’
dieselben weichen von den früher berechneten W erthen:

0; 0,38; 0,74; 1,09; 1,36; 1,47 
nur unwesentlich ab. Man findet nun w eiter / / ? =  12,6' (statt 12,5‘) und für 
den Stab Os : 'S. Et] =  8,3‘ (statt 8,9'), erhält also nahezu dieselben Spannkräfte

Sg und Sp wie früher.
N ur fü r H t findet man einen wesentlich anderen W erth , nämlich (nach 

Seite 144)
H, =  ± l  =  ± =  2q0000;0, Q00012.350-200 =  #

0.4 Sa 4400
Im  Obergurtstabe 0„ verursacht also eine Teinperaturändenmg um t —  

35° Cels. eine Spannkraft: St =  ^  5 • 3,8 =  T  19' (statt V 26,5'). W orin diese 
Abweichung ihren  Grund ha t, is t bereits auf Seite 204 gelegentlich der U nter
suchung der Douro-Brücke hervorgehoben worden; es ist ein Vorzug der 
Näherungstheorie, fü r H t stets zu grosse W ert he zu liefern, da gerade die 
Schätzung von t auf sehr unsicherer Grundlage beruht, und es sich deshalb 
dringend empfiehlt, nicht zu günstig zu rechnen. Zu beachten ist auch, dass

*) ln  diese Formel sind die vollen Querschnitte einzusetzen; dieselben 
sind in Figur 238 auf Tafel 3 zusammengestellt worden, die Stablängen in 
Fig. 239.

**) Die Multiplikation des Zählers mit E  ist erforderlich, weil Sa für E — \  
berechnet wurde. Zu beachten ist ferner, dass l in dm  und E  in Tonnen f. d. 
qdm auszudrücken sind.
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ein Ausweichen der W iderlager um A l eine Aenderung von H  um A U  =  
E  A l

— 1 -4 — verursacht, so dass beispielsweise dem kleinen W ertke A7 =  5 m”‘ 

=  0.05 *" bereits
200000.0 ,05 ,

 44ÖÖ - _ 2 ’3
entspricht.

A ls zweites Verfahren  wählen wir das im § 2 beschriebene Stabzugver
fahren und berechnen zu diesem Zwecke zunächst die Aonderuugen AS der 
oberen Bandwinkel S. In  Big. 243 geben die auf den einzelnen Stäben stehen-

S '
den Zahlen die Spannungen a =  —  fü r den Zustand I I  —  — 1 in Tonnen

r
fü r das qdm  an und die in die W inkel eingeschriebenen Zahlen die Cotangenten

dieser W inkel*). Die Aenderung von b3 wird beispielsweise (für E  =  1)
Ab3 =  2,222 (2,43 +  3,07) +  0,450 (2,43 +  1,52) +  0,150 (2,96 +  1,52) +  2,122 

(2,96 — 2,35) +  0,300 (— 0,76 — 2,35) =  +  15,03, 
und auf diese W eise erhält man:
A b „  =  — 2,42; A b i  =  +  5,33; A b ., =  +  7.93; A b 3 =  + 15,03; A b *  =  +  33,54;

Ab6 =  +  46,94.
W ird nun zunächst der Stab F 5  festgehalten, so sind die Drekungswinkel + 

der Oborgurtstäbe (5) (4) . . . (1) sowie der Endvertikale (ho)- 
+5 =  i Äk5 =  23.47; =  +5 +  Ab* =  57,01; +  =  +  +  Ab3 =  72,04 u. s. w.

+  =  79,97; +  =  85,30; +  =  82,88

*) Fig. 243 wurde verzerrt gezeichnet, damit die Zahlen in der Nähe des 
Scheitels Platz fanden.



Der Bogen mit zwei Gelenken. 2 3 3

und die den Stäben entsprechenden ¿Verthe p (d. i. Drekungswinkol mal Stab
länge*)
p5 =  20-23,47 =  469,4*"; p4 =  20-57,01 =  1140,2*i; p3 =  20-72,04 =  1440,8“""; 
p, =  20 • 79,97 =  1599,4*“; p, =  20-85,30 =  1706*“; p0 =  30-82,88 =  2486,4*“.

Berechnet man nun noch die (in Fig. 247 zusammengestellten) Längen
änderungen A(5) =  — 87,7, A(4) =  — 70,2, . . . .  A(l) = — 18,3, A7i„ = — 40,9 
der Stäbe (5), (4), . . . .  (1), h0 und reiht (nach Fig. 245) die Strecken

A(5), ps, A(4), p4, A(3), p3, ................. A ho* p0
aneinander, so erhält man dieselben Punkte 4', 8', . . . .  A', deren Lagen vor
hin mittels des Williot’schen Verfahrens festgelegt worden sind. Das Stabzug
verfahren erfordert etwas mehr Zeit, liefert aber übersichtlichere und vor allem 
genauere Zeichnungen.

Das dritte Verfahren besteht in der Herleitung der Biegungslinie aus den 
Momenten ¿f eines einfachen Balkens, der mit den Gewichten ASi, Aä2, . . . Aä5,
belastet wird. Man findet für diese Momente die AVerthe

Mi =  1706,0; ¿£, =  3305,4; ¿£, =  4746,2; ¿£< =  5886,4; ¿£6 =  6355,8
fügt zu denselben die Verkürzung (40,9) der Endvertikale (Fig. 247) und erhält

S, =  1746,9; S., =  3346,3; 8, =  4787,1; S., =  5927,3; S6 =  6396,7.
Die dom Zustande II  =  — 1 entsprechende Aenderung der Stützweite wird 

nach Gleich. (4) auf Seite 98 (mit E  =  1)
8  ̂=  Ä„2Ab +  X-Sa

=  30 [46,94 +  2 (33,54 +  15,03 +  7,93 +  5,33 — 2,42)]
— 20 (4,39 +  3,51 - f  3,07 +  2,43 +  0,91) 2 =  4400,4

und es ergiebt sich daher:
„  S0 40,9 1746,8 n ..
Ä = 8 7 = 44Ööi =  0’01; / / i = 44ÖÖJ =  ° ’40; U- S- W- 

Ein viertes Verfahren würde in der Berechnung der 5-Linie auf dem in 
No. 47 gezeigten ¿Vege bestehen. Die Gewichte w werden hier unmittelbar aus 
den Längenänderungen der Stäbe berechnet, während die Bestimmung von 8_< nach 
No. 48 zu erfolgen hat. ¿Vir halten die Durchführung der Zahlenrechnung für 
entbehrlich, da dieses Verfahren bereits auf Seite 126 bis 128 durch ein Bei
spiel erläutert worden ist.

d. Einführung der Kämpferdrucklinie und der zweiten ¿/-Linie.

86. D ie  K äm p ferd ru ck lin ie  ist der geometrische Ort des Punktes 
F, Fig. 248, in welchem die von einer Einzellast hervorgerufenen Kämpfer
drücke if j  und K 2 diese Last treffen; zur Bestimmung derselben zeichne 
man die Einflusslinien für die Stützenwiderstände A  und I I  und setze A  
mit F t =  H sec a  zur Mittelkraft K i zusammen. Der in senkrechter 
Richtung gemessene Abstand v] des Punktes F  von der Geraden A B  ist

*) Vergl. Seite 87. Nicht zu verwechseln mit der im § 5 eingeführten 

Bezeichnung P =  ^ j -
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durch die Gleich. 7) : a ■ A  : H  gegeben. Mit A  ■

P_ ab_
I I  l

P b
folgt hieraus:

(42) 7 ) = .

In  Fig. 248 haben wir der Einfachheit wegen die //-L in ie und 
auch die Kitmpferdrucklinie stetig gekrümmt gezeichnet. Meistens ist

die //-L in ie ein Po
lygon, dessen Ecken 
den Querträgern 

entsprechen, und es 
setzt sich dann auch 
die Kämpferdruck
linie A 0 B0 nach 
Fig. 250 aus einzel
nen Kurvenstücken 
zusammen, die in 

den Trennungs
punkten 20, 40, . . .  
keine gemeinschaft
lichen Tangenten 
besitzen.

Wird die Ein
flusslinie für den

Horizontalschub I I  eines Trägers von nahezu unveränderlicher Höhe h 
durch eine stetig gekrümmte Parabel ersetzt, deren Gleichung nach 
Seite 211

3 F ab
1 I - -

lautet, so ergiebt sich 

(43)

4 f l  

4 f
3 v

und hieraus folgt dann, dass die Kämpferdrucklinie eine zu r  Schluss- 
linie A B  parallele Gerade ist.

87. B e la stu n g sse h e id e n . Im I. Bande wurde die Kämpferdruck- 
linie des Dreigelenkbogens zur Ermittlung von Belastungsscheiden be
nutzt; sie lieferte gewisse ausgezeichnete Punkte der Einflusslinien und 
führte zu mancher Vereinfachung bei Auftragung dieser Linien. In 
ähnlicher Weise lässt sich natürlich auch die Kämpferdrucklinie des 
Bogens m it zwei Gelenken verwerthen. Wird z. B. die Einflusslinie 
für das Angriffsmoment Mm gesucht, so lege man durch das linke Ge
lenk und den Knotenpunkt m eine Gerade und bestimme den Schnitt
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punkt E  derselben mit der Kämpferdrucklinie. Einer durch E  gehenden 
Last entspricht ein durch m gehender Kämpferdruck K x und mithin 
ein Moment Mm =  0, woraus dann folgt, dass lothrecht unter E  der 
Nullpunkt E0 der gesuchten Einflussfläche liegen muss, und damit ist 
der Linienzug A 'tr iB ' und in Folge dessen auch die schraffirte Mm- 
Fläche bestimmt. Es verdient indess hervorgehoben zu werden, dass 
die Ermittlung der Einflussflächen auf dem in No. 84 gewiesenen W ege 
im allgemeinen den Vorzug verdient, weil die Aufzeichnung der Kämpfer
drucklinie des Zweigelenkbogens in der Regel wesentlich umständlicher 
ist als die des Bogens mit drei Gelenken. Auch liefert das frühere 
Verfahren schärfere Zeichnungen.

88. D ie  z w e ite  //-L in ie . Die Verkehrslast eines Bogenträgers 
sei von B  aus um die Strecke £ vorgerückt und erzeuge in dieser Lage 
(Fig. 249) am linken A uflager die Widerstände A  und II. Letztere 
seien an der Stelle § als Ordinaten aufgetragen; ihre Endpunkte be
schreiben, während die Last von B  bis A  vorgeschoben wird, zwei 
Linien, welche zur Unter
scheidung von den Einfluss
linien für A  und I I  die zweite 
A-Linie bezw. die zweite Ei- 
Linie genannt werden sollen, 
und zuweilen m it Vortheil 
zur Berechnung der grössten 
Spannkräfte in denFüllungs- 
stäben verwendet werden 
können. D ie zweite A-Linie 
wurde bereits (unter der 
Bezeichnung: M-Polygon) im 
I. Bande bei der Berechnung 
der Balkenbrücken benutzt; ihre zeichnerische und rechnerische Ermitt
lung findet sich dort auf Seite 137 bis 139, 145 bis 152 und 187 
(Gleich. 6). Die zweite LT-Linie aber bestimmt man, indem man H  für 
verschiedene Zugstellungen mit Hilfe der Einflusslinie für I I  berechnet.

Die Anwendung dieser beiden Linien ist zu empfehlen, sobald sich 
für die Mehrzahl der Füllungsstäbe nur eine Belastungsscheide ergiebt 
und diese in dem Felde Fl F2 (Fig. 222 bis 225) liegt, welches der 
durch den fraglichen Stab und ausserdem noch durch zwei Gurtstäbe 
geführte Schnitt trifft, ein Fall, der namentlich bei parabelförmigen 
Sichelträgern vorkommt. Hier sind die Belastungsgesetze meistens die
selben wie für den einfachen Balken, weil der Einfluss von H  verhält- 
nissmässig gering ist , und es stellt sich in der Regel heraus, dass in 
einer linkssteigenden Diagonale D  (Fig. 249) der grösste Zug bezw.
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der grösste Druck auftritt, je nachdem die Belastung von B  aus bis F2 
oder von A  aus bis I'\ reicht.*)

Wegen der verhältnissmUssig kleinen Feldweiten der Bogenbrticken 
erweisen sich in der Regel die im I. Bande als Grundstellungen bezeieh- 
neten Lagen der Verkehrslast als die ungünstigsten; d. h. es ist die 
erste Achse des von B  aus vorrückenden Zuges über F 2 zu setzen und 
die erste Achse des von A  aus auffahrenden über F l . W ill man bei 
grösseren Feldweiten sicher gehen, so nehme man die erste Achse 
etwas stärker belastet an. Man vergl. das im I. Bande in No. 148 über 
die Berechnung von Balkenbrücken gesagte.

Sind nun B A und D n die Spannkräfte, welche in dem fraglichen 
Füllungsstabe D  in Folge A  =  1 bezw. I I  —  1 hervorgerufen werden, 
so ist der Einfluss der von B  bis F2 vorgeschobenen Verkehrslast: 

„mxD —  A D a -j- I ID u , 
und ebenso erhält man den Einfluss der von A  bis l ' \  reichenden Be
lastung:

mm B  =  B Dl) -j- IIDjr

wo B  und I I  die am rechten Auflager hervorgerufenen Widerstände 
sind und D d die Spannkraft in Folge B  =  1 bedeutet.

89. Zahlenbeispiel. Es liege der in  Fig. 250 dargestellte Träger vor, 
dessen JT-Linie auf Seite 201 erm ittelt wurde. A02040 . . . Ba ist die Kämpfer- 
drucklinio; sie wurde nach No. 86 bestimmt; ihre äussersten Theile sind gerade 
Linien A020 und 180, welche bezw. durch B  und A  gehen, wie sich leicht 
aus Gleichung 42 folgern lässt.

Die ständige Belastung sei ^ = 1 ,4 5 '  f. d. m ., also für- ein Feld: </). — 
1 ,45-2 ,0  =  2,9'; die bewegliche Belastung bestehe aus einem Eisenbahnzuge mit 
den in Fig. 250 angegebenen Achsenlasten und Radständen. Die in die Figur 
eingeschriebenen, den Knoten der oberen Gurtung entsprechenden Ordinaten der 
zweiten A-Linie wurden mit Hilfe der Tabelle I  auf Seite 310 des I. Bandes 
berechnet, und die Ordinaten der zweiten Lf-Linie auf die in No. 79 an einem 
Beispiele gezeigte W eise aus der Einflusslinie fü r H . Gesucht seien die Grenz- 
w erthe der Spannkraft Da. Die Einflüsse D a , Du, D u  von A  —  1, B =  1, H  =  1 
sind bereits auf Seite 222 berechnet worden.

Zunächst ist anzugeben, bei welchen Laststellungen diese Grenzwerthe 
entstehen. Bewegt sich über den Träger eine Einzollast von B  bis 8, so be
schreibt der zugehörige linke Kämpferdruck den W inkel A  80; e r  dreht stets 
links um den Schnittpunkt i  von 0  und U, und es kann ihm daher nu r durch 
einen rechts um i  drehenden, am linken Trägerstücke angreifenden D ruck Da 
das Gleichgewicht gehalten werden. Rückt die Last von A  bis 6 vor, so be
schreibt der rechte Kämpferdruck den Winkel A aB  60, er dreht links um i  und 
erzeugt einen Z ug  Da, welcher, am rechten Trägerstücke angreifend, rechts um 
i  dreht. Es entsteht also oder je nachdem der Eisenbahnzug von V
bis 8 oder von A  bis 6 vorgerückt ist.

*) Ob dieser Fall vorliegt oder nicht, kann auch mit Hilfe der Kämpfer
drucklinie entschieden werden, vergl. No. 89.
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D er von B  bis zum Knoten 8 vorgeschobene Eisenbahnzug erzeugt am 
linken Auflager: A  =  25,7 und I I  —  59'. In  Folge von A  =  1 würde entstehen: 
P 8 cos <p8 =  — 0,118 und I I  =  1 würde erzeugen: Ds coscp8 =  — 0,096. Daher 
entsteht in Folge der Yerkehrslast:

„ i „ D b cos <p8 =  — 0,178 - 25,7 — 0,096 • 59 =  — 10,2-1'.
Zur üervorbringung von maxDs muss der Eisenbahnzug von A  bis 6 vor

gerückt worden; es entsteht dann am rechten Auflager: B  —  9,0', AA =  31'*) 
und man erhält (da B =  1 den Einfluss D8 cos 9a = - j - 1,620 ausübt): 

marDs cos 9a =  +  1-620 ■ 9.0 — 0,096 • 31 =  - f  11.60'.

D er Einfluss der ständigen Belastung wird nun wie folgt bestimmt. Die 
rechts vom,Schnitte t t  in den Knotenpunkten 8 bis 18 angreifenden Lasten g \

erzeugen: Ä ~  g l  - f  ^  ^  ~  ^  =  2,1 g \  =  6,1 ' und die links

von t t  angreifenden y \  rufen j j  =  y X ^  +  ^  +  JL +  - i ) == l,O 0X =  2,9 her

vor; ferner ist nach Seite 201 der von der gesamniten ständigen Last hervor
gerufene Horizontalschub II9 =  21.5', weshalb der Einfluss von g auf De:

Dg cos 9a =  — 0,178-6,1 +  1,620 • 2,9 — 0,096 • 21,5 = + 1 , 5 3 '  
gefunden wird. Im  ganzen erzeugt also die Belastung:

min Dg cos 9g =  — 10,24 +  1,53 =  — 8,7'
»laatDg cos 98 ~~ “I-  11,60 1,53 =  13,1'

wozu noch der Einfluss der Temperaturänderung mit D„ cos 9S =  — 0,096 H ‘

*) Diese W erthe sind den Spiegelbildern der in Fig. 250 gezeichneten 
Linien zu entnehm en; sie erscheinen in Fig. 250 unter dem Knotenpunkte 14.

F i g .  2 5 0 .
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=  + 0,096-783 Fe hinzutritt, wenn Fc den Mittelwerth der Gurtquerschnitte 
bedeutet.

In  derselben W eise dürfen die Spannkräfte Z>4, Z>6, Dot A i  A i A o  be
rechnet werden. F ür D., und D3 gelangt man zu anderen Bolastungsgesetzeu; 
es verdient dann die Anwendung der Einflusslinien den Vorzug.*)

90 . N äherungsfo rm el fü r die zw eite _H-Linie im  F a lle  g le ichm ässiger 
B e las tu n g . Die Verkehrslast sei =  p  f. d. Längeneinheit der Stützweite l und

bedecke die Strecke Fig. 251;

i - - / -
P

einem Lasttheilchen p  d x  ent
spreche der Horizontalschub 

S
dH . Dann ist Zf =  dH , und

es lässt sich H  als Funktion von 
? darstellen, sobald d H  als 
Funktion von x  ausgedrückt 
werden kann, eine Aufgabe, 
deren Lösung fü r den in No. 80 

behandelten parabelförmigen 
Sichelträger und den in  No. 82 
untersuchten Bogenträger mit 
nahezu unveränderlicher Höhe h 
zu einfachen Ergebnissen fü h rt 

Der parabolische Sichelträger. Ersetzt mau in Gleich. 14 (Seite 205)
P  durch p d x ,  ferner a durch l — x  und b durch x , so erhält man 

3 p d x  l [fo  -f -  f u) f  ,n , ^ , ,  /  x  ,____ , l  , l— x
(IH -

' 3 P +  /■„*) + 3 2 l log nat. -J
-  fo fu  8

X l — x
T  i

und, indem man diesen Ausdruck von o bis lj integrirt:
H _  3  p P  (fo  +  fu ) [(?» +  16  fo fu )  «  -  f o f , . a ]

(44)

8 **</.* + f.*)

und

■ - - { 4 +  log nat. log nat

4)

A l

Zur Erleichterung der Berechnung diene die folgende Tabelle, in welcher 
die W erthe a ' und a" fü r |  =  0 bis 5 =  0 ,5 1 angegeben sind und zwar für 
10 Theilpunkte der halben Stützweite. Der V erlauf der zweiten If-Linie für 
? >  0,5 l ergiebt sich aus der folgenden Betrachtung.

Is t C0E0 (Fig. 251) die Ordinate der gesuchten Linie fü r £ =  0,5?, so ent
spricht der vollen Belastung die Ordinate A Ä  =  2 C„ E„. Bedeckt nun die 
Last von B  aus die Strecke l — £, so nehme man zunächst gänzliche Belastung 
des Trägers an und bringe den Einfluss einer von A  aus um £ vorgeschobenen 
Belastung in Abzug, indem man von einer durch Ä  zu A B  gezogenen Paral-

*) Die Berechnung von A  ist überflüssig, da man am Bogenende ein volles
Stehblech anordnen wird.
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leien aus die Strecke C  E' — CE  abträgt. Es ist dann E' ein Punkt der 
zweiten //-Linie.

£
l a' a £

1 a a"

0,05 0,00140 0,0097 0,30 0,02920 0,2880
0,10 0,00471 0,0373 0,35 0.03707 0,3757
0,15 0,00941 0,0810 0,40 0,04534 0,4693
0,20 0,01520 0,1387 0,45 0,05386 0,5 670
0,25 0,02 185 0,2083 0,50 0,06 250 0,6667

In Folge gänzlicher Belastung (£ =  f) entsteht:

/4«  j r _  p P (f . +  fu ){W + lB f.fu )
' ’ 8 [3 P (f„% +  f j )  +  32 fc‘fu \

Ersetzt man in dieser Formel p  durch ¡7, so erhält man den Einfluss der 
ständigen Belastung. Für den in No. 79 in anderer Weise behandelten Sichel
träger ergiebt sich z B. wegen g =  1.45':

1,45 • 20» (4,0 +  2,5) (3 • 20« +  16 • 4,0 • 2,5)
”• 8 [3 • 20s (4,02 +  2,52) +  32 • 4,0* • 2,5S]

ein Werth, der von dem früher erhaltenen l l g — 21,5' fast gar nicht abweicht.
b. Bogenträger von nahezu unveränderlicher Höhe h (Fig. 212 und 213 

auf Seite 209). Hier empfielilt es sich, von der parabelförmigen Einflusslinie 
für H  auszugehen und Gleich. 29 auf Seite 211 zu benutzen. Man erhält dann 
für ein Lasttheilchen p d x :

, TT 3 p d x - x ( l — x)'> 
i f l

und, indem man diesen Ausdruck von 0 bis 5 integrirt,

(46) J = ^ . | - ( s - 4 )

Zur Erleichterung der Berechnung der //-Linie diene die folgende Tabelle,
p jt

deren ̂  Wert he noch mit-f-^v zu multipliciren sind.

£
l H £

l II

0,05 0,00725 0,30 0,21600
0,10 0,02800 0,35 0,28175
0,15 0,06075 0,40 0,35200
0,20 0,10400 0,45 0,42525
0,25 0,15625 0,50 0,50000

.P l\ ?>l* v
8 f • 8 /-

In Folge gänzlicher Belastung des Bogens entsteht 

(47)
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und in Folge der ständigen Belastung 

(48) =

Die Ziffer v ist nach einer der Gleichungen 28, 30, 81, 32 (Seite 211 u. 212) 
zu berechnen.

A u f g a b e Gesucht sei die durch eine gleichförmige Belastung hervor
gerufene Spannkraft ,„aXDP des linkssteigenden Fällungsstabes eines Trägers von 
nahezu unveränderlicher Höhe h. Fig. 252. Es sollen die zweiten Linien für 
A  und H  sowie die Kämpferdrucklinie benutzt werden; wobei es erlaubt sei, die 
Lasten unmittelbar am Bogentriiger angreifend anzunehmen*).

Fig. 252.

Die Kämpferdrucklinie ist nach Mo. 86 eine wagerechte Gerade im Ab
stande 4 f :3 v  von der A B ;  sie wird von der durch das Gelenk A  und den 
Schnittpunkt i der Stäbe 0  und U gelegten Geraden in E  geschnitten. Die 
Senkrechte durch E  ist eine Belastungsscheide, denn eine durch E  gehende 
Last ru ft am linken Auflager einen Kämpferdruck hervor, der die Eichtung 
A i  hat und das Moment Mi =  0 erzeugt. Lasten rechts von E  verursachen 
bei A  Kämpferdrücke, welche links um i  drehen und den fraglichen Stab J) 
auf Druck beanspruchen, denn eine am Trägerstück links vom Schnitt t t  an
greifende Zugkraft würde ebenfalls links um i  drehen. Durch Lasten, "welche 
zwischen E  und F? aufgebracht werden, wird D  gezogen, während Lasten links 
von F i -wieder Drücke D  hervorbringen. Dies letztere einzusehen, stelle man 
fü r die rechts von t t  angreifenden Kräfte die Momentengleichung in Bezug auf 
i  auf. Die Aufsuchung der Belastungsscheide zwischen Fi darf man sparen; 
man rechnet genügend genau, wenn man behufs Erzeugung von den Träger 
zwischen E  und der M itte C des Feldes F t F? belastet und den auf den Quer
träger F t entfallenden Theil der Belastung des Feldes F t F s unberücksichtigt

*) Kechnet man m it gleichförmiger Belastung (die stets einer Schätzung 
unterliegt), so is t die Annahme unmittelbarer Belastung immer zulässig; Mau 
gestalte dann überhaupt die Untersuchung möglichst einfach.
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lässt, also links von t t  nur die äusseren Kräfte A  und H  annimmt. Dabei ist 
A  gleich dem Unterschiede der bei C und E  gemessenen Ordinaten der zweiten 
A-Linie, und ganz entsprechend wird auch H  gefunden. Schliesslich erhält man 
m it den auf Seite 221 eingeführten Bezeichnungen Da und Du:

maxD —  D a A  +  D u H . *)

Man könnte auch A  und I I  zum Kämpferdrucke K  zusammensetzen und hierauf 
nach Band I, No. 184 verfahren.

W ird minD gesucht, so werden die Einflüsse der auf den beiden negativen 
Beitragsstrecken A 0 C und E B 0 aufzubringenden Belastungen getrennt ermittelt 
und dann zusammengezählt. W ird die Strecke A 0C belastet, so handelt es 
sich um die Bestimmung der am rechten Auflager hervorgerufenen Widerstände 
B  und II.

e. Formeln für die Momente gleichmässig belasteter Bogenträger, deren AT-Linie

eine Parabel ist.

91. Es handle sich um Bogenträger von nahezu unveränderlicher Höhe 
h (Fig. 212 u. 213 Seite 209), deren //-L inie nach S. 211 eine Parabel von der 

31 31
Pfeilhöhe , v =  ist, wobei zur Abkürzung 

16f  16f

~r =  f

*) W ir erinnern daran, dass es häufig zweckmässiger ist, D e o s9 zu be
rechnen.

**) Es wird wie in der Aufgabe auf Beite 210 die zulässige Annahme un
mittelbarer Belastung gemacht.

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II . 1. 16

y ° ! / o  |

I — -------- >'
Fig. 253.

gesetzt werden möge. Die Kämpferdrucklinie 
Abstande \ f '  von der A B A *)

Fig. 251.

ist eine wagerechte Gerade im
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Gesucht seien die Grenzwerthe der Momente M° und Ai“ fü r die Knoten
punkte o der oberen und u der unteren Gurtung.

'Wir bestimmen zunächst den Einfluss der ständigen Belastung g, welche 
qP

den Horizontalschub =  v hervorbringt, legen durch die Kämpfergelenke
/

A  und B  eine Parabel A S B ,  deren Pfeilhöho

= Ü = v = f  2H>
ist und messen die senkrechten Abstände c0 und cu der Punkte o und u  von 
jener Parabel. Liegt o oberhalb und u  unterhalb der Parabel A S B ,  so ist:

(49)
M °  -- I l g C o   ~ J 7  C0

=  +  HgCo =  -f- C“‘

Gelingt es nun, die Momente und „,inM“P in der Form
min A/   CoP j min A/“p   Cu))

darzustellen, so sind die Grenzwerthe von Mö und M u (nach der auf Seite 185 
durchgeführten Untersuchung):

(50)

(51)

l 5
,inM° — g . Co p  Co Htijo

P
, oxM« =  —  q  —— C o+pCo  +  H a jo  

P
¡in A/“ -j— g , Cu p  Cu Ht iju

P
«“ A/“=  -j- g ---- cu +  p  Cu -f- Htyu

wo H t den absoluten W erth  des Horizontalschubes Ln Folge einer Temperatur
änderung bedeutet.

Zur Ermittlung von M°p legen w ir durch A  und o eine Gerade, welche 
die Kämpferdrucklinie in der Belastungsscheido E  schneidet, bestimmen senkrecht 
unter E  den Punkt N  der //-Parabel und erhalten in dem schraffirten Parabel
abschnitte den zur negativen Beitragsstrecke B 0E  gehörigen Theil der Af’-Fläche. 
D er Inhalt dieses Abschnittes verhält sich zum Inhalt der //-F läche wie Vo-P,

So 3 ; gj
ist also =  -rj ■ i  • v • l =  und daraus folgt, dass die von ß„ bis E  reichonde P  16 / 8I f
Belastung das Moment

pyoVo(53) min M°p —  p  |X ;
'  81 f  8 f l

erzeugt. Schneidet nun eine durch B  und o gelegte Gerade die Kämpferdruck
linie innerhalb der Stützweite in E '. wie dies Fig. 253 voraussetzt, so muss noch 
die Strecke A 0E '  belastet werden, und es entsteht dann:

(54) m in  Mop = --- Cil +  U 1)

In  diesem Falle ist

(55)
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Liegt E ' links von A„, so ist in vorstehender Gleichung & ,'=  0 zu 
setzen.

Ganz ebenso erhält man für Cu den Ausdruck 

(56) G. =  ^ ( 0  +  6.'»).

Anmerkung. Weitere analytische Untersuchungen dieser Art findet der 
Leser in des Verfassers ,,Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbrucken“, 
Berlin 1880. Dort ist allerdings nur der Fall v =  l  behandelt worden, und es 
unterscheiden sich daher die gewonnenen Formeln von den hier abgeleiteten 
dadurch, dass f  an die Stelle von f '  tritt. Dem Leser wird es hiernach keine 
Schwierigkeiten bereiten, auch die in dem angeführten Buche für Einzellasten 
gegebenen einfachen und bequemen Gleichungen für den Fall eines von 1 ver
schiedenen Wert lies v umzubilden.

§ 8.
Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange und verwandte 

Trägerarten.

92. Eine für Dachstühle wichtige Anordnung des Bogens mit zwei 
Gelenken ist die in Fig. 255 dargestellte. Die Kämpfer A  und B  sind 
durch ein Zugband ver
bunden , welches an 

dem Fachwerkbogen 
durch senkrechte Stäbe 
befestigt ist; das Auf
lager A  ist fest, das 
andere (B ) wird auf einer 
wagerechten Geraden 
geführt. Zur Bestim
mung der Stützenwider
stände sind die Gleich- 

gewichtsbedin gungen 
ausreichend; der Träger 
verhält sich in dieser 
Beziehung wie ein ein
facher Balken; er ist 
jedoch innerlich statisch 
unbestimmt. Als statisch 

nicht bestimmbare 
Grösse wird zweckmässig 
die wagerechte Projektion I I  der Spannkraft des Zugbandes eingeführt;
dieselbe ist für alle Glieder gleich gross. Zieht man von einem Punkte
0  aus Parallelen zu den Stäben 1, II , III , . . .  so schneiden diese auf

16*
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einer im Abstande I I  von 0  eingetragenen Senkrechten die Spannkräfte 
Z  der Hängestangen ab, und die Längen der von 0  ausgehenden Strahlen 
geben die Spannkräfte SIt S n , Sln , . . . der Stäbe I, II , III, . . . an. 
Damit sind alle am Fachwerkbogen angreifenden Kräfte bekannt.

W ill man die Stabkräfte aus den Momenten M  berechnen, so führe 
man durch m  einen senkrechten Schnitt und zerlege die Spannkraft der 
geschnittenen Zugstange in eine senkrechte und eine wagerechte Seiten
kraft; die erstere geht durch den Drehpunkt m, und die letztere übt 
das Angriffsmoment —  H y m aus. Da nun die äusseren Kräfte mit 
denen eines einfachen Balkens übereinstimmen, so erhält man

d. i. dieselbe Gleichung, welche auf Seite 212 für den Bogen mit festen 
Kämpfergelenken gefunden wurde. Nur bedeutet jetzt y  nicht mehr 
den Abstand des fraglichen Knotenpunktes von der Geraden A B  sondern 
von dem Zugbande.

Wird behufs Berechnung einer Spannkraft D  das Angriffsmoment 
für den Schnittpunkt i der an D  grenzenden Gurtstäbe 0  und U  ge
sucht, so misst man den senkrechten Abstand y, des Punktes i  von 
demjenigen Gliede der Zugstange, welches der durch 0 , D, TJ geführte 
Schnitt t t  trifft und erhält:

wobei das Vorzeichen von der Lage des Punktes i abhängt.
Es bedarf jetzt nur eines Hinweises darauf, dass die in No. 84 

gelehrten Verfahren, die Einflussflächen für senkrechte Belastung aus 
ein und derselben //-L in ie deren Bestimmuny in No. 93 gezeigt werden 
■wird, zu ermitteln, auch auf den vorliegenden Fall angewendet werden 
dürfen; man hat nur auf die andere Bedeutung von y  zu achten.

Hinsichtlich der Gestalt des Stabzuges I, II , III , . . .  ist die vor
stehende Untersuchung an keinerlei Voraussetzungen gebunden. Dieser 
Stabzug darf auch nach unten gesprengt werden; es entstehen dann Träger 
der in den Fig. 256 bis 259 dargestellten Art. Die senkrechten Zwischen
stäbe werden hier auf Druck beansprucht. Die Tragwerke in den 
Figuren 258 und 259 bezeichnet man auch als verspannte Balken, und 
den Träger in Fig. 257 als versteifte Kette, und man nennt dann das 
Dreieckfachwerk A C B A  den Versteifungsbalken der Kette A S B .  Nicht 
unzweckmässig dürfte es sein, den mit dem Dreieckfachwerk durch senk
rechte Stäbe verbundenen Stabzug in allen den hier vorgeführten Fällen 
die dritte Gurtung zu nennen und festzusetzen, dass, falls kurz von der

( 1) Mm =  Mom —  II  ym

—  M0i H y t ,

M, —  M0< ±  H y„
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oberen und der unteren Gurtung gesprochen wird, hierunter die Gur
tungen des Dreieckfachwerks zu verstehen sind. Die dritte Gurtung 
kann auch oberhalb des Dreieckfachwerks liegen; sie wird dann auf 
Druck beansprucht, während die Zwischenstäbe (eine durchweg nach 
unten hohl liegende dritte Gurtung vorausgesetzt) Zugspannungen er-

Fig. 258. Fig. 259.

leiden. Bezeichnet man für diesen in Figur 260 dargestellten Fall mit 
H  die wagerechte Seitenkraft des in der dritten Gurtung auftretenden 
Druckes, so bleibt die Gleichung Mm =  Mom —  H ym gültig. Für M{ 
erhält man je nach der Lage des Punktes i  gegen den vom Schnitte 
t —  t getroffenen Stab der dritten Gurtung: Mt =  MoC +  I Iy t.

Den in Fig. 260 abgebildeten Träger pflegt man auch einen durch 
einen Balken versteiften Stabbogen zu nennen und bezeichnet dann 
das Dreieckfach werk als den Versteifungsbalken des Stabbogens.*) Dieser 
Balken, welcher zugleich bestimmt ist, den Horizontalschub des Bogens

aufzunehmen, erhält meistens (abgesehen von den Endfeldern) parallele 
Gurtungen. Die Untersuchung der Füllungsstäbe gestaltet sich dann 
besonders einfach. Es handele sich z. B. um die linkssteigende Diago
nale D  des Trägers in Fig. 261 . Führt man den Schnitt tt , zerlegt 
den Druck U sé e  a  des von t t  getroffenen Stabes der dritten Gurtung 
in die Seitenkräfte I I  (wagerecht) und H tg  cc (senkrecht) und setzt

*) Unseres "Wissens ist diese Trägerart zuerst von dem verstorbenen 
österreichischen Ingenieur Langer gegeben worden und dürfte daher wohl am 
besten Langer’scher Balken genannt werden.
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man schliesslich die Summe aller links vom Schnitte t t  wirkenden loth- 
rechten Kräfte =  0, so erhält m an:

A  —  2  P  —- JD sin 9  —  f f  tg  a  =  0,
o

t

wo 2 P  die Summe der links vom Schnitte t angreifenden Lasten be-
o

deutet. Hierin ist nun

A  —  k p = Q 0

ergiebt sich daher
die Querkraft für den Schnitt t t  eines einfachen Balkens A B ,  und es 

rgie

(3)

D  sin ip =  Q, wo 

Q — Qo —  -ff tg  a  =  tg  a  (Q„ cotg a  —  f f ) .

*

: JJW* 
ij i 

1 /

-T*Y

k «1

----------  - ----------,

1. 1 V
■ \ / \ Ä Y \ / \ i Z \ / \  /

i . '  \I
-

Fltichej /f/a;
B '

//-

D sinptQ

Fig. 261.

Man nennt Q die Querkraft für den Schnitt t t  des Versteifungs
balkens, betrachtet tg  a  als Multiplikator und erhält dann die Einfluss
fläche für Q als den Unterschied der Q0 cotg a-Fläche und der ff-Fläche. 
Macht man also (Figur 261) A ' A "  =  1 cotg a ,  zieht A " B ' , hierauf 
A 'L 1 || B 'Ä ',  schliesslich L l L 2, so ist die schraffirte Fläche die Q-Fläche; 
denn wäre A 'A "  = 1 ,  so würde nach Band I, Seite 132 der Linien
zug A 'L xL 2B' die auf die Achse A 'B ' bezogene Q„-Linie sein.

A uf dieselbe W eise werden die Spannkräfte in den Füllungsstäben 
der in den Figuren 2 5 8 , 2 5 9 , 270 abgebildeten Yersteifungsbalken 
bestimmt.
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(6)

93. D ie  B e stim m u n g  d er E in flu ss lin ie  fü r I I  unterscheidet 
sich von der in No. 77 gelehrten Weise, die //-L in ie eines Zweigelenk-

S ' 2s
bogens zu berechnen, nur dadurch, dass die Summe: 2   welche

E F
sich bisher nur auf die Stäbe des Bogens bezog, und für welche der

Ausdruck ^ 2z„ , gefunden wurde, um die der dritten Gurtung und

den senkrechten Zwischenstäben entsprechenden Glieder vermehrt werden 
muss. Sind nun a1( a 2, . . . die Neigungswinkel der Glieder der dritten 
Gurtung, so sind die Spannkräfte S  und Z,

(4) S 1 =  I I  sec a.l ; S2 =  H  sec a 2; . . . *)

(5) Z i =  H  (tg 04 —  tg  a2) ; Z2 =  I I (tg a 2 —  tg oc3); . . .

und man erhält für die allgemein mit S ' bezeichneten Spannkräfte des 
Zustandes 11 = — 1 die absoluten Werthe:

Sr' =  sec <xr für das r te Glied des Zugbandes,
Sr' =  (tg a,. —  tg  ar+i) für die r te Zwischenstange.

Sind also die Längen dieser Stäbe =  sr bezw. z r und ihre Querschnitte
=  F ,r bezw. —  Fzr so ergiebt sich:

m  ^  S '*s _  1 2  s  sec2 ocr v  gr (tg  g r —  tg  a r+,) 2
E F  E F C Zm "  E F ,r ~jr E F zr

Man darf nun stets die Annahme machen, dass sich der Quer-
H  sec ol

schnitt der dritten Gurtung so ändert, dass die Spannung 0  =  —— —
^  a r

einen festen Werth annimmt. Erfordert also I I  den Querschnitt Fb 
(d. i. der Querschnitt eines wagerechten Gliedes der dritten Gurtung), 
so wird F .r =  Fh sec a,., und man erhält, wenn man für alle Zwischen
stäbe denselben Querschnitt Fz annimmt,

(8) 2  W  =  W c +  f  2  X>-Sec2a’- +  K  2 ^ ( t g a r- t g « r+1) 2} •

wo )v  die Horizontalprojektion von sr bedeutet (Fig. 255°).
Die Bestimmung der //-L in ie  geschieht jetzt nach folgender Regel: 

Man berechne die Momente M „,m eines mit den Gewichten 
1/ s F

wm = — — - A belasteten einfachen Balkens A 'B '  (vergleiche 
r m F„,

*) Es sind dies die absoluten Werthe. Die unterhalb des Dreieckfachwerks 
liegende dritte Gurtung (Fig. 255 bis 259) wird gezogen; ist sie nach oben ge
sprengt, so werden die lothrechten Zwischenstäbe auf Zug beansprucht, sonst auf 
Druck. lieg t die dritte Gurtung oberhalb des Dreieckfachwerks, Fg. 260, so 
wird sie gedrückt; die Zwischenstäbe werden dann gezogen.



Fig. 198 bis 200) und dividiré sie durch 

(9) 91 =  2z,„ +  ^  sec2 a r +  (tg a r —  tg a r+1) a,

wobei z m —  Das E rg  ebniss ist: Jlm
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91
Die beiden letzten Glieder des Ausdruckes für 9t sind von ver- 

hältnissmässig geringem Einfluss auf I I  und lassen sich meistens er
heblich vereinfachen. Liegen z. B. die Knotenpunkte der dritten Gur
tung in einer Parabel mit der Gleichung

=  X ^ \ t  ^  (Fig- 255)

und folgen auch die Längen z  der Zwischenstäbe dem Gesetze:

•  z  =  i f l - J L l .— . xl

l 2

so darf man stets genügend genau setzen:

+  ( S ) > ‘[1 + T  4 ]O
l

N1 fl x \ 9 \ x* (% “ •• —  tg  a ,.+1) 2 f  r  d (tg a)"l2A,2r( tg a r —  t g a ,.+1) 2 =  i 0r —2--------^-2— t —  =  \ bj  z d x  ^ - j
 ̂ o

L  i < i 2y> A 2 _ ,  i s s ,  f t f .
bj z  K d x *  )  — l b \ i 2 ) J z d x —  3 13 '

O O

wo \ b den Mittelwerth der annähernd gleich grossen Feldweiten \ r be
deutet, und man erhält dann den schnell zu berechnenden Ausdruck:

■('0) 5!- i *- +  ! v i l 1 +  T 7 i 7  +  - 3 “  ~ F .X' — '
Für den Fall eines Zweigelenkbogens mit wagerechter Zugstange 

(fb =  0 in Fig. 255) ergiebt sich

( H )  9t =  S i m +  Ä
"b

ein Werth, der auch bei geringer Sprengung des Zugbandes genügend 
genau ist und daher auch für die in den Fig. 256 und 275 dargestellten 
Träger brauchbar bleibt. Bei Berechnung von Dachbindern dieser Art ist 
es sogar zulässig, =  zu setzen, weil ja die Bestimmung des 
grössten Schneedruckes und besonders des Winddrucks auf einer ziem
lich unsicheren Schätzung beruht.
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Kürzungen der Werthe wm und z,„ ziehen natürlich auch eine ent
sprechende Aenderung der beiden letzten Glieder des Ausdruckes 91 
nach sich. Nimmt man z. B. bei Untersuchung des in Fig. 261 dar
gestellten Trägers für alle Obergurtstäbe denselben Querschnitt F„ an 
und für alle Untergurtstäbe denselben Querschnitt Fu, und setzt man 
die willkürliche Quersehnittsfläche Fe =  F0, so empfiehlt es sich, einem 
Knotenpunkte m der unteren Gurtung das Gewicht

(12) . . . wm =  ym ( s ta tt  iv„ =  VmJ m —

zuzuschreiben und einem oberen Knotenpunkte k das Gewicht:

(13) . . . .  wk =  yk - y -  ( s ta t t  wk =  ■

Diese besonderen Werthe w sind aus den allgemeineren durch 
Division m it X: h 2 erhalten worden, und es müssen daher auch die beiden#  
letzten Glieder von 9? m it X : h 2 dividirt werden. Man erhält:

(14) iß= 2  yi. S  ̂  y  S  Xr sec2 a ; 4  y 2 z r (tg a„— tg  a r+1) *]

wofür man stets

„  , F.,  h ' \  F(  10 128 F  f l l * )

setzen darf; auch ist es in der Regel erlaubt, das zweite Glied des
f  16 \

Klammerausdruckes und den Faktor ( 1 - |-  ) zu streichen. Man
n 3 ib y

erhält dann:
7f h 2 l  V1

(16) *  =  2 * * , +  4 ^ +  V
Fu 1 X Fbb

94. D er  E in flu ss  e in er  T em p eratu rän d eru n g  a u f  H  ist durch 
die allgemeine, für jedes einfach statisch unbestimmte Faehwerk gültige  
Gleichung gegeben:

(17) =
2 -

E F

wo S ' die Stabkraft für I I  —  —  1 ist. Sind s und t für sämmtliche 
Stäbe gleich gross, so wird H ,—  0 ; denn setzt man in die dem Span-

*) Für die Stäbe A C  und F B ,  deren Spannkräfte nur von den Stützen
drücken abhängen, crgiebt sich S' =  0; die dritte Guitung reicht nur von C  

bis E .  Ihr Pfeil ist =  f b ,  ihre Spannweite =  h -
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nungszustande I I  =  —  1 entsprechende Arbeitsgleichung

2 S 'A s  =  0,

welche für beliebige mögliche As gilt, As —  u s , wobei o  eine Kon
stante ist, d. h. nimmt man an, dass die geänderte Form des Fach
werks der ursprünglichen ähnlich ist, so findet man

S S ' s  =  0.

Wird nun vorausgesetzt, dass sich die dem spannungslosen An
fangszustande entsprechenden Wärmegrade der Stäbe des Dreieckfac-h- 
werks und der Zwischenstäbe um t ändern, diejenigen der dritten Gur
tung hingegen um i - j - A t ,  so erhält man für H, den Werth

ZtT ijS 's - f -  S A  t ^ n S r S r
H t ■

E F

wobei sich 2 X über sämmtliche Stäbe erstreckt, hingegen 2 XX nur über 
die dritte Gurtung. Erstere Summe ist =  0, und letztere geht für 
den Fall einer gezogenen dritten Gurtung [wegen Sr =  - \-  H  sec ocr und 
Sr' =  —  sec a ,] in — 2 k r sec2 ar über, weshalb sich

d a )  h

E F

e.EFckt'2 'kr sec2 a,.

2 z m -}- ~  2 k r sec2a , -f- 2  s ,  i t g  a r —  tg  a r+I)

ergiebt, und hieraus folgt: wird die dritte Gurtung stärker erwärmt 
als die übrigen Theile des Bogens, so nimmt der HorizontalsMgr ab; im 
Gegenfalle wächst I i  um ein positives II,. Für den in der Fig. 260 dar
gestellten Träger findet man, dass der HorizontalcZriicfc TT zu- oder ab
nim m t, je nachdem die dritte Gurtung mehr oder weniger erwärmt 
wird, als der Versteifungsbalken.

Es ist nun stets zulässig, die Formel (18) durch die einfachere:

(19) 7/, =  +  - ^ - -

zu ersetzen; denn, da die Wahl von A t einer groben Schätzung unter
liegt, so hat es natürlich keinen Zweck, die übrigen Glieder allzu pein-

v2 s F
lieh zu berechnen. Für z m ist in (19) der W erth z m =  -—-ein -

" m
zuführen. Eine Kürzung der z  bedingt auch eine entsprechende Aen- 
derung des Zählers von H,. Setzt man z. B. für den Träger in
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F  F
Figur 261, xvm =  ym und ivk =  yk -~ - ,  ferner z m =  ifm, zk ===y£ so

s   X
r 2 h

es ergiebt sieb dann:

_  s,EFclh 2M

muss man den Zähler von H, in Gleich. (19) durch —  =  —-  dm diren;

(20) II,

N + # r f ]
95. Näherungsformeln für den durch einen Balken mit parallelen 

Gurtungen versteiften Parabelbogen. 'Wir bezeichnen m it h0 und hu die
Abstände der Gurtungen von der die Bogenenden A B  verbindenden -wage
rechten Geraden, m it y  die auf die Gerade A B  bezogene Ordinate des Bogens 
an der Stelle x ;  sodann betrachten w ir den Bogen als stetig gekrümmt und 
setzen fü r eine Einzellast P  (unter Vernachlässigung der Dehnung der Hänge
stangen*):

I I — P

M p - m"l

J  ( y + h uy d x +  j  (y’ - h , y d x  +  h '  J r * ( i  +  T 7 r ]
0 o

1 ^  3/ki f 0 , , . . / ,-v Fo
w obei =  ym +  yu y  =*jjf +  hu +  (y — hl)

, i f x ( l  —  x ) 
und y  = - L- ~ ------

*) D afür wollen w ir die Abmessungen h  und f i  (Fig. 261) durch die 
grösseren l und f  ersetzen.



Man vergleiche die ähnliche Entwicklung in No. 82, Seite 210; in der
selben "Weise wie dort ergiebt sich

5 P  „ x r „  , „  S , 3 l* huFu — hoFo~\
;  “  { l ~ a )  l l  +  a  ( ' ~ a ) + 2 7  - — f ; + f 0 .... w o
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(21)
H 8/"Po v 'L  ' v ' ' 2 f  Fu +  F,

. h K F u -h o F o  15h J F u + K 'F »  , 15ÄV 16 /*\ P UP0 
“ 2 f  (Fu +  Fo) +  8 P  (Fu +  F.) 8 +  3 ZVP6(P„-(-.2 /’(F . +  i ’.) ‘ 8 P  (Fu +  Fo) 1 8 p \  1 3 P m ( F u +  F0) 

Die hiernach aufgetragene if-Linie weicht nur wenig von einer Parabel 
ab; sie darf durch eine Parabel von der Pfeilhöhe

(22)

ersetzt werden, wobei
f  {Fu +  Fo) +  1,25 {huFu — KFo)(23) v =

f  (F .+-Fy +  2,5 (huFu -  K F o ) +  ~ f (hu?F u+J^F o) +  ^  y ( l + y £ ) “f f

ist. Sollen die Läugenänderuugen der Hhngestangen berücksichtigt werden, so 
tritt im Neuner noch das Glied

, 15 h* 128 FuFo \ p  _  g0 hilf* FuFo
1 8 f  3 F , l* P Fz

hinzu. Für die in den Figuren 263 und 264 dargestellten Sonderfälle er
hält man:

f & + l ) -  1,25h 

<25) * =  ~ T v ------- v----------- - ü » r ------7------ («S- 263).
' ( £ + 0 - * * + S ? [ * + ( ‘+ S £ ) ä

m ) h

>(fe+1)+215;l+¥- [ 1+(1 + ¥ ? )s ]
f  - f l ) +  1,25*

(2ß) * =  TT*------- x---------— UCT i r ------ 7-------Tg 7» Y f  ~i (*%• 264).

In Folge einer von B aus um die Strecke ä; vorgeschobenen gleichförmigen 
Belastung p  entsteht:

(27) I P

*) Vergl. Seite 239, Gleichung 46.
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Der Einfluss einer den ganzen Träger bedeckenden gleichförmigen Be
lastung ist:

(28) t t — P Ü ,
H' = i r r -

(29)

(30)

Die ständige Belastung erzeugt:

Sf
In Folge einer Temperaturänderung entsteht:

15 A* zEFoFuAiv *)
8 f  f{F„ +  Fu) +  1,25 {huFu — KF .)

wobei zu beachten ist, dass der HorizontaldrwcA H  in der dritten Gurtung 
vergrössert wird, sobald diese Gurtung um Ai mehr erwärmt wird als die übrigen 
Theile des Fachwerks.

Für den Fall einer gleichförmigen ständigen und beweglichen Belastung 
lassen sich sehr einfache Formeln gewinnen, welche den in No. 91 für den 
Zweigelenkbogen abgeleiteten ähnlich sind.

1. Angriffsmomente. Wäre H — 0, so würde sich für den Knotenpunkt

u (Fig. 265) in Folge der ständigen Belastung das Angriffsmoment M “s — g -7 -

al'1
ergeben, und es entsteht daher mit Berücksichtigung von H , =  v das 

Moment:

(31)
x x  g l1 , , , , , 

AI,“ =  g — v (y +  7i“)>

woraus, wegen y =  4 /1 , nach Division durch h**)

*) Abgeleitet aus H, — > welche Formel der Gleichung (25)
8 P(Fo +  Fu)u>

M**) Wir berechnen die— , weil die Spannkräfte in den Gurtstäben diesen

auf Seite 211 entspricht.

**) Wir berechnen < 

Werthen proportional sind



(32)

(33)

2 5 4

M S
h

Zweiter Abschnitt, 

g l ‘ x x  ,
3 o,.- O '' •D-8f h  9 2h

Ebenso erhält man fü r einen Knotenpunkt der oberen Gurtung:

h

Zeichnet man also eine Parabel A 'S 'B ' ,  deren Pfeil
8/i

(v-

zieht die zu A 'B '  parallelen Geraden CD  und B F  in den Abständen

1) ist,

l^hu  
8 f h

bezw.
S fh

von der A 'B ' ,  und misst entsprechend u  und o die Abstande Y u

und Y 0 der Parabel von jenen Geraden, so findet man

(34)
Tif *
=2-. =  —  o Y  h glu: =  +  gYu,

denn die auf A 'B '  bezogene Ordinate der Parabel au der Stelle x  ist =

Figur 265 setzt voraus, dass v >  1 ist. Er-
4 B ( y — 1) , x x  (v— 1)

¥■ 8h X X  ~  2h
giebt sich v < 1 ,  so liegt S '  oberhalb A 'B ' .

Behufs Ermittlung von M “p bringen wir die untere Gurtung des Ver- 
steifungsbalkons in A u und £ „  mit den Auflagersenkrechten zum Schnitt, 
bestimmen den lothrecht über u  gelegenen Punkt u  des Bogens und folgern

aus der Gleich. M “ —  M 0 — Hy«, 
in welcher M 0 das Moment fü r den 
Querschnitt x  eines einfachen Bal
kens bedeutet, dass M„ dieselbe 
Form hat wie das Moment fü r den 
Punkt u  eines in den Punkten Au 
und Bu gestützten Zweigelenk
bogens. Diesem Zweigelenkbogen 
muss natürlich der fü r den ver
steiften Bogen gefundene 'Werth v 

(Gleich. 23, Seite 252) zugeschrieben werden. Die Kämpferdrucklinie ist eine
4 f

W agerechte im A bstande—t- von der A UB U und werdo von den Geraden Au u 
3v

und Butt in Punkten E . E ’ geschnitten, deren Abstände von den Auflager
senkrechten und EJ sind, Fig. 266.

Dann ergiebt sich ! -pC u , wo

(35)

(36)

Cu = yu& J +  E’u
8 f lh

Die beiden Grenzwerthe von M u : h  sind nun

tMi»

h

g Y u  — pC u  

g Y u  +  p C
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and ebenso ergiebt sich:

(37)

minM'
h

maxM°

: +  g Y o  — p  Co 

: q Yo +  p  Co ■ WO

(38) , yo(i.3 +  r .3)v 
8 flh

Die Ermittlung von imd 
zeigt die ohne weitere Erklä

rung verständliche Figur 267. Liegt 
E ’ links von A, so ist | '  =  0 zu 
setzen, hingegen ä; =  0, wenn E  
rechts von B  fällt. — Durch die 
vorstehenden Formeln sind die 
Spannkräfte in den Gurtungen 
bestimmt.

2. Querkräfte. Wird zunächst J{0 =  0 angenommen, so entstehen Momente
ql8

M ,,, welche gleich den Ordinaten eines in eine Parabel vom Pfeil einge-O
schriebenen Polygons sind und für das >«te Feld ergiebt sich die Querkraft:

f. __ üfot.t/7 üfo{m— \) g

\ : tg ßm. Fig. 268.

F lg .  2 6 8 .

Mit Berücksichtigung von Hg erhält man also:

v tg a„,Qmg --  Q 0 mg Hg tg CC»i --  tg ßt*

und wegen tga«: tgß„ =  /r: •<—.

(39) Q„g =  —  Q„mg (v — 1).
Man hat also nur nöthig, die im ersten Bande Seite 128 für die Quer- 

träfte Q„g des einfachen Balkens gewonnenen Werthe mit — (v — 1) zu mul-
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tipliciren und gelangt zu der in Fig. 268 dargestellten Querkraftsfläche. Will 
man rechnen, so setze man
(40) Qmg =  — gx„” (v — 1).

Die Bestimmung des Einflusses der beweglichen Belastung p  geschieht sehr 
übersichtlich wie folgt.

4 f
Im  Abstande—  von der A B  wird die W agereehte A 'B ’ gezogen, und

durch A  eine Parallele zum mten Stabe (F ’F ")  der dritten Gurtung gelegt 
(Fig. 269), welche die A 'B '  in E  schneidet. Eine durch E  gehende Last P 
erzeugt — eine stetig gekrümmte if-L inie vorausgesetzt — 

rr 3 P a l Pb a Pb  „
H= T fi v =  T  47 =  T  cotg =  A cotg a"

3 N

Fig. 269.

cc-

und bringt die Querkraft
Qm =  A  —  H  tg OL,„ =  0 

hervor. Eine links von E  liegende Last P’ verursacht I I  —  A  cotg a und die

Querkraft Qm =  A  — A  cotg a tg  ot„, —  A \ i  — , welche positiv ist, weil
\  tg a  /

tg a»  <  tg a  ist, während Lasten rechts von E  negative Querkräfte Qm erzeugen. 
Liegt aber P  links von m  — 1, so entsteht

Qm =  A  —  P —  U ig  am —  — B  — H  tg o„ 
und hieraus darf man schliessen, dass zur Erzielung von maxQ„p nur die zwischen 
dem Schnitte t t  und der Senkrechten durch E  gelegenen Knotenpunkte (mit 
jo yk) zu belasten sind.*) Zeichnet man nun die Einflusslinie für H  und A

*) W ir machen die zweckmässige (etwas zu ungünstige) Annahme fester 
Knotenlasten p y .  Vergl. Band I  Seite 118.



vinter der Voraussetzung, dass sich über den Träger die Last 1 • X bewegt und
addirt die unter den belasteten Knotenpunkten gemessenen Ordinaten H  und A ,
so erhält man

=  ( 'S  A  — tg «„ 'S  1 1 ) 2 ) ,

wobei in dem in der Fig. 269 dargestellten Falle

h i r t  =  r t 3 +  A ,  +  A ,  +  A e \ 2 H =  I I ,  +  I I ,  +  I I ,  +  I I ,

ist. Die beiden ßrenzw erthe von Q sind nun

maxQm =  — ff X,„" (v   1) +  p  (Ert   tg 0.m ü  II)
minQm =  —  q Xm" 0> — 1) — P (S  A  — tg 0.m 2  I I );

durch dieselben sind die Spannkräfte der beiden Diagonalen Dr und Di be
stimmt.

Die vorstehend abgeleiteten 
Formeln lassen sich auch zur Be
rechnung der Spannkräfte des in 
der Fig. 270 dargestellten Trägers 
benutzen. In  den Gleichungen (31) 
bis (30) zur Bestimmung von I I  
muss m an 7i0 mit h„ vertauschen,
F , mit F„.

96 . Z ah lenbeisp iel. Es soll die //-L in ie  des in Fig. 271 dargestellten 
Trägere zunächst angenähert, sodann aber m it Berücksichtigung der Längen
änderungen sämmtlicher Stäbe erm ittelt werden. Die Knotenpunkte der dritten 
Gurtung liegen in einer Parabel, deren Pfeil f =  6,12*” ist.**)

1. Vernachlässigung der Lüngenünderungen der Füllungsstäbe. Die Ge
wichte w  der einzelnen Knotenpunkte des Versteifungsbalkens sind nach den 
Gleich. (12) und (13) zu berechnen, worauf 9t durch Gleich. (16) und H  durch 
die Formel
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F  F
bestimmt ist. Geschätzt seien: =  0,37; —  =  0,40. Man erhält

F u Fi
fü r einen unteren Knoten »t; iv„ =  y m

F0
fü r einen oberen Knoten k \ wk —  y* -pr =  0,37 y*,

Xu
und wenn die den Knoten 1, 3, 5, 7, . . . entsprechenden w auf die Angriffs
punkte 2, 4, 6, . . . der Querträger vertheilt werden:

w 2 =  1,87 -f- |  • 1,435 • 0,37 =  2,14
w , =  \  ■ 1,435 • 0,37 +  3,40 +  l  • 2,795 • 0,37 =  4,18 
we =  |  • 2,795 • 0,37 +  4,59 +  * ■ 3,815 • 0,37 =  5,80 
lüg =  )• ■ 3,815 • 0,37 +  5,44 - f  j  • 4,495 • 0,37 =  6,95 
w10 =  |  • 4,495 • 0,37 +  5,95 +  \  • 4,835 • 0.37 =  7,64 
wn  =  -5 • 4,835 • 0,37 +  6,12 +  } • 4,835 • 0,37 =  7,88

SS%

Fig. 270.

*) Figur 2 7 1  stellt den Hauptträger einer 1 8 8 9  in Haimocer nach den 
Plänen des Verfassers erbauten Slrassenbrücke über die Ihme dar.

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 17



Die Angriffsmomente M,c des m it diesen Gewichten w  belasteten Balkens
A 'B '  sind, wenn die Foldwoite X =  1 gesetzt wird:*)

M u» =  3 0 ,6 5  | 8 3 ,4 9  | M „ i0 =  1 1 3 ,6 0

M uh =  59,1(4 | i f te s  —-  1 0 2 ,0 2  ; —  1 1 7 ,5 4

N un findet man:

9i =  S y ,„ > + |^ S 2/i » +  74 ^ ^ = 2 ( l ,8 7 * + 3 ,4 0 * + 4 ,5 9 s+ 5 ,4 4 i + 5 ,9 5 ‘)+ 6 ,12J
1 ' u  A V  b

1 22 • 33 5
+  0 ,3 7  • 2 ( 1 . 4 3 5 8 +  2 ,79f)a- f  3 , 8 1 5 2 +  4 , 4 9 5 a +  4 ,8 3 5 * ) - i -  - ’ 3 1 25  ' 0 ,4 0  =  2 9 6 ,2 0

2 5 8  Zweiter Abschnitt — § 8.

O r d in a le n  in  M e t e r n S tla W iin g c n  ü iM c le m

Fig. 271.

und (da die Af,<, vorhin fü r X =  1 berechnet worden sind) mit P  :=  1: 

il/„ .X  jJ /„ . 3,125 _  i EI :
296,20 296,20 94,78

, also

30,65
94,78

: 0,32; II\ =  0,62; Ha =  0,88; II« =  1,08; Hl0 =  1,20; =  1,24.

2. Berücksichtigung der Längenänderungen sümmtlicher Stäbe. Die In
halte der Stabquerschnitte (ohne Abzug fü r Nietlöcher) sind in Fig. 272 zu
sammengestellt worden. Zur Ermittlung der I I -Linie soll Gleichung (F )  auf 
Seite 163 benutzt werden. Dieselbe liefert

x
JET«, =  1

S - s

E F

wo S '  die Stabkraft in Folge 1 1 =  — 1 und 8,„ die durch diesen Belastungs
zustand verursachte lothrechte Verschiebung des Knotenpunktes m  bedeutet. 
Die Summe 2  umfasst sämmtliche Stäbe des Fachwerks. Den Kräfteplau für 
11= — 1 zeigt Fig. 273a. Man denke sich in den Staben der dritten Gurtung

*) Vergl. Seite 203. Die rechnerische Bestimmung der i E  ist der zeich
nerischen Ermittlung unbedingt vorzuziehen.
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Zugkräfte S \ , S \ ,  . . . kervorgerufen, deren wagerechte Seitenkraft = 1  ist, 
bestimme die in den lothrcchten Zwischenstäbon hierdurch erzeugten Drücke, 
S' =  Z '  (welche beim Parabelbogen von gleicher Feld weite den konstanten 

8 8 * 6 1 2
W e r t h  —  = — gy-g-’-jVj =  — O jll annehmen) und zeichne hierauf fü r den mit

den Kräften S \  und Z '  belasteten Versteifungsbalken einen Cremona’schen Plan.

Fig. 272.

Die Ergebnisse sind in die Fig. 273 ü eingeschrieben, ebenso (in Klammern) die 

den Stäben der dritten Gurtung entsprechenden W ertke Bei Berechnung der 

letzteren wurde die fü r alle Stäbe gleiche Elasticitätsziffer E .  deren Grösse
S ’*g

auf das Verhältniss 8m: S — — ohne Einfluss is t, = 1  gesetzt. Als Einheitenlit l 1
wurden die Tonne und das cm gewählt, so dass sich beispielsweise fü r das dritte 
Feld der W erth

S 'U  1,07»- 334 
B F ~  1 -519 - ° ’738

ergab.

Je tz t wurden fü r den Zustand H =  — 1 die Längenänderungen A s = Jii r
der Stäbe des Versteifungsbalkens berechnet und in Fig. 274*) zusammenge-

S' "2 g ^
stellt (nicht cingeklammerte Zahlen), desgleichen die W erthe =  S 'A si i  jCi
(eingeklammerte Zahlen). F ür den zweiten Untergurtstab wurden z. B. er
halten :

1 oo . q i o n
As  — ’ =  0,7282 == 0,73 und S 'A s  =  1,20 • 0,7282 =  0,874.**)

1 • 515
Die Durchbiegungen Sm lassen sich als Momente M u eines einfachen 

Balkens A ’B '  (Fig. 271) deuten, welcher m it Gewichten w  belastet w ird, zu 
deren Berechnung die Gleichungen (6) und (7) auf Seite 105 dienen. Wegen

sec 9, = — =  1,46 und sec 9 =  ■ ,  - - 1 , 26 ergeben sich, wenn die
1,12 w * 3,12 o

*) Diese Figur ist verzerrt gezeichnet worden, um Platz fü r die Zahlen 
zu gewinnen.

**) Die Stablängen (in Metern) sind in Fig. 271 angegeben.
17*
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überall gleiche Abmessung h zunächst =  1 gesetzt wird, fü r die unteren Knoten 
die W erthe:

wt  =  2,61 +  1,49 • 1,46 — 2,32 • 1,26 =  1,8622
ie4 — 4,09 +  (2,32 — 1,83) • 1,26 = 4 ,7 0 7 4
wt  =  5,54 +  (1 ,83— 1,30)-1,26 =  6,2078
h'q = 6 ,5 5 + ( 1 ,3 0  — 0,59) ■ 1,26 = 7 ,4 4 4 6
t c i q  =  9,69 +  (0,59 — 0,20) • 1,26 =  10,1814

=  9,96 +  (0,20 +  0,20) • 1,26 =  10,4640

(0 e is )  <0% S ) °* °a

<bJ tf4*

S ‘0 (X) Vf+lZO W  I f - t p  (G) Uj-i3)S (80 1%-i3?S (10) V„.i*03 ( izT

Fig. 273.

=  (*,076) (11,681) (Z IZ W  (29,689) M ,0 5 0 ) (6080!)
/  -261 3 -t,Q9 6  -6,68 7  -6,SS 9  -8,68 / /  -9,96

2  10,13 4  11,4/ 6  11,03 S  10,ZS 10 t-x-W 1)
(0,81t) (8,29t) (0,136) (8,333) (9,833) j

i  j r
Fig. 274.

und für die oberen Knotenpunkte:
m,, =  —  1 , 4 9 - 1 . 4 6  =  —  2 ,18  

wa =  0,73 *)
,rs =  1,41

Wi =  1,93 
wg =  2,28 
lOn — - 2,4j.

*) An jedem Knoten 3, 5, 7, . . .  . greifen zwei Diagonalen 'an , deren 
Längenänderungen entgegengesetzt gleich sind und sich daher tilgen.



"Werden dio Gewiclito der oberen Knoten auf die Querträger-Angriffs
punkte 2, 4, 6, . . . vertheilt, so erhält man für diese letzteren dio Gewichte: 

o ooä
wt =  1,8622 — 2,1 S +  10,73 =  0,830)1 ZO

Zweigelenkbogen mit gesprengter Zugstange u. s. w. 2 6 1

¡p4 =  4,7074 - f  i  (0,73 +  1,41) =  5,78 
«>„ =  6,2078-]-* (1,41 +  1,93) = 7 ,8 8
denselben entsprechen mit X =  1 die Momente:

Af„„= 121,695 
M„a =  150,250

,ca =  7,4416- H  (1,93 +  2 ,2 8 )=  9,55

,pJO =  10,1814 +  i  (2,28 +  2,45) =  12,55 
ic,2 =  10,4610 -j-1 (2,45 +  2,45) =  12,91,

=  43,045 
Muh =  85,260

Jfwl0 =  169,255 
jl/„12 =  175,710.

Die Zusammenzählung der in die Figuren 273 und 274 eingeschriebenen 
S '2s(eingeklammcrten) "Werthe giebt für beide Trägerhälften:JJj l 1

2  g  =  362,937

und hierzu tritt noch für die Hängestangen, für welche durchweg S' =  — 0,11 
und F — -\- 90 qcm ist, das Glied:

0 112.
’ [2 (1,87 +  3,40 +  4,59 - f  5,44 +  5,95) - f  6,12] =  0,00654*)1 • 90 

weshalb
^  S ’*s = 362,937 +  0,654 =  363,59.

E F
Da nun bei Berechnung der Mw sowohl h =  1 als auch X =  1 gesetzt 

wurde, so folgt jetzt für P = 1
X __ Mu, -312,5 _  i l„  ,

“ 363,59 ’ h “ 363,59- 120 ~  139,62’ a S°

=  S f S  =  0,31; •ö * = 0’61; 0,87; Z78 =  1,08; J/10 =  l,21; f /12 =  l,26.

Diese genaueren "Werthe weichen von den vorhin berechneten nur un
wesentlich ab.

"Wir empfehlen dem Leser, zur Uebung die S,„-Linie noch mit Hilfe eines 
Williot’schon Planes oder mittels des Stabzugverfahrens zu bestimmen.

97. E in flu ss  sch räger L asten . Wir schliessen diesen § mit einer 
Untersuchung des Einflusses schräger Lasten auf einen Zweigelenkbogen 
mit gesprengter Zugstange (Dachbinder) und machen auf diejenigen 
Annahmen aufmerksam, welche zur Vereinfachung des im § 5 er
ledigten strengeren Verfahrens gemacht werden dürfen. Der allgemeine 
Ausdruck für H  in Folge einer Einzellast P„  ist (nach der ersten der 
Gleichungen V auf Seite 163):

(41) H  —  P „ -----
v  S  s 
^  E F  ’

*) Man übersieht hier recht deutlich den geringen Einfluss dieses Gliedes.
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Fig. 275.

Querschnitt Fc zuzuschreiben. Setzt man dann bet der Berechnung der
g '  s

Längeniinderungen As =  - - -  der Gurtstäbe sowohl E  =  1 als auch
.

F c =  1 , so muss man in Gleich. (41) den Nenner durch den Werth 
F

2 £ ' 2s - —-  ersetzen. In Fig. 275 liegt ein symmetrischer Träger vor.

Es wurde bei Aufzeichnung des Verschiebungsplanes zunächst der Mittel
punkt und die Richtung des Stabes s5 als festliegend angesehen 
hierauf 6, 4/ =  A5*)  gemacht und 5, 4 / J _ 5  4 ,  5/ 6/ J _ 5  6 gezogen.

*) Wir erinnern an die Bezeichnung As5 =  A5.

worin S ' die dem Zustande H  —  —  1 entsprechende Spannkraft irgend 
eines Stabes des Faehwerks ist, und 8,,,' die Verschiebung bedeutet, 
welche der Angriffspunkt m der Last Pm im Sinne von P„, erfährt, so
bald nur die Ursache I I —  —  1 wirkt. Die Ermittlung der Ver
schiebungen 5', die in Fig. 275 mit Hilfe eines Williotschen Planes 
erfolgte, darf stets unter der Voraussetzung starrer Füllungsstäbe durch- 
geführt werden; auch ist es zulässig, sämmtlichen Gurtstäben denselben
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Die Ansckliessung der Punkte 3', t ' ,  0', A '  erfolgte nach No. 32. —  
Die Punkte 8*, 10/, B ' liegen in Bezug auf die Senkrechte durch b' 
symmetrisch zu 2', l ' ,  A ' ; und ebenso würde man, falls auch in den 
Knoten 1, 3, 5, 7, 9, C, D  Lasten angreifen sollten, die symmetrisch 
zu 3' und l '  gelegenen Punkte 7', 9', eintragen und endlich C', J)', 
welche in Fig. 275 fortgelassen sind, bestimmen. Behufs Erfüllung 
der wirklichen Auflagerbedingungen musste schliesslich der Verschie
bungspol aus dem Mittelpunkte von A-5 in den dem festen Auflager A  
entsprechenden Punkte Ä  gelegt werden, worauf sich beispielsweise 
die Verschiebung 5 /  des Knotens 2 im Sinne von P2 gleich der Pro
jektion des Strahles A '2 '  und die Richtung von P 2 ergab.*)

Wären nun Zugstange und Zwischenstäbe nicht vorhanden, so 
würde sich

Fr
=  hB' =  A 'B '

F

ergeben, d. h. gleich der Verschiebung, welche B  in Folge des Belastungs
zustandes B I=  —  1 erfährt. Im vorliegenden Falle ist aber

2 S ' 2s ^  =  6 ;  +  2 / 2» y ,

wobei sich das Zeichen 2 ,  über die Glieder der Zugstange und die 
Zwischenstäbe erstreckt und hierfür darf stets

F  , F  
S S '* » - j A =  5 ,' +  Z -^

gesetzt werden,**) womit sich

5,;
H = P m

ergiebt, oder, falls man die Lasteinheit durch eine Strecke von der 
Fe

Länge hx - f -1 - - c darstellt,

I I =  p mh„:.

W ill man die Punkte b', 6', 4', . . . in Fig. 275b aus der nach 
No. 93 für die lothreehte Lastenrichtung ermittelten Biegungslinie ab
leiten, was manchmal vortheilhaft ist, so beachte man die Beziehung:

*) Die bei unsymmetrischem Träger nach No. 33, Seite 61, zu zeichnende 
Figur A" 0" 1" B" schrumpft hier zu einem mit Ä ' sich deckenden Punkte 
zusammen.

**) Vergl. Seite 248, Gleich. (11).
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tv„, — — — (absolut genommen). Hat man also die Gewichte iv nicht 
r,„

m ittels der Gleichungen auf Seite 247 berechnet, sondern von den 
später gezeigten Vereinfachungen Gebrauch gemacht, so muss man bei 
Aufzeichnung des Linienzuges 5', 4', 2', 0', l', A '  die Längenände-

F
rungen A s —  w r  auftragen und auch das Glied l ' ■ entsprechend

• b 
ändern. Liegt z. B. ein Sichelträger vor und wird nach Seite 200 das

y m /  y m sm \
Gewicht tv,„ = —j~  ( s ta t t  — j —J eingefilhrt, so folgt für den dem

J'm ? m

VKnoten m gegenüberliegenden Gurtstah: As,„ =  und es muss
 ̂m

l Fc Fc
 =r~ an die Stelle von l J -  treten, wo sc die mittlere Gurtstab-

länge bedeutet. Sind sämmtliche Füllungsstäbe mit Ausnahme eines 
etwa vorhandenen Endständers gegen die Lothrechte geneigt, so be
stimme man 4', 2', 0', indem man ö' —  4' 1 5 —  4, 4 '— 3,J _ 4  —  3,
3 — 2 [ 3 —  2, 2 — 1, J _ 2  —  1 und 1/— — 0 zieht, worauf Ä  
am schnellsten mit Hilfe von A s „ = A 0  festgelegt wird.

Schliesslich sei noch daran erinnert, dass sich die Punkte 4', 2', 
0', Ä  auch nach dem Stabzug verfahren ermitteln lassen, wie das in 
No. 85 durchgeführte Zahlenbeispiel gezeigt hat.

Wird die Zugstange durch geneigte Stäbe mit dem Fachwerkbogen 
verbunden, Fig. 276*) ,  so führe man die Spannkraft X  irgend eines

Gliedes derselben als statisch nicht bestimmbare Grösse ein, ermittle 
die von der Ursache X  —  —  1 hervorgerufenen Spannkräfte und Längen
änderungen und zeichne —  wie in Figur 275 —  einen Williotschen 
Verschiebungsplan. Die Bestimmung der S ' für die Glieder der Zug-

*) In  dieser Weise sind z. B. die Dachbinder der Queens-Street-Station 
der North British K. in Glasgow angeordnet.
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stange und für die Zwischenstäbe hat. hierbei nach Fig. 2 7 6 b zu er
folgen.*) Zu betonen ist, dass alle vorbin als zulässig bezeichneten 
Annahmen auch für den Fall schräger Hängestangen statthaft sind; 
die Berechnung von X  darf dann bei der üblichen geringen Sprengung 
der Zugstange mittels der Formel

5 '
X = P „ , ---------—— —— (vergl. Seite 263)

^ '  +  l ~

erfolgen.
Hinsichtlich der bei der Berechnung von Dachbindern in Betracht 

zu ziehenden Belastungsfälle wird auf Band I, § 39 verwiesen.

§ 9.
Kette, versteift durch einen Faclrwerkbalken.

98. Eine sehr wichtige Trägerart, deren Berechnung sich von der 
Untersuchung der im vorigen § behandelten Stabgebilde nur wenig 
unterscheidet, ist die in Fig. 277 dargestellte, durch einen einfachen 
Balken versteifte Kette. Bei R  und T  seien auf wagerechter Bahn 
geführte Auflager angeordnet; die Hängestangen seien lothrecht.

Da es zweckmässig ist, den Versteifungsbalken nur durch die beweg
liche Belastung zu beanspruchen, so wird man das Bauwerk zunächst als 
unversteifte Kettenbrücke ausführen und die Dreiecke des Versteifungs
balkens erst dann schliessen, wenn die Kettenglieder und die Hänge
stangen die der ständigen Belastung entsprechenden Längenänderungen 
erfahren haben.

Die Aufsuchung der Form der meistens durch drei angenommene 
Punkte R, W, T  geführten Kette und die Ermittlung der Spannkräfte 
in Folge der ständigen Belastung ist bereits im I. Bande (S. 404— 408) 
unseres Buches beschrieben worden, und wir fügen nur noch hinzu, 
dass auf dem dort angegebenen W ege die Gestalt der durch die ständige 
Belastung gespannten K ette —  nicht diejenige der spannungslosen —  
gefunden wird, dass also die Längen, welche den Kettengliedern und

Hängestangen in der W erkstatt zu geben sind, =  s  sein müssen,
jbl<

*) Die Unterschiede in den Spannkräften der einzelnen Glieder werden 
stets gering sein; durch entsprechende Neigung der Hängestangen lässt sich 
sogar erreichen, dass in allen Theilen der Zugstange dieselbe Spannkraft X  
auftritt.
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wenn allgemein s die Länge des fraglichen Stabes auf Grund der er
wähnten Formbestimmung und S„ die Spannkraft in Folge der ständigen 
Belastung bedeutet. Dass ausserdem noch der Unterschied zwischen 
Aufstellungs- und Werkstattstemperatur berücksichtigt werden muss, 
ist selbstverständlich, ebenso dass bei Bemessung der Pfeilerhöhen der 
Verkürzung Rechnung zu tragen ist, welche die Pfeiler in Folge der 
ständigen Belastung erfahren werden.

Wird nur ein Theil (gv) der ständigen Belastung (g) vor Aus
führung der Versteifung aufgebracht, der Rest (g„) erst nach Einfügung 
des Balkens, so ist in der vorstehenden Betrachtung Sgp an die Stelle 
von Sg zu setzen. Die beschriebene Formbestimmung liefert die Ge
stalt der m it gv belasteten Kette und der Einfluss von g„ muss, ebenso 
wie derjenige der beweglichen Belastung, nach den in den folgenden 
Untersuchungen abgeleiteten Verfahren festgestellt werden.

Andererseits könnte man aber auch ausser der gesammten stän
digen Belastung (g) noch eine Belastung g ' auf die unversteifte Brücke 
bringen und nach Vollendung des Versteifungsbalkens wieder entfernen. 
Es würde dann, bei Untersuchung der nach der Versteifung hinzu
tretenden Lasten, g' als eine negative Belastung aufzufassen sein.

Aehnliche Verhältnisse lassen sich natürlich hei jedem statisch unbe
stimmten Träger herbeiführen. So könnte man z. B. einen Zweigelenkbogen 
zunächst mit Scheitelgelenk ausführen und dieses Gelenk nach Aufbringung 
der gesammten ständigen Belastung g oder eines Theiles von g vernichten; 
auch eine später wieder zu beseitigende Belastung g ’ könnte zuweilen von Vor
theil sein.

Die Untersuchung des Einflusses der nach erfolgter Versteifung 
der Kette auf den Balken gebrachten Belastungen beginnen wir wie 
immer mit der Betrachtung der Wirkung einer Einzellast.

99 . D er  H o r izo n ta lzu g  I I  in  F o lg e  e in e r  E in z e lla s t. Verbindet 
man die senkrecht über den Balkenstützen A , B  gelegenen Punkte A  , 
B "  der Kette durch eine Gerade (die Schlusslinie) und bezeichnet die 
Strecke, welche Kette und Schlusslinie auf der Lotlirechten durch irgend 
einen Knotenpunkt m abschneiden, m it ym (Fig. 277) ,  so ist das auf 
m bezogene Angriffsmoment:

-17.71 —  -Po B y m,

wo il/0„, den Werth von Mm für den Fall bedeutet, dass der von den 
Lasten P  ergriffene Balken nicht an der Kette hängt, sondern nur in 
A  und B  gestützt wird. Für den Zustand 1 1 =  —  1 ergiebt sich 
M„' =  ym und hieraus folgt, dass die Berechnung des von einer Ein
zellast jP hervorgerufenen Horizontalzuges H  sich von der Ermittlung 
der Werthe I I  für die im vorigen § behandelten Trägerarten nur in-
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sofern unterscheidet, als die im Nenner des allgemeinen Ausdrucks für 
S'*s

I I  stehende Summe 2  - - von den Rückhaltketten beeinflusst wird.
E F

Die Spannkraft der unter ct' geneigten linken Rückhaltkette ist 
=  H  sec a /  und nimmt für 11 = — 1 den Werth S ' —  — sec a! an. 
Ist also die Länge dieser Kette =  s' und der Querschnitt F  —  Fk sec a.', 
wo Ft, den zur Aufnahme der Spannkraft S  =  H„,„x bestimmten

Scheitel-Querschnitt der Tragkette R W T  bedeutet, so ergiebt sich
o ' 2  r fu s s sec a

=  — ß -p — > wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass sämmt-

liehe Glieder der Rüekhaltkette gleich gespannt sind, dass also die 
Stützung derselben auf die in Figur 171 (Seite 169) dargestellte 
Weise erfolgt. Bezeichnen s"  und a"  die entsprechenden Werthe der 
rechten Rückhaltkette, so führen die vorstehenden Betrachtungen zu 
der folgenden Bestimmungsweise der Einflusslinie für II.



Man berechne die Momente eines mit den Geicicliten 

wm —  y ~ - - belasteten einfachen Balkens A ' B ' (u n ter .F c eine
 ̂m ■**»

beliebig grosse, aber konstante Querschnittsfläche verstanden) und 
dividiré dieselben durch

(1) 9Í =  3 z m - f-  ——  ("2 \ r sec2 a r +  s' sec a '  -f- s"  sec ol")
b  k

F_j_ S z r (tg o.r —  tg <xr+t) 2,

worin zm —  y mivm. Das Ergebniss ist I I = - ~ - - v)

Die zweite der Summen in Gleichung (1) erstreckt sich über sämmt- 
licbe Glieder der Tragkette, die dritte über alle Hängestangen. Für 
beide Summen lassen sieb einfache, genügend genaue Näherungsformeln
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/A IW* M [ r

I
- v «- \  ■» r*f

r*i

T*2

Ti *k— -T? %---------->|
c

y '
Y w i

x  -+ — .
--------- i

fei

B
Fig. 278. Fig. 279.

ableiten. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Kette als stetig ge
krümmte Parabel und setzen mit Bezugnahme auf die Bezeichnungen 
in Fig. 279:

, --- X) . cx
y
h

h
und

2 X r sec2 a,. _  f d x  [ l  +  ( | | )  ]  _  f  ( t  +  A -  +

ferner (tg a ,  -  tg ccr+1) 2 =  X 2  (h' —  , / )  X ( ^ -
X
' a - ±i )  ^

*) Die Bezeichnungen sind dieselben wie im vorigen § ;' sie wurden über
dies in die Figuren 277 und 278 eingetragen. Die Knotenpunkte des Balkens 
und der Kette wurden fü r sich num m erirt; . . .  »i — 1, m , m  - f - 1 . . . sind die
Ordnungsziffem der Knotenpunkte des Balkens, . . . r  — 1, r , r  - f - 1 • • • die
jenigen der Knotenpunkte der Kette.



y / o - - * « .

Wir erhalten dann:

r « n  c n _ v .  i f »  .  i 6 4 ^ ( 3 A ' - 2 A —  1 , 5  c ) X  J f .(2) —  So +  _  _  wo

(3) s0 =  ( l  +  ~  - il-  - j-  -J- s ' sec a '  +  s" sec a".

Das von den Abmessungen der Hängestangen abhängige letzte 
Glied von SP darf in der Regel gestrichen werden; sein Einfluss ist 
sehr gering. Bei Berechnung der Werthe iom und zm ist es zulässig, 
allen Gurtstäben denselben Querschnitt zuzuschreiben. Man setze daher

( 4 )  w m = ^

Kette, versteift durch einen Fachwerkbalken. 2 6 9

und verstehe unter dem bislang willkürlichen Fe den Mittelwerth der 
Gurtquerschnitte.

Erfolgt die Versteifung der Kette durch einen nach Fig. 282 (S. 274)
angeordneten Parallelträger von der Höhe h, so nimmt bei gleichlangen

s \
Feldern der Ausdruck — den festen Werth — an.  Setzt man dann 

r,n h “

(5) wm =  ym und zm —  y„w„ —  t/ m,

so muss man mit

, , ,  m ... . , * ’ T K  : l f ,  —  1,5 0 ) \(6) = ---------------------------------------------------------- ^ -----------------------f . J

rechnen.

F ür die durch einen Parallelträger versteifte Kette ist aber noch eine 
weitere Vereinfachung möglich, bestehend in  der Einführung einer parabel- 
förmigen //-L in ie . Die Entwicklung ist ähnlich der in No. 82 fü r den Hori
zontalschub eines Zweigelenkbogens gegebenen Ableitung. Man betrachte die 
Kette als stetig gekrümmte Parabel, deren Gleichung

4 fx  (1 — x )
9 =  p--------

ist, (Fig. 280), und ersetze die Einzelgewichte w durch eine stetige Belastung, 
so zwar dass das Balkentheilchen d x  m it 2 y d x  belastet wird, wobei die 
Ziffer 2 ausdrückt, dass an der Stelle d x  die Gewichte zweier Knoten (eines 
oberen und eines unteren) zu berücksichtigen sind. Man erhält dann an der
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AngriiTsstelle von P  das Moment 

P M „

■2Za3 +  a4)*)

und findet nu n : H  —

97:

9 c ’
i
I ;r dx- \-] i ‘ - -y~ Sj

15 r-i +
W Fc 

Pa

D er unwesentliche Einfluss 
der Hängestangen ist hierbei 
vernachlässigt worden. Ersetzt 
man die aut diese "Weise er
haltene H -  Linie durch eine 
Parabel (vergl. Seite 211) so 
findet man den Pfeil derselben:

•c, „  3 Pl-i
WJ ™

(8) . 15 h~ Sq 11 c
~t Ï 6 j r T ~ F ~

Die Gleichung der Para
bel ist

(9) II-- 3 P ab'i
4 f l

Der W erth  $„ ist nach Gleich. (3) zu berechnen. P„ bedeutet den mitt
leren Querschnitt der Balkengurtung, P* den Querschnitt der Kette im Scheitel.

100. H o rizo n ta lzu g  in  F o lg e  e in e r T e m p e ra tu rä n d e ru n g . Eine 
gleichmiissige Aenderung der Aufstellungstemperatur um t°  erzeugt:

_ e E F j ^ S ' s  _ z E F j ^ S ' s  
S ' ~

(10) e i 2 S 's  
*—  " s'-F~

2 -

E F
2 S ' !s A

F

wo 97’ der durch Gleichung (1) auf Seite 268 bestimmte Werth ist. 
Zahlenreehnungen beweisen, dass der Einfluss der Spannkräfte S ' der 
Stäbe des Balkens auf die Summe ganz unwesentlich ist, und
dass es genügt, in den Zähler der Gleichung (10) nur die den Ketten
gliedern und den Hängestangen entsprechenden W erthe S 's  einzusetzen.

*) Yergl. den Ausdruck fü r auf Seite 210. An die Stelle von x  ist

F°
x ( l  — x) wurden gestrichen.

a getreten; f  wurde durch 2 f  ersetzt; die Glieder



Wir führen ein: 

für die Tragkette: 2 S ' s  =  —  2  sec oo s =  —  2 k  sec2 a

—  O + j f + v )
Rückhaltketten: 2 S ' s  —  —  (s' sec ct.' -j- s"  sec <x")

Hängestangen: 2  S ' s  =  —  2  zr (tg tx.r —  tg  ocr+l)

Kette, versteift durch einen Fachwerkbalken. 2 7 1

11  11 

11  11

V n  ' \ ( t g  a>- —  tg a>-+  ̂ I i n  / J Ü*y
- y ^ \ --------- r — ; = + i (/t - y ) d x K ^

o

o

und erhalten:

. . . .  « ¿ W T  . 8 A (8 * ' —  i f , — 1,50 )1
e i )  ; /,----- — s r L s“ + --------------- 8 i, J -

wobei 97 und s0 nach Gleichung (2) und (3) zu berechnen sind.
Das Vorzeichen deutet an, dass in Folge einer Erhöhung der Auf

stellungstemperatur der Horizontalzug der Kette abnimmt.

Wird die Kette durch einen Parallelträger versteift, so lässt sich Gleich. (11) 
noch erheblich vereinfachen. Man ersetze dann nach Streichung des unwesent
lichen Einflusses der Hängestangen und Einführung eines mittleren Gurtguer- 
schnittes den Werth

durch
i

r  i f d x  Fc _ 1 6 _  fH_ , Fc
J  h ’ Fk 15 h 2 Fk

um dann zu erhalten:
15/i1 s0 FcHt =  — iF F k t 16 f  l Fk 15 F  s0 Fc

+  16 P  l Fk
oder nach einfacher Umformung:

(12) H, =  — zE F kt{  1 — v),
wo v nach Gleich. (8) auf Seite 270 zu berechnen ist.

101. E in flu ssfläch en . Die Einflussflächen für die Momente

M m =  ,1/qm li jm  und il/m + l ---- -Mom + 1 77i/m + l

sind in den Figuren 2 7 7 b und 277° (für den Fall in den oberen Balken
knoten angreifender Lasten) dargestellt worden. Ihre Aufzeichnung be-
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Fig. 281.

lothrechten Seitenkräfte A 0, B„ und die in die Schlusslinie fallenden 
Seitenkräfte H ', und finden zunächst aus der auf B"  bezogenen Mo
mentengleichung:

(A , +  A u) l —  Pb =  0,
Pb

dass A 0 -f- A u ebenso gross ist, wie der Stützenwiderstand A = - j ~

P a . ,
eines einfachen Balkens A B ,  und dass ferner B 0 -j~ B u —  B  =  ——  !St- 

Sodann führen wir behufs Bestimmung von D  den Schnitt i t ,  wählen

darf keiner weiteren Erläuterung mehr, da sie nach den in den §§ 7 
und 8 für die AT-Flächen gegebenen Regeln erfolgt. Mach Berechnung 
der Momente Mm, Mm+\ findet man die Spannkräfte in den Gurtungen:

Um =  +  —  ; (vergl. Fig. 27 7 *).
r„, rm+1

Auch die Ermittlung der Spannkräfte in den Püllungsstäben ge
staltet sich ganz ähnlich wie beim Zweigelenkbogen und bei den im 
§ 9 untersuchten Trägerarten. Wir führen durch A  und B  (Fig. 281) 
lothrechte Schnitte, welche die Tragkette in A "  bezieh. B"  treffen, 
zerlegen die Spannkräfte S1 und S„ der äussersten Kettenglieder in die
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den Treffpunkt i  von 0  und XJ zum Drehpunkt, bestimmen die Strecke 
iji, welche der Kettenstab S  und die Schlusslinie A " B " auf der Loth- 
rechten durch i  absclmeiden, zerlegen die Spannkraft S  (welche auf die 
in der Fig. 281 angegebene Weise in ihrer Richtung verschoben wird) 
in eine lothrechte Seitenkraft und in die zur Schlusslinie parallele 
H  =  H  sec t  (wo t  den Neigungswinkel der Schlusslinie bedeutet) und 
erhalten die Momentengleichung

(13) M0i —  I i y t +  Dr.- =  0.

Hierin bedeutet Moi das auf den Punkt i  bezogene Angriffsmoment 
für den Fall, dass A B  ein einfacher, nicht an der Kette hängender 
Balken ist, ein Balken also, dessen Stützen widerstände A 0 -j- A u =  A  
und B 0 B u —  B  sind; r { aber ist der Hebelarm von D  in Bezug 
auf i. Die Gleichung (13) hat dieselbe Form wie Gleichung 34 auf 
Seite 212, und hieraus folgt die aus der Figur 281 ersichtliche Be
stimmungsweise der D -Fläche. Man vergleiche die Figuren 222 bis 
225 auf Seite 218 und beachte behufs Feststellung der Vorzeichen, 
dass bei der in Fig. 281 angenommenen Lage des Punktes i  der Ein

fluss von I I  auf D  gleich -j- I I - — (also positiv) ist, während sich im 

Falle H —  0 die Momentengleichung

—  (A„ -j— A u) Xi —|— D ri —  0 

und hieraus der ebenfalls positive Werth

D  =  +  A  —  
r {

ergeben würde.
Es leuchtet ein, dass sich auch die anderen im § 7 zur Bestim

mung der D -  Flächen angegebenen Verfahren auf den vorliegenden 
Fall an wenden lassen; wir führen dies aber hier nicht weiter aus, em
pfehlen vielmehr dem Leser, diese leichte Arbeit selbst vorzunehmen 
und weisen nur noch auf den wichtigsten Sonderfall hin, nämlich den 
in Fig. 282 abgebildeten Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen. 
Hier ergeben sich die Spannkräfte in den Füllungsstäben in bekannter 
Weise aus den Querkräften Q, und es genügt daher, die Ermittlung 
der Q-Fläche für irgend ein Feld F i Fi  zu zeigen.*)

Sind Ml und M2 die Angriffsmomente für die Knoten F l , F2, 
so besteht, da auf den Balken nur lothrechte Kräfte wirken, die Be

*) Bildet die vom Schnitte t getroffene Diagonale (D) mit der Wagerechten 
den Winkel ç, so ist D sin o =  Q.

M ü l le r - B r e s la u ,  Graphische Statik. II. 1. 13
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bezeichnet man die Neigungswinkel der auf diese W eise erhaltenen 
neuen Kettenlinie mit a ' , so erhält man die Gleichung

(14) Q =  Qo —  H t g a ' =  tg  a ' (Q0 cotg a ' —  E ),

welche dieselbe Form hat wie Gleichung (3) auf Seite 246; sie führt 
zu der in Figur 2 8 2 °  angegebenen Darstellungsweise der ^-Fläche. 
Figur 282d zeigt schliesslich die Einflussfläche für den Auflagerdruck 
A u, unter der Voraussetzung, dass bei A  ein Querträger angeordnet ist; 
sie g ilt für Träger beliebiger Gurtform und folgt ohne weiteres daraus,

ziehung

„  A f] 4 /02 H y 2 ü T o i H j i  r\ tt y% '  V\
Q =  y  = -------------------- X---------------- — Q o - H  — ,

■WO Q 0 die Querkraft für das Feld F t F2 eines einfachen nicht an der 
Kette hängenden Balkens A B  bedeutet. Trägt man die Ordinaten 
y t y0 nach Fig. 2 8 2 b von einer wagerechten Schlusslinie aus auf und

F i g .  2 8 2 .



dass dem Balkenquerschnitte A  die Querkraft Q =  A u entspricht. Fehlt 
der Endquerträger, wird also der erste Zwischenträger unmittelbar auf 
das Widerlager gelegt, so ist das Dreieck A ' J ' B '  durch das Dreieck 
A ' j " B '  zu ersetzen.*)

102. Formoln für den gleichmässig belasteten Versteifungsbalken mit 
parallelen Gurtungen. Wird die statische Berechnung auf Grund der stets 
zulässigen Annahme durchgeführt, es liegen die Knoten der Kette in einer

4 f  cc (/• ~ cc\
Parabel, deren Gleichung y =  — ~ i ‘------ 's*'1 un  ̂ w‘rc* ferner die
auf Seite 270 abgeleitete parabelförmige ff-Linie benutzt, so lassen sich die 
von einer gleichförmigen Belastung verursachten Momente Ai und Querkräfte Q 
auch schnell durch Bechnung bestimmen. Die bezüglichen Formeln und Regeln 
sollen hier zusammengestellt werden; sie werden in ähnlicher Weise entwickelt, 
wie die auf Seite 241—243 und 253—257 für den Zweigelenkbogen bezw. den 
versteiften Stabbogen hergeleiteten Gesetze.

1. Kette und Hängestangen. Es möge der allgemeinere Fall vorausgesetzt 
werden, dass nur ein Theil (gv) der ständigen Belastung g vor Ausführung 
der Versteifung aufgebracht werde, der Rest gn — g — ge hingegen erst nach

a l2 **)
Vollendung des Balkens. Die Belastung g v  erzeugt: ZT, =  , während

° f
gn nur JA, =  hervorbringt, ln Folge gänzlicher gleichförmiger Belastung

d V* vdes Balkens mit p  entsteht 1IP =  ur*d in Folge einer Erniedrigung der
° f

Aufstellungstemperatur Ht = - { - e-EFkt (1 — v), weshalb der Grösstwerth von if:

(15) H„a.t =: wir (v» "h (¡7" “h i )  v] “h zE F it  (1 — v)
8 /

ist. Die grösste Spannkraft in einem unter a geneigten Gliede der Kette 
ist nun

( 1 6 )  Stnatx  —  U m a x  SCO a

und die grösste Spannkraft in einer Hängestange:
8

(17) Emax-----------  Hmax (tg ttr tg CC,--f l) 1=1 Hmax *

2. Momente und Querkräfte des gänzlich belasteten Balkens. Ist der ganze 
Balken mit p für die Längeneinheit belastet, so entsteht an der Stelle x  das 
Moment

, r _ p x ( l  —  x) z r  p x { l  — x) pl* , 4 f x ( l  — x) A .Mp_  _ p

(18) Mp =  P £ J t z * l  (1_ „

Kette, versteift durch einen Fachwerkbalken. 275

*) Die Auflager des Versteifungsbalkens und des ersten Zwischenträgers 
sind bündig liegend angenommen.

**) W ir vernachlässigen hier den Umstand, dass die Stützweite der Kette 
w der Regel etwas grösser ist als die des Balkens.

18*
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und im Felde FiF% (Fig. 286) dessen Mitte von der Trägermitte den Abstand x "  
haben möge, die Querkraft:

Qp =  ^ ~ -  —  p x  —  H p ig .*"  =  p x " —  - ^ r - t g a " .

Der Winkel a " , den das Kettenglied des fraglichen Feldes m it der vorerst 
in eine wagerechte Lage gebrachten Schlusslinie A " B "  bildet, ist ebenso gross, 
wie der Neigungswinkel einer an der Stolle x  an die Parabel vom Pfeile f  ge
legten Tangente, weshalb

und

(19) Qp =  px" (1 — m).

Mp und Qt  sind also ebenso gross wie Moment und Querkraft für den 
Querschnitt x  eines nicht an der Kette hängenden, nu r bei A und B  auf- 
liegenden Balkens, der gleichmässig m it p  (1 — v) fü r die Längeneinheit be
lastet i s t

Den Einfluss Mg bezieh. Qg der ständigen Belastung erhält m an, indem 
man p  durch g„ ersetzt.

3. Grenzwerthe der Momente in  Folge der beweglichen Belastung. Uni das 
Moment m;nMPm fü r einen (oberen oder unteren) Knoten m  an der Stelle x  zu 
bestimmen (Fig. 283, in welcher der Parallelträger durch eine Gerade ersetzt ist)

mache man B " T  =  ~ , ziehe T S \ \ B " A ", lege durch den K e tte n p u n k t  m

(senkrecht über m) die Geraden A " E  und B " F  und belaste den B a l k e n  rechts 
von E  und links von E '. Es entsteht dann (vergl. Seite 242):

—  i l  —
--------jr '--  X
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(20) P 'J ' i

8/7
(?3+ r 3),

während die Belastung der positiven Beitragstrecke E E '  hervorbringt:

(21) m a * M p  =  +  ( ? 3 + 5 ' 3)  +  P X ( -1 '
■x)

8 /7  v* ' ’ '  1 2
Weil minMp “H max-ilfjj  ü/_p ist.

Die Ergebnisse der Gleich. (20) lassen sich auch recht übersichtlich wie 
folgt durch Zeichnung darstellen. Man trage von der Geraden A B  (Fig. 283) 
aus eine kubische Parabel B J  auf, deren Gleichung

y  — 1L 
61

ist, und verbinde den lothrecht un ter E  liegenden Punkt E 0 dieser Parabel m it A. 
Die Gerade A E 0 schneidet dann auf der Lothrechten durch m  die Strecke

F D  =  Y -
± L
3v

pyyj;3 
8 f l

(absolut genommen)

ab, und es ist deshalb D  ein Punkt der minMp-Linie, zunächst allerdings unter 
der Voraussetzung, dass nu r eine Belastungsscheide E  in Betracht kommt. 
Bestimmt man aber die Punkte D  fü r alle Querschnitte, die zwischen A  und 
der Stelle C liegen, welcher 5 =  0 entspricht, zeichnet dann das Spiegelbild 
C 'B  der so erhaltenen Kurve und addirt schliesslich zwischen C1 und C die 
Ordinaten beider K urven, so erhält man die endgültige Linie. Dieselbe
wurde in Fig. 283 durch Schraffirung hervorgehoben. Behufs Aufzeichnung 
der kubischen Hilfsparabel berechne man fü r irgend eine Abscisse die Or- 

pti*dinate Y t —
61

und bringe dann die Gleichung der Parabel auf die Form :

T = T i
s.3

Eine bequeme Konstruktion dieses Ausdrucks ist in  der ohne

weiteres verständlichen Fig. 284 angegeben; die Geraden L M  und N O  sind 
parallel zur Abscissenaclise.

Die Ordinaten Y  wachsen sehr 
schnell, weshalb es sich empfiehlt,
5, nicht grösser anzunehmen, als 
gerade erforderlich, damit die 
Zeichnung nicht zu viel Kaum be
ansprucht. Am besten ist es, die 
Punkte der kubischen Parabel nur 
für diejenigen Querschnitte zu be
stimmen, fü r welche die Momente 
gesucht werden. Man vergleiche 
das auf Tafel 5 durchgeführte 
Beispiel.

Will man die Momente rech
nen, so setze man (indem man 
zunächst nur die Belastungsscheide 
E  berücksichtigt):

nüft, ’ yyv£3 
8 f l
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und beachte, dass y =
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ferner

ist. Man erhält dann fü r die Kurve A I )  C (Fig. 283) die Gleichung
p x  [Sva;' — Z] 3

(22) 54 v2# '2

worin x '  —  l — x  ist. Die Berücksichtigung der zweiten Belastungsscheide 
erfolgt in derselben Weise wie beim zeichnerischen Verfahren. Der Punkt C

(Fig. 283) liegt bei x  =  l ----   und der Punkt C’ bei x  =  ■ *

(23)

3v 3 v
4. Die Momente Mi in  Folge einer Tem peraturänderung  sind:

8 H i f  x ( l  — x)
~T* T  ’M t  —  +  1 1 t  y  =  4-

sie sind ebenso gross wie die Momente eines nicht an der Ivette hängenden
8 H  feinfachen Balkens A B ,  welcher gleichmässig m it + —— B. fü r die Längenein

heit belastet ist.
5. Die Gesammtmomente:

m i n J f   min M p  l i t  y  p  A l g

m a x M  ,n ax Mp +  I i ty  +  M g

—  ----- min M p  - f~  M p  ~ p  H t y  “ | “  M g

lassen sich nun sehr übersichtlich wie folgt darstellen.
Man zeichne zuerst die Linie A D  S B , deren Ordinaten die grössten nega

tiven Momente m in M F angeben und addire hierzu die Ordinaten einer Parabel 
A S ,B  von der Pfeilhöhe.

Je  nachdem H if >  g„l2 ( 1 — v) is t, wird diese Parabel unterhalb oder 

i an der Stelle x  ist 

E D ,  =  — Hnj +  gn ~  (1 — v) =  — Hty  +  Mg

<  8 f
oberhalb der A B  aufgetragen; ihre Ordinate an der Stelle x  ist

x  (l — x)

und es ergiebt sich daher: minM = . — D D ,.
Jetzt zeichnet man eine zweite Parabel A S ..B ,  welche die Pfeilhöhe
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S , j = H ' f + ( p  +  g„)J^(:i _ „ )  

hat und deren Ordinate an der Stelle x

E D 2 =  H ty  +  {/> +  g„) — ^ — — (1 — v) =  Mp -f- M,9
ist, weshalb man ,„„XM  =  -\- DD., erhält.

6. Das grösste aller Balken-M omente  entsteht sehr nahe der Stelle 

x =  — l. Es kommt dort nur eine Belastungsscheide in Betracht, und es ist
g

daher (wegen y =  — f):

maxM =  maxMp -f- Mg 11t g  =  ---  tntnMp -j- Mp ~f- Mg *1”  ----

_  p x [ ^ x '  — I f  , p x x ' ,A A , g„xx' , , 3 H ,f
54v2a;'a ^  2 V ' "r 2 U ; +  4 '

1 3Mit x  =  — l und. x ' =  — l geht dieser Werth über in

(24> =  w  (’ -  t ) ‘+ i  +»-> ■’’ - ■ ' + 1
Pur den Gurtquerschnitt des Yersteifungsbalkens ergiebt sich nun an der 

betrachteten Stelle der Werth

h o  ’
wo o die zulässige Spannung bedeutet. E s empfiehlt sich, den a u f  diese Weise 
gefundenen Querschnitt der Berechnung der Z iffer  v zu  Grunde zu  legen, weil 
die Momente m it abnehmendem v wachsen und es deshalb rathsam is t, den 
Werth v eher etwas zu  klein als zu  gross zu  nehmen. Wir setzen daher:

1251 R =  -» S r  I w  (’ -  t ) ‘ ■+ <"+*>(1 -  ’> ]+ t S 1-
7. Grenzwcrthe der Q uerkräfte in  Folge der beweglichen Belastung. 

Nachdem die Schlusslinie A"B"  in wagerechte Lage gebracht worden ist 
(Fig. 282 u. 286), wird im Abstande S'J5" =  4 f:3 v  die Wagerechte SS' einge
tragen.*) Hierauf wird, behufs Ermittlung der Querkraft maxQP des Feldes 
i iF „  durch A" eine Parallele zu dem ICettengliede F 'F "  gezogen, der Schnitt
punkt E  dieser Geraden mit S S '  bestimmt und (vorausgesetzt dass E  links von 
B" liegt) der Balken zwischen E  und der Feldmitte belastet. Für diesen Be
lastungszustand werden mm mit Hilfe der zweiten A -Linie und der zweiten 
Ji-Linic die Werthe A  und R  dargestellt und dann wird gefunden:

(26) maxQp — A — R  tg a"
wo a"  den Winkel bedeutet, welchen F 'F "  mit der Wagerechten einschliesst. 
Die zweite M-Linie ist eine Parabel, deren Scheitel bei B 0 Hegt, und die zweite 
.H-Linie wird in derselben Weise bestimmt wie beim Bogen mit zwei Ge
lenken (Gleich. 46, Seite 239); nur mit dem Unterschiede, dass v einen an
deren Werth annimmt. Vergleiche auch die auf Seite 240 gelöste Aufgabe.

*) Damit Figur 286 recht deutlich werde, nahmen w ir die Balkenachse 
zusammenfallend m it der Geraden S S ’ an.
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Liegt E  rechts von B 0, so wird der Balken von der Mitte des Feldes F i F 3 bis 
B  belastet.

Zur Berechnung von dient schliesslich die Gleichung
(27) minQp “j“ ntaxQj) Qp =1 p  SC (1 v).

Ein zweites Verfahren, 
maxQP zu ermitteln, ist auf 
Seite 256 und 257 erläutert 
worden; dasselbe setzt 
gleicheFeldweiten und feste 
Wertho der Knotenlasten 
voraus; und ein drittes Yer- 
fahren, ebenfalls für gleich
lange Felder und feste 
Knotenlasten, ergiebt sich 
wie folgt:

Belastet man r  Knoten
punkte, von B  aus gezählt, 
Fig. 287, mit je pX, so 
entsteht

p r X  (r  -)— 1) X 
21

«<■—X—

Fig. 28G.

Fig. 287 u. 288.

und (nach der Formel 9, Seite 270, mit l =  nX):

Hr =  ^ 4 7 T  [ i ( « - 1 )  +  2 ( h - 2 )  +  3 (n -  3) +  .. 

p  X3'i

■»]
■r (r +  1) (3 m — 2 r  — 1),



■wofür man mit Rücksicht auf Gleich. 28 auch schreiben darf 

(30) Hr =  A r 1 ,5 * - <̂ X~ rX v.

Zur zeichnerischen Bestimmnng der Werthe A r und H r mache man (nach 
—  « ^

Fig. 287) A 0J  — bestimme senkrecht unter r  +  1 auf der Geraden B „ J

den Pimkt JO, ziehe L R \ \ A 0B 0 und verbinde II mit B„. Die Geraden B 0A Q 
und B o li schneiden auf der Senkrechten durch r  die Kraft r" r  —  A r ab.

Verlängert man jetzt B 0A o um A 0C =  0,5 (l — X), macht CD  =  2/": v und 
bringt die Gerade D r "  mit der Wagereckten durch r  in r "  zum Schnitt, so 
erhält man r r "  — J I r , welcher Werth nun von einer Wagerechten A 'B '  aus 
als Ordinate aufgetragen wird.

Soll nun die Querkraft „mxQp für das Feld F t F , bestimmt werden, so 
suche man mit Hilfe von Ä 'E \ \ F ' F "  die Belastungsscheide E  auf und nehme 
nur die zwischen E  und dem Schnitte t t  gelegenen Knoten belastet an. Es
seien dies die Knoten r , (r — 1), . . . .  k  +  1. Dann entsteht

A  =  A r - A f ,  I I  =  I I r  —  I E ; max Q P  =  A -  H i g a . * )

8. D ie Q uerkräfte Qt in Folge einer Tem peraturänderung  sind
„    , ,  , „    8 fHtQ t--- [- I l t  tg a  1- -  ^  x  ;

sie sind ebenso gross wie die Querkräfte eines nicht an der Kette hängenden
8  fITeinfachen Balkens A B ,  welcher gleichmässig mit +  — p ~  Längeneinheit

belastet ist.
9. Die G esammtquerkräfte:

m a x Q „  =  m a x Q „  +  +  Q j ^

S f l l t
m in Q p  = =  m in Q p  X  - f "  Q g

=  -  +  &  -  ^ - x  +  Q,

lassen sich jetzt übersichtlich wie folgt darstellen.
Man trage von der Wagerechten A 'B '  aus (Fig. 289) die Querkräfte 

m„xQP  auf und addire zu denselben die Querkräfte eines gleichmässig mit

gn (1 — v) -|— lär die Längeneinheit belasteten Balkens, welche letztere

in bekannter Weise mittels einer Geraden J l AI gewonnen werden, wobei

A ' M = ~  l und J , A ' —  gn (1 — v) -f- ist. Das Ergebniss ist:
i  U l

___  gf' g fH t
maxQp +  A ' J t "o ^ y  =  tnaxQp +    y —— x  ’ -f- g„ (1  t) x  =  maxQ-

Kette, versteift durch einen Fachwerkbalken. 2 8 1

*) Dieses Verfahren lässt sieh selbstverständlich auch beim Zweigelenk
bogen mit annähernd konstanter Höhe h, sowie bei dem im vorigen § behandelten 
Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen anwenden.

**) II, sei der absolute W erth des Horizontalzuges in Folge einer Temperatur
änderung.
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E rsetzt man die Gerade Jy M  durch die mit Hilfe von 

H V T = -  hn  +  p) (1 -  v) Y

bestimmte Gerade Ji.il/, so erhält man:

, -f- A  J 2
0 ,b l *Qi> ■

8 fH ,

  maxQp -j“

P 
8 flit  

l 2

— p  (1 — v) x"  — g„ (1 — v) x"

X Ql> Qff —- minQ'

Innerhalb eines Feldes hat' Q einen festen W erth.

Fig. 289.

103. Z a h le n b e i s p i e l  (Tafel 5). Es soll eine versteifte Kettenbrücke 
mit folgenden Abmessungen berechnet werden:

Stützweite der Kette Z, =  75”*, des Balkens / =  72’"; Pfeil der Kette, ge
messen bis zur Schlusslinie f ~  9 ,0“ ( / \ = r u n d  9,7’n); Länge der un ter a.'—  35° 
geneigten Küekhaltkette s ' =  27'”; Höhe des Versteifungsbalkens h  =  2,0”'; 
Feld weite X =  3 m.

Die ständige Belastung fü r jeden der beiden die Brückenbahn stützenden 
Hauptträger sei g =  2,8' f. d. M eter, die bewegliche p  =  1,5', Es sei in Aus
sicht genommen, die Brücke zuerst unversteift auszuführen (vergl. Seite 266) 
weshalb gv —  g  =  2,8' und g„ =  0. Die Temperaturänderung sei t —  +  40° Cels.

1. Abschätzung des Querschnittsverhältnisses F c '■ Fk (Fc =  Gurtquerschnitt 
des Balkens, Fk =  Querschnitt der Kette im Scheitel) behufs Berechnung der 
Ziffer v. Es ist

=  - K 1 +  ^ - t t  +  2 Ä '3 l x* sec 09 und

1

1 + 0 ,0 9 6 8  - 1 ^

Schätzt man zuerst F e :F k  =  0,40 bis 0,45, so erhält man v =  0,962 bis 
v =  0,957, also rund v =  0,96. Aus der Formel

p
a Fk =  Hmax =  W7  [g* +  (j» + J3 ) v] +  z E F k t  (1 — v)

8 /
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folgt nun der erforderliche Kottenquerschnitt im Scheitel 
Fk _  i2 bi- +  (g» t  p ) ■']

8 f  [ct — zE t (1 — vj] 
und, wenn für eine sehweisseiserno Flacheisenketto die Beanspruchung 

ct =  1000^  f. d. qcm =  10000' f. d. qm 
zugelasson und zE  = 2 4 0 ' f. d. qm gesetzt wird:

_  72« (2 ,8 +  1,5-0,96) „
* 8 -9 [10000 — 240-40-0,04] °>03172m-

Der Neigungswinkel a der äussersten Glieder der parabelförmig gerechneten 
Kette ist durch

« , . , = [ / r ^ = ) / I T X = j y T r

0 0317 —bestimmt, und es muss daher der Kettenquerschnitt bis zu Fk sec a, =  — —  ■yr5

=  0,0356(7?« anwachsen. Im vorliegenden Falle empfiehlt es sich, der Kette 
den überall gleichen Querschnitt 0,0356 qm zu geben, also auch Fk =  0,0356 
zu setzen.

Nun ergiebt sich der Horizontalzug in Folge der Temperaturänderung:
Iit — zE F kt (1 — v) =  240 • 0,0356 • 40 - 0,04 =  13,7' 

und der Gurtquerschnitt des Balkons nach Gleich. 25 (wegen gn =  0):
__ _  3Pp r 1 / 4V> 1  , 3g./

32/jCT L V* r  9 /  4ha
Wird ct — 750^ f. d. qcm — 7 500' f. d. qm gestattet, so folgt:

Hiernach ist:

f  =  =  W  ” > ’ =  1 +  0 ,0 9 6 ...,4 M  =  °'9M8’
also rund v =  0,96, übereinstimmend mit dem zuerst gefundenen Werthe von v. 
Eine Wiederholung der Bechnung ist daher nicht erforderlich, und es darf 
die Untersuchung des Vorsteifungsbalkens mit v =  0,96 durchgeführt werden. 

Der grösste Horizontalzug der Kette ist

maIl i  =  J L  (g - f  pv) +  Ht =  (2,8 +  1,5 • 0,96) +  13,7 =  319'

und der grösste Zug in einer Hängestange:
Qf\ 8 • 9 0 • 3 0

maxZ =  Hmax (tg CTm tg CCm + l) 133 Umax  ^ =— 3 i 9 72* ^  *

Für die Rückhaltkette erhält man:
Smax =  Hmax sec 35° =  389', 

und der Druck auf den Kettenpfeiler ist:
Hmax (tg 35° +  tg <*,)*) =  319 [0,7 +  0,5] =  383'.

4 /
*) Genügend genau ist tg at =  -  j -  •
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2. Spannkrä fte  in  den G urtnngen, Fig. 290. Die zur Ermittlung der 
Bolastungsscheiden dienende W agereckte S S '  liegt im Abstande 

4 f  4 -9 ,0 L . -----------   7   1 9  Km
3v 3 -0 ,96  ’

-von der A " B " - ,  ihre Schnittpunkte 10, 20, 30, . • - - mit den Geraden A "  1', 
A "  2', y l"3", . . . bestimmen die den Knotenpunkten 1, 2, 3, . . . entsprechen
den Bolastungsscheiden. In  Fig. 290 wurde die Kette parabolisch angenommen. 
Auf der Senkrechten durch B "  wurde die Strecke —  aufge
tragen und in 24 gleiche Theile zerlegt. Die von den Theilpunkten 1", 2", 
3", . . . nach A "  gezogenen Strahlen schneiden dann die Senkrechten durch 
1, 2, 3, . . . in den Kottenpunkten 1 ', 2', 3' . . . und die Gerade SS" in den 
Punkten 10, 20, 30, . . . .

Die W ertke wurden nach dem auf Seite 276 bis 279 zur Ermittlung

der Momente M  benutzten Verfahren bestimmt. Punkt 10 liegt im Abstande 
=  45,91”  von der Senkrechten B " B ' ,  und es ist daher die zugehörige Ordi

nate der nach Fig. 284, Seite 277 aufzutragenden kubischen Hilfsparabel:

Die Pfeilhöhen der gemeinen Parabeln A ’L xB ' und Al L %B' sind (wegen 
^„ =  0), bezw.

H tf  _  13,7 • 9,0

und
h 2,0

: 61,65 Tonnen =  rund 62 Tonnen

~ h ~ + f ? (i ~ v ) = 61,65+ ~ :872y ° 4 = m n d  81 T°nnen-

max~~h~ — “f~32; -(-59 ; -f-80 ; -)-97 ; -f*108; -j-115 ; -(-118; — 118; —f - 115;

Die Zeichnung liefert fü r die Knoten 1, 2, 3, . . .  12:

= +  32; + 5 9 ;  + 8 0 ;  + 9 7 ;  +

+  111; +  109; +  10S Tonnen
M

•»>■» —  — 29; — 53; — 72; — 86; — 95; — 101; — 102; — 101; — 97;

— 93; — 90; — 89 Tonnen.
Durch diese W erthe sind die in Fig. 293 zusammengestellten Spannkräfte 

in den Gurtungen bestimmt.
3. Spannkrä fte  I) in den Diagonalen. In  einer unter dem Winkel 9 

gegen die W agerechte geneigten Diagonale entsteht die Spannkraft

D  =  +  S — ,~~ sin 9
wo Q die Querkraft fü r das fragliche Feld bedeutet. Das obere Vorzeichen 
gilt fü r eine linkssteigende, das untere fü r eine rechtssteigende Diagonale.

Da 9 für sämmtliche Diagonalen gleich gross ist =  1,8028 j ,  so wurden

afi Stelle der Querkräfte Q sofort die W erthe Q' =  S —  dargestellt und zwar
sm 9

nach dem auf Seite 280, Fig. 287 und 288 fü r die Ermittlung der Kräfte Q an
gegebenen Verfahren. Hiernach sind die Ordinaten der fü r feste Knotenlasten 
p \  aufgetragenen zweiten (A : sin 9)-Linie durch die Strecke (Fig. 291)
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=  J £ ; 7 2 . 1,8028 =
2 sm  <p( 2

bestimmt. Die Ordinaten der zweiten (TI: sin <p)-Linie wurden nach Fest- 

legung des Punktes D  [mittels A^ C =  y  (l — X) =  - -  (72 — 3) =  34,50”' und 

  2 f  2 * 9 0
C D — -^ ~  =  Q =  18,75"*] auf die früher beschriebene Weise (Fig. 287)

aus den W erthen ^4:sin<p hergeleitet; die Hilfslinien sind grösstentheils wieder 
ausgelöscht worden. F ü r A  : sin 9 und H : sin 9 wurden auf Tafel 5 die kürzeren 
Zeichen A ' und I I '  eingeführt.

W ird nun beispielsweise maxQp fü r das dritte Feld gesucht, so zieht man 
von A "  aus zu dem Kettengliede I I I  eine Parallele, bringt diese m it der W age- 
rechten S S '  in I I I 0 zum Schnitt und erhält in der Senkrechten durch I I I 0 eine 
Belastungsscheide.*) H ierauf nimmt man die zwischen dem fraglichen Felde 
und I I I 0 gelegenen Knotenpunkte 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 mit je  belastet an 
und findet fü r diesen Zustand:

- 4 —  =  Aa' — A n '-. - 4 -  =  Hs' — Hn ' > mithinsm 9 3 1 sin 9 3 11 ’
mtaQp'   (,AS' A u ')  (H 3' H u )  tg <*3-

Der Kürze wegen haben w ir auf Tafel 5 den W erth ^ 3' — A n ' mit A m  
bezeichnet und den W erth  (H 3' — H u ')  lg «3 m it T m ■ Die letztere Kraft ist 
mittels der zum Kettengliede I I I  rechtwinkligen Geraden I I I '  bestimmt worden.

Auf dieselbe W eise wurde die K raft malQP' fü r alle Felder der linken 
Balkenhälfte in der Form dargestellt:

maxQ'pI — A l  TT) maxQ'pII —- A ll I I I 1 u. s. w.
wobei zu beachten is t, dass nu r den Feldern I  bis V I I I  Belastungsscheiden 
I0 . . . . V II I0 entsprechen. F ü r das I X Feld entsteht maxQp' sobald säinmt- 
liche rechts von diesem Felde gelegenen Knoten belastet sind, weshalb 
A ix — As und Tnc =  i7„ tg a9, und ebenso folgt A x =  A 10’, T x —  H l0’ tg a10
u. s. w.

Die so gewonnenen Kräfte maxQp' sind in Fig. 292 im Maassstabe 
von der Geraden A M  aus nach unten aufgetragen worden. Hierauf wurde die 
Gerade J t M  mittels

A  =  - i f - —  =  4 ' 9,° ‘ - 3’7 • 1,8028 =  12,35*I sm 9 72
festgelegt und fü r jedes Feld die K raft maxQ' nach dem auf Seite 281, Fig. 289, 
angegebenen Verfahren bestimmt.

Zur Ermittlung der Q' müsste die Gerade J ,  M  durch eine Gerade J a 17 
(Fig. 289) ersetzt werden, wobei

A J s = 4 ^ ----- i  (1 — v) - 4 — =  11,96*l sm 9 1 v 2 sm 9
zu machen wäre. Es unterscheiden sich aber die Ordinaten der Geraden J l M  
und J 2l f  so wenig voneinander, dass es im vorliegenden Falle erlaubt ist, 
ninQ' =  — maiQ’ zu setzen.

*) Is t die Kette parabelförmig, so sind die von A "  aus nach den bereits 
in Fig. 290 benutzten Punkten 1", 3", 5", 7", . . . .  gezogenen Geraden be
ziehungsweise parallel zu den Kettengliedern I, I I ,  I I I , IV , ■ ■ •
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Die Ergebnisse lauten fü r die Felder 1 , 2, 3, . . .  . 12:

<p' =  ± 3 9 ' ;  3 3 ', 29' ;  26' ;  24' ;  2 3 '; 23 ': 24 '; 25 '; 25‘; 25 '; 25 ';

denselben entsprechen die in die Figur 293 eingeschriebenen Spannkräfte D.
D er W iderstand A  am linken Auflager dos Balkens ist, falls kein End- 

quertriiger angeordnet wird:

A  —  D1 sin 9, woraus maxA  =  +  21,6 '; „i„A —  — 21,6'.
D er positive W iderstand ist nach oben gerichtet, der negative W erth  A  muss 
durch einen Anker aufgenominen werden.

Ist ein Endquerträger vorhanden, so entsteht

ma*A =  21,6 +  ^  =  21.6 +  1,5 ' =  +  24',

während ml„A den oben angegebenen W erth behält, weil bei der Belastung,
welche ml„A erzeugt, der Knoten 0 unbelastet bleibt.

W ir empfehlen dem Leser, auf Grund der angegebenen Spannkräfte nun
mehr die Längenänderungen siimmtlicher Stäbe zu berechnen, die genauere 
Einflusslinie fü r H  als Biegungslinie fü r den Zustand H  =  — 1 darzustellen 
und fü r einige Momente und Querkräfte die Einflussflächen abzuleiten. Diese 
schärfere Ermittlung der W-Li nie erfolgt genau wie bei dem in No. 96 behan
delten Zahlenbeispiele, und es dürfte deshalb überflüssig sein, hier näher darauf 
einzugehen.

104. D er S tab b ogen  m it  d arü ber lie g e n d e m  V e r ste ifu n g s
b a lk e n , Fig. 2 9 4 , lässt sich als umgekehrte versteifte Kette deuten 
und mit Hilfe der im vorstehenden entwickelten Verfahren untersuchen. 
Die Glieder des Stabbogens und die senkrechten Zwischenstäbe werden 
natürlich auf Druck  beansprucht; auch muss man zur Bestimmung der

Punkte A "  und B ”
die äussersten Glieder 
des Bogens über R
und T  hinaus ver
längern. Endlich sind 
bei Berechnung- des 
Horizontalschubes H  
mit Hilfe der für den 

Horizontalzug der 
Kette abgeleiteten For
meln die Längen s 
und s"  der Rückhalt
ketten gleich Null zu 
setzen.

In Fig. 294 ist ein bei A  und B  auf den Pfeilern gelagerter Balken 
gezeichnet worden, in Fig. 295 ein an den Enden m it den Kämpfer
gelenken durch senkrechte Stäbe verbundenes Versteifungsfach werk.

Fig. 294.
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Während das erstere Tragwerk Lasten beliebiger Richtung aufzunehmen 
vermag, ist letzteres nur senkrechten Lasten gewachsen. Damit es fähig 
werde, auch wagerechte Lasten auf die Pfeiler zu übertragen, lege man 
einen Knoten des Versteifungsbalkens auch im wagerechten Sinne fest, 
z. B. B  in Fig. 2 9 5 a. Führt man dagegen den Stabbogen bis an den 
Balken heran, Fig. 296, so erhält man ein Fach werk, welches nur in 
den Punkten R  und T  gestützt zu werden braucht; dasselbe ist steif 
und einfach statisch unbestimmt.

ß
\o W

1

Fig. 295*.

F ür den in Fig. 295 dargestellten Träger ist die Anzahl der Knoten
punkte h =  27, der Stäbe s =  50 und der Seitenkräfte der Stützenwiderstände 
a —  4*), mithin

2& =  s +  a  (d. h. 51 =  50 +  4), 
so dass man versucht sein könnte, den Träger fü r einen statisch bestimmten 
zu halten. Ein Blick auf die in lüg. 295b eingetragene Figur F ' lehrt aber, 
dass hier ein bewegliches Stabgebilde vorliegt, ein Tragwerk, welches sich nur 
in gewissen Belastungsfällen als brauchbar erweist, dann aber statisch unbe
stimmt ist; und zwar ist leicht einzusehen, dass einer am Versteifungsbalken 
angreifenden wagerechten Last erst dann von den Spannkräften der anfänglich

*) W ir erinnern daran, dass bei Ermittlung der Zahl a der Widerstand 
eines festen Auflagers in zwei Seitenkräfte zerlegt werden muss. Einem be
weglichen Auflager entspricht o =  l.
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senkrecht stehenden Zwischenstäbe das Gleichgewicht gehalten werden kann, 
wenn diese Stäbe in Folge einer Verschiebung des Balkens eine geneigte Lage 
angenommen haben. Fällt der Stabbogen mit der Geraden R T  zusammen 
( /•=  0), so ist das Fach werk ein solches von endlicher Beweglichkeit; Gleich
gewicht ist in diesem Falle bei einer wagerechten Belastung des Versteifungs
balkens überhaupt nicht möglich. Sonst ist die Beweglichkeit — starre Stäbe 
vorausgesetzt — eine unendlich kleine, und es liegt einer der auf Seite 37 her
vorgehobenen Ausnahmefälle vor.

Haben Stabbogen und Versteifungsbalken einen Knotenpunkt ge
mein und wird trotzdem das eine Balkenauflager fest gemacht (Fig. 297), 
so entsteht ein steifes, zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk. Als 
statisch nicht bestimmbare Grössen führt man zweckmässig die wage
rechten Auflagerwiderstände 1I0 und IIU ein; man berechne sie mit

Hilfe des im § 5 gelehrten allgemeinen Verfahrens und leite die Ein
flusslinie für //„ und JJU aus den Biegungslinien für die Zustände 
H 0 =  —  1 und H u —  —  1 ab.

Eine solche zweifache statische Unbestimmtheit entsteht natürlich 
auch dann, wenn eine der Hängestangen der in Fig. 277 dargestellten 
versteiften Kettenbrücke die Länge N ull erhält; und man kann hieraus 
schon schliessen, dass im Falle sehr kurzer mittlerer Hängestangen die 
unter der Voraussetzung einer einfachen statischen Unbestimmtheit ge
wonnenen Ergebnisse nicht mehr ganz scharf sein können, eine That- 
sache, die sich auch in der Weise erklären lässt, dass die Neigungs
winkel sehr kurzer Stäbe schon bei einer geringen Formveränderung 
des Fachwerks sich wesentlich ändern können, was dann zur Folge 
hat, dass die Annahme verschwindend kleiner Winkeländerungen nicht 
mehr zutrifft.



Bogen- und Kettenbrücken m it mehreren Oeffnungen. 2 8 9

§ 10 .

Einfach statisch unbestimmte Bogen- und Kettenbrücken 
mit mehreren Oeffnungen.

105. Die nächste Untersuchung beschäftigt sich mit einer Beihe 
einfach statisch unbestimmter Bogen- und Kettenbrücken mit mehreren 
Oeffnungen, deren Berechnung sich eng an die Untersuchungen der 
vorigen Paragraphen anschliesst. Als statisch nicht bestimmbare Grösse 
wird durchweg der Horizontalschub (bezieh. Horizontalzug) H  eingeführt 
und zur Ermittlung von I I  in Folge einer senkrechten, in m angreifen
den Last P„, wird die Gleichung

s.;
U  == Pm

FVI fy'O C
U S  -s —~r 

F

benutzt, wobei 5' die mit EF„ multiplicirte senkrechte Verschiebung 
bedeutet, welche m bei Eintreten des gedachten Belastungszustandes 
/ /  —  —  1 erfahren würde, während S ' die Stabkraft für den Zustand 
H  =  —  1 ist. D ie zu betrachtenden Tragwerke lassen sich in zwei 
Gruppen scheiden; bei den Gebilden der einen Gruppe besteht das 
statisch bestimmte Hauptnetz aus einer Reihe von Einzelbalken, während 
die anderen im Falle II —  0 in Gerbersche Balken übergehen.

a. Das statisch bestimmte Hauptnetz besteht aus einer Folge von Einzelbalken.

106. B o g en b rü ck e m it  m eh reren  O effnungen. Die über einem 
Mittelpfeiler zusammentrefienden Bögen erhalten dort ein gemeinschaft
liches, auf wagerechter Bahn geführtes Kämpfergelenk, damit diese 
Pfeiler nur senkrechte Drücke erfahren. An den Enden sind feste 
Kämpfergelenke angeordnet, Fig. 298.

Liegen sämmtliche Gelenke in einer wagerechten Geraden, so sind 
die senkrechten Stützen widerstände A , B , C unabhängig von H  und 
ebenso gross als bestände das Tragwerk aus einzelnen Balken A Ct , 
CjCj, . . . Man erhält z. B. für die in Fig. 298 angenommene Be
lastung:

i b, n  a, , n  bn Qn , bo PoUq
A = P 1 -j i ; C, = P i 7 L + P  2 ; C2 = P 2- 2 - + P 3 - ^ ;

Um die P -L in ie  zu bestimmen, berechne man für jede einzelne
s F

Oeffnung die den Gewichten w —  — - entsprechenden einfachen 

Balken momente il/„ —  genau wie beim Zweigelenkbogen (Seite 195) —
M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. IL  1. 19
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und dividiré dieselben durch die über die Knotenpunkte sämmtlicher 
Oeffnungen auszudehnende Summe: 2 a  =  'Si/tv. Man erhält für P  —  1:

Aus der durchweg positiven //-L in ie werden alle übrigen Ein
flusslinien ganz in derselben Weise abgeleitet wie beim Zweigelenkbogen.,

In Fig. 298 ist beispielsweise die J/,„-Fläche für einen Knoten
punkt m der Mittelöffnung C1C2 dargestellt worden; sie unterscheidet 
sich von der M„-Fläche eines Zweigelenkbogens Cl C2 (abgesehen von 
den kleineren Ordinaten der //-L in ie) nur dadurch, dass sie links von 
Cx und rechts von C2 einen aus den negativ zu nehmenden //-Flächen  
bestehenden Zuwachs erhält. Denn Lasten, welche ausserhalb der Oeff- 
nung C1C2 liegen, beeinflussen das zweite Glied des Ausdruckes

Mm =  Mom —  IIym.
Für den in Folge einer gleichmässigen Zunahme der Anfangstem

peratur um t°  entstehenden Horizontalschub findet man (vgl. S. 199)
s E t F ^ l

wo 2Z die Summe der Stützweiten sämmtlicher Oeffnungen bedeutet.
107. K e tte , v e rs te if t d u rc h  m e h re re  E in ze lb a lk en . Der in 

No. 106 behandelten Bogenbrücke kann man die in Fig. 299 dargestellte, 
durch Einzel balken versteifte Kettenbrücke an die Seite stellen. Jeder 
Balken erhält ein festes und ein bewegliches Auflager. Behufs 
Ermittlung der //-L in ie  berechne man auch hier für jede einzelne

v s F
Oeffnung die den Gewichten w — —2- entsprechenden einfachen

Balkenmomente Mw und dividire dieselben durch den Ausdruck
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97 =  S ä  -f- ( S V  sec2 a P -f- s sec a' -f- s" sec a")

+  ~  S ä p (tg ar —  tg  a r+1) 2,

dessen Summen sieh über sämmtliehe Oeifnungen erstrecken. Man 
erhält für P  —  1:

M„
II  :

97

Aus der durchweg positiven //-L in ie werden die übrigen Einfluss
linien in derselben Weise abgeleitet wie im § 9, No. 101. In Fig. 299  
ist als Beispiel die M ,„-Fläche für einen Knotenpunkt der Mittelöffnung 
gezeichnet worden.

Für den Horizontalzug in Folge einer Temperaturänderung erhält 
man nach Seite 270 und 271:

■Hi =
n E F ' tä S 's z E F .t

[ S V  sec2 a  -j- s sec a! -f- s" sec a"
97 97

+  S äp (tg a P —  tg  a r+1)].
Die in den vorstehenden Formeln noch enthaltenen Summenaus

drücke darf man für die einzelnen Oeffnungen nach den Formeln berechnen:

SX r sec2 a  =  l1 ( l  +  " ip  V?- +  7 ^ )  

S ä p (tg a,. —  tg  aP+J) 2 

S ä,, (tg a r —  tg a r+1) =

6 4 f l  (3 h' —  2 —  1,5 c ) \
3 ¡1

8 V (3 h' —  2V  —  1,5 c)
31x

w o /j , V  und c die in Fig. 279 auf Seite 268 angegebene Bedeutung haben.
Die im § 9 für Versteifungsbalken mit parallelen Gurtungen nach

gewiesenen Vereinfachungen sind natürlich auch bei der Kettenbrücke 
mit mehreren^Oeffnungen ausführbar.

19*
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108. H ä n geb rü ck e ü b er d re i O effnu n gen , b e s te h e n d  au s d rei 
S ch e ib e n , F ig . 3 0 0 , 301. Jede Scheibe ruht auf zwei Gleitlagern. 
An den beiden äusseren Scheiben greifen die Rückhaltketten .S\ und S e 
an, so dass jede dieser beiden Scheiben durch drei Widerstände gestützt 
wird, deren Richtungen sich nicht in einem und demselben Punkte 
schneiden. Die m ittelste Scheibe wird durch vier Kräfte gestützt, näm
lich durch die an den beiden beweglichen Auflagern auftretenden Wider
stände und durch die Spannkräfte S3 und Si t  welche an den m it Hilfe 
der Stäbe S2 und S5 festgehaltenen Gleitlagern C angreifen. Das vor
liegende Tragwerk ist deshalb einfach statisch unbestimmt; es unter
scheidet sich von dem im I. Bande, § 47, Seite 389 untersuchten 
Hängewerke nur dadurch, dass das Scheitelgelenk fehlt. Als statisch 
unbestimmte Grösse wird wieder der Horizontalzug, d. i. die überall
gleiche wagerechte Seitenkraft I I  der Kettenstäbe Slt  S2, S3, Si t  S5,
S6 eingeführt. Man findet dann für die Mittelöffnung, m it den aus 
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen, die Angriffsmomente

Ilm == IIIlm
Hk =Z M(|* Il'Jk

Fig. 300.

wo M0 und M0k die Angriffsmomente für die Punke m und k eines 
einfachen Balkens von der Stützweite l bedeuten. Berücksichtigt man 
bei Ermittlung der Durchbiegungen h' für den Zustand H =  —  1 nur 
die Formänderungen der Gurtungen, so erhält man

A o ,„  , l/m Om
r„,

Av*
j E F m
UkUk

Tk l'k “ Fj Fk
W ill man auch die Formänderungen der Füllungsglieder berück

sichtigen, so bedient man sich am zweckmässigsten der Formeln 6 und 7 
auf Seite 105. Die Vertikalen sind für den Belastungsfall H  =  —  1 
spannungslos, sie haben also keinen Einfluss auf die Durchbiegungen 8 .
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Für die über die Seitenöffnung gelegte Scheibe findet man, nach 
Zerlegung von Sx in A '  und H ' (Fig. 301) und von S2 in B '  und 
H , die Gleichgewichtsbedingungen

(A  —  A ' ) l  =  Pb (B  - j-  B ') 1 =  P a  
A ' =  I I (tg 'at —  tg  a) B ‘ =  II  (tg a 2 —  tg  a)

Pb
A  =  —  +  I I  (tg « i —  tg  a)

i
P(l

B  —  I I  (tg a 2 —  tg  a).

Die Angriffsmomente sind
Mm =  M0 —  I Iym, Mk --- M0 k —  IIyk.

Die Spannkraft in einer Diagonale ist

D  =  D 0 —  H —

wo r, das Loth von i  auf D  bedeutet. 3 /0,„, Mok, I)0 sind die Werthe für 
den einfachen Balken A B .  Damit sind auch die Gewichte w bestimmt. 
Zu beachten ist, dass in der Formel

S'
H  =  Pm—

2 S ' 2s —
F

die im Nenner stehende Summe die drei Scheiben und die 6 Stäbe S\ 
bis S6 umfasst. Bezüglich des Einflusses der ständigen Belastung g 
und einer Belastung g wird auf Seite 266 verwiesen.

b. Das statisch bestimmte Hauptnetz ist ein Gerberscher Balken.

109. A u sleger-B ogen b rü ck o  m it  d re i O effnungen . Das Trag
werk in Figur 302 besteht aus einem Zweigelenkbogen A B  mit Aus
legern A  Gl und B  G2, welche zur Unterstützung der Einzelbalken 
CG j und G2D  bestimmt sind. Wird eines der beiden festen Lager
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A, B  in ein auf wagerechter Bahn bewegliches verwandelt, so ent
steht ein Gerberscher Balken (Zustand I I  =  0 ), dessen Angriffs- 
momente mit M0 bezeichnet werden mögen, und dessen senkrechte 
Stützenwiderstände =  A, B, C, D  seien. Durch Hinzutreten der Wider
stände H  werden die senkrechten Auflagerkräfte sowie die Spannkräfte 
in den äusseren Oeffnungen CA  und B I )  nicht geändert. Nur im 
mittleren Theile A B  sind die Stabkräfte S  abhängig von H \ sie lassen 
sich auf die Form bringen: S  —  S0 —  S 'I I  wo S0 den Werth von S  
für / / =  0 bedeutet und S ' die Spannkraft in Folge I I  —  —  1 ist.

Fig. 302.

Zur Ermittlung der //-L in ie benutzen wir wieder das Gesetz:
5'

1 1 =  P —
2 S ' 2i El!

F
wo 5' die m it E F C multiplicirte Ordinate der Biegungslinie für den 
Zustand H  —  —  1 vorstellt. Diese Biegungslinie besteht zwischen A 
und B  aus einem Polygon, welches genau so bestimmt wird, wie für 
einen gewöhnlichen Zweigelenkbogen A B ,  ferner aus den Geraden A 'G / ' ,  
G /'C '  und B ' G / ,  G / D ' , welche den bei Eintreten des Zustandes 
H —  —  1 spannungslos bleibenden Auslegern und Einzelbalken ent
sprechen. Wird die Biegungslinie des Theiles A B  durch Aufzeichnung 
eines Seilpolygons gewonnen, so erhält man die Geraden A 'G / '  und 
B ' G / '  als die äussersten Seiten dieses Polygons. Meistens führt jedoch 
die Berechnung der //-L in ie mittels der Formel

(vergl. § 7).

schneller zum Ziele. In diesem Falle empfiehlt es sich, behufs Ver
längerung der //-L in ie  über A '  und B ' hinaus, sämmtliche Gewichte
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iv zur zu vereinigen, das Moment iSiiv —  zu berechnen, welches

dieses Gewicht in der Mitte eines einfachen Balkens A 'B '  hervorbringt,
, t   ¿Eitel

hierauf senkrecht zu A ' ß ’ die Strecke R T = — —— aufzutragen und
4 2 j2

die Geraden T A '  und T B ' zu ziehen. Es ist dann A 'G ^ ' die Ver
längerung der Geraden T A '  und B ' G2" die Verlängerung von T B ’. 
Lasten P, welche links von A ' oder rechts von ß '  aufgebracht werden, 
rufen einen negativen Horizontalschub I I  hervor.

H ätte beispielsweise der mittlere Tlieil A B  dio Abmessungen des in 
Fig. 211 auf Seite 207 dargestellten Zweigelenkbogens, so würde zwischen A  
und B  die in Fig. 211 dargestellte H-Linie ohne jede Aenderung beizubehalten 
sein. Man würde dann 'S.w — (m0 -f- to, -¡- w 2 -f- u>% +  «»i) 2 -f- —  (0,33*)
-j- 0,88 -(- 2,35 - f - 15,00) 2 -f- 20,00 =  57,12 erhalten, mithin 

—  _  'S w l  _  57,12- 20 _
4 - S z  4-183,356 ’

Der Horizontalschub in Folge einer Temperaturiinderung ist ebenso 
gross wie der eines Zweigelenkbogens A B .

Behufs Herleitung der übrigen Einflusslinien aus der H -Linie 
beachte man, dass sich die Mittelüffnung bei unbelasteten Seiten
öffnungen genau wie ein gewöhnlicher Zweigelenkbogen verhält. W ill 
man also beispielweise die AP,-Fläche zeichnen, so trage man (wie in

Fig. 220 , Seite 216) A ' J  =  1 auf, ziehe J B ',  bestimme m loth-
ym

recht unter m , verbinde m mit A '  und subtrahire die LT-Fläche von 

dem die — - - F lä c h e  vorstellenden Dreiecke A 'm  B '.  Der Unterschied
2/m

beider Flächen ist die il/m-Fläche des Zweigelenkbogens A B ;  der Mul
tiplikator ist =  ym. Verlängert man nun die Geraden in A ' und m B ' 
bis zu ihren Schnittpunkten 6 ' / ,  G2 mit den Senkrechten durch Glt  
G2, und zieht man schliesslich die Geraden G ^C ', G2 D ' so giebt der 
Linienzug C' ( ? /  A ' in ß '  G2 D' die auf A ' B ' als Nulllinie bezogenen

Linie des Gerber’schen Balkens C A B D  an, und die in Fig. 302

schraffirte, zwischen dieser Linie und der P -L in ie gelegene Fläche ist 
daher die gesuchte jl/m-Fläche.

110. S ta b b o g en , v e r s te if t  d u rch  e in e n  G erb er’sc h e n  B alk en . 
Ganz ebenso wie der in No. 109 untersuchte Träger werden die in den 
Figuren 303  und 304 dargestellten Stabgebilde behandelt. Zuerst 
werden die Einflusslinien für die Mutteiöffnung genau so gezeichnet, als

*) D er W erth tp„ =  =  -J— =  0,33 wurde früher nicht gebraucht, da
«o 3,0

er ohne Einfluss auf die Momente M u ist.
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wären die Seitenöffnungen gar nicht vorhanden, und schliesslich werden 
sie über Ä  und B  hinaus auf die vorhin beschriebene Weise ver
längert. In Fig. 303 ist eine ^-Fläche eingezeichnet worden.

Fig. 303.

Q= F lä c h e  
¿u ,=  tg c c

§ 11-

Faclnvcrkbogcn mit eingespannten Kämpfern.

111. Der bereits auf Seite 158 in ganz allgemeiner Weise be
handelte Bogenträger mit eingespannten Enden ist dreifach statisch 
unbestimmt und erfordert daher die Aufstellung von drei Elasticitäts- 
bedingungen. Diese soll hier nach zwei verschiedenen Verfahren er
folgen, von denen das erste an die Voraussetzung senkrechter Lasten 
gebunden ist, während die zweite Untersuchung Einzelkräfte beliebiger 
Richtung berücksichtigen wird. Besonders hervorzuheben ist, dass bei der 
Herleitung der Elasticitätsgleichungen die Längenänderungen der Fül
lungsstäbe in der Regel vernachlässigt werden dürfen. Beim Bogen mit 
eingespannten Kämpfern erweist sich der Einfluss der Temperaturände
rungen (welche doch nur geschätzt werden können) als so bedeutend, 
dass eine allzu peinliche Ermittlung der übrigen Einflüsse noch viel 
weniger am Platze ist, wie beim Zweigelenkbogen. Auch die Annahme 
eines überall gleichen oder nach einem einfachen Gesetze sich ändernden 
Gurtquerschnitts ist zur Vereinfachung der Rechnung meistens anzurathen.
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a. Erstes Verfahren.

112. E in flu ss e in er  se n k re ch te n  E in z e lla s t  (Fig. 305). Die 
Einzellast P  erzeugt Stützen widerstände (Kämpferdrücke) K l und K 2, 
welche P  in demselben Punkte C treffen, und deren Schnittpunkte m it 
den Senkrechten durch die äussersten Stützpunkte A  und B  m it Ft 
und P 2 bezeichnet werden mögen. Der Linienzug F1CFi  heisst das 
Mitlellcraftspolygon und die Gerade P ]P 2 die Schlusslinie.

Der senkrechte Abstand N Q  eines Punktes des Mittelkraftspolygons 
von der Schlusslinie ist gleich dem durch den Horizontalschub H  des 
Bogens dividirten Biegungsmomente M0 eines durch die Last P  bean-

Fig. 305.

spruchten einfachen Balkens A 'B ' , dessen Stützweite =  l ist und der 
an den Enden frei aufliegt.*) Es folgt deshalb

*) Man betrachte F i C F, als Culmann’sche Momentenfläche des einfachen 
Balkens A ’B ' .
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— -  P ab
C D  = ---------,

III  ’
und hiernach ist das Dreieck F 1CF2 und somit auch die Richtung von 
K 1 und II2 bestimmt, sobald die Schlusslinie F1F 2 und der Horizontal
schub I I  gegeben sind.

W ir beziehen den Bogenträger auf eine senkrechte Achse A y und 
eine schräg liegende Achse Ax. Neigung der A x und Lage des Ur
sprungs 0  seien vorläufig beliebig. Die Lage der Schlusslinie be
stimmen wir durch Angabe ihres Schnittpunktes F„ mit der Achse A y, 
d. h. durch Angabe der Strecke z„ in Fig. 3 0 5 a, ferner durch die 
Strecke e, welche die zur Schlusslinie parallele Gerade J XJ 2 auf der 
Senkrechten durch B  abschneidet.

Behufs Ermittlung des Angrifismomentes M„, für irgend einen 
Knotenpunkt m führen wir durch m einen senkrechten Schnitt, zer
legen den von diesem Schnitte in N  getroffenen Kämpferdruck (hier K 2) 
im Punkte N  in eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkraft und 
erhalten: Mm=  H - ~Nm.

Sind nun ym und xm der senkrechte bezw. wagerechte Abstand 
des Punktes m von den Achsen A x und A y, so ergiebt sich

F m  —  N Q  —  y„ —  z,
z  —  z„ e «
 =  ~  , also z  =  —  x„ +  z0

x m l L
mithin (wegen H - N Q  —  M„m):

H e
(1) M„ =  M,m —  H y „  —  *„ —  I l z 0.

Indem wir nun die Bezeichnungen einführen

(2) H z 0 —  X ' ; ~~~ =  X " ; H —  X " ', 

erhalten wir die Gleichung

(3) Mm =  Mom —  X '  —  X " x m —  X '" y m,

welche die Berechnung der Momente M„ gestattet, sobald die drei 
statisch flicht bestimmbaren Grössen X ', X " , X '"  gefunden sind.

Zur Berechnung der X  bedienen wir uns der Gleichungen (V) auf 
Seite 163. Wir nehmen starre Widerlager an, setzen also L ' =  0, 
L "  =  0, L'"  —  0. Auch vernachlässigen wir die Formänderung der 
Füllungsstäbe.

Die Spannkraft des einem Knotenpunkte in gegenüberliegenden 
Gurtstabes ist



und zwar g ilt das obere Vorzeichen für die obere, das untere für die 
untere Gurtung. Den Zuständen X ' — —  1, X "  = — 1, X '"— — 1 
entsprechen die Momente:

(5) Mm =  -f- 1; il/m =  -f- xm; Mm =  -f- ym
und die Stabkräfte:

(6) S " =  T  — ; s ' ” =  + J ^ - .
r m r m r m

Wählen wir nun das Achsenkreuz A „  A y derart, dass die Summen
¡̂\

■V o' o" S a' a'" S -c a" a'" S )
- S S  - ß F ’ ^ S S  ~EF  ’ ~EF

verschwinden, dass also die Bedingungen:

(7) 2 __ =  Q. 2 __________y"‘Sm__— o- 2  — 0
E F  r  ~ E F  r  ~ E F  r  2M m1 m aj-L m' m XJ x m ’ n\

erfüllt werden, so gehen die Gleichungen (V) für eine Einzellast P  über in:
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(8) EF„.r„.~
P 5 "  +  2 S " s i s

y ,J s„
- =  P 6 '" + 2 S  e is ,

wo 5', 5", 5 ”' die an der Stelle P  gemessenen Ordinaten der den Zu
ständen X ' =  —  1, X " =  —  1, X '"  =  —  1 entsprechenden Biegungs
linien bedeuten.

Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung schreiben wir sämmt- 
lichen Gurtstäben denselben Querschnitt F  (Mittelwerth der Fm) zu und 
setzen feste Werthe E, s, t voraus. Multipliciren wir dann die Glei-

S  /
chungen (8) mit E F , so erhalten wir mit der Bezeichnung: —̂  = w m **) 

den Einfluss einer Einzellast P :

(9) x ' =  p 4 - FX - ,  X "  =  p  j f ; X " ' =  -

ferner den Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung um t°:
, j(rt s E F tS S 's  e E F t2 S " s  v ,„ t E F t 2 S ’"s
V J -* *■ t '  V  '  1 * X? 2 ' 5 * X? 2 '¿‘ic„ 2lXmtOm 2l1JmtVm

*) In den angezogonon Gleichungen (V) ist p =s •
jCj11

**) Sollen verschieden grosse Gurtquerschnitte P„, berücksichtigt werden, 
s Fso muss w j  =  —— -TT- gesetzt werden.

Fm
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Die Bedingungen, welche durch geeignete Wahl der Lagen der 
Achsen A x, A y zu erfüllen sind, lauten:

(11) ~2xmwm' =  0, =  0, =  0.

Wird dem Knotenpunkte m  das Gewicht iom' beigelegt, so fordern 
die Gleichungen (11):

1. Der Ursprung 0  muss mit dem Schwerpunkte der Gewichte 
w ' zusammenfallen.

2. Die Richtung der Achse Ax muss so gewählt werden, dass 
das Centrifugalmoment der Gewichte w ' gleich N ull ist.

In der Regel wird der Bogen symmetrisch sein in Bezug auf die
Senkrechte durch die Mitte. Dann füllt die Achse A y mit der Sym

metrieachse zusammen und 
die Achse A x mit der wage- 
rechten Schwerachse der Ge
wichte w'.

Einen steigenden Bogen 
leite man, falls der Unter
schied in der Höhenlage der 
Kämpfer gering ist , nach 
Fig. 306 aus einem sym
metrischen Bogen ab und 
schreibe den einander ent
sprechenden Knotenpunkten 
beider Bogenhalften gleiche 
Gewichte w' zu.*) Man er
reicht hierdurch, dass die 

Achse A y mit der Mittelsenkrechten und die A x mit der zu Ä B '  paral
lelen Schwerachse der Gewichte w ' zusammenfällt.

Ganz allgemein findet man die 
Achsen A A y wie iolgt. Man be
zieht den Bogen zunächst auf ein 
beliebiges rechtwinkliges Achsen
kreuz x \  i/ ' mit ivagerechterai'-Achse 
(Fig. 307) berechnet die Summen; 

'Sic', 'Siio'x', ~Sw'y', Sic'#'*, 
'Sw'y'*, 'S.w’x'y' 

bezeichnet m it g, -r) die Koordinaten 
von O in Bezug auf x \  y \  mit a 
den Neigungswinkel der Ax gegen

Fig. 305.

*) Diese Annahme ist ebonso zulässig, wie die Annahme F : F«, =  1-
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die a:'-Achso und liat dann:
x  =  £ — x '
y =  y' — a:' tg a — (t) — |  tg o).

Die Gleichungen 2n>'a; =  0, "Sie'y  =  0, 'S w 'x y  =  0 liefern nun: 
£  S w 'x '    2 w'y'

(12) jW
t„ —  'Sto'x'y'
° % Sw'x’ — 2 )e 'x '2

Scliliesslich bestimmt man noch 
S w ' x* =  S w ' x '2 —
S w 'y 1 =  S w ' y '2 — — tg3 a  S ie 's ; ’.

Natürlich, kann man auch dio auf der Darstellung von Momenten zweiter 
Ordnung beruhende Ermittlung von tg a  auf zeichnerischem "Wege mit Hilfe 
von Band I, § 5 —7 ausführen.

Nach Festlegung der Achsen A y, A x ifestimme man die Zähler der 
für X ' , X ", X '"  gefundenen Ausdrücke (9) wie folgt.

Man erwäge, dass den Zuständen X ' = — 1, X " = — 1, X " ' = — 1 
die Momente

(13) M „ : =  1;
r  v’ m  '  m

entsprechen, und dass sich die m it E F  multiplieirten Durchbiegungen 
5 , 5 ' ,  h'” als die Momente eines einfachen Balkens A 'B '  (des statisch 
bestimmten Hauptsystems) deuten lassen, welcher beziehungsweise be
lastet wird mit den Gewichten:

(14 )

j  r s,„
*), d. h. mit

Bezeichnet man also die unter P  gemessenen Ordinaten dieser ein
fachen Momentenlinien mit M j , M j \  M j"  so erhält man: E F b '—  M j ; 
E F b ” = M j ' ;  E F b " ' =  M j"  und findet schliesslich für die Einfluss
linien der Grössen X ', X " , X " ' die Gleichungen:

(15 ) x '  =  P ^ r -, X "  =  P ^ M “ -Tr; =
S tu  X  x m wm A  ym wm

F
*) Yergl. Seite 188, Gleichung (2), in welcher —  1 zu setzen ist.

l 1 m
**) Die Gleichung für I I  =  X ' "  stimmt mit der im § 7 zur Berechnung 

des Horizontalschubes eines Zweigelenkbogens erhaltenen Formel überein. N ur 
ist jetzt y  auf eine andere Achse bezogen. W ir machen noch auf dio im § 7 
für verschiedene Sonderfälle gezeigten Umformungen und Kürzungen der Ge
wichte iv aufmerksam; dieselben sind natürlich auch bei eingespannten Bogen
trägern brauchbar.
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Aus den Einflusslinien für die Grössen X ' , X ", X " ' kann man 
jetzt alle übrigen Einflusslinien ableiten und zwar lassen sieb hierzu 
verschiedene Verfahren anwenden.

1. Mit Hilfe der Gleichungen

d f .n  __  A tom  X  \ r / /  y ' "  V m

h,n hm h„, Ilm ]l„,

ermittle man die (M : h)-L inien und hieraus nach Seite 213 und 214  
die Einflusslinien für die Stabkräfte.

X ' X '  d
An Stelle von —— schreibe man —   — , wo d eine beliebig an-

h„, d hm
y '

zunehmende Strecke bedeutet. Die Multiplikation der —— , X " , X '"
ct

d  x  v
mit —— , -r — , führe man (nach Seite 174 und 175) mit Hilfe 

hm h,„ li„,
von Winkeln aus, deren Tangenten gleich den Multiplikatoren sind.

2. Man bestimme für verschiedene Lagen der Einzellast P —  1 
die Mittelkraftspolygone F1CF2 (Fig. 305) und benutze diese zur Be
rechnung der Ordinaten ( M : /t) - Linien.

3. Nach Aufzeichnung der Einflusslinien für die Gurtkräfte be
stimme man die Einflusslinien für die Spannkräfte in den Füllungslinien 
nach No. 72.

4. Man nehme die Lasteinheit P  der Eeihe nach in siimmtlichen 
Querträgerangriffspunkten an, zeichne für jeden einzelnen dieser Be
lastungszustände einen Cremona’schen Kräfteplan und bestimme die Ein
flusslinien der Stabkräfte mit Hilfe dieser Kräftepläne.

113. Die Aufgabe, das Mittelkraftspolygon F 1CF 2 (Fig. 305) zu
X'

zeichnen, lässt s ic h —  ausser durch Bestimmung der Werthe z„ =

X "
und e —  ——  l —  noch in folgender Weise lösen.

Jti
Verbindet man die Gewichte ic' und w" durch Seilpolygone 

(Fig. 3 0 5 ), deren Polweiten Wj und wn  sein m ögen*), so erhält man 
nach Eintragung der Sclilusslinien s', s"  die Momente

M j =  wjiq’ ; M j'  ==  ". (Fig. 3 0 5 0 «■e).

Die äussersten Seiten des ersten Seilpolygons schneiden sich auf 
der Achse A y , da ja diese Gerade die senkrechte Schwerachse der Ge

*) Zum ersten Seilpolygon haben wir in Fig. 305d das zugehörige Kräfte
polygon theilweise gezeichnet.
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wichte iv' ist, und man findet:

Su>' : W j =  m : k also S w '  =  w j - —- und (nach Gleich. 15)
rC

m
Die äussersten Seiten des zweiten Seilpolygons schneiden auf der 

'S. xw"
Achse Ay die Strecke v — - a b ; sie sind einander parallel, weil

IVfl
die Summe der Gewichte w" (nämlich S iv"  —  S x tv ' )  gleich Null und 
deshalb die Mittelkraft der w ” unendlich klein und unendlich fern ist. 
Es ergieht sich nach (15):

X "  =  P ^— , 
v

und, wenn die Lasteinheit P  durch eine Strecke von der Länge v dar
gestellt wird:

xrir n -xrr ,X  —  Ti ; X  =  r, — n f ] ,
m

wobei n nach Fig. 294 mittels der parallel zu den äussersten Seiten 
des ersten Seilpolygons gezogenen Geraden und g2 (Fig. 3 0 5 e) be
stimmt werden kann.

Zerlegt man nun die Kämpferdrücke K lt K 2 nach senkrechter 
Richtung und nach der Richtung der Achse Ax, und bezeichnet man 
die senkrechten Seitenkräfte mit A  und B  (Fig. 3 0 5 b) ,  so findet man 
leicht:

Pah
A :  H = ( c D  + Y  a j - .a ,  wo C D  —

III  ’
weshalb

Pb  , H e Pb  , vb . ,
■X  —  —

l 1 l l ' l
und hieraus folgt, dass das Seilpolygon der Gewichte w"  die Strecke 
v =  P, welche seine äussersten Seiten auf der Last P  abschneiden in 
die Theile

A —  A  und =  B  
zerlegt. Hat man also den Horizontalschub H  m it Hilfe eines die 
Gewichte iv'" verbindenden Seilpolygons durch eine Strecke i)' dar
gestellt (was möglich ist, weil nach Gleichung 15 die Kraft X ’ =  I I  
proportional ist), so ist man im Stande, die Kämpferdrücke nach 
Grösse und Richtung anzugeben, und braucht jetzt nur noch einen Punkt 
des Linienzuges I \  CF2 zu bestimmen (Fig. 308).

Besonders einfach gestaltet sich nun die Bestimmung der Schnitt
punkte R  der Kämpferdrücke mit der Achse Ax. Wir bezeichnen die
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Entfernung des Punktes JRt von der A y m it £ und berechnen diese 
Strecke, indem wir die Summe der Momente der im Gleichgewichte 
befindlichen Kräfte K x, K 2, P  in Bezug auf F„ gleich N ull setzen. 
Vorher ersetzen wir jedoch P  durch die beiden in F x und F2 angreifen- 

Pb P a
den Seitenkräfte ——- und — — zerlegen K x und K 2 auf die in Pig. 297

i  l

angegebene Weise, verschieben die in die Achse Ax fallende Seitenkraft

von K x nach 0  und zerlegen sie dort nach wagerechter und senkrechter 
Richtung. Die fragliche Momentengleichung lautet dann:

Pb
A k +  H z ,  ~ k  =  0, «1. h.

^  +  M i' —  0;

sie liefert, wegen v —— =  n :
7)1

Va V l '  1]a
wo v)0 in Pig. 305 die Strecke bedeutet, welche das Seilpolygon der 
Gewichte w' und die letzte Seite dieses Polygons auf der Last P  ab
schneiden. Die hieraus sich ergebende zeichnerische Bestimmung des 
Punktes Bx zeigt Fig. 308 ; die von dem im festen Abstande n von 0  
gelegenen Punkte T  aus gezogene Gerade T B 1 ist parallel zur Ge
raden g.
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Auch der Funkt I'\ liisst sich schnell festlegen. Man trage zu

diesem Zwecke vom unteren Endpunkte von K 1 die Strecke v)0 —  nach
in

oben auf, ziehe die Gerade g und hierauf 0 F 1 || g'. Der Beweis ist 
leicht zu finden.

Besonders einfach gestaltet sich die doppelte Bestimmung der Lage 
von K 2, wenn man die willkürliche Polweite des Seilpolygons I I  so 
wählt, dass v —  in wird (was durch zweimaliges Aufzeiehnen dieses Seil

polygons zu bewirken ist). Dann wird •»), —  =  v¡0 und n =  k.
771

114. W ir wenden nun das im Vorstehenden entwickelte Verfahren auf 
einen symmetrischen Bogenträger (Fig. 309») an und stützen uns hierbei auf die 
im ersten Bande unseres Buches, Seite 23 u. 24, Fig. 26, gezeigte Darstellung 
der höheren Momente paralleler Kräfte.

Die durch Rechnung zu bestimmenden Gewichte w’ =  *) werden

zunächst als lothrechte Kräfte aufgefasst und in der Reihenfolge iV ,  iCj', w3\ . . . 
durch den Seilzug I  (Pol 0¡, Polweite wi) verbunden. Die Polweite to i darf 
beliebig gross angenommen werden. Die Seiten des Seilpolygons I  schnei

den auf der Achse A s die den Gewichten w "  proportionalen Strecken W- X-
t VI

ab, welche fü r die Knotenpunkte der linken Trägerhälfte positiv sind, für die
jenigen der rechten negativ. Betrachtet man diese Strecken als senkrechte, 
an die Stelle der w ' tretende K räfte, verbindet sie durch ein Seilpolvgon I I  
(Pol On. beliebige Polweite =  um), und misst man senkrecht unter der in Frage 
kommenden Last P  die durch den Seilzug I I  und dessen äusserste Seiten be
stimmten Strecken vpt, t]b, t>, so erhält man

: rjß : v =  A  : B : P  
und für den Kräftemaassstab P =  v:

rp< =  .4; i)b =  B.
Da die x -Achse wagerecht ist, so sind A  und B  die senkrechten Stützen
widerstände.

Je tz t wird die Achse A x als wagerechte Schwerachse der Gewichte w' be
stimmt. Hierbei empfiehlt es sich, zur Erzielung einer recht deutlichen Zeich
nung den Bogen verzerrt aufzutragen.

In  Fig. 30911 wurden die Höhen verdoppelt, auch sind die Gewichte w' zu
nächst in  der Reihenfolge w3', ic&', w./. w4', |  ic9'**) durch einen Seilzug I I I  
(Pol O m, beliebige Polweite w m ) ■ verbunden worden, um eine Durchkreuzung 
aufeinander folgender Seiten zu vermeiden. D er Schnittpunkt der äussersten 
Polygonseiten bestimmt die A x , und auf dieser Achse werden von den Seiten

des Seilzuges die den Gewichten w ‘"  proportionalen Strecken w abge-
! c m

schnitten, welche positiv oder negativ zu nehmen sind, je nachdem sie ober
halb oder unterhalb der A x liegenden Knotenpunkten entsprechen. Diese

*) Vergl. die Fussnote auf Seite 299.
**) v m'a, weil nur die Hälfte des symmetrischen Bogens betrachtet wird. 

M ü l l c r - B r e s l a u ,  Graphische Statik. I I . 1. 20



.306 Zweiter Abschnitt. — § 11.



Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 3 0 7

Strecken wurden (an Stelle der w') als wagerechte Kräfte aufgefasst und durch 
einen Seilzug I V  (Pol O ir, beliebige Polweite w ir) verbunden, dessen äusserste 
Seiten auf der A x eine Strecke u  abschneiden, fü r welche die Beziehung gilt:

u w ir —  2  Ü L^JL  2 y.
Will

Hieraus folgt fü r eine Bogenhälfte 2 » '  j/s =  |  tcm tvnr u und fü r den 
ganzen Träger:

S  w y* —  w m w iru .
Um nun die zur Ermittlung von

H = X " '  =  P ^ , 12  10 1j‘

dienenden Momente M J "  zu bestimmen, wurden die Strecken ■ (an
w iu

Stelle der w') als senkrechte Kräfte aufgefasst und durch ein Seilpolygon V  
(Pol O r, Polweite w v) verbunden, jetzt aber in der Reihenfolge 1, 2, 3, . . . *). 
Is t t)"  die Ordinate dieses Seilzuges, so ist das Biegungsmoment des mit den

Gewichten — — — belasteten Balkens Ä  B ’ gleich w yt{", und man erhält daher
Will

fü r einen durch die Gewichte to "  =  w’y  beanspruchten Balken:
M j "  =  J  Win w v weshalb

W r t\"  v w r
1 1 =  P -

w ir  ■ u w ir  u

W ählt man also w y = '— —— (z. B. w ir — h v und t v r =  u wie dies in
V

Fig. 309b geschehen ist)**) so findet man:

h = i r ,

und ist je tz t im Stande, fü r jede Einzellast P  die Kämpferdrücke K x und K , 
zu ermitteln. Um die Lagen dieser Kräfte anzugeben, bestimmt man mit Hilfe 
•der zur ersten Seite des Seilzuges I  parallelen Geraden E D  die Strecke n und 
trägt dieselbe auf der Achse A y von 0  aus nach T  hin ab. Nun dreht 
man die vom Seilzug I  und dessen letzter Seite auf P  abgeschnittene Strecke 
Tf)0 um 90° nach links, verbindet ihren Endpunkt mit dem Endpunkte der 
Strecke durch eine (strichpunktirte) Gerade und zieht zu dieser von T  aas 
eine Parallele; dieselbe schneidet die A x im Durchgangspunkto von E t.

115. E in flu ss  e in er  T em p eratu rän d eru n g . Zur Berechnung 
der von einer Temperaturänderung herrührenden Werthe X  könnten 
•die Gleichungen (10) und (6) benutzt werden; der folgende Weg ver
dient jedoch den Vorzug.

*) Im zugehörigen Kräfteplan ist die Reihenfolge der Strahlen durch 
Ziffern angegeben.

**) w r  ist die einzige Polweite, welche nicht willkürlich, sondern durch die 
vorhergehenden Poiweiten bestimmt ist. D er Maassstab, in welchem die w ‘ auf- 
getragen w erden, ist, so lange nur der Einfluss von Lasten in Frage kommt 

i(nicht auch der von Temperaturänderungen) ganz gleichgültig.
20*
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Wir denken die Spannkräfte S'" =  +  1 - -■ ■■ durch zwei entgegen

gesetzt gleiche, nach aussen gerichtete Kräfte von der Grösse 1 sec a  
(Fig. 310) hervorgerufen, welche mit der Achse Ax (deren Neigungs
winkel =  a  sei) zusammenfallen und deren Angriffspunkte Ly und L 2 
mit den Bogenenden durch starre Stäbe verbunden seien.*) Sodann 
fassen wir 1 sec a  als eine Spannkraft (und zwar als einen Druck) auf, 
der in einem die Knoten 
L y und L 2 verbindenden 
Stabe auf irgend eine 
Wreise erzeugt wird und 
wenden auf das nunmehr 
nur von inneren Kräften 
beanspruchte und in kei
nem Punkte gestützte 
Fachwerk das Gesetz der 
virtuellen V erschiebungen 
an, indem wir den Stab
längen s die Aenderungen <o ■ s zuschreiben, wo u einen festen Werth 
vorstellt. W ir erhalten dann die Arbeitsgleichung

2 S " , u s  -f- 2 S '" w s  —  1 sec a  • o L ,  L 2 —  0
i

wobei sich das erste Glied auf die Stäbe des Bogenfachwerks bezieht, 
das zweite auf die hinzugefügten starren Stäbe, mit Ausnahme von 
L y L 2, das dritte schliesslich auf den Stab L XL 2. Wird co gehoben 
und werden die Punkte L y, L 2 so angenommen, dass 2 S " ' s =  0 wird,

i
so ergiebt sich

2  S"'s--

und wir erhalten sehr einfach:

L XL 2 sec a

( 16) -TT-'" __JLt --
£jE F tl'"  sec a  

2  ym wm"'

wo l " die Länge der Strecke L yL 2 bedeutet.
Zur Bestimmung des Punktes Ly bezeichnen wir die Längen der 

Stäbe A L y , C L lt  A C  mit a, b, c, die durch die Kraft 1 sec a  in diesen 
Stäben erzeugten Spannkräfte mit S„"', Sb'", S '"  und suchen die Er-

*) Diese Kräfte erzeugen das AngrifTsmoment Mm =  1 sec a (ym cos a) =  ym

und die Stabkraft SA" =  +  • Diese Formel gilt auch für die Füllungs-

stäbe; an Stelle der Knoten m treten die bekannten Drehpunkte der Kitter’schen 
Momentengleichungen.
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fiillung der Gleichung
S :" a  +  Sb'"b +  Sc"'c =  0 

herbeizuführen. Geht der erste Füllungsstab des Bogenfachwerks durch 
den Punkt A, so ergiebt sich der in Fig. 311 dargestellte Kräfteplan, 
in welchem Se" die Spannkraft im ersten Gliede der unteren Gurtung 
bedeutet. Mit den aus der Figur zu entnehmenden Bezeichnungen der 
W inkel folgt, wenn A E  und A E '  so gezogen werden, dass L 1E A  =  '\t 
und < ^ L 1E ' A = f i  wird:

—- S "' _  sin (4» —  y) _  C E  C E  
So” sin (180° —  vj;) c ’

—  S ”'  sin p L y E ’ _  L y E '
Sh'" sin ß A Ly a

und hieraus:

S " 'a  - f  Sb‘" (C E  +  L yE ')  +  S t'"e =  0.

Die oben aufgestellte Bedingung wird hiernach erfüllt, sobald
C E  +  Ly E ’ =  6, d. h. sobald ß =  vb wird.

Aehnlich folgt: Geht der erste Füllungsstab von G aus (Fig. 312), 
so muss, damit a S ”' - |-  bS,,”' +  c S ”' —  0 werde, der Winkel L i L 1C = '\>  
sein.

In derselben Weise wird der Punkt L i  bestimmt und damit die 
Länge der Strecke Ly L 2 =  l"' gefunden. Man vergleiche Fig. 313, in 
welcher die äussersten Füllungsstäbe durch A  bezieh. B  gehend ange
nommen wurden.
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Durch eine Reihe ganz ähnlicher Schlussfolgerungen wird für die 
im Zähler des Ausdruckes für X "  stehende Summe der Werth

(17) - i S " s  —  l"  und damit X ” —  — -^77-

gefunden, wobei l"  den gegenseitigen Abstand der auf der Achse A v 
gelegenen Punkte JV) und Ar2 bedeutet, welche erhalten werden, so
bald man von A  und B  aus Gerade zieht, die mit der Achse A„ die 
Winkel vjj und <1/ bilden.

Fig. 313.

Um schliesslich noch die Summe S S ' s  in einfacher Weise zu be
rechnen , denken wir uns die Momente M ' —  1 und Spannkräfte

S,,' =  +  —— durch an den Bogenenden angreifende rechts drehende Kräfte-
T,n

paare bervorgebraeht, welche aus zur Achse A x parallelen Kräften von 
der Grösse 1 bestehen und deren Arm =  1 ist , Fig. 314 . Sind E lt

E 2, J x, J 2 die Schnittpunkte dieser Kräfte m it den Geraden AL±  und 
B L 2, so folgt aus den vorstehenden Untersuchungen

S S ’s =  J y J 2 —  Ex E 2 —  cotg vh +  c°tg  ^
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und es ergiebt sich daher:

(18) X i  =  Z E F t ĈOtg ^  cotg ^  .
2  w,„'

Für den in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte symmetri
schen Bogen ist l" =  0 also auch X ,” —  0. Ist ausserdem, was ebenfalls 
in der Regel (zum mindesten annähernd) zutreffen wird, vb =  fl/ =  90°  
also cotg =  cotg 4^ =  0, so folgt auch X '  =  0 und (wegen a  =  0)

(19) X i"  =  II, =  ,
-̂ IJm W,n

worin l"' die gegenseitige wagerechte Entfernung derjenigen Punkte 
der Kämpfer bedeutet, von denen die äussersten Füllungsstäbe aus
gehen.*) In diesem wichtigen Falle erzeugt also die Temperaturände
rung zwei in die Achse A x fallende Kämpferdrücke von der Grösse II,.

Wird die Gestalt eines leicht ansteigenden Bogens nach Seite 300  
aus einer symmetrischen Grundform entwickelt, so ist es ebenfalls zu
lässig, als Folge der Temperaturänderung einen mit der Ax-Achse 
zusammenfallenden Kämpferwiderstand anzunehmen. Die Grösse des
selben ist (wegen K , —  II, sec a  =  X i"  sec a)

s E F tl" 'se c  u.
(20) K , =  — =  >77------

X y mwm

Wird der Einfluss der Belastung nach No. 114 mit Hilfe von Seilpoly
gonen dargestellt, so wird man auch die in den Nennern der Werthe X t, X,'\ 
X,'" auftretenden Summenausdrücke mittels jener Seilzüge berechnen. Man muss 
dann auf die Einheiten der in Frage kommenden Grössen achten. Für den in 
Fig. 309 untersuchten Bogen ist z. B.

  tE F tl" '   zE F tl" '
jj ̂  , 777~ ' 4 /

Um y »•

und ’S.yiwm' =  i  H inw ivu . weshalb

][, =  2 t ~ . 
tom wrr u

Nmi ist irm' — der reciproke Werth einer Länge, also eine

Länge und man muss deshalb eine der drei Strecken w m , tcir, u (gleichgültig 
welche) mit dem Maassstabe messen, in welchem die w aufgetragen worden 
sind, die ändern beiden aber mit dem Längenmaassstabe der Zeichnung.

*) Für den Träger in Fig. 306 ist V" — A 'B ’.
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b. Zweites Verfahren.

116. Wir entwickeln noch ein zweites Verfahren, welches auch 
über den Einfluss schräger Lasten Aufschluss giebt und sich eng an 
die in No. 64, Seite 158, gegebene allgemeine Lösung anlehnt. Zu 
dem Zwecke ersetzen wir das linke Widerlager durch eine starre Scheibe 
(Fig. 3 1 5a), und fügen in dem vorläufig beliebig angenommenen Punkte 
0  derselben zwei sich aufhebende Kräfte hinzu, welche dieselbe 
Richtung und Grösse haben, wie der linke Kämpferwiderstand K l . Die
eine dieser beiden Kräfte bildet mit dem Kämpferwiderstande K x ein
Kräftepaar, dessen Moment K xc wir mit X„ bezeichnen; die andere zer
legen wir in X h (senkrecht) und X c (mit vorläufig willkürlicher Rich
tung). X „, X b, X„ führen wir als die statisch nicht bestimmbaren
Grössen ein. Sind dieselben bekannt, so lässt sich K 1 wie folgt finden: 
Zunächst stellt man Grösse und Richtung von K x mittels des Kriifte-

zuges X c X b in Fig. 315b fest. Nun bestimmt man die in Fig. 3 1 5 a 
mit Z  bezeichneten senkrechten Kräfte, welche ein dem Kräftepaare 
( K u  ¿T,) gleichwerthiges Paar bilden, mittels der Bedingung Z k = - X a, 
bildet hierauf in Fig. 3 1 5 b die Mittelkraft L  von Z  und K x und zieht 
durch 0  zu L  eine Parallele; sie schneidet die Senkrechte durch A  im 
Durchgangspunkte F x des Kämpferdruckes K x.

Bei Aufstellung der Elasticitätsbedingungen legen wir dem Punkte 
0  die Ordnungsziffern b oder c bei, je nachdem wir 0  als den An
griffspunkt von X b oder X c bezeichnen wollen. Zur Berechnung des 
Einflusses einer in m angreifenden, beliebig gerichteten Last Pm be
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nutzen wir die Gleichungen:

(21) xa =  p„ , x„ =  p„, 4---, A; =  p„, 4 --,
0«a Occ

in denen die § die in der Einleitung erklärte Bedeutung haben, und deren 
Gültigkeit voraussetzt, dass der Angriffspunkt von X b, X c und die 
Richtung von X c nach den auf Seite 158 und 159 (im Beispiel 1) gegebenen 
Regeln bestimmt werden. (Erzielung von 5o4 =  hba =  0; S«» =  ;

—  0).

Wir fassen (Fig. 316) den Stabzug 0 —  1 —  2 —  3 —  4 .......... 8 — -9
mit der ruhenden Seite 0 —  1 ins Auge, und schliessen an diesen den 
(vorläufig noch nicht gegebenen) Punkt 0 ^ = 1 0  mittels der starren Stäbe 
9 — 10 und 8 — 10 an. Das Dreieck 8 —  9 — 10 ist dann die das 
linke Widerlager vertretende Scheibe. Die Stablängen bezeichnen wir 
mit d i ,  d2, ds . . .  und die in demselben Sinne zu messenden Winkel 
zwischen den aufeinander folgenden Seiten mit a u  a 3, a 3 . . .

Werden die Formänderungen der Füllungsstäbe vernachlässigt, was 
meistens erlaubt ist, so sind die Verschiebungen der Knotenpunkte durch 
die Aenderungen A a der Winkel a  vollständig bestimmt. Dabei ist 
mit den geläufigen Bezeichnungen s,„ und r m:

(22) A a „ ,=  -|------—  bezieh. Aa», = ----- —
r,„ r m

je nachdem a,„ ein Dreieckswinkel ist oder nicht.

_2M» _  Afmsm
Dem Angriffsmomentei/,,, entspricht —  und As„,—  +  — v.VT)

 ̂m ) m m

wobei sich das obere Vorzeichen auf die obere Gurtung bezieht, das 
untere auf die untere Gurtung. Ist a  ein Dreieckswinkel, so ist s ein 
Untergurtstab, anderenfalls ein Obergurtstab, so dass allgemein:

1 r  .lf s F/ c \ n \  4 I m 1,1 i  t v  r~* 4 f,t w‘  c

<23) * « - “ + ~ Z e k  " *  * * * « •  -  z ' t j

wo Fc eine beliebig grosse, aber konstante Querschnittsgrösse bedeutet. 
Rechnen wir also mit

(24) A
r,„ Fm

so erhalten wir die E F C- fachen Verschiebungen, eine Vergrösserung, 
die auf das Ei'gebniss der Gleichungen 21 ohne Einfluss ist, da in 
diesen nur Verhältnisse von Verschiebungen Vorkommen.
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Fig. 316.
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Den Zuständen X„ =  —  1, X b —  —  1, X c —  —  1 entsprechen 
die Momente:

M.,! =  —  1, M "  =  I C '  =  ym

und in Folge dessen die Winkeliinderungen:

. „ » sM Fc „ s„, Fc ymsm Fc
=  r v r ;  Äa„, —  —  ; Aa,„ =  •••r.

deren absolute Werthe mit den im ersten Verfahren benutzten Ge
wichten in.,/, «n,,,”, w„[" übereinstimmen, wobei nur zu beachten ist, 
dass jetzt y rechtwinklig zu Af, gemessen werden muss.*)

Die Aufzeichnung der Verschiebungspläne geschieht nun in folgen
der Weise.

I. Verschiebungsplan fü r den Zustand X a =  —  1. Man betrachte 
die Winkeländerungen —  A a.m' als lothrechte nach abwärts gerichtete 
Kräfte und verbinde sie durch einen Seilzug J, dessen erste Seite 
wagerecht anzunehmen ist und dessen Polweite wr willkürlich ge
wählt werden darf. Durch die den Knotenpunkten 1, 2, 3, . . .  9 
des Stabzuges entsprechenden Punkte des Seilzuges lege man wage
rechte Gerade glt  y2, g3, . . .  und zeichne von dem beliebig in gj an
genommenen Punkte l '  aus einen Linienzug i '  2' 3' 4' . . .  . 9’, dessen 
Seiten rechtwinklig zu den entsprechenden Seiten des Stabzuges 1 —  2 
—  3 —  4 . . . .  9 sind. Die von dem mit Y zusammenfallenden Pole 
Oa nach den Punkten 2', 3 /  4' . . . gezogenen Strahlen stellen dann 
die Verschiebungen der Knoten 2, 3, 4, . . . nach Grösse und Richtung 
dar, und man findet daher den einer Einzellast P,„ entsprechenden Werth 
5„,„ als Projektion des Strahles Oam auf die Richtung von Pm und 
zwar in einem von der Polweite Wj und den Werthen E, F  abhängigen, 
vorläufig gleichgültigen Maassstabe. Da nun der (die Ziffer 10 tragende) 
Punkt 0  in Ruhe bleiben soll, muss 10’ mit Oa zusammenfallen und 
es ist mithin die Lage von 10 durch die Bedingungen: 9 — 10_J_9r— 10’, 
8— 10_j_8'— 10' bestimmt; auch leuchtet ein, dass Punkt 10 in der 
senkrechten Schwerachse der Gewichte — A a  =  w liegt, wodurch 
das Zusammenfallen von X b mit der früher benutzten Achse A y be
wiesen ist.

Ein zweites Verfahren der Aufzeichnung des Linienzuges Y 2' 3 . . .  
besteht in der Berechnung der Drehungswinkel und Werthe p =  <tyd

*) Es wird sich später zeigen, dass die Richtung von X , mit der Rich
tung der Achse Äx in Fig. 305 zusammenfällt. Wäre die wagerechte Pro
jektion von X c (d. i. II) als statisch nicht bestimmbare Grösse eingeführt 
worden, so würde die Uebereinstimmung der Aa'" mit den früheren xc" eine 
vollständige sein.
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für die einzelnen Stäbe dlt d2 . . . Man erhält:

4 b  =  A a l5 vb, =  »jjj - f  A a 2 ; Oj3 =  r|>3 - f  A a s ; ..................

Pl == ^l4*l> P2 == dv 4*2 i P3 = ;  d j  4*3»................
und macht nun:

1 2 =  pj; 2 3 =  p2 ; 3 4 =  p3 ; ..............

Ein drittes Verfahren stützt sich auf den Umstand, dass die 
Strecken p nur von den A a und d  abhüngen, nicht aber von der Ge
stalt des Stabzuges. Reiht man also die Stablängen d  wagerecht an
einander, wie dies die in kleinerem Maassstabe gezeichnete Fig. 317

zeigt, so findet man die 
Werthe p als die Unter
schiede aufeinander fol
gender Ordinaten eines 
die Gewichte — Aa ver
bindenden Seilpolygons.

Schliesslich könnte 
man viertens die Punkte
l' ,  2', 3 ' .................. mit
Hilfe eines W illiot’sclien 

Verschiebungsplanes 
festlegen.

Das erste Verfahren 
lässt im Stich, sobald 
der Stabzug lothrechte 
Stäbe enthält, und es 

führt zu ungenauen Ergebnissen, falls Stabrichtungen verkommen, die 
von der Lothrechten nur wenig abweichen.

Man denke sich z. B. den Stab 7—8 der lothrechten Lage genähert, um 
einzusehen, dass eine genaue Bestimmung des Punktes 8' in Folge des ent
stehenden schleifenden Schnittes schwierig ist. Man würde dann p, berechnen 
oder von dem Seilpolygon in Fig. 317 das Stück 6 —7 — 8 aufzeichnen, welches 
durch p6 und Aa, bestimmt ist. Besitzen mehrere Stäbe eine solche Lage, so 
wird man von der Anwendung des ersten Verfahrens ganz absehen. Am über
sichtlichsten ist die Bestimmung der p nach Fig. 317.

Nach Ermittlung von 8,„a findet man den Einfluss von P„, auf 
X„ mittels der ersten der Gleichungen 21, in der S„a den Drehungs
winkel (4») der Scheibe 8 —  9 — 10 für den betrachteten Belastungs
zustand X„ —  — 1 bedeutet. Nun entspricht dem Stabe 9 — 10 der

Werth p9 =  9 '—  10' also der Drehungswinkel 4b == '~g—

und man erhält daher:
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X a = P mbma
0„

und für die durch die Gleichung Z k — X a bestimmte Kraft Z  den Werth:

z - p  5"'“ .
Z ~ Pm 8„

Einer in 5 angreifenden lothrechten Last P5 entspricht:

y    ^ 5  rl 5 “
/ j  —  ~  * ö,

d. i. ein Werth, zu dessen Ermittlung die Aufzeichnung des Seilzuges I  
genügen würde.

II . Verschiebungsplan f ilr  clen Zustand X b —  —  1. Die Gewichte

—  i a  =  werden durch die Gewichte — i a ” = ---------f--n-
im F,„ r,„ Fm

(welche rechts von 0  positiv also abwärts gerichtet sind) ersetzt und nun 
wird das vorhin beschriebene Verfahren wiederholt. Der die neuen Ge
wichte verbindende Seilzug I I  kann aus dem Seilzuge I  in derselben Weise 
abgeleitet werden wie in Eig. 309. Nur muss die Lage des Poles 0 It 
(bei beliebig anzunehmender Pol weite wn) so gewählt werden, dass die 
erste Seite des Seilzuges I I  wagerecht liegt. Nach Eintragung des vom 
Pole Ob aus gezeichneten Linienzuges l '  2’ 3' . . . . 8' 9’ findet man 
den einer schrägen Last P„ entsprechenden Werth hml als Projektion 
von Obm auf die Richtung von Pm und die Verschiebung 566 des An
griffspunktes b ^ l O  von X b als Projektion des Strahles Ob 10' auf 
die Richtung von X b =  -—• 1. In Folge dessen findet man den Einfluss 
der schrägen Last Pm:

X b =  P„, l mb
®bb

und den Einfluss einer lothrechten Last P5 :

Y  p ^5* ,—  r 5

Zur Ermittlung des letzteren Werthes würde die Aufzeichnung des 
Seilzuges I I  genügen.

Noch sei aus dem Zusammenfallen der Punkte 8*, 9', 10' der 
Schluss gezogen, dass sämmtliche Punkte der Scheibe 8 —  9 — 10 bei 
Eintreten des Zustandes X b =  —  1 dieselbe Verschiebung 0,,8 =  Ob 9' 
=  Obl0 '  erfahren, dass also der Drehungswinkel h„b — 0 wird —  
eine Bedingung, an welche die Gültigkeit der Gleichungen (21) be
kanntlich gebunden ist.
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III . Verschiebungsplan fü r den Zustand X c =  —  1. Da die Ver
schiebung 8ct, welche der Angriffspunkt c von X c im Sinne von X c 
und in Folge von X b —  —  1 erfährt, gleich Null sein soll, so muss die 
Dichtung von X e rechtwinklig zum Strahle 0 b10' des soeben gezeich
neten Verschiebungsplanes angenommen werden. Ist dies geschehen, so

s n Fwerden die Gewichte A a,„ =  y m =  ymiom' (absolut genommen)
r m I m

bestimmt oder aber es werden —  was meistens bequemer ist —  Ge
wichte ermittelt, welche den Werthen ymw„' proportional sind, beispiels
weise die in der Figur 316 (im Kräfteplane der ul) dargestellten:

O
-  VmWmi wo ß eine beliebige runde Zahl bedeutet. Die algebraische 
tvf
Summe dieser theils positiven theils negativen Gewichte muss gleich 
Null sein (eine sehr scharfe Zeichenprobe!). Da nämlich die Richtung 
von X e durch die Bedingung 8ci> =  0 bestimmt wurde, so muss nach 
dem Maxwellschen Satze auch 5ic —  0 sein, d. h. es muss die Ver
schiebung des Angriffspunktes b von X b in der Richtung von X b und 
hervorgerufen durch X c —  — 1 gleich Null sein. Hieraus folgt aber: 
0 „ 1 0 'J _  A't , was nur der Fall ist, wenn die äussersten Seiten des Seil
zuges I I I  zusammenfallen.

Man erhält schliesslich für eine schräge Last Pm und eine senk
rechte Last Pb :

r,.
und X , —  P„ ‘15 o

5 Ö«

wo die Projektion von Oc lO' auf die Richtung von X c bedeutet.
Die gestellte Aufgabe ist somit gelöst; und es möge nur noch 

daran erinnert werden, dass man die den Linienzug Ob2' 3 . . . .  10 
bezieh. Oc2' 3' . . .  . 10' bestimmenden Strecken p auch in der bei 
Herleitung des Verschiebungsplanes für X a =  —  1 beschriebenen Weise 
durch Rechnung oder mit Hilfe eines gestreckten Stabzuges (Fig. 317) 
oder mittels eines Williotschen Planes ermitteln kann —  und dass diese 
Abänderung des in der Fig. 316 befolgten Verfahrens zuweilen geboten ist.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass ganz besondere Sorgfalt auf 
die Bestimmung der Lage des Punktes 0  und der Richtung der Kraft Xc zn 
verwenden ist. Etwa hierbei begangene Zeichenfehler sind von grossem Einfluss. 
Will man diesen Theil der Aufgabe durch Rechnung lösen, so beachte man, 
dass (wegen 'S.yw' =  0) der Punkt 0  m it dem Schwerpunkte der Gewichte w 
und die K raft Xc m it der früher benutzten Achse A x zusammenfällt, weshalb 
die auf Seite 313 abgeleiteten Formeln brauchbar sind; die y  dürfen hierbei zu
nächst lothrecht gemessen werden.

Andererseits liefern die vorstehend entwickelten Verschiebungspläne einen 
Beitrag zur Lehre vom Schwerpunkte und den Momenten zweiter Ordnung.
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Mit Ililfe des Linienzuges 0., 1' 2' . . .  . (den mau dann um 90° nach links 
drehen wird) vermag man den Schwerpunkt 0  einer Gruppe von Punkten zu 
bestimmen, welche mit den Gewichten to' belastet sind und die Linienzüge
Ob 1' 2 ' ............., Oc 1' 2 '  können zur Ermittlung der Trägheitsmomente
'S.w'x* und S w tf- benutzt werden. Man findet nämlich:

=  Scc =  S J f J ( L . _ l _ ;
wi wir wi wiii

also für w i =  w u — w m — 1 und ¡3 =  1:
6 Scc — 'S.w'i/'1.

IV . Einfluss einer Temperaturänderung. Wir gehen von den 
Formeln aus:

(25) X a, =  1 -jr~ ; X bt 1 ; X c l= i ^ -
o a Obb Öcc

in welchen S„, den von der Temperaturänderung hervorgerufenen 
Drehungswinkel der Scheibe 8 —  9 — 10 bedeutet, während 54, und 5„, 
die von der gleichen Ursache herrührenden Verschiebungen des Punktes 
10 im Sinne von X b bezw. X c sind.

W ir nehmen eine gleichmässige Erwärmung des Trägers an und machen 
zur Vereinfachung der Rechnung die stets zulässige Annahme, dass sich 
auch die Strecken 1— 0 und 8— 9 in demselben Maasse ausdehnen können, 
wie die Fachwerkstäbe. Es sind dann alle Winkeländerungen =  0 und
der Stabzug 1 —  2 —  3 ................... 8 nimmt eine Form an, welche der
anfänglichen Gestalt ähnlich ist. Man erhält 5o(= 0 ,  ferner, da die
Verschiebungen von 10 mit denen des Punktes 8 übereinstimmen:

—  s tibi K , —   ̂ ,
wo lb und lc die Projektionen der Strecke 8 — 1 auf die Richtungen 
von X b und X c bedeuten. Hiernach ergiebt sich:

•xr — 0- V    t l ^ ■ Y  J i a t    V/ , J \ b t    -  , ^ . c t  ----- ^
Obb Oee

Sollen hierein die in Fig. 316 dargestellten Strecken 5i4 und 5„  
eingesetzt werden, so ist zu beachten, dass jene Verschiebungspläne 
die E F C-fachen Verschiebungen liefern, dass also die Zähler der Aus
drücke für X bl, X cl mit EF„ multiplicirt werden müssen. Weitere 
Umformungen sind dadurch bedingt, dass die Polweiten der Seilzüge 
II, I I I  (welche letztere die Biegungslinien für X b— — 1 und X c= — 1 
vorstellen) nicht =  1 sondern =  wn  bezieh. icm  sind, dass also die 
entsprechenden Verschiebungen noch mit Wn bezieh. wm  zu multipli- 
ciren sind. Schliesslich wurden die Gewichte xo" =  x iv  und w " =  yw

W  ß  1 IV
durch die G e w ich te  u n d    ersetzt; was eine weitere Mul-

ici tor

tiplieation mit toj bezieh. zur Folge hat. Man erhält daher:
P
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s E F J bt z E F 'lJ
und X ct —  p ■

lüiWjibhh WllVjIlOce

Von den in den Nennern erscheinenden drei Strecken (ict , u>n , hbb 
bezieh. ivz , wm , 50c) müssen je zwei mit dem Längenmaassstabe ge
messen werden (z. B. \cn  und bbh ferner wln  und 5ec) und je eine 
(nämlich beidemale wx) mit dem Maassstabe, nach welchem die Gewichte 
iv aufgetragen worden sind.*)

Zeichnet man die Yerschiebungsplänc nach dem Verfahren von 'Williot, 
so fasse man die den Zuständen X„ =  — 1, X i = — 1, X c — — 1 entprechen- 
den Spannkräfte Sa, Sb, S c, als Zahlen auf. Die mit E F C multiplicirten Längen- 
änderungen

A S a   Sn Sa , A  Sb —— SbSb , A S c   S c  A Sc

sind dann Längen, welche in einem geeigneten — vom Maassstabe der Zeichnung 
unabhängigen — Maassstabe aufgetragen werden, mit dem auch die 5bb, Scc ge
messen werden. Man erhält dann:

-Xit — iE F ct ; Xc, =  tE F ct - ^ - -Obh Oec

117. Der Kämpferdruck, dessen Zerlegung die Unbekannten X a, 
X b, X e lieferte, ist die Mittelkraft der Spannkräfte in den drei am 
Widerlager angreifenden Stäben. Ersetzt man diese drei Stäbe durch 
drei andere, von irgend einem Schnitte t t  getroffene Stäbe, Fig. 318, 
so gelangt man zu der folgenden Lösung, die sich von der eben be
schriebenen nur unwesentlich unterscheidet und deshalb nur einer kurzen 
Erläuterung bedarf.

Man betrachte zunächst den links vom Schnitte t t  gelegenen Theil 
des Bogenträgers, Fig. 319, ersetze die Spannkräfte in den durch
schnittenen Stäben wieder durch ein Kräftepaar X a und zwei Einzel
kräfte X b und Xc und stelle sich vor, es greifen X a, X b und X c an 
einer starren Scheibe 7  an, welche mit den durchschnittenen Stäben 
durch drei in der Linie t t  liegende Gelenke, von denen auch zwei zu
sammenfallen dürfen, befestigt ist. Diese Scheibe wird sich beim Ein
treten des Belastungszustandes X„ =  —  1 um einen leicht zu bestim
menden Pol (7) drehen.

In derselben Weise verfahre man mit dem rechten Trägertheile, 
Fig. 320 , und ermittle den Pol (77) der Scheibe 77 für den Zustand 
X a —  — 1. Nun suche man den in der Verbindungsgeraden der 
Pole (7) und (77) liegenden Pol (777) von 1 gegen 77 auf und wähle 
diesen Punkt zum Angriffspunkte von X b und X c) er spielt dieselbe 
Bolle wie der Punkt 0  in Fig. 315 und möge bezeichnet werden

*) Vergl. den Schluss von No. 115, Seite 311.



mit bj als Angriffspunkt der an I  angreifenden Kraft X b,
>> ^ 1 1  ' )  >1 I I  11 I I  1 ! I I  - A i ,

>> cr ii ii ii „ I  ,, ,, Arc,
ii Cu ii ii ,| || I I  ,, ,, -Atf.
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Fig. 318.

I i

Fig. 319. Fig. 3'20.

Es bedeutet dann, mit den auf Seite 31 und 32 erklärten Begriffen, 
§£,„ die gegenseitige Verschiebung des Punktepaares b jb ,, im Sinne der 

Belastung X b = — 1 und in Folge der Belastung X„ —  — 1, 
desgleichen des Punktepaares c7C/j im S i nne . X e —  — 1 und in 
Folge von X n —  —  I ,

SCi desgleichen des Punktepaares. c7c77 im Sinne X c =  —  1 und in 
Folge von X b —  —  1.

Da nun der Punkt (I I I )  im Belastungsfalle X„ —  —  1 als gemein
schaftlicher Punkt der beiden Scheiben I  und I I  angesehen werden 
darf, so ist

hba =  0 und 8io =  0.

Soll auch verschwinden, so muss, nach willkürlicher Annahme der
M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. I I .  1. 2 1
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Bichtung von X b, die Bichtung von X c rechtwinklig zu der Geraden 
c /  cu' gewählt werden, wo c /  und c ,i  die Endpunkte der Strecken O c/ 
und O cji sind, welche die Verschiebungen der Punkte cx und cn  für 
den Belastungszustand X b — — 1 darstellen.

Als Bechen- und Zeichenproben stehen die Bedingungen

=  0, 5ao =  0, 54c =  0

zur Verfügung, welche der Eeihe nach aussagen: es müssen die Winkel, 
um welche sich die Scheiben I  und I I  in den Belastungsfällen X h— — 1 
und X c =  — 1 gegeneinander drehen, gleich Null sein, und es muss 
die Gerade bz b,'t  mit X b einen rechten Winkel bilden, wo &/ und bn' 
die Endpunkte der Strecken O b i und Obn sind, durch welche die Ver
schiebungen der Punkte und bn  für den Belastungszustand X c= —  1 
dargestellt werden.

Wir heben noch hervor, dass

SU SU 
a“ E F  ~JI E F  1 ~JU E F

den Winkel bedeutet, um den sich die Scheibe I  gegen die Scheibe I I  
dreht. Die Summe bezieht sich hierbei auf den Trägertheil links
vom Schnitte t t  (wobei die linken Abschnitte der durch den Schnitt t t

\ f

getheilten Stäbe mitzurechnen sind) und die Summe umfasst das 
Stabwerk rechts von tt-, die erste Summe ist gleich dem Drehungs
winkel der Scheibe 1, die zweite gleich dem Drehungswinkel von II. 
Das Verhältniss der beiden Strecken ex und en , in welche die Strecke
(7) (77) durch den Pol (7 77) zerlegt wird, ist

v  S° s 
ex _  E F
eil „  S U  

—‘II " r-, f-.



In Fig. 321 ist der Schnitt t t  durch einen Knotenpunkt der 
oberen Gurtung geführt worden. Punkt G erfahre als Punkt der 
Scheibe 2  die zum Polstrahle G (2) rechtwinklige Verschiebung 8j und 
als Punkt der Scheibe 22 die zu G (22) rechtwinklige Verschiebung S/jr. 
Macht man dann (2) Fz —  (I) G und (22) Fn  =  (22) G und errichtet 
man auf der Geraden (2) (22) in den Punkten Fr und FIt die Lothe 
FzEI = h I und F n E a = h n , so bestimmt der Schnittpunkt E  der 
beiden Geraden (2) E i und (22) E n  den Pol (222). Es ist E  (2 22)
±  c o  m

Fach werkbogen m it eingespannteu Kämpfern. 3 2 3

Fig. 322.

Besitzt der Träger eine Symmetrieachse tt ,  so halbirt der Pol (2 I I )  
die Strecke (2) (22), Fig. 322 . Ist eine Scheitelvertikale vorhanden, 
so halbire man sie durch einen längs der Achse geführten Schnitt und 
weise je eine Hälfte derselben jedem der beiden Trägertheile zu. Be
züglich der Einzelheiten dieser Untersuchung verweisen wir auf den 
zweiten Theil des folgenden Zahlenbeispiels.

/ '

Fallen die beiden Kämpfer zusammen, so entsteht der Fachwerk
ring, Fig. 323 , dessen Berechnung mithin durch die vorstehenden Be
trachtungen ebenfalls erledigt ist.

. 21*
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c. Zahlenbeispiel. Erster Theil.

118. Aufgabe. Es sollen die Einflusslinien für den in Fig. 321 dargestellten 
Bogontriiger ermittelt werden. Spannweite und Pfeilhöhe der unteren Gurtung 
sind 60"‘ und 15*”, Länge der Scheitelvertikale l,5m, der Vertikale am Kämpfer. 
3,95’”. Die Knotenpunkte 0, 1, 2, . . .  . beider Gurtungen liegen in Parabeln; ihre 
auf die Schlusslinie A  B  der unteren Gurtung bezogenen Ordinaten y 0 und y u 
sowie die Höhen hm =  y 'om— y um sind, auf zwei Decimalstellen abgerundet, in 
der Tabelle I, Seite 326, zusammengestellt worden. Die Verkehrslast wird nur 
auf die Knotenpunkte t, 3,' 5, 7, 9, 9', 7', . . . .  übertragen, sie sei gleiclimässig 
vertheilt und p — 2,5' f. d. m. Ebenso gross sei die gleichförmig vertheilt an
genommene ständige Belastung y. *)

119. Die Gewichte tc„ sollen zunächst unter der Voraussetzung starrer 
Füllungsstäbe berechnet werden. Es ist dann (nach Gl. 11 auf Seite 111):

»cm =  -r— (— ho,„ sec ß„, -j- h j(„1+, sec y™+i)'Ni
1 / O n tO tn  .  . U m  +  \ H t n  +  l  \

= i r \  s ecP - + — ■sec*"+>)'• >n ' Hi r  om Hi r  w (im + 1) !

und, da o,„ =  X sec ß,„, «m+i =  X sec ym+i,

M m  M mOm ....  ....  ~j SeC ßm, Unl+l ::=: “ j-  SCC fm+1 ,‘hu Um

*) Diese Annahme machen wir hier der Einfachheit wegen. Bei einer 
Bogenbriieke mit grösserer Pfeilhöhe wächst g nach dem Kämpfer hin.
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 ̂   i T ir“ X sec 3 ßm | iro
(1) ,£'”’ -  hl, L jV-‘ 1V F o „  +  "

X sec 3 ym
EF u  C-H-}-! ) J

wo Ml„ das Angriffsmoment fü r den hi1'" Knotenpunkt der unteren Gurtung,
M°„ desgl. fü r den niten Knotenpunkt der oberen Gurtung bedeutet.

W egen der grossen Pfeilhöhe wachsen die Gurtquerschnitte F 0 und F u vom 
Scheitel nach dem Kämpfer ziemlich stark an, und es möge deshalb die fü r die 
Rechnung besondere bequeme Annahme gemacht werden,

Fom —- F a sec 3 ßm, Fu(,n+\) == Fa se c 3 Y»i+I

wo Fa den Gurtquersclinitt im Scheitel des Bogens bedeutet. Es geht dann
Gleich. (1) über in

(2) «■„, = (M l, + Ml„)

und nach Heben des konstanten Faktore ■-  in
E F a

( 3 )  =  +

Boi Ermittlung dos Einflusses der Temperaturänderung ist später darau zu 
denken, dass die auf Grund der Gleich. 3 gewonnenen V e r s c h i e b u n g e n  noch mit

multipliciert werden müssen.Jtirj
W ir wenden zur Ermittlung der Kämpferdrücke das unter a  beschriebene 

Verfahren an, wollen aber die Ordinaten der Seillinien durch Rechnung bestimmen.
2

120. Zustand X '  —  — 1 . Es.-ist M m = M “, =  +  1, m i t h i n w o f ü r
II tn

(4) IV m ~  -y-2—
II tn

gesetzt werden darf. Nach Berechnung der Momente M ' eines mit den Ge
wichten io,„ belasteten Balkens von der Stützweite l —  60" Fig. 305c erhält man

v ' -
(' — Sw' ’

Die Berechnung der M" erfolgt am schnellsten nach dem auf Seite 201 
beschriebenen Verfahren m it Hilfe der Querkräfte Q’m =  Q',„+i -}- tv’„, nach der

Formel - { ■”- =  v ~ ~.rh Q «, mid ist in der Tabelle I  übereichtlich zusammen-

gestellt worden. X ’ wurde nur fü r die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9 ausgerechnet, 
da es im vorliegenden Falle zulässig ist, auch die ständige Belastung ausschliess
lich auf diese Knotenpunkte zu vertheilen.

121. Zustand X "  =  — 1. Es ist M'L =  M l, =  1 ■ x m, mithin w",„ =  2; f --,hm
wofür x

(6) w",„ =
h tn

gesetzt werden darf. Für die linke Trägerhälfte sind die w" positiv, für die 
rechte negativ. F ü r einen mit den w" belasteten einfachen Balken von der 
Stützweite l (Fig. 305e) efgiebt sich im vorliegenden Falle, wegen der sym
metrischen Trägerform, in der Mitte das Moment M "  =  0. Es darf deshalb die 
M "- Linie der einen Trägerhälfte auch als Momentenlinie eines Balkens von der
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Stützweite £ 1 aufgefasst werden. Der Stützenwiderstand A "  ist dann

U .. kl « s
.// O 0 ,l”'

und die Querkraft fü r das Feld 0 1

Q "  =  A "  —  W o ".

Aus den Momenten M "  findet man
M" M"

328 Zweiter Abschnitt. — §11-

(7) X" =  -
J t  x l

io  x  2 2 -f=
O Hm

Die Tabelle I  enthält die Ausrechnung der W erthe X "  und die aus ihnen 
folgenden lothrechten Seitenkräfte der Kämpferdrücke fü r P =  1 , nämlich (vergl. 
Seite 303)

(8) A =  1 -y +  -X” und 5 = 1  — A.
F ür die rechte Trägerhälfte erhält man dieselben AVerthe X ' \  nu r siud dieselben 
negativ.

122. Zustand X " ' —  — 1 . Bezeichnen y 0 und y u die Ordinaten der Gurt
knoten in Bezug auf eine mit X ' "  zusammenfallende «-Achse, so ist M m  —  1 • y u  

und M „  =  1 • y„  und

(9) Wn* —— ^ <1 ' { l/u  J/o).

Die neue «-A chse muss so bestimmt werden, dass 'S ,w M' "  =  0  wird; ihr 
Abstand c H von der Schlusslinie A B  der unteren Gurtung ist

(10) cu -
i» 1
2  (y . + ! / » > , T0 «m

p r~'S 2 ——- 
O hl

Die Untersuchung des Zustandes X ’"  =  — 1 ist in Tabelle II durchgeführt 
worden. Aus der Summe der Glieder der. dritten Spalte und der vorhin ge-

£ l ßfj 0^33
fundenen Summe S  y j -  =  2,45 ergiebt sich c„ == — ■— =  12,99” , und die

0 Hm - *
Summe der auf Grund dieses W erthes berechneten Gewichte w " ‘.

X i c "  —  — 6,208 +  6,206, 
weicht nur unwesentlich von Null ab.

Aus den Momenten M " '  ergeben sich fü r den Horizontalschub die AVerthc
M ’"  M " ‘

(11) I I  =  X ' "  =

2 +
M ' "  1 M " ’ 1

2 ■ 58.536 X 39,024
3,0

123. Berechnung der Lage der Kämpferdrücke. Um die Kämpfer^ 
drücke möglichst genau aufzeichnen zu können, empfiehlt es sieh, die Ordinate ijk



der Kämpferdrucklinie und die Schnittpunkte der Kämpferdrücke mit der a;-Achso 
durch Rechnung zu bestimmen. Mit den aus der Fig. 325 ersichtlichen Be
zeichnungen findet man

(i2) « " =  U,;i k ■

Das Angriffsmoment für den Punkt 0  ist, nach Gleich. (3), Seite 298 (wegen
x m =  0 und y,„ = 0 ) :

i r  _  -P« 1 y .
J J o  j  0 A  ,

andrerseits ist aber auch
il/o  =  Bi,"

mithin ergiebt sich (für P =  1)

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 3 2 9

Nun ist

folglich
<jk =  (e +  5") f {

F i g .  3 2 5 .

und für die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9 der Reihe nach

H yk =  0,00626 • 27 +  1,5 — 1,46327 =  0,20575
=  0,043 -21 +  4,5 — 4.224 = 1 ,179
=  0,121 -15 +  7.5 — 6,637 =2 ,678
=  0,244 • 9 +  10,5 — 8,498 =4 ,198
=  0,409 • 3 +  13,5 — 9,533 =5,194.
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Aus diesen "Werthen ergeben sich
fü r m =  1 3 5 7 9

die Strecken >jk =  6,09” C
t

CO 3 5,50” 5,26” 5,18’
e =  0,21'" 1,23’" 3,05” 5,55” 8,79’
e" =  32,87” 27,42’" 22,13’" 17,20” 12,70’

In Fig. 326 auf Tafel 6 sind die Kämpferdrücke dargestellt worden.

124. Beziehungen zwischen den Spannkräften U, 0, D, V  und den 
Momenten Af", Fig. 327. Durch die Angriffsmomente Ai" fü r die Ehotenpuukte 
der oberen Gurtung sind die Spannkräfte U  ohne weiteres bestimmt; es empfiehlt 
sich, die Einflusslinien fü r die wagerechten Seiterikräfte

(15) U,„ + \ COS Ym + l =  +
' Itft

aufzutragen. F ü r die obere Gurtung erhält man dann

Om COS ß *  =  —  Um+l COS fm + l — 11 
M°

(16) OmCOSßm =  —  ------ //.

Diese Gleichung gilt auch fü r 010-

■Fig. 327. Fig. 328.

Die Spannkräfte D„ sind bestimmt durch

Mm M l(17) D„, cos?*,
hm A»-l ’

und die Spannkräfte V  (mit Ausnahme von Vo und F 10) durch

(18) V„Xm =  M l - i  —  M °m h - ' -

Zu dieser Formel, die w ir früher nu r für senkrechte äussere Kräfte herge
leitet haben, gelangt- man am schnellsten durch Betrachtung des Gleichgewichts 
der am unteren, unbelasteten Knotenpunkte m  angreifenden Kräfte. Zerlegt man 
.17*+i und Um nach, Fig. 328 in ihre wagerechten und. senkrechten Seitenkräfte 
und wählt man den oberen Knotenpunkt m —  1 zum D rehpunkt, so findet man

I  wfkm “  b nt COS y m  ’ h m  —1 1 U m  +1 COS Y* +1 h  m — 1
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und aus dieser Gleichung findet man mit Hilfe der Formel 15 sofort die 
Gleichung 18.*)

Die Berechnung der'Strecken Jim—i gestaltet sieh besonders einfach, da die 
Knotenpunkte der unteren Gurtung in einer Parabel vom Pfeile f =  15,0” liegen. 
Es ist nämlich

8 A
Y»‘ — tg Y>" +1 =  Konstante =  —' -

mithin
1' 7 , 7- 7 7 S A “ , 8 f
h  m - l  =  J i m—1 —  X (tg  -  t g  Y»i + l) =  h m - 1  p - -  =  7lm- 1 -  -g— •

(19) Ä'm—1 =  =  0,30.
Man erhält für

»1 =  1 2 3 4 5 6 7 8 9
J i m — l =  3 . 6 5 3 , 1 8 2 .7 7 2 , 4 0 2 , 0 8 1 ,8 1 1 ,5 9 1 4 0 1 , 3 0 ”

J i m - :
------- ------ =  1 , 0 5

Jim
1 ,0 4 1 ,0 3 1 ,0 1 0 , 9 9 0 , 9 6 0 , 9 2 0 , 8 9 0 , 8 6

Die Spannkraft in der Scheitelvertikale ergiebt sich, da der obere Knoten
punkt 10 unbelastet ist, ohne weiteres aus Oj0 (Fig. 330), und für die Spann
kraft K0 finden wir durch Untersuchung des Gleichgewichts am oberen, unbe-

*) Greifen dib Lasten in den Knotenpunkten der unteren Gurtung an, so 
betrachte man den Gleichgewichtszustand der am oberen Knotenpunkte m an

greifenden Kräfte, Man findet dann aus der Momentengleichung für den unteren 
Knotenpunkt (w-j-1) (Fig. 329)

1  m  Awi 4-1   O m  + 1  COS • Ji m  + 1  O m  COS Jl  m  4 -1

M m  ■und, da ö,„ cos — ----;—  rst,Ilm

(18a) PmX,„+i =  -  Mm +i +  Mm h ’n+' ■
f l  m
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lasteten Knotenpunkte 0 nach Fig. 331 die Gleichung

+  O0 cos ßo • & + 'ß i  cos 9 i • 7i, =  0
(20) Tr0 X, =  — 0,095 0„ cos ß0 — 3,48 D, -COS <p,.

125. E in flusslin ien  fü r die M om ente M°. Bedeutet p den in senkrechter 
Richtung gemessenen Abstand eines Knotenpunktes m von dem zu einer Last 1 
gehörigen Mittelkraftspolygon (Fig. 325), so ist der Einfluss dieser Last 1 auf das 
Angriffsmoment M m nach Seite 298

es ist positiv oder negativ, je nachdem m unterhalb oder oberhalb des Mittel
kraftspolygons liegt. Auf diese W eise kann man die Einflüsse der in den Knoten
punkten 1, 3, 5 . . . angreifenden Lasten 1 auf sämmtliche Angriffsmomente Mm 
schnell ermitteln. Auch die Anwendung der Formeln

^ M m =  D x"  — Ily,„  (für die Knotenpunkte rechts von der Last)
M m =  A x '  — Ht/m (für die Knotenpunkte links von der Last)

führt bei gleichen Feldweiten sehr schnell zum) Ziele, weil sich die Werthe 
B x "  und A x  von Knotenpunkt zu Knotenpunkt um die konstanten Beträge B \  
und A  X ändern. Die Ergebnisse der Rechnung sind fü r alle Momente M° in der 
Tabelle II I  zusammengestellt worden. Die Tabellen IV, V, V I und V II enthalten 
die mittels der Formeln 15 bis 20 berechneten Ordinaten der Einflusslinien für 
die U  cosy, 0  cos ß, D eos 9 und FX.
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V. O m  cos ß„
M l H.

Last in

O0 cos ßo 4"0,59j-|—1 .21 
0 , cos ßi — 0,16|-j-0,72 
0„ cos ß2 — 0,1-lj-l-0,05 
03 cosß3 — 0,131— 0,84 
O., cosß4 — 0,11;— 0,73 
0 6 cosß6 -0,091— 0,60 
O0 cos 36 — 0,07 — 0,46 
O, cos ß7 — 0 ,0 4 — 0,31 
08 cos ß8 — 0,02 — 0,15 
00cosß9 +  0,00+ 0,02 
0,oCosßjQ —j— 0,021 —I— 0,00

5' 3' i 1'

+ 1 ,0 6  ,+  0,34 — 0,57
+  0 .84;+0,38 — 0,34
+  0,50 +  0,36 — 0,13
- 0.00 +  0,23 +  0,03
- 0 ,7 1 — 0,04 +  0,12
— 1,67 — 0,50 +  0,07
- 1 .3 3 — 1.19 — 0,14
- 0 ,9 5 — 2,13 ■0.57
- 0 ,5 6 - 1 ,4 6 1,26
— 0,21 — 0,82 2,19
+  0,03 -0 .2 7 — 1,30

1,19
0,89
0,57
0,27
0,00
0,20
0,29
0.22
0.06
0,58
1.30

— 1,27— 0,90— 0,41
— 1,00— 0,73'— 0,34
— 0,721— 0,54j— 0,26 
— 0,42— 0,34— 0,17 
— 0,13;— 0,14— 0,08 
+  0,13, +  0,051 +  0,01 
—f- 0,33 |—J— 0,21 i-?- 0,0S 
—[— 0,421 —{— 0,32; —j— 0,14 
+  0,371+0,34+0,17  
+  0 ,14 |+ 0 ,271+0,15
— 0,27?+0.08 + 0 .0 9

— 0,07 
- 0 ,0 6
— 0.05
— 0,03
— 0,02 
— 0.00 + 0,01 
+ 0.02 
+  0.03 
+  0,03 
+ 0,02

V I. D m cos 9„, = M l M l .
/Im — I

Last in 1

D , cos 9[ ;+ 0 ,7  
D., cos 9a — 0,01 
D l cos 9a 
D 4 cos 94 
I >6 cos 9s 
Da cos 9a 
D7 cos 9j 
Dg cos 9g 
D0 cos 9o 
D ,0cos9i(,

0,02 
-0 ,0 2  
-0 ,0 2  
— 0,02 
—  0.02 
—  0.02 
— 0,02 
— 0,02

+  0,49 
+  0,67 
+  0,89

+ 0,22 
+  0.34 
+  0,50

— 0,11 + 0 ,7 1
— 0.131+0,96 
- 0 ,1 4 1 - 0 ,3 5
— 0,151 — 0,38
— 0,15— 0,38
— 0 ,1 4 — 0,35
— 0,111 — 0.29

- 0 ,0 5  
+  0,03 
+  0,13 
+  0,27 
+  0,46

— 0.23
—  0.21 
-0 ,1 6  
- 0 ,0 8  
+  0,04

+  0 ,6 9 + 0 ,2 1  
+  0 .9 5 + 0 ,4 3
— 0,671 +  0,68
— 0,64j+0,94
— 0.56

9' r

-0 ,3 1  
- 0 ,3 1
— 0,30
— 0,27
—  0,20 
— 0,09 
+  0,07 
+  0.28 
+  0,51

0,89 + 0 ,7 3  4

— 0.27
— 0.29
— 0,30 
- 0 .2 9
— 0,26 

0,20

— 0,17
— 0,19
—  0,20 
—  0,20

0,19 
0,16

-  0 ,0 9 .-0 ,1 1  
+  0,05;— 0,03

3' 1'

— 0,07 
- 0 ,0 8
— 0.09 
- 0 ,0 9
— 0,09 

0,08

— 0,01 
— 0.01 
—  0,01 
—  0,02 
—  0,02 
—  0.01

- 0 , 0 6 — 0,01 
0 ,0 3 — 0,01

+  0 ,2 3 + 0 ,0 8  + 0,02+ 0,00 
' 0,4114-0,191+0,061+0,01

V II. Vrn x.

Last in 5' 3'

f 0 x
X

V, X 
F SX 
F4X

V6X
F,X
F 8X
V0x

—  2,66  
— 2,92 
+  0,08 
+  0,07 
+  0,07 
+  0,07 
+  0,06 
+  0,05 
1+0,04 
1 + 0,02

-1 ,8 3 — 0 ,8 5 + 0 ,1 3  
-2.23 — 1,25— 0,17 
-2,40;— 1,47 — 0.42 
- 2,54 — 1,68— 0.69
■0,45;— 1,85 — 0,95 
•0,421— 1,94 — 1,17 
0,38 + 0 ,9 8  — 1,34 

■0,321+0,85 — 1,38 
•0 .251+ 0 ,68+ 1 ,35  
■0.16l +  0 .4 8 j+ l,0 3

+  0,87 
+  0,73 
+  0,48 
+  0,19 
- 0,11
— 0,41
— 0,71 
— 0,95

1.10 
1,15

1 ,1 8 + 1 ,0 6
1.18

■0,97
■0,72
0,43
0,13
0,19
0,51

■0,76
0.95

+  1.13 
+  0,98 
+  0,80 
+  0,58 
+  0,35

+  0,69 
4-0,75 
+  0,67 
+  0,56 
+  0.44 
+  0,30

+  0 ,3 0+ 0 ,05

+  0,08 + 0 ,1 3  
0 ,2 0 — 0,05 
0.43 —  0,20 
0.64 0,34

+  0.33 
+  0,30 
+  0,26 + 0,21 
+  0,15

+  0,06 
+  0,05 
+  0,04 

0,04 
4-0.03

+  0,08 p -  0,02
•0.00 0,00
-0 .0 7 -0 ,0 1  
-0,09?— 0,02



126, Einfluss einer Temperaturänderung. Aendert sich die dem span- 
nuugsloson Anfangszustande entsprechende Temperatur um i», so entsteht nach 
No. 115

(21) II, =  X t” =  - t - UV"-------— ,

f  HF w  + ,jl) ITf ,
X"  =  0, X ' angenähert =  0.

Der im Nenner von Xi"  stehende Faktor - y ~ -  ist derselbe, der auf Seite 325Ilj V 8
beim Ueborgang von Gleich. 2 zur Gleich. 3 gehoben worden war. Für V" darf 
l =  60“ gesetzt werden. Es entsteht dann, mit z E — 250 t/qm für Flusseisen,

F  1 r
f2 n  I I -  1 1 ^  - ^ 5 0 -2 p F .t  _
( ) H‘~  • 1 , , , F  2-58,536 -

wo den Gurtquerschnitt im Scheitel der Brücke bedeutet.*) In der Regel 
genügt es, mit t =  +  35° C. zu rechnen. Dies würde //, =  +  1500 F , liefern. 
Wir wollen aber, da der Einfluss der Füllungsglieder diesen Werth erheblich 
verkleinert, nur

Ih  =  ±  1400 F,
annehmen. Die Berechnung von F, soll mit Hilfe der auf Seite 185 abgeleiteten 
Näherungsformeln (4) erfolgen.

Die Summe der positiven Ordinaten der Einilusslinie für Ol0 cos ßI0 ist
2  =  2 (0,02 +  0,09 - f  0,08) =  0,38 
+

die Summe der negativen Ordinaten
2  =  2 (0,27 - f  1,30) =  3,14.

Die Knotenlast setzt sich zusammen aus der ständigen Last 2,5 • 6,0 == 15( und der 
ebenso grossen Verkehrslast 15*. Der grösste Druck O,0 ist, wegen sec ß,0 =  1,00, 

,„(nO10 =  — 30 • 3,14 +  15 • 0,38 =  — 88,5'; maxO <  m„0.
Der Einfluss von Ut auf 0 10 ist

0 ,0 =  =  ±  isso  F..
ii io 1,5

Wird eine Beanspruchung von a =  950 kg/qcm =  9500 t/qm gestattet, so ergiebt 
sich Fs aus der Gleichung

88,5 - f -1880 F l =  9500 F..
Man erhält F, =  0,0116 qm.

Ganz ebenso findet man für t/,0 cos y,o =  N10 die Werthe
2  =  1,22, 2  =  3,04 
+

Ht • i/o<i

Fachwertbogen mit eingespannten Kämpfern. 3 3 5

t U]0 =  — 30 • 3,04 - f -15 • 1,22 -

=  — 73 - 140013’38 F. =  — 73 — 3110 F. ■1,045

*) Da die Querschnitte der beiden Gurtungen nicht gleich gross ausfallen, 
so setze man für Fs den Mittelwerth der beiden Gurtquerschnitte.
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73 +  3110 F . =  9500 F , 
folgt F s =  0,0111 qm. D er mittlere Gurtquerschnitt beträgt also im Seheitel
rund F , =  0,012 qm und es darf daher mit

Hi =  +  1400 • 0,012 =  17' 
gerechnet werden. Dieser Horizontalschub erzeugt die folgenden Momente 
-17° =  — IL  • ijo
fü r Knotenpunkt 0 1 2 3 4

J17» =  ±  153,68; ± 113 .22 ; +  76.84; + 4 4 .8 8 ; ±  17,17 tm  
für 5 6 7 8 S) 10
37» =  +  6 ,2 9 ;+  25,50; +  40,46; +  51,17; +  57,46; + 5 9 ,6 7  tm

und aus diesen .Momenten ergeben sich mit Hilfe der Formeln 15 bis 19 die in
Tabelle V III zusammengestellten Spannkräfte in Tonnen.

Aus der Gleichung

VTII. Einfluss der Temperaturänderung.

m +  Um COS Y„, +  Om COS ß,„ +  Dm COS 9„, ±  r m\

0 5 6 ' 26'
1 39 ' 50 6 ' 35
2 33 42 8 33
3 25 34 8 31
4 17 24 10 27
5 7 14 4 23
6 3 4 10 18
7 13 7 11 12
8 24 15 8 5
9 32 21 6 2

10 38 23 2

127. Q uersch n ittsb e rech n u n g . Es genügt h ier, die Berechnung eines 
Stabquersclmittes zu besprechen. W ir wählen die Diagonale Da. Die Einfluss
linie fü r X»6cos<p0 liefert 2  =  0,90, 2  =  1,05. Es ergiebt sich also einschliess- 

+
lieh des Einflusses der Temperaturänderung

„„■„7J„ cos 9e — — 30 ■ 1,05 +  15 • 0,90 — 10 =  — 28',
„„•„D6 =  — 28 sec 9e =  — 28 • 1,03 =  — 29‘. 

muxDc ist kleiner als „,,„D6. Das erforderliche Trägheitsmoment des Querschnitts 
ist bei 5-fachor Knicksicherheit nach der E uler  sehen 

CM* Formel
«/,„<* =  2,5 D<i“ cm4, 

wo d die Länge der Diagonale in Metern bedeutet. Man 
erhält

r i*- S32- J„,in =  2,5 • 29 • 9,58 =  695 cm4.
Zwei gleichschenklige Winkeleisen von den Abmessungen 12 • 1,1 cm, Fig. 332, 
besitzen J„„-„ =  2 • 340 =  680, genügen also. Der Quersehnittsinhalt ist 7 ’= 2  • 25,4 
=  50,8 qcm und die Beanspruchung 

29
G == TtTcT = : ü'57 *Alcm =  570 kg/<|cm. ou.o
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Die auf diesem Wege gewonnenen Querschnitte sind in der Tabelle IX zu
sammengestellt worden unter Beifügung der Werthe

s   Stablänge in cm
F  Querschnittsinhalt in qcm 

Die Stablängen sind für die Gurtungen, Diagonalen und Vertikalen mit o, 11, d, h 
bezeichnet worden.

r ig .  334.

IX. Querschnitte, 

a) Gurtungen.

1 Winkeleisen 13-1,2 
»1 Platte 34-1,1
2 Platten 16-1,1 Fig.333

193 259 
193:383

1,3
2,0

4 Winkeleisen 13-1,2 
2 Platten 34-1.0  
4 „ 16-1,0 Fig. 334

F  ; u

2 5 21414 
252 394

ii
~F

1.6
1,6

ü.,
O's 
0, 
05 
Oo 
0-, 
Os
Oo
Oio

4 Winkeleisen 13-1,4 139 369
13 • 1,2 
13 • 1,2 
13-1,2  
13 • 1,2 
13-1,2  
13-1.2  
13 • 1,4 
13 • 1,2

120
120

354
342

120 330 
120 321 
120312 
120 307 
139(302 
120|300

2,6
3,0
2,8
2,8
2,7
2.6
2,6
2,2
2,5

4 Winkeleisen 13 • 1,2 
-1 Platte 34-1,0  
2 Platten 16 -1,0 Fig. 335

|l86'375 
186 358 

i i
Us 4 Winkeleisen 13 • 1,4 
P6 „ „ 13 • 1,4
P, : „ „ 13-1,4
UH ,, ,, 13 • 1,4
Po „ „ 13-1,4
P j  „ „ 13-1,2

¡139
¡139
¡139
139
139

342
329
318
309
303

120 300

b) Füllungsstäbe.

2,0
1,9
2,5
2.4 
2.3 
2,2 
2i2
2.5

F (1
d
F

F h h
F

7 1 v0 2 Winkeleisen 15 1,4 81 395 4,9
P . 2 Winkeleisen 12-1,1 45 ¡320 6,3 V , 71 „ 15 1,4 81 348 4.3
IJ2 11 11 12 • 1,1 45 314 6,2 p. 11 13 1.2 60 307 5,1
Ih „ 11 12-1,1 45 ¡311(6,1 Vs 11 13 1,2 60 270 4,5
D, 71 11 12 • 1,1 45 ¡310 6,1 v t 11 11 1,0 42,5 238 5,6
Ih 75 11 12 • 1,1 45 310l6,l Vs 11 „ 11 1,0 42,5 211 5.0
-Oe 12 ■ 1,1 45 310 6.1 V6 77 9 1,1 37,5 189 5,1
P, 77 13-1,2 54 1312 5.2 V, 9 1,1 37,5 172 4,6
Ps 77 «7 13-1,2 54 315 5,2 Fs J1 „ 8 1,0 30 160 5,3
P9 77 77 13-1,2 54 ¡321 5,3 F„ 8 1,0 30 152 5,0
P 10 71 11 14-1,3 63 330 5,7 Fjo 77 „ 8 1,0 30 150 5,0

M ü l l e r B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. l. 22
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d. Zahlenbeispiel, zweiter Tlieil.

128. Im  Anschluss an die vorstehende Querschnittsberechnung stellen wir 
uns jetzt die Aufgabe, die Kämpferdrücke m it Berücksichtigung der Längen
änderungen sämmtlioher Stäbe zu berechnen. Als statisch unbestimmte Grössen 
sollen die auf den Scheitelquerschnitt des Bogens wirkenden X „, Xb und X c ein
geführt werden, Fig. 336, vergl. auch Fig. 318 bis 320. Da ein symmetrischer 
Träger »vorliegt, so nehmen wir Xb senkrecht und X c wagerecht an.

Fig. 336.

Die Gewichte w  sind nach der Formel 

(231 U7m= ~ — | — io„. sec ß„, +  A«,„+i sec ym+i -j-Ar?,,, seeep,,,— sec 9„,+i
t im  *—

-  6 hm - i p L  - f  AÄ.+ 1
Am Am +1-1

zu berechnen, mit Ausnahme von wc*) und !c10. fü r welche man die W erthe

(21) wc — — und
Afl

(25) i  ic10 =  j -  [— Ao10 sec ß10 +  Ad«'sec <p10 — A/»10 tg <p10]

*) Mit C ist der linke Endpunkt des Gurtstabes. O0 bezeichnet worden. 
Fig. 33T.



erhält. -J-wl0 ist das auf eine Bogenhälfte entfallende Gewicht des Knoten
punktes 10. Bei der Berechnung von w0 denke man die Stützpunkte C und A 
in Fig. 337 durch einen starren Stab verbunden, der die Rolle einer Diagonale 
spielt. Der für alle Stäbe gleich grosse Elasticitiitsraödul E  darf — 1 gesetzt 
werden.

Fachwerkbogen mit eingespannten Kämpfern. 339

129. Zustand X„ — — 1. Die Tabelle X enthält die durch die Mo
mente M° =  — 1 bestimmten und mit Hilfe der Gleichungen 15 bis 18 auf 
Seite 330 berechneten Spannkräfte sowie alle zur Berechnung der Ge
wichte erforderlichen 'Werthe.

Tabelle X.

m Oa
0

~ Y 00Ao» sec ß Ao sec ß

0 - - 0,329 1,3 -f- 0,43 +  0.141 1,30 +  0.56
1 - - 0,367 2,0 +  0,73 +  0,268 1.28 +  0.93

sca 2 —- 0,401 2,6 +  1,04 +  0,417 1.23 +  1.28
3 -  0,437 3,0 +  1,31 +  0.572 1,18 +  1,55

Ci 4 - 0,479 2,8 +  1,34 +  0.642 1,1-1 +  1,53
0 5 -0.521 2,8 +  1,46 +  0,761 1,10 +  1,61
p 6 -  0,566 2,7 +  1,53 +  0,866 1.07 +  1.64
.S 7 - 0,604 2,6 +  1,57 +  0.948 1.04 +  1,63
O 8 : _ -0,638 2,6 +  1,66 +  1,059 1.02 +  1.69

9 - 0.665 2,2 +  1,16 +  0,971 1,01 +  1,47
10 -0,667 2,5 +  1,67 +  1.114 1,00 +  1,67

Summe : 7,759 Summe : 15,56

22*
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U
IC

~ F

U w

^ = ~ r U A u sec y A u  sec 7

1 — 0,349 1,6 — 0,56 +  0,195 1,38 — 0,77
fco 2 — 0,370 1,6 — 0.60 +  0,226 1,31 — 0,79
— 3 -  0,407 2,0 — 0,81 +  0,330 1,25 — 1,01

4 — 0,440 1,9 — 0,84 +  0,370 1,19 — 1,00
O 5 — 0,479 2,5 — 1,20 +  0,575 1,14 — 1,37
o ’ 6 — 0,521 2.4 — 1,25 +  0,651 1,10 — 1,38
© 7 — 0,561 2,3 — 1,29 +  0,724 1,06 — 1,37

¡3 8 — 0,59S 2,2 — 1,32 +  0,7 89 1,03 — 1,36
9 — 0,631 2.2 — 1,39 +  0.877 1,01 — 1,40

10 — 0,658 2.5 — 1,65 +  1,086 1,00 — 1,65
Sum m e: 5,823

n
d
F Ac2 =  d | DA <7 sec 9 A d  sec 9

1 —  0,037 6,3 —  0.23 +  0,009 1,07 — 0.25
2 — 0,040 6,2 — 0,25 +  0,010 1,05 — 0,26

c 3 — 0,046 6,1 — 0,28 +  0,013 1,04 — 0,29
©
rt 4 — 0,051 6,1 — 0,31 +  0,016 1,03 — 0,32
co 5 — 0,055 6,1 —  0,34 +  0,019 1,03 — 0,35

6 — 0.057 6,1 —  0,35 +  0,020 1,03 —  0,36
7 — 0,054 5,2 — 0.28 +  0,015 1,04 —  0,29
8 — 0,046 5,2 — 0,24 +  0,011 1,05 — 0,25
9 — 0,035 5.3 — 0,19 +  0,007 1,07 — 0,20

10 — 0,010 4,7 -  0,05 +  0,000 1,10 — 0,05
Summe: +  0,120

V m h,„ _  v,„hm / + _  1 Ah - “ - i 7lm—1 AhF A,lm p
* X X

LXllnt ^

0 _L o 036 4 9 - 1-0 17 — o nnfi 1 A OCu 4,3 -f- u ,i 1 ~1
1 +  0,016 4,3 +  0.07 - 0.001 R 22 +  0,08 1,32 +  0,09
2 +  0,012 5,1 +  0.06 - 0,001 1,06 +  0,06 1,16 +  0,07

c© 3 +  0.009 4,5 +  0,04 - 0,000 0.92 +  0.04 1,02 +  0,04
4 +  0,003 5,6 +  0.02 - 0.000 0,80 +  0,01 0,90 +  0,02
5 — 0,005 5,0 — 0.02 - 0,000 0.69 — 0.02 0,79 — 0,02

© 6 — 0,014 5,1 — 0,07 - 0,001 0.60 — 0,04 0,70 — 0,05
> 7 — 0,025 4.6 — 0,12 - 0,003 0,53 — 0,06 0,63 — 0,07

S -  0,038 5,3 — 0,20 - 0,008 0,47 — 0,09 0.57 — 0,11
9 -  0,048 5,0 —  0.24 - 0,012 0,43 — 0.10 0.53 - 0 ,1 3

10 — 0,058 2,5**) — 0,14 - 0.008 0,51 — 0,13

Summ e: +  0:040

*} i f  =  =  0>ä5 =  2’10-
**) Es ist nur die halbe Scheitelvertikale in Rechnung gestellt worden.
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Die Gewichte wa fü r den Zustand X, 
0.17

Wq a - 

IVta'- 

a - 

a 1

wia - 

tCta -

1
3.95

1
3,48

1
3,07

1
2,70

1
2,3S

1

IO q q  —  -

2,11 
1

1,89

"'7“= t W
1

w' — l W  
1

1.52
Wq o

ivc« =  0 0Q =  +  0,08 (nach Gleich. 24)

0,56 — 0,77 - 0,00 +  0,25 — 0,36 +  0,09) =  —  0,34 

0,93 — 0,79 — 0,25 +  0,26 — 0,08 +  0,07) =  — 0,49 

1,28 1.01 — 0,26 +  0,29 — 0,06 +  0,04) =  — 0,7*4

— 1,55 — 1,00 — 0,29 +  0,32 — 0,04 +  0,02) =  — 0,94 

-  1,53 — 1,37 — 0,32 +  0,35 — 0,01 — 0,02) =  — 1,22

1,61 — 1,38 — 0,35 +  0,36 +  0,02 — 0,05) =  — 1,43

— 1,64 — 1,37 — 0,36 +  0,29 +  0,04 — 0,07) =  — 1,65 

1,63 — 1,36 — 0,29 +  0,25 +  0,06 — 0,11) =  — 1,70

— 1,69 — 1,40 — 0,25 +  0,20 +  0,09 — 0,13) =  — 1,99 

1,47 — 1,65 — 0,20 +  0,05 +  0,10 — 0,13) =  — 2,17.

Die Biegungslinie fü r den Zustand X a —  — 1 lässt sich als die Momenten- 
lmie eines Freiträgers C G  deuten, dessen Einspannungsstelle dem Scheitelquer
schnitt des Bogens entspricht, Fig. 338,*) und der mit den Gewichten — ica be
lastet ist. Nach Berechnung der Querkräfte:

Q0 =  — 0.08
Qi =  —  0,08 +  0,34 =  0,26 
<?a =  0,26 +  0,49 =  0,75
Qa =  0,75 +  0,74 =  1,49

Mo

Qt  =  2,43 
Qt =  3,65 
Qt  =  5,08 
Q, =  6,73

Qt ----- 8,52 
Qt = 1 0 ,5 1  
Q i o =  12,68

findet man M . =  — 0,08 • 2,0 also ——  =  — 0,08 • |  =  — 0,05

: X =  — 0,05 +  0,26 =  0,21 | il/5 : X =  8,53
M 2 : X =  0,21 +  0.75 =  0,96 ! J / S:X =  13,61
M t : X =  0,9 6 +  1,49 =  2,4 5 M ,: X =  20,34
jV4 : X =  2,45 +  2,43 =  4,88

M s : X =  28,86 
Ms : X =  39,37 
Mio : X =  52,05.

Nun ist
E F

l Sa A Sa

=  'SOAo +  SZ7Au +  ~2DAd +  S F A »
=  2 [7,759 +  5,823 +  0,120 +  0,040] =  2 • 13,74 

und man erhält daher aus den die Durchbiegungen 5ma (für E  =  1) vorstehenden 
Momenten M :

M „
Mo. X Mo. : Xv -  ___  p  ,

Saa 2-13,74 2 • 13,74 
3,0

9,16

*) Vergl. auch Seite 122, Fig. 108.



3 4 2  Zweiter Abschnitt. — § 11.

Den in den Knotenpunkten 1, 3, 5, 7, 9 angreifenden Lasten entspricht 
also der Reihe nach

20.34
: 2,225 

: 4.293.

Fig. 338.

W ir wenden uns jetzt zur Bestimmung des Poles (I), um den sich eine 
nach Seite 321, Fig. 319 an die Scheitelvertikale angeschlossene starre Scheibe I  
dreht, und ermitteln zunächst die wagerechte Verschiebung 8;, des oberen Knoten
punktes 10 nach dem in N r. 51, Seite 129, beschriebenen Verfahren. Aus der, 
einen Sonderfall der Fig. 116, Seite 130, bildenden (nur als Skizze anzusehenden) 
Figur 338 folgt die einfache, leicht zu beweisende Gleichung 

10 n
8;, =  2  A Om sec ß„, - f  2 5„,„ (tg ß,„ — tg ß„,_,) +  8]0« tg ß10.

0 0
Da nun die Knotenpunkte 0, 1, 2, . . . 10 der oberen Gurtung in einer Parabel



Fachwerkbogon mit eingespannten Kämpfern. 3 4 3

von der Pfeilhöhe fo — 12,55 und der Spannweite Z =  60“ 
da ferner die Feldweite konstant ist, so ergiebt sich

8 f 0\  _  8-12.50 _
1- ~  202X

und
(.2510

tfj P»* Pm— 1   2 tg ¡3,0 :

/ 9 \ 0.2 5,. =  15,56 +  +  i  5,o„ J —

=  20X liegen, und 

0,2510

15,56+ ( | i ^ l  + 0,2510

wo Mm die vorhin berechneten Momente in Folge der Gewichte wa sind.
Es ergiebt sich (für E  =  1)

5;, =  15,56 +  (119,16 +  26,02) 0,2510 =  52,00.
Bezeichnet man den Abstand des Poles (I) vom Knotenpunkte 10 mit s und be
achtet man, dass sich die Scheibe I  in Folge von X a — — 1 um den Winkel 
-}■ 5 „  dreht, so findet man für die Verschiebung des Punktes 10 den Werth 
-1 5„„ s. Da ni|n andrerseits die Verschiebung des Punktes 10 durch die Strecke

G 10" =

dargestellt wird, so ergiebt sich die Gleichung

, 8 .  _  si_ 
* ö“"s -  sin 4,

und man findet daher
8/, 52,00

Co —  s sin : :3.78”0,5 8„„ 13,74
Cu=  16,5 — 3,78 =  12,72“ 

während sich vorhin c„ =  12,99“ ergab. Die Lage der Kraft X c ist nunmehr 
bekannt, Fig. 836.

130. Eine zweite Bestimmungsweise von c„ ergiebt sich aus der Be
dingung

SaS'S i0)8 — 'SVa c ---- — E F
wo Sc die Spannkräfte in Folge von 
X c =  — 1 bedeuten. Eügt man zu der 
Kraft X c =  — 1 in beliebiger Höhe 
(z. B. in der Höhe 10“, Fig. 339) zwei 
sich aufhebende Kräfte 1 hinzu und be
zeichnet man die Spannkräfte in Folge 
der durch einen gefiederten Pfeil dar
gestellten Kraft 1 mit S ’, und den 
Hebelarm des ausser dieser Kraft noch 
angreifenden Kräftepaares mit e. so ist

Se =  S ' +  S,
und man erhält

S ‘Sas . S ls  
E F  + e -'-E F

woraus (wegen 5<,„: 13.74)

SS" As. 
o

H ,
•S.S \ S a  
0

13,74
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Ln der Tabelle X I sind die Spannkräfte S '* ), die aus Tabelle X über
nommenen Längenänderungen As« in Folge X« =  —-1  und die Produkte S 'As., 
zusammengostellt worden. Man erhält

14,7572 +  20,6132 +  1,6929 +  0,2690 
13.74

also, wie vorhin, c„ =  10,0 +  2,72 =  12,72’".

=  2.72«

T abelle  X I.

Gurtungen.

0 ’ A Oa 0'Ao„ V A Ua U’Au«

Oo +  3,29 [-0.43 +  1,4147
0 , +  2,63 -0 ,73 +  1,9199 A — 2.11 — 0,56 +  1,1816
02 +  1,84 - 1,04 +  1,9136 Ui — 1.38 — 0,60 +  0,8280
6*3 +  1,03 - 1,31 +  1.3493 A — 0,62 — 0,81 +  0.5022
A +  0,19 - 1,34 +  0,2546 Ut +  0,15 — 0,84 — 0,1260
Ob — 0.65 - 1,46 — 0,9490 A +  0,95 — 1,20 — 1,1400
Ob - 1 , 4 7 - 1,53 — 2,2491 A +  1,75 — 1,25 — 2,1875
0; — 2,21 -1 ,57 — 3,4697 A +  2,52 — 1,29 — 3,2508
A — 2,81 - 1,66 — 4.6646 Ut +  3,22 — 1.32 — 4,2504
Oo — 3.23 -  1,46 — 4,7158 Ut +  3,77 — 1.39 — 5,2403
o  10 — 3,33 -  1,67 — 5,5611 UlO +  4,20 — 1.65 — 6,9300

Summe: — 14,7572 Summe: — 20,6132

Füllungsstäbe.

A Ad„
ji

D  Ad« |j V A ha V' Ah«

A _ 0.634 +  0,17 — 0,1078
A +  0.510 — 0,23 — 0.1173 \ Vi --- 0,732 + 0,07 — 0,0512
Dt + 0.584 — 0,25 — 0.1460 : v„ --- 0.693 +  0,06 — 0.0416
D t +  0.653 — 0.28 — 0.1828 I v* 0,630 +  0,04 — 0,0252
D t +  0,723 — 0,31 — 0,2241 ’ i r4 --- 0,545 +  0,02 — 0,0109
A +  0,783 — 0,34 — 0,2662 v, -- 0,449 — 0,02 +  0,0090
D t +  0,807 — 0.35 — 0.2825 A -- 0,357 — 0.07 +  0,0250
A +  0,776 — 0,28 — 0,2173 A -- 0.150 — 0,12 +  0,0180
A +  0,659 — 0.24 — 0,1582 A -- 0.010 — 0,20 — 0,0020
A + 0,479 - 0 , 1 9 — 0.0910 A + 0,174 — 0.24 — 0,0418Du, + 0,149 — 0,05 — 0.0075 Ao + 0,289 — 0,14 — 0,0405

Summe: — 1,6929 Summe: — 0,2690

131. F ü r  den Z u stan d  X j =  den w ir an Stelle des Zustandes

Xb =  — 1 untersuchen wollen, ergeben sich die Momente M " =  — A und — für

*) Die Berechnung der S' erfolgte wieder mit Hilfe der Formeln 15 bis 20 
auf Seite 330.



die linke Bogenkälfte — die in der Tabelle XII angegebenen Spannkräfte Sb und 
Längenänderungen A Sb-
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Tabelle XII.

Ob 0
~F

Oo
Aoi, — — Ob - A Ob sec p An;, sec p

0 +  3,29 1,3 +  4,28 14,081 1.30 +  5,56
£J0 1 +  3.31 2.0 +  6.62 21.912 1,28 +  S.47 

+  10,275 2 +  3,21 2,6 +  8.35 26,803 1,23
3 +  3.06 3.0 +  9.18 28,091 1.18 +  10,83

o 4 +  2.87 2,8 +  8,04 23.075 1,14 +  9.17
a 5 +  2,61 2.8 +  7.31 19,079 1,10 +  8,04u.CJ 6 +  2,26 2,7 +  6,10 13,786 1,07 +  6,53

O 7 +  1,81 2,6 +  4.71 8,525 1,04 +  4,90
8 +  1,28 2.6 +  3,33 4.262 1.02 +  3,40
9 +  0,66 2,2 +  1,45 

Summe:

0.957

160,571
1.01 +  1.46

Ub
11

~ T
77«

,!>= ~F~~ Ub - A ii b sec y A Ub secY

1 — 3,49 1,6 — 5.58 19,474 1,38 — 7,70
tp 2 — 3.39 1,6 — 5,42 18,374 1.31 — 7,10

3 — 3,26 2.0 — 6,52 21.255 1.25 — 8,15
g 4 — 3,09 1,9 — 5,87 18.138 1,19 — 6.99

O 5 — 2.87 2,5 — 7.18 20,607 1,14 — 8.19
P 6 — 2,61 2,4 — 6.26 16,339 1.10 — 6,89
5 7 — 2,24 2,3 — 5,15 11.536 1.06 — 5,46
►5 8 - 1 , 8 0 2,2 — 3,96 7,128 1,03 — 4,08

9 — 1,26 2.2 - 2 , 7 7 3,490 1,01 — 2,80
10 — 0,66 2,5 - 1 , 6 5 1.089 1,00 — 1,65

Summe: 137,430

Db
d
F

. Dd 
A db =  1 F Dt • A db sec 9 A db sec 9

l — 0,058 6.3 — 0,37 0,021 1.07 — 0,40
2 — 0,021 6.2 — 0.13 0.003 1.05 — 0,14
3 +  0,011 6.1 +  0,07 0,008 1.04 +  0,07

tu 4 +  0,074 6.1 +  0,45 0.033 1.03 +  0.46
a 5 +  0,156 6,1 +  0,95 0,148 1,03 +  0,98
1 6 +  0.261 6,1 +  1,59 

+  2.01
0,415
0,779

1.03 +  1,64
5 7 +  0.387 5,2 1,04 +  2,09

8 +  0,519 5,2 +  2,70 1,401 1,05 +  2.84
9 +  0,634 5,3 +  3.36 2,130 1,07 +  3,60

10 +  0,724 4,7 +  3.40 
Summe:

2,462
7,400

1,10 +  3,74
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V h m
AA ~  Vh V  ■ A h

l i m - 1 l l m ~ '  A 7, l i m —  1

] F AA.---- F X X x Ahm

0 — 0.017 4,9 — 0,08 0,001 2,10 — 0,17
1 — 0,183 4,3 — 0,79 0.145 1,22 — 0,96 1,32 — 1,04
0 — 0,227 5,1 — 1,16 0,263 1,06

0,92
— 1,23 1,16

1,02
— 1.35
-  1,20o 3 — 0,263 4,5 -  1,18 0,310 — 1,09

4 — 0.313 5,6 — 1,75 0,548 0,80 — 1,40 0,90 — 1,58
u 5 — 0,350 5,0 -  1,75 0,613 0.69 — 1,21 0.79 — 1,38

6 -  0,387 5.1 — 1,97 0,762 0,60 — 1,18 0,70 — 1,38
7 — 0,413 4,6 — 1,90 0,785 0,53 — 1,00 0,63 — 1,20
8 — 0,407 5,3 — 2,16 0,879 0,47 — 1,02 0,57 — 1,23
9 — 0,380 5,0 — 1,90 

Summe:
0,722
5,028

0,43 — 0,82 0,53 — 1,01

Für die Gewichte wi erhält man die Werthe: 

— 0,° 8 = - 0 , 0 4

1
U'o b = 3,95

11 O ---- 3,48
1

IC.j b —
3,07

1
b —— 2,70

11C4 b = 2,38
1

U'b b — 2,11
1

i r 6 b = 1.89
1

n  7 b ---- 1,72
1

n \ b  — l,OU
</« > —

1
1« 9 O — 1,52

Die Momente

— 5,56 — 7,70 — 0,00 +  0,40 - f  0,17 — 1,04) =  — 3,48

— 8,47 — 7,10 — 0,40 +  0,14 +  0,96 -  1,35) =  — 4,66

— 10,27 — 8.15 — 0,14 — 0,07 +  1,23 — 1,20) =  — 6,06

— 10,83 — 6,99 +  0,07 — 0,46 +  1,09 — 1,58) =  — 6,93 

9,17 -  8,19 +  0,46 — 0,98 +  1,40 — 1,38) =  — 7,50

— 8,04 — 6,89 +  0,98 — 1,64 +  1,21 — 1,38) =  — 7,47

6,53 — 5,46 +  1,64 — 2,09 +  1,18 — 1,20) =  — 6,59

— 4,90 — 4,08 +  2,09 — 2,84 +  1,00 — 1,23) =  — 5,79

— 3,40 -  2,80 +  2,84 — 3,60 +  1,02 — 1,01) =  — 4,34

— 1,46 — 1,65 +  3,60 — 3,74 +  0,82) =  — 1,60.

Mm eines mit den Gewichten ivb belasteten Freiträgers sind 
für X =  1 (in derselben Weise berechnet wie auf Seite 341)

,!/„ =  0,03 I Jtf4 =  47,14 3f, = 203 ,20
Mx =  3,55 jlfs =  75.81 J/9 =  256,06
Mt =  11,73 jV6=  111,95 il/jo =  310,52.
Ms =  25,97 3/, =  154,68

Da nun A'j proportional M„ ist und für eine mit dem Scheitel zusammen
fallende Last 1 den Werth Xb =  0,5 annehmen muss, so entsprechen den in 
den Knotenpunkten 1. 3, 5, 7, 9 angreifenden Lasten 1 der Eeihe nach die 
Werthe
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-Yn =

JVft3 -

3,55
2 • 310,52 

25,97
2 • 310,52 

Andrerseits muss auch sein

: 0,00572 

: 0.012

Xbi =  0,122
A +  —  0 , 2 4 9  

X i 3 =  0 , 4 1 2 .

Xi
'S.Sl

A/,„
SSjAs;,

E F
wo nach Tabelle X II

SSbA sb  —  2 (160.571 +  137,430 +  7,400 +  5,028) — 2 • 310,43.

Dieser W erth  stimmt m it 2 • M l0 in befriedigender Weise überein. Hoch sei 
hervorgehoben, dass fü r alle links vom Scheitel gelegenen Lasten

B  =  X i  und A  —  1 ist.

132. Zustand X , =  — 1 . Tabelle X III enthält die Spannkräfte Sc in Folge 
der in der Höhe c« — 12,72”' angreifenden Belastung X c ~  — 1 sowie die zu
gehörigen Asc.

Tabelle XIII.

0 o
F

Ao — 00 ,0 • Ao sec ß Ao sec ß

0 -f- 4,19 1.3 +  5,45 22,836 1,30 +  7,08
1 +  3.63 2,0 +  7,26 26.354 1.28 +  9,29

tc 2 +  2,93 2.6 +  7.62 22.327 1.23 +  9,37
3 +  2,22 3,0 +  6.66 14,785 1.18 +  7.86
4 +  1,50 2.8 +  4.20 6,300 1,14 +  4,10

O 5 +  0,77 2.8 +  2.16 1.663 1,10 +  2.38
P 6 +  0.07 2,7 +  0,19 0.013 1,07 +  0.20X) 7 - 0 ,5 7 2.6 — 1.48 0.844 1,04 — 1.54

8 - 1 . 0 7 2,6 — 2,78 2.975 1,02 — 2.84
9 — 1,42 2.2 — 3,12 4,430 1.01 — 3.15

10 — 1,52 2.5 — 3,80 5.776 1.00 — 3.80

Summ e: 108,303

U u
F

A« =  — 77Ait sec y A u sec y

1.6 — 4.91 15.074 1.38 -  6.78
1.6 — 3.86 9.303 1.31 -  5,06
2.0 -  3,46 5,986 1,25 -4 ,3 2
1.9 — 1.98 2.059 1,19 2.36
2.5 — 0,88 0.308 1,14 -  1.00
2.4 +  0,79 0.261 1,10 r  0.87
2,3 +  2,51 

+  3,50
2.736 1,06 - 2.66

2.2 5.565 1.03 -  3,60
2.2 +  4.55 9.419 1.01 -  4.60
2.5 +  6.00 14.400 1.00 -  6.00

1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

■3.07
■ 2.41
• 1.73
■ 1,04
■ 0,35 
■0.33
• 1.09
■ 1,59 
■2,07 
-2.40

Summe: i 65,111
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D d
F

u Ä* II H
s

D ±d sec 9 A d sec 9

i 4 - 0.413 6,3 4 -2 .60 1,074 1,07 4 - 2.78
2 4- 0,474 6.2 4 - 2,94 1,394 1.05 4-3 .09
3 4-0 .527 6,1 4-3 ,21 1,692 1,04 4 - 3,34

ci 4 4 - 0.584 6.1 4-3 ,56 2.079 1,03 +  3.67
ao 5 4 - 0,633 6,1 4 -3 ,36 2,443 1,03 r  3.98
w 6 4 - 0.652 6.1 4 - 3.9S 2,595 1,03 -4 .10
p 7 - |r  0,635 5.2 4-3 ,30 2,096 1.04 -3 .43

8 -{- 0,528 5.2 -}- 2,75 1.452 1.05 - 2,89
9 4 - 0.376 5.3 4-1 ,96 0.737 1,07 - 2.10

10 4- 0.021 4.7 4- o.io 0,002 1.10 -0.10
Summe: 15,564

V h
F

£ 
^

 

II 

<
V  M i

2 c
X

o c
- M i " 7(,„—i 

X x i ; '

?!
-  0,550
— 0,687

4.9
4.3

— 2.70
— 2.95

1,318
2,027

2,10
1,22

— 5,67
— 3.60 1,32 — 3.89

2 — 0,657 5,1 — 3.35 2.201 1.06 — 3,55 1,16 — 3.89
3' — 0.603 4,5 — 2,71 1.634 0.92 — 2,49

— 2,42
1,02 — 2.76

4 — 0.541 5.6 — 3,03 1.639 0,80 0,90 — 2.73
5; — 0,458 5,0 — 2.29 1,049 0.69 — 1,58 0,79 — 1.81
6 — 0.353 5.1 — 1,80 0,635 0,60 — 1,08 0.70 — 1,26
7 — 0.223 4.6 — 1,03 0.230 0.53 — 0,56 0,63 — 0.65
8I — 0.090 5.3 — 0.48 0,043 0.47 — 0,23 0.57 — 0.27
9 4 - 0,047 5.0 4-0 .24 0,011 0,43 . 4- 0.10 0.53 4-0 .13

10 -j-0,132 2,5 4- 0,33 
Summe:

0.044

10.831
0.51 4-0 .17

F ü r die Gewichte wc erhält man die W erthe:

% c =  [— 7,08 — 6.78 +  0.00 — 2,60 +  5,67 — 3.89] =  — 3.72

«üc =  g [— 9.29 — 5,06 +  2.60 — 2.91 +  3.60 — 3,89] =  — 4.30

«’,<■ =  g q- ,- [— 9,37 — 4.32 +  2,94 — 3.21 4- 3,55 — 2.76] =  — 4.29

«V =  — q- [— 7,86 — 2,36 4- 3,21 — 3,56 4- 2,49 — 2.73] =  — 4,00

=  y ~  [— 4.79 -  1,00 4- 3.56 — 3,86 4- 2.42 — 1,81] =  — 2,30

,<V — ~2 “ [— 2,38 4- 0,87 4- 3,86 — 3,98 4- 1.58 — 1.26] =  — 0,62

«V =  —L" °’20 +  2-66 +  3-98 ~  3-30 +  l;08 — 0,65] =  4- 1,89l.by

t r - c  =  [4- 1,54 4- 3,60 4- 3,30 — 2.75 4- 0.56 — 0.27] =  4- 3.48
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%  =  •£ g-0 [ +  2.84 +  4.60 +  2.75 — 1,96 +  0.23 +  0.13] =  +  5,37 

.1
1.52 [ +  3,15 +  6.00 +  1.96 — 0,10 — 0,10 +  0,17] =  +  7,34

i  w.o. =  [ +  3,80 +  0,10 -  0,33 • 0,46 *)] =  +  - M l  =  +  2,500.

Das Gewicht +m10« hat keinen Einfluss auf die Momente M  des mit den 
Gewichten w belasteten Freiträgers; es wurde aber berechnet um die Probe 

a
+  wec +  % n'ioe “I“ 20,58 — 20,58 =  0o

ausfüluen zu können. Aus den Momenten
M0 =  0,90 X 
M t—  5,97), 
A f ,=  15,34 X 
il/3 =  29,00 X

ergeben sich die V e rth e

M t =  16,66 X | il/8 =  121,10 X
M b —  66,62 X M., =  130,94 X
j /6== 87,20). d/10 =  133.44 X
M. —  105,89 X

V — —  — -  —
S —Sc^Se

“  c D F
wo nach Tabelle X III

2  Sc As. =  2 (10S,303 +  65,111 +  15,564 +  10,831) =  2 • 199,809.
F ür die Knotenpunkte 0, 1, 3, 5, 7. 9 erhält man

A +  =  0,0448 ; A +  =  0,795
X s =  0,218 X cv —  0,983
X ct =  0,500 |

133. Die G leichung der K äm pferdruck lin ie  ergiebt sich aus der Gleich
gewichtsbedingung (Fig. 336)

X .ifk —  XbC +  X „.
Man findet fü r die Knotenpunkte 1, 3, 5, 7, 9 der Reihe nach

X etju =  0,1773 ! y t  —  3,96“
Xcijk =  1,149 i/i.- =  5,27 "*
X cyic =  2,761 yn —  5,52”

. X ci/k —  4,466 ijk —  5,62’"
Xctjk =  5,534 ijk —  5,63

Bezogen auf die Schlusslinie A D  der unteren Gurtung, erhält mau die Ordi
nate n (t/k =  ¡/k-\- cu):

y ’k =  16,68”*; 17,99’” ; 18,24’"; 18,34“ ; 18,35’" 
dieselben weichen von den früher erhaltenen Ordinaten

> /k=  19,08“ ; IS,77“ ; 18,49“ ; 18,25“ ; 18,17“ 
nur in der Xähe des Kämpfern wesentlich ab.

134. E influss der T em p era tu rän d eru n g . Aendert sich die dem span
nungslosen Anfangszustande des Bogens entsprechende Temperatur überall um

1 37
*) 0,46 =  t g 9lo =  ^ -



denselben Betrag t, so entsteht ein Kämpferdruck A'e«, der sehr annähernd in
der Höhe c„ =  12,72”‘ über der Schlusslinie A B  der unteren Gurtung liegt und
den Werth

,   tE tl" '   tE tl" '   25 • tl'" ,
" c‘ ~~ ~  ... ~s' ~~ 2 ■ 199,809 ~~ 400“

~  ° E F
besitzt, wo (nach Fig. 312 auf Seite 309)

V" =  l +  2 c„ cos i> =  6000 +  2 • 1272 ■ 0.026 =  6066 cm 
ist.*) Mit t =  +  35° Cels. ergiebt sich

25-35-6066 100nnl 
X ,t =  Joo =  13300 kg-

Früher erhielten wir A'c, =  17000 kg. ein Werth der erst bei t — 35
J o oUU

=  45° Cels. entstehen wird. Man vergl. die auf Seite 204 an die Berechnung 
des Horizontalschubes Ht der Douro-Briicke bei Porto geknüpfte Bemerkung.
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e. Näherungsformeln zur Berechnung der Kämpferdrlicke.

135. Formel für A'„. Um zu einfachen, geschlossenen Formeln für die 
Unbekannten A'„. A'& und Xc zu gelangen, ersetzen wir die Einzelgewichte w„. 
ivb. wc durch stetige Belastungen.

Flg. 340.

TT • • S 1*) Wir haben die Werthe — (Seite 337) in  ausgedrückt. Man erkennt,
F  cm

dass man genügend genau V" — V setzen darf.



An Stelle der wa nehmen wir die in Fig. 340 dargestellte trapezförmige 
Belastungsfläche an, deren Höhe am Kämpfer =  a , und im Scheitel =  1 sein 
möge. Im  Abstande xa  von A  ist die Belastungshöhe

to0 =  a +  (l — a) '’■'l - 
H

D er Freiträger A G  wird dann an der Stelle xa  durch das Moment
0. x 1. x \

beausprucht, wo ^ l ist. Der Inhalt der Belastungsfläehe ist, für beido 
Bogenhälften,

g = ( l  +  «)/, 
und man erhält daher (für XA =  a ic h)

V _  ^  _
(! +  «)*.

(2> A'. =  m t W  [= -  7f- +  < ' - » )  t J ]  ■
F ü r den vorhin untersuchten Bogontriiger ergab sich am Kämpfer toa =  0,34, 
in der Nähe des Scheitels wa =  2.17. Das Verhältniss dieser beiden W erthe ist

und es folgt daher (mit 7, = 3 0 ’")

Fachwerkbogen mit eingespannton Kämpfern. 3 5 1

X. =  ~  (2,069 +  3,621 “ ]•

Dies giebt fü r a = 0 ,1  X .  =  0,02431 tm
‘1

=  0,3 =  0,284
=  0,5 = 0 ,970
=  0,7 =  2,256
=  0,9 =4 ,316 ,

d. s. W erthe, die mit den früher gefundenen befriedigend übereinstinunen. 
Jedenfalls wird die Formel bei einer vorläufigen Querschnittsberechnung recht 
gute Dienste leisten; es kommt dann nur darauf an, das Verhältniss a  der Ge
wichte tca fü r die Knotenpunkte am Kämpfer und im Scheitel von vornherein 
zu schätzen.

136. Formel für Xb- W ir nehmen die Belastungshöhe an der Stelle x
gleich ,, ,

=  a>ax  =  0)o ( i, —  x a )

[ a  +  (1 — sc) - j A J (/, — xa

*) I)a die Querschnittsabmessungen bei einem neu zu entwerfenden Bogen 
nicht bekannt sind, so muss man a zunächst schätzen. Man nehme etwa

a = i z V 1 +  7 ’
wo h,  und hu die W erthe von h im Scheitel und am Kämpfer bedeuten. Im 
vorliegenden Falle liefert diese Formel zufällig ebenfalls a =  0,16.



an, und erhalten M  durch zweimalige Integration der Differentialgleichung

a*M
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d x \ [»- +  (1 — «) (¿1 — *.<)■

Die Integrations-Konstanten werden mit Ililfe der Bedingungen bestimmt:

d Mx a =  0 muss liefern  =  0
d  X a

x a  =  0  „  „  M  =  0 .

Es ergiebt sich
/w2 a*3

* = « , . - ^  +  ( 1 - * « ) - ^  _ ( ! _ « )

Da nun X i proportional il/ ist und für xa =  h den Werth 0,5 annehmen muss, 
SO folgt für x a  —  /,

rt‘ «3
Xt>̂  =  ^ -  +  ( l - 2 a ) - | - - ( l - q ) —

0,5 « i, A i- +  ( l - 2 a ) - ? W - ( l - a ) - ^ -

und schliesslich

<s) • '* =  3 ^ + 1 1 7  [ s ” +  < 1 _  0,5(1 _
Lasten, welche rechts vom Scheitel liegen, rufen negative Werthe Xb hervor. 
Vergl. Fig. 336; die Linie A 'D D 'B ' ist die Einllusslinie für Xb• Verschiebt 
man den Zweig D 'B ' um die Strecke 1 nach unten, so entsteht die stetige 
Kurve A 'D B " ,  und diese ist die Einflusslinie für den senkrechten, rechtsseitigen 
Stützenwiderstand B.

Für a =  0,16 ergiebt sich:

Xb =  [o,324 +  y - (o,460 — 0,284 “- ) ]

un,J für -"- =  0,1 A3. =  0,00367
‘1

=  0,3 =  0,0393
=  0.5 =  0,121
=  0,7 =  0,248
=  0,9 =  0,411,

welche W erthe m it den früher gefundenen ebenfalls befriedigend übereinstimmen.

137. Formel fü r  c. Die mit der Kraft X c zusammenfallende x  - Achse 
habe vom Mittelpunkte der Scheitelvertikale den Abstand c. Es ist

rh ,
J {>j .»■ 4- dxA

s 0f _ c = — - 7-------------
J  t“ a +  “ «) dXA o

wo, mit den in die Figur 340 eingetragenen Bezeichnungen, 

y'o +  ;/'«   ,  ^  e x-



ist. F.s ergiebt sich also
h ■ h

f w „ ! / '  d  X a  i w  r . ! / '  (I x a
..   _o  ____  __o___________   5 +  3 a
1 C~  r 'i , -  0,5(1 +  ^ -  6(1 +  00 7

J  (i)« (l X A  
0

und l +  3a
( ) C— 6 ( 1 -ha) f '

Für unser Beispiel ist f0 =  12,55”, fu =  15,00”', f =  { (f0 +  f«) =  13,775”' und 
a =  0,16, mithin

c =  2-93 und c„ =  12,82”, 
während wir auf Seite 328 und 343 die Werthe c„ =  12,99” und c„ =  12,72” fanden.

138. Formel für X c. Ist M  das Angriffsmoment an der Stelle X  des 
Freiträgers AG  in Folge einer dem Gesetze

=  u „  ( ijo  +  ij u )  —  2  u „  ij  =  2  —  (1  —  a )  j - J  [ c  —  f  ~ )

folgenden stetigen Belastung, so ist

Y - Mu\r -
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r 12 J  (i/S - f  (/?,) u„ dx
* li

lichung

> £ | ( - r £ )

In tegrirt man die Differentialgleichung

Jl  d' jV
2 </.r2

und bestimmt man die beiden Integrationskonstanten mit Ililfe der Bedingungen:

,• r d M  „a: =  0 muss liefern ——  =  0 
d x

x  =  7, „  „  M  =  0
so erhält man

Da nun h, ,  x -
!/° =  c +  -2 - f '  -JT

h. ,  x 2 
i n - e ~ . - f . - j 7

ist, so folgt

y.* +  y.* =  *.* -  V  y v  +  V‘1 'l
wo 2 =  2 (-* 4 “ f hi2

i-s2 =  2 c ( f ,  +  fu) — h« (7u — 7/.)
V  =  A2+ A 2.

Es ergiebt sich dann

/ ( y . 2 +  y..2) w. rfx =  Ä' f  2 (l +  «) -  ( {  +  «) +  ( |  +  «)

M ü l l e r - B r e s l a u ,  Graphische Statik. II. 1. 23



und für eine hei x  =  e gelegene Last 1:
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1 — a

w - m

k* =  4-,* (1  +  a) — -  k./ (l +  8a) +  'jjj- h*  (1 +  5a).

Drückt man e, f„ und fu durch f, hs und Im aus, so erhält mau

h l
30<*> +  £  (11 +  5 cc) • ^ ( 3  +  5a) +  § ( l  +  5«)

und gelangt schliesslich zu der Formel (für x > 0 ):

(7) X  =  Y, — f  {y, -  f  [ys +  ~  (y* -  Yä ~ j]

2(2 +  100 +  30*)

(7«)

Yi :

Yi

P
15(1 +  3a)

'  ' P
_  r>(l — a) (1 + 3 a )

Y s  ¡i

v -  15(1 +  0)
Y4 P.

9 (1 — as)
Ys = L5

ß =  L  (7 +  42« +  15 a») +  3 (1.+ -g) [+* (11 +  5 a) +  hdm (3 +  5 a)
‘1 / 'l

+  7n,2(l +  5 a)].
Für imser Zahlenbeispiel ist

f  — 13,775”*, 7, =  30’", l i , =  1,5m, 711 =  3,95”, a =  0,16; 
man findet ß =  7,12577 imd

X  =  1,032 -  £  {3.! 15 -  ±  [0.872 +  ( 2,142 -  1 , 2 3 1 •

Es ergeben sich daher die folgenden Ordinaten der X c-Linie und der Kämpfer
drucklinie:

e
X c </**) y t  =  c„ +  ijk —  12,82 ” +  yk

0.9 0.0198 6,23” 19,05
0.7 0.184 6,03 18,85
0.5 0,476 5,85 18,67
0,3 0,792 5,67 18.49
0.1 1,002 5,54 18,36

*) Nach der auf Seite 349 abgeleiteten Formel
X e  +  X

X c
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139. Die Form el fü r  X c, in  Folge e iner T em pera tu ränderung  lautet
i t l

2 / W  +  *.*) 'EF.Ii,-
deun es ist zu beachten, dass der Werth to „ = l  im Scheitel mit 1: EF,h,* 
multiplicirt werden muss. Man erhält

(8) X ,  =  2 t E t ^  F..

Zwischen h und ß besteht dio Beziehung

(9) .
U  90 (1 - f  cc)

Für unser Zahlenbeispiel (a =  0,16, f= 1 3 ,8 .  //,* =  2,25. f =  35°, sA' =  25, 
7 1«.^0 • 1 3 ^

F ,  =  120 qcm) crgiebt sich F  =  - ’ gQ  ̂ ■’ = 2 8 ,3  und

X d  —  16700 kg.
Dieser W erth darf natürlich nur mit der in Nr. 126 unter Vernachlässigung der 
Längenänderungen der Füllungsstäbe gefundenen Zahl X ct =  17000 kg verglichen 
werden.

140. Für den Sonderfall a =  1.0 erhält man nach einer einfachen 
Zwischenrechnung fü r eine Last P = l :

1 al(10) x,. =

(12) X e,A = X „ e  +  X a =  ■

Die Strecken z A und zd . welche dio x-A chse und die Kämpferdrücke JT, 
und A'j auf den Senkrechten durch A  und IS abschneiden, Fig. 341, sind durch 
die Gleichungen bestimmt

y    y  , y ____ n ^
4 ‘l

y  1 V I  V  , J ‘ nA<2.i =  1 • a — A i/i — A« =  , .4
und man findet daher

(13) ^ L  =  A  und .
! / k  b  i j k  u

Is t also dio Kämpferdrucklinie bekannt, so kann man die Schnittpunkte I<\ 
und Ft  der Kämpferdrücke K , und ICt mit den Senkrechten durch A  und IS 
wie folgt bestimmen. Man verbindet den Punkt C der Kämpferdrucklinie mit 
den Punkten J ,  und J t , in denen die x -A chse die Senkrechten durch A  und IS 
trifft durch Gerade und zieht O F t || C ./, und OF., jj C Jr  D ie s e s  e in f a c h e  G e
s e tz  i s t  n u r  a n  d ie  A n n a h m e  e in e s  k o n s ta n te n  W e r th e s  u a g e b u n d e n ; 
es i s t  a ls o  n i c h t  n o th w e n d ig ,  d a s s  d ie  M i t te l l in ie  d e s  B o g en s  p a r a 
b o lis c h  is t .

Liegt P  sehr nahe an A. so ist die Ermittlung des Punktes P , unbequem. 
Man bestimmt dann die Richtung von K x zweckmässiger durch Berechnung des 
Schnittpunktes Z , von A', mit der x-A chse. Man findet

23*
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(14) dA=  < äB =  - l> ± - .
'i T  « <i +  0

Die weiteren Entwicklungen setzen einen Parabelbogen voraus. Für diesen ist

(15) c = { ~ ,
•J

ferner nach Gleich. 5

. _  i i  I f
k- l 3

und nach Gleich. 6

K = i l f t  +  i V (8 w + 4 h'hk+ 3 ;,*s)-

-->K-------- — ---------- b------------------------- >1

Fig. 341.

Führt man die Strecken
a =  /, — e und 5 =  /, - c 

ein, so lindet man schliesslich

w 15
(10) "32" ~ fT ^  1

wo ^  !

(1. - v — 7  7  S 8  ä.* - M  ZU* -HMte
1 16 f*

Für yk erhält man den konstanten "Werth

(IS) !/>■■= p —lü v



Beim Parabelbogen ist also für a — 1 die Kam pferd rucklinie eine wagerechto 
Gerade.

Der Horizontalsehub in Folge einer Temperaturänderung ist (nach Gleich. 8 
mit dem oben für k'2 angegebenen AVerthe)

Fachwerkbogen mit eingespannteu Kämpfern. 357

wofür man auch rund

(19) Xcl =  6 tE tF . ~  v

setzen darf.
Für.unser Zahlenbeispiel ergiebt sich mit a = l

v =  0.92. c =  4,59 c„ — 1 1 . 1 6 yk■. =  7.99m, — 19.15”*

ferner für

a : l X a x b Xc

=  0,1 0,075 0,007 0,034
0,3 0.675 0,061 0.244
0,5 1,875 0.156 0.528
0,7 3,675 0,282 0.77S
0.9 6,075 0.425 0.920

X c  — 6 • 25 • 35 • 120 ■ 0,92 =  6850 kg.1 ü«0
Die AArerthe c, e„, Xa und Xct weichen von den früher gewonnenen er

heblich ab, während die von den senkrechten Lasten herrühronden, auf Tafel 6, 
Fig. 342, dargestellten Kämpferdrücke mit den früher ermittelten befriedigend 
übereinstimmen. Diese Ucbereinstimmung herrscht aber nur bezüglich der 
Grösse dieser Kräfte, die Unterschiede der Lagen sind so wesentliche, dass 
die Annahme a =  1,0 höchstens für eine ganz rohe Ueberschlagrechnung brauch
bar ist. Ein gutes Bild von der Zulässigkeit der verschiedenen Näherungsver
fahren liefert die folgende Untersuchung.

141. Vergleichung der auf verschiedenen. Wegen gefundenen Werthe
mittOio und Ux- Die nächstfolgende Tabelle enthält die Ordinaten der Einfluss
linie für das Moment M° bezogen auf den oberen Knotenpunkt 0 und zwar:

I nach dem im ersten Theile unseres Zahlenbeispiels durchgeführten 

Verfahren (ic — y r ) '

II auf Grund der im zweiten Theile durchgeführten genaueren, die Längen
änderungen säinmtlicher Stäbe berücksichtigenden Untersuchung*)

III auf Grund der für a =  0,16 berechneten AVerthe Ah, Afr. Ar,
IV auf Grand der Annahme a =  l.

*) Die Ordinaten sind für eine links vom Scheitel gelegene Last P — 1 
mittels der Formel M% =  Xa +  AV, +  X (c„  — y«) — P xa  berechnet worden. 
Liegt P  rechts vom Scheitel, so wird X i  negativ und das Glied P xa  fällt fort.
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A/+ Linie.

Last 1 
in

l
1
3
5
7
9
9’
7'
5'
3'
1'

III

■ 2,470
■ 5,590
• 6,105
• 4,473
■ 1,705

+  0,755 
+  1,887 
+  1.635. 
+  0.S301 
+  0.150:

—  2 . 4 1 3
—  5 ,5 6 1
—  6,021
— 4,333
—  1 .7 2 1

+  0,559 
+  1,727; 
+  1,656 
+  0,919 
+  0.244

• 2,7S9
■ 5,905 
■6,178 
- 4,279
■ 1.466

IV

+  0,874 
+  1,844 
+  1,562! 
: +  0,7371 
i+ 0 ,1 8 9

- 2.470 
■4,736
■ 4,638
• 3,256
• 1.542
■ 0.042

0.824 
1.002 

+  0.604 + 0,110
Summe 20,343 +  5,257 — 20 ,052 |+  5,105 — 20,617 +  5,203! 16,684 +  2,540

X u  =  17,0' |[ 13,3« || 16,7' I 6,8'
c„ — y j  12.99 — 3,95 I 8,77’" 8,87’" 7.21’

|| = 9 ,0 4 ’"
Die ständige Belastung eines Knotenpunktes beträgt 15', die bewegliche ebenfalls 
15'. Da nun . 0o

77, =  J Ü E Ü L  =  M o =  0,35 J f.
h0 3,95

ist, so ergiebt sich der Einfluss der Belastung:
I  „„-„er, =  0,35 [— 20,343 • 30 +  5,257 ■ 15] =  — 1S6'

II  „„„77, =  0,35 [— 20,052 • 30 +  5.105 • 15] =  — 183'
II I  „„„77, =  0,35 [— 20,617 • 30 +  5.203 • 15] =  — 189'
IV ,„,■„ 77, =  0,35 [— 16,684 • 30 +  2,540 • 15] =  — 163'

und der Einfluss der Tempcraturänderuug
I Ui =  +  0,35 -17 ,0-9 ,04  =  ± 5 4 '

II Ut =  +  0,35 -13,3 -8,77 =  +  41 '
’ 111 Ui =  +  0,35 -16,7 -8.87 = ± 5 2 '

IV Ui =  +  0,35- 6,8 • 7.21 = ± 1 7 ' .
Im  ganzen entsteht also

im Falle I 11 III IV
„„•„77, =  — 240' — 224' — 241' — 180'.

F ü r die Spannkraft „,i„O10 erhält man mittels der in der Tabelle angegebenen 
Ordinaten der Einflusslinie (wegen cos ß,„ =  1.0)

0 10 - Linie.

Last in I II 111 IV

1 +  0.02 +  0,05 +  0.01 +  0,04
3 +  0,09 +  0,15 +  0.08 +  0,17
5 +  0.08 +  0,14 : +  0.04 +  0,10
7 — 0.27 — 0.28 — 0,35 — 0.46
9 — 1.30 - 1 ,3 7 — 1,42 — 1,70

Summe +  0,19 — 1,57 +  0,34 — 1,65 i +  0,13 — 1,77 +  0,31 — 2.16

X ct 17.0' 13.3' 16,7' 6,8 '
2,01 2.28 2.18 3.84

I' 10 1,5 1,5 1,5 1,5
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in Folge der Belastung

I  ,m-„O10 =  2 [— 1,57 - SO H- 0,19 -15] =  — 88,5'
I I  „„-„0,0 =  2 [— 1,65 • 30 +  0,34 ■ 15] =  — 88,8'

II I  m.nOio =  2 [— 1,77 • 30 +  0,13 • 15] =  — 102,3'
IV  „,,„0,0 =  2 [— 2,16 • 30 - f  0,31 • 15] =  120,3'

und in Folge einer Temperaturiinderung

Es ergiebt sich also im ganzen 
im Falle I

=  — 111' -
II 

— 109'
II I  IV

— 127' — 138'.
Die Uebereinstimmung der nach 1 und I I I  berechneten AVerthe m it den 

nach I I  (d. i. unter Berücksichtigung der Längenänderungen sämmtlichor Stäbe) 
gefundenen kann als befriedigend bezeichnet werden, denn man darf nicht ausser- 
acht lassen, dass der ohnehin auf einer ziemlich rohen Schätzung beruhende 
Einfluss der Temperaturänderung eine grosse Rollo spielt. Dagegen müssen die 
Abweichungen der Ergebnisse II  und IV als zu gross bezeichnet werden, so dass 
die Annahme a =  1 nicht zu empfehlen is t

Schliesslich werde noch hervorgehoben, dass sich der Bogen m it einge
spannten Kämpfern nur bei verhältnissmässig grösser Pfeilhöhe zur Ausführung 
empfiehlt, weil geringe Pfeilhöhen stets beträchtliche Spannungen durch Tempe- 
raturiinderungen im Gefolge haben.

Durchgehender Balken mit drei Stützpunkten.

142. Die E in flu sslin ie  fü r  den  W id e rs ta n d  C d e r M itte ls tü tze ,
mit deren Aufzeichnung die Untersuchung des Trägers zweckmässig be
gonnen wird, erhält man nach No. 56, Seite 141, indem man für den 
Zustand C —  —  1 die Biegungslinie der zur Aufnahme der Lasten be
stimmten Gurtung zeichnet und ihre Ordinaten (vj) durch die demselben 
Zustande entsprechende Senkung (c) des Stützpunktes C, welcher auch 
der anderen, unbelasteten Gurtung angehören kann, dividirt. In Fig. 343  
ist die fragliche Biegungslinie als Seilpolygon von Gewichten w  aufge
fasst worden. Dreieck Ä B 'C '  stellt die Momentenfläche des mit 
C —  —  1 belasteten einfachen Balkens vor; sei das Moment an der 
Stelle m. Dann ergiebt sich mit der stets zulässigen Vernachlässigung

V s
der Formänderungen der Füllungsstäbe: ir„, =  2 , wofür hei kon-

stantem E

§ 12.

y  * ^
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gesetzt werden m öge, unter Fc eine beliebige Querseknittsfläche. ver
standen. Diese Abänderung der w ist auf das Ergebniss

Fig. 343.
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welches nur von dem Yerhältniss i j : c abhängig ist, ohne Einfluss und 
aus demselben Grunde leuchtet ein, dass sowohl die Höhe des Momenten- 
dreiecks A B C  als auch die Polweite des Seilzuges willkürlich ge
wühlt werden dürfen. Aus der C-Linie lassen sich nun mit Leichtig
keit alle übrigen Einflusslinien ableiten.

Anmerkung. Die Gewichte w erscheinen in derselben Form wie beim 
Zweigelenkbogen, § 7; die früher für gewisse Arten des Faehwerks gezeigten 
Umformungen der w lassen sich natürlich auch hier verwerthen. Es empfiehlt 
•sich in der Regel, Fc : Fm =  1 anzunehmen. Für Parallelträger mit gleichlangen 
Feldern setze man w,„ =  //.„•

Noch sei hervorgehoben, dass wir es in Fig. 343c, des kleinen Maassstabes 
wegen rinterliessen, den Seilzug durch ein einbeschriebenes Polygon, dessen Ecken 
den Querträgern entsprechen, zu ersetzen.

143. D ie  E in flu ssfläch e für d en  W id ersta n d  A d er lin k e n  
S tü tze  (Fig. 3 4 3 dJ wird als Unterschied des Dreiecks B 'J A " ,  dessen 
Seite B " J  durch 0 "  geht, und der C -Fläche erhalten; ihr Multipli

kator ist p. =  — , wo v =  A" J. Wäre nämlich der Balken nur in A 
v

und B  gestutzt, so bestände die vi-Fläche aus einem Dreiecke Ä ’JB "  
von der Höhe Ä ' J  =  1, und von diesem Dreieck muss nun der Ein
fluss von C so in Abzug gebracht werden, dass einer im Stützpunkte C 
angreifenden Last die Ordinate A =  0 entspricht. Der Multiplikator

ist erforderlich, weil A" J  =  v ist, statt A " J —  1.
v

■ 144. D ie  ¿ /„ -F lä c h e  (Fig. 3 4 3e) erhält man, indem man auf 
der Geraden B "  C"  senkrecht unter m den Punkt m"  bestimmt und 
die Gerade A ”m "  zieht. Wäre A " J  —  x m, so wäre das Dreieck 
A ”m" B"  die il/,„-Fläche des einfachen Balkens A B  und Dreieck A ”m " C "  
die ¿/„-Fläche des einfachen Balkens A C .  D u Ä  J — v ist, muss der 
Multiplikator ¡J. =  x,„ : v eingeführt werden. Zu demselben Ergebniss 
führt die Ueberlegung, dass rechts von m  gelegene Lasten das Moment 
¿/„ =  A x m hervorrufen, weshalb sich rechts von m  die ¿/„-Fläche von 
der A - Fläche nur durch den Multiplikator unterscheidet. Durch die 
Momente ¿/„, sind die Gurtkräfte gegeben.

145. D ie  Z )-F läch e in Figur 34 3f ergiebt sich aus ähnlichen 
Ueberlegungen wie sie in No. 143 und 144 angestellt worden sind. 
Der auf die A"B"  als Nullachse bezogene Linienzug A  L 1L SB  lässt 
sich als die D -Linie des einfachen Balkens A B  auffassen, und der 
auf die Nullachse Ä '  C" bezogene Linienzug A " L 1L,,C  als D -L in ie  
des einfachen Balkens A C .  Die Geraden A  L j und B  L 2 müssen 
sich daher senkrecht unter dem Schnittpunkte i der Gurtstäbe 0  und Jj
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treffen, und die Punkte N lt  iV2 in denen L l L 2 von den Geraden A 'B" 
und A" C" geschnitten wird, müssen senkrecht unter den Belastungs
scheiden E l und E2 liegen, welche man erhält, wenn man D  als 
Füllungsstab eines einfachen Balkens A C , oder eines einfachen Balkens 
A D  ansieht. Damit ist der Punkt L , auf dreifache Weise bestimmt. 
Treten nur rechts von r  Lasten auf, so greift links von dem durch 
die Stäbe 0 , D, U geführten Schnitt nur die äussere Kraft A  an und 
die Momentengleichung in Bezug auf Punkt i  lautet:

D r t —  ÄX{ =  0;

X;
sie liefert: D — —  A  -~' und führt zu den in der Figur 343 f ange-

gebenen Vorzeichen der D-Fläche. Auch lehrt sie, dass der Multiplikator

D au. : •'C.

V )'i v

ist, wo Da der absolute Werth der durch A  —  1 im fraglichen Fül
lungsstabe erzeugten Spannkraft bedeutet.

Eine vierte, besonders einfache Bestimmungsweise des Punktes L 1 
ergiebt sich schliesslich aus dem früher bewiesenen Gesetze, dass die 
Strecke L i H  im Falle ¡J. =  1  gleich der durch Zerlegung von P —  1 

nach den Kiehtungen von U  und D  gewonnenen Seitenkraft [Z>] sein 
m uss*), bei Auftreten eines Multiplikators [J. also gleich der Seiten

kraft einer Last. (Fig- 3 4 3 B).

146. D ie  E in flu ssfläch e fü r d ie  Q u erk raft Q im Felde F1 F,,
zeigt Fig. 344; ihre Aufzeich
nung empfiehlt sich bei Unter
suchung von Parallelträgern; 
da hier die Spannkräfte in den 
Füllungsstäben durch die Quer
kräfte Q bestimmt sind. Nach 
Eintragung der Geraden B " J  
wird A " L 1 l/B ''L i  gezogen. 
Der Multiplikator ist =  1 : v. 
Der Beweis wird wie in No. 145 
geführt.

Oi fla c /ie

Fig. 344.

Den Kräftemaassstab wird man in Figur 343 und 344 zweckmässig so 
wählen, dass die Lasteinheit durch eine Strecke von der Länge v dargestellt

*) Vergl. Band 1, Seite 240, Fig. 226. Bei obenliegender Fahrbahn erfolgt 
die Zerlegung nach den Kiehtungen 0  und D.
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wird. Dann wird der Multiplikator der A  - Fläche und Q -Fläche = 1 .  der M,„- 
Fläche =  x m und der D -Fläche —  Da -

147. Gehört der Stützpunkt C nicht der belasteten Gurtung an, 
so is t  C' kein Punkt der dem Seilznge A "C "B "  einbeschriebenen C- 
Linie. Die Gerade B " J  geht aber nach wie
vor durch den Punkt C", und c bedeutet auch 
hier den Abstand des Punktes C" von der 
Schlusslinie Vergl. Pig. 345, welche
einen Theil der M-Flüche darstellt.

148. D er E in flu ss e in er  T em p eratu r
än d eru n g  auf den Stützenwiderstand C ist 
ganz allgemein:

"  Fig. 345.

wo bcl und hcc die Senkungen bedeuten, welche der Knotenpunkt C 
des einfachen Balkens A ß  in Folge einer Erwärmung bezieh, in Folge 
der Belastung C —  —  1 erfährt. Wird eine gleichmässige Erhöhung 
der Aufstellungstemperatur vorausgesetzt und der Abstand des Punktes C 
von der Wagerechten A B  mit e bezeichnet, so ergiebt sich bc, —  s te- 
Für 5C<, ist der Werth

,  _ . .  1 ... h h
C 77  TA " f l  A  7 4■0 4 e J/n Gl | G 1

einzuführen, unter ivP die Polweite des Seilzuges A" C"B" verstanden. 
Es muss nämlich die Ordinate c des für den Zustand C =  —  1 ge
zeichneten Seilpolygons multiplicirt werden: mit 1 : E F C, weil die EF„- 
fachen-Gewichte io benutzt worden sind, mit wP, weil die Polweite nicht

l ih  
h  +  2̂

_ h k _ _  
h +  k

statt =  ijn ist. Infolgedessen ergiebt sich der Stützenwiderstand
z E F ceyH(lt + l 2)

=  1 gewählt worden ist und mit - : ¡/„, weil die Höhe des

Momentendreiecks A 'C  B ' für den Zustand C — — 1 gleich

(1) t ,
c/j/g w P

dessen Einfluss auf die Stabkräfte am besten mit Hilfe eines Cremo- 
na'schen Kräfteplanes untersucht wird. In der vorstehenden Formel 
ist tvP als Zahl aufzufassen, welche mit dem Maassstabe gemessen wird,

US
nach welchem die Zahlen w —  —j -  aufgetragen worden sind. Die

Strecken e, ij„, ll t  l2, c messe man mit dem Längenmaassstabe der 
Zeichnung.



36-1 Zweiter Abschnitt. — § 12.

ln  der Regel wird beim durchgehenden Balken der Einiluss einer 
Temperaturänderung gar nicht berücksichtigt und für unwesentlich 
erachtet. Dies letztere trifft aber nur bei gleichförmiger Erwärmung 
zu, und es möge daher noch der wichtige Fall betrachtet werden, dass 
die obere Gurtung in Folge Sonnenbestrahlung eine um Ai höhere Tem
peratur annimmt als die untere. Man rechnet dann genügend genau, 
wenn man den Füllungsstäben und dev unteren Gurtung den Werth 
t =  0 zuschreibt und die Längenänderungen der Obergurtstäbe (zu
nächst für s =  1) nach der Formel As =  sA£ bestimmt. Nun er-

As sA t
m ittle man die Gewichte u\ = -----------—  — -------- der unteren Knoten-

r  r
punkte, verbinde dieselben durch ein Seilpolygon (Polweite =  ivn)  und 
messe unter C die Ordinate c, (Fig. 3 1 8 e). Man findet dann 5C, = — s tr,Pc,

(2) C, =  —  iE F ' c<V»(h ± . h )  A t 
c l ,l2 w,,

w,p ist eine Zahl, welche mit dem Maassstabe gemessen werden muss, 
nach welchem die Zahlen ?<;, aufgetragen worden sind.*) Ist die obere 
Gurtung um A t kälter als die untere, so entsteht ein positives C,.

Es möge noch für die in Fig. 346 dargestellte Trägerform eine Näherungs- 
formel für Ct aufgestcllt werden. Dazu gehen wir von dem Ausdrucke

'S S 'tts(3) Cf.
V C' i ? _

EF
aus, wo S' die durch die Belastung C =  — 1 in den Stäben des einfachen Bal
kens A B  hervorgerufenen Spannkräfte bedeuten. Wir berücksichtigen nur die 
Längenänderungen der Gurtstäbe, und erhalten für diese Stäbe die Wcrthe

I  X
S ' — er:— f  y ;■■■■■ (linke Seitenöffnung)

('i ~r '•.*) >l 
l x

S' — + -  ~ —— (rechte Seitenöffnung).
(‘i ~r •1

Die oberen Yorzeielien gelten für die obere, die unteren für die untere Gurtung. 
Es ergiebt sich also, bei unendlich kleiner Feldweite

h h
S "V  O ' ‘2

*■ E F (/, +  lty  L s J h-E F  1 1 J h-EF  J
O 0

ler Form

~ b  =  E F J , / ( l 1 +  L y  ß 1“ ^ }

Diesen Ausdruck schreiben wir in der Form 

ISS'2

*) In der Regel empfiehlt es sich, für die verhältnissmässig grossen Ge
wichte «•( einen anderen Maassstab zu wählen wie für die Gewichte w.
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wo Fs und h, die "Werthe von F  und h über der Mittelstiitzo bcdouten, wilhrond

ist. Die Querschnittsinhalte F  mögen sich mit x  so ändern, dass u eine lineare 
Funktion ist, welche an den Trägerenden die "Werthe a, bozw. annimmt.*) 
Dann ist

und man erhält
S'*s

V i g .  3 4 0 .

*i%*l'.(3 +  «,) +  /,(  3H -as)|
E F  6 E F .h.'iU  +  h f

"Weiter ergiebt sich, für die um M  erwärmte obere Gurtung

'S.S'z&ts -
‘i 'j

£Öi f  f  x d x  , , f  xdx~\
i r + i w j  h u J*

Da nun

1 L
fi

i
ln

Ä»

h.

so gelangt man schliesslich zu der Formel

« Cr- ( i z E F .M h.Oi +  1,1 h  V j  * ’  G  V j

G G G (3 - f  v.j G (3 4* **)

wo (mit den abkürzenden Bezeichnungen =  t, und =  t,)
« i

(S.*

(6)

. _  m /  in i,  \
v  ; -, F

* = - F ,-j i .j i '

/•V A.*
> »  Aj*1

F.h*s
I W

*) Es ist dies dieselbe einfache Annahme, die in No, i tü  bei der Berechnusg
des Bogens mit eingespannten Kämpfern gemacht wurde.



Das Biegungsmoment, welches C< über der Mittelstütze erzeugt, ist

* — a > ; + V
es ru ft in der oberen oder unteren Gurtung die Spannkraft 

und die Spannung
, M  

5 = +  , r .
t l  s  I 1 tt

hervor. Man erhält also über der Stütze die Beanspruchung

/-■,   L p .FA, h 'kl ~(~ h '-k-i
-  - ' M 8 +  «,) +  /, (3 + « ,» ..........

Der Stützen widerstand ist, absolut genommen.

(8) C' =  ' F a M h ± R .
l l l i

Is t 7, =  l, —  7. <J», =  a, == a., —  a
so ergiebt sieh

(9) 0 =  6 « ^ - - - ^ -

3 6 6  Zweiter Abschnitt. — § 12.

(10) C, =  2 a F s }j -  

rf 2 3 4 5 6 7 8 9  10
Für 

erhält man
0  =  0,500 0,614 0,676 0,717 0.747 0.770 0,788 0,803 0,816 0,830 

F ür 7t, =  0 also fü r t  =  co wird =  1 .
Es sei z. D. 75 =  72 =  30"', 7i» =  4 ,5 " \ 7z, =  7is =  2,25'", also h, : 7z, =  2

und ^  =  0,614; ferner F ,  =  100 qcm und F, =  300 qcm, mithin a =  3 • 22 =  12.
Dann ergiebt sich fü r Ai =  20° und fü r Flusseisen

a =  6 • 25 • 20 =  rd. .120 kg/qcmO ~p 12
ferner

C, =  — 2 • 120 • 300 4 '^  =  — 10 800 kg.uU

Die vorstehenden Formeln gelten auch fü r den Fall einer geneigten oberen 
Gurtung, weil sec ,1 so wenig von 1 abweicht, dass man A t sec ß konstant an-' 
nehmen darf.

W ir erinnern w ieder daran, dass der vorstellenden Bechnung die ungünstige 
Voraussetzung starrer Füllungsstäbe zu Grunde liegt. D afür ist der durch 
Formel (1) gegebene Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung vernachlässigt 
worden. Will mau nach Berechnung sämmtlicher Stabquerschnitte Ct genauer 
bestimmen (was immer zu empfehlen ist) so benutze man die Formel (1). Dass 
dies nicht ganz überflüssig ist, haben wir in dem im § 11 durchgeführten Zahlen
beispiele gesehen.

149. Bei der Drehbrücke „Neuhof" über den Reiherstieg bei Hamburg- 
Neuhof hat die Maschinenbaugesellschaft Nürnberg die in der Figur 347 darge



Durchgehender Balken mit drei Stützpunkten. 3 6 7

stellte eigenartige Anordnung der Füllungstäbe gewählt. Es mögen die Formeln 
fü r die Gewichte w  mit Berücksichtigung der Längenänderungen der Füllungs
stäbe aufgestellt werden. Zu beachten ist zunächst, dass im Belastungsfalle 
C =  — 1 Sämmtliche Vertikalen spannungslos sind, dass also die Gewichte ic,„ und

wk der dem gewöhnlichen Strebensystem angehörigen Knotenpunkte m und k  
nach den auf Seite 105 abgeleiten Formeln

_ — Ao,„ sec ¡3,,, +  A fl,,, sec <?,„ +  Arf,11+i sec <p,„+ i

U't : -f- A tu- — A dtt sec tph — A dt+t sec 9*+i
hi

zu berechnen sind.

Um u’a fü r den Knotenpunkt a zu linden, berechne man fü r den in Hg. 348 
dargestellten Belastungsfall die Stabkräfte p.; man findet

sec ß
fü r den Stab o den W erth ¡x:

.. d : +

ha
sec 9 

ha ‘ 
cotg 9"

.. d" ..

.. d' ..

 t
X' sin 9"

1 . cotg 9" \
M- sec 9
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und hierauf, mittels der auf Seite 105 abgeleiteten Formel
w  —  — (X A s,

_  — A o  sec ¡1 +  A il sec 9  -f- A cl' sec 9 '  .. cotg 9 "
ha ' 1'

(A d' sec 9 ' — A d" sec 9 " — A1 1 ).

In  derselben W eise werden die Gewichte wa und iv, berechnet.
Nun bestimmt man fü r den in Fig. 349 angegebenen Belastungszustand

cotg 9 '
für den Stab u  ' den W erth ¡x =  —j-

•1 11 11 »*" 11 11 P- =  +

X
cotg 9 "

r ~
cotg 9 '

., „ „ d ’ „ „ ¡x = --------— -sec 9 '

cotg 9 " '
11 11 u d  „ .. [x — sec 9

... (  , cotg 9 ' cotg 9 " ' \
1, 1, „ d  ------------- fb— j s e c 9

und findet schliesslich
cotg 9 ' , „ cotg 9 " '

u 'b  =  — (Au  Ad sec 9  — Ad  sec 9  ) -)-----------—

(A u "  — Ad" sec 9 " — A d " ‘ sec 9 ”'). 
ln  derselben Weise berechnet mau w c, u y  und w g .

Die vorstehende Entwicklung zeigt, dass die Berechnung der Gewichte w  
für Ausuahmefälle nicht die geringsten Schwierigkeiten bereitet. Man denke 
aber auch daran, dass fü r solche Fälle noch das sehr allgemeine W i l l i o t s c h e  
Verfahren zur Verfügung steht. Im vorliegenden Falle giebt der Yerfasser 
allerdings der Verwendung der Gewichte w  den Vorzug, weil nach Berechnung 
der fü r beide Verfahren erforderlichen Längenänderungen Ao, Am und Ad  die 
Ausrechnung der W erthe w  so wenig Zeit in Anspruch nimmt, dass die grössere 
Einfachheit und Genauigkeit der Seillinie, gegenüber dem zeichnerisch viel um
ständlicheren und mit grösseren Fehlern behafteten Verfahren von W i l l i o t ,  die 
geringe rechnerische Mehrarbeit wieder ausgleicht. Auch lassen sich die Seil
linien stets schnell durch Rechnung bestimmen.

§ 13.

Durchgehender Balken mit vier Stutzpunkten.

150. D ie  W id erstän d e d er E n d stü tzen . Als statisch nicht be
stimmbare Grössen führen wir die Widerstände X a =  A  und X b =  B 
der Endstützen ein, weisen den Angriffspunkten derselben die Ordnungs
ziffern n und l) zu und erhalten m it den auf Seite 146 erklärten all
gemeinen Bezeichnungen:

| 50 =  P„,5,„0 —  A K a  —  B b ab +  bat 

| t>b= P mhmi —  A h ba —  B h bt +  hb
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wo 5„, ( \  die lothrechten Verschiebungen sind, welche die Punkte a und 
b in Folge der Nachgiebigkeit der Widerlager gegen die durch die beiden 
mittleren Stützpunkte bestimmte Gerade erfahren; sie werden in der 
Regel gleich Null gesetzt.

Das statisch bestimmte Hauptsystem (Zustand -4 =  0, B —  0) ist 
ein Balken mit über die Stützen C /, C2' ragenden Enden; seine 
Biegungslinien, gezeichnet für die Zustände A  =  —  1, B —  —  1, liefern 
die Verschiebungen 5„,„, 5„„, c\„, 8,„6, ha l, hbl.

JP -„

Die Momentenfläche des Zustandes A  —  —  1 besteht aus einem 
Dreieck I  (Fig. 350b) von der Höhe — ll t  mit dessen Hilfe die tc- 
Kräfte genau so berechnet werden, wie im vorigen Paragraphen. Bei
spielsweise ist bei Vernachlässigung der Formänderungen der Füllungs

stäbe das Gewicht des Knotens k: tck’ =  —  a 1 - -= f-• Die Gewichte
rk

w sind negativ; es entspricht ihnen also ein nach oben gebrochener 
Seilzug I* ), dessen rechte Endseite als Biegungslinie des spannungslosen 
Trägertheiles C2' B' —  der nur eine Drehung aber keine Formver

*) In  Fig. 350 zeichneten wir der Einfachheit wegen Seilkurven. Auch 
haben w ir die Höhen der Momentendreiecke in kleinerem Maassstabe aufgetragen. 

M ü l l e r - B r e s l a u ,  Graphische Statik. IL 1. 24

Fig. 350.
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änderung erfährt —  aufzufassen ist. Nach Eintragung der durch die 
Stützpunkte C i C i  bestimmten Schlusslinie ergiebt sich die in Fig. 321°  
scliraffirto Fläche als Biegungslinie für den Zustand A  —  —  1; sie 
liefert die Verschiebungen 5„,„, 5„0, 5ia.

Ganz in derselben Weise wird die Biegungsfläche für den Zustand 
B  =  — 1 erhalten und damit 566, 5,,,*,, gewonnen (wobei die
Zeichenprobe hah —  hba zu beachten ist), so dass jetzt alle Werthe ge
geben sind, durch welche der Einfluss einer Last P„, bestimmt ist. 
Dieser ergiebt sich aus den Gleichungen

I 0 —  P„,5,„„ —  Ab„a —  Bb„h 
( >  1 0 =  Pmhmi —  A hba —  B b „

und zwar erhält man A  und B  als lineare Funktionen der Veränder
lichen 5,„„, 5,,.,,. Beispielsweise wird

(3) A  =  K ah,„a +  K bh,„b

wo K„ und K h feste, von der Lage der Last P  unabhängige Werthe 
sind, und dafür darf man auch schreiben: A  — K a -j- K 'b mb) wo K '  
einen neuen Festwerth bedeutet. Da nun nach diesem Gesetze A  pro
portional der um K 'h mb vermehrten Ordinate 5,„a ist , da ferner einer
im Stützpunkte C\ oder C, angreifenden Last P  der Wrerth yl —  0 ent
spricht, und da endlich die im Stützpunkte A  wirksame Last P  den
Gegendruck A —  P  hervorruft, so ergiebt sich die folgende einfache 
Darstellungsweise der M-Fläche (Fig. 350f).

f r  y .
n 1/ S i*

Man zeichne den Seilzug I I  der Gewichte tv =  — -A m it be-
r* F

f 1J S i  c
liebiger Polweite und führe hierauf das die Gewichte w —  ~ ~ —

r  F
verbindende Seilpolygon I  durch die Punkte 1, 2 und 3, in denen das 
Polygon I I  die Senkrechten durch die Stützen Cl , C'2, B  schneidet. Die 
yoii beiden Seilzügen eingeschlossene Fläche ist die gesuchte A - Fläche. 
Mit den aus Fig. 3 5 0 f ersichtlichen Bezeichnungen v) und v erhält man:

(4) A = ^ - - P
v

und, wenn die Lasteinheit P  durch eine Strecke von der Länge v dar
gestellt wird, was hier vorausgesetzt werden möge, A  =  'q.

Das Seilpotygon I  lässt sich sehr schnell zeichnen, weil die rechte 
äusserste Seite durch die Punkte 2 und 3 festgelegt ist. Bringt mau 
diese Seite m it der Mittelkraft der zwischen den Stützpunkten Cx und C2 
liegenden Gewichte w  zum Schnitt, so bestimmt dieser Schnittpunkt 
und der Punkt 1 die Lage der durch 1 gehenden Seite des Polygons 1■



151. T em p era tu rän d eru n gen . Um noch die wichtige Aufgabe 
des Einflusses der ungleichen Erwärmung der beiden Gurtungen zu 
lösen, zeichnen wir das Seilpolygon {I I I )  (Fig. 350) der Gewichte 

sA i
wt —  — — , wo s die Stablängen der um A t stärker erwärmten Gurtung 

bedeuten, bestimmen die Strecken 5„, und 5,,, und lösen die Gleichungen

-J- B thab =  e5„tU-m 
-f- Bih,,b =  zhbtwIn,

wo ivUI die Polweite des Seilpolygons I I I  bedeutet) Die Multiplikation
mit dem Ausdehnungskoefficienten s ist erforderlich, weil w, nicht gleich
A.s ssA t sA t

 = ---------  sondern == gesetzt worden ist.
r  r  r

Man erhält

Durchgeliender Balken mit vier Stützpunkten. 3 7 p

5 —  8io 5„t
•—  £ 10 m

S„a S  »* ■—  8i a 6oi

8*,-
* S&a
V (lt

= .  S W  m

§ 1,1, j^l
8;.o 8oi, l

8„n 8*6 j

Bestimmt man nun mittels der durch die Punkte 1 und 2 der Seil
polygone I  und I I  gelegten Geraden die Strecken v}aa, und rlba —  ribb, 
Fig. 351, so findet man, da ja I  und I I  in einem gewissen, hier gleich
gültigen Maassstabe die Biegungslinien für die Belastungszustände 
A —  —  1 und D —  —  1 vorstellen,

'j&rt und
8( fit.« 8 bb "^¡na ]̂bb

Da nun weiter
Wi[-v\bb

Obb = E F C

ist, wo icji die Polweite des Seilpolygons bedeutet, so erhält man schliess
lich den einfachen Ausdruck

24*
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Bi =  s E K ^ il
Wü  ( /i<«f. fl ab)

und auf dieselbe Weise findet man

, p P  wm  Sti'fioi,A, —  zMj1<c - ---------   — — •
WI fljivfl. io floi.)

wJt ivn, Wm sind Zahlen, welche mit dem Maassstabe gemessen werden, 
in welchem die entsprechenden Gewichte w , xd', w, aufgetragen worden 
sind.

152. U n ter su ch u n g  e in er S e iten öffn u n g . Aus der Einflusslinie 
für A , welche zweckmässig auf eine wagerechte Nulllinie (JC i C., D '

in Fig. 352) bezogen wird, lassen sich nun alle zur Berechnung der 
ersten Oeffnung erforderlichen Einflussflächen auf dieselbe Weise ab
leiten wie dies im § 12 für den Träger mit drei Stützen geschehen

J D  • f l i i c h e /

Fig. 352.
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ist. Die Figuren 3 5 2 biC>d sind ohne weiteres verständlich, wenn be
achtet wird, dass der Einfluss der rechts vom Selmitto It gelegenen 
Lasten auf das Moment Mm, die Querkraft Q,„.M und die Spannkraft 1) 
proportional dem Stützenwiderstande A ist, weil dann links von LI nur 
die äussere Kraft A  angreift, und dass alle Einilussfliichon in die einem 
einfachen Balken A C l entsprechenden übergehen müssen, sobald die 
gebrochene A -Linie durch die Gerade A" C "  (d. i. dio A - Linie des 
einfachen Balkens A C ^  ersetzt wird.

Um die Mm-Fläche zu erhalten, bestimme man in" senkrecht unter 
in und ziehe die Gerade Ä 'm " . Multiplikator =

Die Q-Fläclie für das (in -f- l ) t0 Feld entsteht nach Ziehen 
der wagerechten Geraden A" L t durch Eintragung der Geraden L2 Lt . 
Multiplikator =  1.

Der Punkt L x der J)-Fläche ist in Fig. 352d auf vierfache Woise 
bestimmt worden, nämlich mittels der Bedingung, dass der Schnitt
punkt i" von L l A" und B  " J  senkrecht unter dem Treffpunkte i  der 
Gurtstäbe 0  und U liegen muss, sodann mit Hilfe der den einfachen 
Balken A C t , A C 2, A B  entsprechenden Nullpunkte Ar, ,  iV2, A3.*) 
Das einfachste aber ist, die Strecke H L l mit Hilfe von [D] ,  vergl. 
Fig. 343 f  u. g , zu ermitteln.

In Fig. 3 5 0 e wurde noch mittels der A - Linie die Einflussfläche 
für das Moment Mci (Stützenmoment), welches wir in der Folge kürzer 
mit M i bezeichnen wollen, bestimmt; der Multiplikator ist —  lt ; und 
in derselben Weise Hesse sich m it Hilfe der B-Linie die Einflussfläche 
für das Stützenmoment Mc., =  M]t herleiten.

Zwischen den Momenten M i und Mrl besteht eine für die folgen
den Untersuchungen wichtige Beziehung. Bringt man nämlich nur eine 
rechts von C., und im Abstande % von C.2 angreifende Last auf (Fig. 353),

so entspricht dieser nach Fig. 350® der Werth hm„ =  und die erste
'3

der Gleich. (1) geht (wegen b,lh == 86a) mit —  0, —  0 über in:

0 =  Bhba — A h „ . —  B ht „i
'3

sie lässt sich mit Hilfe der Gleichungen

A l1 —  M t und B lz —  B q  —  M,r 

umformen in M n  __ h
~m 7 ~ ~ ~  h  '&».

und führt zu dem wichtigen Gesetze:

*) Die Hilfslinien wurden in Fig. 35‘2 fortgelassen. A1 erg!, dafür Fig.- 343 a ü. f.
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W ird nur eine Aussenöffnung belastet, so nimmt das Ver- 
hältniss Mj i: M j einen von der Grösse und Lage der Lasten 
unabhängigen Werth an.*)

Die Momentenlinie der Oeffnung /2 besteht also, falls nur die Oeff- 
nung l3 belastet wird, aus einer durch einen festen Punkt L  gehenden 
Geraden, und die Lage dieses Punktes kann auf die in Fig. 353 ge
zeigte Weise ermittelt werden. Man findet nämlich:

—  Mu : Mt —  e : e  —  cotg ß : cotg a  —  )  '• '

Ganz in derselben Weise lässt sich mit Hilfe von 5t6 und bal der 
feste Punkt R  bestimmen, durch welchen im Falle ausschliesslicher 
Belastung der Oeffnung /1 die Momentengerade der Oeffnung l2 geht. 
Man nennt die Punkte L  und R  Festpunkte, die ihre Lage bestimmen
den Lothrechten sind in Fig. 350  c und e (striclipunktirt) eingetragen 
und m it (L ), (/f) bezeichnet worden.

In der Folge werden wir für die Verhältnisse zwischen den Strecken, 
in welche die Oeffnung l2 durch die Festpunkte zerlegt wird, die Be
zeichnungen einführen:

e_ _  L G , ~Fg\  _  ,

e L C \ jfC 2
Wir erhalten dann, je nachdem nur die rechte oder nur die linke

Aussenöffnung belastet wird,

Mjj =  —  y. JL  bezw. ¿L  =  —  x  Mn.

Wenn man die A -Fläche nach dem in Fig. 3 5 0 f angegebenen
Verfahren zeichnet, so stellen die Seilpolygone J  und I I  die Biegungs-

*) Kennt man also den zur Oeffnung l3 gehörigen Zweig der il//-Linie, 
so kann man sofort den entsprechenden Zweig der M n -Linie zeichnen, oder 
umgekehrt. Hat man innerhalb Oeffnung t3 einen Belastungszug so aufgestellt, 
dass M i (absolut genommen) möglichst gross ist, so entspricht derselben Zug
stellung auch ein Grösstwerth von Mn.
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linien für die Belastungszustände A  =  —  1 und B —  —  1 in ver
schiedenen Maassstiihen vor. Dies macht aber nichts aus, da es bei 
der Bestimmung der Festpunkte nur auf die Verhältnisse 5„„ : hb„ und 
8«:b : ankommt.

153. U n tersu ch u n g  d er M ittelöffnu ng. a. Q u erkräfte. Für 
das mte Feld ergiebt sich nach Band I, Seite 162, Gleich. 2

(6) Q,„ =  Q„„, -\-------— —
2

"'0 Qom die Querkraft für das mt0 Feld eines einfachen Balkens 
I — I I  bedeutet. Die aus Gleich. 6 gefolgerte Darstellung der

rn /  m

j__

Oi;nFLäcfie>; /U ■ /

Flg. 354.

Q,„-Flüche zeigt Fig. 354; sie erfordert nach Auftragung der durch

die Einflusslinien für d/; und Mjr bestimmten - j -  {Mu — JtQ-Linie nur

das Ziehen der parallelen Geraden I J "  und I I J '  und der Geraden L l L 2; 
die letztere ändert ihre Lage von Feld zu Feld, die anderen Linien 
können für die ganze Mittelöffnung benutzt werden.

b. M om en te. Zwischen den Querkräften und den Momenten be
stehen Beziehungen von der Form

Äln- 1

Bei gleichlangen Feldern kann man also mittels der Gleichung

A A

die M : X-Flächen schrittweise aus den Q-Flächen herleiten, indem man 
von der bereits durch die Mj: Zj-Fläche bestimmten Mi'. X-Fläche ausgeht.
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Zu einer anderen Darstellung der Einflusslinien für die Momente 
gelangt m an, wenn man den Einfluss einer Einzellast P  auf sämmt- 
licbe Querschnitte verfolgt. Fig. 355® zeigt die Momentenfiäehe für 
den im Punkte C mit P  belasteten Balken; sie ist bestimmt durch 
die Stützenmomente Mr =  r(f und MIt —  rir/ und durch das Moment
—  5S'C S  =  P - -— , welches P  im Querschnitte C eines einfachen Balkens I I I  

'2
erzeugen würde. Die Punkte S  liegen in einer Parabel, deren Pfeil

höhe für P  =  1 gleich —p- ist. Es empfiehlt, sich, den Werth 1 • 2
4 4

als Moment auf/.ufassen und den Maassstab hierfür nicht zu klein zu

wählen. Der Einfluss von P —  1 auf das Moment für irgend einen 
Querschnitt E  ist M  —  P'(\. Zeichnet man also die Momentenflächen 
für alle Lagen von P —  1 , so erhält man sämmtliche Ordinaten der 
Einflusslinien für die Momente. Wir wollen aber die in Fig. 355 dar
gestellte Konstruktion nur zur Ermittlung der Ordinate des Punktes C 
benutzen, den wir in der Folge kurz die Spitze nennen wollen. Die 
Zweige I C  und C I I  (Fig. 355°) lassen sich dann sehr schnelP mit 
Hilfe der folgenden einfachen Betrachtung zeichnen.
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In Eig. 356 haben wir den Ort der Spitzen C und die Zweige 
C I I  einer Mittelöffnung mit 10 gleichlangen Feldern dargestellt. Für 
den mit der Stütze I  zusammenfallenden Querschnitt ist dieser Zweig 
die Linie. Liegt nun die Last P —  1 im Knotenpunkte 4, so ist 
für die ersten 4 Felder:

Qi —  Qi —  Q» —  Q.t
und daraus folgt, wegen Q,„ =  ——- N ^ m~x bei konstantem

A
( 8 )  M t  —  M i =  M., —  M l  =  M 3 —  Mo =  —  M 3 .

Es wird also der Abstand Ci Di  des Orts der Spitzen von der M r Linie 
durch die rechten Zweige der Einflusslinien für M 3, M2 und Mt in 
vier gleiche Theilo zerlegt und ganz allgemein der Abstand C„,Dm in 
m gleiche Theile.

Tritt die Last auf die rechte Seitenöffnung über, so ist die Quer
kraft Q für sämmtliehe Felder der Mittelöffnung gleich gross. Besitzt 
also die rechte Seitenöffnung n gleichweite Felder, so hat man zur Be
stimmung der zu l3 gehörigen Zweige der Einfiusslinien für Mlt  M2,
M3  il/„_i nur nöthig, die von den Einflusslinien für M i und MrI
auf den Senkrechten durch die Knotenpunkte abgeschnittenen Strecken 
in n gleichlange Theile zu zerlegen. In Fig. 357 ist dies für den Fall 
dargestellt worden, dass die Oeffnung I - I I  6 gleichlange Felder besitzt.

Sind die Feldweiten nicht gleichlang, so findet man an Stelle von 
Gleich. 8 die Beziehung
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(9) (A/i -  Mj) : (A/, —  -1/1) : Ü /3 -  ^ » ) = M  —  Af,) =  X, : X2 : X3 : X4; 

man muss also die Strecke D i Ci  in Theile zerlegen, die, von unten 
nach oben gezählt, sieh zu einander verhalten wie X4: X2 : X3 : X4.

Fig. 358, die sich auf eine Mittelöfifnung mit 6 Feldern bezieht, zeigt 
die Ausführung dieser Theilung. Es empfiehlt sich, mindestens zwei 
Sehaaren von Parallelen, für grössere und kleinere Ordinaten zu be
nutzen.

In derselben Weise werden die linksseitigen Zweige der AI-Linie 
bestimmt.

Kennt man aber die Einflusslinien für die Momente M, so bereitet 
die Darstellung der Einflusslinien für sämmtliche Stabkräfte nicht die 
geringsten Schwierigkeiten. Wir verweisen besonders auf das ausführ
liche Zahlenbeispiel im § 11*) und machen nur noch auf eine Verein
fachung aufmerksam, die bei dem in der Regel vorliegenden Falle einer

*) Im vorliegenden Falle sind natürlich die Momente Mm für zwei senk
recht übereinander liegende Punkte m gleich gross; il/° = J / “.



Durchgehender Balken m it vier Stützpunkten. 3 7 9

geradlinigen oberen oder unteren Gurtung zu einev erheblichen Zeit- 
ersparniss führt.

Ist die eine Gurtung, beispielsweise die obere Gurtung, geradlinig 
und ß ihr Neigungswinkel, Fig. 3 5 9 , so besteht zwischen F„, und 
■Dm+i die Beziehung

So lange also der Knotenpunkt m unbelastet ist, stimmt die Einfluss
linie für -—  Vm: 7 mit der Einflusslinie für

überein. An der Stelle m unterscheiden sich die Ordinaten dieser beiden 
Linien um den Werth 1 : y.

Wir wollen noch zwei andere Verfahren zur Ermittlung der Ein- 
fiusslinien der Stabkräfte angeben.

Das erste setzt gleiche Feld weiten voraus und beruht auf Ver- 
werthung des in Band I ,  § 33 mitgetheilten Zimmer mann'sehen Ver
fahrens. Es ist in Fig. 360 für einen Theil eines Ständerfachwerks 
mit obenliegender Fahrbahn dargestellt worden. Mit Hilfe der Ordi
naten vj' und vj" der M„,: X-Linie und i : X-Linie sind die irgend 
einer Lastlage P  entsprechenden Ordinaten vj,, und riv  der D m-Linie 
und V,„-Linie bestimmt worden.

Ein anderes Verfahren bringt die Spannkräfte S  in den Stäben 
auf die Form

Vm cos ß Z>„1+1 cos (ß -j- <p„,+1) +  P„, cos ß =  0

und aus dieser folgt

V,„
~   D,„+i COS + i

p„

7

Flg. 359.
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wo S0 die Spannkraft für M j—  0 und Mu  == 0 ist, d. h. für den Fall, 
dass die Mittelöffnung durch Beseitigung der den Mittelstützen Ci und 
C2 gegenüberliegenden Gurtstäbe in einen einfachen Balken verwandelt

wird, während Sx und Su  die 
Spannkräfte für die in den Fi- 

P -J  guren 361 und 362 darge
stellten Belastungszustände 

M i —  1 und M n —  1 bedeuten.
154. Die bei der Unter

suchung von Eisenbahnbrücken 
zu leistenden zeichnerischen Ar
beiten werden erheblich verein
facht, wenn man die im I. Bande 
auf Seite 16S unter No. 99 
gegebenen und begründeten 
Rathschläge befolgt. Danach 
empfiehlt es sich, bei der Unter
suchung der in den Stäben der 
Mittelöffnung durch möglichst 
ungünstige Belastung der Mit- 
telöffnung hervorgerufenen Be

anspruchungen, einzelne Theile von Fahrzeugen zu vernachlässigen, 
welche auf die Seitenöffnungen zu stehen kommen. Man braucht dann 
von den Einfiusslinien für die Momente, Querkräfte und Stabkräfte S  
der Mittelöffnung nur die zwischen den Stützen I  und I I  liegenden

Zweige zu zeichnen, und findet die ungünstigste W irkung der Belastung 
der Seitenöffnung auf die in Rede stehenden M, Q und S  sehr schnell 
wie folgt. Man stellt über der rechten Seitenöffnung den Eisenhahnzug 
so auf, dass ein möglichst grosses Moment Mn  entsteht; vernachlässigt 
hierbei den etwa über der Mittelöffnung stehenden Theil des äussersten 
Fahrzeugs und zeichnet mittels des Festpunktes L  die in Fig. 353 
schraffirte Momentenfläche; diese giebt den Einfluss der behandelten 
Belastung auf das Moment für jeden Querschnitt der Mittelöffnung an.
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Die für das Trägerstück ( \  C2 konstante Querkraft ist. Q ■ M n — Ml

und der Einfluss auf die Stabkräfte S  der Mittelöffnung ist S —  SjM ,  
-f-  Sn Mn. Und ganz in derselben Weise wird der Einfluss der Be
lastung der linken Seitenöffnung untersucht.

155. D ie  W id erstän d e der M itte lstiitzen . Es seien r  —  1, r, 
r  -f- 1 drei aufeinander folgende Stützpunkte eines über beliebig viele 
Stützen greifenden Balkens, Mn Mr+t die Stützenmomente, (7,.,,
Cr , Cr+i die StützenwiderstUnde. C0,. bedeute den W erth, welchen 
C,. annehmen würde, wenn sämmtliche Stützenmomente gleich Null 
wären, wenn also die Trägerstücke lr und /,.+ 1 in einfache Balken ver
wandelt würden. Ueben die ein
fachen Balken lr und l,.+l auf die 
Stütze r  die Drücke B,. und A,.+l 
aus, so ist

C0I. —  Br -f- A r+,.

Nun ist die Querkraft für 
einen unmittelbar rechts oder
links von r  gedachten Querschnitt des durchgehenden Balkens:

c : ;

c ■ C ,

. / • / 4

-----------> * . ---------- 1 ----------- . *

Fig. 303.

Qo —  -f- A r
M r  4 Mr

+1  I
U l

bezieh. Qx = d /,-,

und man erhält daher wegen Q2 

C,. =  Cor +  ^

=  Qi +  Gn den allgemeinen Ausdruck:

- -  Mr , Mr+1 —  3Tr 
i, ' Ul

Hiernach ergiebt sich für den Stützenwiderstand C1 des Trägers 
mit drei Oeffnungen (da das Moment M  für die Endstütze gleich 0 ist) 
der Werth

M i , M g Mi
C\ —  Cox '

h
T

und es ist deshalb die Cj-Linie bestimmt durch die in Fig. 361 dar-

B
t

---H1

f /Jj^ ^ C ^ L in ie ^ a  /

Fig. 364.

gestellte C0 l-Linie, und die Einflusslinien für Mi  und Mg. In gleicher 
Weise wird auch die C2-Linie ermittelt.
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156. Die E in flu sslin ie  fü r  d ie  V e rtik a le  ü b e r  d e r  M itte ls tü tz e
erhält man mit Hilfe einer Bedingung für das Gleichgewicht der am
oberen oder unteren Knotenpunkte (Fig. 365) angreifenden Kräfte.

Ist die obere Gurtung geradlinig, so 
zerlege man die in n angreifenden Kräfte 
rechtwinklig zu 0  und nach der Rich
tung von 0  und setze die Summe der 
rechtwinklig zu 0  wirkenden Kräfte
gleich Kuli. Man erhält dann V„ aus-
gedrückt durch D„, D l und P„. Sonst 
betrachte man den unteren Knotenpunkt, 
bilde die in der Richtung der einen 
unteren Gurtung und rechtwinklig hierzu 
wirkenden Seitenkräfte und setze wieder 
die Summe der letzteren gleich Null. 
Man erhält dann V  ausgedrückt durch 
b \  und C oder U„ und C.

Andere Behandlungsweisen des durchgehenden Balkens auf 4 Stützen 
findet man in den folgenden Paragraphen.

§ 14.

Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen.

157. D ie E la s tie itä tsg le ic h u n g en . Ein über (n -f- 1) Stütz
punkte greifender, nirgends durch ein Gelenk unterbrochener Balken 
ist ( n — l)-fa ch  statisch unbestimmt, weil es der Beseitigung von

 ----- *t*------G.

± r- /
t,i—
i

L i ~TrT/
|
!

aC t\\r r ) I

F lg .  3 6 6 .

(n —  1) Stützen bedarf, um diesen Träger in einen statisch bestimmten 
zu verwandeln. Die Untersuchung dieses Balkens soll zunächst ganz 
allgem ein durchgeführt werden, ohne Rücksicht darauf, ob ein Fach
werk oder ein vollwandiger Träger vorliegt.
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Drei beliebige aufeinander folgende Stützpunkte mögen die Ord
nungsziffern i 1, r, r  -)- 1 tragen, ihre wagerechten Abstiinde seien
ln l,+1, Fig. 366. Die Geraden r  —  (r —  1) und r — (;■-(-1), welche 
den Punkt r  m it den benachbarten Stützpunkten verbinden, nennen wir 
das r'" Geradenpaar, und den Winkel, um welchen sie sich in Folge des 
Nachgebens der Widerlager gegen einander drehen, bezeichnen wir mit 
t,.. Bedeutet 5,. die nach oben positiv genommene lothreehte Verschie
bung des Stützpunktes r  gegen die Punkte ( r — 1) und (r -f- 1), so 
besteht die Gleichung

welche gestattet, aus einem 
schliessen. Drückt man 
nun andrerseits durch 
die auf den Balken wir
kenden Kräfte und die 
Temperaturiinderungen 

aus, so erhält man eine 
Elasticitätsbedingung, 

und es leuchtet ein, dass 
sich durch Wiederholung 
dieses Verfahrens ebenso 
viele Gleichungen auf
stellen lassen, als Mittel
stützen vorhanden sind —  
im ganzen also ( » — 1) 
Bedingungen.

Als statisch nicht be
stimmbare Grössen sollen 
die Stützenmomente Mlt 
GA, . . . V.-, .1 f.-1 ,
. . . Mn.x eingeführt wer
den, und es kommt daher 
zunächst darauf a n , die 
Biegungslinien für die 
Zustände

U «  +  l
lflr+1

gegebenen 5,. auf die Drehung zu

f.. iL -

Fig. 367.

i¥ , = §  —  1, M2 =  —  1,  , Mr =  — X  Mu-i =  —  1

aufzutragen, sowie die gegenseitigen Drehungen der den Mittelstützen 
1, 2, . . . r — 1, r, r + i ,  . . .  n — 1 entsprechenden Geradenpaare zu 
ermitteln. Hierbei bezeichnen wir allgemein mit die gegenseitige
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( 3 )

Drehung des ; / cn Geradenpaares in Folge Mt ==—  1 und erinnern an die 
in der Einleitung bewiesene Beziehung

(2) -p q

Fig. 3 6 7 b zeigt die Momentenfläehe für den Zustand Mr = — 1,

erzeugt durch die aus vier Kräften ( - r - ,  -r-— ) bestehende Belastungs-
V  ' r + 1 '

einheit des rten Geradenpaares.*) Fig. 367° sei die zugehörige Biegungs
linie, d. i. das Seilpolygon der in bekannter Weise aus dem Momenten- 
dreiecke A,. berechneten Gewichte io*v ); die äussersten Seilseiten sind 
als Biegungslinien der links von r — 1 und rechts von —j— 1 gelegenen, 
bei Eintritt des Zustandes Mr —  —  1 spannungslosen Balkenstücke 
aufzufassen, und es leuchtet zunächst ein, dass der fragliche Belastungs
fall nur auf die gegenseitige Drehung des ( r — i ) ten, r ten und (j- —j— 1 )tel1 
Geradenpaares von Einfluss ist, dass sich also

V(r-U)r == 0, T(r_3)r =  0, . . .
^(r+!)r == 0; ”̂ (>-+3)1- == 0, . . .

ergiebt. Drückt man demnach die Drehung ~r durch die Lasten P, 
die statisch nicht bestimmbaren Grössen M  und die Temperaturände
rungen aus, so erhält man m it Rücksicht auf die Gleichungen (3) die 
der Stütze r  entsprechende Elasticitätsbedingung:

( 4 )  -  r  — 1 7  5 , , , , -  '  r ( r  -  1) _  1 T r r ] \ l r  -  r  ( r + 1) -1 7 ,-+ 1  | ~ - y t  ,

wo t,., den Einfluss der Temperaturänderung bedeutet.
Die Werthe b„r , xr(r. i:) —  T(, . .1)r, ~rr, ~r(r+i) =  r (,.+1),. sind durch 

die Biegungslinie in Figur 367° gegeben; während sich ~rl mit Hilfe 
eines die Gewichte w, verbindenden Seilpolygons in der Form

/-x _ ____ ^ + 1  +  Ir
( 5 )  ' • r t    C r t  J  J

l r + 1  t r

darstellen lässt, Fig. 367°. Werden noch die für den Fall sehr kleiner 
Formänderungen —  der hier ausschliesslich ins Auge gefasst wird —  
gütigen Beziehungen

/,»\ _   dr _    L+i -J- b-   f7,.+i
- r ( r - l )  -------- . I " r r  ------ Cr  .  . * , ■ ( - + ! ) •

V  (r + l t  V +l

eingeführt, so geht (4) über in:

*) Vergl. Seite 31—33.
**) Für das Fachwerk erfolgt die Berechnung der w nach § 12, Ko. 117. 

Es ist in der Regel zulässig, den Einfluss der Füllungsstäbe zu vernachlässigen. 
Für den vollwandigen Balken, für den obige Gleichungen ebenfalls gelten, wird 
die Ermittlung der Gewichte w in der zweiten Abtheilung dieses Bandes gezeigt 
werden.
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(7) M,._l -f- Mr (  j -  +  +  Mr+\ =  K ,  wo
r N lr *r+l 7 <r+1

(8) Fr = —  |  ^SP„,5m r - ~ y -  +1 (5,. -f- c,.,) j-

Dabei ist das Vorzeichen des Gliedes N P„,5,,,,. umgekehrt worden, 
weil von je tz t  an unter 8„r stets der absolute Werth der fraglichen Or
dinate der Biegungslinie verstanden iverden soll.

Wir wollen in diesem Paragraphen voraussetzen, dass die Stützen- 
verschiebungen 5P gegebene, durch Beobachtung gefundene Grössen 
sind, sie mögen also von Ursachen herrühren, die sich der Vorausbe
rechnung entziehen, wie beispielsweise das Nachgeben der Fundamente. 
Wären die 5,. abhängig von den Stützendrucken, so müsste man diese 
Drücke auf die in No. 155 beschriebene Weise durch die Stützenmo
mente ausdrücken. Ist dann 5r nur abhängig von Cr, so treten in 
der Gleichung 7 ausser den Momenten Mr und il/r+I noch die
Momente 3/P_2 und jl/r+J auf. Eine allgemeine Untersuchung dieses 
Falles soll in der zweiten von den vollwandigen Systemen handelnden 
Abtheilung dieses Bandes gegeben werden; sie ist für den vollwandigen 
Balken wichtiger als für den gegliederten; ihr Hauptanwendungsgebiet 
bilden die Schiffbrücken und die durchlaufenden gelenklosen Schienen
träger der Eisenbahnbrücken.

Die ( n — 1) Gleichungen, welche sich nach Art der Gleichung 7 
aufstellen lassen, nennen wir die Grundgleichungen; wir werden sie 
später meistens in der bequemeren Form schreiben:

(9) a Pjl/r_, -j-  ßrMr -{- a P+1 =  Nr

wobei also:

(10) (Xr =  T(P_i)r =  TP(r_!); l-v =  TPr; KP+i =  T,P̂ .|)P =  TP(P+|).

Ehe wir uns m it der Auflösung dieser Gleichungen beschäftigen, 
machen wir darauf aufmerksam, dass bis jetzt stillschweigend voraus
gesetzt wrorden ist, és seien die Biegungslinien mit der Polweite 1 ge
zeichnet und die Gewichte w  aus den Lungenänderungen der Fachwerk
stäbe berechnet. Wählt man nun die Polweite =  tcr., giebt dem Drei
eck \ r die beliebig gewählte, aber für alle Stützpunkte feste Höhe ye,

U ̂  jp
und setzt man schliesslich w —  statt w —  —., - -  (Seite 359),

r 2 F  r 2E V
so muss man die Werthe d, c und 8mr noch mit w¡ .: E F eyc multipli-
ciren, oder —  was auf dasselbe hinauskommt —  das Glied 8r -f- cr,
durch jenen Ausdruck dividiren. Sind ausserdem die Gewichte w, für
e = l  berechnet (Seite 371) worden, so muss c, in (8) noch mit e

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 25
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multiplicirt werden und man erhält, wenn die Pol weite des die Ge
wichte w, verbindenden Seilzuges = t v , , .  angenommen wird:

selben Längenmaassstabe gemessen, w,. und wtl. sind (ebenso wie die w) 
Zahlen. E F C ist eine Eraft, j\r,. ein Moment.

Solange nur der Einfluss der Lasten P  untersucht wird, hat man 
lediglich darauf zu achten, dass sämmtliche Momentendreiecke A die
selbe Höhe yc erhalten und sämmtliche Seilztige mit der gleichen Pol- 
weite wv  gezeichnet werden; wie gross yc und u-,. gewählt werden, ist 
dann gleichgültig.

158. D ie  F e s tp u n k te  L  u n d  l i .  E r stes  V erfah ren  zu r A u f
lö su n g  d er E la stic itä tsg le ic h u n g e n . W ir verfolgen jetzt nur den 
Einfluss der Lasten P , nehmen, also h,.—  0 und c,.t =  0 an; auch 
setzen wir zunächst voraus, dass nur ausserhalb der Oeffnungen lr, lr+i 
Kräfte P  auftreten. Die Momentenlinien der Balkcntheile /,., /,,+1 be
stehen dann aus zwei durch die Stützenmomente 2 1 r .  1 ,  M r , M , . + ,  be
stimmten Geraden m it den Nullpunkten L r, L r+l, und zwischen jenen 
drei Momenten gelten die Gleichungen:

ergiebt. Mit Hilfe derselben lässt sich die Lage des einen Nullpunktes 
leicht bestimmen, sobald die des anderen gegeben ist. Bringt man 
nämlich die Senkrechten durch L,. und L r+l m it den äussersten Seiten 
der für den Belastungsfall Mr =  —  1 gezeichneten Biegungslinie in L,' 
und L r+i zum Schnitt, so findet man:

Die Strecken 5,,,,., ;/c, 5,., crn 1,., l,.+i werden m it ein und dem-

(1 2) a,.3/,._i -j- ß,.il/r a .-+i fiL+i —  0
■j r

(13) 31,.., =  —  i l / , y ;  3fr+l =  —  (s. Fig. 368)

aus denen sich die einfa 1 T' ' 1

als

*) Man denke daran, dass es sich hier um sehr kleine Formänderungen 
handelt. In Fig. 368 wurden nur die Punkte (i— 1)', r .  (r-f-1)' und die 
äussersten Seiten der fraglichen Biegungslinie gezeichnet. Vergl. auch Fig. 367c.
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und hieraus folgt, dass die drei Punkte L , , r , L,.+l' in einer Geraden 
liegen.*)

Wir setzen voraus, dass nur die r te Oefi'nung belastet wird, und dass 
die Stiitzenmomente M,._i und M,. auf irgend eine Weise gefunden sind. 
Innerhalb einer unbelasteten Oeffnung besteht die Momentenlinie aus 
einer Geraden, Fig. 369. Die Nullpunkte dieser Geraden seien links von 
der belasteten Oeffnung: L u  L 2, L 3, . . . rechts davon: ItH, i?„_„ R „_„. . . 
Der Punkt L x füllt mit 
dem Stützpunkte 0 zu
sammen; seine Lage ist 
also bestimmt, und damit 
sind auch schrittweise 
m ittels des soeben be
wiesenen Gesetzes die 
Punkte L 2, L 3, . . . ge
geben. Und ganz auf 
dieselbe Weise kann man, 
von P„ ausgehend, der 
Reihe nach R n~ii ••• Fig. 333̂
finden.

Die Lage der Punkte L  und R  ist ganz unabhängig von der Be
lastung des Balkens; sie ist vollständig bestimmt durch die den Zu
ständen il/j —  — 1, M., — — 1, . . . entsprechenden Biegungslinien. Es 
führen deshalb diese Punkte den Namen Festpunkte; ihre Ermittlung

ist die erste Arbeit, welche bei Untersuchung eines über mehrere 
Stützen greifenden Balkens auszuführen ist. Kennt man die Punkte L  
und R ,  so ist man nach Figur 369 im Stande, den Einfluss der Be
lastung irgend einer Oeffnung auf die Momente aller übrigen Oefl- 
nungen schnell anzugeben, sobald die Momente für die jene belastete 
Oeffnung begrenzenden Stützpunkte gefunden sind.

* )  Ein Sonderfall dieser Beziehung wurde bereits im § 13 gefunden.
25*
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Wir bezeichnen nun mit ar und b,. bezieh, a'. und b'. die Strecken, 
in welche die Oeffnung lr durch den Festpunkt L r bezieh, den Fest
punkt B,. zerlegt wird, Fig. 370, setzen

(14) — x r, , ,
(7,. a r

und erhalten für den Fall, dass nur rechts von r  Lasten auftreten, 
dass also die Momentenlinie der Oeffnung lr eine durch den Punkt L,. 
gehende Gerade ist, die Beziehung:

4L — X,. 4L-1,
welche in Verbindung mit der Elasticitiitsbedingung:

0-r- i 4L-s -f- -f- <xr4L =  0
zu der Gleichung

(15) a _ ,  M,._2 -f- ßr_,4L_, =  x ,a ,
führt, und diese letztere bleibt auch bestehen, wenn zwischen r —  t 
und r  Lasten hinzutreten, weil hierdurch das Verhttltniss zwischen den 
Momenten 4L-a und AL-i nicht beeinflusst wird. Die Gültigkeit der 
Gleichung (15) ist nur an die Bedingung gebunden, dass der Träger
zwischen 0 und r — 1 unbelastet bleibt; und ganz ebenso lässt sich
zeigen, dass zwischen 4L und 4L+i die Beziehung besteht:

(16) a,.+i Mr+\ -j- ß,.4L =  y-r a,.4L,
sobald rechts von r  keine Lasten auf den Balken wirken. Ist also 
nur die Oeffnung lr belastet, so g ilt sowohl (15) als (16) und die 
beiden Elastieitätsbedingungen:

Mr. t +  $r-xM r- x +  <x,4L =  —  S P . V n
OrMr-x +  ß--4L - f  a r+lMr+l =  —  2 P m5,„r

gehen über in

(17)
x,.4L-i +  Mr =  — SP- =  — SP, 5mCr~1) lr

a,. dr

4L-, +  y .,'4L =  -  S  Pm =  —  2 p m lr;
a,. d,.

sie führen zu einer sehr einfachen Darstellung der Momente 4L -i und 4L* 
Trägt man nämlich 4L -i und 4L bei (r  —  1) und r  als Ordinaten 

auf, Figur 3 7 0 , und verbindet die Endpunkte derselben durch eine 
Gerade, so sind die Ordinaten dieser Geraden an den Stellen L,. und B, i

Y =  4L-, -£■ +  4L — =  y -  (4 /,.!y., +  4L)
lr ly ly

Y' =  ^ f-  (4L y /  +  4 L .,) ,
‘ r
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woraus mit Beachtung der Gleichungen 17:

(18) Y = - % 2 P . r ' =  —

a,.

X
und diese W erthe lassen sich leicht zeichnerisch bestimmen. In Fig. 370  
ist beispielsweise die Ermittlung von Y  und Y'  für den Fall einge
tragen, dass nur eine Einzellast P  wirkt, und damit ist die Aufgabe 
gelöst, die Zweige ( r — 1) —  r  der Einflusslinien für 3 /,.., und M,.  zu 
zeichnen.

W ill man den Einfluss der Last P  =  1 nicht nur auf Mr.  i und 
Mr sondern auf siimmtlicbe Momente der Oeffnung lr haben, so muss 
man die in Fig. 370 dargestellte durch Schraffirung hervorgehobene

Momentenfläche auftragen; dieselbe ist bestimmt durch z  =  P —, denn

das Dreieck E C E '  ist die Momentenflliche eines einfachen Balkens lr. 
Die Strecke z  aber wird als Ordinate einer Parabel erhalten, deren 
Pfeil = 0 , 2 5  P lr ist.

Jetzt lassen sich alle bei der Untersuchung des Balkens auftreten
den Fragen auf dieselbe Weise erledigen wie bei dem im § 13 be
handelten, auf 4 Stützen ruhenden Balken. Wir verweisen besonders 
auf die in den Figuren 355 bis 357 dargestellten Verfahren. An die 
Stelle von Mi und M n  treten Mr-i  und Mr. Ebenso können für die 
Querkräfte die früheren Untersuchungen benutzt werden. Die (^-Flächen 
für die Oeffnung lr lassen sieh z. B. nach dem in der Fig. 354 dar- 
gestellten Verfahren aus der Einflusslinie für den Ausdruck (Mr— Mr- \ ) ' l r 
herleiten.

Den Einfluss der Belastung der übrigen Oeffnungen auf die Stab
kräfte der Oeffnung lr kann man auch mit Hilfe der Gleichung finden

(19) S ^ S y ^ M y . t + S y M y ,
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welche der auf Seite 381 benutzten Gleichung entspricht. Wird 
z. B. der Einfluss der Belastung einer rechts von lr gelegenen Oeff- 
nung l„ gesucht, so bestimme man mittels des von Stütze (v —  1) bis 
Stütze v laufenden Zweiges der -L inie das Moment Mv. u  hierauf 
mittels eines nach Fig. 369 durch die Festpunkte L v„i, -Lr-si . . . .
geführten Geradenzuges die Momente ü/„_2, Jl/,._ „ , ................. , Mr , M ,-i
und setze die letzteren in die Gleichung (19) ein.

Auch leuchtet ein, dass man durch Anwendung der Gleichung

S  =  S0 -j- Sr_i ü/r_i -j- SrMr (entsprechend der Formel auf Seite 379) 

die zwischen (r —  1) und r  gelegenen Zweige der ¿'-Linien gewinnen kann.

Ganz besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung eines End
feldes. So kann man z. B. alle zur Behandlung der Oeffnung lx er
forderlichen Einflusslinien auf die im § 13 in No. 152 gezeigte Weise 
aus der Einflusslinie für den Widerstand A  der Endstütze herleiten, 
nachdem man die A -L in ie mit Hilfe der M1-Linie bestimmt hat. Es 
liegt hier die Umkehrung der in No. 152 gelösten Aufgabe vor; dort 
wurde die J7,-L inie aus der A -Linie entwickelt.

159. Z w eites  V e rfa h re n  z u r  A u flö su n g  d e r G ru n d g le ic h u n g e n :

a r 3 f r . ,  +  ß r 3 f r  - f  a , + 1 J / , + 1  =  N r .

Wir setzen einen beliebigen Belastungs- und Temperaturzustand vor
aus, denken die Stützenmomente nach Fig. 371 als Ordinaten aufge

tragen, ihre Endpunkte durch die Geraden g2, . . .  verbunden und 
nennen den auf diese Weise entstandenen Linienzug kurz das M-Pohjgon. 
Fig. 371 stellt das (r —  1 )t0 und rte Feld dieses Polygons dar. Wird 
die Senkrechte 7,. so gezogen, dass sich die Strecken, in welche sie lr
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zerlegt, zu einander verhalten wie a,. zu ß,., so ist die von der Geraden 
ff,, auf der Senkrechten abgesehnittene Ordinate:

(20) y  +  jVrßr
+  ß,.

und die rte Grundgleichung lässt sieh mithin auch schreiben:
(21) ( a , - f ß r) Y + * r+ lMr+l =  JVr.

Zieht man nun die Senkrechte I I r so, dass sie die Strecke lr+l-\-c trlr 
im Verhältniss

(22) c : c =  (jy.r -j- ßr) : a,.+1
theilt, so schneidet die Gerade U'C', welche die Endpunkte von Y  und
Mr+\ verbindet, auf II,. die Ordinate

(23) ff' —  0 ~t~ 1 (%■• ~t~ ß.-) ~f~ 9/,.+ia,.+ l ^
o -\~ c a,. -)- ßr -f- ar+1

ab, und es folgt aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit der Be-
. Ziehung (21) das Gesetz:

Die mit Hilfe der Senkrechten Ir bestimmte Gerade V’ C’ 
schneidet auf der Senkrechten II,. das gegebene Moment ab:

( 2 4 )  ~ E 7 K  =  T r  = ---------------------------------------------
«r +  ß, +  ar+1

Jetzt werde angenommen, es sei ein Punkt L j  der Geraden gr ge
geben. Denkt man durch Lj. verschiedene Geraden <jr gelegt, so kann 
man zu jeder derselben die zugehörige Gerade gr+l finden, indem man 
von dem Punkte U', in welchem die gr von der I r geschnitten wird, 
durch den festen Punkt E j  die Gerade U 'E j C' zieht und C' mit B 
verbindet. Alle die Geraden gr+t, welche in dieser Weise zu verschiedenen 
Geraden gr gezeichnet werden können, schneiden sich in einem Punkte 
l / r+,, welcher auf der durch die Punkte L J  und E j  bestimmten Geraden 
liegt und gefunden wird, indem zu einer beliebigen gr die zugehörige 
g,.+ 1 gezeichnet und mit der Geraden L j  E j  zum Schnitt gebracht wird.*) 

Uebersiehtlicher aber verfährt man, wenn man, von dem senk
recht unter L j  gelegenen Punkte L,. ausgehend, zunächst auf die Lage 
von L r+l schliesst. Man legt durch L r eine beliebige Gerade, welche

*) Es folgt dies aus dem bekannten Satze der Geometrie der ],age: Be
wegen sich die Ecken ( U\ B', C )  eines Dreiecks auf drei Strahlen (/,, Ii ß,  
C'C) eines Strahlenbüschels, und gehen hierbei zwei Seiten (gr und V C ) des 
Dreiecks durch feste Punkte (LJ und EJ), so geht auch die dritte Seite (gr+\) 
durch einen festen Punkt (Lr+J), welcher mit den beiden anderen festen Punkten 
in einer Geraden liegt.
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die Senkrechten und B 'B  in V" bezvv. B" schneidet, führt hierauf 
durch ü"  und E,. eine Gerade bis zu ihrem Schnittpunkte C" m it der 
Senkrechten durch C und zieht schliesslich die Gerade G” B  ". Letztere 
bestimmt dann den Punkt L,.+

Mit llilfe  der vorstehenden Entwicklungen ist man im Stande, das 
j \ l -Polygon zu zeichnen. Die G erad e^  Fig. 372 geht (wegen M0 =  0) 
durch den Stützpunkt 0; es fällt also L , mit 0 zusammen. Aus der

Lage von L x schliesst man in der vorhin beschriebenen W eise auf die 
Lage von L i , sodann auf die von L 3, L.x . . ., und'zeichnet den Liuien- 
zug L x L i  Li  . . . ,  dessen Seiten auf den Senkrechten I I x, I I2, I I3 . . . 
die gegebenen Momente Tt , T2, T3 . . . abschneiden. Jetzt ist in jeder 
Oeffnung ein Punkt L'  des M -Polygons bekannt, und da die Gerade 
gn nicht nur durch L,[  sondern auch durch den Stützpunkt n gehen 
muss, so ist der Linienzug g,„ g„_j, . . . gx bestimmt.

Man kann natürlich auch in der Weise vorgehen, dass man nicht 
von L x, sondern von dem in der letzten Oeifnung gegebenen, m it Stütz
punkt n zusammenfallenden Punkte J?„ ausgeht, in den vorhergehenden
Oeffnungen Punkte  B x auf ähnliche A rt bestimmt,
wie vorhin die Punkte L 2, L 3, . . hierauf mit Hilfe der T„_¡, T„_lt . .  . 
einen Linienzug Jl'„_,, B ’„_2 . . . zeichnet und schliesslich gx durch L x 
und B x legt. Zur Ermittlung der Punkte B  sind (an Stelle der Ir) 
Senkrechte I '  zu bestimmen, welche /,.+i im Verhältniss a,.+ ! : ß,- 
theilen, Fig. 373.

Es ist leicht einzusehen, dass die Punkte L  und B  mit den früher 
benutzten Festpunkten übeveinstimmen. Zu diesem Zwecke nehme man 
nur eine einzige Oeffnung belastet an und streiche die von den Tem
peraturänderungen und Stützensenkungen abhängigen Glieder der 
Wertke T. Dann gehen die Geraden g der links von der belasteten 
Oeffnung gelegenen Oeffnungen durch die Punkte L  und die Geraden g
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der rechtsseitigen Oeffnungen durch die Punkte R. Hieraus folgt, 
dass man die beiden hier mitgetheilten Verfahren zur Ermittlung der 
Sttitzenmomente auch miteinander vereinigen kann, so zwar dass man 
die Punkte L  und R  auf die früher gezeigte Weise mit Hilfe der 
Biegungslinien bestimmt und nun das ¥ - Polygon aus den Momenten 'f 
ableitet. Dieser W eg ist sehr zu empfehlen bei Aufsuchung des Ein
flusses von Temperaturänderungen auf einen im übrigen nach Ho. 131 
mittels Einflusslinien zu behandelnden Träger. Die Momente T  sind 
hier durch die Gleichung bestimmt:

1 i E F J l r +  lr+x)
Tr -

a i- +  ß.- Hb a «-+i
vrt•

r+ 1

Werden negative T  in Pig. 372 oberhalb der Achse 0 — n auf
getragen, so sind auch die Stützenmomente negativ, sobald sie durch 
oberhalb der 0 — n liegende Ordinaten dargestellt werden.

In Figur 37 3 ist noch gezeigt worden, wie die Senkrechten 
II,., I '  mit Hilfe der Biegungslinie für den Zustand il/r =  —  1 gefunden 
werden können. IIr geht durch den Schnittpunkt der liussersten Seil
seiten, Ir und 1 /  gehen durch die Punkte, in denen die Endseiten von
den Schlusslinien (r -)- 1 /  —  r  bezieh. (>-----1 /  —  r  getroffen werden.
Der Beweis ist leicht zu führen.

Es sei schliesslich noch 
hervorgehoben, dass das 
zweite Verfahren, die Elas- 
ticitätsbedingungen aufzu
lösen, insofern von grösser 
allgemeiner Bedeutung ist, 
als es die zeichnerische Be
handlung von Gleichungen 
gestattet, welche dieselbe 
Form haben, wie die B e
ziehungen

a.rMr.i +  ß,.i¥r 
-j- a,.+1 Mr+i =  

und Gleichungen dieser Art
begegnet man in der That bei statischen Untersuchungen sehr häufig. 
Eine besonders wichtige Anwendung wird der den Nebenspannungen 
gewidmete Theil unseres Buches bringen.

180 . A n gen äh erte  E r m ittlu n g  der S tü tzen m om en te. Zu be
deutenden Vereinfachungen gelangt man, wenn man bei der Berechnung

der Gewichte w (Seite 385) die Werthe J? i n 
konstant annimmt und
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die Einzelkräfte w durch eine, unendlich kleinen Stählungen entsprechende, 
stetige Belastung ersetzt, ein Verfahren, das nach den Erfahrungen des 
Verfassers bei Parallelträgern und bei Trägern mit schwach gekrümmten 
Gurtungen recht befriedigende Ergebnisse für den Einfluss der Lasten P  
liefert. Die in Fig. 374b dargestellte Momentenfläche für den Zustand 
Mr —  —  1 wird als Belastungsfläche aufgefasst. Das zugehörige Seil

polygon (Polweite =  1) zeigt die Fig. 374°; es liefert die Werthe 5„,,.r 
d r , dr+1 , cr . Die Belastungsfläche besteht aus zwei Dreiecken von den

Inhalten ~  und - r* 1 ; sie erzeugt an der Stelle r  eines einfachen in 
Z  Z

den Punkten r  —  1 und r  -f- 1 unterstützten Balkens das Biegungs
moment

1 r  /,.+1 2 !r+t lr 21 1 U . + ,
lr +  tr+i L 2 3 r +  2 3 r+,J  3

«------- Z.. — >k-------z r+1  >i

Fig. 37-1.

Betrachtet man die beiden Dreiecke als Belastungsfläehen einfacher 
Balken von den Stützweiten lr und Jr+U so findet man für die in r — 1
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und r - j -1  angreifenden Stützenwiderstünde die Werth e —- L. und —  L ,,.
6 6

Da nun die Querkräfte für die Balken-Querschnitte bei ( r — 1) und 
(r -f- 1) gleich den entsprechenden Stützenwiderstünden sind und da

weiter allgemein Q —  ist, so ergeben sich nach Fig. 3 7 4 d die Be

ziehungen

  K   , '■   K + \■ —  —  und
lr 6 lr+l 6 

und die auf Seite 385 abgeleitete Gleichung 7 geht über in 

(25) -f- 2 Mr{lr - |-  /,.+,) -f- Mr+llr+l =  X r

wo (26) W  =  —  62P ,„5,„r.

Dabei ist 5,,,,. das Biegungsmoment für den Querschnitt m eines mit 
der Dreiecklast 4-1,. belasteten einfachen Balkens von der Stützweite l,.. 
Man findet

/ ,  2 3 6 V / ,  /r3 )

Bezeichnet man also den nur von dem Verhältniss £ :  /,. abhängigen 
Klammerausdruck mit u n , wobei der Zeiger D  an die Dreiecklast ei- 
innern soll, und nimmt man in jeder der beiden Oeffnungen eine Einzel
last an, so erhiilt man die Gleichung

(27) -j- 2 Mr(lr -}- /,.+1) - | -  M,.+Xlr+1 = = —  Plr2<an P  /r+f  M/j
wo

(28)

Die Werthe (Ox, und Wj/  sind in der Tabelle auf Seite 396 für 9 Theil- 
punkte angegeben. Man wird die mit ihrer Hilfe für die Stützen
momente berechneten Einflusslinien zunächst als stetig gekrümmte 
Kurven zeichnen und schliesslich Polygone einbeschreiben, deren Ecken 
den Angriffspunkten der Querträger entsprechen.

£3

Ir

J l
K+\ & I
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T ab e lle .

l COj0 b)I) %
l

0,1 0,099 0,171 0,9
0,2 0,192 0 ,288 0,8
0,3 0 ,273 0,357 0,7
0,4 0,336 0 ,384 0,6
0,5, 0 ,375 0 ,375 0,5
0,6 0 ,384 0 ,336 0,4
0,7 0,357 0 ,273 0,3
0,8 0 ,288 0 ,192 0,2
0,9 0,171 0 ,099 0,1

Zu einer einfachen Bestimmung der Festpunkte L  und R  führt 
die folgende Untersuchung. Die Stützenmomente bestimmen nach 
Fig. 375 einen Linienzug . . . .  gr, g ,.+If . . . .  welcher auf den in den

Abstäinden und von r  eingetragenen Senkrechten d "  und d,.+i
ö ö

die Momente
J/,._i , 2 Mr

Y‘ “ T T T
, 2 Mr (

r+. —  3 - r  g

abschneidet. Die Verbindungslinie der oberen Endpunkte der Y " , Yr+ \ 
bestimmt auf der verschränkten Stützensenkrechten v,., die von d ” den

Abstand -  und von <7r+1' den Abstand - -- -  hat, eine Strecke Tr, für
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welche sich der Werth ergiebt

rp _  Y<- Y  r+lL+l __ (ü /,- 1 ~j- 2 3/,.) (2 3/,. - |-  .¥r+i) ¿,.+ 1
lr +  lr+x 3 (lr +  f,.+1)

und man erhält daher den nur von der Belastung der beiden Oeff- 
nungen lr und Zr+i abhängigen Werth

= ^ _____
3 (4 +  lr+1)

Kennt man also die Lage der Geraden gn so ist man im Stande, mit 
Hilfe von N r die Lage der Geraden </,.+1 anzugeben. Sind die beiden 
Oeffnungen unbelastet, so ist Tr =  0.

Wir setzen nun voraus, dass nur rechts von r  -j- 1 Lasten an
greifen. Die Geraden g,. und g,.+x gehen dann nach Seite 390 durch 
die Festpunkte L,. und L r+l. Da der Maassstab, in welchem die M  
aufgetragen werden, gleichgültig ist , so können wir, wenn der Fest
punkt L,. gegeben ist, die Lage von L r+i wie folgt finden. Wir legen

Fig. 376.

durch L r die beliebige Gerade gr und bringen sie mit d "  und der 
Senkrechten durch den Stützpunkt r  in U  und B  zum Schnitt. Hierauf 
legen wir durch U  und den Schnittpunkt der Geraden vr und r { r - \ -  1) 
eine Gerade, welche die d'r+i in W  trifft und ziehen die Gerade WB,  
sie schneidet die Achse r  (r  -j- 1) im Punkte L r + Auf  diese Weise 
kann man, von dem mit dem Stützpunkte 0 zusammenfallenden ersten 
Festpunkte L x ausgehend, alle Festpunkte L  und dann ganz ebenso 
von Stütze n ausgehend alle Festpunkte II bestimmen.*)

*) Auch die in der Fig. 372 dargestelltc Konstruktion der Stützenmomente 
mit Hilfe der Werthe T  lässt sich leicht den vereinfachten Annahmen anpa8sen; 
die Senkrechten v spielen dieselbe Eolle wie die Senkrechten I I  in Fig. 371.
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Sehr einfach gestaltet sich auch die Berechnung der Strecken a, b, 
a , b', in welche die Stützweiten 7 durch die Festpunkte zerlegt werden. 
Sind nämlich die Oeffnungen 7, bis lr+l unbelastet, so gelten die 
Gleichungen

2 (7j —j— l^) -j— Jl/g 7g 0
il/l h  “f" 2 i l / g  (?, -j- 73) - |-  il/3 7g =  0

-f- 2 il/r (7,. -}- 7r+1) -f- J /r+17r+1 =  0 

und in diese ist einzusetzen:

^  r  . .  . , b r
Mr-i =  —  =  —  d/„

tv f f , . + i

Es ergiebt sich daher

r~ K- f -  2  (7,. +  7r + 1 ) —  7r+ 1 ——  =  C 
br Cfr+:

und man erhält die einfache Formel
a>+1   7,.+1

6r+1 2 (7,. -)- 7,.+ i) —  ^  ~ r

mit deren Hilfe man die Zahlen —  schrittweise berechnen kann. Aus
b

der ersten Gleichung folgt
a ,  7,
b2 2 (7X -j- 72)

Sind die Festpunkte gefunden, so erm ittelt man den Einfluss einer 
über der Oeffnung lr ruhenden Last P  auf die Momente und Mr 
mit Hilfe der Gleichungen (17). Diese gehen jetzt über in

y-rMr., +  Mr =  =  _  p , rOD'

i Y .
AC-l -f- y-r Mr —  —J -  =  ---  P lr UDCr

b b '
und liefern, da y.r =  , y.r — — ist, mit der Bezeichnung

ar ar °
K —  ar —  a '  =  cr (Fig. 377)

den Werth
-l r __ t> (  ^r br Or Or Qr

—  P  ( —;—  u x> v>D ) =  —  P  (br (Ojj —  a,.<jD).
x  c r  Cr  /  r r

Errichtet man auf der Achse (r —  1) r  im Punkte i?r das Loth
P r P r — ar' und legt man durch L r und R '  eine Gerade, F ig. 377, 
so schneidet diese auf den Stutzensenkrechten die Strecken



,  - K  , ar
f r —  ar  und v,. =  a,. —

Cr  Cr

ab und man erhält daher schliesslich den einfachen Werth
Mr —  --- P  (frMj, ---

Und ganz ebenso findet man
M r.,  =  P  {krCi/, VrWfi)

wo kr die in Fig. 377 mit Hilfe der Geraden L j  P r bestimmte Strecke 
bedeutet.

Durchgehender Balken mit beliebig vielen Stützen. 399

Z a h le n b e is p ie l .  Gesucht sind die Einflusslinien für die Stützenmomente 
des in der Figur 378 dargestellten Balkens.

?1 =  21’”, =  33m. h =  30". lt — 24”', 7S =  21m.

In Figur 378* sind, von L, aus, die Festpunkte L.. L.. IH. L., und, von
7?5 aus, die Festpunkte Iit . Jl3. II,, II, mit Hilfe des auf Seite 307 (Fig. 376) 
beschriebenen Verfahrens bestimmt worden. Sodann wurden in Hg. 378^ die
Strecken f. k und v ermittelt Die Ergebnisse lauten:

für die erste OefTnung f ,  =  4,48"
( P — 11 1

für die zweite Oeffnung "J ___ l(j j~m f r, =  3.10”

für die dritte Oeffnung j ^  _  9  5 9 » /  r» — 2-43”
| J. _  g J ¡m |

für die vierte Oeffnung : £  _  g^g« =

für die fünfte Oeffnung k., =  6,24".
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Von der Einllusslinie eines Stützenmomentes wurden nur die beiden Zweige 
gezeichnet, welche den durch den fraglichen Stützpunkt getrennten Oeffnungen 
angehören. Die Gleichungen dieser Linien sind:

M,

Ai,

Mi

linker Zweig .1/, =  — 4,4Sw.d
rechter Zweig ilf, =  — 11,03 u // - f  3,10

linker Zweig M7 — — 10,17 -f- 3,10 icß'
rechter Zweig jt/ 2 =  — 8,41 a»  -f- 2,48 cod

linker Zweig Af3 =  — 9,59 toB +  2,48
rechter Zweig il/3 =  — 6,14 u/>' +  1,64 a D

linker Zweig 4/, =  — 6,83 wd +  1-64 «/>'
rechter Zweig 3ft : 5,24 bb'

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Tabelle auf Seite 396 sind die Ordinaten 
für 9 Theilpunhte mittelst der Crelle’sehen Rechentafel (Verlag von Reimer in 
Berlin) ermittelt worden. Das Verfahren führt ausserordentlich rasch zum Ziele.

161. N äh e ru n g sfo rm e ln  fü r  g le ich fö rm ige  B e lastung . Der
Einfluss einer über der Oefl’nung lr stehenden Einzellast P  auf daB 
Glied JVr der Gleichung 25 auf Seite 395 ist

:3'
(35) ( 7 — r )

d  -

k— e — >1

T - 1  I

i<— -
d '

ii ?
ł -—* t
•>!I
■*1

I\

Flg. 379.

Flg. 380.

und es ergiebt sich daher für eine zwischen den Grenzen £ — e und 
% =  d  (Fig. 379) aufgebrachte gleichmlissige Belastung der Werth

(36)
jo(ds —  e*)(2 tf —  d 2 —  e2)

4 lr
M ü l l e r - B r e a l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 26
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und ganz ebenso erhält man 

(87) =

Einer gleichförmigen Belastung der ganzen Oefl’nung (Fig. 380) entspricht 

(38) N r_ i= =  X r =  —  •

Anmerkung. Die aus der Festigkeitslcliro bekannten Clapeyron'sehen 
Gleichungen

M r - l l r  +  2  M r (ly +  lr+ 1 ) +  Mr+llr+l =  N r
gelten streng genommen nur für den vollwandigen Balken konstanten Quer
schnitts und sollen in der zweiten Abtheilung dieses Bandes noch ausführlicher 
behandelt worden. Sie liefern aber auch für Fachwerkträger mit parallelen oder 
leicht gekrümmten Gurtungen brauchbare "Werthe und eignen sich daher be
sonders zur schnellen überschläglichen Berechnung der Querschnittsabmessungen 
in solchen Fällen, in denen eine genauere Berechnung der statisch unbestimmten 
Grössen unter Berücksichtigung der Längenänderungen sämmtlicher Stäbe be
absichtigt wird.

§ 15-
Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- 

nnd Kettenbrücken.
162. D re ifach  s ta tisc h  u n b e s tim m te  B o g en b riiek e  m it  d re i 

O effnungen , Fig. 381 und 3S2. Als statisch unbestimmte Grössen 
werden zweckmässig die auf den Scheitelquerschnitt wirkenden Kräfte 
X tt, X b, X e eingeführt. Das statisch bestimmte Hauptsystem besteht 
dann aus zwei Auslegerbalken. Damit 5„4, 5,,„ und 8ca gleich Null 
werden, ist nach der in No. 117 gegebenen Anweisung zu verfahren. 
Ein Zahlenbeispiel möge die Ermittlung der Einflusslinien für die 
Werthe X a, X b, X c eines symmetrischen Trägers erläutern. Einem 
senkrechten X b entspricht hier ein wagerechtes X e. Bei der Berech
nung der Gewichte w  empfehlen sich im ersten Rechnungsgange (und 
nur dieser soll hier vorgeführt werden) dieselben Annahmen, wie beim 
Bogen mit eingespannten Kämpfern.

W ir setzen also für m =  1 bis 5 und m —  7 bis 13 nach Gleich. 3 
auf Seite 325

/ .  \  -17°, - |-  M “,
(1) wm= -— j ,

h„
für m =  6 und m =  14

2 M l
(2) tv6 — — - 5—  (weil zu 6 zwei Untergurtstäbe gehören)

«6 
2 M u

(3) u)14 =  —— 1 -  ( „ „ 1 4  „ Obergurtstäbe „ )



und rechnen ^ 4 zur linken und zur rechten Triigerhälfte. Die
zu diesen Gewichten w  gehörigen Seillinien liefern die Durchbiegungen

Smt, 5,„c in einem Maassstabe, der voraussetzt, dass —  1 ist,
E F a

wo F,  den mittleren Gurtquerschnitt im Scheitel der Brücke bedeutet;

Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 4 0 3

Flg. 381.

-vergl. Seite 325. In die Formeln

(4) X  =  P~ , X  =  Pm ^  , X  == P„ ^Oa„ Obb oec

führen wir die Werthe ein

E F  S U  ,  _ E F , ^ S l s _
■(5) baa =  - j - X — , öt t  —  x ^ E F > 0" —  x E F

26*
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Da nun für einen Obergurtstab

s i s  m :~ \  m : '  \
E F  /r E F t  h- F F ,

und für einen Untergurtstab

S 2s M°a~ \ s e c 3Y M l
E F UE F  F  

ist, so ergiebt sich

(6) 8aa —  54i) =  IS3mj, 5

F  E F ,

■ 2 « .
wo

i

(7) ) Z f, -

Zu ■

m :  + m :

2 M l

für m =  1 bis 5 und m =  7 bis 14,

2 3/,“ 
hu

Dass öa6 und 5ic gleich Null sind, folgt ohne weiteres aus der 
Symmetrie. Die Bedingung

x  s? SaScs
o«c =  Ar - ^ r ^ -  =  oE F

geht über in
^  il/a J\fc

0

und lautet, mit Kücksicht auf die für m —  6 und m —  14 bestehenden 
Ausnahmen

(3)
M l M l  +  M l M l  

F
die Summe IS umfasst m  =  1 bis 5 und m  =  7 bis 13.
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Bei der Berechnung des Einflusses der Temperaturitnderungen

ist der weggehobene Werth — — wieder einzuführen. Man erbU.lt
A r ,

EF.Kt
V Q 2 J
~ S‘ EF 
E F .h "

X b, wird, der Symmetrie wegen, gleich Null. Die Ermittlung der bei 
gleichmässiger Erwärmung entstehenden Verschiebungen S„, und 8e, soll 
zunächst an der allgemeineren Figur 383 erläutert werden. Man wähle 
das Kämpfergelenk: 0  zum Pole eines Williot'schen Verschiebungsplanes 
und stelle die Längenänderungen

ASi =  e i« !, A s2 =  e ts2 As3 ■ ErtSg
durch die Strecken slf s2, ss dar. Man erhält dann die Verschiebung 
O l '  des wagerecht geführten Punktes 1, indem man in 1 auf 0 1  ein 
Loth errichtet und mit der Wagerechten durch 0  zum Schnitt bringt.

Macht man nun l '2 "  =  12  12  und errichtet in 2" und 2 auf 1 2 
und 0 2  Lothe, so treffen sich diese im Punkte 2'. Von 2' aus trage 
man die senkrechte Strecke 2 3/=  2 3 an und bringe das in 3 auf 
0 3  errichtete Loth mit der Wagerechten durch 3" in 3 zum Schnitt 
Bezeichnet man dann die Strecken 3 3 und 2 3 mit e und h„ so ergiebt

I * . --------------- z 3

Fig. 383.



sich für den Winkel, um den sich die Scheitelvertikale dreht, der Werth
ß

vb =  ——, und es drehen sich daher die nach No. 117 m it den Scheiteln
lls

der beiden Triigerhälften befestigt gedachten starren Scheiben gegen
einander um

8„i =  —  2 i t ~ -
Ji.

Das Zeichen —  ist zu nehmen, weil sich die Scheitelvertikale 2 —  3 
nach links also im Sinne von X a dreht, während 8ot im entgegenge
setzten Sinne positiv gezählt wird wie X„.

Die wagerechte Verschiebung des Punktes 2 wird durch das vom 
Punkte 2' auf die Senkrechte durch 0  gefällte Loth d dargestellt; sie 
ist also =  s t d ,  und die Verschiebung des Angriffspunktes L  der Kraft 
X c beträgt, wenn die Strecke 2 L  mit Je bezeichnet wird,

s t {d -{- &vh) =  s t  ( d  -j- Je —J ,
\  /lA /

so dass sich schliesslich ergiebt

5C( - 2 st ( d  —|— Je ——)  *

Liegen die Punkte 1 und 2 in einer W agerechten, wie bei dem in
Fig. 381 dargestellten Sonderfalle, so wird m it den aus Fig. 383 er
sichtlichen Bezeichnungen:

(10) 5a( =  —  2 s t - ^ - ,  5c(= 2 s t  ( t2 —

Einflusslinie für X„. Im Belastungsfalle X a =  — 1 entsteht am linken

Endauflager ein abwärts gerichteter Widerstand —-. Die Angriffsmomente sind
n

für die Seitenöffnung 3Iu„ a =  3I°ma — — 1
‘i

„ „ Mittelöffnung 31“,a =  31°,a =  — 1.
Berechnet man nun die Gewichte wma und Werthe zma nach den Formeln (1) bis (3)
und (7) und dividirt diese Grössen durch den sich später hebenden Faktor 2, so 
erhält man

/••• A i • - im 1 tH 1
f l i r  tH  —  1 DIS 0 W m a  •— Z ‘ ,  2 ”  „ , |  |  Z m a  ■  “  t)\  W m a

4  t im  D Ilm  O

für m =  6 bis 14 tc„a — ---------------- =  +
h m  h n%

und für den ganzen Träger

( 1 1 )  § a a = 2 2 T m o =  W m o " f *  2  2  - j - j  j •

« 1 6 hm 14
Die Höhen Jim und Gewichte tcma sind in den Tabellen I und II zusammenge
stellt worden. Die Berechnung der Trägerform ist in Band I, Seite 436, als

4 0 6  Zweiter Abschnitt. — § 15.



Beispiel zur Linienführung der Gurtungen gebracht worden. F ür 800 ergiebt 
sich nach Gleich. 11 der W erth

5„„ =  0,908 +  2 • 2,011 +  0,691 =  5,079.O

Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 4 0 7

T abelle I  Seitenöffnung.

m Ilm h'm 1
h l

m
Wma= - T h l — m  W a W tn b —— 8 W m a

W m  c —'
2 * 5)93 tVm  a

0 1,20 1,44 0,694 0 0 0
1 1.33 1,77 0,565 — 0,094 0.094 — 0,75 - i , n
2 1.75 3,06 0,327 — 0,109 0,218 — 0,87 — 1.23
3 2,51 6,30 0,159 — 0,079 0,237 — 0,63 — 0,94
4 3.64 13,2 0,076 — 0,051 0,204 — 0,41 — 0,60
5 5,19 26,9 0,037 — 0,031 0,155 — 0,25 — 0.37

c>
--  S  »1 W a  -

1
=  0,908

T abelle  I I  M ittelöffnung.

i, 1 1 - 2,54 — h,„
ll m W m a  — ^  * Jim

6 7,20 0,139 0,019 8 — 0,15 +  0,053)
7 5,19 0.193 0.037 7 -  0.26 — 0.10
8 3,75 0,267 0,071 6 — 0,43 — 0,09
9 2,74 0,365 0,133 5 — 0,67 — 0.03

10 2,07 0,483 0.233 4 — 0,93 +  0,11
11 1,64 0,610 0,372 3 — 1.12 +  0,33
12 1,38 0,725 0.526 2 — 1,05 +  0,61
13 1,24 0,806 0,650 1 — 0,65 +  0,85
14 1,20 0,833 0,694 0 0 +  0.104)

4,282') 2.0412)

')  4,282 =  2  2) 2,041 =  S  -jV ; 3) u-6c =  2 ~ r  =  0,05;
7 Ilm  6 I lm  '*6

*) WUc= 2/ ^  =  oao.
14

Die 8,,.«,-Linie darf als die Momentenlinie eines mit den Gewichten wa be
lasteten Balkens C A D  aufgefasst werden, der bei C frei aufliegt, bei D  einge
spannt und bei A  durch ein Gelenk unterbrochen ist. F ü r den mit w ,a bis v ta 
belasteten Koppelträger C A  erhält man in C und A  die Stützendrücke *)

0,09 • 5 +  0.11 • 4 +  0,08 • 3 +  0.05 • 2 +- 0 ,0 3  n 91
C _  -

A  =  -  0,15

*) Die Gewichte w  wurden auf zwei Decimalstellen abgerundet.
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Qi =  — 0.21. Q2 =  — 0,21 +  0,09 =  — 0.12, Q3 =  — 0.01, Q4 =  4 -0 ,07 ,
Q6 =  4 -0 ,12 , Q0 =  4 -0 ,15  

und W erth e J f : X
Jl/j :X =  — 0,21, =  —  0,21 — 0,12== — 0,33, ilf3 :X =  — 0,34,

=  —  0,27, M& : X =  — 0.15, il/9 :X =  0.

Für den mit w&„ bis tv,3„ und ausserdem in A  m it — 0,15 belasteten Freiträger 
A D  findet man

<J, =  0,15 +  0,02 =  0,17, Qa =  0,17 +  0,01 =  0.21, Q9 =  0,21 +  0,07 =  0,28 
Qio —  0,41, Qu — 0,64, Qu =  1,01, Q13 =  l,54, Qu — 2,19 

ferner
M7 :X =  0,17, M s : \  —  0,17 + 0 ,2 1  = 0 .3 8 , M t : X =  0,38 +  0,28 =  0,66,
M l0: X =  1,07, M n : X =  1,71, M n : X =  2.72, Mn  : X =  4,26, 4 /u :X =  6,45. 

Nun erhält man
M  M :  X

ferner die Querkräfte

X a-

X l  =  —  0,124 
X a , = — 0,195
X 3 =  -  0,201 
X ai =  —  0 ,160 
X „ 5 == —  0,089

8„„ Saa
Xat = + 0 , 1 0 0  
X 8 = 4 - 0 ,2 2 5  
X oq ~~ 4 “ 0,390 
X„,0 =  4 -  0,632

: 0 ,591
M

Xaa — +  1,011 
X u  = 4 -  1,608 
A«i3 =  4 “ 2,518
X u =  4" 3,812.

Einflusslinie für X -  In  Folge von X b — — 1 entsteht am linken End- 

aufiager der abwärts gerichtete Stützenwiderstand 1 weshalb

fü r  die Seitenöffnung M l M „ b =
h

Mit X m  :

„ „ Mittelöffnung M °mb =  Ml.h =  — 1  • x m.

■ mX und x'„  —  m'X ergeben sich also die Gewichte

—  X 
h i

Wmb — --- 2 X,

und dafür nehmen wir

- 2  — X 
’ 2 Ä i X

fü r die Seitenöffnung w,„b =  — 8 • =  8 icma
6 hm

„ Mittelöffnung IV mb —

Die Berechnung von 646 ist überflüssig, da X b in der Mitte des symmetrischen 
Trägers den W erth 0,5 hat. Man berechnet also genau wie vorhin die durch 
die Gewichte wb hervorgerufenen Momente M  und findet dann aus der Gleichung
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Auf diese W eise erhält mau:

A'i,, =  — 0,030 X i, =  - f  0,024 X tu =  +  0,200
A i, — 0,047 A i, - |- 0,052 A i,, -)— 0.284
A i3 — — 0,048 Aig =  0,089 X&,3 =  -J- 0,386
X i, =  — 0,038 X i10 =  +  0.136 XiU =  - f  0.500.
X is =  — 0,021

F ür die rechte Trägerhälfte ergeben sich dieselben Ordinaten mit den entgegen
gesetzten Vorzeichen.

Ermittlung der Lage von Xi. Fig. 382. Am linken Endauflager wird 
durch die im Abstande c„ von den Kämpfern angreifende Belastung X e — — 1

der W iderstand C - —  1 hervorgerufen, und es ergiebt sich daher mit den
‘i

aus der Figur 382 ersichtlichen Bezeichnungen

fü r m =  1 bis 5 M l  =  Ml

Da nun

„ vi — 6 „ 14 Me — ~i~ 1 • Co 
M uc =  + l - , j .

für m —  1 bis 5 M l  =  M l  —  —

„ m —  6 „ 14 M l — M l — — 1 
ist, so geht die Gleichung 8 auf Seite 404 über in

5 m cum o v  “ _
“ T 6 6 hm-

und, wegen y m =  c0 — hm.
1 5'S,

v l !
7

1 — 2 Co

V

V I

T

y» =  o

Es folgt also, m it cu —  ht — c» — 7,2 — c, 

_ >  5
Co(12)

h 5 '* 1’’ö V> I r i » i » . . - i - i r -
O  1 7 t im

1 1

Co

13 1 2 E | .
c hm“ hu* 3 1

2,4 • 0,908 +  4,282 : 1.27"
2 ■ 2,041 +  0,694 - f  4 • 0,908 

Cu=: 7.2 — 1,27 =  5,93” .

Einflusslinie für Ai. Setzt man die fü r Me angegebenen W erthe in die 
Gleichung 1) 2) 3) und 7) ein, so erhält man mit y m =  c0 — h„ =  1,27 — hm
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und es ergiebt sich daher fü r den ganzen Träger

und, mit Beachtung von Formel 12:

Sce = ---- |-  Cuhs "StnWma — 2 c„ 2  — p 16 =  31.95.O l  7 hm

Die 5me-Linie der Trägerstücke CA und AB  darf als die Momentenlinie 
der mit den Gewichten wc belasteten einfachen Balken CA und AB betrachtet 
werden. Es folgt dies daraus, dass S„„ =  0 ist, dass also die beiden Scheitel
vertikalen (14) der das statisch bestimmte Hauptsystem bildenden Auslegerbalken 
sich im Belastungsfalle X c =  — 1 nicht gegeneinander drehen und in senkrechter 
Richtung dieselben Verrückungen erfahren. Diese Eigenschaft kann auch zur 
Berechnung von c„ benutzt werden. F ü r den Querschnitt D  des mit den u>c be
lasteten einfachen Balkens AB ist nämlich das Biegungsmomeut gleich dem

statischen Momente der Gewichte wlc, wBC ■ . . ielsc und —■ tcuc■ bezogen auf die

Stütze A ,  d. i.

während sich fü r J) als Querschnitt des Trägers C A D  das Moment ergiebt

Setzt man diese beiden W erth e einander gleich, so findet man

5 >n 13 13 1
-f- h  2  icmc -v- -f- io6C h  -f- E  icntc m'X 4 - 'S tcme in). -I- —  w uc h  —  01 6  7 7 2

und, wegen (» i'-f- in) X =  h ,  nach Einführung der wc:

das ist dieselbe Gleichung, die auf Seite 409 auf anderem Wege gewonnen 
wurde.

13 J

M d  =  S io mcmX -f- —  w u c h7
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Die Berechnung der Momente der Balken C A  und A B  liefert:
A f,: X =  — 2,48 
A/2 : X =  — 3,84 
A/s : X =  -  3,98 
A/, :X =  — 3,17 
A/5 :X =  — 1,77 

und es ergiebt sich daher

A/7 : X =  -j- 1,73
A/8 : X =  -f- 3,56
A/g : X =  4* 5,48
A/jo - X =  -f- 7,43

A/u : X =  —(— 9,27 
A /,,: X =  -j- 10,78 
A/jo : X 4~ 11,68 
AZ,*: X =  -j- 11,73

A f: X
S c  : X

X n  -  —  0,233 A 4
A 4 =  — 0,361 A 4
A4 —— 0,374 A 4
A 4 =  — 0,298 Acil)
A 4 =  — 0,166

A/:X
10.65 =  0,0939

M

■ - f  0,334

•0,698

A'c, =  +  0,870 
X ,s =  - f  1,012 
X is  — 4 “ 1,097 
A/cu =  +1 ,101 .

E in flu sslin ie  fü r  den W iderstand  C  d er lin k en  E n d stü tze . Liegt die 
Last P  =  1 im Abstande S von der Stütze A  und wird ij nach links positiv ge
rechnet, so folgt

C7, =  1 4  4  X i ,  +  X a +  XcCu
und hieraus

C =  (c 4  24 X ,  +  X a +  5,93 X ).

Liegt P  rechts von der Mitte des Trägers, so ist das Glied § zu streichen. Die 
mit Hilfe dieser Gleichung berechnete C-Linie ist in  Fig. 381 dargestellt -worden.

Die weitere Untersuchung der Mittelöffnüng erfolgt nun nach dem im § 11 
in dem Zahlenbeispiele angegebenen Verfahren. Mau berechne der Beihe nach 
die Einflusslinien für

M l M l ■11
und

Dm COS <p,„
M l Mm.1

und schliesslich die Einflusslinien für

Vm cotg 9„,+ i =  — Dm+i cos 9„,+i — Pcotg  <p„,+i.
Die Seitenöffnung wird in derselben W eise untersucht wie die Seitenöffnung 
eines auf 4 Stützen ruhenden Balkens (Fig. 352, Seite 372); aus der C-Linie 
lassen sich hier die Einflusslinien fü r alle Stabkräfte schnell herleiten. Die Ein
flusslinie fü r die Vertikale über der Mittelstütze wird nach dem auf Seite 382 
beschriebenen Verfahren bestimmt; man benutze die Gleichgewichtsbedingung 
für den oberen Knotenpunkt 6.

D er E influss e iner g leichm ässigen  E rw ärm ung  um 35° ist (für Fluss
eisen) abgerundet und auf Tonnen und Meter bezogen 

o f  z E tF s
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=  * ( i
h > 15 cc
36 11 250- 35 F,
18 !’ 3 ■•3224 — —  — „ * ' • =  4000 F„

Der Einfluss der Temperaturänderungen ist verhältnissmiissig gross, und es 
empfiehlt sich daher stets die Anwendung der genaueren, die Formänderungen 
Sämmtlicher Stäbe berücksichtigenden Formeln

E F

Ausser der gleichmässigen Erwärmung, welche

Sa« =  — 2 - f - t t  und Se, — 2 ¡L — si\ i, /
liefert, prüfe man noch den Einfluss einer ungleichmässigen Erwärmung der 
beiden Gurtungen. Dann ist

5a, =  'S ttSas und Sct =  '2ztScs
zu setzen.

163. D er B a lk en  a u f  4  S tü tzen , der bereits im § 13 (Fig. 350) 
untersucht worden ist, kann auch auf dem in No. 162 eingeschlagenen 
Wege berechnet werden. Es ist X c =  0.

164. Die zw eifach  s ta tisc h  u n b e s tim m te  B o g en b rü ck e  m it

Flg. 384.



d rei O efFm ingen, Fig. 38 4 , wird in ähnlicher Weise untersucht wie 
der in No. 162 behandelte Träger. Es ist X„ —  0, und ausserdem ist 
der Angriffspunkt von X b und JV« von vornherein gegeben.

165. E in g e len k b a lk en  m it d rei O effh u n gen , Fig. 385. Es

Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 4 1 3

Fig. 385.

wird X e = 0 ,  und man erhält nach Zeichnung der Biegungslinie für 
X t —  —  1 den Einfluss von P
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Fig. 3S6.

Öf.6

In den Figuren 385 sind aus der X,;-Linie die Einflusslinien für die Mo
mente Mm und Mk, für den Stützenwiderstand A  und die Spannkräfte D  und 
D' hergeleitet worden. Der Kräftemaassstab ist =  P  —  1. Der Ein
fluss einer gleichmässigen Erwärmung ist entweder gleich N ull oder (falls 
der Träger unsymmetrisch ist und die Auflager nicht in derselben 
Wagerechten liegen) unwesentlich. Ungleichmässige Erwärmung, z. B. 
Sonnenbestrahlung der oberen Gurtung, kann dagegen grössere Spann
kräfte hervorbringen. Man berechne dann X ht mittels der Formel

Sbts

SS"' s 
'* E F

und berücksichtige die Längenänderungen sämmtlicher Stäbe.

166. D er E in g e le n k b o g e n , Fig. 386. Das statisch bestimmte 
Hauptsystem besteht aus zwei Freiträgern; die Untersuchung dieses

Trägers unterscheidet sich also von der im § 11, No. 116 durchge
führten nur dadurch, dass X a =  0 ist und der Angriffspunkt von X 6
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und X c m it dem Scheitelgelenk zusammenfällt. Fig. 386 zeigt einen 
Tbeil des Verschiebungsplanes für X b =  —  1. Die Strahlen O c / und 
Oc2 stellen die Verschiebungen dar, welche das Scheitelgelenk als 
Punkt des linken oder rechten Freiträgers erfährt. O m  ist die Ver
schiebung des Angriffspunktes m von Pm. W ählt man X c _|_ c / c / ,  so ist

Näherungsformeln. Für einen symmetrischen Bogen mit parabelförmigen 
Gurtungen lassen sich auf dem im § 11 unter e, Seite 350, eingeschlagenen 
Wege genügend genaue Formeln zur Berechnung der von senkrechten Lasten 
hervorgerufenen Kräfte Xb und Xc herleiten. Das Scheitelgelenk habe von der

Flg. 387.

P - 1

_sr_

-  JC

oberen Gurtung den Abstand e0, von der unteren den Abstand eu; bezüglich der 
übrigen Bezeichnungen verweisen wir auf Fig. 387 und auf die Untersuchung 
im § 11. Für Xb gilt die auf Seite 352 für P =  1 abgeleitete Formel

-Y* =  s I T T  £  [»  M - 0  -  M  |  -  M  <i -  «> £ ]

und für A'<- erhält man (vergl. Seite 353)

y  — M
J1

2 f  (2/oa +  y~2) 
0

: a +  (1 — a) ■

0
Xa

h



und M  durch die Gleichung erklärt wird 
d*M
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d x ‘ — <■> ('Jo + ! / « )  —  w [Vo j t  —  e° +  f »

=  [a  +  ( l - a ) ^ L ]  +

Da Af das Biegungsmoment eines an der Stelle xa =  h eingespannten, durch die 
stetige Belastung to beanspruchten Freiträgers ist, so sind die Integrationskon
stanten der vorstehenden Differentialgleichung durch die Bedingungen bestimmt.

xa =  0 muss liefern jL^L. =  q
d X A

x a  =  0  „  „  M  =  0 .

Man erhält

^ ^ [3 ° g + 10(l - 3 g) f - 5 (2 - 3 g) y + 3 (l - tt) g ] f

. ( e u —  C o ) l i'-  f  , x a  “1 x a -+  — 6 L3cc-h(l — a) — J — ,
ferner

2 / ( V  +  y-2) <odx =  (/•„-> +  / +  /, — +  /, ( f . , .  -  U Co) 4 ^0 o
+  fi («u2 -f- e») (1 +  a).

Es ergiebt sich also schliesslich für eine an der Stelle XA — a liegende Last P =  1 
der Werth

X c  =  [ y  ( /k  - f -  /u )  Y +  5  ( e 0 —  eu) y ’J

wo k1 =  2 (f„- +  f j )  (l +  öa) +  10 (fueu -  f„e.) (I +  3a) +  30 (c„“ +  fi02j (1 +  a)

T =  [ 3 0 a + 1 0 ( l - 3 a ) f - 5 ( 2 - 3 a )  —  + 3 ( l - a ) - £ l - £
U ‘1 *1 ¿1 -1 ¿1

y  =  [ s « .+  (i _ . | | . ] ^ .

Der Einfluss einer gleiehmässigen Erwärmung um t° ist, wenn F. den mittleren 
Gurtquerschnitt in der Nähe des Scheitels bedeutet, X u =  0 und

„  2 tE t l iF .h r
+ --------------------

2 J (y«2_l-</«-) w dx0
, 60 tE tF J i t2

= — v ---------
SonderfaU e0 =  eu= ^ h , .  Fig. 388.

fc =  f — \{hk — h.) 
fu =  f-\-\{hk —  h,).

Ac =  ^ ; ^ [ 3 0 a + 1 0 ( l - 8 a ) - ^ - 5 ( 2 — 3 a ) - £  +  3 ( l - a ) y J ]
WO

V  =  4 p  (1  +  5 a )  +  l,.1 ( 1 1  +  5 a) +  h,ht (3 +  5 a )  +  h*1 ( 1  +  5 a ).
Der Einfluss einer gleiehmässigen Erwärmung ist

  60e.EtF.hs1
 k X --------
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Für a =  1 erhält man

_  5^ a2 /  a , a2)
247+2 v 4 7 7 + v

X a  = 6 f*
wo

1

Hierzu gehört

8 Ji9£ +  4 tishk -f- 3 ltk1
12 r

Für a =  0 ergiebt sich

s = i £ [ JO- 1 0 « + s £ ]

X « =  15 zE F .t -X -' i

Hierzu gehört

l ih P  -{-O/hhk +  hP 
4 f 1

* = ^ ( 1 - 0,5 +

Die folgende Tabelle enthält für die Grenzfälle a =  1 und a =  0 die Werthe

Xi, und Xe sowie die Zahlen v, wo y* die Ordinate der durch die Gleichung
” 1 T

n \ X > yk =  (/, — a)

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II . 1. 27
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bestimmten Kämpferdrucklinie. Die Zahlen beweisen, dass der Einfluss von a 
recht erheblich ist. Da nun beim Eingelenkbogen die Steifigkeit vom Scheitel 
nach dem Kämpfer stärker zunimmt wie beim gelenklosen Bogen, so wird es 
sich empfehlen, bei der ersten Ueberschlagsreclinung a noch kleiner zu wählen 
als nach dom auf Seite 351 in der Fussnote gemachten Torschlage. Den Einfluss 
der Temperaturänderung wird man auf jeden Eall noch einmal genauer mittels 
der Formel

_  t t l  ,

berechnen, deren Nenner sich über die Stäbe der einen Bogenhälfte erstreckt.

f V

a
~h

Xc.
'>h 7

“ = 1 a =  0 « =  1 a =  0 a =  1 a =  0

0,0 0 0 0 0 0.600 0,400
0,1 0,007 0,00 t 0.0117 0,0023 0.558 0,379
0.2 0,028 0.007 0,0437 0,0162 0,513 0,355
0,3 0,061 0,023 0,0917 0.0491 0,464 0,327
0,1 0,104 0,051 0,1520 0.1037 0,411 0.296
0.5 0.156 0,094 0,2214 0,1797 0,353 0,261
0 , 6 0,216 0,151 0,2970 0,2743 0,291 0,220
0.7 0,282 0.223 0,3767 0,3833 0.224 0,171
0.8 0,352 0,307 0.4587 0,5018 0,153 0.122
0.9 0,425 0.401 0,5417 0,6251 0,079 0.064
1 , 0 0.500 0.500 0.6250 0.7500 0 0

167. Dreifach, s ta tisch  u n b estim m te  K etten b r ü c k e  m it d rei 
O effhungen . Fig. 389. Die Ketten C A 0, A 0B 0 und B 0D  werden 
durch eine auf vier Stützpunkten ruhende gegliederte Scheibe versteift, 
und sind mit den Endpunkten dieser Scheibe befestigt. Die Veranke
rung der Kette wird also erspart und man kommt mit schwachen 
Widerlagern aus.*) Das ganze System besitzt nur ein festgehaltenes 
Auflagergelenk und drei in wagerechten Bahnen geführte Stützpunkte. 
Trennt man den Versteifungsbalken in der Mitte durch einen senk
rechten Schnitt, Fig. 3 9 0 , und bringt man (nach No. 117) an den 
Scheiben I  und I I  die Kräfte X a, X b, X c an, so besteht das statisch 
bestimmte Hauptsystem aus zwei Auslegerbalken, die durch die Kette 
miteinander verbunden sind. Den in Fig. 390 angenommenen wage
rechten Verbindungsstab hat man sich unendlich klein zu denken. Bei

*) Dafür ist allerdings der Eisenverbrauch verhältnissmässig gross. Das 
System wirkt aber in ästethischer Beziehung recht vortheiihaft; es wurde vou 
meinem ehemaligen Hörer, Herrn Diplom-Ingenieur Eyde bei der Mühlenthor- 
Brücke in Lübeck zur Ausführung gebracht. Vergl. die Mittheilungen über den 
Etbe-Trave-Kanal in der Zeitschrift d. Ver. deutsch. Ing. 1900.



Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balten- u. Kettenbrücken. 4 1 9

unsymmetrischer Anordnung des Tragwerks 
Gleichungen

wird die Erfüllung der 

=  0 , 84c =  0 , 8eo =  0 

auf die in No. 117 beschriebene Weise herbeigeführt. Ist der Träger 
symmetrisch, so werden die beiden ersten Bedingungen durch ein senk
rechtes X h und ein wagerechtes X c befriedigt. Der Abstand c der Kraft 
X c vom Scheitel der Kette wird mittels der Gleichung

_  S aScs _
E F

bestimmt. Der Gang der Rechnung ist derselbe wie in dem in No. 162 
durchgeführten Zahlenbeispiele. In den Belastungsfällen X a —  —  1 und 
X b =  — 1 werden nur die Stäbe des Versteifungsbalkens beansprucht; 
die Kette, die Hängestangen und der Ständer A 0A  bleiben spannungslos. 
Es sind also nur für den Einfluss von X c neue Formeln aufzustellen.

Der Einfluss der statisch unbestimmten Grössen X  auf den Wider
stand C der Endstütze und auf die Momente M° und M “ für die oberen 
und unteren Knotenpunkte des Versteifungsbalkens ist mit den in den 

389 bis 391 angegebenen Bezeichnungen:
c

Figuren

¿i i j X
h

Fig. 390.

für die Seitenöffnung 

M' C x  +  X . y .  =  X .  j  +  A-, Ä  -  X .  ( ~ - ! , . )  

■ =  0 «  +  X , y .  = x f  +  A . f  -  x .  ( "  - , |
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und. für die Mittelöffnung
=  X .  +  X t x  —  X e (c —  y.) 

M u =  X a +  X hx —  X c (c —  y„).

Näherungsformeln. Ist der Yersteifungsbalken ein Parallelträger mit 
konstantem Gurtquerschnitte, so lassen sich einfache Näherungsformeln aufstellen, 
die auch im Palle schwach gekrümmter Gurtungen zur ersten Abschätzung der 
Querschnittsverhältnisse benutzt werden können. Die Endpunkte C der Kette 
sollen in der Mitte zwischen den beiden Gurtungen angenommen werden. Wir 
rechnen mit unendlich kleinen Peldweiten, setzen also 

SJs
EFh*ö„„ =  : E F

und erhalten, da für die Seitenöffnung M l  =  M l  = -  

nung Afa == M l  =  — 1 ist

und für die Mittelöff-

(1)

xL
Nun ist weiter, für die Seitenöffnung Ml  =  Mb = --------   und für die Mittel-

n
öffmmg M l - M t  =  — x

E F h 2$bb =  J  (M l3 +  M l3) d x  — l j  d x  +  i j x ' *  dx

(2) E F V  fc» =  T  *,*& +  «•
Zur Berechnung der Lage von X c dient die Bedingung Sac =  0, das ist

EFh^Sac— j (M l M l  +  M l M l)  d x  =  0.

Es genügt, diesen Werth für die Hälfte des symmetrischen Trägere zu berechnen. 
Für die Seitenöffnung ist
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für die Mittelöffnung
M l Ml =  — 1 • (c -  y.)
Af“ iKi =  - l . ( c  — y„) 

und man erhält daher (wegen y„-\-yu — 2j/) die Gleichung
h Ij

(3)

und nach Ausführung der Integration unter der Voraussetzung einer parabel
förmigen Kette

i h ( c - h 1> +  f1) +  l , ( c - h P +  i f t) =  0.*)
Hieraus folgt die einfache Gleichung

f th  +  2 Uh(4) c =  Jep ' “t~ 3Ij 
Zu dem Werthe

§ — s  Se' s 
cc EF

liefern auch die Ketten, die Hängestangen und die Ständer A0A einen Beitrag. 
Es ist aber für unsere Zwecke zulässig, den Einfluss der Hängestangen und 
Ständer zu vernachlässigen und die Annahme Fa =  Fi sec a  zu machen, wo 
Fa den Querschnitt eines um a gegen die Wagerechte geneigten Kettengliedes 
und F i  den Querschnitt der Kette im Scheitel bedeutet. Der Zug in einem 
Kettengliede ist gleich X e sec a ; es ist also Sc =  — 1 • sec a, und man erhält für 
den Beitrag der Kette zu dem Werthe EFh28cc nach Seite 268 für eine Seiten
öffnung und die halbe Mittelöffnung den Ausdruck

*•.!*: (‘ + x f - + ¥
16 ft
3 4Z2

Für die linke Hälfte des Yersteifungsbalkens ist der Beitrag zu E F h 2S,
h+h

(EFh-Scc)B =  J ( M l 2 +  m V)  dx,

wo für die Seitenöffnung

«•♦«■ -(fs-'+ iM f-'-r
) + v — £ + t

?!
*) Man beachte, dass f  y x d x  das auf die Senkrechte durch C bezogene 

0
statische Moment der Fläche ist, die von der Parabel CA„, dem Ständer A^A 
und der Balkenachse begrenzt wird; man erhält

r l , hph 2Z, 2 . Z,f   y f . / r y



und für die Mittelöffnung
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M°c2 -f- M c' — — y  +  +  (c —
h V

=  2c (c — y) +  2y- — 2cy - f  y ,

und es ergiebt sich daher mit Rücksicht auf Gleich. 3

( E F h - S c e )i> =  2 j  t f -d a — 2 y x d x  +  2  j  i f d x  —  2 c J y d x +  y  f t  + f s)

0 0 0 0

y =  ib j^  — y'

Da nun für die SeitenöfEnung 

ist und für die Mittelöffnung
// =  hp — y",

so folgt mit Rücksicht auf Gleich. 4: 
h h

j ^ d x + J y ^ d x = j -  h j h— +
0 0

= | | ? 1  +  3 h) K  (2 C -  hr ) +  J L  ( /? ? , +  f *  y .

Mithin wird

(EFh*$")B= - g -  ( fS h + U‘ y  -  (Ä J. -  ‘)2 (h+ 3  y + y  7<a ( I ,  +  y  

und, da wir nur die Hälfte des Balkens berücksichtigt haben,

(5) j -  E F h *#« =  |-  (frh  + ~  (hp -  C)*ft + 8y + 4-Äl f t  +  «
F

J r ~FkhiS°’
worin _ ,  / ,  .1 6  f,- , lipi \  (  16 /i,2 \

* - H l +  T 7 j r + y - )  +  '» l l +  Y 4 i r j '
Nun lassen sich die Einflusslinien für die Grössen Ara, Xi  und X c sehr 

schnell ermitteln. Die Gewichte
31° +  3 /“ X 

W~  h* E F  
ersetzen wir wieder durch eine stetige Belastung

31° -f- J f “
“  h*EF  ’

multipliziren diese mit — h*EF  und erhalten der Reihe nach für die Seiten-

*) Dieser Werth für die Summe des zweiten und vierten Gliedes der vor
stehenden Gleichung folgt ohne weiteres aus Gleich. 3.



Öffnung die folgenden Belastungsordinaten, die wir als Mittelwerthe von 31° und 
31u mit M  bezeichnet haben. Es sind dies gewissermassen die auf die Balken
achse bezogenen Momente

-V„ =  y ( 3 / ° - =

3h  =  (3 ll  +  311) =  - 1, f .

Mc =  ± - ( 3 i : + 3 l “) ^ c ^ - y

Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 4 2 3

— 11= 1,---------

Fig . 392.

und für die Mittelöffnung
Mb =  — 1, Mi =  — 1 -x', 31c — c — y- 

Die so gewonnenen Belastungsflächen sind in den Figuren 392^ b.° durch Schraf- 
firang hervorgehoben worden, die ihnen entsprechenden Momente geben durch



4 2 4 Zweiter Abschnitt. — § 15.

die entsprechenden Werthe -i- EFh-Saa, E F h-Sa,  -i- EFWScc dividirt, dieZ Z AJ
Ordinaten der Einflusslinien für X„, Xi,  X c an. Bei der Berechnung von X a
und X i  handelt es sich um die Ermittlung der Momente für einen Balken C A D ,  
der hei D  eingespannt, bei C  frei auf liegend ist und bei A  ein Gelenk besitzt; 
während die Ordinaten der Xc-Linie sowohl über der Seitenöffnung als über der 
Mittelöffnung den Biegungsmomenten einfacher Balken C A  und A B  von den 
Stützweiten ll und l — 212 proportional sind. Man vergl. auch das Zahlenbeispiel 
in No. 162. Da sich dio Belastungsllächen aus Rechtecken, Dreiecken und Pa
rabelabschnitten zusammensetzen, so können die in der Tabelle auf Seite 425 
für zwanzig Theilpunkto der Stützweite berechneten Zahlen benutzt werden. 
Dio Zeiger lt. 1), P  weisen auf das Rechteck, das Dreieck und den Parabelab
schnitt als Belastungsfläche hin; die grösste Belastungshöhe ist mit z  bezeichnet.
Durch die über der Tabelle stehenden Figuren und die darunter stehenden Formeln 
dürfte dio Tabelle genügend erläutert sein.*) Die Anwendung dieses Verfahrens 
auf den vorliegenden Fall liefert für die Seitenöffnung die Gleichungen:

WZ) • 1 ■ f,2___ __ /,' CODX„ -

X i =  -

6 - ± E F k ^ m 4(*‘ +  3 ^  

/| ’<•)/>

2

v — r _ ~ c) 2 /i3
" ' L 6 +  P 3 J E F h “$cc

wo ~ E F h - S Cc durch dio Gleichung 5, bestimmt ist.

Um X a für die Mittelöffnung zu berechnen, beachte man, dass der Ivoppel-
o 1

träger CA  in Fig. 392» in A  auf den Freiträger A D  den Druck — • -L ausübt.
O

An der Stelle x  des Freiträgers entsteht also

J f = T * + ¥ -

Dividirt man diesen Verth durch — E F h ‘-S„a, so erhält man

Y  .'E(2?i +  3aQ 
4(^ +  3

und ganz ebenso entwickelt man die Gleichung

Für die Mittelöffnung erhält man
y- _  r u>r (,ip—c) i
" c L 3 2 J

2~(2f,)8
EFIPScc

*) Die Zahlen uz> haben wir bereits bei der Berechnung der durchlaufenden 
Balken auf Seite 396 benutzt.

**) Die für Xa und X» gefundenen Gleichungen gelten auch für den Balken 
auf vier Stützen; die für X i  erhaltene auch für den in No. 165 untersuchten 
Eingelenkbalken.
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T a b e lle  d er W erth e  u n, u D, « F, o / .

-jc-H 
t, z

^4
 >

J i

k—«  —

 Z ----
¿4 Ji

X
Zx---Z ~ IIi? 4 z x  (l — x) 

l*

z l
a  =  b = - y

z l  B
=  6 =  ir

z l  B _ z l
~ ir

3 / = zl*
TOn-g-

zPW/> —  
0

zl*
wp — , zl*0>P —

x
T

X X* 
— 1  p~

. °k
1II3 X x ‘

« P = T  ~ ~ F ej* =  2 ton — ton

0,05 0,0475 0.0499 0,0500 0,0498
0,10 0,0900 0.0990 0,0999 0,0981
0.15 0,1275 0,1466 0.1495 0,1438
0.20 0,1600 0,1920 0.1984 0.1856
0,25 0,1875 0,2344 0,2461 0,2227
0,30 0,2100 0.2730 0.2919 0.2541
0.35 0.2275 0,3071 0.3350 0.2793
0.40 0,2400 0.3360 0.3744 0.2976
0,45 0,2475 0.3589 0.4090 0.3089
0,50 0.2500 0,3750 0,4375 0,3125
0.55 0,2475 0,3836 0,4585 0,3089
0,60 0,2400 0.3840 0.4704 0,2976
0.65 0,2275 0.3754 0,4715 0,2793
0.70 0,2100 0.3570 0,4599 0.2541
0.75 0.1875 0.3281 0.4336 0.2227
0,80 0,1600 0.2880 0.3904 0,1856
0,85 0,1275 0.2359 0,3280 0,1438
0,90 0,0900 0,1710 0.2439 0,0981
0,95" 0,0475 0,0926 0,1355 0.0498

Die Zahlenwerthe dtp und fon dieser Gleichung entsprechen der Stützweite 7 =  272.
I 2 1Ist z. B. /, =  L und f1==f1 -ji- =  — ft, so ergiebt sich

7 9 ,  9 ,
— C==l 6  f’ =  T fl

und

T s t v W
139
480

Für ! ,= ? ,= =  32’", f,  =  8~, f, ■

T EFh* i r

2,0", h =  2,0", hy =  10” wird hp — c =  4,5” und 

22,533 +  8,81 F̂ i
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also für i?’=  0,51 Fk,
1 EFh*$cc -272 l1

F =  0,62 Fk ,  „ = 2 8
jP =  0,73 Fit, „ = 2 9
F =  0,85 Fk,  „  = 3 0 .

Ist F — 0,62 Fi.-, so ergiebt sich für die Seitenöffnung 
„  32 T 4,5 , 2,0”]

28 L  M'D ’ ~~6 r  U i ~ 3 ~ J
18 ton  -{“  16 o ?

21
und für die Mittelöffnung

„  4 ■ 32 T . , 8
Ap==" 2 r L + U/' ¥ '

Xc--

28
256 to'p— 216 uji 

21

• <0/i
4 ,5‘

X a : 7, und X t  sind nur von dem Verhältnis? 7, : 72 abhängig. Man erhält für 
?i: 72 =  1

Xa ___  W/)
lß 
un

für die Seitenöffnung

für die Mittelöffmmg

X t

Xa
h

X t

16
_1
8

=  TV 2 +  3 h l  h

2 +  3
h l  h

x 3 ]
v j -

Die hiernach berechneten "Werthe sind in der folgenden Tabelle zusammen
gestellt worden.

Seitenöffnung Mittelöffnung

X

h
X a X t X .

X

T
X a X t

X

T x c

0,2 — 0,384 — 0,024 — 0,043 1 0,2 +  1,04 +  0,064 0,1 +  0,270
0,4 — 0,672 — 0,042 — 0,105 0,4 +  2.56 +  0,152 0.2 +  0,617
0,6 — 0,768 — 0.048 — 0,146 0,6 +  4,56 +  0,258 0.3 +  0.938
0,8 — 0,576 — 0,036 — 0.125 0.8 +  7)04 +  0,376 0.4 +  1,159

: 1,0 +  10,00 +  0,500 0.5 +  1.238

Den Einfluss von Temperaturänderungen berechne man mit Hilfe der 
genaueren Formeln

„    'Ssi&.s Sct&s
-An* —   ̂ A c t —

v y . j . . . 8  v g i  8

und berücksichtige die Längenänderungen sämmtlieher Stäbe. A'j< wird =  0, 
weil der Träger symmetrisch ist. Die Lage von X c, bestimme man mittels der 
Bedingung  ̂SaScS



Für den ersten Eechnungsgang empfiehlt sich die folgende Entwicklung. Man 
schreibe den Gliedern der Kette die Temperaturänderung h-, der oberen Gurtung 
den Werth i„ und der unteren Gurtung den Werth i« zu und lasse die Füllungs
glieder, die Hängestangen und die Ständer A0A ausser acht. Man erhält dann

+ h h + k
—  Oai =  2 , S „ i t s  =  —  1 M a d x  —  I A /o tfa :

0 0
und, wegen M l  =  A/ü =  AD,

fi-H»
1 » _  £('»-<»)

Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balten- u. Kettenbrücken. 4 2 7

2 & - J  Madx.

Das Integral stellt den Inhalt der in Figur 392» schraffirten A/„-Fläche dar, 
weshalb

2 h
und

X « =  0,75 t E F (f.-  i „ ) ■ 
‘1 1 & 2

Weiter ist
“M2 ~f~ ht1 *i +  &2 h 4~ h ¿tu f  o ¿ln C

Y * c t  =  ^Sott8  =  — zt*^8Beca +  ^  M U x ^ j ±  Mcdx,

und, wegen M ° — Mc +  -y  7t und Af “ =  AD   7i,

—  » _______ - „  i .  /■< _i_ n n  l  ; -v. i £ (i u  —

h +  k
~  Sei —  — S ffc S o  1 ( t u -f- G) (D -f- D) -(- -—-—j-----—̂  M c d x .

Las Integral stellt den Inhalt der in Fig. 392= schraffirten AD-Fläche dar, und 
man erhält daher

~2 8c« — — ztkSo +  — z ( tu +  <«) (7i +  h) 4 —— i-g* (fih 4~ fth)

— {hp — c) f-y  +  j  •

Das letzte Glied darf als belanglos vernachlässigt werden; auch ist es zulässig, 
So durch  ̂-f- fj zu ersetzen; es handelt sich ja nur uni eine Annäherung und 
die Einführung der Zahlenwerthe t0 und i„ beruht ohnehin auf einer ziemlich 
groben Schätzung.*) Man erhält also schliesslich

— 8 0 1  =  £ [tu +  io — 2  tk) ' 2

und „  8 iiAe( — —---

*) In unserem Zahlenbeispiele würde die Summe der beiden letzten Glieder
_  e (2 3  tu ~ r  2 5  io) (D 1 h )  g e jn  ̂ UQ(j ,ja f ü r  d arf  m a n  setzen - i -  e(i«-j- io) (D -f- h ) -  

2-24 *
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In unserem Zahlonbeispiele ist
1 ^

Zj =  L, h — 2”, -jj- E Fh- — 28 l  l.
folglich, (für Flusseisen und bezogen auf Tonnen und Meter)

Xa, =  FF(Z„ -  <„) A =  • 250 (Z. — <„) F
l b  o

Aa<== 281,25 [t0 — tu) F  

X d  =  e F F  (f„ 4- /„ — 2 fc) =  250 F  (<„ +  fc -  2 fc) y  

AI-f =  36 (fc fc — 2 fc) f .
Im Falle fc =  fc =  tu wird Xat =  0 und FIi =  0.

Liegt die obere Gurtung oberhalb der Fahrbahn, so ist sie ebenso wie die 
Kette der Sonnenbestrahlung ausgesetzt. Setzt man für diesen Fall fc =  0, 
fc =  fc = 1 5 ° , so erhält man

wo F e einen mittleren Gurtquerschnitt bedeutet.
Da nun c =  5,5”' und h — 2,0" ist, so entstehen in der Mittelöffnung die 

Gurtkräfte

In der Mitte des Trägers ist y0= l ,O m, y» — 3,0”' also 
Z7= -j- 3200 Fe-, 0 =  — 2800 Fc.

Ueber der Mittelstütze ist y„ =  9,0’”, =  11,0 und
U = +  1200 Fe, 0  =  — 600Fe.

Wäre in der Mitte F 0 — 1,25 Fc und über der Mittelstütze Fe =  2 Fe, so würden 
sich an diesen Stellen in der oberen Gurtung die Spannungen

980o 600
Oe —  Q. ■ t/qm =  224 kg/qcm und o„ —  y y  =  — 30 kg/qcm

ergeben. Man erkennt, dass ungleichmässige Erwärmung ziemlich erhebliche 
Spannungen hervorbringt. Die genauere Rechnung liefert geringere Werthe, 
da Saa und Scc grösser ausfallen.

168. Z w eifach  s ta tis c h  u n b e s t im m te r , d u rc h  e in en  B alk en  
m it  p a ra lle le n  G u rtu n g e n  v e rs te if te r  S tab b o g en , F ig . 393. Im 
Bogen entsteht oberhalb des Versteifungsbalkens der Horizontalschub X„, 
unterhalb des Balkens der Horizontalsehub X b. Bei starren Wider
lagern lauten die Elasticitätsgleichungen

Im Belastuugsfalle Xa =  — 1 bleiben die in Fig. 393a durch gestrichelte 
Linien dargestellten Stäbe spannungslos.

Der Einfluss der Längenänderungen der Diagonalen des Yersteifungsbalkens 
auf die Grössen Xa und Xj, ist leicht zu berücksichtigen. Es sollen daher die 
Gewichte w mittels der Formeln 6 und 7 auf Seite 105 berechnet werden.

Xa, =  4200 Fe, Xe, =  — 540 Fe

l/o
u =  i r = + 0 , 5  X a t  ~ 0 , 5  X c i  ( 5 , 5 — ,J o )

O =  -  y “ =  — 0,5 Xet +  0,5 Xe, (5,5 — iju).

( 1)



Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 4 2 9

Man erhält nun nach Gleich. 6, Seite 105, für einen Knotenpunkt der 
unteren Gurtung

w-  =  T  f r  W + ( tg “  *  a"+1) T W fa  f ]

Für einen |  |  Gurtstab von der Dinge 2X ergiebt sich

<S<x =  ±  tg dm-jr-, As„ =  +  tg a„ <l d
h ’ -  6 ” h EFa ’

wo F  und Fa die konstant angenommenen Querschnitte der Gurtungen und 
Diagonalen bedeuten. In den Stäben des über dem Balken liegenden Bogens 
entstehen die Spannkräfte Sa — — sec a,„. Der Bogen habe im Scheitel den 
Querschnitt Ft; für den um am geneigten Stab des Bogens sei F = F t  seca, so 
, S J s  sec2aX . ,
dass -e f = ~ e K  ™ d-

----------------------------------------



2).
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und nach Weglassung des konstanten Faktors
F E F

, 1 ,  . . F d 3wm —  y m 4  —  (tg — tg a„,+i) X y  •

Zu demselben Ausdrucke führt die Gleich. 7, Seite 105, fü r einen Knotenpunkt 
der oberen Gurtung. Dem Knotenpunkte 3 entspricht

1 , . F d 3 
^ = - T tg M y r r y

Liegen die Knotenpunkte des Bogens in einer Parabel, was liier vorausgesetzt 
werden möge, so ist

, , 8/»X
tg «», tg am+i =  ,

lo

(2)

X2 F d 3
w- - 2 / " + 4 fo -p r -y

— 7i F  d3
2 F r  X3 “ ' w’‘7’

F ü r S„„ ergiebt sich der W orth
S S s  _ 4 , 6 2X w ¿2 d  >0 1

““ “  F F  T 7i* ' F F  +  , b h- EFa  T SGC “ F F ,  ’
und wenn (genügend genau)

ü fx s e c  •• =  , . ( ,  + f g )  =  I.V

gesetzt wird,
-16

(3) 5a 2X3
EFli

* i » F d 3 . 1 F- F
•F- L X 7 g 'a"  Fa X3 1 2 ° X* F t  J

Schätzen w ir Fa =  0,35 F  und F t  =  2 ,5 F , so erhalten w ir mit den in die 
Fig. 392 eingetragenen Abmessungen

^ £  =  4 .4 ,9  f  . ^  =  ¿ . 1 , 40 =  4,0

w ,„  =  , j m  0,4
«3 — W17 =  2,6.

16

S i / 4  =  2 (2.8* +  4,8'- +  6 ,0 -)  +  6,4* +  2 (2,4'- +  4 ,0* +  4,8'-') =  2 6 4 ,3 2  

■° ./
4 XS tg *«„. =  —  (1 ,3* +  1,1* 4  0.9* +  0,7* +  0,5* +  0,3* +  0,1») =  6 ,07  

So« =  ß p f c - i  [8 8 ,1 1  4  6 ,07  4  2 ,1 0 ]  =  9 6 ,3  y •

Betrachtet man die Gewichte w  als Lasten eines einfachen Balkens A I )  und 
berechnet die zugehörigen Biegungsmomente M m' un ter der Annahme X =  1, so 
besteht zwischen den M m’ und den Durchbiegungen 5,„a die Beziehuug

2 X*
Smo =  E F F  '

*) Vergl. Seite 249. F ür unser Beispiel ist 1 4  —  —  ,,07.
3 lo“
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F ür die Momente i / m' erhält man die folgenden W erthe
M i -- 
M 0’ = 
Mti=

■■ 201,0 
= 209,6 
213,0.

M i  =  28,0 M i =  142,0
M i  =  56,0 il/6' =  166,6
M i =  81,0 M i =  186,0
M y f=  114,6

In Fig. 393 b sind die im Belastungsfalle Xb = — 1 spannuugslos bleibenden 
Stäbe durch gestrichelte Linien dargestellt worden; der obere Bogen ist spannungs

los und wurde weggelassen. Man erhält für einen |  unteren} Gurtstab vou der 
Länge 2 X

&  = A s* =  +  -
2X

für die Diagonalen der ersten beiden Felder

- tg a ,  r ,  As;, =  — tg a.S b

Sb === t g  Ct2

h E F  ’ 

d2

fü r den unteren Bogen

Sb= -

h ’ 
d_ 
h ’

Asi, =  - f  tga.,

A Sb =  -

hEFd
d2

h E F d

X
E Fb

und gelangt (nach Division der Gewichte 10 mit 2X
E F h 2

zu den Formeln

(4)
h* Fa X2

X F  d3 X2 F  d3
W l  =  TQ, - f  —  (tg CI, —  tg tt.) —  —  =  V), - f  ifo  —  —  —  =

. X F d *
=  Vi +  y  tg «j j r  - j j  =  «ha

irm = t]m (gültig fü r tn =  3 bis 7» =  17) 
1!)

(5)

(6)

[ in

X
F  d3 h 2 jP+  X (tg*al + tg * a s) - -  +  2 X * ) . - - ]

■'ZSaSb-
s 16

=  '2 y mrim
2X

Die Einsetzung der Zahlcnwerthe liefert
!£>, =  tOjo =  Ti, - f  0>4 =  2,3

„ „  , 3 ,6 - 1 . 9  
j f j  =  ic , 8 =  3 .6  H 5------- 4 =  7,0

IV t n ----

 ̂(tg 2“ i tg aot,,)

= 2 ■ 1,93 -j- 9 • 3,62 -(- 8 • 5,12 =

1,9* +  1,7* 6,5
3,0 —  3

= 331.94

'Sym-r)m =  3,6 (2,8 +  4,8 +  6,0) 2 +  3,6 • 6,4 +  5,1 (2,4 +  4,0 +  4,8) 2 =  235,20
4

2 A’r r [ H 0 ,65 +  8,67 +  0,60] =  120 2X’E F h 2 E F h 2

S a b  =

2 X1
E F h 2

78,4.

*) An Stelle von -> l„ in Gleich. (3) setzen wir 2X; rechnen also mit sec a =  1. 
Da F :F b  ohnehin geschätzt werden muss, ist dies zulässig.



Die Momente 31" in Folge der Gewichte w sind fü r X =  1
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3 / , ' ' =  42,3 .Vs” =  167,5 i f 8" = 2 1 2 ,8
31," =  82,3 Af," =  186,7 31g" =  219,7
313" =  115,3 31," =  202.3 3 /I0” =  221,5
3It " =  143,2

Zwischen den Momenten M„" und den Durchbiegungen 8m& besteht die Beziehung
2X2

E F h 2
Die Gleichungen (1) gehen also über in

lfm ".

T? Tplgl
96.3 X„ +  78,4 X t =  Mm'  —  S„«

78.4 Xc +  120 X b =  3IJ' +  S,,

sie liefern fü r den Einfluss der Last P ,„ =  1 die Werthe 
,7) I X a =  0,0222 M J  — 0,0145 M m"
1 ’ 1 X t =  0,0178 31m" — 0,0145 31J

und für den Einfluss der Temperaturänderungen die W erthe

X at =  T “  (0,0222 8„i — 0,0145 Si()

Xbt =  —~ ~  (0,0 178 Stt — 0,0145 Sat)

Die m it Hilfe der Gleichungen (7) berechneten Ordinaten der Einflusslinien fü r 
X . und X t  sind in die Figur 393 eingetragen worden.

Belastet man jeden Knotenpunkt m it jX , so entsteht

Xa =  14,5 g X, X t =  15,2 q X.
Die W erthe ma*Xa und „ „ X t weichen also nur wenig von einander ab.

In  Folge einer gleichmässigen Erwärmung findet man
5„f =  'Sef& iS =  0, Stt =  'S ,i tS ts  =  z tl* ) i

mithin
lh 2

X 0( =  — 0,0145 e K iP -  

X tt  =  +  0,0178 z E t F -

2 X- 
lh2
2X2

und fü r z E —  250 (Flusseisen) ¿ =  35°, 7 = 6 0 ”, A:X =  —

X at =  — 950 F  
X i, =  - f  1160 P .

F ü r den oberen Knotenpunkt 3 des Versteifungsbalkens erhält man das Angriffs
moment

iV3, =  — 1160 F -  5,1 
und in dem gegenüberliegenden Gurtstabe die Spannkraft 

cri =  _ i 1 6 0 _ 5 4 i r = _ 3 9 4 0 i,
1,5

*) Die Spannkräfte in den Vertikalen sind hierbei berücksichtigt worden. 
Man vergl. die Untersuchung von H,  auf Seite 199.



"Ware der Querschnitt dieses Gurtstabes zufällig gleich dem Mittelwerthe F, so würde 
in ihm in Folge der gleiclimässigen Erwärmung die Spannung <s — — 394 kg/qcm 
entstehen.

§ 16.

Beispiele für die Einführung eines statisch unbestimmten 
Hauptsystems.

169. Wird ein n-faeh statisch unbestimmtes Fachwerk durch Be
seitigung von k überzähligen Steifigkeitsbedingungen, denen die statisch 
unbestimmten Grössen X„, X b, . . . X k entsprechen mögen, in ein (n— k)- 
fach statisch unbestimmtes System verwandelt, so bestehen zwischen 
den Grössen X  die ^-Gleichungen

L« -J- 5„ —  §„, =  2 P m8m„ —  X„b„„— X bbab—  . . . —
L b +  5, — S4i =  2P„,5mt —  X „ K . —  X„hbb —  . . .  —  X khbk

Verschiedene Arten statisch unbestimmter Bogen-, Balken- u. Kettenbrücken. 433

L k +  8* —  bkt =  2 Pmbmk —  X aö,„ -  X bhkb —  . . .  —  X kbkk

welche die Berechnung von X a, X b, . . .  X k gestatten, vorausgesetzt, 
dass die Grössen JSrfc+, bis X„  bereits bekannt sind. An die Stelle des 
statisch bestimmten Hauptsystems ist ein (n— k) - fach unbestimmtes 
System getreten. Dass diese Einführung eines unbestimmten Haupt
systems zuweilen sehr nützlich ist, wird die Lösung der folgenden 
Aufgaben zeigen.

170. K etten b rü ck e ü b er d rei O effnungen  m it d u rch lau fen 
d em  V e r ste ifu n g sb a lk e n  und R ü ck h a ltk e tten . Fig. 394. Es 
handele sich um den ersten Rechnungsgang, und es möge der Hori
zontalzug X„ der Kette in Folge einer Einzellast P —  1 und einer 
gleichmässigen Erwärmung unter der Voraussetzung bestimmt werden, 
dass für den Balken die in No. 160 (Seite 393) eingeführten An
nahmen gemacht werden dürfen und der Querschnitt eines unter a  
gegen die Wagerechte geneigten Kettengliedes F„ —  Fk sec 00 ist, wo 
Fk den Querschnitt der Kette im Scheitel bedeutet. Die ganz un
wesentlichen Längenänderungen der Hängestangen sollen vernachlässigt 
werden. Die Kettenlinien seien durch stetig gekrümmte Parabeln er
setzt. Die Bezeichnungen sind aus der Figur zu ersehen; man achte 
darauf, dass für die Kette über der Seitenöffnung der auf die Sehne 
D0B 0 bezogene Pfeil mit f 0 und der zur Sehne C1A 0 gehörige mit f Y 
bezeichnet worden ist. Alan begeht aber keinen wesentlichen Fehler, 
wenn man in den folgenden Formeln f0 und l0 durch /)  und ly ersetzt.

Wäre die Kette durch drei Einzelbalken versteift (Fig. 299, 
Seite 2 9 1 ), so wäre das durch die Ursache X c =  —  1 hervorgerufene

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 2 8
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Angriffsmoment für irgend einen Knotenpunkt der oberen oder unteren 
Gurtung:

M° =  J r  =  1 • y ,

wo y  die dem Knotenpunkte entsprechende Ordinate der K ette, be
zogen auf den Sehnenzug C, A 0 B 0 D , bedeutet. Da nun aber der 
Versteifungsbalken ein durchlaufender is t , so tritt an die Stelle des 
Sehnenzuges C, A 0 B 0 D 1 der durch die Stützenmomente c bestimmte 
Linienzug Gl A 1B 1D l . Für die Strecke c ergiebt sich nach Gleich. 25, 
Seite 395, die Beziehung

2 c (l, “j“ l) -j~ c l =  JV,

Fig. 394.

wo N  nach Gleich. 38, Seite 402 , für eine gleichförmige Belastung zu 
berechnen ist, die für die Längeneinheit der Seitenöffnung s 1 und der 
Mittelöffnung z  beträgt, und durch die Gleichungen

2 1 2 ~?2 
i-r. = 3 ? - .  i - r = 4 -

bestimmt ist. Man erhält also

z, l. 3 z l 3 J V =  L A  . ^ = = . _ 2 ( f i h + f l )

und absolut genommen,

e s = i * ( Z h + m .
' ’ 21, +  3 1

Damit sind die Momente

M l  =  M “ =  7]



für den Belastungszustand X c =  —  1 des statisch unbestimmten Haupt
systems gefunden, und die Berechnung von

X C =  P ^ - +  l ' ^ L
c c Vcc

auf eine sehr einfache Aufgabe zurückgeführt. Bezeichnet man mit h 
die Höhe des Balkens und mit F  den mittleren Gurtquerschnitt, so 
erhält man, mit Beachtung der Entwicklungen auf Seite 268,

5CC=  I { M f  + 1 l f )  +  - ^ r f d * sec 2“  +  2/S6C “

h 1

=  E J V + /  + ~ r

Beispiele für die Einführung eines statisch unbestimmten Hauptsystems. 4 3 5

E F k

wo

<2) » ¿ . _ 2 t ( l + Y _ - ^ -  +  -^r )  +  i ( l +  ^ { 2 )  + 2 / s e c a .

s' bedeutet die Länge einer Rückhaltkette C0R 0 T0 und a  den Neigungs
winkel des obersten Gliedes C0R0, vergl. Seite 169. Für die beiden 
Integrale ergeben sich die Werthe

J n * d x = f ( y - c ^ y  d x  =  ^ f f l 1 i e f i h  , c %  
3 3

1

f ‘\ 2d x  =  j  ( y —  c)2d x  =  - ^ r f 2l —  +  ° 2l

und es folgt schliesslich mit Beachtung von Gleich. (1) die Formel 

.(3) 5 „  =  ±  (2 /1 %  +  f l )  -  y  (21, +  8 0  +  j r ‘

Die 8mc-Linie ist die Biegungslinie des Balkens für den Belastungs
zustand X c =  — 1. Die endlichen Gewichte wc ersetzen wir durch

1 ..... d x  2 v d x
Wc ~  " +  e} ~EFh2 ~  Y F h *

jE jP/i2
und erhalten die Werthe — -— 5„lc als Ordinaten einer Seillinie die mit

der Polweite 1 zu der in Fig. 394 sehraffirte Belastnungsfläche ge-
E F h 2

zeichnet ist. Wird die Polweite gleich ----  —  gewählt, so ist die
z

28*



Seillinie die Einflusslinie für X c. Da die Belastungsfläche aus Drei
ecken, Parabelabschnitten und einem Rechtecke besteht, führt die 
Rechnung ebenfalls schnell zum Ziele. Mit der Bezeichnung

(4) ¿ ( 2 ^ ! +  ^ - ^ ( 2 ^ + 3 0 + ^ ^  =  *3

ergiebt sich für die Seitenöffnung, deren Belastungsfläche gleich dem 
Unterschiede des Parabelabschnittes C1S A 0 und des Dreiecks C1A 0J i 
ist, nach der Tabelle auf Seite 425

(5) x ' =  ¿ r  ( y  Ui' A * i 2 ~ ~  y  ÜI>cli0

und für die Mittelöffnung

(6) X „ = y ( y  (Op'fl2 —  y O * e Z 2) -

In Folge einer gleichmässigen Erwärmung um t entsteht 

(n
°cc

wo, für die obere bezw. untere Gurtung des Balkens

c _  w  _  m :Sc_  _  s t -  +  —

und für die Kette
Se —  —  1 • sec a.

Da I I “ =  M°  ist, wird für den Balken 2 S cs —  0. Für die Kette ist  
2  Scs =  —  s0, mithin

X  —  * E F ts .h *
(») 2 7iS

Z a h le n b e isp ie l .  Es sei l, =  -i- l — 30"', e =  9m,i  4
7z =  1,5”*, s = 1 2 ’", sec «' =  1,05. Dann ergiebt sich (wenn 70 =  ?i und f ,  — ft

4 3 6  Zweiter Abschnitt. — § 16.
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Man erhält also
fü r die Seitenöil'nung X t =  (1,079 to/  — 1.214 u>D) v 
fü r die Mittelöffnuug X c —  (17,266 up' —  14,568 o £) v 

und ist nun im Stande, die X c-Linie m it Hilfe der auf Seite 425 stehenden 
Tabelle fü r verschiedene W erthe von m schnell zu berechnen.

Die Angriffsmomente fü r den Versteifungsbalken sind 
M °  =  M “ =  i f o  —  X e i \ ,  

wo Mo das Moment fü r den nicht an der Kette hängenden, zweifach statisch un
bestimmten durchlaufenden Balken bedeutet. Die Momente M0 werden am 
zweckmässigsteu nach dem in No. 160 angegebenen Verfahren erm ittelt; sie 
sind unabhängig von v.

Gleichmässige Erwärmung erzeugt
, ,  _  _  30 «o h- F
“ et 6 ' 139 27, ff-  Fk V

und dieser Ausdruck lässt sich umformen in
X ct—  —  i E F k t ( i ~  v).

F ü r F :  Fk —  0,4 0,5 0,6 0,7
erhält man v — 0,89 0,86 0,84 0.82
und m it ei? = 2 5 0 ,  7 =  35°

Y
— -—  =  963, 1225, 1400, 1575.

Fk
Den einzusetzenden W erth v ermittle man m it Hilfe von Versuchsrechnungen, 
v hängt u. A. von dem Verhältniss der ständigen Belastung zur Verkehrslast ab 
und ist fü r Kabelbrücken kleiner als fü r Kettenbrücken.

171. Ganz in derselben Weise wird das in Fig. 395 dargestellte 
Tragwerk untersucht. Der durchlaufende Balken ist nur in der Mittel

öffnung mit der Kette durch Hängestangen befestigt. Die Gleichung 
zur Berechnung von c lautet

2 c (/i -J- l) +  c l = -------—  —  —  2 f l

und liefert, absolut genommen,
2 f l
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W eiter wird

(2) s0 =  z ( l  + - J - 7 2 - )  + 2 * s e c a

wo s' die Länge einer Rückhaltkette A „ T  bedeutet.
x

Ueber der Seitenöffnung wird ?] =  c — , mithin ist
‘ 1

• h

/
1

v)2da:
0 7

 C~!l

und
. E F h *h „  2c2/, 8 4 e f l  s .h » F

2 3 15 3 2 F t

wofür man mit Rücksicht auf Gleich. 1 auch setzen darf 

Die Gleichung der X,-Linie lautet

(4)

1 cl, 2
für die Seitenöffnung X c — -----— ?-8—

D fC

„ „ Mittelöffnung X c =  ( y  w / f l 2  — « rc /2)  •

Der Einfluss einer gleichmässigen Erwärmung um t°  ist

M  y  -  s E F t s X(5) Ae(_ --------- — a-----

Bei der Berechnung der Seitenöffnung achte man darauf, dass sich die 
Einflusslinien für sämmtliche Stabkräfte nach dem im § 13 beschriebenen 
Verfahren aus der Einflusslinie für den Widerstand C der Endstütze 
herleiten lassen; und diese Linie findet man mit Hilfe der Einflusslinie 
für das Stützenmoment.

172. Die Kettenbrücke über zwei Oeffnungen m it durch
laufendem  Versteifungsbalken, Eig. 396, wird in derselben Weise 
behandelt. Die Strecke c ist bestimmt durch die Gleichung

(1) 2 c (l -\-T) = —  2f l — 2fl,  woraus c — — f.
Weiter erhält man

(2 ) s„ =  21 ( 1  -f- " g " ^ r  +  y r )  4 -  2s sec a
l l

2J t]2d x  =  21 ( j i  —  f ~ f )  d x  =  ^rfH



(3) k 3  =  — /’2z +  £ :* !£
• 5 ' ~  2F k

Beispiele für die Einführung eines statisch unbestimmten Hauptsystems. 4 3 9

Z-Jjinie-
Fig. 396.

und dieser Werth lässt sich umformen in
5 l

(4) X c —  —  — (2 (Op —  (Op) v

1 +

__1______
5 s„ li2 F
4 l f*  Fk

Der Einfluss einer gleichmiissigen Temperaturänderung um t°  ist
(6) X ct —  —  tE F kt (1 —  v).

¡<-—

§ 17.

Aufgaben über statisch unhesthnmte melirtlieilige 
Facliwerkbalken.

173. Im ersten Bande (No. 229 bis 230) haben wir die ange
näherte Berechnung statisch unbestimmter mehrtheiliger Fachwerke nach 
dem zur Zeit fast allein üblichen Verfahren der Zerlegung in statisch 
bestimmte Theilsysteme gezeigt und bereits dort darauf hingewiesen, 
dass die genauere Berechnung nicht immer entbehrt werden kann, 
weil diese Zerlegung öfter zu wenig befriedigenden Ergebnissen führt. 
Es soll daher die strengere Untersuchung dieser in neuerer Zeit wieder 
mehr in den Vordergrund getretenen Systeme an zwei Beispielen erläutert
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werden. Vorweg heben wir hervor, dass die Längenänderungen der 
Füllungsstäbe nicht vernachlässigt werden dürfen. Bei den vom Verfasser 
untersuchten mehrtheiligen Netzwerken lieferte eine zuerst auf Grund 
der Zerlegung in statisch bestimmte Theilsysteme durchgeführte Be
rechnung Stabquerschnitte, die sich zur Einführung in den genaueren 
Bechnungsgang eigneten. Denn es kommt bei der Aufstellung der 
Elasticitätsgleichungen nicht auf die Querschnittsinhalte selbst an, 
sondern nur auf das gegenseitige Verhältniss dieser Inhalte. Die 
Spannungszustände X  =  —  1 sind namentlich für Netzwerke mit pa
rallelen Gurtungen ganz ausserordentlich einfach, so dass die genaue 
Berechnung dieser Fachwerke keineswegs umständlicher ist, als die vieler 
anderer mehrfach statisch unbestimmter Systeme.

1. Untersuchung eines zweitheiligen Netzwerks mit gebrochenen Gurtungen.

Figuren auf Tafel 7.

174. Es soll der in Fig. 397 dargestellte Fachwerkträger unter
sucht werden. Stützweite 36”', Höhe in der Mitte 6m, an den Enden 
2“ , Feldweite 3,6’". Die Knotenpunkte der Gurtungen liegen in Pa
rabeln. Der Träger ist einfach statisch unbestimmt. Als statisch 
nicht bestimmbare Grösse möge die Spannkraft X  des Stabes l l ' ein
geführt werden.

Zuerst wurden in Fig. 400' die Spannkräfte (St) für den Zustand 
X  =  —  1 ermittelt, und zu diesem Zwecke der Keihe nach die Kräfte
polygone für. die Knotenpunkte l, l', k, k', i, i ' , .................gezeichnet.
Zugkräfte wurden blau, Drücke roth ausgezogen. Die Gurtkräfte 
wechseln von Fach zu Fach die Vorzeichen, ebenso die Spannkräfte in 
den Schrägstäben. Es genügte, die Stabkräfte der linken Trägerhälfte 
darzustellen; rechts von der Mitte ergeben sich dieselben Werthe, nur 
mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die Ergebnisse wurden in die 
Figur 402 eingeschrieben (blaue Zahlen).

Die nächste Arbeit bestand in der Aufzeichnung der Biegungslinie 
für den Zustand X  —  —  1. —  Ist nämlich

hu die gegenseitige Verschiebung des Punktpaares l, l' in Folge 
X — — 1 und im Sinne X = — 1,

5,„; die Verschiebung des Angriffspunktes m einer Last P,„ im 
Sinne von Pm und in Folge von X —  — 1,

so ist der Einfluss von P„, auf X :
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Wird also die Lasteinheit durch eine Strecke von der Länge 8„ dar
gestellt, so erzeugt eine in m angreifende Last Eins im überzähligen 
Stabe die Spannkraft X  =  bml. Die fragliche Biegungslinie ist dann 
gleichbedeutend mit der X-Linie; ihre Ermittlung muss durch eine 
Querschnittsabschätzung eingeleitet werden, und zwar kommt es hierbei 
nur auf das gegenseitige Verhältniss der Stabquerschnitte an, weil in 
Gleich. (1) nur das Verhältniss zwischen zwei Ordinaten der Biegungs
linie vorkommt. Aus demselben Grunde darf, falls E  für sämmtliche 
Stäbe den gleichen Werth besitzt, was hier vorausgesetzt wird, E  —  1 
angenommen werden. Die Zahlen in der linken Hälfte der Figur 401 
geben nun die Stablängen in dm  an, in der rechten Hälfte die abge
schätzten Querschnittsverhältnisse und die rothen Zahlen in Figur 402 
schliesslich die hiernach berechneten Längenänderungen der Stäbe für 
den Zustand X — — 1. Beispielsweise entspricht einem Schrägstabe 
des dritten Faches:

S,s  , 0 ,50-61  
A S ,_  E F ~ +  1-0 ,6  -  +  5’1'

Die Einheiten sind gleichgültig, da es sich nur um das Verhältniss 
8mt: bi, handelt. Die Bestimmung der Biegungslinie erfolgte mit Hilfe 
eines Williotschen Verschiebungsplanes. Zuerst wurde Punkt a , und 
die Bichtung des Stabes a d  festliegend angenommen und a d  gleich 
der Längenänderung AO des Stabes 0 gemacht. An a und a wurde 
h mit Hilfe von A l und A2 angeschlossen, hierauf der in Bezug auf 
die Wagerechte durch die Mitte von a d  symmetrisch zu h liegende 
Punkt b' bestimmt, sodann c fest gelegt mittels A3 und A4, nun
mehr c symmetrisch zu c liegend gefunden u. s. w.*) Man vergleiche 
die ausführliche Beschreibung des Williotschen Verfahrens im § 1 und 
namentlich die Untersuchung in No. 34 (Fig. 39), in welcher die Her
leitung der Biegungslinie aus dem Versehiebungsplane eingehend er
örtert worden ist. In Figur 398 stellt die ausgezogene Zickzacklinie 
die Biegungslinie für den Fall Fahrbahn unten vor, die strichpunktirte 
für den Fall Fahrbahn oben, beide bezogen auf die Gerade a l als Null
achse. Da im Verschiebungsplan der Punkt V oberhalb l liegt (also 
ebenso wie im Fach werke), so ist die gegenseitige Verschiebung 8„ des 
Punktpaares l, l' positiv, und es entsprechen daher nach Gleichung (1) 
den positiven §m!, d. h. den abwärts gerichteten Verschiebungen, auch 
positive Werthe X. In Figur 398 sind die positiven und negativen 
Zweige der als X'-Linien aufzufassenden Biegungslinien durch blaue

*) Die Hilfslinien sind mit Ausnahme der zur Bestimmung von a dienenden 
wieder weggelöscht worden. D er Maassstab wurde so gewählt, dass eine Längen- 
iinderung As = 1 0  durch eine Strecke von 5m“ Länge dargestellt wild.



4 4 2 Zweiter Abschnitt. — § 17.

bezieh, rothe Schraffirung besonders kenntlich gemacht. Da sich die 
Strecke h,, =  42,7””’ ergab, so ist der Maassstab für die X - Linien: 
1 '  —  4 2 ,7”m.

Nach Aufzeichnung der AT-Linien lassen sich die Einflusslinien für 
die übrigen Stabkräfte leicht bestimmen. Wir begnügen uns damit, 
die Untersuchung eines Füllungsstabes und eines Gurtstabes durch
zuführen.

1. Ermittlung der Spannkraft D  im Füllungsstabe t i  g, Fig. 403. 
Bezeichnet D0 den Werth von D  für den Fall, dass das Fachwerk 
durch Beseitigung des Stabes l l ' statisch bestimmt gemacht wird, so 
gilt für jeden Belastungszustand die Gleichung:

(2) D  =  D 0  —  S ' X = D 0  +  0,43 X.

Zur Bestimmung der D0-Linie wurde das Band I No. 215 beschrie
bene Verfahren benutzt und zu diesem Zwecke das statisch bestimmte 
Hauptsystem durch Beseitigung des Stabes h'g in eine zwangläufige 
kinematische Kette verwandelt. Es wurde zunächst die starre ge
gliederte Scheibe aa 'g 'h ga  ruhend angenommen, dem Punkte t i  eine 
Geschwindigkeit von vorläufig willkürlicher Grösse ertheilt und nun 
der Reihe nach die Geschwindigkeit von i ,  von i' u. s. w. nach dem 
Williot’schen Verfahren bestimmt. Die Punkte g, g , h des Geschwindig
keitsplanes Fig. 404a fallen mit dem Pole zusammen; g t i  ist recht
winklig zur Richtung des Stabes g 'ti  ebenso li'i I h'i, h i | h i u. s. w. 
Die ausgezogene Zickzacklinie in Fig. 404b liefert —  bezogen auf die 
Nullachse la  —  die senkrechten Seitengeschwindigkeiten der Punkte 
der unteren Fachwerksgurtung, die strichpunktirte diejenigen der Punkte 
der oberen Gurtung. Entspricht dem Punkte i  beispielsweise die Ordi
nate und bezeichnet 5 die Projektion der Geschwindigkeit g'h' auf 
die Richtung des Füllungsstabes D , so ist der Einfluss einer in i  an
greifenden senkrechten Last 1' auf die Spannkraft D 0  (nach dem Gesetz 
der virtuellen Verschiebungen): durch die Gleichung bestimmt:

D05 +  1 -S( =  0 
und man erhält —  für den Kräftemaassstab 1‘ =  5 —

D 0 = - 5 i.

Die beiden Linienzüge in Fig. 404b sind also die Einflusslinien 
für D0, der ausgezogene für Fahrbahn unten, der strichpunktirte für 
Fahrbahn oben. Rechts von g, g' fallen beide Einflusslinien zusammen. 
Die positiven und negativen Zweige dieser Linien wurden wieder durch 
blaue bezieh, rothe Schraffirung kenntlich gemacht. Der Maassstab 
lautet: 25"m = 1 ' .



In den Figuren 405* und 406“ sind nun die aus den Z>0-Linien 
mittels der Gleichung (2) abgeleiteten D-Linien dargestellt worden. 
Dabei geschah die Ermittlung der Werthe 0,43 X  mit Hilfe einer Ge
raden, welche in Fig. 398b auf die Weise bestimmt wurde, dass durch 
den oberen Endpunkt von h„ parallel zur Nullachse eine Gerade ge
zogen und auf dieser von der Senkrechten durch a aus die dem Stabe 
t i  g  entsprechende Spannkraft S, =  0,43 abgesetzt wurde. Diese Spann
kraft ist dem ebenfalls im Maassstabe 25"”" — 1' gezeichneten Kräfte
plane des Zustandes A T = — 1, Figur 400, entnommen worden. Der 
Verschiedenheit der Maassstäbe der X -Linien in Figur 398 und der 
D - Linien ist hierdurch Rechnung getragen, und es konnten daher 
die Ordinaten der D0-Linien mit denjenigen der 0,43 ^Y-Linie ohne 
Weiteres (mit Berücksichtigung der Vorzeichen!) addirt werden. Bei
spielsweise ist, absolut genommen,

f\i =  §,■ —  5/ (Fig. 405“, 404b und 398“)

und v], negativ, weil 5< 5/.*)
Dem hiermit erledigten genaueren Verfahren ist nun folgendes 

Näherungsverfahren gegenübergestellt worden. Es wurde vorausgesetzt, 
dass Diagonale hg' spannungslos sei, dass also der durch h'g geführte 
senkrechte Schnitt im ganzen nur drei beanspruchte Stäbe treffe. Die 
Einflusslinie besteht dann sowohl für Fahrbahn unten als auch für Fahr
bahn oben aus drei Geraden A L lt  L l L î , L 2B  (Fig. 405b und 406b) 
und wird erhalten, indem man Strecke A J  gleich der Spannkraft!)^ 
macht, welche im fraglichen Füllungsstabe durch einen Auflagerwider
stand A =  1 hervorgerufen wird, und indem man ferner die Strecke 
L 2H  gleich der Seitenkraft [Z>] macht, die in Fig. 407 durch Zerlegung 
der Lasteinheit nach den Richtungen U  und D  gewonnen wurde. Die 
Bestimmung von D j  erfolgte in Fig. 407 nach dem Culmann’schen 
Schnittverfahren; die Schnittpunkte (¡7, A ) und (0 , D ) in Figur 403 
wurden durch die Gerade (L ) verbunden, hierauf wurde A  =  1‘ nach 
den Richtungen U  und L  zerlegt, schliesslich L  nach den Richtungen 
0  und !). Nachdem auf diese Weise der Linienzug A L 1 L 2B festge
legt war, wurde angenommen, dass Lasten, welche in den Knoten
punkten k, i', h, g , f , e', d, c , b des die fragliche Diagonale D  nicht 
enthaltenden Strebenzuges angreifen, auch keinen Einfluss auf die Spann
kraft D  haben —  sie wirken gewissemaassen auf das andere Theilfach-

Aufgaben über statisch unbestimmte mchrtheilige Fachwerkbalken. 4 4 3

*) F ü r den Fall obenliegender Fahrbahn werden die Ordinaten der D-Linio 
bei V und a nicht genau gleich Null; sie ergaben sich aber — selbst in der 
vom V erfasser im doppelten Maassstabe hergestellten Zeichnung — so klein, dass 
sie =  0 gesetzt werden durften.
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werk —  und aus dieser Annahme ergeben sich schliesslich die in den 
Figuren 405b und 40Gb schraffirten angenäherten ZI-Flüchen.

Wir wollen nun die Ergebnisse der genaueren und genäherten 
Rechnungsweise prüfen und setzen hierbei einen Zug von Lokomotiven 
mit den aus den Figuren ersichtlichen Radständen und Achsenbelastungen 
voraus. Die Mittelachse des Tenders ist von der Mittelachse der Loko
motive um die doppelte Feldweite entfernt —  eine sehr ungünstige An
nahme. Den eingezeichneten Zugstellungen entsprechen die folgenden 
Werthe:

Fahrbahn unten. Fahrbahn oben.
( m„ D p = 2 ? t ]  =  +  31' | maxD„ =  +  24'

genau
nDj, —  —  2P-»];=  - f l l '  | „lnDp =  —  19'

maIDp =  - f  1 9' (Fehler210/0)
minDp == 20 .

angenähert j ^  =  +  25(>5'
l minhbp ' “ 1 1

Die ständige Belastung sei g =  1,74' f. d. Mtr. also =  1,74 • 3,6 
=  6,3' für jeden Knotenpunkt. Es stellt sich heraus, dass die ge
naueren und genäherten Einflusslinien dieselben Ergebnisse liefern, 
nämlich:

für Fahrbahn unten —  6,3 • 0,62 =  4' 
für Fahrbahn oben D (J —  0.

2. Spannkraft in einem Gurtstabe. Der einzuschlagende Weg ist 
derselbe wie bei Untersuchung der Füllungsstäbe. Durch Beseitigung 
des Stabes i ' l i ,  nach dessen Spannkraft 0  (Fig. 408) gefragt sei, wurde 
das statisch bestimmte Hauptnetz in eine zwangläufige kinematische 
Kette verwandelt und nun wurden mit Hilfe eines Geschwindigkeits
planes (Band I, Seite 503 u. Fig. 499b) die O0-Linien für die beiden 
Fälle Fahrbahn unten und Fahrbahn oben gezeichnet. Die Geschwin
digkeit h i des Punktes i '  wurde so gewählt, dass die Projektion von 
h i' auf die Richtung von 0  gleich 25”"" ist. Der Kräftemaassstab für 
die O0-Linien lautet dann: 1' — 25”'".

Dem Stabe i'h ' entspricht S, =  — 0,30, weshalb
0  =  0 0  —  S ,X  =  O0  +  0,30 X ,

und hierdurch ist die O-Linie gegeben; sie wurde in kleinerem Maass
stabe ( 1 ' =  12,5”"") gezeichnet —  für Fahrbahn unten in Fig. 410a, 
für Fahrbahn oben in Fig. 41 l a.*)

Die Figuren 410b und 41 l b enthalten die Ergebnisse der Nälie- 
rungstheorie; es wird genügen, die Entwicklung von 410b zu geben.

*) Zur Umsetzung der Strecken aus dem Maassstabe 1* =  25mm in den 
Maassstab l ‘=12,5’"’" diente der Winkel oberhalb Fig. 400.
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Der fragliche Gurtstab liegt in dem einen der beiden Theilfachwerke 
dem Knotenpunkte h gegenüber, in dem anderen dem Knoten i. Be
deuten Mh, Mt die Angriffsmomente, bezogen auf h bezieh, i und rh, 
r t die Lothe von Ji und i  auf 0 ,  so ergiebt sich — jenachdem die 
Spannkraft im Stabe ih' oder im Stabe i'h  gleich Null angenommen 
wird —

— 0  =  —  oder —  0  =  — •

Die Einflusslinie für Mh : rh besteht aus den Geraden Ä H  und 
H B  ; sie ist bestimmt durch

— , (3 -3 ,6 ) (7-3,6)
H H  ö ' 3 ,6 h ' 5 ,3 4  = 1 ’42

während die aus den Geraden Ä J  und J B '  bestehenden (M t: r()-Linie 
durch die Strecke

—  x tx ;  (2 -3,6) (8 -3.6)
Ir, (10 • 3,6) • 4,51

gegeben ist. Mit Hilfe der (Mh : r,,)-Linie wird der Einfluss der in den 
Knotenpunkten k, h, f, d, b angreifenden Lasten gefunden, mittels der 
(M t: r t)-Linie der Einfluss der übrigen Knotenlasten; schliesslich werden 
die Endpunkte der auf diese Weise bestimmten Ordinaten durch gerade 
Linien verbunden. Ganz ebenso wird die Fig. 411b erhalten. Den in 
die Figuren eingezeichneten Zugstellungen sowie der ständigen Last 
g —  1,74' entsprechen die Werthe:

Fahrbalm unten. Fahrbahn oben.

Op =  —  2 P r l =  —  12ö‘ 0,, —  — SPv] — —  114'
Os —  —  $r},2v] =  —  43' O9  —  —  =  —  41'

genau

, ,  0„ — ----11 9' (Fehler 5«lo)angenahert { 1

O g —  43

Op =  —  112 ' 
0 . =  —  42‘.

Die Uebereinstimmung zwischen der angenäherten und genaueren 
Rechnung ist also hier eine befriedigende.

Die gewöhnliche Zerlegung in zwei Theilfachwerke, von denen jedes für 
die Hälfte der Belastung zu berechnen ist, würde wenn in jedem Theilfachwerke 
die wirkliche Richtung des Gurtstabes i 'h '  beibehalten wird, zu der Formel

(8, 2 \ n  rh /

führen und hierein wird man zweckmässig, um allen überflüssigen Feinheiten 
aus dem Wege zu gehen, fü r Mt und Mh gleichzeitig die Grösstwerthe einführen, 
trotzdem diese bei verschiedenen Zugstelhmgen entstehen. W ir würden dann
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nach Band I, Seite 142*) erhalten
Mt =  702"" M h =  918'’” also

■während sich vorhin ergab
fü r Fahrbahn unten  0  =  — 125 — 43 =  — 168' 
fü r Fahrbahn oben 0 =  — 114 — 41 =  — 155'.

Es leuchtet ein, dass Formel 3 jedenfalls der Abschätzung der Querschnitts- 
abmessungon zu Grunde gelegt werden darf, falls eine schärfere Untersuchung 
verlangt werden sollte. Nach Ansicht des Verfassers ist die Gleich. 3 aber auch 
fü r die cndgiltige Berechnung genügend genau.

Wesentlich anders verhält es sich m it den Fiillungsstäbeu. H ier befrie
digte schon das Ergcbniss der genäherten Einilusslinien nicht sonderlich, und 
noch ungenauer wird die Rechnung auf Grund der Zerlegung in Theilfachwerke 
m it den halben Lasten.

Betrachten w ir beispielsweise behufs Bestimmung von maxDp im Stabe h!g 
das Theilfachwerk I k ' ih 1 g . . ., Fig. 412. Der Eiseubahnzug sei bis h! vorge
schoben und die den Schrägstab D  auf Druck beanspruchende Belastung des 
Errötens i  sei vernachlässigt — eine jedenfalls sehr ungünstige Voraussetzung. 
Es entsteht am linken Auflager A  —  26' und

während sich vorhin ,„„rDp =  -)- 31' ergab. Der Fehler beträgt also 41%-

Hinzugefügt werde noch, dass sich nach Aufzeichnung der AT-Linie 
die übrigen Einflusslinien ausser auf die vorhin beschriebene Art noch

nach Ermittlung der O-Linien und 77-Linien die D-Linien auf die 
in Band I, Seite 242 angegebene Weise bestimmen, desgl. nach Seite 176 
des vorliegenden Bandes. Drittens ist es möglich, mit Hilfe der für 
die Knotenpunkte l', l ,  Je, Je, . . . aufzustellenden Gleichgewichtsbe
dingungen schrittweise die Einflusslinien für die Spannkräfte in den 
Stäben 19', 20', 19, .20 u. s. w. herzuleiten.

Ein viertes Verfahren besteht darin, die Lasteinheit der Reihe nach 
in den sämmtlichen Knoten anzunehmen und für jeden dieser Belastungs
fälle einen das ganze Fachwerk umfassenden Kräfteplan zu zeichnen.

*) An der angezogenen Stelle sind die Maximalmomeute eines Balkens von 
36’" Stützweite und 3,6”‘ Feldweite berechnet worden, g ist =  1,74' f. d. Meter. 
Der Eisenbahnzug stimmt mit dem im vorliegenden Beispiele eingeführten nicht 
ganz überein; man wird aber auch, falls man Gleichung 3 an wendet, mit den 
sonst üblichen Radständen rechnen, nicht m it den besonderen auf Tafel 7 an
genommenen.

**) W ir haben in Fig. 412 maxü p kinematisch ermittelt. Beseitigt man D  
und schreibt man dem Punkte h" die lothrechte Geschwindigkeit Ji'h" zu, so 
entsprechen den Punkten i und l die Geschwindigkeiten i i "  und 11". W ählt 
man h", so dass das Loth von h" auf D  gleich A  ist, so ist das Lotli von l"  auf 
A  gleich „«C p.

:!)„ =  +  22',**)

nach verschiedenen anderen Verfahren zeichnen lassen. So könnte man
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Die so gewonnenen Pläne enthalten dann die Ordinaten aller Einfluss
linien. In Figur 399 auf Tafel 7 ist ein Theil eines solchen Planes 
gezeichnet worden; er entspricht einer in h angreifenden Last 1.

2. Untersuchung eines dreifach statisch unbestimmten vieriheiligen Netzwerks.

175. A llg em ein es ü b e r  d ie  B e rech n u n g  d e r F o rm än d e ru n g en . 
Das in Fig. 413 dargestellte viertheilige Netzwerk von 30" Spann-

Fig. 413.

weite, 2”' Feldlänge, 4"‘ Höhe und unten liegender Fahrbahn ist im 
I. Bande in No. 230 nach dem angenäherten Verfahren der Zerlegung 
in vier statisch bestimmte Systeme berechnet worden und soll nunmehr

genauer untersucht werden. Als statisch bestimmtes Hauptsystem be
trachten wir den in Fig. 414 abgebildeten, durch Beseitigung der drei 
Vertikalen v ,  v '  und v j  erhaltenen Träger; seine Knotenpunkte sind der
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Reihe nach zweistäbig an die linke, aus aneinander gereihten Dreiecken 
bestehende steife Endscheibe angeschlossen, und es lassen sich daher 
die elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte leicht zeichnerisch 
ermitteln, am besten wohl mit Hilfe eines Williot’schen Verschiebungs
planes. Aber auch die analytische Berechnung der Verschiebungen 
gestaltet sich sehr einfach und möge hier, ihrer grösseren Genauigkeit 
wegen, bevorzugt werden.

Zunächst ändern wir die Stützung des Hauptsystems in der Weise, 
dass wir den unteren Knotenpunkt 0 des Stabes v und die Richtung 
dieses Stabes festhalten und berechnen die vertikalen Verschiebungen 
7]u ^ 2 • • • '*1» • • • der Knoten 1, 2 rn, . . .  . der unteren Gur
tung, nach dem in No. 9, Seite 13 und 14 entwickelten, zu der 
Gleichung 5m =  2 S 'A s  führenden Verfahren. Fig. 413 giebt Auf
schluss über die Bezeichnung der Stablängen*'); in die Figuren 415, 
416, 417, 418 und 419 sind die Spannkräfte eingetragen worden,

welche eine der Reihe nach in den Knotenpunkten 1, 2, 3, 4, 5 an
genommene Last 1 in den Stäben des Hauptsystems erzeugt. Mit 
Hilfe dieser Werthe erhält man

*) Die Bezeichnung ist so gewählt worden, dass die vier, die beiden End
scheiben verbindenden Strebenzüge

d„ dt d<, . . . . (?16, ds ds <7, . . . dis 
und (f, d \d '0 . . . .  d 'lt . d'3ä\(V- . . . d '15
gut hervortreten.
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Tji =  0 ,5  ]/2  (A s2 —  AS3) +  Au„ —  0 ,5  Av,

y 2 =  l , 5 y 2 A s 2— 0 , 5 } ^ A s 3— y $ A s 4- j - A v u— l , 5 A v - i - y 2 A d 2— A ul ,
^ 3  —  V 2 (A s, —  A s ,)  -}- 1,5 V 2  (A s2 —  A s 3 )  +  Au„ —  2 Av„ —  0 ,5  Au

+  y 2  A r f 3 —  ( A m ,  +  A m 2 ) ,

■»),= 2 - \ 2  A s , +  1,5 V 2 A s2—  2,5 V 2  As3 —  V 2  A s, —  2 Au0 +  Au„

0 ,5  Au -J- V 2  (A d 4 —  A d2 ) —  ( A m ,  - j-  A m 2 -)- A m 3 )  -f~ 2 A o ,,

7)5=  2 \ / 2  (A s, —  A s ,)  +  2,5 4/ 2 (A s2—  A s3) —  2 Au0 +  3 A vu -  0 ,5  Au

+  V 2 ( A ^ '  —  A d3 ) —  (A w j-f- A «2-f- Aws -f- A «4) - j -  2 (A o1- f  A o2).

D ie ü b rigen  V ersch iebungen  v) findet m an m it H ilfe  der m itte ls  
F ig . 4 2 0  ab g e le ite ten  F orm el

•*W< —  "»l«. =  2 V 2  (A s, -f- A s2 —  A s 3 —  A s,)  +  2 (Au„ —  Au.)

+  V 2  (A dm+i —  A dm+J) —  ( A m )  - f  2 U ^ o ]  ~  [A «]}

w o  ( A m )  die L iingenänderung  der S trecke  m  (m  4 )

[ M  » » n r> U m  —  2)
[Am] „ n n  ̂ 1 m

b ed eu te t.
Z u r B erechnung  von t)16—  r|15 b e trach ten  w ir den in  F ig . 421 

d a rg es te llten  B elastungszustand . In  den D iagonalen  en ts tehen  die

Fig. 421.

S p an n k rä fte  +  0 , 5 y 2 ;  in  der oberen G u rtu n g  w erden  die S täb e  0, ,
°ö! °o > ° 2  1 bean sp ru ch t, in  der u n te re n  G u rtu n g  die S täb e  u3,
u 7 un d  M,, m it —  1; die ü b rigen  G urts tü b e  sind spannungslos. Von 
den S täben  der Endscheiben w erden  n u r  die folgenden bean sp ru ch t:

s ,  u n d  s3 m it -f- 0 ,5  \ '2

s 3 1) si  n — 0,5  V 2  un d  u m it -f -  0 ,5 .

E s e rg ie b t sich daher

•^16— '»115 =  0 ,5  y 2  ( A s j - f  As3'  —  As3—  A s , ') _ +  0 .5
- f - A o3 -)- Ao2' — A m 3 — A m - — AM,/ - j - 0 , 5 y 2 ( — A d2 - f -A d , — A dc 

-}- . . . - ) -  A djg  ) -f- 0 ,5  4 2 ( A d3- j -  A d5- A d7-{- . . . .  A d15).
M ü l l e r - B r e s l a u ,  Graphische Statik. I I .  1. 2 9
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176. Berechnung von X a, X,, und X e. Als statisch unbestimmte 
Grössen führen wir nicht die Spannkräfte V ', Vu', I'' in den drei 
überzähligen Stäben v„', v,,', v sondern drei Werthe X a, X,,, X c ein, 
die mit den Grössen V ',  F„\ V' durch die Gleichungen

V : =  —  X„ —  Xi, —  X c 
V ’ =  +  X a —  X„ —  X '
V  =  2 X c

verbunden sind.*) Im Belastungsfalle X a =  — 1 ist also
v '  =  +  i vu' =  — i v ' =  o.

Dem Zustande X b — —  1 entsprechen die Werthe
r ;  =  4 -1 vj  =  +  1 r ' =  0

und der Zustand X c —  —  1 erzeugt
F >  +  1 V j  =  4 - 1  V ’ =  —  2.

Die Tabelle I enthält die Werthe S„, Sb und Sr für sämmtliche Stäbe 
und man erkennt sofort, dass

hab =  2 S aS b j y = 0

ist, weil sich für die einander entsprechenden Stäbe der linken und 
rechten Hälfte des Trägers gleiche Spannkräfte St und entgegengesetzt 
gleiche Spannkräfte Sa ergeben. Weiter findet man

—  0,

während 8ae im allgemeinen einen endlichen Werth annimmt.
Um die Rechnung thunlichst weit mit Buchstaben durchführen zu

können, haben wir die Querschnittsverhältnisse Fe : F  für die Gurtungen
ßo ß„mit a ,, a2, . . . . für die Diagonalen mit —j— , —~ ,  . . . .  und

y  2 i 2
ft

für die Glieder der Endscheiben mit v, •/, — =-• bezeichnet und diese
I ß

Zeichen in die Tabelle eingetragen.**) Fe ist ein beliebiger, konstanter 
Querschnittsinhalt. Zwei in einem unbelasteten Knotenpunkte zusammen- 
stossende Diagonalen erhalten gleiche Querschnitte also auch gleiche 
Werthe ß. Die Querschnitte der einander entsprechenden Stäbe der

*) Vergl. No. 13, Seite 25.
**) Die Querschnittsverhältnisse F r : F  runde man gut ab. Die Einführung 

runder W erthe F CY %'■ F  fü r die Diagonalen erleichtert die Rechnung ausser
ordentlich.
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Tabelle I.

b) Diagonalen.

F c y z \  F ' Y  2 s S a

V 2

S ö

y T
S c  ji

m

F c Y l

F

F c Y %

F

8 & s b S c

y rF F S c Y z y T y T
d t ß t 1 , 3 l —  1 0 —  1 « V ß a 1 . 8 1 +  i 0
<7 ,

ß e 2 , 4 2 +  1 0 +  1 ß a 1 . 8 2 —  i 0 +  1

¿ 6 ß o 2 , 4 2 —  1 0 —  1 d . ß s 4 , 2 2
~ b  1 0 _ 1

^ 8 ß i o 5 , 7 2 +  1 0 + 1 j < V ß a 4 , 2 2 —  1 0 + 1
d  io ß i a 5 , 7 2 —  1 0 —  1 d t0 / ß s 4 , 2 2 ~ f~  1 0 _ 1

r f ia
ß a 2 . 4 2 +  1 0 +  1 d  i  j ß 8 4 . 2 2 —  l 0 +  1

d u ß a 2 , 4 2 —  1 0 —  1 ß a 1 , 8 2 +  1 0 _ 1

d u ß s 1 , 3 1 +  1 0 +  1 d i a ß a 1 , 8 1 —  1 0 +  1

d > ß 3 1 , 5 2 +  1 —  1 0 d j ß a 2 . 1 2 —  1 —  1 0
d - , ß r 3 . 3 2 —  1 +  1 0 w ß a 2 . 1 2 +  1 +  1 0
r f ,

ß j 3 , 3 o
+  1 —  1 0

K
ß a  - 4 . 8 2 —  1 —  1 0

d $ ß a 4 , 8 2 —  t +  1 0 d g ß a 4 . 8 2 +  1 +  1 0

d n ß a 4 . 8 2 +  1 —  1 0 d u ß - 3 . 3 2 —  1 —  1 0

d  i 3 ß a 2 , 1 2 -----  1 +  1 0 d  i 3 ß 7 3 . 3 2
+  1 +  1 0

d u ß a 2 - 1 2
+  1

—  1 0 d u ß s 1 . 5 2 —  1 — 1 0

v " 1 , 2 0 . 5 0 0 “ b  1 s , ' v " 1 , 2 0 . 5 0 0 — 1Sj v" 1 , 2 0 . 5 0 0 — 1 **; 1 . 2 0 . 5 0 0 +  1
s3 v " 1 . 2 0 . 5 0 0 — 1 * 3 ' 1 . 2 0 . 5 0 0 +  1
* a •)" 1 , 2 0 . 5 0 0 + 1 v " 1.2 0 . 5 0 0 —  1

29*
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oberen und unteren Gurtung unterscheiden sieh von einander so wenig, 
dass es stets zulässig ist, ihnen gleiche Werthe Fe : F  beizulegen. 
Die dritte Spalte der Tabelle enthält die Verhältnisszahlen s : sc, w o  
sc die Feldliinge, d. ä. die Länge eines Gurtstabes, bedeutet.

Mit diesen Bezeichnungen ergiebt sich nun 

E  F  s F
— 5oc =  =  8 (ß2 +  4 ß6 +  2 ß16 —  3 ß4 —  4 ß8)

S c S c 1

und dieser Werth wird gleich Null sobald

4~ ?2 4 “ 4 ßß 4" 2 ßio —  3 ?4 4 “ 4 ßä
ist, eine Bedingung, welche sich stets durch geringfügige und für die 
Endergebnisse der Untersuchung belanglose Aenderungen der auf Grund 
der angenäherten Berechnung gewonnenen Querschnittsflächen erfüllen 
lassen.*) Die Zahlenwerthe der vierten Spalte der Tabelle genügen 
der vorstehenden Bedingung, und es sind daher die drei Elasticitäts- 
gleichungen von einander unabhängig. Der Einfluss einer im Knoten
punkte m angreifenden Last P„, =  1 auf die statisch unbestimmten
Grössen ist also

- r r  ____  5 „ ) a  ___

u*-a 5 > ) -**-c "7 j
Öaa Occ

und hierein ist, mit den Bezeichnungen

p3 4 “ 2 ßs 4 “ 2 ß? +  2 ßo —  4 l
$2 4 “ 4 ßß 4 “ 2 ßio =  3 ßl +  4 ß8 =  4*2

zu setzen:

— -ö « «  =  2 5 02— - 4  =  4 2 a „ , +  4 ' /  +  8 (4»x 4 -
o c  o c  J  1

_ v e !  S I ,  '  I o tVbb —  ~ S b — — 4 - j a m 4 v -f- 8
Sc sc F  I

F F  <? F  7
— - 8«  =  4 2 a m +  4 - / +  8 (v +  v") +  8 ^ .

ac öc i  i

*) Die zunächst nach der Näherungstheorie berechneten Stabquerschnitte 
und die ihnen entsprechenden W erthe a, ß und v sind in der Tabelle Y III zu
sammengestellt worden; F c wurde gleich 100 qcm gewählt. Es ergaben sich die- 
nur wenig von einander abweichenden W erthe

?•> +  4 ßs +  2 ß10 =  1,33 +  4 ■ 2.57 - f  2 • 5,66 =  22.93 und 
3 ß4 —f- 4 ß8 =  3 - 1-77 —{— 4 - 4,04 =  21,47.

D er Querschnitt von <70 wurde nun gleich 29 qcm (statt 25) angenommen; sodann 
wurden die W erthe ß, v und ■/ so abgerundet, dass sie den Theiler 3 erhielten.

Ebenso wurde dafür gesorgt, dass S a  ohne Best durch 3 getheilt werden konnte.

Diese Maassnahmen erleichtern die Zahlenrechnungen, da t„ 60, T)16i, und iil6„ durch ' 
30 getheilt werden müssen.
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M an e rh ä lt
7

2  a .  =  3,3, 4»! =  21,9, 4>2 =  22,2.

E F , „ E F  F F
   =  372,0, ------ hib =  194,4, — =  211,2.

«o se

E  FAn Stelle der Durchbiegungen 5m berechnen wir die Wertbe -----1 5m,
sc

S s E Findem wir die Längenänderungen As = —— ersetzen durch   As
E F  se

s F  E F
—  S —— + .  Den sich hebenden Faktor   streichen wir. Zunächst

Sc F  sc
nehmen wir das statisch bestimmte Hauptsystem auf die in Fig. 421 
angegebene Art gestützt an, berechnen für die Zustände X a =  — 1, 
F,, =  —  1 und X r =  —  1 die Durchbiegungen f\ und finden dann für 
den im Abstande x m vom linken Stützpunkte liegenden Knotenpunkt m

S 5 2,’m
Ö,„ ---  ''¡m Oj g j  •

Die senkrechten Verschiebungen der Stützpunkte A  und B  stimmen 
mit denen der Knotenpunkte 0 und 1 6  überein, weil die Ständer OÄ  

und 1 6  B in den hier in Frage kommenden drei Belastungsfällen 
spannungslos sind.

Mit Hilfe der auf Seite 449 abgeleiteten Formeln ergeben sich die 
folgenden Werthe t\.

Zustand X a —  —  1 

''h a  == v l
•»I2« —  v ' — 2 ß , ~  a ,  = —  2 , 1

■ > l i . = ' » l 2 « + 4 ' / —  8 ß 6 —  4 a ,  +  3 ( a 2— a 3)  +  ( a 4— a 5)  = —  1 8 , 6

•»I i o « =  »¡p« +  4 8  ß  4  a ,  +  4  ( a 2— a 3) +  4  ( a 4— a 5) + 2  ( a 6— a T) = —  6 1 , 0

•»¡i <«=■»] i o « + 4 ' / —  8 ß 6 —  4 a ,  +  3 ( a 2 - a 3) +  ( a 4— a 3)  = = —  7 7 , 5

•»¡3« =  —¡~ 3  v —j— 4  ß 3 —  ( a , —  a 2)  — +  1 0 , 1

•»]7o ='»13« +  4 ' / +  8  ß ;  —  4  ( a ,  —  a 2)  —  3  ( a 3 —  a 4)  —  ( a 5 - a 6)  = +  4 0 , 9

• * l i i a = ‘» l 7 „ + 4 v /+ 8 ß 9 —  4 ( a ,  — a 2)  —  4 ( a , — a , ) — 3 ( a 5 —  a 6) = +  8 3 , 7

,»li5«== ,» i . i « +  4  • / +  8  ß 5 —  3  ( a ,  —  a 2)  —  ( a 3 — a 4)  = + 1 0 5 , 3

• » ) <«=  + 3 - / — 6 ß t —  3 a , +  (a2—a 3) = —  9,1
•»1s« =•»)<. +  4 8  ß8 — 4 a ,+ 4  (a2 — a 3) +  3 (a4 — a 5)+ (a6—a ,)= — 39,6 
■»¡.2.=’»ls«+4-/— 8 ß s — 4 a , + 4 ( a 2—a 3) +  3 (a 4- a 5) + ( a 6- a , ) = -  7 0 , 1
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"'¡s» =  + 5 v '+ 8 ß 5— 3(aj— Og)—  (Og— a4) =  +  23,1
''la« =  '»Is " + 4 8 ßg— 4 («i —  «2)— 4 ( « 3 — a4)— 3 (a5— aß) =  +  6 5,9
''l 13 » = ’̂ d« + 4 v' + 8 ß? — 4 (a i — «2)— 8 ( « 3 — a4) —  3 (a5— aß) =  +  9 6 ,7

7

''¡io» ~  '']15» =  — 2 a — 2 ( ^ + v j ; 2)== — 91,5 
1

•»)16 =  105,3 — 91,5 =  13,8

Zustand X h —  — 1 
•»¡i » =  '/==  1,5 

''¡24 =  v —  a, =  +  0,5
■̂64 =  ''¡24 +  a2—  a3+ a 4 —  a5 =  +  0,8 
''¡104 — ''¡64 =  +  0,8, v]146 =  -q2b =  -f- 0,5

*'¡34 =  —  V —  4 ß s  —  (aj +  a2) =  —  9,1
''I74 = ■ '¡34  — 8ß7—  (a3 +  a4 +  a5 +  aG) =  —  36,9 
7i u 4 =  ''¡7 4 — 8 ß9—  (a7 +  a7 +  a6 +  a5) =  —  76,5 
■'¡1 5 4 =  ■'¡114 8ßä (a4+  a3 +  a2 +  a7) =  —  95,7

1l44 = — ' / + a 7 — a2+  a3 =  —  0,7
^34 =■'¡44 — a 4 + a 5 — a 6 + a 7 =  — 0,8
"'¡124 =  ''¡44 =  —  0 ,7

''¡55 = v +  8ß5 +  a. 1  +  a2 +  a3 +  a4 ==:+  20,7
'694 =  ■*¡54 +  8 ß9 +  a5 +  a6 +  a7 +  a7 =  +  60,3
''¡134= ■'¡94 +  8ß7 +  a6 +  a5 +  a4 +  a3 =  +  88,1

7
''¡164 ''¡154 =  2 a  +  2 v|»4 =  47,1

1
''¡,64 =  — 95,7 +  47,1 =  —  48,6

Zustand X e =  —  1 
■'¡1* =  —  v ' —  v =  —  2,1 

•'¡2, =  —  2v"— 3v —  •/ —  2ß2 —  a, = —  9,3 
''¡6 c — 712c 8ß6 — (a2 +  a3 +  a4 +  a5) =  —  30,2
''¡10* ''¡6« 8ß10 —  (a6 +  a7 +  a7 +  a5) =  —  77,0
rin c —  ''iioc 8 ß6 (a4 +  a3 +  a2 +  a7) =  —  97,9

•'¡3* = v '— v— a7 +  a2 =  +  0,5
■'¡7c == ''¡3e a3~l- a 4--- a5~l~a6= + 0 , 5
%1. =  ”*¡7« --- a G +  a 5 — +  0,5
''¡15c =  ''Ille a4 +  a3- a2 +  ai =  +  0,9

■'ke =  2v + v  +  v + 6 ß 4 +  a + O j + a 3 =  +  17,3 
''¡se =  ruc +  8ßg +  a4 +  a5+  a6 +  a7 =  + 52>2
‘'¡ne =  ''¡se +  8ßg +  a7 +  aG +  as +  a4 =  +  87,1



■'¡5* —  —  ----- > +  ocj —  a 2 +  a 3 —  a 4 —  —  1,7

r i9 ' = 7i5» + a 5 ~  a o = — 1, 7

71i 3 c = = 7 ):k  +  a o — —  a 3 —  —  1 ,7

r iiG<- vl i 5 c “ v - f ‘ 2 v  - ) -  ü o c  +  2 <i>2 =  5 0 ,7

W =  0,9 +  50,7 =  51,6.

D ie au s den W erth en  vj berechneten  G rössen

X “ = = ' 8 ~ ( 71ma T 71lCa)

Xb =  ( T,mh ~~ T  T|16'')

sowie d ie in  der w eite ren  U n te rsu ch u n g  g eb rau ch ten  A usdrücke

1 \  =  X .  +  x h y 3 =  X a +  X .
r t =  x„ — x, r i =  xa — x .

sind  in der T abelle  I I  zusam m engeste llt w orden.
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Tabelle II.

m Xa x„ X , Y , u3 Y<

1 +  0,003 +  0,016 — 0,018 h 0,019 — 0,013 — 0.015 +  0,021
2 — 0.009 +  0,027 — 0.068 - 0,018 — 0,036 — 0,077 +  0,059
3 +  0.021 — 0,006 — 0,038 L-0,015 +  0,027 — 0,017 + 0,059
4 — 0.033 + 0,055 + 0,025 - 0,022 — 0,088 — 0,008 -  0.058
5 + 0,051 +  0,181 — 0,081 - 0.232 -  0,130 — 0,030 +  0,132

6 — 0,064 + 0,096 -  0,232 +  0,032 — 0,160 — 0,296 +  0,168
7 +  0,094 — 0,081 — 0.104 +  0,013 +  0,175 -  0,010 +  0,198
8 — 0,125 +  0,121 +  0,125 -  0,004 — 0,247 0 -  0,250
9 + 0,156 +  0,452 — 0.146 +  0,608 — 0,296 +  0,010 +  0.302

10 — 0,186 +  0,162 — 0,518 -  0,024 — 0,348 — 0,704 + 0,332

11 +  0,199 — 0.219 — 0,169 -  0,020 +  0.418 + 0,030 + 0,368
12 — 0,217 +  0,188 +  0,225 -  0.029 — 0,405 +  0,008 -  0.442
13 +  0,229 +  0.662 — 0,212 +  0,891 — 0,433 +  0,017 - 0.441
14 — 0,241 +  0,228 -  0.682 -  0.013 — 0,469 — 0,923 -  0,441
15 +  0,247 — 0,251 — 0,232 -  0,004 +  0,498 +  0,015 -  0,479

177. S p a n n k r ä f t e  in  d e n  S tä b e n  d e r  E n d s e h e ib e n .  F ü r  die
S p an n k rä fte  in  den S täb en  i \ ' ,  v ' ,  vu\  s / ,  s2', s3', s4 der rech ten  E n d 
scheibe g e lten  die F orm eln
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( v ' = —2 x e, v : = —x a — x l—x c, v , : = + x a—x h—x c
(1 ) 5j'sin<p = —  S2' sin 9  =  +  X,.

( S 4  sin 9  =  —  S3' sin <p =  \  ( B +  V ') =  0,5 B  —  X e,

wo B  den Widerstand der rechten Stütze bedeutet. Die Einflusslinien 
für die Spannkräfte V  und S der linken Endscheibe sind die Spiegel
bilder der Einflusslinien der entsprechenden Kräfte V ' und S' der rechten 
Scheibe. In der Tabelle I I I  sind die Ordinaten der Linien für V„, V u 
und zusam mengestellt worden. Die Si  sin <p-Linie und die 1 + Linie

T abelle  II I .

m Vu K £ , sin 9 in Vu Vo Si, sin 9

1 +  0,730 +  0,236 +  0,251 9 +  0,279 +  0,091 +  0.113
2 +  0,213 +  0,695 — 0,232 10 +  0,072 +  0.200 — 0,049
3 — 0.221 — 0,679 +  0,205 ! 11 — 0,049 — 0.151 +  0.069
4 — 0,630 — 0,196 +  0,608 ! 12 — 0,113 — 0,047 +  0.142
5 +  0,587 +  0,189 +  0,181 13 +  0,065 +  0.023 +  0.045
6 +  0,170 - r  0 542 — 0,201 : 14 +  0,032 +  0.050 — 0,018
7 — 0,150 — 0,462 +  0,137 15 +  0,005 — 0,001 — 0,001
8 — 0,372 — 0,121 +  0,375

zeigt Fig. 422; vergleicht man sie mit den im I. Bande auf Seite 529 
nach dem Näherungsverfahren gewonnenen Linien, so findet man eine 
recht gute Uebereinstimmung. Um die Vergleichung zu erleichtern, 
haben wir die Geraden, in denen die Punkte der angenäherten Einfluss
linien liegen, mit eingezeichnet; sie schneiden auf der Senkrechten 
durch A  die Strecken 0,25, 0,50 und 0,75 ab.*) Als Lasten sind 
drei- oder vierachsige Lokomotiven von 1,2” Badstand und 16' Achs- 
druck angenommen worden. Die ständige Belastung beträgt <7 =  1,6'/» 
also 3,2' für jeden der Knotenpunkte 2 bis 14 und 2,4' für jeden der 
Punkte 1 und 14. Den Einfluss des Eigengewichts ermittelt man in 
der Weise, dass man

X a,  =  +  0,20', X b) =  +  5,41', X CJ =  -j- 6,60'
bestimmt und hierauf die Formeln 1 benutzt. Man erhält auf diesem 
Wege die folgenden grössten Stabkräfte, denen die nach dem Näherungs
verfahren gewonnenen in Klammer beigefügt worden sind.

minV  =  miHVp + F y = —  108,5 —  13,2 =  —  1 2 2 '(— 1 2 2 ')
n.ax I'n — Vug =  “)“ 42,2 -j- 1,4 =  -j- 44' (+ 4 5 ')

== max^op “f - V0g == “f- 41,3 -j- 1,0 =  -j- 42' (-}- 43')
sin 9  =  +  42,5-1- 5,0 =  -f- 4 7 ,5 '(+ 4 7 ,5 ')

_   »¡»Si sin 9  == I == —  61' (—  61').
*) Man achte darauf, dass wir im I. Bande die 5 ,-L in ie , jetzt aber die 

A, sin 9 -Linie dargestellt haben.
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Die XJebereinstimmung der genauen und angenäherten Werthe ist 
eine ganz vorzügliche, und es folgt daraus ohne weiteres, dass auch die 
0 , U  und D  nach dem Näherungsverfahren berechnet werden dürfen. 
Wir wollen aber trotzdem die genauere Berechnung auch für die übrigen 
Stäbe durchführen und noch verschiedene Vergleichungen m it den an
genäherten Ergebnissen vornehmen.*)

178. D ie  S pan n k räfte in  d en  D ia g o n a len  ergeben sich aus den 
Gleichgewichtsbedingungen für die einzelnen Knotenpunkte. Für die 
Spannkräfte D 2, D 3, D / ,  T)5' gelten die Formeln

Z>2 sin 9  =  Z>„2 sin 9  -j- X a +  X c =  D o2 sin 9  - j-  Y3
Ds sin 9  =  D o3 sin 9  —  X a -f- X b =  D o3 sin 9  —  Y2
D /  sin 9  =  D . /  sin 9  +  X .  —  X ,  =  D .*' sin 9  +  Yi
Ds ' sin 9  =  D o5' sin 9  —  X a —  X b —  D o5' sin 9  —  Y t .

Die D0-Linien lassen sich nach dem im I. Bande angegebenen Verfahren 
ermitteln. Fig. 414 zeigt die Einflusslinien für Do2 sin 9  und D o3 sin 9 .

Die übrigen Kräfte D  sind durch die Gleichungen bestimmt

D 2’ —  —  Di > D s =  —  D 5 > D i —  —  D e, u. s. w.
Ds sin 9  =  —  D i  sin 9  —  D 2 sin 9  —  P 2 
D7 sin 9  —  —  D 5 sin 9  —  D3 sin 9  —  P 3 
P 8, sin 9  =  — D /s in  9  =  P 4'sin 9  —  P 4 

u. s. w.

wo P2, P3 . . die in 2 oder 3 u. s. w. angreifende Knotenlast be
deutet. Die Tabelle IV enthält die Ordinaten der Einflusslinien für 
alle linkssteigenden Diagonalen. Die D 3 sin 9 -Linie ist in Fig. 422  
dargestellt worden; sie weicht nur unwesentlich von der im I. Bande 
nach dem genäherten Verfahren der Zerlegung des Netzwerks in statisch 
bestimmte Theilsysteme gewonnenen ab. Für die maxD sin 9  ergeben 
sich die folgenden Werthe, denen die nach dem Näherungsverfahren 
gewonnenen in Klammern beigefügt worden sind.**)

*) H err Professor G. Mehrtens hat in der Deutschen Bauzeitung 1902, 
Seite 75, die von m ir im ersten Bande dieses W erkes durchgeführte Näherungs- 
berechnung als einen „unzureichenden Nothbehelf" bezeichnet und damit n u r 
gezeigt, dass er selbst die Spannkräfte eines derartigen Systems noch nie genau 
untersucht hat.

**) Vergl. Band I, Seite 529 und 530. Die dort angenommene Belastung 
haben wir etwas geändert, indem w ir der Einfachheit wegen die Mittelachse des 
Tenders au einen Knotenpunkt rückten.
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Tabelle IV.

m A sin 9 A sin 9 A 'sin9 A 'sin 9 A sin 9 A sin 9 A 'sin 9 D„'sin 9 !a „sin 9

1 --- 0,015 — 0,004 + 0,004 ___ 0,019 __ 0,015 ___ 0.004 + 0,004 _ _ 0,019 _ 0,015
2 + 0,923 — 0,014 + 0,009 -- 0,018 -- 0,077 — 0,014 + 0,009 -- 0,018 — 0,077
3 -- 0,017 + 0,890 0,024 -- 0.015 -- 0,017 -- 0.110 0,024 -- 0,015 — 0.017
4 --- 0,008 — 0.029 + 0,825 -- 0,022 -- 0,008 -- 0,029 — 0,175 -- 0,022 — 0,008
5 -- 0,030 — 0,020 0,018 + 0,768 -- 0,030 -- 0,020 0,018 — 0,232 — 0,030

6 + 0,704 — 0,023 — 0,015 ____ 0,032 + 0,704 ___ 0,023
/

0,015 0,032 0,296
7 -- 0,010 + 0,608 -- 0,019 -- 0,013 0,010 + 0,608 ____ 0,019 ___ 0,013 — 0,010
8

+
0 — 0,003 + 0.500 + 0,004 0 0,003 + 0,500 + 0,004 0

9 0,010 + 0,013 + 0,019 + 0,392 + 0,010 + 0,013 0,019 + 0,392 0,010
10 + 0,296 + 0,031 + 0,015 + 0,024 0,296 + 0,031 + 0,015 + 0,024 + 0,296

11 + 0,030 + 0,232 + 0,018 + 0,020 + 0,030 + 0,232 + 0,018 + 0,020 “f" 0,030
12 + 0,008 + 0,022 + 0,175 + 0,029 + 0,008 + 0.022 0,175 + 0,029 + 0,008
13 + 0.017 + 0.016 + 0,024 + 0,109 + 0,017 + 0,016 + 0,024 + 0,109 + 0,017
14 + 0,077 + 0,019 0,009 + 0,013 0.077 0,019 0,009 + 0,013 + 0,077
15 + 0.015 + 0.019

'
— 0.004 + 0.004 + 0.015 + 0,019 — 0,004 + 0,004 + 0,015

,„„XD 2 sin  9  =  maxD 2 p  sin 9  +  D 2g  sin 9  =  5 4 ,4  +  6,4 =  6 0 ,8 ' (6 0 ,0 ‘j 
maxD s  sin 9  =  4 7 ,8  +  5,6 =  5 3 ,4 ' (5 2 ,1 ‘) 
m„ D 4 sin  9  =  4 1 ,3  +  4 ,8  =  4 6 ,1 ' (4 5 ,5 ')
„ , „ 7 + sin 9  =  3 5 ,5  - j-  4 ,0  =  3 9 ,5 ' (3 9 ,6 ‘) 
m axD e sin  9  =  2 8 ,1  +  3 ,2  =  3 1 ,3 ' (3 1 ,0 ')  
m axD 7 sin  9  =  22 ,5  +  2 ,4  =  2 4 ,9 ' (2 4 ,9 ')  
m a x D » ' sin  9  =  17 ,9  +  1,6 =  1 9 ,5 ' (2 0 ,2 ')  
m axD 9 '  sin  9  =  13 ,4  +  0 ,8  =  1 4 ,2 ' (1 6 ,3 ’)
„ a,Z>10sin 9  =  10 ,2  +  0 =  1 0 ,2 ' (1 2 ,4 ') .

179. D ie  S p a n n k r ä f te  i n  d e r  o b e r e n  G u r tu n g .  M an e rh ä lt, 
da  9  —  4 5 °  is t,

Oj =  S 7 sin  9  —  D 3 sin 9

0 2 = 0 ! +  D 2 sin 9  —  D 4 sin  9  =  0 ! —  2 7 ) /  sin 9  

0 3 =  0 2— 2 7 )5 ' sin 9 , 0 4 =  0 3 — 27>c sin<p, u . s. w.

T abelle  V  e n th ä l t die nach diesen F orm eln  berechneten  O rd inaten  der 
O -L inien. In  T abelle  V I haben  w ir diese L in ien  nach  dem  N äherungs- 
V erfahren berechne t un d  zw ar fü r  eine L aste in h e it von P  =  120 . D ie 
an g en äh erte  S 7 sin 9 -L in ie  ze ig t F ig . 4 2 3 ; die W erth e  D  sin 9  sind der 
T abelle  a u f  S eite  5 3 0  des e rs ten  B andes en tnom m en  w orden ; sie 
m ussten  m it 4 m u ltip lic ir t w e rd en , da jen e  frü h ere  U n te rsu ch u n g  die 
L aste in h e it P  —  30  vorausse tz te . D ieses N äh erungsverfah ren  fü h r t 
au ssero rden tlich  rasch  zum  Ziele u n d  lie fe r t vorzügliche E rgebnisse. 
B ei d e r B erechnung  von O l  w u rden  dieselben A chslasten  und  R ad-
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stände angenommen, wie bei der Ermittlung der V, S  und D. Die 
übrigen Werthe 0  sind für den neuen preussischen Belastungszug 
(Band I, Seite 338) berechnet worden. Man vergleiche die Figur 422,

»1 - o , - o * 0 3 0 « -  o 5 -  o6 — 07

1 0,228 0,236 0,19S 0,168 0,160 0,168 0,130
2 0,668 0,686 0,650 0,496 0,468 0,486 0.450
3 1,102 1,054 1,024 0,990 0.770 0,746 0,716
4 — 0,254 1.396 1,352 1,336 1.278 0.928 0,884
5 0,149 0,113 1,649 1,589 1,549 1,513 1.049

6 0,495 0,465 0,401 1,809 1,763 1,733 1,669
7 0,754 0,716 0,690 0,670 1,886 1,848 1.822
8 — 0,128 0,872 0,880 0,8S0 0,874 1.874 1.882
9 0,117 0,155 0,939 0,959 0,985 1,023 1.807

10 0,263 0,293 0,341 0,933 0,995 1,025 1,073

11 0,313 0,349 0,389 0,449 0,913 0.949 0.989
12 — 0,003 0.347 0.405 0.421 0,465 0.815 0.873
13 0,054 0.102 0.320 0,354 0,386 0,434 0.652
14 0,087 0,069 0.095 0,249 0,287 0.269 0.295
15 0,037 0,029 0,037 0,067 0.105 0,097 0.105
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in  d e r die E influsslin ien  fü r 0 ,  und  0 5 ab g eb ild e t sind. A lle e inge
k lam m erten  Z ahlen  sind  E rg eb n isse  d e r  an g en äh e rten  B erechnung . 
M an e rh ä lt

m tnO y --- m in O yp + 0 >, =  - - 8 5 ,4  —  12,2 =  —
minGo --- —  1 2 1 , 0 —  2 1 , 8  ==  —  1 4 3 ' (— 139 ')

= —  157 ,9 —  2 9 ,8  ==  —  1 8 8 '( — 187 ')
—  184 ,9 —  3 6 ,2  ==  —  2 2 1 ' ( — 2 2 1 ')

m lnO ^ = —  2 0 4 ,1 —  3 9 ,4  ==  —  2 4 4 ' (— 2 4 5 ')
m in^Q  " " —  2 1 9 ,4 —  4 2 ,6  ==  —  2 6 2 ' ( — 2 5 8 ')
m tn 0 7 -- —  2 1 3 ,2 —  4 4 ,2  =̂  —  2 5 7 '( — 2 5 4 ') .

180. D ie S p an n k rä fte  in  d e r  u n te re n  G u rtu n g  wurden mit 
Hilfe der Formeln

Hj =  64  s in  9  —  D z '  sin 9

U 2 =  ü y  +  D 2 sin  9  —  D i  sin  9  =  T J y - 2 X>2 sin  9  —  P 2 

U 3 —  U 2 - | -  2 D 3 s in  9  —  P 3 u . s. w. 

u n te rsu c h t. Z u r  P ro b e  w urde  U 7 noch m itte ls  der G leichung  
U 7 =  V o7 —  X a - j -  X b - f -  X c 

b erechnet. T abelle  V II  e n th ä l t die O rd inaten  d e r E influsslin ien .
M an findet

m axU y  =  m a x U y p  -J- U y g =  70,1  ~j~ 9 ,0  =  79 ' 
m a ITJ2 r =  9 2 ,7  +  1 8 ,6  =  1 1 1 ' 
ma* U s  =  126 ,1  +  2 6 ,6  =  1 5 3 ' 
m„ £74 =  1 4 7 ,8  +  3 3 ,0  =  1 8 1 '
„ a * U 5 =  167 ,1  +  3 7 ,8  =  2 0 5 ' 
m a * U 6 =  1 97 ,7  -f- 4 1 ,0  =  2 3 9 ' 
ma x U 7 —  2 1 5 ,9  - f  4 2 ,6  =  2 5 8 '

T abelle  V II.

m Uy Uy u 3 u< U3 ü ,, u,

1 0,232 0.202 0,194 0,202 0,164 0,134 0.126o — 0.250 0,596 0,568 0,586 0.550 0,396 0,368
3 0,190 0.156 0.936 0,888 0,858 0,824 0,604
4 0,586 0,570 0.512 1.162 1,118 1,102 1,044
5 0,949 0,089 0,849 0,813 1,349 1,289 1,249

6 — 0,233 1,175 1,129 1,099 1.035 1.443 1.397
7 0,124 0.104 1,320 1,282 1,256 1,236 1,452
8 0,379 0,379 0,373 1.373 1,381 1,381 1.375
9 0,505 0,525 0,551 0,589 1,373 1.393 1,419

10 — 0,025 0,567 0,629 0,659 0,707 1,299 1,361

11 0,089 0.149 0,613 0.649 0,6S9 0,749 1.213
12 0,171 0,187 0,231 0.581 0.639 0.655 0.699
13 0.154 0,188 0.220 0.268 0,486 0.520 0,552
14 — 0,005 0,149 0.187 0,169 0,195 0.349 0.387
15 0,003 0,033 0,071 0,063 0,071 0.101 0.139
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181. Eine sehr schnell zum Ziele führende angenäherte Berechnung 
der grössten Gurtspannkräfte ist die folgende. Man ermittle mit Hilfe 
der im I. Bande auf Seite 539 abgedruckten Tabelle der grössten 
Biegungsmomente den Werth

832

ferner den Werth
g i '

4,0 

1,6 -3 0 2

208',

:45‘,
h 8 h 8 -4 ,0

zeichne über der Stützweite Z eine Parabel vom Pfeile 45' und stelle 
die malMp : h -Linie nach Band I Fig. 526 durch zwei Parabelstücke 
und eine gerade Linie von der Länge 0 , 1 2 / =  3,6"* dar. Dann setze

u. s. w. Man erhält, Fig. 424:

0 7 =  —  253', 0 6  =  —  252', 0 , =  —  244', 0 , =  —  225',
194', 0 2  =  —  153', 0! =  — 100 ',

man 0 7
h 0« =  -

253', 0 6  =
o3 =  -

das sind Zahlen, die von den vorhin ermittelten nur wenig abweichen.

182. Einfluss einer ungleiehmässigen Erwärmung. Schreibt 
man allen Stäben der unteren Gurtung die Temperatur tu, den Stäben 
der oberen Gurtung die Temperatur /„ und den Ständern (») und 
Streben (s u. d) die Temperatur t, zu, so entsteht

z tu '2iSas  - j-  z t02 S as  - j-  s i , 2 5 '„s
X

E F C

^  ~EF 1 7
2 ,  2 ,  2  sich der Reihe nach auf die untere und die obere Gurtung
U O 8

und auf die Füllungsglieder beziehen; und ähnliche Ausdrücke erhält
man für X b und X c.

wo
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Mit Hilfe der Tabelle I findet inan nun
2 S as =  0, S S as =  0, 2S„s =  0,
M O *

— 2,0, 2 S bs =  2,0, S/S'tS =  —  4,
U O s

2 S cs =  0, — 0, 2 S cs —  0,

mithin
— 0, Ae, —  0

 s E F C 2 - |-  2 tu 4 1,

Sc 4 3 a  +  4 v + 8 4 > ,
1

Für unser Zahlenbeispiel ergiebt sich, wegen Fc =  0,01 qm, =  2,0" 
und si? =  2507,j„.

l ,2 5 ( 2 f .+  2/„ — 4<J
194,4

Macht man die wohl am nächsten liegende Annahme

A =  - y  i fo +  0 >

so erhält man =  0. Nimmt man an: ¿„— 0, ¿ „ = 2 5 ° , ¿ , =  5°, 
so erhält man trotz der sehr ungünstigen Voraussetzung den vernach- 
lässigbaren Werth X lt =  0,2'. Temperaturänderungen spielen also gar 
keine Rolle.

183. U n te rsu c h u n g  d e r D u rch b ieg u n g en . U eb u n g sau fg ab en .
Wir beginnen mit der Berechnung der Biegungslinie für den in Fig. 425

Fig. 425.

dargestellten Belastungsfall. Dieser ist so gewählt, dass die vier ver
schiedenen Theilsysteme möglichst ungleichmässig belastet werden. Der 
Strebenzug d2' d6' . . .  . wird sogar nur durch das Eigengewicht be
ansprucht. Die auf die einzelnen Knotenpunkte entfallenden Lasten 
sind, einschliesslich des Eigengewichts, der Reihe nach

11,4' 21,2' 12,2' 3,2' 12,8' 32,0' 12,8' 3,2' 12,2' 21,2' 11,4'; 
sie erzeugen in den Ständern die mittels der Einflusslinien berechneten 
Spannkräfte

F =  —  1 0 2 ,0 ', V u —  - j -  2 4 ,4 ', V 0 =  2 8 ,8 '.
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Die übrigen Spannkräfte sind mit Hilfe der für die einzelnen Knoten
punkte aufgestellten Gleicbgewiehtsbedingungen berechnet und in der 
Tabelle VIII, Spalte S  , zusammengestellt worden; sie erzeugen die 
Längenänderungen

T abelle  V III.

a) Gurtungen und Ständer.

b u u ix
F r s

S '
E F c F s 1 »S mni F F r s

S '
E F c A ' s

F S c S c F Si S c

0 , 98 125 0,80 1 — 73 —  5S « i 79 100 1,00 1 +  18 +  18
0 , 143 180 0.56 1 — 83 —  46 K., i n 140 0.71 1 +  103 +  73
Os 188 275 0.36 1 — 114 — 41 "3 153 228 0.44 1 +  136 +  66
o.i 221 275 0.36 1 — 178 — 64 181 228 0.44 1 +  142 - f  62
«5 244 328 0.30 — 193 — 59 « 5 205 260 0.38 1 +  160 +  61
0O 262 328 0,30 1 — 201 — 60 “ 6 239 325 0,31 1 +  192 +  60
0, 257 328 0,30 1 — 207 — 62 » 5 258 325 0.31 1 +  200 +  62
V 122 166 0,60 —  102 — 61
Vo 42 66 1,51 1 +  28,8 +  43 Fr =  100 OC»l
V u 44 66 1.51 +  24,4 +  37

t qcm t t

b) Diagonalen.

Sm a-c F FrV  2 S S' E F c X s

ScY 2
j Smax F F cV  2 s

S'
FFc&s

F Sc ~\f 2 / 2 ' F S c Y * S c Y *

86 108 1.31 1 +  53,2 +  70 dt 64 80 1,77 1 -  4,8 — 8
d4 44 55 2,57 2 — 32,0 — 16 rf/ 64 80 1.77 2 +  4,8 +  17
de 44 55 2,57 2 +  32,0 +  16 d6' 28 35 4,04 2 -  1,6 — 13
4 14 25 5,66 2 0 0 [d8' 28 35 4,01 2 +  1,6 +  13

4 76 95 1,49 2 +  22,2 +  66 d3' 56 70 2,02 2 — 15,6 — 63
4 35 44 3,22 2 -  10,0 — 64 4 ' 56 70 2,02 2 +  15,6 +  63
d, 35 44 3,22 2 +  10.0 +  64 d,' 20 25 5,66 2 — 2,8 — 31
4 20 25 5,66 2 +  2,8 +  31 d9' 20 25 5,66 2 +  2,8 +  31

s. 86 115 1,23 0,5 -  51 — 31
s2 86 115 1,23 0,5 +  51 +  31
«3 67 115 1.23 0.5 — 2,6 __ 2
Si 67 115 1.23 0.5 +  2,6 +  2

Die e rs te  S pa lte  der T abelle  V I I I  g ie b t die ab so lu ten  W erth e  der fü r 
d ie Q u erschn ittsberecbnung  m assgebenden g rössten  S pannk räfte  an , sie 
e n th ä l t also eine Z u sam m enste llung  der in  No. 177 b is 180  berechn

M ü l l e r - B r e s l a u ,  G raphische Statik. II. 1. 30
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neten Werthe. An Stelle der A 's wurden die Werthe  -----   bezieh.
s ,

JgJj» ^  g
-— - - - - - -  in Tonnen angegeben. Mit Hilfe dieser Zahlen findet many 2 sr
nun mittels der in No. 175 abgeleiteten Formeln die Verschiebungen

—  0,5 • 2 (31 +  2) +  37 +  0,5 • 61 =  100,5
K)2=  1,5 • 2 • 31 +  0,5 • 2 • 2 —  2 • 2 +  37 +  1,5 • 61 +  2 • 70 —  18 

=  280,5
t)3 =  2 ( - -3 1  — 2 ) +  1 ,5-2  (31 + 2 ) +  37 — 2 -4 3  +  0 ,5-61  +  2 -66

—  (18 +  73) == 85,5
n)4 =  —  2 • 2 • 31 +  1,5 • 2 - 31 +  2,5 • 2 • 2 —  2 • 2 —  2 - 43 +  37

—  0,5 • 61 +  2 (17 +  8) —  ( I S  +  73 +  66) —  2 • 58 =  — 327,5 
•*)5 =  2 - 2 (— 31 — 2) +  2,5 -2  (31 +  2) — 2- 43 +  3 -37 +  0,5- 61

+  2 (63 +  63) — (18 +  73 +  66 +  62) —  2 (58 +  46) =  —  56,5 
7)s =  7)2—  12*) +  2 (16 +  16) —  (73 +  66 +  62 +  61)

+  2 (—  58 —  46 —  41 —  18) =  —  255,5 
t]7 =  iQg —  12 —|— 2 (64  + -  64) —  (66  - |— 62 —j— 61 —|— 60)

+  2 (—  58 — 46 — 41 —  64 —  18 —  73) =  — 519,5 
■*)3 =  '>]4—  12 +  2 (13 +  13) —  (62 +  61 +  60 —|— 62)

+  2 (—  58 —  46 —  41 — 64 — 59 —  18 —  73 — 66) =  — 1382,5

F ü r  i]16 e rg ieb t sich m it H ilfe des in  F ig . 4 2 6  d a rg e s te llten  B e la s tu n g s
falles der a llgem eine A usdruck

•»116=  7,5 Y 2 (A s 1 +  As2) — 8 / Ü A s j — 7 / 2 A s 4 +  0 , 5 / 2 ( A . / 3— A .+ )
—  8 A v0 +  7 Anu -}— 7 A ol +  6 (Ao2 —(— A o3 —(— Ao4) +  5 Aoä
+  4 (AoG +  Ao7 +  Ao7 ) +  3 Aoc +  2 (Ao5 +  Ao4 +  Ao3 ) +  A n2
—  7 ( A « j +  A u2) —  6 A us —  5 (A ;i4 +  A;/s +  A?i6) —  4 A(f7
—  3 (A m / +  Amc'  +  Aw5') —  2 Am.,' —  (Am3 +  Au2 +  Am7)

+  0 ,5  / 2  (Af/3 A(75 +  Atf7 — A tf9 +  A dn  — A tf13+  AcZ15)

— p , 5 V T ( A t f s —  A d 4 ^ - A ä 6 —  A<Z8 ' + A (Z1 0 - A c Z i y + A < Z 1/ — A<Zl e ')-

D a nu n  e in  sy m m etrisch er B elastungsfa ll v o rlie g t und  ausserdem

*) 2(A»„ — At>„) =  2 (37 — 4 3 ) = —  12.



As1 = — As2, und As3 = —-A si  ist, so geht die vorstehende Formel 
über in

% e = — 8 Aw0+ 7  A t > „ + 7  ( + A o i  +  A o 2 —  A us —  A h 4 +  A o5 +  A o 6 —  At<7)  

+  8  (—  A « j  — A w 2+  A o 3 +  Ao., — A » 5 —  Am6 +  A ö j )  

+  0,5 Y 2 (+  Ar/3 —At75 +  A(77 —  Ar79 +  Af77'— Arfg'+A'ij'). 
Die Einsetzung der Zahlenwerthe liefert

+  6 = —  8 - 43 +  7 - 37 7 (—  58 —  46 —  66 —  62 — 59 —  60 —  62)
-j- 8 (—  18 —  73 — 41 —  64 — 61 — 60 — 62)

-1- 0,5 • 2 (-(- 66 +  64 +- 64 —  31 — 31 —  63 — 63)
d. i. abgerundet ’'¡ig — —  6000.
Der mit Al = 1 0 7 ,2 '  belastete untere Theil des Endstiinders, dessen 
Querschnitt 180 qcm beträgt, wird um

S s  107,2-100  
AS =  ^ =  2150-180  = ° ’° 3 >

verkürzt, und es ergeben sich daher die Senkungen 5 der Knotenpunkte 
aus der Formel

Aufgaben über statisch unbestimmte mehrtheilige Fachwerkbalken. 4 6 7

sc f  xm\  ,
V ie — )  + 0 , 0 3 c

wo

E F C
E F C 2150-100

sc 200
Man findet der Reihe nach

5 =  3,1""" 8,5m”‘ 10,4”"" 10,3"”" 16,5’""' 18,4""" 19,7"”" 15,4”"” 
und erkennt, dass sich bei den unbelasteten Knotenpunkten 4 und 8 in der

Gurtung Knicke von —  (10,4 -+ 16,5) — 10,3 =  3,2"”” bezieh. 19,7
u

—  15,4 =  4,3””” Pfeil bilden, die bei der kurzen Feldweite genügen, 
um in einer gelenklosen steifen Gurtung erhebliche Biegungsspannungen 
hervorzurufen. Aus diesem Grunde ist das untersuchte Netzwerk nur 
für Träger mit Bolzengelenken zu empfehlen.

Weiter möge noch die Durchbiegung 58 für den in Fig. 427 ab
gebildeten Belastungsfall angegeben werden. Da 58 nur von den Längen
änderungen des den Strebenzug d 2 ' , d5', <?/, da' . . .  . enthaltenden 
Theilsystems abhängig ist, so wenden wir die Formel

8
8 E F

auf die wirklichen Spannkräfte S  und auf die Spannkräfte S ' in Folge

*) Es wurde fü r Flusseisen £ ’= 2 1 5 0 0 0 0  =  2150 ‘/ qCm gesetzt.
30*
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einer am Theilsysteme in 8 angreifenden Last 1 an. Ersetzen wir
diese Last 1 durch eine Last von der Grösse 8, so nehmen die S' die
in die linke Hälfte der Figur eingeschriebenen Werthe an und wir er
halten daher
85g= 2 S / A s = 2 [ l  • Aöx— 7 (Ao2-j-A03-|-Ao4-|-Ao5)— 15 (AoG-(-Ao7) 

+  3 (At/j-f- Am2 -f- At/3) -f- 11 (Aw4 -f- Au5 -j- Ak6 -f- Am7)
— 4 V 2 (—  Ac72 -J- A c74 — A f/G -f- Af?8 ) A v0 3 A vu

-j- 2  Ar -f- 4^2  (As7 — As2) —  3 / 2  (As3—  As4)] +  &«•

Fig. 427.

Hierin sind Ao, Au, Ad, . . . Mittelwerthe aus den Längenänderungen 
der einander entsprechenden Stäbe der linken und rechten Trägerhälfte. 
Beispielsweise erfährt der Stab oi durch die angegebene Verkebrslast 
und durch das Eigengewicht einen Druck von 7 5‘, Stab o /  einen solchen

von 6 5 '; wir schreiben also beiden Stäben den Druck— (75 — 6 5) = 7 0 f

zu. Auf diese Weise sind die in die rechte Hälfte de? Trägernetzes 
eingetragenen Spannkräfte bestimmt worden. Die für die geneigten 
Stäbe angegebenen Werthe sind noch mit 4^2 zu multipliciren. 50 be
deutet die Verkürzung des untersten Theiles des Endständers. Man 
erhält schliesslich

5„ =  23”"" =  — l.
8 1300

Die in Fig. 425 dargestellte Biegungslinie lässt sich durch Hin
zufügung eines Mittelständers, der mit den ihn kreuzenden Diagonalen 
befestigt werden muss, erheblich verbessern. Es werden gewissermassen 
die vier Theilsysteme an der Stelle 8 mit einander verbunden und ge
zwungen, sich bei 8 gleichstark durchzubiegen. Die Berechnung dieses 
fünffach statisch unbestimmten Systems ist ziemlich einfach und keines
wegs zeitraubend, sie sei dem Leser als Uebungsaufgabe empfohlen. 
Mit der Anzahl eingeschalteter Ständer bessert sich einerseits die



Uebereinstimmung der Biegungslinien derTheilsysteme, während anderer
seits die Schwierigkeiten der genauen Berechnung wachsen.

Als weitere Uebungsaufgaben empfehlen wir die Untersuchung 
des in Fig. 429 dargestellten fünffach statisch unbestimmten sechs- 
theiligen Netzwerks, dessen Elasticitätsbedingungen sich leicht von

Aufgaben über statisch unbestimmte mehrtheilige Fachwerkbalken. 4 6 9

einander unabhängig machen lassen und schliesslich des in Fig. 430 
abgebildeten einfach statisch unbestimmten Systemes, dessen Hauptsystem 
im Band I, No. 228, untersucht worden ist.

§ 18.

Untersuchung der Form Veränderung eines viertheiligen 
statisch bestimmten Netzwerks Mehrtens’sclier Bauart.

184. Die Besprechung des Verschiebungsplanes des in Fig. 432 darge
stellten Netzwerks muss ich durch eine Bemerkung einleiten, die sich auf einen 
zwischen H errn Professor G. Mehrtens und mir in der Deutschen Bauzeitung 
stattgehabten Meinungsaustausch bezieht.*) Die Veranlassung hierzu gab die im 
ersten Bande dieses W erkes an einem mehrtheiligen Fachwerke Mehrtens’seher 
Bauart von mir geübte Kritik. Ich hob auf Grund einer allgemeinen Untersuchung 
des statisch bestimmten mehrtheiligen Netzwerks und der Berechnung eines Sonder
falles (I, No. 227) hervor, dass der Schlusssatz einer von Herrn Mehrtens über 
derartige Fachwerke veröffentlichten Abhandlung in allen Punkten unrichtig sei, 
und betonte besondere, dass von dem seitens des H errn Mehrtens den Netzwerken 
seiner Bauart zugeschriebenen Vorzüge, alle Lasten gleichmässig über das ge
summte Stabwerk zu vortheilen, gar keine Rede sein könne. Ich zeigte, dass in 
der Diagonale D , des als Beispiel untersuchten c/ertheiligen Trägers sogar eine 
Spannkraft erzeugt wird, die ebenso gross ist, als in der Diagonale eines ein-

*) Deutsche Bauzeituug 1901, No. 80 u. No. 90 und 1902, No. 12.
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spruchung der "Wandglieder verbinden müsse. Nach einem erfolglosen Versuche, 
die Behauptung einer gleichmässigen Beanspruchung seines Stabwerks zu recht-

theiligen Systems gleicher Spannweite und wies darauf hin, dass man m it mehr- 
theiligen Fachwerken vor allem das Streben nach Verkleinerung der. Bean-



Formveranderung eines statisch bestimmten mehrtheiligen Fachwerkbalkens. 4 7 1

Smax F s S '
S ' s

F
Smax F s S '

S ’.i

F

Ol 1 1 1 140 200 —  108 — 154 «1 76 95 200 —  40 -  84
°2 177 235 200 —  162 —  138 U.j 138 175 200 —  14 —  16
O3 188 235 200 —  83 —  71 « 3 178 225 200 +  177 +  157
0 4 233 325 200 —  80 —  49 « i 230 290 200 +  228 +  157
Os 257 325 200 —  245 —  151 " 5 2 12 290 200 +  142 +  98
Os 302 380 200 —  293 —  154 ffs 254 325 200 +  113 +  70
O’i 275 380 200 —  210 —  1 1 1 258 325 200 +  246 +  151
°8 286 380 200 —  146 —  77 «8 288 360 200 +  281 +  156
0  9 262 380 200 —  248 —  131 «9 233 310 200 +  180 +  116
ö lO 300 380 200 —  270 -  142 «10 248 310 200 +  107 +  69
Oi 1 209 285 200 —  159 —  112 «11 208 290 200 +  190 +  131
Ol 2 226 285 200 —  68 —  48 «12 231 290 200 +  209 +  144
#13 138 200 200 —  133 —  133 « 1 3 102 150 200 +  80 +  107
Ö14 160 200 200 —  149 —  149 «w 119 150 200 —  40 +  53,

70 283 1 0 0 +  154 f/io 61 80 566 +  16 +  111
"1 J 00 1 \J 566 0 0 +  307 f/n 97 125 566 —  78 —  35?
rf2 157 200 566 +  153 +  433 f / ,. 79 100 566 —  64 —  362
f/3 108 135 566 —  56 — 235 f/13 85 115 566 +  46 +  226
¿4 37 50 566 —  3 -  34 141 +  14
f/5 117 150 566 +  117 +  441 f/u 90 115 424 +  1,1 +  40
^6 48 60 566 +  34 +  321 566 +  5 4 ’
f/7 95 125 566 —  65 — 294 141 —  99

f/s 57 80 566 —  39 — 276 f/15 142 150 424 —  105 —  297

f/9 96 125 566 +  72 +  326 566 —  396.

F i  =  0 15 F 2 =  Oj, F, =  Ou

*) Die Spannkraft D  ist für eine Diag0ua]e a]s ~ posi--
rechtssteigende Druck

tiv angenommen. Vergl. Band I, Seite 516.
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fertigen*), erklärt H err Mehrtens schliesslich: „E r habe durchaus nicht au eine 
gleiehmässige Spannkraftvcrtlm ilm ig  gedacht, sondern die konstruktiven Mängel 
der ungleichmässigen Formänderungen im Auge gehabt, die daraus entspringen, 
dass die einzelnen Theilsysteme der W and bei den in Vergleich gezogenen un
bestimmten Anordnungen die wandernden Einzellasten nicht gleichmässig über
tragen. Bei der üblichen Zerlegung in Theilsysteme erscheine sogar nur dasjenige 
W andsystem gespannt, in welchem die Knotenlast P  liegt; alle anderen Waud- 
systeme seien spannungslos.u Mit seinen mehrtheiligen Wandgliederungen be
hauptet nun H err Mehrtens, bessere W irkungen zu erzielen; dass er sich aber 
auch in diesem Punkte ir r t, beweist der in Fig. 431 fü r einen Träger seiner 
Bauart (Fig. 432) — dasselbe viertheiiige Netzwerk, dessen Beanspruchung in 
Band I, No. 227 untersucht worden ist — gezeichnete Verschiebuugsplan. Die 
beigegebene Tabelle enthält die absoluten W erthe der mittels Einflusslinien und 
auf Grund der im Band I  angegebenen Belastungen gefundenen grössten Spann
kräfte S , ferner die Querschnitte und Längen der Stäbe, die Spannkräfte S ' in 
Folge der in Fig. 432 dargestellten Belastung (Zugstellung fü r ,«„D j) einschliess-

S ' slieh der W irkung des Eigengewichts und die W erthe E \ s  =  ——  in P. cm. Das
r

feste Auflager liegt bei Stütze 0. Die senkrechten Verschiebungen der Knoten
punkte 1 und 2 wurden m it Hilfe der Formel 8 =  ISS' As berechnet, ihre wage
rechten Verschiebungen sind &Ui und Am,-j-Amj. Zur Bestimmung der V er
schiebungen der übrigen Knotenpunkte wurde das W illiotsche Verfahren benutzt. 
Als Zeichnungsproben standen die Bedingungen zur Verfügung, dass die gegen
seitige senkrechte Verschiebung der Knotenpunkte 16 und 17 gleich der 
Längenänderung des Stabes 16— 17 und die Senkung des Punktes 17 gleich der 
Verkürzung des Stabes 17 B  sein muss. Ausserdem wurde die Senkung des 
Knotenpunktes 5 nachträglich noch gerechnet; sie stimmte mit der zeichnerisch 
gefundenen genau überein.

Das Ergebniss dieser Untersuchung ist ausserordentlich ungünstig. Die

grösste Durchbiegung beträgt 43’"", also der Stützweite. Die in Fig. 432

dargestellten Biegungslinien der Gurtungen bilden einen Zickzack, gegen den sich 
die Knicke in der fü r das unbestimmte System gefundenen und in demselben 
Massstabe gezeichneten Linie recht w’inzig ausnehmen. Neun Knotenpunkte be
wegen sich aufwärts. Die Strecke, uni die Punkt 1' nach oben rückt, ist grösser 
als die grösste Durchbiegung des vorhin untersuchten unbestimmten Systems. Die 
gegenseitige senkrechte Verschiebung der Punkte 1 und 1' beträgt 60”’”  d. i.

-jI q- der Stützweite. Und ebenso gross ist auch die gegenseitige senkrechte

Verschiebung der nur 4”  von einander entfernt liegenden Knotenpunkte 3 und 5. 
D er erste Knotenpunkt neben dem festen Auflager senkt sich bereits um 35“ ’". 
Dies hat eine ganz unzulässige Drehung des Stabdreiecks 0 — 15 — 1 zur Folge 
und bewirkt, dass sich der Knotenpunkt 15 um rund 40’""’ in wagerechter Rich
tung verschiebt Da nun die wagerechte Verschiebung des oberen Endpunktes 0'

*) S. Deutsche Bauzeitung 1901, No. 80. Dort verlangt H err Mehrtens, 
dass man eine gleiehmässige Vertheilung der Lasten immer daun anerkenne, 
wenn sämmtliche Stäbe an deren Uebertragung theilnehmen, ohne Rücksicht auf 
das Gesetz, das diese Theilnahme regelt und ohne zu prüfen, ob hierbei nicht 
etwa die grösste Unregelmässigkeit herrscht.



des Endständers verhältnissmässig gering ist, so zeigt der nur i m hohe Endständer 
in der Mitte einen Knick von rund 35””" Pfeil. Beim Anblick dieser beiden 
merkwürdigen Biegungslinien wird man unwillkürlich an die bekannte Nürnberger 
Scheere erinnert.

Unsere Untersuchung zeigt, dass der in Fig. 432 dargestellte Träger in 
jeder Hinsicht eine verfehlte Konstruktion ist. Zu den ungünstigen statischen 
Eigenschaften tr itt noch — bei der Vergleichung mit dem unbestimmten Netz
werke — trotz der kleineren Spannweite ein Mehrgewicht von etwa 25 v. H., 
ferner der aus der unsymmetrischen Gestalt fü r Zeichenstube und "Werkstatt 
entspringende, die Herstellungskosten unnöthig erhöhende grössere Arbeitsaufwand.

§ 19.

Herleitung der Biegungslinien aus den Momentenlinien.

185. Wir schliessen unsere Untersuchung des ebenen Fachwerks 
mit der Angabe eines Verfahrens: die Biegungslinien in der Weise aus 
den Momentenlinien herzuleiten, dass die Ermittlung der Durchbiegungen 
für eine Beihe von Belastungsfällen immer nur die Neubestimmung
der Momentenlinie erfordert, während alle von den Querschnittsab
messungen und Stablängen abhängigen Grössen nur einmal berechnet 
werden müssen.

Zu diesem Zweck setzen wir voraus, es seien die Stabkräfte durch
die auf die Knotenpunkte . . . (m —  1), m, (in - j- 1) . . . bezogenen
Angriffsmomente . .  . Mm. u M„„ Mm+U . .  . ausgedrückt*und auf die Form

(1) s =  -f 4l> » - i +  ̂ mifm +  4W.1C.+1 + .......

gebracht, unter üj Werthe verstanden, welche von dem jeweiligen Be
lastungszustande unabhängig sind. Es ist dann nach Seite 115 der 
Einfluss der Aenderung As einer Stablänge s auf die Gewichte w:

(2 ) ............., tcm_t =  wm =  <bmAs, rnm+, =  4>m+lA s , ............

oder, wenn As —  gesetzt und S  mittels Gleich. (1) bestimmt wird:
JIj b

' —7 (• • • ”1“  • ■ •)

-y."   (• • • -f" +  4W«M’«.+1 • • ■•)
JIj r

Bildet man auf diese Weise die Beiträge, welche die einzelnen
Stäbe zu den Gewichten w liefern, so gelangt man schliesslich zu Aus
drücken von der Form:

, jUm-l I •Mi» I Ui»+1 I
m’« = .............+  —-----------r „ T — “ ~r...........am.m “(« + !)«

Ilerleitang der Biegungslinien aus den Momentenlinien. 4 7 3
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worin die Werthe a von der Gestalt des Fachwerks und den Quer
schnittsabmessungen abhängig sind, nicht aber von dem Belastungs
zustande.

Anstatt nun die Durchbiegungen mit Hilfe eines Seilpolygons zu 
bestimmen, welches mit der Polweite Eins zu den Gewichten iv ge
zeichnet wird, kann man auch in der Weise verfahren, dass man das 
Gewicht w„, (und ebenso alle übrigen w) durch die Gewichte

 4 /m_], J / m, .............

in den Abständen

...............a (*x-l)mt a (m + l)„.....................

vom Pole 0  ersetzt. Denn die nach den Endpunkten der Gewichte
 Mm„u Mm, Afm+i , ................gezogenen Strahlen zerlegen wm in
die Abschnitte:

 , I L - i -------  — - ,  M m+]------- ------- , ..............
< U m - l ) m  <b..m +

Vergl. Fig. 433b, in der ein von drei Momenten abhängiges Gewicht io 
vorausgesetzt wurde. Treten negative Werthe a auf, so werden die 
entsprechenden M  als negative Gewichte aufgefasst, wie dies die in der 
Regel vorliegende Figur 433c angiebt.

Durch die im Vorstehenden beschriebene Aenderung des Kräfte
zuges ist das gesteckte Ziel erreicht. Die von den Lasten unabhängigen 
Werthe a werden ein für allemal berechnet, und die Untersuchung 
eines neuen Belastungszustandes erfordert nur die Aufzeichnung der 
neuen Momentenlinie. Ein Beispiel möge das Verfahren erläutern.
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186. Z a h le n b e i s p i e l .  Es liege der in Fig. 435 dargestellte Ilauptträger 
einer Eisenbahnbrücke von 36“ Spannweite mit 10 Feldern vor. '

Die Spannkraft in einem Stabe der oberen Gurtung ist (Fig. 434):

rm
und die Aenderung der Stablänge om bat nur Einfluss auf u>„,; sie erzeugt:

A Om __  O m  Om . M m O m

,Cm~  r,n ~  EI-'m rm ' ' E F „ r'm 
und man erhält, mit den in der folgenden Zusammenstellung angegebenen 
Querschnittsabmessungen, zunächst fü r E  =  1 die nachstehenden Beitläge zu 
den Gewichten w,, w3, ic5.

Stab Om r„ Fm

0, 7.31 3,58 0,0160 — 35,64 Mi
0-2 7,23 4,58 0,0320 tc3 =  10,77 M 3

°3 7,20 4,92 0,0320 i r3 =  9,30 M 3

Meter qm

Untergurtstabe u r  entspricht (wegen n  — hk)

ICk
M k Uk 3  ;

E  F M
, u. l.

Stab Ub Vk F k

7,20 4.28 0,0240 ic , =  16,38 M ,

!<4 7,20 4,92 0,0320 ic t  — 9,30 M t

Fipr. 434.

F ü r die Diagonale des m ten Feldes ergiebt sich:
dm

D m■= ( ± - f r + x ^ r )
wobei die oberen Vorzeichen für eine linkssteigende, die unteren für eine rechts
steigende Diagonale gelten. Aus der Gleichung fü r D„, folgt

, A d m  d m  , D m  d m  d „  d l  , r Ä

. r  . d l

± d m d m | D m  d m d m d l

h m f'm ~ ~  ~  E F m l l m h m E F m h l h l

... A d m d m - j -  D m  d m d m d l

i I m ~  1 E F m h „ - \ hm E F m h l h m -
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Stab

d i 4,69 0 ,0210 ip, =  28,61 3 / ,
rf. 5,59 0 ,0150 td„ —  49 ,05  3 /s — 5 7 ,6 8 3 / , ;  10, = —  57,68 3 / 2 +  6 7 ,8 2 3 /,
+ 5,59 0,0070 i0a =  90 ,99 M i  — 9 7 ,8 0 3 / , ;  1e2 = —  97,80 M i  + 1 0 5 , 1 1 3 / a
<U 6,10 0 ,0060 10* =  120,59 3 /4 — 12S,98 3 /3 ; w 3 = —  128,98 3 / * + 1 3 7 ,9 5  3 / j
<h 6,10 0,0060 105 =  120,59 M i — 1 2 0 ,5 9 3 / ,;  10* = — 120,59 3 / 6 + 1 2 0 , 5 9 3 / 4

Fig. 435.

Dem linken Endständer entspricht

V0 =  — also wl =  — - ^ 2 .  =  — =  j _ - jfiA ?-
0 X 1 X Eli^X

lind mit A’o =  0,0160 q»t:
,0, =  14,47 3/,.

F ü r den Pfosten m m  in Fig. 435 würde man, wenn K m die Belastung des 
Knotens m bedeutet, erhalten:

f:WO "
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Trm  +  K m  —  Q ,n+1   Qm =  '

Ahm

M m —  Mm-X

mit Ir»!+1

worein zu setzen:

M im = V mh„
E F E F l

2 Ai _  . A;t-» ̂   “j----- --- ,

(M m +  l —  Z  M m -

Eine derartige umständliche Berücksichtigung der Längenänderungen Ah 
der Zwischenpfosten ist jedoch ¡im vorliegenden Falle entbehrlich. Man denke 
sich diese Stäbe vielmehr beseitigt, zeichne eine Biegungslmie, welche die lotli- 
rechten Verschiebungen der Knoten 1, 3, 5, 7, 9 der unteren Gurtung und der 
Knoten 0, 2, 4, 6, 8, 10 der oberen Gurtung angiebt und beachte schliesslich, dass 
sich die Verschiebungen von zwei durch einen lothrechten Stab verbundenen 
Knoten um die Längonänderungen dieses Stabes unterscheiden (vgl. S. 103).

Die Zusammenzählung der an denselben Knotenpunkten angreifenden Ge
wichte w  ergiebt nun:

k>, =  30,64 Mt +  28,61 Mi -  57,68 +  67,S2 A/j +  14,47 M u d. i.
icj —  146,55 Mi — 57,68 J / 2 und ebenso:
w , =  — 57,68 Mi +  170,54 M t — 97,80 M3 
w3 = —  97,80 M t  - f  239,71 M, — 128,98 M t  
tct =  — 128,98 Mi +  250,48 MA —  120,59 Ms 
w5 =  —  120,59 Mi +  250,48 M„ — 120,59 Mt *) 

und zwar gelten diese W erthe für E  =  1. W ird beispielsweise E —  1 800000l/3cm 
=  18000000 '/gm  gesetzt, so sind sämmtliche w  durch 18000000 zu dividiren.

Die Momente M  werden zweckmässig mit Hilfe eines Seilpolygons auf 
die Form

M,„ =  H y„
gebracht, wto H  die Polweite bedeutet. W ird H  in Tonnen ausgedrückt, so 
müssen die y  im Längenmaassstabe der Trägerzeichnung gemessen und in Metern 
ausgedrückt werden. Die Gewichte w  sind Zahlen.

In unserem Beispiele wählen w ir fü r den Träger den Maassstab 1 :400 und 
fü r die Durchbiegungen den Maassstab 1 :1 ;  ferner Ff = 1 3 5 '.  W ir müssen
dann in die fü r die Gewichte w gefundenen Ausdrücke setzen:

i r  — 135 • i/m 400 3 y m

erhalten:
18000000 1 1000

w, == 146,55 ® * y* RQ 3y2 yi y»
1000 ’ 1000 2,27 5,78

auf dieselbe Weise:

?/l , y* y$ ■Vs i_ ys Vitv% — ■
5,78 1 1,95 3,41

h-6 — ■
2,76 r  1,33 2,76

y» , ?/3 y4 1c7 =  — y« y? y8
—

3,41 1 1,39 2,58 2,58 1,39 2,58
!h . y* ys yi ys ys

tt’4--
2,58 1 1,33 2,76 u 8 3,41 1,95 3,41

.'/< , V* ?/e ys ysXL 5
2,76 1 1,33 2,76 5,78 2,27

*) Bei Berechnung von ic3 denke man an den Einfluss von _D„.
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Die in den Nennern stellenden Zahlen geben die Polweiten a der Gewichte y  
in Metern an, sie werden im Maassstabe 1 :400 aufgetragen.

Nach Erledigung dieser vorbereitenden Rechnungen, welche für jedes 
Fachwerk nur einmal auszuführen sind, ist man im Stande, die Biegungslinien 
I, I I , I I I  . . . .  für irgend einen Belastungszustand schnell aus dem die Mo- 
mentenlinie vorstellenden Seilpolygone abzuleifen.

Die Richtung der Seite I  wird willkürlich angenommen. Mit Hilfe von 
y 1 und yt  wird die Richtung der Seite I I  festgestellt, hierauf mittels i/„ ya, y3 
die Richtung von I I  u. s. w. Man vergleiche Fig. 43öa , welche durch wieder
holte Anwendung des in Fig. 433° dargestellten Verfahrens entstanden ist und 
einer weiteren Erläuterung kaum bedarf. Die Punkte 1, 2, 3, . . .  dieser Figur 
sind in so grossen Abständen von einander angenommen worden, dass die den 
einzelnen Knoten entsprechenden Kräftezüge i/m -i, y m, y ,n+1 gut überschaut 
werden können.

187. Das in No. 184 beschriebene Verfahren zur Ermittlung der
Biegungslinien gilt auch für den 
Fall beliebig gerichteter äusserer 
Kräfte, denn seine Anwendung er
heischt nur die Bestimmung der 
Stabkräfte mit Hilfe der Angriffs
momente. Für das in Fig. 436 
dargestellte Ständerfachwerk gelten 
die in No. 83 und No. 124 abge
leiteten Formeln, die wir hier noch 
einmal übersichtlich zusammenstellen 
wollen.

(1)

(2)

(3)

(4)

0,„

Om =  —

D m cos <p„

. cos ß„ U,„ =  +  -h„_, cos
m :  a / “_ ,

r,„ =

vm

hm

X„ '  

d /r“

d,„_i

A „i _,

gültig für Fahr
bahn oben und 
Fahrbahn unten.

X„7i

m : + i

(Fahrbahn oben.) 

(Fahrbahn unten.)

Die Strecken , und sind durch die Verlängerungen von
und U„+i bestimmt. Aus den Gleichungen 1-—4 ergeben sich die

folgenden Einflüsse der Längenänderungen Ao,„, Ak„, Ad t„, A//,„ auf die 
Gewichte tom

A o,„ A«„
h,„ cos ß,„ ..-i cos Y„,

A d,„ A d,„ 
7¿m-1

gültig für die 
Biegungslinien 

der oberen und 
unt. Gurtung.
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—i —  +

IV
A h j i

W * .
AÄ„,

nur für die Biegungslinie der oberen 
Gurtung gültig.

nur für die Biegungslinie der un
teren Gurtung gültig.

»+i

Mit Hilfe dieser Gleichungen ist es möglich, die Gewichte ivm durch 
die Momente M °  und 2Lf“ auszudrücken.
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Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte in der Ebene. 
Trägheitsmomente und Centrifugalmomente ebener Quer
schnitte. Spannungen in geraden Stäben. Theorie der statisch 
bestimmten Träger mit Ausschluss der Untersuchung der 
Formänderungen. 3. wesentlich vermehrte Auflage 1901. 
Mit 541 Textfiguren und 7 lithographischen Tafeln. Brosch. 
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Als vortrefflich geeignet zur Einführung in die Leliren der 
Graphischen Statik ist ferner zu empfehlen:

Die Geometrie der Lage.
V o r t r ä g e  von

Dr. Theodor R eye.

Ahtln I .  4. Aufl. Mit 90 Textfiguren. Brosehirt 8 Mark.
In Halbfranz gbdn. 10 Mark.

In h a lt:  E i n l e i t u n g .  1. Die Methode des Projicirens und Schneidens. 
Die sechs Grundgebilde der neueren Geometrie. 2. Unendlich ferne Elemente. 
Das Beziehen der G rundgebilde auf einander. 3. Das Princip der R eciprocität 
oder D ualität. E infache und vollständige necke, nseite, n k an te  u. s. w. 4. Das 
Beziehen vollständiger necke, nseite  und n kante au f  einander. Harmonische 
Gebilde. 5. Projective V erw andtschaft einförmiger Grundgebilde. 6. Curven, 
Büschel und  Kegel zweiter Ordnung. 7. Folgerungen aus den Lehrsätzen des 
Pascal und des Brianchon. 8. Pol und Polare in Bezug au f Curven zweiter 
Ordnung. 9. Durchmesser und Axen der Curven zweiter Ordnung. Gleichungen 
derselben. 10. Regelschaaren und Regelflächen zweiter Ordnung, l t .  P ro
jective V erw andtschaft von Elem entargebilden. 12. Involutionen. 13. Me
trische Relationen von Involutionen. B rennpunkte der Curven zweiter Ord
nung. 14. Aufgaben zweiten Grades. Im aginäre Elemente. 15. H auptaxen 
und Symmetrie-Ebenen, Focalaxen und  cyclische Ebenen eines Kegels zweiter 
O rdnung. — Constructions-Aufgabcn und Lehrsätze. Harmonische Gebilde. Pro
jective V erw andtschaft einförmiger Grundgebilde. Curven, Büschel u. Kegel 
zweiter Ordnung. Pol und  Polare; Durchmesser der Curven zweiter O rdnung. 
Das P rincip der reciproken Radien. Regelschaaren und Regelflächen. P ro
jective E lem entargebilde; geradlinige Flächen d ritte r Ordnung. Involutionen. 
Brennpunkte der Curven zweiter Ordnung. Aufgaben zweiten Grades. Focal
axen und cyclische Ebenen von Kegeln zweiter Ordnung. Polvierecke und 
Polvierseite von Kegelschnitten Lineare Systeme und Gewebe von Kegel
schnitten. Lineare K egelschnitt-System e und -Gewebe d ritte r  und erster 
Stufe. Das Kegelschnittnetz und die Schaarschaar.

Abth. II. 3. Aufl. Mit '26 Textfiguren. Brosehirt 9 Mark. 
In Halbfranz gbdn. 11 Mark.

In h a l t :  1. Collineation und Correlation von G rundgebilden zweiter Stufe-
2. Collineare und reciproke ebene Curven. 3. Perspective Lage collinearer 
Felder und Bündel. A usgeärtete Collineationen und Correlationen. 4. Col
lineation  und  Correlation räum licher Systeme. 5. Flächen zweiter Ordnung, 
ih re  Erzeugung und Classificirung. 6. Polarentheorie der Flächen zweiter 
Ordnung. Durchmesser, M ittelpunkt und H auptaxen derselben. 7. Affinität, 
Aehnlichkeit und Congruenz ebener Felder. Affine Kegelschnitte. 8. Affinität, 
Aehnlichkeit, Congruenz und Symmetrie räum licher Systeme. Affine Flächen 
zweiter Ordnung. 9. Conjective collineare Grundgebilde. Involutorisclie Col- 
lineationen in der Ebene und im Raume. 10. Symbolisches Rechnen m it 
geometrischen V erw andtschaften. V ertauschbare Collineationen und Cor
relationen. 11. Cyclische Collineationen. 12. Harmonische Verwandtschaften, 
insbesondere harm onische P rojectiv itä ten  und Collineationen. V ertauschbare 
involutorische V erw andtschaften. 13. Conjective reciproke Felder. Polare 
Felder und Bündel. 14. Conjective reciproke Räume. Räum liche Polarsysteme.
15. Der Axencomplex eines räum lichen Polarsystem es. Coaxiale Flächen zwei
te r Ordnung. 16. Die Foealcurven eines räum lichen Polarsystemes. Confocale



Flächen zweiter Classe und ihre Focalaxen. 17. W eitere Eigenschaften der 
confocalen Flächen hinsichtlich ihrer Krümmungslinien, Focalcurven, Focal
axen, Kreisschnitte und Normalen. 18. Der lineare Strahlencomplex und das 
N ullsystem . Durchmesser, H auptaxe und Axencomplex des Nullsystemes. 
19. Die lineare Strahlencongruenz. Projective Beziehung des linearen Strahlen- 
complexes au f den Punktraum . 20. Die Strahlencongruenzen, welche durch 
collineare Bündel oder Felder erzeugt werden. Raumcurven und Ebenen
büschel d ritte r Ordnung. 21. Projective Beziehungen und P o laritä t der cubi- 
schen Raumcurven und Ebenenbüschel. 22. Conjugirte Punkte bezüglich einer 
cubischen Raum curve. 23. Bündel cubischer Raumcurven. Invarian te  Be
ziehungen cubischer Raumcurven zu Polarsystemen und cubischen Ebenen
büscheln. 24. Projective V erw andtschaft einer Congruenz erster Ordnung und 
eines ebenen Feldes. B iquadratische Regelflächen, erzeugt durch projective 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung. 25. Geometrische V erwandtschaften zweiten 
Grades. 26. Lineare Strahlencomplexe als T räger anderer linearer Complexe.

A n h a n g . Aufgaben und Lehrsätze. Collineation und Correlation. Flächen 
zweiter Ordnung. Polare Felder und Bündel; räum liche Polarsysteme. Pol- 
fünfecke und Polsechsecke eines räum lichen Polarsystemes. Der Axencomplex, 
die Normalen und der Focalcomplex einer Fläche zweiter Ordnung. Ver
schiebungssehnen u. H auptaxe congruenter Räume und das zugehörige N ull
system. Cubische Raumcurven und geometrische V erwandtschaften zweiten 
Grades. Cubische Ordnungscurven eines Nullsystemes oder linearen Strahlen- 
complexes. Zwei m erkwürdige periodische Bewegungen eines starren Körpers. 
Lineare Strahlencom plexe und ihre Büschel, Bündel und Gebüsche. Projec
tive Erzeugung quadratischer Strahlencomplexe.

Abth. III. 3. Aufl. Brosehirt 6 M. In Halbfranz gbdn. 8 M.
In h a lt:  1. Strahlencomplexe zweiten G rades, erzeugt durch collineare 

Räume. 2. Büschel von Flächen zweiter O rdnung; Schaaren von Flächen 
zweiter Classe. Raumcurven und Ebenenbüschel vierter Ordnung erster Art.
3. Projective Beziehungen der / ’“-Büschel und der Kegelschnittbüschel. 4. Er- 
zeugniss eines /'’“-Büschels m it einem zu ihm projecliven Ebenenbüschel. Die 
vier H auptarten  der / ’“-Büschel. 5. Aclmliche, concentrisch und ähnlich 
liegende Flächen zweiter Ordnung und ihre Normalen. 6. Strahlencongruenzen 
zweiter Classe, erzeugt durch collineare Flächen zweiter Ordnung. 7. Flächen 
d ritte r Ordnung, ihre A bbildung auf einer Ebene und die zugehörigen Bündel
netze. 8. Ebene Curven dritte r Ordnung. 9. Die 27 Geraden und die Kegel
schnitte der allgemeinen cubischen Fläche. 10. Die zweite Steiner'sche E r
zeugung der cubischen Fläche. Die Regelfläche d ritte r Ordnung. 11. Polaren- 
theorie der cubischen Fläche. 12. Polaren von Geraden und Ebenen bezüglich 
der cubischen Fläche. 13. Die Polhexaeder der cubischen Fläche und das 
Pentaöder ih rer Kernfläche. 14. Büschel und Bündel collinearer Räume; 
lineare Complexe von projectiven Ebenenbüscheln und collinearen Bündeln. 
Die cubische Raum verw andtschaft. 15. Bündel von Flächen zweiter Ordnung.
16. Das / ’“-Gebüsch, seine projective Beziehung auf ein räumliches System 
und die Steiner’sche Fläche vierter O rdnung. 17. Besondere Fälle des / ’“- 
Gebüsches. 18. Die Strahlencongruenz zw eiter Ordnung zweiter Classe und 
die Kummer’sehe Fläche vierter Ordnung m it sechszehn K notenpunkten. 19. Das 
/ ’“-Gebüsch m it einer Basisgeraden.

A n h a n g . Aufgaben und Lehrsätze. Tetraedrale quadratische S trahlen
complexe. Specielle / ’“-Büschel und tetraedrale  Complexe. Flächen d ritter 
Ordnung. Die ach t associirten Schnittpunkte von drei Flächen zweiter Ord
nung. Der / ’“-Bündel m it Poltetraeder. Das / ’“-Gebüsch; specielle Flächen 
vierter Ordnung. Das / ' “-Gebüsch m it Poltetraeder. Vertauschbare Col
lineationen und Correlationen, und solche, die eine gegebene Collineation 
oder Correlation um kehren.



F en ier erschienen in unserm Verlag:
Die neueren Methoden

der Festigkeitslehre und der Statik der Baukonstruktionen.
Von Heinrich F. B. Müller-Breslau,

Geh. Reg.-Rath und Prof. an der Kgl. Techn. H ochschule in Berlin, ord. Mitglied 
der Königl. Akademie des Bauwesens.

Zweite Aufl. Mit 188 Textabb. Gr. 8°. Brosch. 7 M. 20 Pf., in Halbfrz. geb. 9 M. 20 Pf.
Bekanntlich ein ausgezeichnetes Werkchen, wichtig fü r jeden, welcher sich 

mit dem jetzigen Standpunkte der Festigkeitslehre vertraut machen will.

Das C entra lb latt der B auverw altung, Berlin, sagt h ie rüber in e iner B esprechung:
Der m it dem Entw erfen von Tragw erken aller A rt beschäftig te Ingen ieur w ird wohl 

ausnahm slos die W erke dieses ausgezeichneten L ehrers  und  Forschers im  täglichen Gebrauch 
haben. Insbesondere m öchten w ir aber erw ähnen, dass ganz besonders das je tz t  in  zw eiter 
Auflage erschienene B uch : „Die neueren  M ethoden der Festigkeitslehre  u . s. w.“ vorzüglich 
geeignet zu r E inführung  in  diesen Wissenszweig ist.

Handbuch der Fuudienmgsmctlioden H0°Wasserbau von L. KLASEN.

Zweite, völlig neu bearbeitete Auflage. Grösstes Lex.-8°. Mit 580 Textabbildungen. 
Preis broschiert 15 M., in Halbfrz. geb. 17 M.

Diese neue Auflage des vorstehenden anerkannt treffliehen Buches ist völlig 
rungearbeitet und stellt das "Werk somit je tz t wieder auf der Höhe der aller- 
neuesten Fortschritte. Die Anzahl der Textbogen hat sich von 12 auf über 20 
vermehrt. Die Anzahl der Abbildungen von 166 auf 580.

I n h a l t :  D er B augrund. Die zu r Verwendung kom m enden M aschinen und  Apparate. 
K alk, C em ent und B eton. Spundw ände und  Fangedäm m e, A usführung; au f Sand und  S tein
schüttung, auf B etonschüttuug, au f P fahlrost und Schraubenpfählen, in Caissons und Schwimm
p fe ile rn , au f S enkbrunnen, Pneum atische Fundierungen. G efrierverfahren. S icherung gegen 
Senkungen und gegen Erdbeben. K osten der verschiedenen M ethoden.

Aug. Ritter,
Geh. Reg.-Rath und Professor an der Königl. Technischen H ochschule Aachen.

Lehrbuch der Analytischen Mechanik.
Dritte Auflage. Mit 224 Textfiguren. Brosch. 8 M., geb. 10 M.

Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik.
Dritte Auflage. Mit 612 Textfiguren. Brosch. 16 M., geh. 18 M.

Lehrbuch der Technischen Mechanik.
Achte, neu durchgesehene und verm ehrte Auflage. 1900. Mit fast 900 Textabbild. 

Brosch. 20 M., geb. 22 M.
F einer von demselben Verfasser:

E lem entare Theorie und B erechnung

Eiserner Dach- und Brucken-Konstruktionen.
Fünfte, neu durchgesehene Auflage. Mit 495 Textabbildungen. Gr. 8°. Brosch. 

10 M., in Halbfranz geb. 12 M.
Das Gesetz der statischen Momente lässt sich bekanntlich auf einfache 

W eise fü r Bestimmung.der Spannungen benutzen, welche durch Belastung hervor
gebracht werden. Das Buch behandelt die Resultate dieser Methode, wobei 
Aufgabenberechnungen und Anwendungen auf ausgeführte Konstruktionen der 
N atur der Sache nach einen grossen Raum einnehmen. Hierbei sind alle Arten 
von Trägern ausführlich und gründlich durchgerechnet.



Verschiebungsplan eines Dachbinders. Tafel 1.
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