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Oznaczenia i  wymiary ważniejszych w ie lkośc i

A,B,C (o gó ln ie  M,N) -  Symbole reagujących składników
3

c = CA + CB + Cc -  S t ę ż e n i e ,  kmol/m

C . (M = A.B.C) - s tężen ie  składnika M, kmol/m^
M

o* -  s tężen ie  graniczne (równowagowe)
M , 3

składnika M, kmol/m

D -  współczynnik d y sp e rs j i  wzdłuż-
2

n e j ,  m /h
E -  macierz jednostkowa

jj  -  macierze współczynników rozw ią
zań układów równań różniczkowych

K. ., K.‘ . ( i ,  j  = 1 ,2 ) -  elementy macierzy K. i  k '
i)

kMIJ M̂,N = A »B» C> M *  ~ s ta ła  szybkości r e a k c j i  M -^N ,
1/h

-  długość reaktora,

P = T T  = ł  Pe
L w

pe = — -  zmodyfikowana liczba Pecleta

q = y i  + 4fV; = \/l +

w — -k v -  T  
MN “  wm *MN *

-  parametr p rzekszta łcen ia  Lapla- 

c e ’ a
R„

„ -  stosunki s ta łych  szybkości reak-
MH Y 7 Z  R ,  n

“  “  c j i  odniesione do k^g

-  czas, h
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wm -  prędkość średn ia , m/h

x -  współrzędna wzdłuż o s i reak tora
w kierunku przepływu płynu, m 

z = L “  bezwymiarowa współrzędna wzdłuż
o s i reak tora

A|= - p O - q ) j  p>2 = - p ( i+ q )

» /5̂ 2= “ p ('1+ęi^) ( i  = 1 » 2 )

r M = TT~ ~  bezwymiarowe s tę żen ie  składnika
P M

r *  °m*M = (T" ~ bezwymiarowe s tę żen ie  graniczne
** (równowagowe) składnika M

■TM( - 0) = r M -  lewostronna gran ica  s tę żen ia
p składnika M w p rzekro ju  wlotowym

-Tjj(+D) , -  prawostronna gran ica s tę żen ia

składnika M w przekroju  wlotowym

~ A j 

1 1
e  = f e  = 2 p "  intensywność d y sp e rs ji wzdłużnej

7  “  -  *» f ( 1 - 1 , 2 )

( i  = 1 , 2 ) -  w artośc i własne m acierzy

£  = EBA + + RCB

rab + rac + rca + £

T =  -  średn i ozas przebywania płynu
01

w rea k to rze , h 

-  funkcje p rz y ję te  za podstawowe 
rozw iązan ia  układu równań ró ż
niczkowych 

Tłustym drukiem oznaczono m acierze

I n d e k s y

p odnosi s ię  do w lotu  do reak tora

k odnosi s ię  do wylotu  z reak tora

4



I .  WST$P

Z uwagi na zachodzące w ciągłych reaktorach przepływowych 
zjawiska mieszania wyodrębnić można dwa abstrakcyjne, granicz
ne modele reaktorów chemicznych:

1 . Reaktor, w którym płyn znajduje s ią  w stanie idealnego 
wymieszania.

2. Reaktor, w którym mieszanie nie występuje, a przepływ no
szący nazwę przepływu tłokowego, charakteryzuje się równoległy
mi liniami prądu i  brakiem p ro f i lu  prędkości.

W pracy [ i ]  autor zwraca uwagę na błędy popełniane przy ob
liczaniu  reaktorów rzeczywistych według tych idealizujących za
łożeń, omawiając w szczególnośoi występujące w aparatach typu 
rurowego zjawisko mieszania osiowego noszące nazwę dyspersji 
wzdłużnej lub osiowej.

W n in ie jsze j pracy postawiono sobie za zadanie ilościowe 
ujęcie i  przedyskutowanie wpływu dyspersji wzdłużnej na stęże
nia składników biorących udział w sprzężonych reakcjach che
micznych o kinetyce liniowej (rzędu pierwszego). Zakłada s ię ,  
że reakcje zachodzą w reaktorze o ciągłym przepływie tłokowym. 
Przekrój poprzeczny reaktora, jak również temperatura oraz gę
stość płynu są niezmienne w całym reaktorze, a skład mieszani
ny jest s ta ły  w każdym poprzecznym przekroju ulegając zmianie 
jedynie wzdłuż osi reaktora, w odróżnieniu od idealnego przepły
wu tłokowego uwzględniono zjawisko mieszania wzdłużnego, nato
miast z uwagi na poczynione powyżej założenia odnośnie do tem
peratury, gęstości i  składu mieszaniny brak jest składowych 
gradientu w kierunku prostopadłym do osi reaktora.

Idealny przepływ tłokowy w reaktorze jest  scharakteryzowany 
płaskim profilem prędkości, a zmiana stężeń wynika wskutek za
chodzenia reakc ji  chemicznej. .V rzeczywistości burzliwość prze
pływu, istn ienie różniąoego s ię  od płaskiego p ro f i lu  prędko-
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śc i, gradientów stężeń poszczególnych składników na drodze 
przepływu płynu przez reaktor i t p . ,  powoduje wystąpienia zja
wiska mieszania wzdłużnego zwanego dyspersją wzdłużną. Proces 
ten opisywany jest najczęściej przy pomocy modelu przepływu 
tłokowego z nałożoną dyspersją wzdłużną, scharakteryzowaną 
współczynnikiem dyspersji wzdłużnej ujmującym wszystkie rodza
je mieszania. Współczynnik ten jest analogiczny do współczyn
nika dy fuzji  [ 1 ] .

Zjawisku temu w odniesieniu do wybranyoh typów reakc ji  che
micznych poświęcono już sporo prac np. ] t [1 CQ . Autorzy roz
wiązują to zagadnienie bądi. dla reakc ji rzędu pierwszego,gdzie 
is tn ie je  możliwość podania ścisłego pod względem matematycznym 
rozwiązania, bądź dla reakc ji o kinetyce nie lin iowej, gdzie 
rozwiązanie można otrzymać posługując s ią  z konieczności meto
dami przybliżonymi, względnie numerycznymi. We wszystkich jed
nak przypadkach prace te dotyczą reakc ji najprostszych typów o 

schematach np.:

A—~B, A—►B—»-C, A-*— B—»-C

Podane reakcje można jednak uważać za szczególne przypadki 
ogólnego schematu:

Jak widać, odpowiedni dobór i lo 
ści składników, stałych szybkości 
oraz rzęau reakcji pozwala na otrzy
manie reakcji dowolnego typu.

Zagadnienie tak postawione jest
Rys. 1. Schemat sprzę- jednak zbyt skomplikowane by je moż-
żonych reakc ji che- d

micznych na w ogólny sposób rozwiązać, nawet
w przypadku zaniedbania zjawiska dys

p e rs j i  wzdłużnej. Natomiast przy założeniu liniowości wszyst
kich zachodzących reakc ji ,  problem sprowadza s ią  do rozwiąza
nia układu równań liniowych. Otrzymane rozwiązanie powinno po
za tym czynić zadość warunkowi, aby przy c iąg łe j  zmis.nie para
metru charakteryzującego intensywność dyspersji osiowej można 
otrzymać wzory odpowiadające zarówno idealnemu wymieszaniu jak
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i  brakowi jakiegokolwiek mieszania. Znalezieniu takiego roz
wiązania poświęcono następne rozdziały  t e j  pracy.

Zajęto s ię  układem reakc ji  liniowych w których b iorą udział 
trzy  składniki. Metoda rozwiązywania schematów bardziej złożo
nych jest analogiczna, a narastające ewentualnie trudności po
s iadają  z matematycznego punktu widzenia charakter przede 
wszystkim algebraiczny.

wyprowadzone wzory mogą być pomocne zarówno przy projekto
waniu reaktorów chemicznych, jak i  przy pracach eksperymental
nych. Wagę tego zagadnienia podkreślono w pracy [Ul [2] , ana li 
zujących zagadnienie dyspersji wzdłużnej w ciągłych reaktorach 
przepływowych dla reakc ji  pojedynczej. W tym przypadku dysper
s ja  obniża zdolność produkcyjną reaktora. Przy zachodzących 
równocześnie kilku reakcjach problem jest o wiele bardziej 
skomplikowany. Oprócz obniżenia zdolności produkcyjnej reakto
ra w odniesieniu do pewnego obranego składnika, dyspersja ma 
istotny wpływ na końcowy rozkład stężeń produktów. Jest to 
szczególnie ważne z uwagi na zagadnienie selektywności i  wydaj
ności interesującego nas składnika produktów reakc ji .
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I I .  ROZKŁAD STĘŻEŃ W CIĄGŁYCH REAKTORACH IRZEPŁYWOWYCH 
O IDEALNYM PRZEPŁYWIE TŁOKOWYM

1 . Układ równań różniczkowych

N ieołi w reak to rze  zachodzą sprzężone reak o je  chemiczne r z ę 

du p ierw szego o sohemacie:
A v

Rys. 2. Schemat aprzężonyoh 
r e a k c j i  lin iow yoh , w których 
b io rą  u d z ia ł t r z y  sk ład n ik i:
A . B, C.‘sc ’ w

Jednym z za łożeń  warunkujących id ea ln y  przepływ tłokowy 
je s t  brak zjaw iska m ieszan ia. Zmiany s tę żen ia  składników 
*Łe wyrażane są więo następująoym układem równań różniozkowych

[3 ] :

dC
wm ~"3x = ~ *kAB + kAC* CA + CB + kCA CC

Wm “ d l  *  kAB °A  "  (k BA +  kBC) °B  ‘  kCB °C  ( l 1 " 1 ' 1 )

dG
wm "dx  “  kAC CA + ^ C  CB "  (kCA + kCB) GC

gd z ie  x  je s t  o d le g ło śo ią  m ierzoną wzdłuż o s i reak to ra  w k ie 
runku przepływu płynu, pooząwszy od p rzekro ju  początkowego.

S ta łe :  k ^  ( M = A ,B ,C } N = A,B,C$ M K) 

są s ta łym i szybkości r e a k c j i  i  z uwagi na zw iązk i zaohodząoe 

w s tan ie  równowagi spełn iać  muszą warunek:

kAB * ^ C  * kCA -  kBA * kCB * kAC ( I W -2 )

Ponadto s ta ło ść  tem peratury i  g ę s to śo i sprawia że :
n . n 4. n — n + c_ + C„ = C_ *oonst 
°A + °B + UC Ap + Bp ł  Cp P

8



Układ równań ( I I —1 .1 ) ro zw iązu je  s ię  p rzy  warunkaoh poozątko- 
wyoh:

CA (x  = o) = CAp} CB(x  = o )=  CBpJ Cc (x  = o ) = CCp ( I I - 1 .4 )

Rozw iązanie podobnego układu, w którym jako zmienna n ieza leżn a  
występuje o z a s , je s t  znane. Układ ten  rozw iązano p rzy  warunkaoh

CA ( t  = o ) = CApj CB( t  = o ) .  CBp} Cc ( t  .  o ) -  CCp

W praoy [11] omówiono wyozerpująoo badany układ i  posługu jąc 
s ię  rachunkiem macierzowym podano jego  ciekawą in te rp re ta c ję  
wektorową*oraz ro zw ią zan ie . W r e z u lta c ie  jednak au to rzy  posta
w i l i  sob ie inne zadanie do rozw iązan ia : znając eksperymental
ne w artośo i s tężeń  w za le żn o ś c i od czasu -  zn a leźć  s ta łe  szyb
k ośc i r e a k c j i .

Celem n in ie js z e j  praoy je s t  podanie za le żn ośo i stężeń  skła
dników od d ro g i m ierzonej wzdłuż o s i reak to ra  w kierunku prze
pływu m ieszaniny rea gu ją ce j.

Układ równań ( l l - 1 .1 ) p rzekszta łcon o  do n ieco  zm ienionej 
p os ta c i i  rozw iązu jąo  go otrzymano rozw iązan ie  zw arte, którego 
formę i  pewne etapy d ro g i prowadzącej do otrzymywanego wyniku 
będzie  można wykorzystać p rzy rozw iązan iu  układu równań opisu- 
jąoego p rzeb ieg  r e a k o ji  z nałożoną dyspers ją  wzdłużną. Poza 
tym podano rozw iązan ia  d la  pewnych osobliwych przypadków, k tó
rych  n ie  u w zg lęd n ili au torzy  praoy [11] (Rozdz. I I ,  § 2 ) .

Ponieważ wygodniej je s t  operować zmiennymi bezwymiarowymi 
wprowadza s ię  w tym ce lu  następujące oznaczenia

' i - S j *  r o - ° ł v

k tóre  nazywać będziemy stężen iam i bezwymiarowymi lub poprostu 
stężen iam i.
Z okreś leń  powyższych wynika zw iązek:

r A + + r C = 1 ( l I ~1 *6)

Nieoh całkow ita  długość reak tora  wynosi I .  Wprowadzając 
nową zmienną:



dC„ C d r  
otrzym uje s ię  ^  - jJ Ł

a w ięc

dcM w™ c „  a r M ,
wm = ” 3z = " T  1 5 ”  = A »B» ° )  ( l W . 8)

p rzy  ozym wm = const.

Wprowadzając zw iązk i C II—1 .5 ) i  ( I I - 1 .8 )  do np. p ierwszego 
równania układu ( I I - 1 . 1 ) otrzymuje a ię

- T T  = ^  (kAB + kAC) "Ta. + w”  kBA + w”  ^ A  m m m

Wykonujemy analog iozne podstaw ienia i  p rzekszta łcen ia  w po
zo s ta ły ch  równaniaoh układu ( I I - 1 .1 )  i  wprowadzamy oznaczenie

~  kjuj ■ Hjjjj (U ■ A ,B ,C j N »  A ,B ,C j M M )  ( l l - 1  .9 )
m

Zachodzi n a tu ra ln ie  z uwagi na ( I I - 1 .2 )

RAB * ®BC * RCA “  RBA * RCB * RAC ( l W * 1 0 )

Otrzymuje s ię

d r
RAB r A ’  -  {BBA + EBC) r B + RCB r C -  0 ( I W  .11)

d f ,
RAC r A + r B "  “ JT * "  ( r ca + ECB r c a 0

Układ ten  n a leży  rozw iązać p rzy  warunkaoh brzegowych:

T A (z  «  o ) =. TApi r B(z  = o ) «  r Bpj r c (z  «  o ) «  r Cp ( I W  . 1 2 )

10



W s ta n ie  równowagi s tę żen ia  CA, CB i  Cc przyjm ują w arto- 

ś o i ,  k tó re  oznaozamy p rzez : °2> CB*' CC*‘

Obowiązują wówozas następujące zw ią zk i:

Stan równowagi określany będzie  w t e j  praoy ozys to  umownie 
jako gran iozn y  stan  reagu jąoego układu gdy ozas t  — °=>. Będzie 
w ięo to  stan  osiągany zarówno p rzez układy reagu jące odwraoal- 
n ie  jak  i  n ieodw raca ln ie . Dla u n ikn ięc ia  nieporozumień nazywa
ny b ęd z ie  stanem granioznym układu. Zw iązk i ( I I —1«13 ) pozosta
ją  słuszne również w s tan ie  granicznym.

jąo  oznaczenia ( I I - 1 .9 )  oraz ( I I - 1 .5 )  (w tym ostatnim  przypad
ku opatrzone gwiazdką ponieważ odnoszą s ię  do s tę żeń  g ran icz
nych) otrzymuje s ię :

( I I - I  .13 )

( z  za le żn o śc i ty ch  wynika z r e s z tą  warunek ( I I - 1 . 2 ) )  
Zachodzi n a tu ra ln ie :

CA + °B + °C “  °T) = oons't

Mnożąo obustronnie układ ( I I - 1 .1 3 )  p rzez w- i  wprowadza
ni p

r a b  1 a  ~ ^ba  -Tb

RAC ^A = ECA ^

T l*  *

B ~ RCB r c

( I I - 1  .14 )

oraz

( I I - 1 .1 5 )

11



Łatwo sprawdzić, opierając s ię  na związkaoh (I I -1 .1 4 ),  że 
spełnione są następujące zależności:

d T
"3 5 "̂ *  " ( RAB + EAC) r A + ^  r B + RCA ^ C - °

d J1* *
"3 5 ^  ■ r ab r A "  ( r ba + r B + RCB r c ■ 0 (I1 " 1 ,16 }

d p ł

"3Ź2, = RAC r A + r B "  (ECA + ECB̂  ■ 0 

Układ (I I -1 .1 1 ) można więc napisać w postaci

*  SA0><rA -  Ą  *  -  r B> *  W * * - #

d (r^ - - B-  -  « „ » I  -  i y -  ♦  B ^ H I i  -  r B*> ♦  -  jJ>

-  HAOi r A . Ą )  *  .  Ą  - f t c l+ ECB) O J  -  7 -')

( I I - I  .17)

2. Postać maoierzowa układu równań różnlozkowyoh 1 rozwiązanie 

Ozraozmy

' V

i

^B - r « p *  ( I I - 2 .1 )

V
?

1

12



ĤAB + EAC^» % A R,CA

£AB

RAC

» “ (*84 + ^ C ^ *  ECB 

5 ^ C  » “ ^CA^CB^

*  H ( l i —2 , 2 )

Układowi ( I I —1«17) można nadać teraz postać macierzową

i % a . E ( T - / )  ( I I -2 .3 )

Powyższe równanie można w dalszym ciągu przekształcić jak na
stępuje

Weźmy pod uwagę macierz

1

0

1

0

1

1

0

0

1

( I I -2 .4 )

A-1 «

1 o o

0 1 o

- 1  - 1  1

Mnożąo lewostronnie obie strony równania ( I I -2 .3 )  przez A  
otrzymujemy

o ży li:

- A  R ( T - f )

ąk

£ $ Ł = L ± m ( A R A - 1 ) A  ( r - r * ) (11-2.5)

Zauważmy że:

^ A - r A

^ B  -rl
o
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(p a trz  ( I M  . 6)  i  ( I M  .1 5 ) )

"  (RAB + EAC + ECA> * EBA "  HGA»

A R A ” 1

a,'CA

rab  "  ECB » "^ B A  + RBC+ ECB^» ECB

o o o

Równanie ( I I - 2 . 5 ) ma wiąo postać

* « ;  -  r : > ]
~^r ab + r ac + r ca j 'f a  ~dz

d ( iB “  / b ) 3 ( r AB "  ECB) ^ A  "  ^A^ "  âBA+RBC+RCB̂  ^ B "  ’ZB)dz

0 0

Postać ta  je s t  równoważna równania

“ ( RAB + EAC + ^ A * »  EBA “  EGA

eab  "  ECB, _  êba + ^ C  + ECB̂

r r  -  r *A A

r  - r *L b 7 bJ
dz

> a - j 1 '

r  - / ' *B B

J e ż e l i  te r a z  oznaczymy

A - c ^ A '

s

/ b  - r B u

( I I —2 .6 )

gd z ie

"  êab  + rac + ECAJ»

B

r ba  "  rca

rab “  r cb “ (% A  + ^ C  + RCB̂

r  (I I -2 .7 )
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możemy napisać

d *  r *  
3z a V t

( I I -2 .8 )

Z uwagi na ograniozony p rz e d z ia ł okreś lon ośo i zmiennej z :  
0 < z <1 celem zastosowania tra n s fo rm a c ji Lap łaoe»a  powróćmy 

do podstaw ien ia ( I I - 1 . 7 ) :  z ■ |j.

I I
dlf

z - L d !

Otrzymujemy
djjf 

- r *

Transform aoja powyższego równania d a je : 

( L S - r  ) ( s ) *  L ? (+  o)

gd z ie

(+  o ) !

T Ap -  r*k ^Ap

•̂ Bp "

SB

i W W i__
__

__

S

gd z ie  m aoierz jednostkowa £

sE

1 o 

0 1

z równania ( I I - 2 .1 1 )  o b lio za  s ię :

f l ( s )  -  L d S - ł T 1 2fP

( I I - 2 .9 )

( I I . 2 .10 )

( I I . 2.11 )

( I I . 2 .12 )

( I I . 2 .1 3 )

(11 .2 .14 )

(11.2.15)

15



( l s - r  ) *«

L 8 + rab + rac + rca>“ r̂ba “  rca^

" ( RAB *  RCB*» L 8 + + Sbc + RCB

- 1

L 8 + ^  + + RCBf rba "  Rl

rab “  rcb

CA

L 8 + rab  + rac + HCA

|LS - 1
(II-2.16)

Wyznacznikiem charakterystycznym macierzy r  jest |XE- r  | 
Wyznaczniki |Ls-r|»|i, sE -r|  i  |xE-r | mają analogiczną po
stać , co widać wyraźnie gdy np. zamiast L s napiszemy w p ier
wszym wyznaoznika .

J eże li więo pierwiastkami charakterystycznymi maoierzy r  

będą i  % 2  wówczas wyznacznik

i s - r l

(1  8 — %1 ) ( l  s -  \ )  

(d la

(L s  -  % ) 2

(II-2.17)

(d la  ■ Ai)

1 /  ̂ _  1 \ 
— %n I " 5 " ^ X T— %2 I  s -  

(d la  * \ )

IT S ^ rT ^ (II.2.18)

( T T T I 7  u i »  s  -  » *  -  w

i  % 2  oblioza s ię  z równania oharakterystyoznego m aoierzyr
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^  + SAB + fiAC + RCA» "  RCA^

“ (RAB ~ RCB^» ^  + RBA + ^BC + ECB

O (II-2 .1 9 )

Wykazać można, że p ierw iastk i te  są rzeczywiste, niedodat- 
n ie . Wynika to z faktu , iż  zb iór pierwiastków równania charak
terystycznego macierzy r  je st  podzbiorem zbioru pierwiastków  

równania charakterystycznego macierzy R :

% +  SAB + RAC ’ -  fi,GA

łAB 1 RBA + ’ "  RCB

"  RAC j RCA + RCB

+ rab + rac + rca » “ (eba “  rca j » “ rca

"  r̂ab "  RCB) ;  rba  + + RCB’ "  rcb

o o

%

+ rab + rac + rca> ~ (rba  “  e caj

“ (rab  “  rcb^* rba + + RlCB

■ 0 ( I I - 2 . 20 )

Dla macierzy H można zaś wykazać że je j p ierw iastk i charak
terystyczne są rzeozywiste, niedodatnie [11] .
Oznaczmy

Bj a  + fisc + a cB "  £

EAB + RAC + RCA + RBA + ^ 0  +RCB “ RAB +EAC + ECA + £ *  e

(II-2 .2 1 )

17



Z równania ( i 1 -2 .19 ) wynika

. 6 * V ( g -  2g)2 + t (S AB -  BCB) (BBA -  W

V
(II-2 .22 )

oraz

Jak łatwo s ię  przekonać, p ierw iastk i ^  i  ^*2 n*e oogą 
"być jednoznacznie równe zeru z uwagi na fizykalny warunek:
Hjjj ^  o(m,H * A,B,C ) f  przy ozym oo najmniej jedna z w ielkości 
Ejjjj muai być różną od zera.

Ponieważ
% 1 * 2 <  0 napiszmy 

-  2 -  ?1f 2 >  °  ( I I - 2 .2 3 )

p rzy  ozym zachodzi: + ' 7 2 * ®  (11-2 .24 )

Korzystająo ze związków ( I I - 2 .1 6 ) ,  ( I I - 2 .1 8 ) ,  ( I I - 2 .2 1 ) ,  

( I I - 2 .2 3 )  i  (11-2 .24 ) równanie ( I I - 2 . 1 5 ) można d la  7 1 f  7 2 
zapisać w postaoi

V ?2

£ ?2 ^ВА~^СА ^BA^CA
TTs+^j" "  L s+72f ~ Ł s+ + L s+ 72

R ł3~RC 
3+7i

СВ * | д Д » ,  +
L s +7g Ь s+ Ч л  L s+ r j .

Г  г
p “

? Г ?2 Ie+7 ,

ч
■(rab"rcb^ “ ^ > "^

? 1  ’ L 8+ ? 2.
Г  -Г * 

Bp 1 в

Ie+%

rab“rcb* ? l“ f

Г  - Г *Ар *  А

18



Oznaczmy:

71 - 7 2

V i  -  e  , -  r c a^

-< r ab “  “ ^ 9  -

skąd:

? 1  “ ? 2

- ( ? 2 “  « > »  % A  “ S,CA

EAB “  ECB* £

(oD -  macierz dołąozona)

A w iąo:

f 4 a  +
7 i  I s > ? 2

D

-—  a D1 ( > > « Ł { i T T  

*  L {<*&> T S r Ą j  *  a D ^ p  Ł s + Y g j

(s )  -  l  [ a  | a D]

[ “ 1 4
lp

0
L -

0 i P_

(11 -2 ,25 )

( l i . 2,26)

(11-2,27)

są macierzami blokowymi.

zbudowanymi z podmacierzy określonych wzorami ( I I -2 .2 5 ) ,  
( I I -2 .2 6 ) i  ( I I -2 .1 2 ) .
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Oznaczmy:

r Q
° D l

3 p  !  0
j

K i i Z 1 2 _

L J
=  K  =

---------1

0

1 * 2 1 K 2 2 _

g d z ie :

K11

*1 2

*21

* v 2 )

-  Ia d  ~ ^  ~ ^BP^BA ~ RQą) 
? 2  “ ? 1

^Ad <?2 -  g )  "  ? ~ BQą )
? 2  - ? 1

^Ap (Rab ~ SCB̂  + y - B v ( \  ~
*? 2 - ? 1

Ł ,p ,  -  - Aia (RAB ~ SCB) + W ? 1  ~ ^
7 2 -  ? 1

O stateczn ie  otrzymujemy:

Ł W  -  K

( l i . 2 .28 )

d la  ? 1  ,t ?2

(H .2 .2 9 )

( I I . 2 .3 0 )

N a leży  dodać, że s ta łe  1̂ ,  ^ , ]L,2 w yrażając s ię
wzorami ( I I - 2 .2 9 )  są po n iew ie lk io h  p rzekszta łcen iach  id en tycz
ne ze s ta łym i podanymi w l i t e r a tu r z e  [ 1 1 ]  .

J e ż e l i  7 1 - 7 2 .  ?p t o  z ( I I - 2 .2 4 )  wynika, że 7  *  i

równanie ( l i —2 .15 ) można sprowadzić do
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$ ( s )  я  L

1 7 “  §  r ba“r ca Г  -  Г *1 Ap J Al t + 4  < 1 .  + ■ ? ) * ’  ( l ,  ♦ ? ) *

EAB_RCB 1 ?  -  £ Г -  Г*  Л Bp 1 в_ ( L s + ? ) 2 '  i s  + ?  ( L a  +  ? ) Z

Г 1 о ' ~ - ( 7 - S ) Ив а  “  r c a

\

■<

I s  + 7 » 0

+

( L s  +  7 ) 2 ? ( L s  +  7 ) 2

■*

° ’ . ü b ?
r a b “ r c b 3 - . f i

ч
_ ( L s  + 7 ) L s  +  »?)z

/

U

- Ч г т т г  E

CA

aATJ - a

ï (e )  - ь

1 0

0 1

- ( ? - * ) •  e b a  "  r ca

rab  -  r cb ’  7  -  e

RCB» V

» Г
0

0 2fp

ïiS + 7  

1

(L s+ T )' 

( I I . 2 . 3 1 )

21



Obliczmy m acierz:

K

rab“ r cb ’ ?  “  S

-  (7-S) ?Ap + -  eca) ?Bp

8p i o
I 
I

L ° '<&

( I I - 2 . 3 2 )

wykazać można, że ? 1  -  ? 2 -  7'- f  «■* “ ^ 8oe "  następujących 

przypadkach

A) SBA “ R|CA RiAB "  RCB RAC "  ^ C
( I I - 2 .3 3 )

{p r z y  czym co najm niej jeden z parametrów Rm  musi być różny 

od ze ra , co warunkuje zachodzenie r e a k c j i ) »
6Stąd wynika: ę -  »f *  7 

B) D  ea b - r ,

i  7 - ę  «  o

. lab  ”  “CB “ rca “  rba  ^ eac “ ^ c  = 0

2 ) Bab -  .»OB "  -  r ac * °*  ECA ■ »BA *  0

3) »CA -  RBA = »BC ■ RAC *  HAB “  ECB "  0

przypadkom B) odpowiadają następujące sohematy 

B -  1 )

AB — C

B -  2 ) 

3 - 3 )

A

» a

A
b — - c

22



Ponieważ wybór oznaczeń lite ro w ych  d la  poszczególnych  skład

ników je s t  zu pełn ie  dowolny mamy do czyn ien ia  z tym samym ty 
pem schematu we wszystkich  tr z e ch  przypadkach, weźmy więc pod 
uwagą schemat B-2 z dodatkowym wminkiem: RAB f  0 (p a tr z  § 3

te g o  r o z d z ia łu )*
Rozpatrywać wiąo będziemy przypadek

EAB "  ECB *  "  EAC + °*  RAB + °*  ECA “  ^BA 0 ( l I _ 2 ł34)

p oc iąga ją cy  za sobą: 7 -  § = o j

ę “  Ho + RCB *  rab + r ac = I  "  ?

J e ż e l i  -  RęB = 0 wówczas przypadek B) p rzechodzi w A ).

Do związków A ) i  B) dochodzi s ię  jak  następu je:

Oznaczmy

EAB “  RCB = X} RCA “  ^BA = y } RAC ”  EBC = u 

Wówozas otrzymujemy: (p a trz  ( I I - 2 .2 2 ) )

4= ( 6  -  2§ ) 2 +4(EAB-R CB)(R BA-HCA) = (x  + y + u)2 -4  xy = 0

skąd   —
u = x -  y + 2 \ [ w  = ±  (\ (W  ±V|y|>

Zaohodzió musi:

x  Y  >  o

Równocześnie spełn iany być musi warunek ( I I - 1 .1 0 )

eab  r ca = rba r cb rac

Rozpatru jąo w szystk ie  ewentualności prcwadząoe do jednoczes
nego sp e łn ien ia  powyższyoh za le żn o śc i otrzymujemy zw iązk i A ) 

i  B ).  Ponieważ w obu przypadkaoh A ) i  B) zaohodzi 7 *  Ę *

ł CA

LC WO ̂  fł vwi* '  *

®BA ~ Rf>i = 0» m acierz ( l i —2 .32 ) można zanotować

E
*11 Ł ,2 ' V  • (I I -2 .3 5 )

V i *22 ^Bp* R̂AB ” RCB̂  ^Ap

23



gd z ie  oznaczono:

K ii *  ?Ap

K| 2 * 0

^ 1  *  ^Bp

E22 = ^AB “  ECB̂  ^Ap

( I I - 2 .3 6 )

Dla przypadku ( I I - 2 .3 3 )  mamy RATi -  RęB = 0, zaś d la  przypadku 
( i  1 - 2 .34 ) zachodzi R ^  -  RCB 4 0 
Podstaw iająo ( I I - 2 .3 5 )  do ( I I - 2 .3 1 )  dostajem y:

2f( s )  -  K '

1

8 + L

1
I

( I I . 2 .37 )

d la  ? 1  a = 7

Dokonując na równaniach (11-2 .30 ) i  (11-2 .37 ) tran s fo rm ac ji 
odwrotnych otrzymujemy:

71

(x) = K
e ~ TT x

?2
e "  1 “  x

( I I - 2 .3 8 )

Jl (x )  a K

7
r  x

- f
d la  71 = 72 = 7 ( I I - 2 .3 9 )

Kładąc w powyższyoh wzorach

24



dochodzi s ię  do ostatecznych postaci

> A - r *1 A " e - ? 1  ■ "

3(z) - -  K

^ b -
r *
1 B e “ ?2 Z

(11-2.40)

d la  v  # V ' (różne p ierw iastk i charakterystyczne maoierzy **)
41 2

H U )
' ^ W a ' e -  * »

SB -K '

r B ~ r B z e “  ??S5
(11-2.41)

d la  7 1 = * 7

(podwójny pierwiastek charakterystyczny maoierzy r ) .

Przekonać s ię  można bezpośrednim obliczeniem, że wzór 
( I I -2 .4 1 ) je st  granicznym przypadkiem wzoru (I I -2 .4 0 ) przy 
7  ̂-*■ Warto by jeszoze zwrócić uwagą, źe macierz T

(patrz  ( I I - 2 .7 ) )  z uwagi na zależności ( I I -2 .3 3 ) i  (I I -2 .3 4 )  
przyjmuje dla 7  ̂ = 7 g *  7  postać

-7E (lI-2 .42 )

Dla o ECB otrzymuje s ią  przypadek A) c zy li ( I I -2 .3 3 ) ,
Dodajmy, że schematy do któryoh odnosi s ią  wzór (I I -2 .4 1 ) speł
n ia ją  związki ( I I -2 .3 3 ) lub (I I -2 .3 4 ) i  mogą wobeo tego mieć 
jedną z postaci

I

1 O . l 1

0 0
 

__
__

1

r  = s

eab “ ECB* ” 7 EAB _  ECB* ° .

0 A
c H k  "  e ca ■ HAB “  ECB HAC -

J eże li * Eqa *  0, względnie &AC a RgG
schemat analogiczny do schematu b ) .

s 0  otrzymujemy

1 +

25



Jeże li = HCA = RAC »  H -  O otrzymany schemat jest iden
tyczny z e) (patrz n iż e j }«

b ) /  \  HAB + RAC *  + ECB» RCA ■ nBA * 0

RAB *  ECB

° 1 )

A
/  \  

B — -C
rab  + rac ” r ca a E B A * R G B B °

° 2 )

A
/  \  

B-—  c
rab  + rac  “  RCB* e ca ” H a * H c  = 0

d ) A— B=^C eab  = + RCB» r ca

u f
N o
H o

e ) A—-B  —  C RAB = ECB* r ca “ r b a ■ r ac *  ECB *  0

f ) A —- B - * C RAB ■ ^ c »  r ca * H a ■ RAC “  ECB ■ 0

Schematy o,, i  c2 są w zasadzie identyozne, gdyó różnica 
między nimi polega jedynie na dowolnośoi oznakowania składników 
symbolami B względnie C. Sohemat e ) je st  jednym z przypad
ków schematu a ) .  Zbadajmy jeszcze kiedy macierz K je st ma-
o ierzą  osobliwą, oo może mieć znaczenie w związku z dokonywa
nymi na n ie j operaojami. W tym celu zauważmy przede wszystkim, 
iż  spośród wartości

?Ap “  ^Ap “ ^A * *Bp -  r Bp “  T BJ 7Cp "  r Cp “  T c

co najmniej dwie są różne od zera.
Gdyby bowiem zachodziło np.:

l i t - h i  ’ °

to  z uwagi na równość

*Ap + ^Bp + ?Cp "  0
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musiałoby zachodzić

h v = 0

Wówczas Jak widać z ( I I - 2 .2 9 )  m acierz K byłaby m acierzą ze

rową

K 5 o

a więo również

z )

o ż y l i

r A s r !  3 r *  =4 ; r c -  1 - r A - r B £ 1 - r ;  - r B= r cł

i  reako ja  n ie  m iałaby m ie jsca , gdyż sk ład n ik i wchodziłyby do 
reak tora  ze stężen iam i równowagowymi i  przep ływ ałyby p rzez 

reak to r  n ie  zm ien ia jąc s tężeń .
Dobierzemy w ięc oznakowanie lite ro w e  ta k , aby:

h i  0

Poza tym zaohodzi n a tu ra ln ie  (p a tr z  ( l i —2 .2 8 ))

* ? 2

Przypuśćmy że m aoierz K Jest m aoierzą osob liw ą . 

Wówozas zachodzi:

( I I - 2 .4 3 )

( I I - 2 .4 4 )

|Kl> -  1

( V ? i y

^ p f r i - e > - V EBA-Ec A > < - V V e > ł JBp<IiBA-RcA)

A p ^ A B ^ O B ^ ^ B p ^ "6*’ ^ A p ^ A B ^ O B ^ ^ B p ^ l

(II-2 .4 5 )
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c z y l i :

IKI
( ? 2 ) 2 {  ^Ap "  ? ) “ B̂p^RBA*"RC A [^ .p ^ EAB_RC B ^ B p ^1

“ [?Ap^2 “ ^ ^B p^B A ^C A ^ ] [^Ap^EAB~EC B ^B p ^2 “ ^ ] j  “ 0

( l i —2.46)

Wykonanie wskazanych d z ia ła ń , wykorzystanie związku: ^  +
+ 7 g = 6  i  obustronne pomnożenie równania ( I I - 2 . 46) p rzez 
^  ^ 0 da je  w wyniku:

(RAB "  ECB̂  ^Ap + (e'-2? )^ Bp ^Ap "  ^^BA ”  ECA  ̂  ̂Bp = 0
( I I - 2 .4 7 )

H ie może równocześnie zachodzić :

HAB “  RCB * *BA “  RCA = 0 

gdyż ze wziązku (11-2 .47 ) otrzymalibyśmy:

6 -  2 ę = 0

i  wzór ( I I —2 .22 ) da łby:

c z y l i :

wbrew za ło żen iu  ( I I - 2 .4 4 )
Załóżmy wiąo EAB -  BCB = 0 ( I I - 2 .4 8 )

Równanie ( I I - 2 .4 7 )  możemy te r a z  rozw iązać ze wzglądu na ?Ap* 
uw zględn ia jąo zw iązk i ( I I - 2 .2 2 )  i  ( I I - 2 .2 3 ) .

B
Otrzymujemy ^

LlAB ‘  “ CB“  H41ł -  ! „ *  ^  “ e )

28



lub

o ż y l i

 ̂Ap R̂AB ”  RCB̂  + ^Bp ~ fi ) = 0 ( I I - 2 .4 9 )

lub

^Ap R̂AB “  RCB̂  + ^Bp ^ 2  ”  fi  ̂ “  0 (H -2 .5 0 )

(P rzytoozone p on iże j dowody można by przeprowadzić na in n e j, 
n ieoo  u c ią ż liw s ze j drodze doohodząc do tych  samych wyników. 
N a leża łoby  skorzystać z za le żn ośc i ( I I - 2 .4 9 )  lub ( I I - 2 .5 0 )  i  
dodatkowych związków między ^  , ? 2 , B ^  -  ECB i  -  RCA)

A . M ech a j zaohodzi np. ( I I - 2 .4 9 ) .  J es t t o  równoznaczne 
spe łn ian iu  związku ( I I - 2 .4 6 ) .  Jak widać za leżność ( I I - 2 .4 9 )  po
woduje zerowanie s ię  odjemnej w równaniu ( I I - 2 .4 6 ) ,  a więo mu
s i  zerować s ią  również odjemnik.

[^Ap ^ 2  "  O  ~  ^Bp^BA "  RCA ]̂ [^Ap^AB “ RCB̂  + <*Bp^2 0

Dochodzimy o s ta tec zn ie  do dwóch alternatyw nych układów równań

^Ap ÊAB "  ECB̂  + ^Bp ^1 ”  ^  ̂ “  0
( I I - 2 .5 1 )

^Ap ÊAB ”  RCB̂  + ^Bp ^ 2  “ f i )  = 0 

^Ap (R/,B ”  RCB̂  + ^Bp ^1 ”  fi^ = 0
(11-2 .52 )

^Ap ^ 2  “  ^  ̂ "  ^Bp R̂BA ”  RCÂ  = 0

Co najm niej Jeden z tych  układów powinien zgodnie z założen iem  
( I I - 2 .4 3 )  posiadać rozw iązan ia  yAp # 0 i  + 0.
Łeoz wówczas musi zachodzić :

'B
CB

( ? 2  - § )
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a ) d la  układu (11-2 .51 )

HAB “  RCB* ^1 “  ^

RAP "  RCB* ^ 2  “  ^

o ż y l i

(RAB “  RCB̂  ^ 2  “  ^ 1  ̂ = 0 
co je s t  sprzeczne z ( l i —2 .44 ) w zględn ie z ( l i —2.48)

b ) d la  układu ( I I - 2 . 52 )

RAB “  RCB’ ? 1  "  £

c z y l i :

“  r c a }

- r ca>

z uwagi na (11-2 .24 ) mamy:

-  (71 - & + § ) »  "^BA ~ RCÂ

RAB "  RCB* *?1 “  §

-  7^ + (*>-£ )» -  (e-ra ”  r Ca } 

-< rab  -  ECB} » - ? 1  + «
( I I - 2 .5 3 )

Związek te n  je s t  spełn iony ponieważ -  ^  je s t  p ie rw ia s t

kiem równania charakterystycznego ( I I - 2 .1 9 ) .
Zw iązk i (H -2 .5 2 ) są równoznaozne równośoiom

*12 = *22 m 0 ( I I - 2 .5 4 )
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Ponieważ Jak łatwo sprawdzić

*11 + *12  = ?Ap

otrzymujemy: 

i  m acierz K ma postać:

K

*21 + *22 = ^

*11 “  7Ap 

*21 *  2Bp

Bp

(I I - 2 .5 5 )

_?Bp

( I I - 2 .5 6 )

B. P r z y ję c ie  równości ( I I - 2 .5 0 )  prowadzi do następujących, 

alternatyw nych układów równań:

^Ap f̂iAB “  ECB̂  + ^Bp ^ 2  "  ^  0

$Ap ÊAB “  ECB̂  + ^Bp ^1  “  ^  = °

k tó ry  je s t  iden tyczny z rozważanym układem ( I I - 2 .5 1 )  a w ięc 

n ie  posiada niezerowych rozwiązań

*Ap * 0 ?BP * °

o ra z :

^Ap R̂AB “  fiCB̂  +  ̂Bp ^ 2  ”  ^  ̂ = 0 

?Ap (?1 " « >  "  ^Bp (EB A - RCA> "  0

(11-2 .57 )

Układ ten  byłby identyozny z układem (11-2 .52 ) gdybyśmy za

m ie n il i  ze sobą m iejsoam i 1?2*
Otrzymalibyśmy w r e z u lta c ie  wyznacznik ( I I - 2 .5 3 ) ,  w którym 

zam iast: y  w idn ia łoby 7 2 . Wyznacznik ten  je s t  równy zeru , 
gdyż: ~ 7 2 = % 2 je s t  również p ierw iastk iem  równania charakte

rystycznego  ( I I - 2 .1 9 ) .
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Zw iązk i ( I I - 2 .5 7 )  możemy zap isać jako

K11 -  K21 = 0 ( I I - 2 .5 8 )

i  z n ich  wynika

*12  “  ?AP
(11-2 .59 )

*22 a  ̂Bp

o raz :

K » ( I I - 2 .6 0 )

Przy za łożen iu  E ^  -  RCA *  0 zam iast -  E^^ f  0 zasada
postępowania zo s ta je  ta  sama i  prowadzi do identycznych wyni
ków.

3. O b liozan ie  s tężeń  gran icznych

K rótk iego  omówienia wymaga sposób o b lic z e n ia  w ie lk o ś c i:

Weźmy pod uwagę układ ( I I - 1 .1 4 )  w p os ta c i

8 0

( I I - 3 .1 )

N a leży  zna leźć n iezerowe row ziązan ie te g o  układu p rzy  jedno
czesnym spełn ian iu  związku ( I I - 1 .1 5 )



Warunkiem is tn ie n ia  n iezerowych rozw iązań  układu ( I I - 3 .1 )  j e s t  
aby wyznacznik m aoierzy:

EAB*

EAC1

”  RBA*

0

b y ł równy zeru
Stąd wynika warunek ( I I - 1 .1 0 )

-  E,

»BC* ”

CA

ACB

( I I - 3 .2 )

RAB ^ C  RCA *  »BA RCB RAC

Jednak, aby zna leźć  jednoznaczne rozw iązan ie  sp e łn ia ją ce  
układ ( I I - 3 .1 )  i  czyn iące zadość zw iązkowi ( I I - 1 .1 5 )  m aoierz 
( I I - 3 . 2 )  powinna być rządu drugiego. Rozw iązanie wówczas n ie  
sprawia kłopotów . N atu ra ln ie  m acierz n ie  może być rządu ze ro 
wego, gdyż reak c ja  w ogó le  n ie  m iałaby m ie jsca . Załóżmy wiąc 

0 i  rozpatrzm y przypadk i, gdy m acierz ( I I - 3 . 2 ) Jest rzę -RAB *
du p ierw szego , (oo  je s t  równoznaczne z żądaniem: 
Zachodzić to  może wówozas gdy:

a ) RAB * °*  ®BA “  RAC "  RCA = RBC ECB

Mamy w tym przypadku do czyn ien ia  z rea k c ją

A  ►B

i  n a tu ra ln ie : JHC = 0

Układ równań p rzyb ie ra  postać

r A ■ 0

przy  warunku:

r ; + r :
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skąd: n .  p *  « a  1 - 3 . 3 )
r A "  ° *  r B *  1 

V  BAB *  °* *1 *  *  0 RAC '  ECA * S C  "  RCB *  0

Schemat reak c ji ma postać:
B

i  również: r n  *  0

skąd:

C

rab i T “ BBA / b -  o

rA% r ; . i

a BA  ̂ r «  Bab ( I I -3 .4 )r * BA . r *
^  ‘  Ł i i “  V  RAB + kBA

0e ) R^g 4  o, aAC # O »BA *  aCA *  ^  “ RCB

Reakcja zachodzi wg scheaatu

B - —  A — "-C

Układ:

RAB r A “ 0

ra c ^ 1  *  0

r ; + r ; + r ;  .  i

n ie aa jednoznacznego rozwiązania. Otrzyaaay bowiea

r / - o  r ; *  r c' - 1

Jest to  zrozumiałe z uwagi na fak t, iż  w ty *  przypadku stęże
n ia graniczne zależą od wartości stężeń początkowych. Można 
s ię  jednak łatwo przekonać, iż  wystarczy podstawić we wzorach

34



( I I - 2 . 2 9 ) i  ( I I . 2 . 4 0 ) :  r *  = O, ^  = O oraz = HCA = -
= E = 0  aby otrzymać właściwe rozw iązan ie  w p o s ta c i:

CB

Sens p o ję c ia  «s tę żeń  gran icznych" s ta je  s ią  Jasny na podsta
wie otrzymanych wzorów. Zgodnie z oznaczeniem ( I I - 1 .9 ) mamy 

bowiem

w”  "  emnm

Wyrażenie J -  ma wymiar czasu i  n os i nazwą średn iego czasu p rze -  
m

bywania

Jak łatwo s ią  przekonać parametry i  7  2 są *Pro s t  Pro "  
poroJonalne do ozasu przebywania t , zaś &,2 » *21 1  *22
n ie  za le żą  od T  . Gdy s tą żen ia  reagu jących składników
dążą do w a rtośc i stążeń  gran icznych . Analog iczna uwaga odnosi

s ią  do przypadku 7 i  = ? 2  = V *
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I I I .  ROZKŁAD STĘŻEŃ W CIĄGŁYCH REAKTORACH l-KZ SPŁYWOWYCH 
O PRZEPŁYWIE TŁOKOWYM Z NAŁOŻONĄ DYSPBRSJA WZDŁUŻNĄ

1. Układ równań róźn iozk m ^oh 1 ioh  postać  m a c ie rz »»«

Nałożenie dyspersji wzdłużnej na przepływ tłokowy w ciągłym 
reaktorze przepływowym prowadzi do układu równań: 

d2CA dCA

-  <»AB ♦  »10> C1 -  »B I °B -  »01 =0

d2°B dC_
DB dx2 "  Wm T f  * -  kAB CA + (kBA + kBC) CB "  kCB °C

_ dC

C 1 ?  “  Wffl -  -  kAC CA “  *BC CB + <kCA + *CB> Cc

( I I I - 1 .1 )

Jak wykazano w pracy [1 2 ] ,  współczynniki dyspersji wzdłuż
n e j: Da , Dg, Dc można uważaó w warunkaoh rozwiniętego przepły
wu burzliwego na równe sobie

DA "  H  *  DC *  13 ( l i i —1 .2 )

Spełnione muszą być n a tu ra ln ie  zw iązk i ( l l - 1 . 2 ) i  ( n - 1  3 )
Wprowadsająo podstawienie ( 1 1 - 1 . 5 ) ,  ( 1 1 - 1 . 7 ) 1  ( n - 1 . 9 ) do'np.
pierwszego równania ( i i i - i  . 1 ) i  uwagi,daUJąe ( 1 1 1 - 1 . 2 ) otray- 
muje s ię :

O d2/l  « i
n rc i ?  -  E -  •  <*1B ♦  H10> r Ł  -  -  E „ r ,

36



Bezwymiarowa grupa ■ je s t  zmodyfikowaną l ic z b ą  P e c le ta ,
1 w

która  je s t  m iarą intensywności d y sp e rs s ji wzdłużnej w reak to 
rz e  [ i ]  .

Celem uproszczen ia  zapisu , w tra k o ie  rozw iązywania układu 

( I I I - 1 .1 ) można podstaw ić:

Xi w
— gS B Pe = i  ( I I I - 1 .3 )

Wówczas układ ( lH - 1 . 1 )  przyjm uje postać:

£ ■ (H“  + ^  r A -  -  e oa r 0az

d2r B d i ;

£ = "  EAB + ^BA + "  ECB

d2 r „  d r n
s  —7 7  3 z "  = “  eac ^A "  ^BC ^ b  + r̂ ca + ECB̂  r Bdz

( m - 1 . 4)

Układ ten  n a le ży  rozw iązać p rzy  warunkach brzegowych [2 ] :

d JTL (z  a o )

( l l t - 1 .5 )

d 7 M(z  a 1 ) „
“ T i  0

(M = A, B, G)

N a leży  p od k reś lić  ró żn ic ę  m iędzy/^  (z  a o ) i / ^  k tóre  dane
są nastąpująoymi wzorami

r M (2 = o) * r M (+  o;

_  _ ( 1 1 1 - 1 * 6)
r * !  - r *  ( -  °>
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N iech  r * f r * t jTq, będą omówionymi uprzednio stężen iam i gra
n icznym i, k tóre  oprócz za le żn ośc i ( I I - 1 .1 4 ) ,  ( I I - 1 .15) i  
( I I - 1 .1 6 )  sp e łn ia ją  n a tu ra ln ie  zw iązek:

d 2 r *
11̂  = 0  (M = A, B , C)

dz

Pam ięta jąc o oznaczeniach ( I I - 2 .1 )  i  ( I I - 2 .2 )  układowi ( i l l -  
1 .4 ) nadać można postać macierzową

) ( I I I - 1 .8 )
~t ~1~ ~ = ~ Rdz dz

Mnożąc równanie ( I I I - 1 .8 ) lew ostronn ie przez m acierz A (p a trz  
( I I - 2 . 4 ) )  dochodzi s ię  do analogicznych  p rzekszta łcen iach  jak 

w uprzednim ro zd z ia le  do równania:

[ *  ^ r > i
dz2

dz

‘ W - B - Ą

dz2
dz

0 0

"^rab+rac+rca^ a“ â  ̂ + ^ ba^ ca^ b" ^  

ĤAB"RCB^a“ Â') -  (rba+rbc+rcb)(/b“^

i  do równania równoważnego

pA - / i i A  - r r

d2/b d
dz

dz

" (RAB+RAC+RGÂ  ^ ^ ca > A - r ; '

rab“rcb* "^rba+rbc+rcb^ / W > * _

k tó re  p rzy  użyciu  oznaczeń ( I I - 2 .6 )  i  ( I I - 2 .7 )  można zanoto

wać:

e -  H  • - r »dz
( 111- 1 . 9 )
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Równanie to należy rozwiązać przy «runkach brzegowych

A- -  Jf (+ o) -  Jdz

iJLLLl. odz

( I I I - 1  .10)

gdzie O jest maoierzą zerową o odpowiednim wymiarze.

2. Rozwiązanie układu równań różniczkowych

Rozwiązań szczególnyoh równania ( l i i —1.9) poszukujemy w po

staci

cCe
-jBz

gdzie maoierz: Ot
<x<

( m - 2 . 2 )  

- P zPodstawiająo ( I I I - 2 .1 )  do ( l l l - 1 .9) i  upraszczając przez e 

otrzymuje się

czyli*

Oznaczająo:

mamy:

oży li :

£ f i  2  CC +  f i CC +  r #  = O

1 o"
W 2 + fi) + r  -

0 1
ot = o

Ej& 2 +

(-%E +r ) * O

( E - r )  cc = o

( I I I -2 .3 )

( l i i —2 .4 )
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Warunkiem otrzymania niezerowych, rozw iązań
0

oc *

Jest zerowanie s ię  wyznacznika

| A>E- r\ = 0
Powyższe równanie Jest równaniem charakterystycznym macie

r z y  r  , c z y l i  równaniem ( I I - 2 .1 9 )
Rozwiązaniam i są w ięc :

1,2 ( I I I - 2 . 5 )

Równanie charakterystyczne ( I I - 2 .1 9 )  otrzym uje s ię  rozw iązu jąc 

układ równań różniczkowych ( I I - 2 .8 )

Za jego  oa łk i s zc zegó ln ie  w przypadku 7  + y 2 ° ° żna p rzy ją ć

funkcje (p a tr z  ( I I - 2 .4 0 ) )

«  e ^ 1* ?A2 = *12 e

-  7 , z  „  -  7pz
3*B1 "  *21 e B2 = *22 e

W artości s ta ły ch  K ^ ,  K ^ »  otrzymano przy rozw ią 
zywaniu układu bezdyspersyjnego na innej drodze, le c z  można je  
otrzymać rów nież z rozw iązan ia  równania ( lH - 2 . 4 ) «  Podstaw iająo 
% = otrzymuje s ię  s ta łe  i  ^2 1 » za  ̂ podstaw iająo % = 3\>2

otrzymuje s ię  Ł j2 i  ^2 2 *
Kładąc zaś w równaniu ( I I I - 2 . 3 )  k o le jn o  ^  oraz ■
* ~%2 i  rozw iązu jąo  je  ze względu na £ otrzymuje s ię

-  1 +  \
fi11

12

1-4 _  1+ U l+ 4 £ 7 1 
 2 T ---------

-1-1 (1 ^ 4  %,e -i-yi+4ev1 
7 5 -------- = — *“ 2T

( 111- 2 . 6 )
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-  1 + \jl-4 %2e - 1  +^1+4 672
’ 21   ~ h   = T t

(I I I -2 .6 )

’ 22

- 1 -  y i - 4  %gg -1-\Jl+4 e ? 2
7 T

Podstaw ien ie do równania ( I I I —2 .4 ) >̂ *  ̂ ><j» je s t  z  uwagi na 
za leżn ość  ( I I - 2 .3 )  w zględn ie ( I I I - 2 . 6 )  równoznaczne podstawie

niu j6=/S11 lub /3 *  /3i 2* N ieoh w artośo i /8 = £ 1 1  odpowiada ro z 

w iązan ie :

oc 11

oC A11

cC B11

zaś w a rtośo i /6 »  /312 odpowiada rozw iązan ie

A12

OC
12

cf B12

Ze względu na powyższe sp os trzeżen ia  zachodzi

Ot 11 * 1 2  ’

K.12

*21

( I I I - 2 . 7 )

A n a lo g ic zn ie , podstaw ien ie do ( I I I —2 .4 ) % = >̂2 odpowiada pod

staw ien iu  j6 = j821 lub /3 * ^ 2 2 * Dla £ = $21 zna3duJemy 0^21* 
zaś d la  /3 = j322 znajdujemy ę c 22  a w ięo:

Oś21 OC22

*12

*22

( I I I - 2 . 8 )
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Rozw iązanie ogólne równania ( I I I - 1 .9 ) można więc napisać w po
s ta c i :

3 ( z )  = K

C^e 11 + C2e

"~^21Z "*^22Z C3e + CĄe
( I I I - 2 . 9 )

Obliczmy:
“  0-MZ “  ^12Z

®1 1 e  +  Cg 2 e

** z ”  f i2 2 z
C3 ^21e + C4 ^22e

(H I -2 .1 0 )

o ra z :

y ( +  O)  -  K

° 1  +  ° 2

°3 + C4

£ .4.3,L+9,).
dz - £ K

C1 ^11 + C2 /*12

C3 ^21 + C4^22

—/3̂ 1 “ Ai 2
C1 ^11 e + Cg A 1 2e

“ ^21 “ ^22C3 /321e + C 4 ^ 2ge

42



Pierwszy warunek brzegowy ( I I I —1*10) prowadzi do związku

c z y l i :

°1 ^11 + Cg / S ^ 2 c1 + c2

£K as

C3 ^21 + C4  /32 2 C3 + c4

(1 + &P ̂  ) + Cg (1 + 2 ̂

c ^ (i + ) + CA(1 + £P22)

.40 ) wynika:
' i  "

h =K
_1 _

otrzymujemy:

( i  + + C2 (1 + Efi  ̂2  ) ‘  1

C3 (1 + £jS21) + C4(1 + £/̂ 22) 1

( I I I - 2 .1 1 )

Drugi warunek ( I I I - 1 .10 ) sprowadza s ią  do za le żn ośc i

—R a ą —Al O
0, + ^2 ^12e

°3 ^21e
“ ^21 + °4 ^21

“ ^22

- -

0
s

0
_ _

( l i i —2 .12 )

Przekonać s ią  można, że zw iązk i ( I I I - 2 .1 1 )  i  ( I I I - 2 .1 2 )  są 
słuszne również wówczas, gdy m aoierz K j e s t  m aoierzą o so b li
wą. N a leży  wziąć pod uwagą, i ż  w tym przypadku n ie  może ona 
p rzyb ierać  innych p o s ta c i, n iż  danych wzorami ( I I - 2 .5 6 )  lub
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( I I - 2 .6 0 ) .  Układ równań ( lH - 2 .1 1 )  i  ( I I I - 2 .1 2 )  je s t  równoważ
ny innemu układowi równań macierzowych

1 + £^11» 1 + f/3.12

^11
"011 }

^12 e
-Ai  2

V 1

s

1 o ro 1

0
( I I I - 2 .1 3 )

1 +  €f$2̂ | f 1 +  8fi V 1

a e" ^ 21 A e’ ^ 22 
^21 e * ^22 r

o
J5

-
»

s

1
O

i

(111-2.14)

Rozw iązanie równań ( lH - 2 .1 3 )  i  (m - 2 .1 4 )  daje  w wyniku

-A

,^11

*12 6 12

“ 0-ne
-A11

11

( I I I - 2 .1 5 )

C3
1

Ao e“ 2̂2 '22

r
...

..
. ...

o
L*

(1+ ¥ 21) 022e 2̂2 -<1+^22) 021e 2̂1 ""021
“021 e

( I I I - 2 .1 6 )

Ponieważ z uwagi na podstaw ien ie ( I I I - 2 . 6 )  słuszne są z a le ż -
n ośo i

1
011 + 012 = “  I  

^21 + 022 "  "  1

(III-2 .1 7 )
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zw ią zk i ( lH - 2 .1 5 )  i  (n-2.16) można podstawić w p o s ta c i:

O

*  t » .
1

(1 + ^ n )

o ro 1--
--

- d + ^ 11) 2e^11 - ( l  + £ Ą 2) 2e^12
- (1 + £/512) / 1 2

d ^ , ) 2/ 2’  - d ^ ) 2/ 22

■m

( I I I - 2 .1  8)

(1 + ^ 21) e ' 21

-(1 + £ ^ 22) e
£22

(111-2.19)

Podstaw iająo do (III-2 .9 ) ob lic zon e  w artośo i s ta łych  C„ . C
1 » 2 *

Cj i  C4 otrzym uje s ię  formę macierzową rozw iązan ia  równania 
( l l l - 1 f 9) sp e łn ia jąoego  warunki brzegowe ( lH - 1 .1 0 ) .

/. . (1—z )  fi. „ ( i — z)
11 -<1 + e^12)e  12

d+e/s,,)2/ 11 -  d ^ . , ) 2/ 12

d ♦ e f 21. ) ^ ( i ~ l )  - ( u ^ i e * 2 2 0 - “ 1

(1 + ¥ 21) 2e^21 -<1 + £(322 ) 2 e “ 22

/  *11 "  ^21

'y ^12 *  *22

(III-2.20)

T f
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( l  + £ f , , )  e 11 -(lt.e/3 ,2)e  12

V £A , > ' i12«“ > ----------11

Celem zapisania otrzymanego wzoru w bardziej zwartej postaoi
oznaczmy

( 1 - ^ i , ) 2? " 11 - 0 + e ^ ) 2 e " 12 ( 1 , , . 2 )

( m - 2 . 2 1 )

i2 '
n s :

wówczas:

? - K ( ^  * ?2 ) ( I I I - 2 . 2 2 )

Wprowadźmy do powyższyoh wzorów oznaozenia spotykane w l i t e r a 

tu rze  [ 4]
Podstaw ia jąc:

' |  *  Pe *  2p

^1 + 4 £ ł? i  = ^ 1 ~ «  qŁ ( i  »  1 , 2 ) ( lH - 2 .2 3 )

skąd

Z311 -  p (1 -  q1 ) /612 *  -  p<1 + i i )

5 21 “  “  p ^

i + ¥ n
1 + cl, 
” 2—

p22 = - pd + q2) 

1 -  S1+ 6/512 (H I - 2 .2 4 )

1 + q2 1 -  q2
1 +  2 i  *  ■ ■ g  ■ ■ 1 +  22 a  "" ""2—
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Otrzymuje s i ę :

' ( 1 ■к1) ezp [ - p  ( 1 - g 1) ( 1 - g )  | -  ( )  e *P  [ - P  ( 1 - ^ 1 X1- 2 J  

( l + q ^ a e x p f - p d ^  ) J - ( 1 - q 1) fee3« » [ - p ( 1 + q 1) ]

^ 2K ( 1 -Ki2 ) e x p [ - p ( 1- q 2 ) ( 1- z ) ] - ( 1-.q2 ) e x p [ - p ( 1 -KL2) ( 1- z ) ]

(1 +q2) 2exp[-p  ( 1-q2) ]  -  ( 1-q2) 2« Р  [“ P ( 1 +^2

(£^1 t  /321» ^12 ł  ^22^

c z y l i  q  ̂ ^ q2

( I I I —2.25)

N ieoh :

( i -Hi1) e x p [ - p ( i - q i ) ( i - » ) ] - ( ' i - q 1 ) e» p [ - p d - Hi i ) ^ “ z il 

« 1(p,q1,*)-2 (i+q^)zexP[-P(1-qj)] -0-q^)Zexp[-p(1 +qŁ)]

( i  . 1 , 2 )  . ( I I I —2*26)

p rzy  czym n a tu ra ln ie  zachodzi

* ±(P, V  ■) - ^ i ( e1 » 0 i 1 » ^ i 2 »  z) ( I I I —2#27)

( i  <= 1, 2)

Нашу w ięc :

^1 (p , q ^  z )

(P* q2* z ^

(«-, *  # 2J

* -K ( I I I —2,28)
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Załóżmy teraz « n 2 2 ac l 7  (P a*rz (I I -2 .3 3 ) i  ( I I -2 .3 4 ).  Z rów
nania ( I I I -2 .3 )  otrzymuje s ią

-  1- V 1+4£?
012 “  ^ 22 "  T ---------

(I I I -2 .2 9 )

Wówczas macierz (patrz wzór ( I I - 2 .4 2 ) )

0 0~

EAB "  ^CB* ° _  

i  równanie ( I I I -1 .9 )  przyjmuje postać:

-  VE

e ą . * *
d Z ~aź

0 o"

•< -?E

rab “  ^CB* 0
/

3 *  o ( I I I —2.30)

Należy je  rozwiązać przy warunkach brzegowyoh ( I I I - 1 .1 0 )
Poszukiwanie rozwiązania równania ( I I I - 2 .3 0 )  spełniającego  

podane warunki brzegowe jest jednak dosyć żmudne. W szczegól
ności dotyozy to wyznaczenia stałyoh całkowania. Wygodniej 
pójść inną drogą znajdując postać graniczną funkoji y ( z )  da
nej  wzorem ( I I I - 2 .3 0 )  gdy:

011--- »021 — -01

012 — »0 2 2 — »0 2

oży li innymi słowy gdy:
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Celem obliczenia te j granicy napiszmy:

T) &

gd z ie :

-  ' Ę -  7 + h

>?2 = I  ♦  ^  -  V -  i  

Y 1 .  .  -\[Z .  2 h

p rzy  czym zgodnie z wzorem (11*2#22)

4 ■ ( 6" -  2(0)2 + ^(R^g -  RqB)

(III-2 .3 1 )

eca^

Dla skrócenia zapisu oznaozamy

% A "  ^ A  ■ S

RAB “  RCB *  b

Wówczas:

a ATł(?+łi “<?)** ^Bp a ^Ap^’“ *1' " ^ “  ?Bp a 
^  g Ł » ---------- 2 TT--------

( I I I -2 .3 2 )

(I I I -2 .3 3 )

Na mocy ( I I I - 2 . 2 1 )  i  ( I I I - 2 . 2 2 )  otrzymujemy:

r?ai,t?-»^g) -  y ^ a1 V  V l y2. ( i h -2.34)
" 2 Ł'A

'B
- r T , . ^ » ^ ) ]  V  (111-2.35)

2 n
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Granice wyrażeń ( I I I - 2 .3 4 )  i  ( I I I - 2 .3 5 )  p rzy h - ^  o obliozmy 
s tosu jąc  regu łą  do I »H o s p ita la .

W dalszyoh  ob lic zen iaoh  potrzebne nam bądą pon iższe wyrażenia 
i  ich  g ra n ice . Z uwagi na równania ( I I I - 2 . 6 )  mamy:

“  1 +
311 =  t f i ---------' n-*-o

-  v (  -r U.) - I -  y i+ łcy
12 = "  S i--------- » fi 1 2 “  -------k ------- --- ^2

d /311

-  1 + y i + 4 £ ( 7  + h)
2 e ł

-  1 - ' ^1+4£(7 + h)
2 8 *

- 1+1/ 1 + 4 6 (7 -  h)
« 2Ś »

- 1 - 1 ^1+46(7- h)
Te »

1 1

'21 “  ‘ 2 S * ^21 “  2 P “n —► o

Se

. - M 11+4£?

-1+ 1

2 £

Jl+4£?
fe<

2 <

S

ll+4£7 
r ——  =

( I I I - 2 .3 6 )

ah ■■ ^1+4 £(7+h) y i+4£? '  e ( ^  -  / V

d ^ 12 - 1 - 1 - 1
dh y  1+4S(?+h) yi+4£?

d (621 - 1 - 1 - 1
dh y i+4 £ (7 -h ) ^1+46? 6 ^ 1  ”  /®2 ^

d /622 
■JITi ‘

1 1 1

( I I I - 2 .3 7 )

50



W yrażenia ( I I I - 2 .3 4 )  i  ( I I I - 2 .3 5 )  s ta ją  s ię  d la  h > o wyraże
niami nieoznaczonymi typu ■£
Obliczmy

lim  d 9j \ 
b —►o T E ” lim

b —►o

' 9^1 < M n  ^ 1  d £ 12 
o»/e 11 “H T ”  + 0y612 dk

1 , 99’ 1 9 ^

< w  -  W

“  W p  h ~ - o
(1 ł ^ , , ) 2 e 11 -  (1 + S / 6 ,j)2 Z 12

/311(1 - z )  ^ « ( l - z )
(1 ■»■<?fl11)e  11 - (1  + gj31g)e  2

[ (1 + e / * ^ )2 e^1i - (1  + £ % ) *  e^12

. | 2 e [ ( 1 + ^ 1) / 11+ (1+ fiJ812)e ^ 1*j[(1 ^eA |1) 2e^11+(1 + Ą812) 2«^ 12J

Hm d 1̂ .  1
h —  o *  T T jŚ y ^ fe T

( 1+g/B^e 1 +( 1f £ /6 2)e 2

(1-+Ą81) 2e^1 -  (1+ £/5 2) 2 e^2
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JS< .   . fi2
(1+£/3J(1+2£ + £/3Je 1+(1+ £jS 9) (1+2£+ £jB9)e'

+ ? ----------2---------- Jj------------------------ JT---------------------
(1+ ey8i ) 2 e -  (1+ £ j32) 2 e^2

M 1 - Z )  M 1 - « )
( l + f  + fijB^e + (1 + £  + e(82)e

( 1 + / j^ 2 / 1 - (1 +  £/3g)2 e ^ 2
( I I I - 2 .3 8 )

g d z ie :

S0«  lim  «  lim  ■

^ (1 -z ) /52(1-a)
O+e/s^e 1 - d + ^ 2)e  *

h - ^ o  ' h - H ^ o  Ł ( 1 +  f / s . , ) 2 / 1 - ( 1 + £ / 3 2 ) 2 e ^ 2

( I I I - 2 .3 9 )

A n a log iczn ie  o b lic z a  s ię

dy>,J2 r ^ 2 d 021 ^ 2  ^ 2 2 1
"  = l  .  I ^ 7  s r -  + y m  T E " IK U  ^ ’ h ^ o l W T

.  r l . . ,■ l i o  5?2  ^ 2
h — o ^T?T -  5 ^

Ponieważ i  /?2 2 -~/52» saś ^ 2 otrzymać
można z fu n k c ji p rze z  zmianą yS^ na /3 21 i  /312  na /322,
możemy skorzystać z uprzedn iego o b lic z e n ia  otrzymująo

l i®  * * *  -  1
b —► o  “ J E  £‘C/31—4 2 )

M t - z )  £2 (1 - z )
(1+6/J^e  1 + (1+  £/32)e

z       +

(1+Ć/3.,)2 e - (1 +  SP>2 > «
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fi*
(1+£/?1)(1+2 £  +  £ ^ ) e  1 +(1 + Ąg2)(1+2g  + gfig )e  Ł

^  9 /̂1 2 /̂ 2
(1+ f / ^ )2 e 1 - d + ^ g ) 2 e

Ą ( 1 - « )  , % |B2(1 -a )
( 1 + e + Ą B ^ e 1 +(1 + e + f j 3 2) e '

< i+ e ^ ) 2 / 1 -O h .«vb2>2 / 2 " ®

(111(2.40)

Zgodnie z wzorami (I I -2 .3 3 ) i  (11-34) d la  V ^  ■ V 2 a 7 za“ 
ohodzi ponadto zawsze

a * EB A “ EC A “ °  ?  ~ *  "  0

a wiąo:

lim  ?A -  lim ?A =

V i — V
dy>, d^g

_ l l a  ?at) a] g g ‘ L3,Ai.(^ - ł l )- ^ T )a]~ a g

“ h-^o

_  l im  Ią-o +  ? 2H 2 -  2 ?BD al  “ 3E2,

"  h —  o

i  ostateoznie:

lim  7 k  “  ^Ap?
? (111-2*41)

? 2—  V

lim  y B -  lim JB =

h - o
rl2 ~ *rl
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h— ►o

d9>2
llM  h z tl  * * i ' * [ 2 h J * l W ‘' i - * ' > \ r ł -
h ~ o

9 r e z u lta c ie
d9»2

- V  + b Âp “ £ 0 TE
V * “?  (111-2.42)
t? 2 ~ ^ ’>?  &<p,. p

^b p ^ ^ ae-^ cb ) ^Ap ^ im, 0 H E

Tak w ięc :

^A “  ^Ap?

^B *  ^Bp ^ + (fiAB “  RCB} ?Ap J i ^ Q ” 3E^
d y>2

Otrzymane rozw iązan ie  równania ( I I I - 2 .3 0 )  można zapisać w po

s ta c i :

? - K '

gd z ie  m aoierz K ' dana Jest wzorem ( I I - 2 .3 5 ) ,  funkcja 

= ? (£ ,  P>2> z ) wzorem (H I - 2 .3 9 )

( I I I - 2 .4 3 )  

9  =



(1+ £/31 ) ( l+ 2 £  + £>61 ) e 1 + (1+ fy62 )d + 2 g +  gp2)e  *
/3.

/?2 (1 —ss)

*■ (111-2.44)

Sprawdzić można bezpośredn io, że funkcja  J określona wzo
rem ( I I I - 2 .4 3 )  spe łn ia  równanie różniozkowe ( I I I - 2 .3 0 )  oraz wa

runki brzegowe ( I I I - 1 . 1 0 ) .
Wprowadźmy oznaozenia ( I I I - 2 .2 3 )  i  ( I I I - 2 .2 4 )  zm ien ia jąo  indek

sowanie:

Wówozas w m acierzy kolumnowej we wzorze ( I I I - 2 .4 3 )  zam iast 
fu n k o ji v i  V> w ystąp ią funkcje $ i ^

1
T  *

i61 -  -  p ( l—<ł) P 2 *  -  P (1 + q ) ( I I I - 2 .4 5 )

(111-2.46)

p rzy  ozym $ dane je s t  za leżn ośo ią  ( I I I - 2 . 2 6 ) ,  a w iąo:

# »  § (p »< ł»z) «  2
( l + q ) e x p [ - p ( l - q ) 0 - z ) ] - ( l - q ) e x p [ - p ( l + q ) ( l - z ) ]  

(1 + q )2 e ip  [-p  (1 - q )] -  (1 - q ) 2 e ip  [-p  (1 +q)]

(111-2.47)
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zaś:

TP»  V* (p fQ f^ )s " T  ■ ■■■ n. ■■■■■!■ ?■ ■■ ■■«  . ■■■■...... " ' ni
q| (1 +q ) exp [-P  (1 - q ) ] - (1  - q ) e x p j-p (1 +q )]|

z [ ( l+ q )e x p [ - p ( l - q )  (1 - z ) ]  + ( l - q )e x p  [ - p ( l+ q )  (1 - z ) ]J  +

+ §  | ( l+ q )(^  + i ^ ) e x p [ - p ( l - q ) ]  + ( l - q ) ( ^  + ■^a )e x p [-p (l+ q )|

“ [tp + 1̂+q ]̂ exp [-P^1“ q^ 1“ z ^ ]+ [p +(-1-q ) ]  e x p [ - p ( l + q ) ( l - z ) j j

Reasumując możemy nap isać:
Rozw iązanie równania ( I I I - 1 . 9 )  ma postać:

(H I - 2 .4 8 )

Si
( I I I - 2 .4 9 )

d la  różnych pierw iastków  eharakterystyoznyoh m acierzy r

2? = K
$
T[r ( I I I - 2 .5 0 )

d la  podwójnego p ierw iastka  charakterystycznego m acierzy r  
M acierze K i  K’ dane są wzorami ( I I - 2 .2 8 )  względnie ( I I - 2 .3 5 ) ,  
funkcje  # 1 i  f g  wzorem ( I I I - 2 . 2 6 ) ,  funkcja $ wzorem ( I I I -  
-2 .4 7 ),  zaś funkcja Y  wzorem (H I - 2 .4 8 ) .
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IV . SPRAWDZENIE OTRZYMANYCH ZALEŻNOŚCI

1 . Graniczne w artośo l l ic z b y  P eo le ta : Pe »  O) Pe

Słuszność otrzymanych wzorów n a leży  sprawdzić w przypadkach 
krańcowych tz n . d la  oa łkow itego  braku m ieszan ia, Jak i  d la  dos
konałego wymieszania. Brak d y s p e rs ji w zd łużnej, c z y l i  brak 
m ieszania je s t  scharakteryzowany w artośc ią  współozynnika D => 0

■i
c z y l i  £ »  0, a wiąc p »  j  Pe *  “
Doskonałemu wymieszaniu odpowiada D *  c z y l i :  £ «  00 a wiąc

p m g  Pe *  0

A. Przypadek braku d y sp e rs ji w zd łużnej: p ■ j  Pe «  00
N ależy  zna leźć  g ra n ice : 

l i n  ® j_ ■
p —«- «

lim  2
p —► °o

( l+ q ^ e x p  [ - p ( l - q t ) ( l - ż ; )] -  (1 _ q;L) exp [-p  (1 +q1) (1 - z ) ]

(1 + q ^ 2 e!Xp|[ - p ( l - q i ) ] . - ( l - q ^ 2 exp |[-p O + Q i)]I
( l + q J - O - q J e x p f^ p q . O - z ) ]  r -1
 i — 1  r l exp p ( l - q i ) z I .
(1+Q i) - ( l - q A) e x p [-  2pqi ]

+qi ) - 0 - q i ) e x p [ - p q i ( l - z ) ]  r p 2 1
-  lim  2 ------ ±-5------ ±— -*r=---------   - . e i p M -  ( 1 - q J  z
p _ ^ o o  ( l+ q Ł) - (1  -q ^ ) expJ-2pqi J L +qi  J

Z uwagi na zw iązk i ( l I I - 2 ,2 3 )
2

(1 -q  ) 2s. -  — - i ;  lim  q, «  1 j lim  e x p f-  2pq1| -  0 ( IV -1 .1 )
1 P p —►«*> p —*-00 L J

lim  exp [ -  2pq. (1- z )1 = 0 (d la  0 ^  z <  1)
p — »-00 l  x J

(d la  z *  1 zaohodzi n a tu ra ln ie : exp (o )  « 1 )
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otrzymuje s ię :

( l+ q i ) - ( l - q i )exp [-2 p q1( l - z ) ]  r 2 ?  -j

F * , /  _ ( i _ Q ł,^ e i p [ . 2 p q i]  e x p L '  ^  Z Jlim  2

*  e x p (-  7  i  z ) ( i  = 1 ,2 )

Powyższe o b lic z e n ie  d o tyczy ło  przypadku z *  1 . Dla z # 1 o b l i
czamy:

lim  2 
p - » ° °  ( l+ q

lim

« ♦ 1 t ) -  (1 - 1 ! )  [ _  2 V i ]

qi )^ - ( 1 - « ^ ) *  e x p [-2pqi J [  ^ + q i  J

T 2
-  T+q^j *  exp ^  = 1 » 2^f? exp

p _ ^ « ,  0 + 4 * )

Uwzględniając zw iązk i ( lV -1 .1 ) mamy d la  0 <  z <  1

lim  Y  = lim  ~
-00 p-*-oo

+ 2 $

2 z
( l+ q )  + ( l - q )e x p  J-2p q ( l - z ) ]  p 2 7

( l+ q )^  - ( l - q ) Se x p [-2pq]
exp [ - w - ]

(l+q)(~ + f f i )+ 0 -q ) (^  + ^ ^ )e x p (-2 p q ) 

( l+ q )  —(1 —q) e x p (-  2pq)

-  2
[  j  + ( 1 + q ) ] + [ j  + <1 - 4>] exp [ - 2p q ( l - z j| e x p [-  ^  zj

( l+ q ) ' ! - ( 1  -  q )^  e x p (-  2pq)

z e x p ( « 7 z )  + e x p ( - ^ z )  -  e x p (-  7  z )  = z e“ ? z
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Dla z = 1 obliczam y:

lim  -
p— (l+ q )  - ( l - q )  e x p (-  2pq)

exp [ - £ ]

(i+ q )(^ r  + + - ł 3*) e x p (-  2pq)
+  2 J ( Z . 1 )  --------------- E ------- P. ■ ■ - ■£— ----------------------------------------------------

(1 + q ) - (1  -q ) e x p (-  2pq)

-  2 f  ♦ 2 r 2,M  
exp [ “  T+qJ "  e ip  ( " 1?)

( l+ q )  - 0 - q )  e x p (-  2pq)

Tak wiąc 

J (Pe = oo) lim  $ (P e , z )  *  l im  Jf (p , z )  - K
Pe-*-°° p-^<»

e“ V
(1 7 -1 ,2 )

e - V  

(71 *  V

Z  (Pe = «> ) *  lim  (P e , z )=  l im y (p ,  z )  = K
Pe co  p -». oo

.-V »

ze -  7*

(1 7 -1 .3 )

7 )

Wzory te  są identyozne z  wzorami (11-2 .40 ) i  ( I I - 2 .4 1 )  obra
zu j ąoymi rozk ład  s tążeń  w reak to rze  przepływowym przy braku dys

p e r s j i  w zd łużnej.

B. Przypadek doskonałego wymieszania: p = j  Pe »  0. Dosko
nałym wymieszaniem charak teryzu je  s ię  id ea ln y  re a k to r  zb io rn i
kowy. Jego b ilan s  ze względu na składn ik  A przedstaw ia s ię  

następu jąco:

uAp ~ "Ak =Ą ~  H k  ''Bis. "  ŁCA ^Ck ^ VŁAB t  “AC7 uAkC._ -  C, C-D1, “  ^nA  ̂nlr + (k łB + kft J  c.

(17-1.4)
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gd z ie  2"= ~  p a trz  ( 11—3• 6) je s t  średn ia czasem przebywania 
m

m ieszaniny w rea k to rze , zaś CAlc, CBj£, są stężeniam i reagu- 
jącyoh  składników na w y loc ie  z re a k to ra .

Doskonałe wymieszanie powoduje, że identyczne s tę żen ia  pa
nu ją w oałym rea k to rze , równe stężeniom  wylotowym, a więc

°Ak *  °A» °Bk = °B» °Ck 51 °C

Wprowadzenie nowyoh zmiennyoh wg wzorów ( I I - 1 .5 )  i  ( I I - 1 .9 )  
d a je :

^Ap “  A .  “ êab + eac^ f a  ~  ^BA ~  e ca r a
*

i  a n a lo g ic zn ie :

r BP “  ^ b = ' eba + ' b  “  eab  -Ta "  e cb -Tb

r cp “  ' c  * (e ca + e cb  ̂ "  eac ^ a  "  ^ b c -Tb

K orzys ta jąc  ze związków ( I I - 1 .1 6 )  powyższy układ równań można 
zap isać :

Przechodząc do p os tao i m acierzow ej, po wykorzystaniu oznaozeń 
( I I - 2 .1 )  i  ( h - 2 .2 ) mamy

( r - r )  - R  ( r - r )  -  ( r p - r )  (1 7 -1 .5 )

Mnożąc lew ostronn ie ob ie strony te g o  równania przez m acierz A 
p a trz  ( I I - 2 . 4 ) ,  dokonująo analogioznych  p rzekszta łceń  jak
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w ro z d z ia le  I I ,  po wprowadzeniu oznaozeń (1 1 -2 .6 ),  ( I I - 2 .7 )  i  

( I I - 2 .1 4 )  otrzymuje s ię

< E - r ) 3  = 3 p (IV -1 .6 )

stąd

f f = ( E - r r 1 ( lV -1 .7 )

Jak widać prawa strona te g o  równania b ęd zie  identyczna 
z prawą stroną równania ( l i —2 ,15 ) j e ż e l i  podstawimy L = 1 i
S *  E . Pprzy zachowaniu tyoh  podstawień da lsze  p rzek s z ta łce 
n ia  będą identyczne jak w ro zd z ia le  I I ,  prowadząo do wzorów 

analogioznyoh  z wzorami ( I I - 2 .3 0 )  i  ( I I - 2 .3 7 )

3 =K (1 7 -1 .8 )

(? 1 4 V

1

2? = K (1 7 -1 .9 )

(1 + ? )‘

Celem sprawdzenia zgodności ( I I I - 2 .4 9 )  i  ( lH - 2 .5 0 )  p rzy  p o 
z wzorami (1 7 -1 .8 ) i  (1 7 -1 .9 ) n a le ży  o b lic zy ć  gran ioę

lim §  w l in
p -» ‘0 p —»-o

(l+4j )exp [-p (l-q i ) ( l - z ) J - ( l - q i )exp (--pO -K j^O -z)] 

exp
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p-*0

( l+ q i ) - ( l - q i )exp [-2 p q i ( l - z ) ]

( l+ q i ) ii - O - ^ ) 2 e ip [-2 p q i] - l U q i  J

= lim  2
( l + q i ) - ( l - q i ) +  ( l - q i )-j[l-e xp [-2pqi ( l - a ) ] j

( l+ q i ) 2- ( l - q i ) 2+ ( l - q j [ l-e x p [-2 p q i ]J-
exp

№ = ]

O./. . X 1- « p [ - 2 p q i ( l - a ) ]
d + U “ qi ; qT r -  2 V i z l

p ^ o  2 ;  %2 1 -e *p [-2pq i ]  e3qP[ l ? 5 r “ J
4+ d - q i ) --------q -----Ł .

P iszą c  zgodnie z (m - 2 .2 3 )  

2pqi  = 2p 7 7 1 2 1 = fp + 2 i? Ł p = u (lV-1 .10 )

otrzymujemy

a ponieważ;

a więo

qi  - 1 + - n r  qi

Z ( lH - 2 .2 3 )  wynika nierówność:

>  o

a więo z ( lV —1.11 ) otrzymuje s ię

2 V i  + 1 ^ 7  ^ S i
u u“

(IV -1 .11)

(IV-1 .12)
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gd z ie  położono:

2 7 i  + ^4  7 2 + u2 = g Ł 

Ze związku ( lV -1 .1 0) wynika

(IV -1 .13)

zaś ze związku (lV -1 .1 3 )

lim  u = o 
p— o

lim  g Ł = 4 7 A 
u c

Tak w ięc nasze zagadn ien ie sprowadzamy do zbadania g ran icy

lim  5. = lim  2 
p — o u— o

2+ 1 1 -ezp  F-u(l —z)~|T
 - exp [-2?  ^JL . B1

4 + < *-« i>  L--«xp(-u ) L L+gi J
g. u

= 4 + 4 y x = 1 + 

ffiąo zw iązek ( I I I - 2 .4 9 )  p rzy  P e o  przeohodzi na

lira jf (Pe = o ) = K 

Pe — o 1
T T Y '

(d la  *  72)

Otrzymaliśmy wzór iden tyczny z ( lV -1 .8 )
Zbadajmy te ra z  zgodność wzorów ( I I I - 2 .5 0 )  i  ( lV - 1 .9 ) .  
Z uprzedniego o b lio z en ia  wynika że

lim  § a
p— o

1
+ 7 (IV-1 .14)
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Obliczmy:

lim  'P »  lim  r
p—-o p— o H

( l+ q )+ ( l - q )e x p [ - 2 p q ( l - z ) ]
2 z --------*-----------rr -±— --------rr- exp

0 + q ) - 0 - q )  e x p [-  2pq)] [ '  T T 5  * ]

+ ^ ) e » p [ -  2pq]  _  

( l + q r  -  d-q)Łi exp [ -  2pq]

-  2
[1  *  ( 1 « ) ] H [ i ♦  (1 - , ) ]l“ pl[—2 p q (l—z)J

\ 2 n  ll-  exc — i- —- z r
(1+1)2 - (1--q )Z e x p [- 2pg]

* [  i+ q  Jl

Podstawiam y# zgodnie z ( I I I - 2 . 4 7 ) ,  zaś p i  q zgodnie z wzo

rami ( IY -1 .1 0 ),  (IY -1 .1 2 ) i  (IY -1 .1 3 ) otrzymująo

2 ° 4 - l ¥ j ]  u

11“  ¥ ^  0 [(u+g)2 - (U-s)' ®U— O

. -j z u j(u+g)+(u-g)exp J-u (l-z )j |u + g ) -  (u-g) exp(-u)j +

+^(u4g)_(u,g)exp[-u(l-a)]j (u+g)(4g+u(u+g))+(u-g) (4g-w(u-g))exp(-u)j -  

-^ 2g+u(u+g) +(2g+u(u -g))exp[-u(l-z)]jj^(u+g)2-(u-g)2exp(-u)jj

2 °  * * * [ -  ¥ H l
u- *"0 g {4  ug +(u -g)2 [ l-e x p (-u )]J2

. { z  ttj^(u +g)+(u -g)exp [-u (l-z)]j^u g +(u -g)2 [ l-e x p (-u )J  + 

+ ĵ (u+g) - (u-g)exp[-u(l-z)]j |?u (.W +S? )-(u-g )( W - u « )  [l-exp(-u)| -
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-  j^2g+u2+ug) + (2g+u2-u g )e x p ^ -u (l- z ) j  4ug+ (u -g )2 [ l - ^ x p (-u ) j

2 [ -  m ]
lim
u-^o g*J 4g + (u - g )2 l ~ exP^"?? .

4 g+ (u -g )2 J.- C T M. -j^z u (u + g )+ (u -g )e x p j-u (l-z )J

(u + g )- (u -g )e x p  j—a ( l —z)jj I 2(4g+u2+g2) - (u - g )  (4g+u2-u g ) ?-T-e*P

( 2 g+u2 +ug)+ (  2 g+u2—ug) exp J-u ( l - z ) j 4g+ (u -g ) 2

O sta teczn ie  otrzymujemy:

lim  W  *  lim  y  »  
u—»-o p—*-0

( lV -1 .15)

Tak w ięc :

lim  # .Jf (Pe = o ) = K' 
Pe-ł-o

( l + ^ ‘

a więc id en tyozn ie  z wzorem ( lY - 1 .9 ) .

2 . Porównanie otrzymywanych wzorów ze spotykanymi w l i t e r a tu 
rz e  rozw iązaniam i

A. Reakcja typu A  ►B

>¥e wzorze (m - 2 .2 5 )  n a leży  położyć

“ bo ■ V  ■ *BA ■ ECB ■ EiC  ■ 0

r ;  .  o , r: .  1

BiB  *  0

A p - 1

B

r Bp a 0
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7, = O 7 o = Ra-d (p a trz  ( I I -2 .2 1 ) ,  ( I I -2 .2 2 )  i  ( I I -2 .2 3 )l ł  AJ3
a wiąc

2 R

q2
1 + ---------------- = 1 (porównaj (H I - 2 .2 3 ) )

K =

p

o 1 

o -1

(p a trz  (11-2 .28 ) i  ( I I - 2 .2 9 ) )

Wzory ( I I I - 2 .2 5 )  d a ją : 

"0 1

O - 1

(1 +q2)exp [ - p O -q 2) (1 -z ) ] - ( l - q 2)e x p [-p (l+ q 2) (1-z)]] 

(1 +q2 ) *  exp [-p  (1 -q 2)] -  (1 -q 2) ^exp [ - p (1 +q2 )] J

(1 +q2 ) exp [-p  (1 -q 2 ) (1 - z )] -  (1 -q g ) exp [-p  (1 +ą2 ) (1 - z )] 

( l+ q 2 )^ e x p [- p ( l - q 2) ] - ( l - q 2 ) k e x p [-p (l+ q 2)] - 1

Podstaw iając z =1 

•tf(z=1)

■ rk -
4 *2

" V

B - 1

( l + q 2 ) 2 e x p [ - p ( l - q 2 ) - ( l - q 2 )* e x p  - p ( l + q 2 )J -1

(IV —2 .1 )

Otrzymuje s ią  iden tyczny r e zu lta t  jak w praoy [ 4 ]

B. Reakcja typu A—►B *-C 
We wzorach (111-2.25) n a leży  położyć

ECA "  H k  "  ECB "  EAC "  0 EAB f  0 EBC * 0

0

r Ap = 1 ^Bp * 0
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?1 -  Ejjc i ? 2 = HAB

q2 1 +
2 RAB

K =
fi. R.AB ^AB

HAB ^BC * EAB "^C

Kładąc prócz tego  z = 1 , z wzorOw ( lU - 2 .2 5 )  otrzymuje s ią

(z  = 1) .

fi. fi.AB _  AB 
^AB^BC* RAB-iiBC

(1 +q., ) exp [-p (1 -q 1 )] - (1  -q 1 ) exp [-p (1 +q1 )]

( l+ q 2) e x p [-p (l -q 2) ] - ( l - q 2) exp [-p (l+q 2 )]

( lV -2 .2 )

Wynik je s t  iden tyozny jak  w pracy [ 4]

3. Graniczne w a rtośc i otrzymanych, wzorów przy o za s ie  pobytu?1»« »

N a leży je s zc ze  wykazać, że wzory ( I I I - 2 .4 9 )  i  ( I I I - 2 .5 0 )  
s p e łn ia ją  p r z y '? '- * « »  zw iązk i charakterystyczne d la  stanu gra
n icznego układu, c z y l i  że :

r A -  F1  ^B = F Bi  ► 00 i -*-00
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Zgodnie z oznaczeniami (I I -1 .9 ) i  (I I -3 .6 )

Upr -  A , B, C)

W p roces ie  izoterm icznym k ^  je s t  w ie lk ośo ią  s ta łą , o ż y l i  
^IIN je s t  proporojonalne do T i

l im
T —

( IV -3 .1 )

Wprowadzimy oznaczen ia:

EMff = s.HOT (M,K «  A ,B ,C ) ( lV -3 .2 )

p rzy  ozym n a tu ra ln ie  s ^  *  1 , k ^  # 0 (p a tr z  r o z .  I I ,  § 3) 
W ielkośc i są w danej temperaturze s ta łym i, n ieza leżnym i
od czasu przebywania T . Otrzymujemy wówczas (p a tr z  ( I I - 2 .2 1 ) )  
i  ( l i —2 .22 )

£ = RAB ^3BA + + SCB̂  = EAB§

^  B SBA + SBC + CB (lV -3 .3 )

9 u  eab (1 + sac + sca + V  + sbc + 3CB) B

3 EAB(1+ 3AC + SCA + «  > «  HABf  ( IV—3 .4 )

f f -  1+ sAC + sCA + §

6 + V ( g -  2 ę ) 2 +  4 (1 - s c b ) ( sb a  -  s CA)

?1 , 2 = E AB - 7 — --------------" EAB 7  1,2

1,2
= g  + V (g "  2g>2 + »< 1" 8cb ) ( sBA“ bCA)

( lV -3 .5 )
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W tych  za leżnośo iaoh  w ie lk o śo i ę , § oraz 7-j 2 są 
n ieza leżnym i od ozasu przebywania ^ •
P rzy  powyższych oznaczeniach zw ią zk i ( l i —2.29) zap isać można

*Ai, ( 1̂ -  yBn(s BA -  SCA}
*1,1 ?2 ~ 7i

*1  ,2
Z a j l S - § ) Bp ■ SGA}

7 2 -  71

"2,1
’ Bt> 2

7 2 - 7 1

3CB) + <
72 -  71

tt -  ?An^1 ~ SCB̂  + ?Bp^1 ~ ą l
* 2 , 2

zaś zw iązk i ( I I - 2 .3 5 )

*1,1 *  h p

< , 2  “ 0

*2,1 *  ^Bp

*2 ,2  = EAB^1 "  3CB̂  ^Ap

a ) -Ye w zorze:

2 =K

#1

słusznym d la  # ? 2 “ a o ie r z  K j e s t ,  jak  widać z 
n ieza le żn a  od T  i  otrzymujemy:

'*1
lim  0? = K lim

00 T-* «

(1 7 -3 .6 )

( lV -3 .7 )

( IY -3 .6 )
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N ależy  więo ob lio zyć  lim  $ .  ( i  = 1 ,2 )
X" »00 *

Ponieważ qi  = \ j ^  + 4 £ r<^ =^1  + h S ^

więo l im S ^  »  lim s f^  »  l i m ^  (17 -3 .8 )

■°° R1 R ^ °°  qf

lim  §^=2 lim
qj —-<x= q i_

( l+ q i ) e x p [ - p ( l - q i ) ( l - - > ] - (V q i )e x p [-p ( l+ q i ) (1 -z )]

( l+ q i ) exp |r~p ( 1 -q±)] - ( l - q i ) iie x p [-p (l+ q i ) ]

*  2 lim  
Qj—

(1 +qjL) -  (1 - q i ) exp [-2pqŁ( l  - z ) ]  

(V+qi ) 2- ( l - q i )^  ezp^-2pqij

i-q<

e x p [p ( l - q jL) z ]  =

_  t o Jt  2 exp [ “  2pqi (1- z ) ]  ,
= 2 lim  -----=—  ------ — ------- —— — ----- —  e x p [p ( l - q i ) zj

' 1” q iN2
1 -  ezP (“  2Pqi^

Jak widać:

lim  $ Ł o lim  $ ± = O ( i  = 1 ,2 )

q i— 00

o ż y l i :

lim  y
T  ► o=>

= K = o

(1 7 -3 .9 )

lim  .  lim  ( f  - T . )  *  O
t " — « . o o  A  r — 0 0  A

lim  = lim  (TL -  T R) =. O
T-»-°o a  T —
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Możemy więo nap isać:

oo m ieliśm y udowodnić, 

b ) We wzorze

3 =K

słusznym d la  = ?2 K je s t  n ie s te ty  fu n kc ją  oza-
su przebywania T  . Ś c iś le  mówiąc j e j  element

* 2 , 2  = HAB^ “  SCB̂  ^Ap

je s t  p roporcjona lny do Z".
Obliczmy wobec te go

lim  ? = lim  y # = yA lim  2
f —► o° t —►OO *  i —►c

Ponieważ ju ż  uprzednio ob liczon o  (p a tr z  (1 7 -3 .9 ))

OO

a więc rów nież

i  otrzymujemy 

c z y l i

Z k o le i :

lim  § .  = O
r —  eo 1

lim  $ s  o
T —

lim  2f. = O
f —►OO A

*
lim  T  « r .  (IV -3 .1 1 )
T" —»-«s

i;1®  ̂B * ^  pBp  ̂ + RAB̂ 1“8CB^Ap^l,, 1̂“SCB^Apli,B ÊAB^^r — oo ( , - * .0 0  L J t-~oo

Z uwagi na ( lH - 2 .4 5 )  zachodzi

/ 2



skąd:

eAB = (q2 "  i }

gdzie:

Ponieważ:

? -  |

lim q a oo
r — CO

więo:

= 5^- l i m J (q2 -  1)^] (lV-3 . 12)

lim [(q2- l) F j=  lim   ‘L .L l-Z -f i -----------------------------  .
q_^oo q-^oo q|(l+q)2e x p [-p (l-q )]-( l-q )2exp [-p d + q )]}

. jz  |(1 +q)exp [-p(l -q) (1 -z)] +(1 -q)exp [-p(1 +q) (1 -z )] j +

+ 2 ^ (l+ q )e x p [-p (l-q )(l-z )J-(l-q )e xp j-p (l+ q )(l-z )]J .

(l+q)(^ ł  f f i .)  e x p [-p (l-q )]+ (l-q )( l + lgŁ)exp[-p(l+q)] 

(l+q)2 exp [ -p ( l-q ) j- ( l-q )2 exp [-p(l+q)J

“ [ [ p + (l+< ł)]exp[-p(l-q)(l-z)] +[1  + (l-q )Je x p [-p (l+ q )(l-z )]jj

= lim
2 (q2- l ) (q + 1 )e x p [p O - q )z ]  f f  A -,1
  7 ]— T T T ------------- ‘H  ; 4  +  « p [ “ 2p « ( i - ) ]
q(q+1) e x p ( -  2 p q ) j  tq — eo q (q + 1  )*
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2 [1 "  TTq e xp [-2 p q (l-a )J j

' l a n s r r  ♦  r e f  [p TT »oT  I

1 -  ( ^ ) 2 exp ( -  2 pq)

[pTqIT7  ♦  1 ]  +  [ p ^  +

Ponieważ:

lim  (<i2r l I t f l+ U  »  lim  (1 -  i )  »  1
q ^ o o  W ) *  q_ o o  q

llm TTq = “  1
q—►co

lim T+q "  0
q—►co

zaś d la  0 < z < 1  w szystk ie  funkcje wykładnicze w otrzymanym 
związku dążą do zera  p rzy  q —►eo otrzymujemy os ta teo zn ie

lim  [ (q 2 -  1 )¥ ]  -  0 (IY -3 .1 3 )
q - » - c o

Dla z = o czynnik  zna jdu jący s ię  przed nawiasem klamrowym dąży 
do 2 , zaś wyrażenie w naw iasie dąży do 0 i  otrzymujemy znów 
zw iązek  ( lV -3 .1 3 ).  Zw iązek ten  spełn iany je s t  również d la  

z = 1 . A więo

c z y l i

lim  = 0
T—►co D

lim  r B (IV -3 .1 4 )
T  — ► o o

Otrzymane za le żn ośc i (IV -3 .1 1 ) i  (IV —3.14) wykazują słuszność 
wzoru ( I I I - 2 .5 0 )  również d la  stanu gran iozn ego  układu.
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V. ANALIZA WPŁYWU DYSPERSJI WZDŁUŻNEJ NA ROZKŁAD 
STĘŻEŃ REAGENTÓW

1 • Zmiany p r o f i lu  stężeń  w reak to rze  w za le żn ośc i od intensyw
n ośc i d y sp e rs ji wzdłużnej

Przyjm ijm y za miarę intensywności d y sp e rs ji w ielkość B 
zdefin iow aną za le żn ośc ią  ( I I I - 1 . 3 ) .  Zbadajmy wpływ d y sp e rs ji 
wzdłużnej na rozk ład  stężeń  w reak to rze  b iorąo pod uwagę wzór 
( l i i —2 .28 )

Oprowadźmy do powyższego wzoru podstaw ienie ( lV -3 .2 ) i  do
konajmy p rzekszta łceń  ta k ich  samych, ja k ie  poozyniono w § 3
ro zd z . IV . Wówczas elementy m acierzy K wyrażać s ię  będą wzo
rami ( lV - 3 .6 ) ,  a w ięc będą funkcjam i bezwymiarowych parametrów

Ponieważ, jak łatwo s ię  przekonać F ^  i  można w yrazić
przy pomooy parametrów m acierz K je s t  funkoją  stężeń
poozątkowych składników A i  B oraz parametrów s ^ ,  k tóre  są 
stosunkami sta łyoh  szybkości p rzeb iega jących  r e a k c j i ,  odnie
sionymi do s ta łe j  szybkości r e a k c j i  kAT>.

Z k o le i  qi  = y i + 4  ̂ (p a trz  ro zd z. IV ) je s t  funk
o ją  intensywności d y sp e rs ji £ , parametrów i  R ^ .

(p» q1 * z) 
2 =K

^2 ^P* q2»

g d z ie : .
1

oraz w ie lk o ś c i Tt, = F . -  F,* i  = r _  -  r *"Ap Ap A «Bp x Bp J B
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O stateczn ie s tę żen ia  poszczególnych  składników ob liozane 
z wzcru ( l i i —2 .28 ) będą funkcjam i następujących zmiennyoh

r k  = ( z ; e ’ smj,  r& ę t i Bp)

= / B HAB» SMN» ^Ap*^Bp^ (V -1 .1 )

= 1 ”  -Tł "  B = -^C^Z ’ f,E AB* 3MB', ̂ Ap* V

Parametr R^g» j a^ wiadomo z rozważań § 3, ro zd z . IV , zde
fin iow any je s t  za leżn ośo ią

EAB = T k AB = kAB m

J est.on  więc p roporcjona lny do f ,  w zględn ie p rzy  s t a ł e j  pręd
kośc i ś red n ie j wm do d łu gośo i reak tora  I .  Można go w ięc uwa
żać (d la  danej r e a k c j i  p rzeb ie ga ją c e j w określanych warunkach) 
za w ielkość charakteryzu jącą średn i czas przebywania lub dłu
gość reak to ra .

Obierzmy z jako zmienną n ieza le żn ą , zaś za zmienną za leżn ą  
przyjm ijm y s tę żen ie  T M (M = A, B, C) dowolnego składn ika.
Zasadniczy kierunek wpływu zmian parametrów £ , i  s ^  na
k s z ta łt  krzywej obrazu jącej zmiany s tę żen ia  obranego składnika 
wzdłuż d rog i przepływu w reak to rze  prześledźm y na p rzyk ład z ie  
n ieodw raoalnej r e a k c j i  następcze j typu A—- B —*-C, zakładająo

^Ap = 1 * ^BP = / ’cp = °*
Rys. 3, 4, 5 i lu s t r u ją  nam p rz e b ie g i fu n k c ji 

F k  = r A ( z ;  £> ^b  3 ^b  e ’ e ab* sbc^’

r c = 1 "  r k - ^ B ’ przy £ a  ° »  ° * 5» 5 f HAB ■ ° ’ 5' h> 7 f  

= 0.02, 0 .2,2

W kolumnach pionowych zachowane są s t a ł e  w a rtośc i intesnywno- 
ś o i d y sp e rs ji S , zaś w iersze  poziome odpowiadają stałym war
tościom  Ra-p.
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Rys. 3. Reakcja następcza: A —*-B —  C. Krzywe rozkładu s tężeń  składnika A w reak to rze :
rA = r A( z )  w za leżn ośc i  od E^g i  6 .



Rys. 4. Reakcja następcza: A — ~ B ——C. Krzywe rozkładu stężeń  składnika B w reak to rze :
r B = w zal eżn°ś c i  od R^B i  £  d la  Sgę = 0,02, 02, 2 (W artośc i zaznaczano po

prawej s t ro n ie  wykresów)



'O
oo

R ys. 5. Reakcja następcza: A —•-B —— C. Krzywe rozkładu s tężeń  składnika C w reak torze
r c = r c ( z )  w za leżn ośc i od R^g i  £ d la  SgC = 0 ,02 , 02, 2. (W artośc i SgC zaznaczano po

prawej s tron ie  wykresów)

O 0.1 0,2 a s  04 0,5 0.0 07 0.8 0.9 < 0  O/l 0,2 03  0.4 0.5 0.6 0.7 0,6 0.9 *  O 0,1 0,2 Qb 04 Q5 0.6 0,7  0.8 0.9  *
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Jak widać wpływ d y s p e rs ji wzdłużnej ma oharakter p rzeciw 
d z ia ła ją c y  skutkom przeb iegu  r e a k c j i  chemicznej w reak to rze  
powodując prostowanie i  n iwelowanie krzywych rozk ładu  stężeń , 
sprowadzając je  w krańcowym przypadku (d la  6 - ° ° )  do prostych  
poziomych, odpowiadających wzorom ( lV -1 . 8 ) ,  słusznym d la  p rzy

padku doskonałego wymieszania.
wynikiem te g o  wpływu je s t  w ystąp ien ie  skoku s tężeń  w prze

k ro ju  wlotowym reak to ra :

r M (z  .  o ! .  r „  <+ o ) *  ( -  O) -  r „ p <V -1 .2 )

(m = A , B, C)

0 ozym wspomniano ju ż w § 1 , ro zd z . 17. W rozważanym p rzez nas 

przypadku zaohodzi (d la  £ >  0 ):

/^ ( -  o ) «  1; / ’jj ( -  o ) ■ 0 5 Tę, ( -  o) *  0

r k  (+  o) <  1; i 7B (+  o ) >  o ; r c  (+  o ) >  o

Godniejszym uwagi je s t  d la  nas wpływ m ieszania wzdłużnego
na rozk ład  stążeń  w p rzekro ju  wylotowym rea k to ra . Dyspersja
powoduje bowiem w zrost s tążen ia  substratu  A i  obniża s tę żen ie  
produktu C. J es t t o  n a tu ra ln ie  z punktu w idzen ia  wydajnośoi 
składnika C, traktowanego jako produkt, z jaw isko  n iek o rzys tn e .

In te resu jąoe  są krzywe obrazu jące p r o f i l e  stążeń  składnika 
B na drodze wymiennika. Składnik B je s t  produktem pośrednim
1 j e ż e l i  za zmienną n ie za le żn ą  uważać będziemy czas, s tę żen ie  
je go  początkowo ro ś n ie , a następnie p rzy  t - * - ° °  spada do s tę że 
n ia  gran icznego, c z y l i  w naszym przypadku do ze ra .

I s tn ie je  w ięo pewna określona wartość t  *  d la  k t6 re^
s tę żen ie  składnika B osiąga ekstremum: <•W  -  -Tb max*

Średni czas przebywania' w reak to rze  wynosi T  i  je s t  on 
jednocześn ie  średnim ozasem trw an ia  r e a k c j i .  Parametr «
*  r k łT! m —  k..- możemy uważać za jego  m iarę. W za le żn o śc i 

wm
od w artośo i te g o  parametru, może być zrea lizow ana w reak to rze  
jedyn ie  początkowa, rosnąoa ga łą ź krzyw ej 7^  «  T -gU ) lub 
t e ż  s tę że n ie  składnika B może przechodzić  p rzez maksimum.
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Wysokość te go  maksimum, jak i  odc ię ta  z d la  k tó re j z o s ta je

ona osiągana są poza tym funkcjam i SgC *  oraz £.

Na ry s . 4 widać w yraźnie, że wzrost powoduje obniżen ie
w artośc i r £ max i  p rzesu n ięc ie  go w kierunku przekroju  w loto
wego reak to ra . Wzrost 8 powoduje również obn iżen ie w artości 

max Pr z esuwająo jego  p o łożen ie  w kierunku przekroju  w y lo to 
wego. Może s ię  zdarzyć , że p rzesu n ięc ie  przekroozy p rzekró j 
wylotowy i  krzywa s tę żen ia  składnika B będzie na c a ł e j  długo
ś c i  reak tora  rosnącą, n ie  o s iąga jąc  w artośo i ekstrem alnej.

Z tego  oo powyżej powiedziano wynika, że przy założonych 
wartcśoiaoh  £ i  s ^  is tn ie je  możliwość ta k iego  doboru 
(a  więo czasu przebywania T  , względnie d łu gośo i reak tora  i ) ,  
aby składnik B przyjmował ekstremum właśnie na w y loo ie  z reak
to ra .

2 * Wpływ d y sp e rs ji wzdłużnej i  ozasu przebywania w re a k torze 
na s tę żen ia  wylotowe reagentów

N a jb a rd z ie j interesu jąoym  z praktycznego punktu w idzen ia 
je s t  rozk ład  stężeń  reagentów na w y loo ie  z reak to ra . Duże zna- 
ozen ie posiada w szczegó ln ośo i wpływ d y sp e rs ji na optymalną 
wydajność pożądanego składnika produktów r e a k o j i .  In fo rm ao ji 
dotyozącyoh tego  zagadnien ia dostaroza wam zbadanie przeb iegu  
iU n k e ji / jj (z  *1; 8 , RATt, 3MW) = (M,N *  A , B, C ).

Funkcje t e  są dosyć skomplikowane, przede wszystkim j e ż e l i  oho- 
d z i o za leżność od występująoyoh w n ich  parametrów s ^ .
Mimo to  sporządzen ie wykresów pewnej i l o ś c i  tych  fu n k c ji pozwo
l i  s ię  zorientować w tendencjaoh ioh  przebiegów  uwypuklając 
w szo zegó ln ośo i wpływ intensywnośoi d y s p e rs ji.

Na ry s . 6*20 pokazano przykładowo krzywe obrazujące zmiany 

stężeń   ̂ w za leżn ośo i od a więo pośrednio
w za leżn ośo i od ozasu przebywania T , w zględn ie d łu gośo i reak
to ra  L . We wszystkich  przypadkach p r z y ję to :

1 ) do reaktora dopływa c zys ty  składnik  A, a więo

r iV  '  r i  (— o) ■ 1
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Rvs. 6. Rozkład s tężeń  na wyloc ie  z reaktora w za leżnośc i od
d la  £= 0.05,5

Reakc ja  następcza  A— *-B— - C sBC = 0.02
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r j

r j

Rys. 7. Rozkład s tężeń  na w y loc ie  z reak tora  w za leżn ośc i od
fiAB d la  £ = 0.05»5

Reakcja następcza A = B — - C  sBA = 0 .5 , sBC = 0.02
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Rys.

Reakc

. Rczkład s tężeń  na wy loc ie  z reaktora w za leżnośc i od
Rab d la  <? = 0.05,5  

ja  następcza A »-B—-^C sBC = 2, sCB = 0.1
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Rys. 9. 

Reakcja

ąis

£ f 0,50 

0,25 

<70 0,4 02 05 4 Z 3 4 5 7 4 0 2 0 0 °

#4.—

0.15

£ f aso

0,25'

0
0 0 * 0.2 0,5 1 2 3 4 5 7 10 30 o °

*»-*■

Rozkład s tężeń  na w y loc ie  z reak to ra  w za leżn ośc i od 
R^g d la  f  = 0 .05 ,5

następcza A— - B ^ ^ C  sBC = 0 .1 , sCB = 0.1

84



Rys. 10. Rozkład s tężeń  na wy loc ie  z reak tora  w za leżn ośc i  od
RAB  ̂= 0*05t5

Reakcja następcza sBA = 0 .1 ,  sBC = 2,

SCB = 0,1
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Rys. 11. Rozkład stężeń na wyloc ie  z reaktora w za leżn ośc i od
RAB dla * =  0.05,5

Rea^cja r- ^stępcza A B C  ^BA = ^BC ”

SCB = 5

86



Rys. 12. Rozkład s tężeń  na w y loc ie  z reak to ra  w za leżn ośc i od
Rab d la  6=  0 . 05 ,5

Reakcja następcza A——=B = = 0  sBA = 0 .1 ,  sBę = 0.05,
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0.15

Rys. 13« Rozkład stężeń na wylocie z reaktora w zależności od
RAB dla <?= 0.05,5

Reakcja następcza A = ^ = B = ^ C  sba  = 0 .1 , ^  = 0.5,
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Rys. 14. Rozkład s tężeń  na w y loc ie  z reak to ra  w za leżn ośc i od
Rab d la  e = 0 . 05,5

Reakcja równoleg ła  B —  A -  -  C s^ę = 2. sCA = 0.1
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Rys. 15* Rozkład s tężeń  na w y loc ie  z reak tora  w za leżn ośc i od
EAB d‘*'a £ = <->«05 ł 5

Reakcja rów noległa  B -  » A=*  — —C sBC = 2 , sGA = 2 ,
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Rvs. 16. Rozkład s tężeń  na w y loc ie  z reakbora w za lezn ośc i od
RAB d la  6 = 0 .05,5

Reakcja równoległa  B = ~  A ^ ^ C  sAC = 0.05, sCA = 0.05,



Rys. 17« Rozkład s tężeń  na wyloc ie  z reaktora w za leżn ośc i od
RAB <̂ a  ̂= 0*05,5

Reakcja równoległa B=s=c^A=*=C sAC = 0.1, sCA = 2,
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£ ̂  qso

Q25

0 O 0,1 02 05 ♦ 2

R ys. 18. Rozkład s tę żeń  na w y loc ie  z reak to ra  * za le żn ośc i od
R^g d la  * = 0.05*5

Reakcja

SAC = 2 *4 * SCA = 4 *6’

SBA = ^*8 ’ =

SCB = 4,6
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Q I

Rys. 19. Rozkład s tężeń  na wy loc ie  z reaktora  w za leżnośc i od
Rab d la  s=  0 .05,5

Reakcja
sAę = 0.4167, ®CA =

/ \ sBA = 0.5044, sBC = 0.5044,
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Keakcja



2) produkt końcowy zawsze zaw iera składnik C, nawet przy 

te o re ty c zn ie  n ieskończen ie długim c za s ie  przebywania
3 ) £ przyjm uje wartość 0.05, względn ie 5.
P ierw sze za ło żen ie  p os tu lu je , że składnik A je s t  zawsze 

we w szystkioh  reakcjach  substratem. Pociąga to  za sobą warunek: 

kAB *  ° »  w którym była  już uprzednio mowa. N a tu ra ln ie , za s trze 
żeniom tym można by uczynić również zadość przyjm ując:
^  <  -T^p <  1, le c z  wówczas krzywe rozkładu stężeń  wylotowych 
przedstaw ione na r y s .  5-20 byłyby b a rd z ie j p ła sk ie  i  mniej 
zróżnicowane. Poza tym p rz y ję o ie  = 1 je s t  is to tn e  ze w zglę
dów porównawczych.

Drugie za s trze żen ie  wynika z dowolności wyboru oznaczeń 
reagentów symbolami A, B, C.

J e ż e l i  chodzi o punkt 3 to  p rz y ję o ie  w a rtośo i 6  *  0.05 i  
£ = 5 obrazuje zjaw iska b. słabego i  b. s iln ego  m ieszania.

Aby uwidocznić p rzeb ieg  s tężeń  w całym zakres ie  dopuszczal
n e j zm ienności BA? (o  <  BAg <  00 ) naniesiono na o s i odoiętych

EA"R
ska lę  funkcyjną: y + I i *  'fcen BT 08Ób w artośo i BA-p = 0 odpo- 

R A® T?A"Rwiada = 0, zaś w artośo i B. -p = 00 odpowiada r  -  * 1
AB 1 AB

Na tyoh  wykresach krzywe s tężeń  schodzą s ię  d la  RAT3 = o
AiJ

i  B^g »  00 n ie za le żn ie  od w artośo i £ . Jest t o  zrozum iałe, 
gdyż p rzy  zerowym ozas ie  pobytu ( f i ^  -  0 ) ,  jak i  p rzy nieskoń
czen ie  długim cza s ie  pobytu (E ^  = ) s tę żen ia  przyjm ują od
powiednie w artośc i równe stężeniom początkowym CT^p) względnie 
stężeniom  granicznym, bez względu na intensywność d y sp e rs ji.

J e ż e l i  s tę żen ie  składnika monotonicznie spada ( j e s t  to  we 
w szystk ich  przypadkach składnik  A ) ,  dyspersja  powoduje wzrost 
je go  s tę żen ia  na w y loo ie  z reak to ra , w przypadku, gdy s tężen ie  
składnika monotonioznie wzrasta (d la  r e a k c j i  następczych je s t  
to  zawsze składnik C) zjaw isko d y s p e rs ji powoduje na ogó ł spa
dek w artośc i s tężeń  wylotowych, z wyjątkiem  obszaru k rótk ich  
ozasów przebywania, gd z ie  skutkiem d y sp e rs ji może być n ie w ie l
k i  wzrost s tę żen ia .

Najciekawsze i  na jw ażn ie jsze  są przypadki, gdy s tężen ie  
składnika może w c za s ie  trw an ia r e a k o ji  osiągać ekstremum.
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Rys. 21. Związek między 6 i  HATl (R atJ
AB AB max iaaA

dającym maksymalnemu s tę żen iu  składnika B na wylocie

ra I  ( ' W » a x  -  r B<z -

= t U r : a x > odpocia- 
z realcto-

max

2 .
3-
4.

5.
6. 
7.

następcza A—B-—C; SBC = 0.02
tt A=-B— C; SBC = 0.02 SBA = 0.5
It A ^ B — C; SBC = 0.1

SBA = C.1
ft A— B ^ C j SBC = 2

SCB = 0.1
It A ^ B ^ C ; SBC = 0.05 SCB = 0.1 S-
tt A=B=^C ; SBC = 0.1 SCB = 0.1 s-
ft A*=B^=C; SBC = 2 SCB = 0.1 s-

'BA 
'BA 
;BA =

= 0.1 
= 0.1
= U.1
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4

05 1

6~

Locie z reak tora
jako funkcj 

1. Reakcja następcza A— B— C

2 .
3.
4.

5.
6 . 
7.

A=^B- 

A^B- 
A— Ba 
A*^B-
A = B ^ C
A=f=B^=C

s s ^rBk^max = f f e max)

SBC = 0.02

SBC = 0.02 SBA = ° * 5
= 0.1 SBA = 0 ’ 1

SBC = 2 SCB = 0,1

SBC = 0.05 SCB = 0,1 SBA = 0.1

= 0.1 SCB = 0,1 SBA = 0.1

SBC = 2 SCB = 0,1 SBA = 0.1
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Rys. 23. Związek między 6 i R f f l : R̂AB')max = f ^max^ odPov' l a -  
dającym maksymalnemu s tężen iu  składnika B na wy loc ie  z reak

tora  vrBk; max = r B^z -  ;max

1 Reakcja równoległa  B = A — C; <CG = 0.5 SBA = 0.05

2 II 1» W > i O «#• cn £> O

= 0.5 SBA = 1

3 II *« B=^A^C i SAC = 0.05 ^ A  = 1

4 II " B = A = tC ; SAC = 10 SBA = 20
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Rys. 24. Maksymalne stężenie  składnika E na wylocie z reaktora  
jako funkcja e : £r_, ) _  f ( g )

u Bk max v max'
= ° - 5 ,  s^,  = 0.05

= 1

1 Reakcja równoległa  B-=^A^C; s
2 »  »  . b^ A

3 "  "  B ^ A ^ C ;  s
4 "  " B^=A

C* SAC = ° *5 ,

'AC
■C; s , ^  = 10,

= 0 . 0 5 , Sp, = 1

BA
SBA
SBA

AC BA = 20
SCA= ° - ° 5  

SCA= 1
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Jest to  sk ładn ik  B (r y s .  6*10, 12, 16, 19) lub C (r y s .  14, 15, 
17, 2 0 ). W szczegó ln ośc i in te resu ją cy  je s t  wpływ d y sp e rs ji na 
w ielkość czasu pobytu (d ługość reak to ra ) po jakim to  ekstremum 
je s t  osiąga lne -  m iarą jego  je s t  (HAB) aax -  i  na wartość same
go ekstremum m&x (m = B, C ).

Rys. 21-24 podają wykresy ( R ^ ) ^  i  J"B max jako funkcje
£ .  Jak widać, wzrost d y s p e rs ji obniża ekstremalną wartość s tę 
żen ia i  powiększa czas pobytu odpowiadający t e j  w a rto śc i. In
nymi słowy dyspers ja  wydłuża rea k to r  pracujący przy optymalnej 
wydajności danego składn ika, zm n ie jsza jąc jednocześn ie jego  wy
dajność. Tak np. na ry s . 22 krzywa 3 pokazuje, i ż  s tężen ia  mak
symalne składnika B ob liczon e  d la  S = o i  £ r »  ró żn ią  s ię  
o ca 1 8 .  Z krzywej 5 na r y s .  21 można odczytać, że wzrost dys
p e r s j i  od S = 0 do £ = °° powoduje p rze s z ło  trzyk ro tn y  wzrost
d łu gośc i reak tora  pracu jącego p rzy  maksymalnej wydajności skład
nika B.

N a leży  zaznaczyć, że s ta łe  szybkości r e a k c j i  na podstawie 
k tórych  ob liczon o  w artośc i s ^  d la  r y s .  18*20 są w zięte  z l i 
te ra tu ry  [1 3 ] i  odpowiadają rz e c zyw iś c ie  przebiegającym  i  p rze
badanym reakcjom izom eryzac ji butenu

(Badania te  d o tyo zy ły  wyłąoznie k in e ty k i r e a k c j i )

3. Wiiioski końcowe

Rozważania poprzednich paragrafów tego  ro zd z ia łu  wykazują, 
że d z ia ła n ie  d y s p e rs ji wzdłużnej na końcowy rozk ład  s tężeń  pro
duktów je s t  n iek orzystn e . Oddziaływanie to  je s t  s zc zegó ln ie  wy
raźne, gdy s tę żen ie  jednego z produktów, względnie półproduk
tów r e a k c ji  osiągać może maksimum w c za s ie  j e j  trw an ia , a za
daniem naszym je s t  zaprojektowanie reak tora  tak , aby otrzymać 
optymalną wydajność tego  składnika.

Cenną wskazówką d la  pro jek tan ta  je s t  fa k t ,  że z jaw isko  dys
p e r s j i  wzdłużnej może spowodować n ie  ty lk o  obn iżen ie maksimum

buten

c isb u ten ?  “  transbuten
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wydajności tego  produktu o k ilk an aśc ie  p rocen t, le c z  może 
zw iększyć długość reak tora  praoującego przy optymalnym s tę że 
n iu  wlotowym pożądanego składnika nawet k ilk a k ro tn ie . 
N ieuw zględn ien ie wpływu d y sp e rs ji p rzy  ob lic za n iu  reaktorów 
rurowyoh prowadzić w ięc może do poważnych błędów w okreś len iu  
końcowego składu ilo śc iow ego  produktów, wymiarów reak tora  oraz 
je go  wydajności.

Również eksperymentator prowadzący badania na reaktorach  
rurowyoh musi wziąć pod uwagę za leżne od intensywności dysper
s j i  zmiany składu reagentów. Zaniedbanie tego  wpływu przy np. 
okreś lan iu  s ta łych  szybkośoi r e a k c j i  na podstawie oznaczania 
s tężeń  produktów na w ylocie z reak tora  rurowego prowadzić może 
do zupełn ie  błędnych wyników. N a leży  starać s ię  zm niejszyć do 
minimum intensywność d y s p e rs ji,  w zględn ie pracować z reaktorem 
o m ieszaniu jak  na jb liższym  id ea ln ego .
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S t r e s z c z e n i e

W przedstaw ionej pracy zbadano wpływ d y sp e rs ji wzdłużnej 
na s tę żen ia  trzech  reagentów uczestn iczących  w wzajemnie sp rzę- 
żonyoh reakcjach  chemicznych o k in etyce  l in io w e j .  Reakcje prze
b ie g a ją  w r e a k t o r z e  rurowym o p rzep ływ ie  tłokowym. Z a leżn ie  od 
w artośc i s ta łych  szybkości r e a k o ji  i  stężeń  początkowych o trzy 
mane wzory są słuszne rów nież d la  r e a k c j i  następczych i  równo
le g ły c h , zarówno odwracalnych jak  i  nieodwraoalnyoh. Dla gra
n icznych w artośc i intensywności d y sp e rs ji wyprowadzone z a le ż -  
n ośo i przyjm ują p os ta c ie  słuszne d la  przypadków braku jak iego 

kolw iek  m ieszania, jak  i  m ieszania id ea lnego .
Sporządzono szereg  wykresów obrazujących wpływ d y sp e rs ji 

na p r o f i l  s tężeń  w reak to rze  oraz na skład m ieszaniny w yloto
we j ,  Stw ierdzono n iekorzystny  wpływ d y s p e rs ji wzdłużnej na 
selektywność i  wydajność produktu oraz na wymiary optymalnie 

pracu jącego reak to ra .
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С о д е р ж а н и е

Ксследовалось влияние продольного перемешивания на концен
трацию трех реагентов участвующих в сопряженных реакциях опи
сываемых линейными кинетическими уравнениями. Реакции проис
ходят в трубчатом реакторе при поршневом режиме.

Найденные уравнения применимы для пар^лельных и последова
тельных реакции как необратишх так и обратимых. Для примене
ния вышеупомянутых формул требуется знать только кинетические 
постоянные и начальные концентрации. Формулы учитывают тоже 
крайние случаи, как отсутствия так и идеального перемешивания.

Приложенные графики указывают влияние продольного перемеши
вания на профиль концентраций и на состав реакционной смеси на 
выходе из реактора.

Доказано, что продольное перемешивание влияет отрицательно 
на лроизводимость реактора и избирательность реакции.

104



S u m m a r y

One has studied the influenoe o f longitudinal dispersion  
on the oonoentrations of the three reacting ohemical species, 
which take part in ooupled ohemical reaotions desoribed by l i 
near k inetics . The study oonoerns the tubular reactor with 
plug flow .

The derived formulae are v a lid  a lso  fo r  oonseoutive and con
current ohemical reaotions both fo r  reve rs ib le  and ir re v e rs i
b le  ones. One has only to specify  the appropriate values of 
ohemioal reaction  constants and in i t i a l  oonoentrations fo r  tho
se types of reaotions. The lim itin g  oases of no dispersion and 
in f in ite ly  large dispersion are a lso  inoluded in the derived  
formulae.

The enolosed diagrams illu s t ra te  the influence of longitu
d inal d ispersion  on the oonoentration p ro file s  in the tubular  
reactor as w ell as on the composition o f the outlet mixture 
from the reactor.

I t  has been shown that the lin g ltu d in a l dispersion causes 
the deorease o f reaotor e ffio ienoy  and product s e le c t iv ity .
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
ukazują się w następujących seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO 

Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA  

En. ENERGETYKA  
G. GORNICTWO 

IS. INŻYNIERIA SANITARNA 
MF. M ATEM ATYKA-FIZYKA  

M. MECHANIKA 
NS. NAUKI SPOŁECZNE

Dotychczas ukazały się następujące zeszyty serii Ch:

Chemia z. 1, 1954 r., s.

I>CO zł 1 3 , -
Chemia z. 2, 1957 r., s. 140, zł 29,25
Chemia z. 3, 1959 r., s. 110, zł 24,20
Chemia z. 4, 1961 r., s. 30, zł 2,80
Chemia z. 5, 1961 r., s. 165, zł 34,—
Chemia z. 6, 1961 r., s. 33, zł 3,15
Chemia z. 7, 1961 r., s. 62, zł 10,—
Chemia z. 8, 1961 r., s. 58, zł 6,30
Chemia z. 9, 1962 r., s. 119, zł 9 , -
Chemia z. 10, 1962 r., s. 58, zł 5,80
Chemia z. 11, 1962 r., s. 110, zł 8,40
Chemia z. 12, 1962 r., s. 148, zł 11,50
Chemia z. 13, 1963 r„ s. 82, zł 4,70
Chemia z. 14, 1963 r., s. 73, zł 5 , -
Chemia z. 15, 1963 r., s. 81, zł 4,40
Chemia z. 16, 1963 r., s. 92, zł 5,30
Chemia z. 17, 1963 r., s. 119, zł 7,50
Chemia z. 18, 1963 r., s. 118, zł 7,65
Chemia z. 19, 1963 r., s. 96, zł 6,40
Chemia z. 20, 1963 r., s. 148, zł 9,10
Chemia z. 21, 1964 r., s. 72, zł 3,65
Chemia z. 22, 1964 r„ s. 75, zł 5,50
Chemia z. 23, 1964 r., s. 116, zł 7,50
Chemia z. 24, 1964 r., s. 302, zł 14,40

Chemia z. 25, 1964 r., s. 113, zł 6,60
Chemia z. 26, 1965 r„ s. 95, zł 5,50
Chemia z. 27, 1965 r., s. 137, zł 7,20
Chemia z. 28, 1966 r., s. 90, zł 7,—
Chemia z. 29, 1966 r., s. 100, zł 8 —
Chemia z. 30, 1966 r., s. 144, zł 9,—
Chemia z. 31, 1966 r., s. 69, zł 5,—
Chemia z. 32, 1966 r„ s. 60, zł 5,—
Chemia z. 33, 1967 r., s. 75, zł 6 , -
Chemia z. 34, 1967 r., s. 155, zł 10,—
Chemia z. 35, 1967 r., s. 105, zł 8,—
Chemia z. 36, 1967 r., s. 75, zł 5,—
Chemia z. 37, 1967 r„ s. 107, zł 7,—
Chemia z. 38, 1967 r., s. 90, zł 6,—
Chemia z. 39, 1967 r., s. 180, zł 1 0 , -
Chemia z. 40, 1967 r., s. 132, zł 8,—
Chemia z. 41, 1968 r., s. 54, zł 4,—
Chemia z. 42, 1968 r., s. 86, zł 6,—
Chemia z. 43, 1968 r., s. 62, zł 4,—
Chemia z. 44, 1968 r., s. 53, zł 4,—
Chemia z. 45, 1968 r., s. 68, zł 4 ; -
Chemia z. 46, 1968 r., s. 55, zł 4,—
Chemia z. 47, 1969 r„ s. 123, zł 8,—
Chemia z. 48, 1969 r., s. 61, zł 4,—




