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STRESZCZENIE

Sposrod réznych mozliwosci skutecznie prowadzonego procesu decyzyjnego,
czolowa role odgrywajg zagadnienia optymalizacji liniowej, bazujace na algorytmie
simpleks. Jest to jedna z metod badan operacyjnych, polegajaca na ocenie wrazliwo$ci
optymalnego wyboru asortymentu produkcji wybranego zakltadu odlewniczego. Praca
okresla profil produkcyjny odlewni, czyli ktore wyroby i w jakich ilo$ciach nalezy wy-
tworzy¢, aby nie przekroczy¢ posiadanych zasobow §rodkow produkceji oraz spehicé
ewentualne ograniczenia, dotyczace struktury mozliwo$ci wykonawczych, przy uzyska-
niu maksymalnego zysku z ich sprzedazy.
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1. WSTEP

Nastepstwem coraz bardziej Zlozonych przedsiewzie¢ wytworczych oraz dystry-
bucyjnych, jest podejScie systemowe i analiza rachunkéw optymalizacyjnych, ktore
ulatwiaja podejmowanie trafnych decyzji gospodarczych. Prawidlowe okre$lenie zakre-
sOw stabilno$ci zadania optymalnego pozwala na wlasciwe podejmowanie decyzji me-
nedzerskich, co daje przewage nad tymi, ktorzy dzialaja bez znajomo$ci podstawowych
zagadnien logistycznych w produkc;ji [1].

L dr inz. — adiunkt,
2 dr inz. — adiunkt,
3 prof. zw. dr hab. inz. — profesor.
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Zaklad metalurgiczny moze produkowaé n jednostek produkcyjnych wyrobow,
a do ich realizacji wykorzysta¢ rozne $rodki produkeji, z ktorych czes¢ (np. k) jest do-
stepna tylko w ograniczonych ilo§ciach. Na podstawie norm zuzycia §rodkow produke;ji
na jednostke kazdego wyrobu, zasobow produkeyjnych, zasoboéw czasu produkceji, wa-
runkéw placowych oraz ceny lub zyskoéw jednostkowych ze sprzedazy wyrobow nalezy
okresli¢, ktore artykuly i w jakich ilo§ciach mozna wyprodukowaé, aby osiggna¢ mak-
symalny przychéd (lub zysk) z ich sprzedazy. Ogdlny model matematyczny zagadnienia
wyglada nastepujaco [2]:

ArgXt ApXe + ... FapnX < by, warunki
.................................... y Ogranlcza‘]ace (1)

QX Fa X .t X < by

dj < x; < g; dla niektorych j,

C1X + CoXot ... +Cn% D> max, = funkcja celu 2

gdzie:

ajj — zuzycie i-tego §rodka produkcji na wytworzenie jednostki j-ego wyrobu dla
(i=1,..k oraz j=1,..n) (w tym roOwniez czas pracy urzadzen oraz place
robotnikdéw na wytworzenie jednostki j-ego wyrobu),

bi — posiadany zasob i-tego $rodka produkc;ji,

Cj — cena lub zysk jednostkowy ze sprzedazy j-ego wyrobu,

d; — minimalna ilo§¢ j-ego wyrobu, jaka trzeba wyprodukowac,

m; — maksymalna ilo§¢ j-ego wyrobu, jaka mozna sprzedac,

Xj — wielko$¢ produkeji j-ego wyrobu (dla % >0,..., %, >0).

Plany produkcji spetniajace ograniczenia i warunki brzegowe beda rozwigzaniem
dopuszczalnym, natomiast rozwigzaniem optymalnym bedzie to, (lub beda te) sposrod
rozwigzan dopuszczalnych, dla ktoérego (lub dla ktorych) funkcja celu przyjmuje war-
to§¢ maksymalnag [3].

2. METODYKA I CEL BADAN

Analize wrazliwo$ci optymalnego wyboru asortymentu produkcji przedstawio-
no w oparciu o przykladowy zaklad metalurgiczny produkujacy dwa rodzaje piasku
otaczanego.

Celem badan bylo ustalenie jednodniowej produkcji probnej masy formier-
skiej, aby z jej sprzedazy osiagnicty zysk byt maksymalny. Na uruchomienie produkcji
mozna przeznaczy¢ na przyklad 7 godzin pracy urzadzenia oraz 350 kg zywicy formal-
dehydowej. Zalozono, ze pracownicy wykonujacy t¢ prace powinni zarobi¢ co najmniej
500 zt.

W tabeli 1 podano zatozone, jednostkowe naklady czasu pracy urzadzen, ilo$¢
zywicy oraz roboczogodziny dotyczace produkcji obu rodzajow mas. Tabela zawiera
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roéwniez dane zwigzane z zyskiem, jaki zaklad osiggnie ze sprzedazy 100 kg kazdego
rodzaju masy przy aktualnych kosztach produkcji i zaplanowanych cenach zbytu.

Tabela 1. Hipotetyczne dane potrzebne do obliczenia opty malnego wyboru asorty mentu produkcii
Table 1. Hypothetic necessary dates to calculation of optimum choice assortment of production

Rodzaj Nakiady na 100 kg produkeji Zysk ze
masy Masy zy- Pracy mie- Roboczo- sprzedazy
rdzeniowej wicy szarki godzin 100 kg masy

(symbol) | [kg/j pr]| [h/j pr] | [#A/] pr] (]
Masal 20 3,0 120 520
Masa2 35 18 210 310
Zasoby 350 [kg] 7 [h] 500 [z4] -

OPTYMALIZACJA LINIOWA

Do rozwigzania przedstawionego zadania optymalizacyjnego wykorzystano mo-
dut Solver, arkusza kalkulacyjnego Microsoft Excel. Wyznaczenie decyzji optymalnej
W ujeciu matematycznym sprowadza sie¢ do wyznaczenia wektora X [X %] , stanowig-
cego rozwigzanie zadania, w ktorym funkcja celu przyjmuje postac:

f(x) =520-% +310-%, — max, )

oraz warunkéw ograniczajacych:

(W1): 20 +35% <350 (co dozasobdéw masy zywicy),
(W2): 3x +18% <7 (co do zasobow czasu pracy mieszarki), 4
(W3):  120-x, +210-% > 500 (co do warunkéw placowych).

Jak widaé, jest to zadanie optymalizacji liniowej, gdyz funkcja celu (3) oraz zapi-
sane w nim ograniczenia definiujace zbior decyzji dopuszczalnych (4) sa wyrazeniami
typu liniowego zmiennych decyzyjnych x; i % [2].

Fragment arkusza kalkulacyjnego z wprowadzonymi danymi okre$lajacymi funkcje
celu (B3:C3), optymalng ilo§cig produkowanych mas (w poczatkowej fazie przyjmuje
si¢ warto$ci zerowe — B5:C5), catkowitym zyskiem z produkcji mas (D5) oraz zdefi-
niowanymi warunkami ograniczajacymi przedstawiono na rysunku 1.

Nastepnie, z menu Narzedzia Wybrano opcje Solver i wypemiono okno dialogowe
Solver-Parametry. Jak wynika z zaleznos$ci (3), komorce celu ($D$5) przypisano war-
to$¢ maksymalng, zdefiniowano komorki zmiennych decyzyjnych ($B$5:$C$5) oraz
zgodnie z zalezno$cig (4) wprowadzono warunki ograniczajace.

Okno dialogowe Solver — Parametry przedstawiono na rysunku 2.

W celu wyznaczenia zbioru decyzji dopuszczalnych, nalezy uruchomi¢ okno dia-
logowe Solver-Opcje (wybierajgc przycisk Opcje), zadeklarowaé liniowo$¢ zadania
optymalizacyjnego i nieujemnos¢ komorek zmienianych decyzyjnych — gdyz z zaloze-
nia odrzucamy wszystkie ujemne rozwigzania.
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= =| =SUMA ILOCZYNOW(SESS: $C5B3:C3)

A | B | ¢ | D | E |

| Caiyvmaing wybor asorfymentu produkel

2
E FUNKCJACELU 520 310 |[CALKOWITY
4 ZMIEMMNE *1 w2 ZYSK

5 ILOSC [ o 0

5
7] WARLINKI WARLINEK

g8 | DGRANICZAJACE] Wspdlczynniki | L STROMNA | P STROMA
9 (W1) 20 Ja 0 350
10 (W) 3 1,8 0 7

11 (W3] 120 210 0 500

17

Rys.1. Funkcja celu i zdefiniowane warunki ograniczajace.
Fig.1. Function aim and defined restrictive conditions.

Solver - Parametry EHE
Komiérka celu: B0%5 % ’W‘
[$e:35:3045 | odgadni

warunki ograniczajace:
§DF10 <= §E$10 =l Doday
0511 ==$E$11 _I
$049 == $E4§9 Zmien |
Praywrad wezystko |
ﬂ LIsuiry |
Pomoc |

Opcje

Rys.2. Okno dialogowe Solver — Parametry.
Fig.2. Window dialogue Solver — Parameters.

Obliczenia koncza si¢ w momencie pojawienia si¢ okna dialogowego Solver-Wyniki,
ktére pozwala na generowanie trzech raportow (Wynikow, Wrazliwosci i Granic) oraz
na przechowanie rozwigzania lub przywrocenia warto$ci poczatkowych. Rozwigzanie
zadania optymalnego wyboru asortymentu produkcji zaktadu odlewniczego przedstawia
rysunek 3.
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Te same wyniki mozna zobaczy¢ w pierwszym z mozliwych raportow, tzw. Raporcie

Wynikow, co ilustruje rysunek 4.

=] =| =SUMA ILOCZYNOW(ES: C5;53:C3)
A | B | ¢ | D | l
1| Optyrmaliny wybor asorfymeniu produkc)l:
2
3 | FUNKCJACELU 520 310 |CALKOWITY
4 ZMIENNE %1 %2 ZYSK
5 | ILOSC [ 1377 1594 [ 12101zt
5
7 WARUNKI WWARLNER.
B | OGRAMICZAJACE| Wspotczynniki | L STRONA P STROMA
9 | (V1) 20 35 83,33 350
10 (V2] 3 18 7
11 (W3] 120 210 500 500

Rys.3. Rozwiazanie zadania opty malizacy jnego.
Fig.3. Solution of assignment optimisation.

Al B | © | D E | F G

1 |Microsoft Excel 9.0 Raport wynikdw
2 |Arkusz: [log_cw2a.xls|Arkusz1
3 |Raport utworzony: 02.02-14 10:46:31
4 |Komarka cely (Maks]
(5 HKomirka Nazwa Wartosc poczatkowa WartoSc kofcowa
6| 5DI5 Iysk zysk 0 | 1210145 |
7| Komdrki decyzyjne
|8 | HKomirka Nazwa Wartosc poczatkowa Wartosc koncowa
9] §B%5  Fysk w1 (Masa 1) 0 1377

10 $C¥5  Fysk o2 (Masa 2 0 1,594
IWarunki ngraniczajace
[12] Komirka Nazwa Wartosc komorki formuta Status Luz
[13] S0 (W1) Lewa strona 83,33 $D$9<=$E$9  Nie wigace 266,67
A4 FDR0 (W2 Lewa strona 7 $0510==5EH10  WigZace 0
18]  BDEIT (W3) Lewa strana 500 SO811-=3E511  WigZace 0

Rys.4. Raport Wynikow.
Fig.4. The report of Results.
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W raporcie tym z bloku Komérka celu (Maks) wynika, ze, przy danych warun-

kach ograniczajacych, maksymalny zysk wyniesie okoto 1210 zt. Osiaggniecie tego celu
jest mozliwe po wyprodukowaniu 1,377 jednostki produkcyjnej Masy!l (tzn. 137,7 kg)
oraz 1,594 jednostki produkcyjnej Masy2 (tzn. 159,4 kg). Z ostatniego bloku komorek
Raportu wynikow wynika, ze warunki ograniczajace dotyczace zasobOw czasu pracy
mieszarki (W2) i warunkow placowych (W3) sa napiete (wigzgce) przy decyzji opty-
malnej, natomiast warunek ograniczajacy (W1) dotyczacy zasobdw masy zywicy jest
luzny (nie wigzgcy) przy decyzji optymalnej.
Na tej podstawie mozna stwierdzi€, ze przy optymalnym planie produkcji w cato$ci
wykorzysta sie dostepny czas pracy mieszarki (ograniczenie typu < i z tego powodu luz
dla drugiego warunku wynosi 0), natomiast wynagrodzenia za prac¢ dla decyzji opty-
malnej ustali si¢ na poziomie minimalnym (ograniczenie typu > i z tego powodu luz dla
trzeciego warunku wynosi 0). Warto$¢ (po zaokragleniu) 266,67 dla pierwszego warun-
ku ograniczajagcego informuje, ze po wykonaniu optymalnego planu produkcji pozosta-
nie okolo 266,67 kg niewykorzystanej zywicy formaldehydowej (350-83,33).

4. ANALIZA WRAZLIWOSCI DECYZJI OPTYMALNEJ

Modut Solver, po rozwigzaniu zadania optymalizacji liniowej nie ogranicza si¢
wylacznie do przedstawienia w Raporcie Wynikéw decyzji optymalnej i optymalnej
warto$ci funkcji celu. Uzyskane rezultaty mozna uzupemi¢ o positkowe informacje
przyjetego rozwigzania optymalnego (w Raporcie Wynikoéw), dotyczace np. wyszcze-
gblnienia napietych i luznych warunkéw ograniczajacych.

Dodatkowy zestaw informacji o decyzji optymalnej dotyczy jej wrazliwo$ci na
zmiany parametrow modelu i jest zawarty w Raporcie Wrazliwosci. Dla obu zmiennych
decyzyjnych Przyrost krancowy jest rOwny zero, co oznacza, ze¢ nie mozna bra¢ pod
uwagg jakiejkolwiek zmiany dodatnich warto$ci zmiennych decyzyjnych.
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Jest to jednoznaczne z informacja, ze wyznaczona decyzja optymalna jest jedyna
decyzja optymalng w rozpatrywanym przykladzie (rys.5).

AlTE ] c | D | E | F G H
Microsoft Excel 9.0 Raport wrazliwosci

1
2 |Arkusz: [loy_cwZa.xlIs]Arkusz1
'3 |Raport utworzony: 02-02-14 10:46:51
4 |Komdrki decyzyjne
5 | Wartosc Przyrost  Wspdalczynnik Dop czalny Dopuszczalny
B Komdrka Nazwa koficowa kraricowy funkcji celu wzrost spadek
Z FB55  Fysk: x1 (Masa 1) 1377 0 520 1E+30 333

8 FCHS Zﬁsk. 2 EMasa 2i 1,594 u] 310 2 1E+30
A0 |WWarunki ograniczajace
A1 Wartosc Cena Prawa strona Dopuszczalny Dopuszczalny
12| HKomérka Nazwa koficowa dualna W. 0. wzrost spadek
13 F083 (W1 Lewa strona 8333 o] 350 1E+30 266 &7
14 $0%10  (WW2) Lewa strona 7 17391 7 545 271
15| FO511 (W3 Lewa strona 500 -0,01 500 316 57 220

Rys.5. Raport Wrazliwosci.
Fig.5. Report of sensibility.

Liczby w kolumnach Dopuszczalny wzrost i Dopuszczalny spadek w bloku in-
formacyjnym Komorki decyzyjne, okreslajg zakresy stabilno$ci decyzji optymalnej
wzgledem zmian warto$ci poszczegdInych wspotczynnikow funkcji celu, gdy wartosci
innych pozostang bez zmian.

Tak wigc, jesli chodzi o warto$ci odpowiadajgce zmiennej X; t0 okazuje sie, ze
jesli jej wspotezynnik (wynoszacy 520, ktdry jest zyskiem z produkeji 100 kg Masyl)
zmniejszy si¢ o nie wigcej niz 3,33 zt (czyli obnizy si¢ co najwyzej do wartosci 516,67
7h), to nie spowoduje to zmiany decyzji optymalnej, (przy nie zmienionym zysku z pro-
dukeji 100 kg Masy2 wynoszacym 310 zt). Zmiana decyzji optymalnej nie nastapi ro w-
niez wowczas, gdy zysk ze sprzedazy Masyl wzro$nie o dowolng dodatnig warto$¢
(w notacji naukowej Solver okreslit ja na poziomie 10°%), co w rzeczywistosci oznacza
brak ograniczenia z gory.

Podobne informacje dotyczace produkcji Masy?2, zawiera wiersz raportu komorek decy-
zyjnych przyporzadkowany zmiennej X, z ktérego mozna wnioskowac, ze nawet spa-
dek warto$ci zysku ze sprzedazy 100 kg Masy2 z kwoty 310 zt o dowolnie duza war-
to$¢, (przy stalym zysku ze sprzedazy 100 kg Masy1 wynoszacym 520 z) nie doprowa-
dzi do zmiany decyzji optymalnej. Decyzji tej nie zmieni rowniez wzrost zysku ze
sprzedazy 100 kg Masy2 o kwotg 2 zI, to znaczy do warto$ci312 z/100 kg.

Druga czg$¢ raportu wrazliwosci zawiera dane dotyczace stabilno$ci decyzji optymalne;j
wzgledem zmian wyrazow wolnych z warunkéw ograniczajacych. W kolumnie Wartosé
koncowa, Solver podaje ponownie liczby lewych stron warunkéow ograniczajacych
otrzymane dla optymalnych warto$ci zmiennych decyzyjnych. Tu réwniez istnieje mo z-
liwo§¢ sprawdzenia warunku poprzez porownanie Wartosci koncowej z Prawg strong
w.0. W raporcie wrazliwo$ci mamy jednak jeszcze inng mozliwg interpretacje bilansu
warto$ci lewej i prawej strony kazdego z warunkoéw ograniczajacych przy uzyskanej
decyzji optymalnej, na co pozwala, tzw. Cena dualna wyrazéw wolnych.
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Pierwszy warunek ograniczajacy, (dotyczacy zasobOw masy zywicy) jest luzny przy
decyzji optymalnej. Zasoby zywicy formaldehydowej przeznaczonej do produkcji mas
(350 kg) nie zostaly w catoSci wykorzystane. Mozna zauwazy¢, ze zwickszanie podazy
zywicy ponad 350 kg nie wptynie na zmian¢ wielko$ci produkcji, czyli na zmiang facz-
nego zysku. Bezposrednio informuje o tym zerowa warto$¢ ceny dualnej wyrazu wol-
nego w pierwszym warunku ograniczajagcym.

Drugi warunek ograniczajacy, (odno$nie zasobOdw czasu pracy mieszarki) jest napigty
przy decyzji optymalnej, co oznacza, ze dostepny czas pracy mieszarki do produkcji
piasku otaczanego (7 h) jest wykorzystany w calo$ci. Gdyby jednak udato si¢ ten czas
zwickszy¢ o godzine (jednostke), nie zmieniajac jednocze$nie ani zasoboéw zywicy, ani
minimalnej kwoty przeznaczonej na place robotnikdéw, to wtedy optymalny plan pro-
dukeji Masyl i Masy2 zapewnialby taczny zysk o 173,91 z. wigkszy od maksymalnego
zysku 1210,14 7, osigganego bez wydluzania czasu pracy mieszarki.

Trzeci warunek ograniczajacy jest rowniez napigty przy decyzji optymalnej. Pracowni-
cy produkujacy piaski otaczane zarobig facznie 500 zl, czyli minimalng kwot¢ (prawa
strona tego warunku to wiasnie 500 zt) przeznaczong na optacenie robocizny.

Cena dualna wyrazu wolnego w trzecim warunku ograniczajacym jest ujemna
i wynosi —0,01. Oznacza to, ze zwickszenie kosztow robocizny o 1 7 (jednostke) bez
zmiany czasu pracy mieszarki i zmiany zasobow zywicy spowoduje zmniejszenie tacz-
nego zysku netto tylko o 0,01 zt.

Informacje zawarte w kolumnach Dopuszczalny wzrost oraz Dopuszczalny
spadek w drugiej cze$ci Raportu Wrazliwosci dotycza zmian wyrazéw wolnych, ktore
nie zmienig zestawu dodatnich zmiennych w decyzji optymalnej, choé¢ ich dodatnie
warto$ci bedg ulega¢ zmianom. Zmniejszenie dost¢pnego zasobu zywicy o mniej niz
266,67 (do dolnej wartosci krytycznej 83,33 kg) albo jej zwickszenie o dowolng wiel-
ko$¢ nie spowoduje zadnych zmian w wielko$ci produkeji obu rodzajow mas (warunek
ten jest luzny). Zalezno$¢ ta jest stuszna wowczas, gdy czas pracy mieszarki nie zmnie j-
szy si¢ wigcej niz o 2,71 godz do dolnej wartos$ci krytycznej rownej 4,29 h, (7,0-2,71),
albo nie zwigkszy si¢ wigcej niz o 5,5 godz. do gornej wartosci krytycznej rownej 12,5
h (7,045,5), Wtedy, optymalny plan realizacji bedzie nadal oparty na produkcji obu
rodzajow mas, przy kosztach robocizny, bedacych w granicach od 280 z (500-220) do
816,67 7zt (500+316,67), a produkcja w odpowiednich ilo§ciach przyniesie maksymalny
lacmy zysk od 1205,56 z. (przy kosztach robocizny 816,67 zt), do 1211,88 zt. (przy
kosztach robocizny 380 zt).
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Trzecim mozliwym do uzyskania raportem po zastosowaniu modulu Solver jest Raport
granic, przedstawiony na rysunku 6.

s = T T e

A-B | ¢ b [E F | 6 H 1 [ 4 |
1 |Microsoft Excel 9.0 Raport granic
|2 |Arkusz: [log_cw?a.xIs]Arkusz1
|3 |Raport utworzony: 02.02-14 10:46:51
4 Cel
5| Komirka Nazwa koficowa
6| 08 Zysk: zysk 1210,145 |
B Zmienne decyzyjne Dolna Cel Gdrna Cel
(9| Komirka Nazwa koiicowa granica Wnik granica Wynik
A0 §B% Iysko w1 (Masa ) 1377 137 1210145 1377 1210,145
T 3085 Zysk: 2 (Masa 2) 1594 1,594 1210,145 1594 1210,145

Rys.6. Raport Granic.
Fig.6. Report of limits.

Podaje on informacje odno$nie dopuszczalnego zakresu zmian kazdej ze zmiennych
decyzyjnych, ktére osiggnely warto§¢ dodatnia, przy nie zmienionych warto $ciach po-
zostatlych zmiennych. Z raportu tego wynika, Ze nie mozna zmienia¢ optymalnej wiel-
kosci produkcji obu rodzajow mas, bez jednoczesnego zachowania drugiej zmiennej
decyzyjnej.
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ANALYSIS SENSIBILITY OF THE OPTIMUM CHOICE
OF ASSORTMENT PRODUCTION OF FOUNDRY

SUMMARY

From among different possibility effectively led process linear base of optimi-

sation questions play decision front part on algorithm simplex It is this one frommeth-
ods of investigations operating depending on opinion of sensibility of optimum choice
of assortment of production of chooses metal institution.
Article defines that is executive profiles of foundry, which articles and in which one
should quantities to produce, to not to cross possessed supplies of resources of produ c-
tion as well as to fulfil possible limitations of relate structure of executive possibility, at
obtainment of maximum profit from them of sale.
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