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0 ZLOZONOSCI ZWIAZANEJ Z REALIZACDA KODSW NADMIAROWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatruje sie zagadnienie lokalizacji bie-
déw binarnych w kodach nadmiarowych. W pierwszym rzedzie przedsta-
wiono heurystyczny sposob tworzenia kodéw; stosujec zaproponowany
algorytm uzyskuje sie zarowno kody nieliniowe Jak liniowe.Dla pierw-
szego przypadku dekodowanie mozna realizowa¢ na zasadzie najwieksze-
go podobienstwa. Wykazano, *e ta metoda - ze wzgledu na swoje pro-
stote - moze by¢ uzyteczna roéwniez dla kodéw liniowych o matej licz-
bie pozycji informacyjnych, Jak np. dla kodéw dualnych wzgledem ko-
déw Hamminga.

Po przypomnieniu ztozonosci dekodowania opartego na zwiezkech
sum potegowych z podstawionymi funkcjami symetrycznymi przedstawio-
no nowe metode dekodowania, sprowadzajece sie do “pordéwnywania syn-
dromu badanego wielomianu z syndromami kolejno generowanych wielo-
mianow btedow.

1. HEURYSTYCZNE PODEJSOtii DO TWORZENIA KODOW NADMIAROWYCH

Przedstawiony ponizej zbidr szes$ciu ciegdébw - o liczbie pozycji roéwnej
7 - charakteryzuje sie tym, ze kazdy z ciegb6w ré6zni sie od pozostatych co
najmniej na 3 pozycjach oraz ze zawiera nie mniej niz 3 Jedynki. W#asci-
wos¢ te mozemy wyrazi¢ inaczej: kazdy z ciegéw jest odlegty od pozosta-
+ych co najmniej o 3 oraz ze waga kazdego ciegu jest nie mniejsza niz 3,

przy czym mowa tu o odlegtosci “d", i o wadze ™w” Hamminga flj .
Kod beznadmiarowy (BNM) Kod nadmiarowy  (NM)
- liczby 1-s wyrazone - zbibr s ciegbéw: n»7,
w postaci binarnej Wrin 3 dmin *3
001 000 1110 0
0 10 0110001
0 11 111 1 1 1 1
10 0 1000110

10 1 0010 1110

110 101 0,0 i 1

Wymieniony zbidér ciegbéw - etanowieoy przyktad kodu nadmiarowego - moze
by¢ przyporzedkowany np. zbiorowi liczb 1-s wyrazonych w postaci binarnej.
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Tego rodzaju przyporzadkowanie bedziemy nazywa¢ kodowaniem. Dekodowaniem
bedzie proces odwrotny, réwniez w przypadku kiedy w ciegu kodu nadmiaro-
wego wystapity btedy binarne, a zatem kiedy cieg badany nie Jest cie-
giem kodowym, liczba korygowalnych, tJ. mozliwych do zlokalizowania, bte-

déw binarnych zalezy od dmin' a mianowicie musi zachodzi¢:

d» in>2t + #*

Wyszczegd6lniony kod nadmiarowy
mozna traktowa¢ jako zbiér przypad-
kowo dobieranych ciegéw spedniaja-
cych okreslone wymagania. Wyszuki-
wanie ciegébw mozna dokonywac¢ opie-
rajac sie nB grafie jak na rys. 1.
Zwigzane z tym realizacja uktadowa
jest dos¢ ztozona i1 wymaga istnie-
nia: a) generatora ciggéw binar-
nych, np. pseudoj-osowych, o ddugo-
§ci n, b) 2 uk#adébw progowych n-
wejsciowych o wagach réwnych 1 i
o wartosci progu T >d i - kom-
paratora ztozonego z n sumatoroéw
mod 2 , d) uktadu rejestroéw,ktdérych
liczba winna by¢ roéwna liczbie
ciggéw kodowych, a) uktadu prze-
+aczajacego, umozliwiejgcego porow-
nywanie ciggu wygenerowanego z cie-
gami uznanymi uprzednio Jako kodo-
we. Liczba koniecznych poroéwnac
jest nie wieksze od liczby zereje-
strowenych ciagéw kodowych; proéha,
w ktdérej badany ciag okazat sie
odlegty o anlej niz dBin implikuje
odrzucenie ciagu 1 wygenerowanie
nastepnego.

Na rys. 2 przedstawiono ogélny
schemat przekazywania informacji,
potaczony z okreslonym wyzej kodo-
Rys. 1. Algorytm znajdowania ciegow waniem i z dekodowaniem. Po stro-

kodowych v. nie nadawczej znajduje eige stownik

‘Kod BNM - Kod NM"™, a po stronie

odbiorczej stownik *Itod KM - iiod SN**". Cigg ¢debrsny, ktéry w wyniku za-
ktbécen moze rézni¢ sie od ciegu nadanego, podlega poréwnywaniu z poszcze-
gélnymi ciggani kodu NM; przyjmuje sie, ie zostat nadany ten ciagg kodowy,
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- strona nadawca ~ -strona odbiorem "'
, ittamik™
H~ED- }
E3~ E]-
kanad
E3- E ) birami HZEZE3-EE3
odowy .
E 3- rwdanf aktrktnia ray KEH3-E3
i 1t a +

kod kod Arf kod
BK» W KU om

Rys. 2. Uktad nadawania i odbioru informacji za pomoce kodu nadmiarowego.

UPK — uk#ad przetacznikéw i komparatoréw, UPD - uktad podejmowania decy-
zji. Bloki UPK i UPD symbolizuje, ze dekodowanie oparte jest na zasadzie
najwiekszego podobienstwa

ktéry Jest od ciegu odebranego najmniej odlegty, czyli inaczej, do ciegu
odebranego najbardziej podobny, a wiec ze dekodowanie odbywa Sie na zasa-
dzie najwiekszego podobienstwa. Oako cleg nadany zostaje uznany ten z po-
réwnywanych ciegéw kodu NM, Kktéory Jeat odlegty od ciegu badanego o nie
wiecej niz ~ dnln, gdzie dnln - minimalna odlegto$¢ w kodzie NM.
"Stowniki*“, o ktérych mowa wyzej, (rye. 2) mozna nieco uproscié¢ przez
odpowiednie przyporzedkowanie cieg6w nadmiarowych ciegom beznadmlarowym i
na odwrot. Chodzi o to, zeby oieg beznadmiarowy byt przedrostkiem przypo-
rzagdkowanego mu ciegu nadmiarowego. Zilustrowana to na przyktadzie kodu
ze str. 2. ze zmienionym przyporzedkowaniam ciegéw kodu NM i kodu BNM

»1 *2 *3 c1 °2 C3 °4

"ooi *ooinoo\ o o 1 11 0 o0
010*™0i1i0il1l1lo o 1 o0 11 1 o0
Oii.O0iloo0O1 o 1 1 o 0o 0 1
100.1000110 10 o o 1 1 0
101.1010011 10 1 o 0 1 1
11 1**1 111111 f i i 101 1 1
kod BNM kod NM vkod BNM
kod NM

Taka forma zapisu sktania do wyrazenia wartos$ci pozycji nadmiarowych w
postaci funkcji pozycji informacyjnych, a wiec - przy oznaczeniach Jak wy-

zej - w poatacii f(aj); i wm1,2,3: j “ 1,2,3,4. Tak wiec np.:

°] «“ *x1*2%*3 © *1*2*3 © *]*Q*3*

gdzla © - operacja sumowania mod. 2 Uwzgledniajec, ze a » 10a i prze-
noszagc wszystkie wyrazy na lewe strone, mamy dla Cj,c2 >03 1 04 nastepujag-
ce zaleznoscii
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ci ©a © b3- © al1a2 ©a N © an*n » -0
Cc_ © a. © a2 © 8, - s2-0

)
c3 ©al © a2 © a2a3 “ s3“0

°4 © ala3 © a2a3 © 81B2a3 “S4 "0

Oaje to podstawe do innego - w atoeunku do przedstawionego na rys. j2 -
sposobu kodowania: znajomo$¢ warto$ci pozycji informacyjnych pozwala od
razu okresli¢ caty cieg kodowy.

Wyrazenia wiezece ¢~ z ai (wzér (1)), oznaczylismy przez bjl; dla
omawianych warunkéw se one roéwne zeru. Przestaje to by¢ stuszne w przypad-
ku wystepowania pojedynczych bi#edéw w ciegu kodowym. W omawianym przykta-
dowo kodzie wartosci sA obliczone z (1) dla przypsdkéw wystepienia bie-
du na tej samej pozycji se zalezne od nadanego ciegu. Oznacza to, ze war-
toSci s, nie se jednoznacznie zwiezane z okreslone btedne pozycje i tym
samym nie stanowie podstawy do lokalizacji btedu.

2. KODY LINIOWE I ICH OPIS MACIERZOWY

Préby zbudowania kodu o n«=6, Woin = dmiﬁ
weddug ryB. 1, doprowadzity do nastepujecych 3 przypadkéw:

@ (b) ©

8i e2 83 Cl C2 c3 al a2 B3 Cl °2 °3
Vi 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 O 0O 0 X ,1 0 i
v? 0 1 O 1 0 1 0 1 O X 1 0 0O 1 0 0 1 1
V3 0 1 1 1 1 O 0O 1 1« 0 1 1 1 0 0 1 0 1
va 1 0 O 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 O
VS 1 0 1 1 0 ,1 1 0 1 i 1 0 11 1 0 0 1
Vi % 1 0 0o 1 1 1 i O 1 0 1
V7 VI 1 1 0 0 O 1 1 1 0O 0 O

kod BNM kod BNM kod BNM

v,
kod NM kod NM kod NM

Kazdy z tych kodéw mozemy oznaczy¢ krétko w postaci (n,k)=(6,3), gdzie
k oznacza liczbe pozycji kodu beznadmiarowego, ktére to pozycje mozemy
nazwa¢ pozycjami informacyjnymi a n-4eczne liczbe pozycji w kodzie nad-
miarowym.

Oesli chodzi o kody (a) i (b), to zauwazamy, ze kazdu cieg da sie tu
wyrazi¢ przez sume 2 innych ciegéw tego samego kodu,przy czym sumowanie 2
ciegbéw sprowadza sie do sumowania mod 2 poszczegdlnych pozycji; jest wiec

np. v3 " vi +v2" vi " vs + v7" 1itd-» a wiec waga danego ciegu kodowe-
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go Jest odlegtoscie dwu innych ciegéw; w rezultacie zechodzi tu dnin -
''wmin® ~eot to ceche kodéw liniowych, ktérych kody (@) i (b) se szcze-
gélnymi przypadkami. tatwo stwierdzi¢. Ze kod (c) i kod podany na etr. 21
nie se kodami liniowymi.

Postepujec podobnie jak w p. 1 moiemy stwierdzi¢, Ze w przypadku ko-
déw liniowych zaleZnoéci ct « Main prostymi funkcjami; np. dla ko-
du (a) zachodzi:

»l 0 a2
»1 © as (2)
8. © a.

co prowadzi do prostej realizacji uktadowej zwiezanej z operacje kodowa-
nia.

Dalej wprowadzajec oznaczenia:

al © a2 o . = 81
al © a5 0 o, x4 O
az © 3% 0 o3« a3

tatwo stwierdzimy. Ze wystepienie 1 btedu na dowolnej pozycji ciegu daje
inne wsrtoéci ciegéw ®i82a3s

b!ed na pozycji wartos¢ ciegu
ciegu kodu (a) L s2 a3
brak btedow
al
ao

O O B O B + O >

co daje podstawe do lokalizacji pojedynczych btedow.
Zaleznos$ci (2) moZemy zapisa¢ w nieco zmienionej postaci:

a..1. © a .1 © a,.0 © c..1 © 2.O © 0 -0
aj.1 © a2-00 a3.1 © 0”0 © o02.1 © Cj.0 -0 (©)

a0 © a2.1©® asz.l. © ci1.0 © c2.0 © c3.1 «o

co moZna traktowa¢ Jako rozpisanie iloczynu macierzowego:
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10 1

is)
0 10
001

gdzie pierwsza Macierz Jest ogo6lnym zapisem ciegu kodowego, a druga jest
transpozycje tzw. macierzy kontrolnej Hi

0 1 (O)

ztozonej ze wspoiczynnikéw przy aA w réwnaniach (4); zero z prawej stro-
ny zalotnosci (5) jest macierze wierszowe zdoZone z 3 zer. Zaletno¢é¢ ()
s6wl, Ze katdy cleg kodowy jest ortogonalny do kaZdej kolumny macierzy H.

Oznaczajec kolumny macierzy H przez- ki, 1 < 1,2,...6, zauwsZamy,
Ze aotemy utworzy¢ 7 kombinacji liniowych takich kolumn, ktérych suma da-
je kolumne zerowe (np. kj+kj+kg-0, kj+kg+kg+kg-O ltd.) i Ze numery tych
kolumn pokrywaje *1? z numerami pozycji, na ktérych w ciegach kodowych
znajduje sie Jedynki. W szczeg6lnosci najmniejsza liczba liniowo zalezZ-
nych kolumn macierzy H jest réwna najmniejszej liczbie Jedynek ciegu ko-
dowego, a wlec rowna wadze kodu, decydujecej o zdolnos$ci korekcyjnej.

Wyzej oméwiona whasciwos¢ macierzy H ma charakter ogélny i w istocie
synteza kodu o zadanej woin sprowadza sie do syntezy macierzy kontrol-
nej H takiej, Ze ketda kombinacja kolumn Jest liniowo niezalez-
na.

Kolumny macierzy kontrolnej H, wz6r (6), motamy traktowaé¢ Jako binar-
ny ZBpis liczb 1-6 albo Jako zbiér 6 zerojedynkowych kombinacji na 3
pozycjaoh. Macierz, ktoéorej kolumnami se wszystkie 3-pozycyjne niezerowe
kombinacje zerojedynkowe Jest macierze kontrole kodu Hammings (n,k)«(7,4).
Ogélnie, macierz H, wykorzystujaca wszystkie niezerowe kombinacje na m
pozycjach. Jest macierze kontrolne Hamminga (n,k) - (2B-1, 2*-1-m) £I1].

Dla kodu (n,k) m (7,4) mamy:

10 0 10 11
H- 0101110 )

0 0 10 111

Wyszukujec zalotnos$ci liniowe miedzy kolumnami tej macierzy mozemy o-
kresli¢ 15 ciegbéw kodowych, z ktérych 4 liniowo niezaleZne tworze macierz
generujece:



0 z4ozono$ci zwiezanej z realizacje.. 27

°1 °2 °3 81 a2 a3 a4

1 1 0o 0 O
1 0O 1+ 0 o
(8)
1 o] 1 0
0 o 0 1

W macierzy tej ostatnie 4 pozycje se pozycjami informaoyjnymi, a pierw-
sze 3 - nadmiarowymij ich zwiezek - stanowiecy podstswe uktadowej reali-
zacji operacji kodowania - znsjdujemy na podstawie zaleznosci:

0, (€))

gdzie v - wektor kodowy. Dowolny bted mozna wyrazi¢ w postaci ciegu e,
o ddugosci n, z jedynkami na btednych pozycjach. W efekcie btedny cieg
bedzie = v+e. Cieg ton pomnozony przez HT daje:

v bH (v+e)HT v HT + e HT e H (10)

Efektem pomnozenia jw. jest tzw. syndrom, ktéry dla przypadku kodu
(7,4) jest ciegiem zerojedynkowym o d#ugosci 3. Wystepienie pojedynczego
btedu daje syndrom pokrywajecy sie z kolumne macierzy H, o numerze réwnym
numerowi btednej pozycji. Daje to podstawe do dekodowania, czyli do loka-
lizacji btedu. Wystepienie wiekszej liczby btedéw daje syndrom bedecy su-
me kolumn o numerach pokrywajecych sie z numerami btednych pozycji.

Tego rodzaju rozwazania pozwalaje wyciegneé¢ wnioski dotyczece zdolno-
Sci korekcyjnej i detekcyjnej kodu. Istotne ceche kodéw Hamminga (n,k) =
= (2n-1, 2m-1-m) Jest to, ze kazdy z ciegdéw o ddugosci n Jest albo cie-
giem kodowym albo ciegiem odlegdym od ktérego$s z ciegbébw kodowych o 1. Moz-
na to dla kodéw Hamminga wyrazi¢ w postaci:

[F ] e
Dest to szczeg6lny przypadek zaleznosci wyrazajecej warunek konieczny ko-
rygowalnosci przez kod n,k t biedow:

a" (1)

Przypadek kiedy obie strony se powiezane ze sobe znakiem réwnosci dotyczy
tzw. kodow Scisle upakowanych. Do takich kodéw naleze omawiane kody Ham-
minga oraz kod Golaya (n,k) < (23,12).
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Macierz« kontrolna kodéw Hamminga (n,k) » (2B-1, 2n-i-m) mozna trakto-
wa¢ Jako macierze generujace kody dualne wzgledem kodéw Hamminga, a mia-
nowicie kody (n,k) » (2B-l,ra>. Kody ta cechuja gls tym, ze waga wszyet-
kich ciagow ianego kodu jest taka sama 1 réwna ; wynikajaca z tego
duia zdolno$¢ korekcyjna, t m 2 , Jest optacona duzg nadmiarowoscie.

Wyrazenie w nawiasach kwadratowych wzoru (Il) okresla 1liczbe wartosci
syndroméw umozliwiajgcych wyznaczenie potozenia btednych pozycji. Wyko-
rzystanie tej whasciwosci do korygowania bdedéw w kodach dualnych by+oby
zwigzane z realizacja uktadu dekodujacego o r m n-k wejsciach i 1 wyj-
Sciach, dotgczonych do n-wyjsSciowej pamieci statej, gdzie:

>- (1) -0 0 xRS

Rys, 3. Blokowy schemat uk#adu logicznego lokalizujgcego btedy w kodzie

liniowym n,k. Bdedne pozycje wyznaczane ne podstawia syndromu a a....a
pojawiajg sie ne odp. liniach ze zbioru zo ,z1,,.. r mn2k r
-- [0 0 11 ~ *r

Daje to wprawdzie prostg strukture logiczng,(rys. 3), ale liczba zaan-
gazowanych do tego elementéw jest - Juz od m-4, a wiec od kodu (15,4),
kiedy 1 m 1926 - bardzo duza. W tym aspekcie procedura lokalizacji bte-
déw, opsrta na zasadzie najwiekszego podobieristwa (rys. 2). okazuje sieg
bardzo prosta;

Reasumujac dotychczasowe rozwazania mozemy stwierdzié¢, ze kody Hammin-
ga i kody wzgledem nich dualne mozna pod wzgledem ztozonos$ci uktadowej,
dotyczacej lokalizacji btedéw, traktowaé¢ jako dwie skrajnosci; w pierw-
szym przypadku dekodowanie, oparte na uktadach logicznych, jest uzasadnio-
ne nawet dla duzych _n; korygowanie b#edéw w kodach dualnych do kodow
Hsmminge sensownie Jsst oprze¢ na metodzie poréwnywania z ciggami kodowy-
mi (rya. 2).
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3. KODY CYKLICZNE

Poczawszy od tego punktu bedziomy zajmowaé¢ sie tylko kodami cykliczny-
mi; ciegi kodowe o ddugosci n bedziemy oznacza¢ symbolami a”a”e”,...

.,an_1 i zaktada¢. Ze pierwsze elementy ciegu, a wiec , se
pozycjami kontrolnymi, a pozostate stanowie informacje.

Nazwa "kody cykliczne"jblerze sie sted, Ze jezeli elementy ciegu ta-
kiego kodu roztozymy w réwnych odstepach na okregu, to dowolne cykliczne
przesunigcie ciegu w lewo lub w prawo Jest znowu ciegiem kodowym. Tak np.
dla kodu (15,4) dualnego wzgledem kodu Hamminga (15,11), bytoby;

1000111 10101100

A U N \\ A (13)
0\10001111010110

W efekcie do opisu kodu wystarczy zna¢ tylko 1 jego cleg.

Dodawanie ciegdéw przypomina dodawania wielomianéw; w istocie wielomia-
ny mozna traktowa¢ jako pewien spos6b zapisu ciegéw [2]. W intereeujecych
nas przypadkach bytyby to wielomiany nad GF(2). Tak wiec cieg kodowy o
ddugosci n °oal *"an-1 w zapisie wielomianowym miatby postac¢: aQ+qix+
+...+an_ixn_1. Nie Jest to tylko czysta formalnos$¢; wykorzystanie nie-
ktérych whasciwosci -wielmlenéw prowadzi do waznych wnioskow dotyczecych
kodéw. W szczego6lnosci kody Hamminga (n,k) « (2W-1, 2n-1-m) mozna gene-
rowa¢ ze pomoce tzw. wielomianéw pierwotnych stopnia m; tak nazywamy wie-
lomiany, ktére se dzielnikami dwumianu xn+l, gdzie n«2n-1 i zadnego
innego dwumianu stopnia mniejszego niz n. Wkasciwosé ta determinuje
wmln“3 tych kodéw. Kazdy wielomian pierwotny Jest nierozktadalny ale nie
odwrotnie. Wielomiany niepierwotne stopnia m se dzielnikami dwumianu
xn+l, gdzie n jest dzielnikiem liczby 2n-1. Méwi to, ze kody generowa-
ne przez wielomiany niepierwotne maje¢ wage nie mniejsze niz 3, a wiec ze
kazdy z nich koryguje nie mniej niz 1 bied.

Réwniez *atwo Jest wywnioskowaé, ze kod generowany przez wielomiany:

gy m (I+x) . w(x), (¢%))

gdzie w(x) jest wielomianem nierozktedelnym stopnia m, ma wage nie
mniejsze niz 4..

o liczbie wielomian6w pierwotnych i niepierwotnych stopnia m mozna
wnioskowaé na podstawie znajomos$ci liczb m 1 n»2 -1, 1 badania wkasci-
wosci dwumianu xn+l. Kazdy taki wielomian jest podzielny przez x+l wiec
suma poteg pozostatyoh dzielnikéw musi by¢é réwna 2B-2. WSréd liczb m i
n«2s_1 mozna wydzieli¢ 3 grupy:

D m 1 2°—-1 se liczbami pierwszymi,
2) m jest liczbe plerwsze, e Mg jest rozktadalne,
3) a i 2*-i1 se rozktadalne.
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Dla pierwszego przypadku wszystkie dzielniki wielomianu xn+l se wielo-
mianami pierwotnymi stopnia m; ich liczba jest:

b -~2. (15)

Przypadek ten zachodzi dla m » 3,5,7,13 i in.

W dwu pozostatych przypadkach do okreslenia liczby pierwotnych i nie-
pierwotnych wielomianéw wykorzystuje sige m.in. wzory Eulera i Mobiusa [3]
Warto tu zaznaczy¢, ze wSrdéd 10 wielomianéw niepierwotnych stopnia 11 m=1l
n-211-1 m 2047 se 2 takie, ktdére generuje kod Golaya (n,k) « (23,12),
umozliwiajecy korygowanie 3 bt#edéw, Gest to obok kod6éw Hamminga, genero-
wanych przez wielomiany pierwotne, jedyny przypadek kodu $cisle upakowa-

nego [I] :

*23-** [ra* ra* @ * ei)j - essse

Oezeli przez p(x) oznaczymy wielomian pierwotny stopnia m, a wiec
wielomian generujecy cykliczny kod Hamminga (2 -1, 2m-1-m) , to wielo-
mian generujecy kod cykliczny (n,k) = (@2m-1,m), bedecy kodem dualnym
wzgledem kodu Hamminga, bedzie:

hG) “w 1* an

W obu przypadkach jak i we wszystkich przypadkach kiedy kod jest gene-
rowany przez dowolny iloczyn wielomianéw nierozktadalnych stopnia m, wsrod
ktérych znBjduje sie co najmniej 1 wielomian pierwotny, zachodzi xn=I,
n»2rx-l, co m.in, oznacza, ze ostatni element wielomianu - w wyniku cyk-
licznego przesuniecia - przechodzi na pozycje pierwsze. Oezeli kod jest
generowany przez wielomian g(x) (x*+1), gdzie 1](2m+l), to zachodzi
XI»t,

4. ZAGADNIENIE DEKODOWANIA W KODACH BCH

Kody Hamminga (n,k) = (2n-I, 2B-1-m), kody wzgledem nich dualne
(n,k) = i kody ganerowene przez wielomiany niepierwotne naleze
do klasy kodéw BCH. Kody te opisuje sie ze pomoce pierwiastkow wielomia-
néw generujecych; pierwiastki te mozna wyrazié¢ przez potegi elementu cf ,
bedecego pierwiastkiem dowolnego wielomianu pierwotnego stopnia m. W
szczegb6lnosci oe i wszystkie Jego potegi az do 2m-1 se pierwiastkami xn+l
gdzie n » 2m-1.
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m

Kody BCH se generowane przez ¢g(x), ktérego pierwiastkami se oe °

m +1 m +d-2
e 0 ; se to kody o dtugosci n = 2m-1. Inne klase kodéw BCH
m m +1 m +d-2
ae kody generowane przez g(x) o pierwiastkach P , J?°

gdzie - pierwiastek wielomianu stopnia m nierozktadalnego niepierwot-
negoj ciegi takiego kodu maje dfugos¢ n take, ze xn=1, n](2m-1). mQ mo-
ze przyjmowaé¢ wartosci 0,1,2....... Tak zdefiniowane kody maje dmin“2t+2
dla m0=° lub 2t+1 dla mo=1,2,...; dowdd tego oparty jest na whasci-

wosciach wyznacznika Vandermonde®a [4], Proces lokalizowania b4edéw w cie-
gach kodéw BCH, oparty na metodzie Petersona [1] , Jest dos¢ ztozony: wy-
maga wyznaczenia wartosci badanych wielomianéw dla pierwiastkéw wielomia-
nu generujecego, badania na osobliwo$¢ wyznacznika stopnia t, rozwieza-
nia uktadu réwnan liniowych o t niewiadomych jl rozwlezania 1 réwnania
nieliniowego stopnia t. Modyfikacja tej metody, p.np. [5], prowadze do
pewnych uproszczen ale zawsze konieczne Jest znajdowanie wartosci vb(X)
dla pierwiastkéw g(x) oraz badanie wyznacznikéw, czesto wielokrotne. W
kazdym przypadku konieczna Jest operacja dzielenia vb(x) przez g(x). Ope-
racja ta realizowana Jest w n taktach, gdzie n jest dtugosScie kodu.
Warto tu wspomnieé, ze istnieje uproszczona metoda lokalizacji btedow
w kodach cyklicznych [5] ale metoda ta - atrakcyjna ze wzgledu na duze

Rys. 4. Uk#ad umozliwiajecy lokalizowanie b#edéw w vb(x) na podstawie po-
réownywania generowanych w RIfREi...,Rt reszt ri,r2,...,rt wielomianow
btedéw z reszte r”~, znajdujece sie w R*. R3 - rozdzielacz Jedynek, R" -

rejestr z liniowym sprzezeniem zwrotnym do wyznaczania reszty z wielomia-
nu dzielonego przez wielomian generujecy kod
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szybko$¢ dziatania 1 nieskomplikowana oprzyrzadowanie - nie pozwala na

petne wykorzystanie korekcyjnych zdolnosci kodéw BCH. Wady tej nie po-

siada metoda, ktdérg mozna nazwa¢ komparatorowg; jej przedstawienie Jeat

zasadniczym celem niniejszej pracy. Istota tej metody sprowadza sie do

porownywanie syndromu badanego wielomianu, a wiec Rg[v*(x)J , z syndroma-

mi kolejno generowanych bd#edéw. W hardwsreowo najprostszym przypadku spro-
wadzatoby sie to do budowy t uktadéw dzielecych przez g(x) (tj. iprzez,
wielomian generujecy kod) i uktadu generujacego impulsy taktujace o cze-

stotliwosciach fo, *°/n, ~°/n2 ,..., ~°/nt 1.

Odpowiedni uktad przedstawiony jest na rys. 4. Clego praca wygladataby
nastepujaco: w momencie wystapienia pierwszego taktu do pierwszej komoérki
uktadu Rj, tj. uktadu do wyznaczania reszty z podzielenia przez g(x),
zostaje wpisana jedynka; poczawszy od tego momentu rejestr pracuje auto-
nomicznie, podajac po kazdym takcie stan, jaki otrzymalibys$my dzielac po-
jedynczy bdad przesuwajacy sie po kazdym takcie o 1 miejsce w prawo; Jest
to afektem zaleznos$ci:

x.Rg[e(x)J « Rg[x.e(xj), (18)

gdzie e(x) jest wielomianem btedéw, a Rg jest reszte z podzielenia
wielomianu zawartego w nawiasach przez g(x). W czasie odpowiadajacym n
taktom zostaja wiec wygenerowane syndromy wszystkich pojedynczych bdedéw.
W (n+l1)-ym takcie w R~ wystepuje jedynka w pierwszej komérce i jedno-
cze$nie zostaje podana jedynka do pierwszej komérki rejestru R2, takto-
wanego z czestotliwoscig n vrazy mniejsze w stosunku do czestotliwosci
taktowania rejestru R. , a wiec z czestotliwos$cig *°/n.

Liczac od momentu wystgpienia (n+l)-go taktu - po n2 taktach zostaja
wygenerowane syndromy wszystkich podwéjnych bdedéw. Kontynuujgc te mysl
stwierdzimy, ze w ciggu nastepnych ns ,nsa ,,..,Nnr taktow zostaje wygene-
rowane syndromy wszystkich bded6éw odpowiednio o krotnosci 3,4,...,t.

Btedy, ktérych syndromy sa w omawianym uktadzie wyznaczane, mozna za-
pisa¢ w postaci macierzy o t wierszach

wilersz
Al A2 NS ERN 1
0 2
A« O 0 3 19

gdzie:

Aj w» [1I 2 ... n] (20)
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A A,
A ! ! (21)
1 2 .- n
(22)
(23)
przy czyn w macierzy A oraz w Macierzach A2, A”~,... eynbole 0,1,2,...
oznaczaja Macierze ztozone odpowiednio wytgcznie z elementéw 0,1,2,...

Tak np. dla t»2 bytobyt

AN £l 2 .. nj

btednej pozycji w ciggu pojedynczych btedéw. Kazdy z tych ciegdbw - wyra-
zony w poetaci wielomianu — Jeet dzielony w Rj przez wielomian generu-
jacy g(x). Odpowiednie reszty z podzielenie, por. rye. 4, ee po kazdym
takcie sumowane mod 2 i poréwnywane z reszte znajdujece ale w rejestrze

Rb, to jest z reezte otrzymane z podzielenia wielomianu badanego v fa(x)
przez g(x).
Procedura dekodowania konczy aie w momencie, kiedy wynik pordéwnanie

Jeet roéwny zero, co wykryte przez element NOR powoduje zablokowanie ge-
neratora impulséw taktujecych. Taka procedura generowania btedéw jest bar-
dzo prosta w realizacji, ale liczba taktéw potrzebna do wygenerowania wszy-
stkich kombinacji btedéw o krotnosci 1,2,...,t joat raczej duza, bo wyno-
si  nt+nt-1+,..n. Oes$li zatozy¢ roéwnomierny rozktad t btedéw w ciegu
kodowym o d#ugosci n, to mozna szacowac¢, ze Srednia liczba taktow po-
trzebna do dekodowania bedzie rdéwna ~/Z n*.

Nietrudno zauwazyé, ze przy oméwionym sposobie generowanie bdedéw duza
ilos¢ kombinacji btedéw powtarza sie, z czym zwiezany Jest zbedny czas
testowania. Przy pewnej komplikacji uktadowej mozna wunikneé powtarzania

— zy zatozeniu Jak wyzej - prowadzi do potrzeby generowania $rednio
impulséw. Liczba ta moze Jeszcze okaza¢ sie za duza, szczegolnie
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w przypadkach kiedy lokalizowanie btedéw ma odbywaé¢ sie z nieduzym op6z-
nieniem. W efekcie o uzytecznosci zaprezentowanej metody lokalizowania ble-
déw decyduje - przy danym n i t - szybko$¢ przekazywania informacji i
organizacja Jej wymiany -miedzy stacje nadawcze i odbiorcze.
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O CJIOBHOC1H C3H3AHHOO C PEAJffI3A®IEE roEHTOgHHX KOflOB

P e3uae

TjiaBHOJ} uejihs HaciOAinei paOOTH HEzaeTCfl npencTaBzeHHe hoboto ueToaa fle-
KOflHpOBaHHa H30OHTOHHLIX HHKJIHHeCKHX KOfIOB, OCOOeHHO KOflIOB EHX. 3t'0T UeTOZ
OCHOBaH Ha reHepHpOBaHKH CHHflpOMOB UHOrOHZeHOB OffIHOOK H HX CpaBHeHHH C CHH-
ApoMOM H3ynaeidoro uHoronzeHa. Meio® peazusyeica zerzo, ho Bpewn, HeoCxozK-
Moe zzz HcnpaBzeHHH ohih6ok npn 6ozbmoii jymae koaobkx cjiob h npa Ooztihom hhc-
ze HonpaBzaeMhix zozou ohhOok, Mojzei 6htt Sozmihm, a sto siostei bzhhtb Ha op—
raHH3auHB ofiMeHa HH$opManHefi

ON COMPLEXITY CONNECTED WITH REDUNDANT CODES REALIZATION

Summary

First this paper presents an unformalized way of selecting binary se-
quences with a prescribed Hamming distance, i.e. of forming redundant
codes. By means of this method, the nonlinear codes.can be synthetized;
it is shown that in such cases the redundant positions of the code se-
quences are nonlinear boolean functions of the information digits, this
being of no practical use in correcting the erronous positions of the
tested sequences. In the effect, decoding is possible only by comparing of
the received sequence with the stored code words; this lesds to the maxi-
mum likelihood decoding method.
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It turns out that by applying the algorithm shown in Fig X, the
synthetized codes are in some cases linear. These codes are outlined in
par. 2 of the paper. Two extreme classes of linear codes are shown for
lluustration: the one-error-correcting closely-packed Hamming codes (n,k)«
= (2r1, 2°-1-m), and their duals (n,k) = (@2m-1,m) characterized, for a
given m, by the largest possible, and the same, weight of all the code
words. The implementation of these codes can, in principle, be based on
logical elements so that decoding takes place in one step. This way of

decoding is very attractive because of its simplicity but it is Justifi-

able only for codes similar to Hamming codes; it 1is so because of the
bulk of elements needed for the circuitry, see Fig 3, which grows rapidly
with the growing number of correctable errors. In the effect, the simple

method implemented as shown in Fig 2 turns out to be noteworthy for the
case of rather small number of code words, this refers for inst. to the
codes dual the Hamming codes.

The main part of the paper refers to the BCH codes which belong to the
class of cyclic codes, and which comprise good many of codes as for inst.
the above mentioned Hamming codes and their duals. One can say that the
decoding procedure of these codes given by Peterson [I1], and all modi-
fications of this procedure are sohpisticated, and require a lot of alge-
braic operations; thus, o search for simpler methods is plausible. In the
paper a new (the best, in suthor’s conniction) decoding method is presen-
ted. It resolves itself to comparison of the syndrome of the tested po-
Iynomial with syndromes of sequentially generated error polynomials. The
generation of the syndromes of errors is simple because of the relation:

Rg [x,e(x) ® x.Rg[e(¥] ,

where
e(x) » error polynomial,
RGLF(x)] = F(x)mod g(x)-

The number and types of circuits needed for implementation of the methed
was given. The number of steps necessary for completing of the decoding
procedure was estimated; as this number may be large, some hints refer-
ring to the applicability of the presented method are given.



