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WŁASNOŚCI w i ą z a ń  z a k a z a n y c h  WIELOARGUMENTOWYCH 
W FUNKC3ACH LOGICZNYCH NIEZUPEŁNIE OKREŚLONYCH

Streszczenie. Omówiono metodę minimalizacji słabo określonych 
funkcji logicznych, tworzęcych więżenia zakazane wieloargumentowe
[4]. Podano algorytmy minimalizacji i przykłady rozwięzen. Na ich 
tle omówiono niektóre problemy techniczne operacji -minimalizacyj- 
nych.

Więzania zakazane, wyprowadzone w pracach [2], £3], okazały się bar­
dzo skutecznym elementem minimalizacji funkcji logicznych słabo określo­
nych [8]1. Omówione tam więżenie zakazane obejmuje składnik jedynkowy 1 
zerowy sumoiloczynowej postaci kanonicznej funkcji wg zaleiności:

ABCD ... + A§CD ... « {B + B)ACO ... (l)
' 1 O '

Udowoniono, Ze w takiej zależności B Jeet quaai-implikanten, który 
po zredukowaniu, w przypadku braku dalszych więzaó zakazanych, jest im- 
plikantem prostym, pochłaniajęcym określony składnik jedynkowy postaci ka­
nonicznej. Zaproponowana w pracy £3} metoda minlmalizocj i drogę redukcji 
quasi-implikantów uzyskanych z więzań zakazanych nie może być wykorzysta­
na w tych przypadkach, gdy minimalizowana funkcja nie tworzy takich wię­
zań zakazanych, Więzania zakazane wg zależności (l) nazwiemy więżeniem po­
jedynczym, gdyż więżę ono tylko jeden argument jedynkowego i zerowego 
składnika postaci kanonicznej (w przypadku zależności (i) argument B).

Istnieć mogę Jednak funkcje słabo określone, w których więzania zaka­
zane pojedyncze nie występuję. Przykład takiej funkcji przedstawia siat­
ka Karnaugha na rysunku i. W  przypadku prostej funkcji o kilku argumen­
tach wygodny sposób minimalizacji przedstawiaję siatki Karnaugha. Zmini­
malizowana tę metodę funkcja wg rysunku 1 byłaby określona zależnościę:

F -  E ♦ Xb (Z)

Ponieważ do minimalnej postaci nie weszły argumenty CiD, więc wynika­
łoby stęd, że funkcja jest od tych argumentów niezależna i Jest równoważ-
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na funkcji trójargumentowej przedstawionej na rysunku 2 [4]. Podgrupy mi- 
nimalizacyjne obu tych funkcji według rysunku 1 i 2) prowadzę do tej sa­

mej postaci minimalnej (2 ). Sche­
mat tak zminimalizowanego układu 
(rys. 3) dowodzi w oczywisty spo­
sób zbędności argumentów CiD. 
Y/ynika bowiem zarówno z zależno­
ści (2 ) jak i z rysunku 3, Ze na 
wyjściu układu pojawi się sygnał 
1 po zadziałaniu samBgo tylko e- 
lementu E lub samego tylko ele­
mentu B, przy równoczesnym nie- 
działaniu A. Trudności wizualne­
go wyznaczania podgrup w siat­
kach Karnaugha nawet przy małej 
ilości argumentów funkcji przed­
stawia z kolei układ wg rysunku 

4. Najskuteczniej zminimalizowana zostanie funkcja w wyniku utworzenia pod­
grup np. jak na rysunku 4, do postaci:

0 1

1 1

0 0

Rys. 1. Siatka Karnaugha funkcji lo­
gicznej bez więzań zakazanych poje­

dynczych

AE + CE (3)
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Rys. 2. Siatka Karnaugha funkcji 
logicznej wg rysunku 1 po wyeli­
minowaniu zbędnych argumentów

CDE

Rys. 3. Schemat układu wg rysun­
ku 2
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Rys. 4. Siatka Karnaugha funkcji logicznej bez więzart zakazanych pojedyn­
czych
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Rys. 5. Siatka Karnaugha 
funkcji logicznej wg ry­
sunku 4 po wyeliminowa­
niu zbędnych argumentów

Z zapisu zminimalizowanej postaci funkcji wynika jednak znowu, że jest 
to funkcja tylko trzech argumentów (ACE), c o  potwlardze siatka na rysun­

ku 5. Minimolizujęc układ wg tej siatki do­
chodzimy również do wyniku przedstawionego w 
wyrażeniu (3). Załóżmy jednak, że informacja 
o zbędności elementów B i □ w układzie według 
rysunku 3 nie Jest znane i spróbujmy ułożyć 
tablicę rsdukcyjnę pięcioargumentowę (tabl.l). 
Po ułożeniu tablicy składników jedynkowych i 
zerowych i wyznaczeniu indeksów Jedynkowych 
stwierdzimy, że w tablicy tej brak Jest wią­
zań zakazanych pojedynczych. Wyznaczmy wobec 
tego więżenia zakazane podwójne. Wynikaję z 
nich cztery quasi-implikanty podwójne.

Dwa z nich w wierszach 2 i 3 pochłaniaję
również zerowy składnik w wierszu 9, czyli

nie sę impllkantami prostymi i wymagają redukcji. Natomiast quasi-impli- 
kanty w wierszach 1 i 4 sę wynikiem dwu wiązań podwójnych w każdym z wier­
szy. Uzasadnienie metody postępowania w przypadku wyznaczania implikantów 
prostych z wiązań zakazanych poprzedzimy poniższymi rozważaniami teore­
tycznymi, dotyczącymi słabo określonych funkcji logicznych.

Załóżmy, że funkcja sżeścio- 
argumentowa zawiera Jeden tyl­
ko składnik Jedynkowy (rys. 6) 
oraz jeden składnik zerowy.
Kratki puste sę skłanikami o-
bojętnymi. Z tablicy redukcyj­
nej 2 wynika, że tworzą one wią­
zanie zakazane podwójne BE, 
czyli quBsi-implikantem podwój­
nym Jest iloczyn logiczny BE. 
Duż jednak spojrzenie na rysu­
nek 6 pozwala stwierdzić, że 
tak sformułowana funkcja ma 
dwa implikanty proste (na ry­
sunku 6 dwie podgrupy), a mia­
nowicie implikant prosty B o- 
raz implikant prosty E, Zazna­
czono, Je podgrupami na rysun­
ku 6. Przed sformułowaniem wy­

nikających z tej konstatacji 
wniosków ogólnych rozważmy ay-

Rys. 6. Siatka Karnaugha funkcji złożo­
nej z jednego wiązania zakazanego po­

dwójnego

ttiację (rys. 7a) w której funkcja zawiera jeden składnik Jedynkowy i dwa, 
tym razem, składniki zerowe, tworzące ze składnikiem Jedynkowym dwa różne



Tablica 1

Tablica redukoyjna funkcji bez wlęzari zakazanych pojedynczych
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Rya. 7. Siatki Karnaugha funkcji złożonych z dwu wiązań zakazanych po­
dwój nych

a) dwa różne wiązania zakazane podwójne, h } inne dwa różno wiązania zaka­
zane podwójne, o) dwa wiązania zakazane podwójne z jednym wspólnym argu-

nanten wiązanym
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Tablica 2 . 
Tablica redukcyjna funkcji wg rysunku 6
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Tablica 3

Tablice redukcyjne funkcji z więzaniami zakazanymi podwójnymi 
a) wg rysunku 7a , b) wg rysunku 7b, c) tog rysunku 7c

a)

więzania zakazane podwójne (tabl, 3a). Po wykonaniu więzań zakazanych 
stwierdzamy tym razem powstanie guesi-implikanta ACEF, który jest wyni­
kiem istnienia w wierszu Jedynkowym dwu więzań podwójnych, a mianowicie 
więżenia AC i więżenia EF. I znowu spojrzenie na rysunek 7a pozwala stwier­
dzić, że można w nim utworzyć cztery równoważne podgrupy odpowiadajęce im- 
plikantom prostym. Sę nimi podgrupy: AE, A F , CE 1 CF. Podgrupy te zazna­
czono narysunku 7a.

Inne dwa podobne przypadku dwu więzań podwójnych przedstawiaję odpo­
wiednio rysunki 7b,c orsz tablice redukcyjne 3b,c. W przypsdku tablicy 3b 
mamy znowu dwa więzania zakazane podwójne, dajęce czteroliterowe qU8si-im- 
plikanty i po cztery implikanty proste. Natomiast w tablicy 3c rozważono 
przypadek, gdy w wyniku dwu więzań podwójnych powstaje trójliterowy quasi- 
implikent, co spowodowane jest powtarzaniem się jednego argumentu (B) w  

obu więzaniach zakazanych podwójnych. Z rysunku 7c wynika, że istnieję tu 
tylko dwa implikanty proste: B oraz CF.

Dla wytłumaczenia zjawiska zacznijmy od funkcji wg rysunku 6 i tabli­
cy 2. Istnienie w tablicy 2 podwójnego więzania zakazanego oznacza, że 
przejście funkcji ze stanu 1 w sten 0 i na odwrót wymaga równoczesnej zmia­
ny stanu dwu argumentów BiE. Z pustych kratek na rys. 6 wynika zaś, że in­
ne zmiany sę tu niemożliwe, czyli inne składniki funkcji sę składnikami 
ob jętnymi, a funkcja Jest w ogóle niezależna od argumentów A,C,D 1 F i
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można ję przedstawić w postaci funkcji dwu argumentów BiE na rysunku B. 
Widać z niego również, że istnieję tu dws implikanty proste B i E ,  W ro­

zumowaniu układowym, wobec założonej ko­
niecznej równoczesności pracy obydwu elemen­
tów, działanie układu można uzależnić tylko 
od Jednego z nich, bo drugi programowo dzia­
ła równocześnie.

Oeśli takie samo rozumowanie odnieść do 
układu wg teblicy 3 a , to stwierdzić można, 
że do poprawnej pracy układu wystarczy teraz 
działanie jednego z elementów więzania zaka­
zanego podwójnego AC i Jednego elementu z 
drugiego więzania zakazanego podwójnego EF, 

Zatem implikantami prostymi funkcji będę tu: A E , A F , CE i CF. Fakt ten 
łatwo sprawdzić na rysunku 7a. Z podobnego rozumowania w tablicy 3b utwo­
rzyć można implikanty proste: AD, D F , AC i CF. Nieco inaczej przedstawia 
się sprawa w przypadku tablicy 3c. W wyniku dwu więzań zakazanych podwój­
nych otrzymaliśmy tu tylko trójargumentowy quasi-implikant, gdyż jeden z 
argumentów (b ) występuje w obu więzaniach. Z możliwych kombinacji iloczy­
nów pojedynczych argumentów obu więzań otrzymamy teraz dwa implikanty pro­
ste: B oraz CF.

Ola funkcji z więzaniami zakazanymi potrójnymi w oparciu o podobne ro­
zumowania wyniknie możliwość utworzenia trzech jednoargumentowych impli- 
kantów prostych, w przypadku istnienia jednego więzania zakazanego potrój­
nego (np. wg tablicy 4 a ) i dziewięciu dwuargumentowych ioplikantów pro-

Teblica 4
Tablice redukcyjne funkcji z więzaniami zakazanymi potrójnymi

a) z jednym więzanlem potrójnym, b) z dwoma różnymi więzaniami potrójny­
mi, c"5 z dwoma więzaniami potrójnymi o dwu wspólnych ergumentach więzanych

Rys. B. Siatka Karnaugha 
funkcji logicznej wg ry­
sunku 6 po wyeliminowaniu 
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atych w przypadku dwu różnych więzaó potrójnych (tabl. 4b). Deśli więza­
nia zakazane potrójne maję argumenty wspólne, to ilość implikantów pro­
stych będzie odpowiednio mniejsza. Dla dwu wspólnych argumentów dwu wię- 
zań zakazanych potrójnych możliwe będzie utworzenie tylko trzech implikan­
tów prostych Cnp. wg tablicy 4c będę to implikanty proste: AC, D i E).

W złożonych przypadkach funkcji zawierajęcych więcej zerowych i jedyn- 
kowych składników postsci kanonicznej sprawdzać trzeba czy implikant'wy­
znaczony w poprzednio omówiony sposób Jest rzeczywiście implikantem pro­
stym, to znaczy czynie pochłania on jakiegoś składnika zerowego. Deśli 
by tak było, to trzeba by go zredukować wg zerowej wagi argumentów w opar­
ciu o pomocniczę tablicę redukcyjnę. Może się zdarzyć, że żaden z impli­
kantów utworzonych w postaci iloczynu logicznego złożonego z pojedynczych 
argumentów poszczególnych więzaó zakazanych wieloargumentowych nie Jest 
implikantem prostym. Można wtedy utworzyć iloczyny logiczne złożone z po­
jedynczych argumentów więzaó zakazanych z dodatkiem drugiego argumentu któ­
regoś z więzaó itd. Załóżmy, np., że istnieję dwa więzania zakazane dwu- 
argumentowa AF i £5 i okazało się, że implikantem prostym nie Jest żaden 
z iloczynów dwuargumentowych a £, AD, C F , Bf . Wtedy sprawdzamy, czy nie sę 
implikantami prostymi wyrażenia: a Cf , a 5 f , a £5 lub £5f .

Ogólnie mówięc, implikant pro3 ty utworzyć można tylko z argumentów two- 
rzęcych ąuasi-implikant.

Operację polegajęcę na poszukiwaniu implikanta prostego wyższego stop­
nia niż quasi-impllkant uzyskany z więzaó zakazanych wieloargumentowych i 
nie pochłaniajęcy żadnego składnika zerowego nazwiemy majoryzacla guasl- 
implikanta.

Wyprowadzone zwięzki między llościę więzaó zakazanych wieloargumento­
wych w składniku jedynkowym 1 llościę możliwych Implikantów proetych do­
tyczyły więzaó podwójnych i potrójnych. W podobny sposób można by wyzna­
czyć ilości możliwych implikantów prostych również i dla więzaó zakaza­
nych o większej ilości argumentów.

Informacja o rodzaju i ilości implikantów prostych w przypadku więzaó 
zakazanych wieloargumentowych ma znaczenie praktyczne tylko wówczas, gdy 
w złożonych tablicach redukcyjnych quasi-implikanty powstałe w wyniku wpro­
wadzenia tych więzaó nie pochłaniaję żadnego zerowego składnika funkcji. 
Sytuacja taka występuje np. w tablicy 1. Wróćmy zatem ponownie do tej ta­
blicy. W wierszu 1 występuje quasi-impliksnt £3CE2 - 2 , który nie pochłania 
żadnego składnika zerowego. Powstsł on z dwu więzaó podwójnych. W pierw­
szym z nich, obejmującym wiersze 1 1 5 ,  więzane sę w jedynkowym wierszu 1 

argumenty CE, w drugim zaś, obejmującym wiersze 1 1 9 ,  więzane sę w je­
dynkowym wierszu 1 argumenty AB. Mamy zatem do czynienia z dwoma więza­
niami zakazanymi podwójnymi, z których zgodnie z przedstawionym powyżej 
sposobem wyznaczyć można następujące cztery implikanty: >Tc, £c, *E i 3e.
Wygodny sposób wyznaczenia tych impTfkantów przedstawię ryotir.ck 9. Spraw­
dzimy tersz, czy któryś z tak wyznaczonych ispllkantów nie pochłania ja-
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kiegoś zerowego składnika funkcji. Okazuje się, że implikant §C pochłania 
zerowy składnik w wierszu 1 1 , a 5e aż dwa składniki zerowe w wierszach 1 0

i 11. Okazało się więc ostatecznie, że implikantami 
prostymi sę tylko iloczyny logiczne Ac oraz Ae .  
Uzyskane one zostały drogę majoryzacji, czyli pod­
wyższenia stopnia quasi-implikanta, co zaznaczono 
przez objęcie argumentów implikanta prostego nawia­
sami graniastymi. Podobnie i numer tak uzyskanego 
implikanta prostego podawany będzie w nawiasach 

graniastych. Oeżeli z określonego quasi-implikanta 
uzyskanego z kilku więzań zakazanych wieloargumen- 
towych wyprowadzić można więcej niż jeden implikant 
prosty, to przypiszemy im do numeru kolejne znacz­
ki, np, i', l "  ltd. Potwierdzenie takich możliwości 
znajdziemy na rysunku 4. Z siatki na tym rysunku 

wynika istotnie, że takie lmplikanty proste mogę istnieć. Deśli zdecydu­
jemy się np. na implikant Ae (zaznaczony podgrupę na rysunku 4), to po­
chłonie on w tablicy 1 jedynkowe składniki w wierszach 1 1 2 .

Podobnie rozumujęc, w wierszu 4 utworzyć by można lmplikanty: aB , aE , 
SC i CE. Z tego impllkantem prostym jest tylko C§. Ten ostatni zaznaczono 
również na rysunku 4. Pochłania on jedynkowe składniki w wierszach 3 i 4 
tablicy 1. Ostatecznie więc minimalne pokrycie funkcji stanowi wyrażenie 
F m AE + Cl jak w wyrażeniu (3).

Do postaci implikantów doprowadzić by można drogę redukcji również qua- 
si-impllkanty 8E2 - 2 i BC2 - 3 w tablicy 1, lacz nie sę one potrzebne, 

gdyż nie prowadzę do postaci minimalnej. Otrzymalibyśmy w ten sposób 
(Abe)2 - (2) oraz (abc)2 - (3 ).

Majoryzacji poddać należy również lmplikanty uzyskane drogę redukcji z 

quasi-implikantów wieloargumentowych. Operacje majoryzacyjne wykonuje się 
wtedy eliminujęc z takiego implikanta najpierw k - 1, później k - 2 ltd. 

argumentów więżenia wieloargumentowego, gdzie k - ilość argumentów więże­
nia wieloargumentowego. Przykładowo w tablicy 1 drogę redukcji utworzony 
jostał implikant (A b e )2 - (2 ), Majoryzujęc go tworzymy kombinacje Ab i AE 
i sprawdzamy czy nie sę one implikantami prostymi. Okazało się, że Ab nie 
może być impllkantem prostym, gdyż pochłania zerowy składnik w wierszu 7, 
natomiast Ae jest impllkantem prostym. Ponieważ utworzony on został drogę 

majoryzacji, to zaznaczymy to nawiasem graniastym. Nie zostanie on wyko­
rzystany, ponieważ został już wcześniej wyznaczony drogę majoryzacji qua­

si-implikanta ABCE2 - 1 w  wierszu 1 tablicy 1. W podobny sposób z quasi- 
implikanta BC2 - 3 wyznaczyć można drogę redukcji implikant (Abc)2 - (3) 
i  zmajoryzować go do postaci [A c J, która już Jest reprezentowana w wier­

szu 1.
Tablica 1 nie stanowi Jednak dobrego przykładu wyznaczania implikantów 

prostych z więzań zakazanych wieloargumentowych, gdyż Jak wcześniej

Rys. 9. Sposób wy­
znaczania impli­
kantów prostych z 
argumentów dwu róż­
nych więzań zaka­
zanych podwójnych
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Tablica 5

Tablica redukcyjna funkcji wg przykładu 1
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f 5 +■ 4 4 4 4 5 (3)
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1? 4- %  X -+ X 4 2 1 '

! i i + 4- 4 4 4 1

% 13 4 4 4 3 i
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21 4 f 1 2
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stwierdzono, funkcja przedstawiona na rysunku 4 jest w istocie funkcję 
tylko trzech argumentów A, C i E.

Poniżej wykonano kilka przykładów minimalizacji funkcji proponowaną me­
todę, Szczegółowiej omówiono tylko te operacje minimalizacyjne na tabli­
cach redukcyjnych, które wnoszę informacje omówione zbyt pobieżnie lub 
w ogóle nie omówione w niniejszej pracy.

Przykład 1

Metodę redukcji qi'asi-implikantów z wlęzaó zakazanych wieloargumento- 
wych zminimalizować funkcję wg tablicy 5. Rozpoczynamy od poszukiwań wię- 
zań zakazanych najiiższego rzędu. Z kolumny "Indeks Jedynkowy", wynika że 
mogę to być więzania zakazane pojedyncze. Znajdujemy takie istotnie w

wierszach 1-12, 3-15, 7-17. Wymaga-
Tablica 6

Pomocnicze tablice redukcyjne 
(do tablicy 5)

a) dla quasi-implikanta
b) dla quasi-implikanta
c) dla quasi-implikanta h ~ -

°i -

fi

¿p A B C V E F G H Jn&Ukarf prosty
1 — 4-4-4-------- 1

B C E9
10 
11 
17 
H  
1S 
21

4-
4-
+■

4- /<- -f  t  
4-4- 4- 4- 
4- 4- 

4- 4- 
4~ 4- + 
4- 4-

4-
zero**
HOjO.
a'9“.-
mc\1n

4 Ż 2 Z 4 3 S

3 t- +- t
A BE9

10
11
12
l i
21

17 +  +  +
.4-1- +• +  
4- +

+  t  +  +  +
4- 4—I- 4"

+
ieraut
u&tjn

ń*.
Z 3 3 4 4 1 1

? 4 - 4 -  4- +
AC10

11
11

4- f  1~ + 
4- +

+  1-4-1- +■
zcrow*
mi*.
or<̂ ~
«i***«.

OZ ' 'I Z  0 1  Z

ję one redukcji, a po Jej wykonaniu 
wg tablic 6a,b,c wyznaczamy impli- 
kanty proste ( B C E ^ - i l ) , (abDj-Cz) 

oraz (AC^-Cs). Pochłaniaję one 
wszystkie Jedynkowe składniki funk­
cji, z wyjętkiem zawartego w wier­
szu 6. W  wierszu tym występuję dwa 
więzania zakazane podwójne wiersze 
fc-17 oraz 6-16). Z więzań tych doj­
dziemy sposobem wcześniej omówionym 

wg rysunku 10 do implikanta proste­
go [bdE] - [4]. Implikant ten po­

chłania również składnik Jedynkowy 
w wierszu 4. Zaznaczamy to przez 

wpisanie numeru [4] w wierszu 4. W 
ten sposób minimalizacja została 

zakończona, a pokrycie funkcji sta­
nowi wyrażenie:

= Bc e  + X b£ + B5£ + AC (4)

Pokazano tu przykład wyznaczania 

implikanta prostego z istniejęcych

C» <0

( L 3 D
Rys. 10. Implikant prosty z dwu wlę- 

zań zakazanych podwójnych
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Tablica 7

Tablica redukcyjna funkcji wg tablicy 5 po wyeliminowaniu zbędnych argu­
mentów
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<
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więzań zakazanych podwójnych. Wynik minimalizacji wskazuj«, że funkcja w« 
tablicy 5 jest znowu funkcję tylko pięciu argumentów A ,8,C,D,E i można b^ 
ję zastępie równoważnę tablicę redukcyjnę 7. Wiersze 19 i 20 uległy skrel- 
leniu jako powtarzajęce się. Zminimalizować ję można metodę redukcji qua*- 
si-implikantów z więzań, zakazanych pojedynczych [2], [3].

Pomocnicza tablica redukcyjna 8 koniecz­
na jest dla zredukowania quaei-implikanta 
Be-1 w  wierszu 1. Wynika z niej, że możli­
we będę trzy równoważne implikanty proste 
S§E, BC E, §DE. Możliwość uzyskania takich 
impllkantów prostych wynika również z ta­
blicy 6a. Przykład ten pośłużył znowu do 
wyeliminowania zbędnych argumentów funkcji.

Tablica 8
Pomocnicza tablica reduk­
cyjna (óo tablicy 7) dla 

q u a s i - implikanta BSj-1

4»- łt 8  C D E
1
1S +

K C BIrro
w*

KUft
iinifu-
flw k

0 0  0 Przykład 2

Metodę redukcji quasi-implikantów z wię­

zań zakazanych wieloarguemntowych zminima­
lizować funkcję wg tablicy 9. Jest to funk­

cja piętnestoargumentowa (n ■ 15). Według dotychczasowego stanu wiedzy w 
tym zakresie funkcję tę zminimalizować by można metodę Kazakowa [7]. 2

rozwięzania końcowego okaże się, że występuje tu implikanty proste: dwu- 
trój- cztero- pięcio- i sześcioargumentowe. W metodzie podanej przez Kaza- 
kowa poszukiwanie implikanta prostego, np. sześcioargumentowego Cm » 6), 
polegałoby na wyszukaniu go spośród zbioru wynoszęcego K®5 « 45045 wyra­
zów sześciosrgumentowych wg znanej w kombinatoryce zależności:

nl
oiTn-mTT

J 5  151 15.14.13.12.10.9K.. ■ n . 1 i „ —  V -!-; ■ — —j— s— 5— . W  t  *■ 4504515 ■ rf(-i 5" --¿ t i i . 3.4.5.Ć (5)

Tablica 9 zawiera czternaście jedynkowych składników postaci kanonicz­
nej sumolloczynowej oraz dwadzieścia pięć składników zerowych. Po wyzna­
czaniu indeksów jedynkowych poszukujemy więzań zakazanych, poczynajęc od 

pojedynczych. Takie pojedyncze więzania Istnieję między wierszami: 5-32, 
7-39, 8-29 oraz 14-20. Wszystkie otrzymane z nich quasi-implikanty (B^-l, 
5 j -2, Bj -3, R ^ - 4 ) wymagaję redukcji. Przeprowadzono Ję w pomocniczych ta­

blicach redukcyjnych 10a,b,c. Pomocnicza tablica redukcyjna 10a wykorzy­
stana została do wyznaczenia dwu implikantów prostych. Takie postępowanie 
wygodne jest wówczas, gdy w dwu różnych wierszach Jedynkowych tablicy re­

dukcyjnej występuje taki sam quasi-implikant.
W tablicy 9 jest nim quasi-implikant B w wierszach 5 1 8 .  Zerowe wagi 

argumentów wyznaczyć trzeba osobno dla każdego z wierszy j ed,nkowych, a z 

nich dwa różne implikanty proste.
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Implikant prosty ABCF odnosi się do składnika jedynkowego w wierszu 5, 
zaś implikant prosty BFGK do składnika jedynkowego w wierszu 8. VI dotych­
czasowych pracach na temat metody redukcji quasi-implikantów [2] , [3J pro­
ponowano wstępne skreślanie quasi-implikantów powtarzających się lub sta­
nowiących fragmenty innych quasi-implikantów. Można by to zrobić również 
w przypadku tablicy 9. Okazało by się jednak, że inne implikanty proste z 
wiązań zakazanych pojedynczych i tak nie pochłaniają składnika w wierszu 8 
i trzeba do niego wrócić, W ogóle"w przypadku bardziej złożonych funkcji 
wieloargumentowych wstępne skreślenie quasi-implikantów powtarzających się 

lub stanowiących fragmenty innych na ogół nie daje żadnych korzyści.
Po wyznaczeniu implikantów prostych z wszystkich quasi-implikantów uzy­

skanych z wiązań zakazanych pojedynczych poszukujemy wiązań wyższego rzę­

du (w przypadku tablicy 9 wiązań podwójnych). Okazało się, że wiązania 
zakazane podwójne w tablicy 9 nie występują, wobec czego poszukujemy z 
kolei wiązań potrójnych. Istnieje jedno takie wiązanie w wierszach 1-21.

Z niego przez redukcję (tabl. lOd) otrzymujemy implikant (BĆGMÓ)^-(5 ). Po 

zmajoryzoweniu daje on implikant prosty BCGO -[5].
Następują quasl-implikanty z wiązań zakazanych poczwórnych w'wierszach 

2- 3, 10 i 11. Trzy z nich zredukowano wg tablic 10e,f,g, czwarty z quasi- 
implikantów poczwórnych AENP^-8 nie pochłania żadnego składnika zerowego.

Majoryzacji dokonano tu metodą kolejnych prób. Tak np. implikant 
(bdGKP)4-(6) dał się zmajoryzować do postaci [bgp] 4  - [6] ,gdyż taka postać 

nie pochłania żadnego składnika zerowego.
Do znajoryzowanego iropłikanta prostego wejść musi argument 5 i z do­

boru niektóre argumenty tworzące wiązania zakazane wieloargumentowe. Ma­
joryzacji dokonać można wg określonego algorytmu, który nie został tu o- 
mówiony.

Ostatecznie zminimalizowane pokrycie funkcji stanowi wyrażenie;

$ = BOGS + BGP + C EM + ABCF + GŃO + BFGK + AE + CGŃOP + EGO + AFM (6)

Uważne przyjrzenie się wynikowi pozwala stwierdzić, że funkcja Jest 
niezależna od argumentów D, H, L czyli jest to w istocie funkcje tylko 
dwunastoargumentowa. Wynika stąd, że również w zapisie kanonicznej posta­

ci funkcji można by pominąć argumenty D, H, L, a zapisana w ten sposób 
funkcja byłaby równoważna podanej w tablicy 9.

Otwarte pozostaje zagadnienie, czy wyrażenie (6) stanowi minimalną po­
stać funkcji. Sama metoda budowania wyrażenia (6) z argumentów funkcji 
tworzących wiązania zakazane stwarza domniemanie, że może to być istotnie 

postać minimalna. Skłania do takiego domniemania również fakt, że minima­
lizację przeprowadza się tu poczynając od wiązań zakazanych pojedynczych, 

zwiększając kolejno rząd wiązań dla składników nie pochłoniętych przez 
wiązania niższego rzędu.



Tablica 9
Tablica redukcyjna funkcji wg przykładu 2
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Tablica 10

Pomocnicze tablice redukcyjne (do tablicy 9) 
a) dla quaai-lmpllkantów Bj-l oraz B^-3, b) dla quasi-impllkanta Gj-2, c) dla quasi-lmpllkanta R^-4, d) dla qua­
il-lmplikanta EROj-S, e) dla quasi-Impllkanta BDKP^-6, f) dla quasl-lmpllkanta EMNO^-7, g) din quasi-Impllkanta

ĆŃ5p 4-9. h) dla quasl-lmpllkanta EGKE0..-1O
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Z drugiej jednak strony wyraźnie stwierdzić trzeba brak dotychczas kry­
terium pozwalającego na sprawdzenie rainimalności otrzymanego wyniku. Kry­
terium takie jeśt trudne do ustalenia, ponieważ ogólnie bioręc istnieć 
może więcej niż Jedno równoważne rozwięzanie minimalne i wiele Jeszcze 
rozwiązań prawie minimalnych (bliskich minimalnemu).

Przykładowo w tablicy 10e Istnieję aż cztery argumenty o Jednakowej 
zerowej wadze 4 (dla składnika Jedynkowego w wierszu 5). Wybrany został 
Jako podstawa wyznaczania implikanta prostego argument C. Można było Jed­
nak wybrać równie dobrze argument H, którego zerowa waga wynosi również 4. 
wtedy implikant prosty w tablicy lOa zamiast postaci ABCF mógłby mieć np. 
postać BCDH. W takiej postaci argument H nie mógłby być wyeliminowany, 
ale być może pominęć by można inny argument funkcji. Podobnie np. tabli­
ca lOd ma dwa różne argumenty o najniższej zerowej wadze 1. Wybrano tu G, 
a można było równie dobrze wybrać N. Ouż jednak pomocnicze tablice reduk­
cyjne lOe i lOf 8twarzaję możliwości uzyskania kilku rozwięzań implikan- 
tów prostych i to z argumentów o zerowej wadze 0.

Uznać można zatem, że wyrażenie (5) stanowi minimalną lub prawie mini­

malna postać funkcji wg tablicy 9. Warto zwrócić uwagę na stosunkowo pro­

sty algorytm operacji minimalizacyjnych i możliwość ręcznej (nie maszyno­
wej) minimalizacji nawet bardzo złożonych funkcji wieloargumentowych. Za­
proponowana metoda stwarza punkt wyjściowy do opracowania maszynowego pro­
gramu minimalizacji. Program taki byłby stosunkowo prosty do momentu wy­
znaczenia quasi-implik8ntów (poczynajęc od quasi-implikantów z więzań naj­

wyższego rzędu oraz wyznaczania kolumny numerów implikantów),

Operacje redukcji i majoryzacji quasi-implikantów najwygodniej byłoby 
przewidzieć Jako osobne podprogramy55̂ .

Przykład 3

Metodę redukcji quasi-implikantów z więzań zakazanych wieloargumento- 

wych zminimalizować funkcję wg tablicy 11.
Więzania pojedyncze doprowadziły do trzech implikantów prostych. Ist­

nieje tu wprawdzie czwarte wiązanie pojedyncze w wierszu 3, ale redukowa­
nie quasi-implikanta A 1 mija się z celem, gdyż wszystkie składniki jedyn- 
kowe zawierajęce £ zostsły już pochłonięte przez implikanty proste (a Be )^- 

-(l) oraz (ABE^-te). Utworzone one zostały na podstawie tablic reduk- 

cyjnych 12a i b. Quasi-implikent ACGh^-3 nie wymaga redukcji, gdyż Jest 
wprost implikantem prostym.

W  r a m a c h p r a c  dyplomowych opracowano w Instytucie Automatyki Napędu i 
Urzędzeń Przemysłowych Akademii Górniczo-Hutniczej w Krakowie (dyplomant 
Waldemar Krakowian -'prowadzący dr inż. R. Dębek) program maszynowy w 
języku BASIC minimalizacji funkcji logicznych wieloargumentowych w opar­
ciu o metodę redukcji quasi-implikantów z więzań zakazanych pojedynczych 
podanę w pracy [2]. Program sprawdzono w środowiskowym Centrum Oblicze­
niowym "Cyfronet" w Krakowie na maszynie CY8ER-70.
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Tablica 11

Tablica redukcyjna funkcji wg przykładu 3

fityu.me.nfif -funkcji

l i

Quasi~
-¡MpLikoni

Numer
¡„pUkonia

Jmpiikoni
proifft

A 8 C D £ <? H

1 — X +- 4- 4- — — • t 4 8 , - 1 0) 5 (ĄB£), -0 )

z X t 4- X 4- 4- 4- i &fr z U) 4 5 (AB£)1 -(1)

t>> Z + 4- 4" 3 h (l) .
■i
f 4 4- * 1 (2)

ii* 5 r 4- 4- 4- 4 (n 4 (5)
X
i 6 +- X X + 4 C F-4 1 « ) (CDF)Z -( i)
1
i 7 +- X X 4- 4- 5 CDz -5 1 (5) (&CDH)r (5)

t % 4- * f 4- + X X * AC G H,-i i  4 5 AC 071,-5

3 X i- t t r 4- 5* 1 4 5

10 4- t t ' 4- 4 1 5

11 4- t l 1

ii X 4— 4- t t 5 ¡T

li t - 4- 4- t 4

i ł X t i
f t 4 2

13 +- 4- X -+• 4- 4- 4- 4- ? •

% *ł~ ■+• 4- t 4- 4- 4- X ? 4 5

1n "h 4- 4- 4- 4 1

h
X.

1? +- X X f 4- 3 1
:<
1 13 +- 4- 4- 4- t 5 1

i
S

10 t- X % 4- ■ Z 1

i \ + 1 1

u 4- 4- t t -f t X t 7 4 5

n X 4* 4- 4- X t 4* ł 7 4 5
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Podwójne quaei-implikanty w wierszach 6 1 7  zostały zredukowane na 
podstawie pomocniczych tablic redukcyjnych 12c i d. Ostatecznie zminima­

lizowany postać funkcji stanowi wyrażenie (7):

$ k a 8e +■ X b8 + c B f + BcoR + a c g h  (7)

Przytoczony tu zostanie Jeszcze Jeden dowód na trudności ustalania kry­

terium mlnimalności wyrażenia końcowego.

Tablica 12

Pomocnicze tablice redukcyjne (do tBblicy ll) 
a) dla quasi-implikanta B j - 1 , b) dla quasi-implikanta BEj-2,' c) dla qua- 

si-implikanta CFg-4^ d) dla quasi-implikante COg-5

I

a)

b)

d)

i p A 8 C D £. F 0  H Jmplikant.
1 f + + f
9 1 1  t + +
10 + + +■ +•
11 t- +
1? +■ t  + t
12
zo

+
+

f +
+

1 1 +
zerowa
uogo
argu­
mentu

4 3 2  2  5  3 5

2 i- +  + + + +
■tt
19

+
+

f- f- 
+

. + 
+■ +•

A&E

zerowa
waga.
argu­
mentu.

0 o z 0  1 2

6 4- f + 1
C D Fs

16
U
Zi

4
f  + i 
~h i~ 1

+

- f + + + 
+• + f - 1-

Ł + +• + +• 
h 1- i- +■ +■ +

zerowa 
waga. 

argu. - 
menfu

2 1 0  1 3 3

7 + + t  + +
BCDH9

10 
IZ 
46 
22 
2 i

■
+  i 

+- +
+ + 1

■

\-+  +• + 4 
f  •+■ +■ 

f- +■+ +- 
h + +•+- +  
t- + +• +- 
F - t- t  t  f  t

zerowawoja.
orgó.-
mewtu.

Z 2 4 ¿ ^ 1
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W tablicy 12a występuję dwa argumenty o zerowej wadze 2. Deśli więc po 
kolei zbudowalibyśmy implikant prosty z argumentem 0, to mógłby to być 
implikant trój argumentowy BDE. Deśli natomiast wykorzystamy argument E 
również o zerowej wadze 3, to utworzyć będzie można trójargumentowy impli­
kant prosty ABE jak w tablicy 12a. Deszcze lepszy przykład etanowi tabli­
ce 12b. Istnieję tu trzy argumenty o zerowej wadze równej zero. Deśli u- 
tworzony zostanie Implikant prosty z wykorzystaniem argumentu A, czyli ABE, 
to pochłonie on trzy wiersze jedynkowe w tablicy 11 (wiersze 2, 3 i 4).
Natomiast wykorzystanie np. argumentu C również z zerowę wagę 0 dałoby im­
plikant prosty BCE , który pochłonęłby tylko jeden wiersz Jedynkowy 2 w ta­

blicy 11.
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? e 3 a m e

B paóaie npeflCTaBJieH weiox MHHHMH3aitHn cjiaÓooiipeflejieHHHx aorH*iecKHX $yHK- 
iinił, oSpasysHiHX n3anpemeHHi¿e MHoroapryMeHżHse 0Ba3HBaHnan. IIpHBejieHij anro— 
PHTMH MHHHMH3aitHH H npHMepH pemeHHfi. Ha HX $OHe paOCMOTpeHbl HeKOTOpue Tex- 
HH'ieCKHe npOÓJISUH MHHHMX3aHHH.
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S u m m a r y

The minimization technique of weahly defined logic functions i/ discus- 
s.ed, using introduced concept of the so called ''multiargument forbidden 
bindings". The minimization alhorithms and some examples of solutions are 
presented. Basing on them some technical aspects of minimization opera­

tions are discussed.


