
ZESZYTY MAUKOWK POLITECHNIKI SlĄSKIEJ 
Seria: AUTOMATYKA z. 50

1 ;jc .
.626

Zbigniew B0RTLICZ5K

C BEZWYVIA.aCV.TCH CHARAKTERYSTYKACH DYKAMI2ZKYCH JEDNCUZUCJENICT/YCK MYCH. - 
ŚIZKflł; EIEKTRCMAGNZTYCZHYCK PRjpU STAŁEGO

Streszczenie. W pracy przedstawicj.o analizę właściwość-i dyna­
micznych Jećknouzwo jeniowych mechanizmów elektromagnetyczny h prą­
du stcłego metodą wielkości względnych. v,’.-prowadzono równania 
bezwyr: i arowych charakterystyk dynamicznych przetwornika. '.od ar o 
rrzv>, łady takich charakterystyk.

1. Uwagi wstępne

W elektromechanice dc analizy właściwości st- tycznych i dynamicznych 
maszyn i urządzeń wykorzystuje się chętnie wielkości .jednostki) wzgi ;dne 
[6 ]. liczne przykłady analizy właściwości elektromaszynowych elementów eu- 
tomatyki metodą wielkości względnych można znaleźć w monografiach z tej 
dziedziny (np. ['], [5] • ?•’ pracy [3] autor wykorzystał wielkość., względ­
ne do analizy właściwości statycznych pewnej klasy mechanizmów elektromag­
netycznych. Celem niniejszej publikacji jest opis i analiza przy omocv 
wielkości względnych właściwości dynamicznych mechanizmów* elektromagne­
tycznych .

2. Równania wyjściowe

A. Obiektem, którego właściwości dynamiczne chcemy feedęc, est .rzad- 
stawiony na rys. la przetwornik energii elektrycznej ń'e mechan .zną, rwa­
ny dalej jednouzwojeniowym mechanizmem elektromagnetycznym prądu stałego 
(w skrócie - ME;, posiadający następujące cechy kor.str-ukcy j: e [ ] :

1. Obwód magnetyczny ME składa się z części nieruch n.ej : rz*. . ru­
chomej (rdzeń), które rozdziela szczelina o zmiennej dłu ci 5-x.

2. Jarzmo i rdzeń wykonane są z materiału ferromagnetycznego.
3. Uzwojenie wzbudzające ME o liczbie zwojów i rezystancji R z : ilar.e

jest 2e źródła napięcia stałego.
4. Rdzeń o masie o, obciążony siłą zewnętrzną £ , może się poruszać 

ruchem postępowym prostoliniowym. Długość szczelin w jest stała. Poło­
żeni? początkowe rdzenia określa szczelina S. Ruchowi rdzenia przeciw­
działa sprężyna o sztywności K oraz tarcie lepkie wyrażone •*-
ystancję mechaniczną D.
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a)

Właściwości dynamiczne opisanego wyżej ME badać będziemy przyjmując, 
że .zmienną wejściową jest napięcie u doprowadzone do uzwojenia wzbudza- 
jącego, a zmienną wyjściową - położenie x rdzenia (rys, 1b).

B. Rozpatrywać będziemy model

R.L

b)

Jz 
K

m

ME
Rys. 1. Jednouzwojeniowy mechanizm 
elektromagnetyczny prądu stałego

elementarny ME, wyprowadzony w [2] 
gdzie założono, że, w rzeczywistym 
ME pominąć można:
1) nieliniowości materiałowe,
2) zniekształcenia linii pola mag­

netycznego wokół szczelin,
3) rozproszenie linii pola magne­

tycznego,
4) reluktancję części ferromagne­

tycznych.
Stan równowagi dynamicznej tak 

uproszczonego przetwornika opisu- . 
ją następujące równania:

u =■ Ri + e (1)

gdzie: dV
dt

Kx + D + m ^-§(2)
Qt

(3)
napięcie wyindukowane w uzwojeniu wzbudzającym,

V
a

-55?
3wm(y,x)

id V (4)

- siła pochodzenia elektrycznego działająca na rdzeń.
W wyrażeniach powyższych V oznacza liniozwoje uzwojeaia wzbudzającego, 

i - prąd w tym uzwojeniu, - energię magnetyczną, t - czas.
Zgodnie z przyjętymi założeniami

V »  L(x) i (5)gdzie:
L(x) A -x ( 6)

indukcyjność własna uzwojenia wzbudzającego, przy czym (por. z rys. 1a)
(7)
(8 )did'

~ T

A = S + W 
2

iT(d + w) a
oraz fi - przenikalnośó magnetyczna próżni. Na tej peistawie

oraz
V

L(x) ł -
Vx

idV

(9)

(1 0)
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gdzie r 1 9
Ło = = 2 “7—  (1 1)ę8

x=0 ' ~ ^
Podstawiając (9) i (10) do równań (1) i (2) otrzymujemy!

“ = T T ^  - l V  V x + %  . (1 2)

Oznaczmy:
2I^a“ " fz “ 501 + D + m "j^t ( 13>

>
u = udQpV ( 1 4)
i - i*t (15)
V = ¥ v  ( 1 6)
x = (17)
't = Tr (1 8)

gdzie udo - największa dopuszczalna wartość napięcia u oraz
, *  u doD

v *  = { v }

i ' - - ^  (19)

u=tUdop = Loi = ^  U<ioP = TUd°P ^20)
x=0 L

T = 5 2  (2 1 )
Podstawiając (14), (15), (1 6), (17), (1 8) do (1 2), (1 3), (9) otrzymujemy!

V = V - v £ + !£_ (2 2)

V 2 - <fz - + v Ą  (23)dToraz
1= (1 - !)V' (24)gdzie:

oraz

x=0

9* - he (2 5 )

ii W ( 2 6 )

A = D T^Te (2 7 )

1}= m - f - 7T2f * (2 8 )

dop eJ ¥  = ¥ ł 2L°a
(2 9 )

Równania (2 2 ), (23) i (24) są równaniami etanu nieustalonego KE w po­
staci bezwymiarowej. Zmienne "?,V , l , 5 oraz T  przedstawiają względne war­
tości zmiennych u, V , i, x oraz tj ępz jest względną siłą zewnętrzną,

- względną sztywnością sprężyny, A -  względną rezystancją mechaniczną, 
U -  względną masą. W dalszym ciągu opisując powyższe wielkości słowo"wz- 
ględny" będziemy pomijać.
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3. Próba rozwiązania równań wyjściowych

A. Dalszą analizę ograniczymy do wyprowadź:nia równań bezwymiarowych 
charakterystyk dynamicznych MB, które zdefiniujemy jako odpowiedzi 
przetwornika w postaci funkcji § (r), %>(T) oraz l(T) na wymuszenie sko­
kowe V(fj = -f . K'?') przy = const oraz => const, * = const,źt=const.O z

Równania opisujące bezwymiarowe charakterystyki dynamiczne w takiej 
postaci są rozwiązaniami równań wyjściowych (22), (23 ‘ i (24). Rozwiązań 
tych będziemy poszukiwać przyjmując, że zasilanie i obciążenie ME tak 
dobrano, iż działa on jako przekaźnik. Zgodnie z (3} oznacza to,że w sta­
nie ustalonym

przy czym 0 «  <pz< 1 oraz 0 < '&< 6 ,7 5 .
Wykorzystamy również znany z doświadczenia fak‘, iż odpowiedź na wymu­

szanie skokowe ME działającego jak przekaźnik przebiega w trzech nastę­
pujących po sobie przedziałach czasu T. Są toi
- przedział I dla 0 < T < T , w którym siła pochodzenia elektrycznego

jest <pe < yE, wobec czego rdzeń jest nieruchomy:

- przedział II dla 0 < T'< r , gdzie r'= r- Tr0, w którym <Pe> (<fz+#l) 
a więc rdzeń porusza się, a jego położenie zmienia się w granicach

- przedział III dla 0 <'P'o>o, gdzie t'“* r- * r- w którym
>(*PZ + #£)> ale rdzeń znajduje się w skrajnym położeniu końcowym, to

i?d < «  1 (30)
gdzie

(31)

(32)

(33)

0 < U r ) < l s (34)

znaczy
(35)oraz

d l i r i  = a2 s c ^  . o
dr* d(r')d

(36)

B. Zgodnie z (33) w p r z e d z i a l e !  obowiązuje równanie:

(39)
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Warunki początkowe dla przedziału I są żerew», za'er. zgodni••• z 
w przedziale tym liniozwoje odrastają wykładnicze w dług zależności:

V(r) ■Q f 1 - e hO
a ponieważ w chwili ?'='£' siła pochodzenia oieKtryczr.egcro

to

oraz

V ro
r ” rrc

-r
J) = p z

ln

'39)

(40 :

(41)

(42)

(43)

Wykres zależności Tm (tP„) dla - 1 przedstawia rys. 2. ro J z o
fcro

Prąd w uzwojeniu wzbudzającyi obliczymy zgod­
nie z (24), (33) i (40):

l(r) = V(?) (44)
Oczywiście

(r)J- r*> r Vr (45)

C. W p r z e d z i a l e  II (rdzeń w 
ruchu) obowiązują równania (2 2 ) i (23),które tu 
przepiszemy w poetaol następującej:

d(r')

! £ - « * -  ( 1  - g)y

(V2 - <f3 -*! - a. ^sr) (47)

(46)

Boewiązać równań (4 6) 1 (4 7) poszukiwań będziemy metodą szeregów potęgo­
wych, według której można założyć (por. np. w (4]), iż lokalnie, w pew­
nym bliskim otoczeniu punktu T'= 0

gdzie

5 ( «  = Z  « n(r)nn*0

V(*0  -  Ł  n»0

i U ) |(pj:
U  n !

S U )
P* n

(48)

i l ! L i 2 łn !

u o : 

(51)

oraz £(n) (0), V (ll) (0) n-te poonodne funkcji § (Jf‘), V(7*) względem T 
dla 0 . Wartości tych pochodnych można wyznaczyć z równań wyjścio- 
wyoh przez kolejne różniczkowanie i podstawianie warunków początkowych').
3c7Inne ujęcie zastosowania metody szeregów potęgowych do rozwiązywania rów­

nań dynamiki ME - nie zawsze zgodne z jej założeniami - nożna znaleźć 
w monografii J7] .
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Wyznaczymy wartości pochodnych §l'n  ̂ (0) i V^n^(0). W tym celu zauwa­
żamy najpierw, że warunki początkowe dla przedziału II aą następującej

Et« - {£ < « }  - o

= 0

oraz
v(0) = {v(r)| ^  = vr0 =

a ponadto, na podstawie (52), (53), (54) i (47)
,2

£C2 )(0 ) = |
d(r) r'= o

Z kolei na podstawie równania (45) otrzymujemy:

V(1)(0 ) = | V -  V+ V E}r , q = -’o " V(0) 

v(2\ o ) V(1) + ( V I ) } r^o
i ogólnie dla n = 2 ,3,4,5,....

Cni f (n-1) ^  n-1 (k) (n-k-1)l
V (n ) (0) = j - V -  + ^  ( k ) V  5 J r'-o

Podobnie na podstawie równania (47) dla n » 3,4,5,...

scn)f0) = 1 ^ ^  ( ^ ) v VK; vvn_K" ^  - n

Z wzorów (52), (53), (54) i (55) wynika, że

(nr2 \ (k) (n-k-2 ) (n-2 )
■ H

C»-D]}
J  r^O

«o “ «1 - « 2

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

( 60) 

(61)
i)o “ -J?»

Dalsze współczynniki Ctn i ¡bn obliczymy przy pomocy wzorów (58) i (59). 
Przykładowo, dla n <= 5 będzie:

Al = ^o " £>o

A 2 = “ 2 ^1 

i>3 M S ^1 

/b4 “ ^  /bo

A 5 = TSS ^ l  ~ ~V b*! + P1 o 1*1 " "7 ? i%1'>

(62)
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oraz •>
E 3 ** T f  A0 A,

%  " W  C-A> Ai + Ai ~ tt A0 / V  >(63)

e 5 a S o V  fAo Ai “ 3 Ai - Ao h  + t r M r  -V Ai + (-7 * ) 2 Ao ^1]
Znając funkcje 5 ( 0  oyaz V (i') w postaci szeregów potęgowych (48) i
(49) prąd w uzwojeniu wzbudzającym obliczymy zgodnie z zależnością (24)*

t(i/) « [1 - |(r0] V(f) (64)
D. Zgodnie z ( 3 5 ) w  p r z e d z i a l e  I I I  obowiązuje równa-

nie‘ <9- (1 - Ss )V + f$r- (65)

Wynika stąd, że w przedziale III - podobnie jak w przedziale I - linozwoje 
narastają wykładniczo, ale według zależności:

V ( 0  - r - Ą -  [ 1 - e"(1“ 5ł()T'] + Vrue -C1- $a>r ‘ (66)'

■ c67)
Wartość funkcji V ( O  w stanie ustalonym wynosi:

w0 ={v(r*)}r^ »  j 4 r ^  (68)
Prąd w uzwojeniu wzbudzającym obliczymy zgodnie z (24) i (35):

t(r*) = (1 - ls ) 1*1(0 (69)
Oczywiście

» { ■ « I « -" ' S s > v ~

- io . { ■ « }

(70)

,, » ^  (?1)
E. Wyrażenia (33) i (34) dla przedziału I, (48) i (49) dla przedziału 

II oraz (35) i (6 6) dla przedziału III, uzupełnione wyrażeniami(44), (64) 
i (69), przedstawiają kompletne rozwiązania równań wyjściowych (2 2) 1(23) 
w założonych warunkach, a tym samym opisują poszukiwane bezwymiarowe cha­
rakterystyki dynamiczne ME.

4. Przykłady bezwymiarowych charakterystyk dynamicznych ME

Ohoemy wyznaczyć bezwymiarowe charakterystyki • dynamiczne 5 (0 , Y i O  
oraz r(r) w następującym szczególnym przypadku: -?Q ** 1»5s = 0,9, <fz m 
const, t)** const oraz Jf “ O, Jt» 0. Wiadomo [3], charakterystyka sta-
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Rys. 3. Bezwymiarowa cha­
rakterystyka statyczna ME 

dla 3f= 0

■l

tyczna takiego przetwornika przyjmuje postać 
jak na rys. 3 , gdzie - zgodnie z (31) - na­
pięcie zadziałania cj>2'.
Poszukiwane charakterystyki dynamiczne 'wyzna­
czać będziemy według wzorów wyprowadzonych w 
p. 3 zakładając, że w przedziale II rozwią­
zania równań wyjściowych w postaci szeregów 
potęgowych (4 8) i (49) są wystarczająco dok­
ładne, gdy n = 5 oraz f c  1. Zgodnie z (34) 
warunek f'< 1 oznacza, że obliczenia należy 
ograniczyć do przypadków dla których czas.ru­
chu rdzenia

rru< 1 '(72)
Inaczej mówiąc: krzywa graniczna

(•n = {§(7')} = 1 (73)>gr'"' " L 3 ' ’ 'J 1 ru
powinna przechodzić przez punkt t '= f  = 1 oraz §(7"') = ]jg. Podstawia­
jąc takie współrzędne do wzoru (4 8) otrzymujemy dla n = 5  

stępujące:
Ot 3 +  <X4 + « 5 = | g  

skąd, po uwzględnieniu (6 3) i podstawieniu 3f = 0 i = 0

1 /.-»2

wyrażenie na- 

(74)

. (75)

Rys. 4. Wykres zależności 7) (tf ) Rys. 5. Opis bezwymiarowych cha-
dia ■>? = 1 o 9 rakterystyk dynamicznych ME

Wykres zależności l)gr((Pz) “ 1 ^ §8 = przedstawiono na
rys. 4. Oczywiście, do obliczeń charakterystyk dynamicznych należy przyj­
mować i) < 1> .

g r
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Rys. 6 . Przykłady bezwymiarowych charakterystyk dynamicznych ME 
dla = 1? $8 = °>9* = °>2 oraz ^ ^ g r  ^ g r  = 8 >457 . 10T2)

Rys. 7. Wykresy zależności ,t'ru((Pz’ ̂ ) ^la = 1 > £s =
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Typowe przebiegi bezwymiarowych charakterystyk dynamicznych ME w przy­
padku 1 = 0 ,  fl = O pokazano na rys. 5* Przykładowe rodziny takich charak­
terystyk dla o?0 = 1} !jg =» 0 ,9 } ćpz = 0,2 oraz 1><;'̂ gr ° 8,457 . 10~'2 - 
dla uproszczenia tylko w przedziale II - przedstawiono na rys. 6.Wpływ 
na przebieg charakterystyk dynamicznych w omawianym przypadku ilustruje 
rys. 7 , Ba którym pokazano wykresy zależności

1 ■ ]

■5. Uwagi końcowe

Równania bezwymiarowych charakterystyk dynamicznych ME,wyprowadzone i 
p.3 , obowiązują - w ramach przyjętych założeń - w ogólnym przypadku pracy 
przekaźnikowej. Przeprowadzoną analizę można uogólnić na przypadek pracy 
proporcjonalnej [3 ], chociaż tu bardziej celowe wydaje się postępowanie 
polegające na linearyzacji równań wyjściowych i poszukiwaniu rozwiązań w 
postaci transmitancji operatorowych (por. w [2]). Metoda ta nie wyklucza 
rzecz jasna, możliwości wykorzystania wielkości względnych, przeciwnie: 
punktem wyjścia takiej analizy powinny byń zlinearyzowane równania wyjś­
ciowe w postaci bezwymiarowej. W niniejszej publikacji zadanie to już się 
jednak nie mieści.
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0  EE3PA3MEPHHX HHHAMH9ECKHX XAPAKTEPHCTHKAX 

' ORHOOEMOTOHHHX 3JIEKTP0MArHHTHHX MEXAHH3M0B IlOCTOJIHHOrO TOKA

P e 3 b  u e
3 paóoie npeflciaBJieH aHamna £HHaMKneaKHx cboüotb OABOoóaoionHOro aa«* 

ipouaraHTKoro uexaHH3iia nocTonHHoro toku npa acnojib3obuhhk oiHOCHTembHHX se 
aaaiK. BuBeąeHU ypaBHemis de3pa3uepKnx ^HHaumiecKHr xapaKtepHOTHK npeofipa- 
soBaTeaa. j(aHH npaueprn otíúí xapaKTapaoTHX.
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01? THE DYNAMIC CHARACTERISTICS OP A D-C ONE-WINDING 
ELECTROMAGNETIC DEVICES IN PER-UNIT FORM

S u m m a r y
In this paper the dynamic properties analysis in per-unit system of-a 

d-c one-winding electromagnetic devices has been presented. The equations 
for the dynamic characteristics of a converter in per-unit form have been 
derived. The examples of such characteristics have been given.


