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GEOMETRYCZNE WLASNOSCI +ANCUCHOWYCH FUNKCJI KORELACYJNYCH

Streszczenie. Praca zawiera analize geometryczng schematu ko-
dowego Freemana [1] stuzacego do kodowania i1 przetwarzania infor-
macji o skwantowanych konturach ptaskich, W szczegélnosci rozwa-
zone sa izometrie schematu kodowego i podana jest charakteryza -
cja figur niezmienniczych wzgledem tych izcmetrii.Koncowe (i za-
sadnicze) wyniki pracy dotycza zachowania sie funkcji autokorela-
cyjnej Freemana przy izometrycznych transformacjach konturéw o-
raz charakteryzacji tej funkcji dla figur niezmienniczych.

Wstep

W komputerowej analizie obrazéw o nieregularnych konturach,jako cyfro-
wa reprezentacje konturu, stosuje sie 4ancuchy kodowe Freemana jl1].Do za-
sadniczych metod przetwarzania informacji zawartej w 4ancuchu kodowym Fre-
emana nalezy wyznaczenie funkcji autokorelacyjnej tego +4ancucha.

W pracy [Z2] oméwiono trzy typy H4ancuchowych funkcji korelacyjnych i
przedyskutowano ioh niezalezno$¢ od réznego rodzaju dowolnosci wystepuja-
cych przy kodowaniu konturéw. Z przeprowadzonego tam poréwnania tych funk-
cji wynika, ze maja jednakowe wkasnosci, a réznice ich wartosci mozna po-
mija¢. Zatem w dalszych rozwazaniach nad sposobem przetwarzania informa-
cji przez funkcje korelacyjne wystarczy uwzglednia¢ tylko jedng =z tych
funkcji, a ze wzgledéw na przydatno$¢ numeryczng i na wygode w przeksztal-
ceniach analitycznych - wybieramy do tego funkcje autokorelacyjng Freema-
na.

Celem tej pracy jest oméwienie przydatnosci +ancuchowych funkcji kore-
lacyjnych do przekazywania informacji o geometrycznych regularnosciach za-
kodowanych konturéw. W zwigzku z tym oméwimy najpierw przeksztakcenia ge-
ometryczne zachowujace siatke kodowa, nastepnie odpowiadajace im operacje
na tancuchach kodowych, a wreszcie rozwazymy zachowanie sie funkcji ko-
relacyjnych dla konturéw, ktére nie ulegaja” zmianie przy podanych przeksz-
tatceniach.

1., Siatka kodowa i #ancuchy kodowe

Cyfrowe kodowanie konturu odbywa sie przy pomocy siatki kwadratowej na-
+ozonej na kontur (rys. 1), przy czym do kodowania stuzy osiem odcinkéw
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skierowanych, ktére mozna rozpatrywa¢ w kazdym wezle kraty.Zaktadajac, ze
siatka kodowa wyznacza prawoakretny ukdad wspédrzednych na plaszczyznie
obrazu, numerujemy te odcinki cyframi od O do 7, poczynajac od osi odcie-
tych, a w kierunku osi rzednych (rys. 2).

Rys. 1. Kodowanie konturu przy po- Rys. 2. Kierunki kodu Freemana
mocy siatki kwadratowej

Zasady wyboru odcinkéw kodowych kbnturu sg tak sprecyzowane,aby te od-
cinki dobrze przyblizaty segmenty kodowanego konturu wyznaczone przez po-
la siatki kodowej (por. [1,2]). Odcinki kodowe (lub ich kody cyfrowe)na-
zywamy ogniwami skwantowanej linii konturu, a ciag kolejnych ogniw otrzy-
manych wzddfuz linii konturu nazywamy #4ancuchem kodowym tego konturu. tan-
cuchy kodowe bedziemy zapisywali w postaci:

s B a”ar a.1)

gdzie O ai€ 7, 1 =1,2,...,n, a n jest liczbg ogniw #ancucha,czy-
1i dtugosciag +tancucha.

Ti dalszych rozwazaniach bedziemy zaktada¢, ze rozpatrywany kontur jest
zamkniety (por. [2]), co pozwala na cykliczne przedstawienie +*ancucha ko-
dowego bez zak#6cenia zawartej w nim informacji o konturze. W szczeg6lnos-
ci przyjmujemy:

nti ic 1 n0,1,2, a.2)

Ponadto z chwila uzyskania #arncucha kodowego danego konturu bedziemy
abstrahowa¢ od rzeczywistego konturu badanego, a ograniczymy sie do rozwa-
zania skwantowanej linii konturu, jako figury geometrycznej zamknietej,
ztozonej z kolejnych odcinkéw kodowych wyznaczonych przez ogniwa +ancucha
kodowego. Dalej stowo kontur bedzie oznaczato whasnie te figure.

2. Grupy wskaznikéw z dziataniami modulo

W celu utatwienia rachunkéw na 4ancuchach kodowych skorzystamy z wkas-
nosci grup skonczonych w zbiorze liczb catkowitych, 2z dziataniami modulo
m. Dziatania te polegaja na identyfikowaniu wynikéw zwykdych dziatan aryt-



Geometryczne wkasnosci. .. 33

metycznych z resztami otrzymanymi z tych wynikéw przy dzieleniu przez m.
Dla odréznienia od zwykdtych dziatan arytmetycznych bedziemy nad znakiem
dziatania pisa¢ m: ® - dodawanie modulo m, ® - odejmowanie modulo m.

Z podanej umowy bedziemy w tej pracy korzysta¢ w trzech nastepujacych
przypadkach!

1° przy dziataniach na wskaznikach *ancucha kodowego o diugosci n stosu-
jemy dodawanie i odejmowanie modulo n (co jest zgodne z uaowa(l.2)),

2° oprzy dziataniach na cyfrach kodowych 0,1,,..,7 stosujemy dodawanie i
odejmowanie modulo 8 w szczegélnosci mamy
§ k =8 -k, k =1,2,...,7, -0 =0

3° przy dziataniach na wskaznikach izometrii (symetrie i1 obroty)na ptasz-
czyznie stosujemy dodawanie i odejmowanie modulo n.

3, Przeksztalcenia geometryczne siatki kodowej

Zak6zmy, ze siatka kodowa pokrywa calta ptaszczyzne i rozwazmy Jakie
przeksztakcenia geometryczne nie zmieniajg rozkdtadu wezdéw siatki kodowej
na ptaszczyznie, czyli nie zmieniajg potozenia odcinkéw kodowych. Analize
przeprowadzimy globalnie dla catej siatki kodowej i lokalnie dla schematu
kodowego w ustalonym wezle siatki.

3.1. lzometrie siatki kodowej

Przeksztatcenia zachowujace konfiguracje siatki kodowej podzielimy na
cztery grupyi

a) symetrie osiowe (wzgledem linii siatki, wzgledem przekatnych kwadratu
siatki oraz wzgledem prostych symetralnych dla bokéw kwadratu siatki),

b) symetrie Srodkowe (o sSrodkach w punktach przeciecia sie osi symetrii
alatkit wezdy siatki, Srodki bokéw kwadratéw siatki 1 Srodki symetrili
kwadratéw siatki), "

c) obroty o wielokrotnosci kata prostego (wokét Srodkéw symetrii siatki),

d) przesuniecie rownolegte (wzdduz wektoréw, ktérych konce sg weztami siat-
ki).

3.2* lzometrie schematu kodowego

Traktujac schemat kodowy z rys. 2 jako figure geometryczng natozong na
siatke kodowg w ustalonym wezle, rozwazymy teraz, ktére z podanych izo-
metrii nie zmieniajg potozenia tej figury. tatwo zauwazy¢é¢, ze musimy pomi-
nag¢ przesuniecia réownolegte (zawsze zmieniaja potozenie) oraz te symetrie
i obroty, ktérych punkty state nie lezaty w weztach siatki (wszystkie izo-
metrie schematu kodowego’maja punkt stalty w Srodkowym wezle kraty). Zatem
pozostaja trzy grupy przeksztakcen!
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a) symetrie osiowe (wzgledem prostych wyznaczonych przez odcinki kodowe o
numerach 0,1,2,3),

h) symetrie Srodkowe, (wzgledem Srodka geometrycznego schematu),

c) obroty o wielokrotnosci kata prostego (wokét Srodka geometrycznego sche-
matu) .

Wyznaczonym izometriom schematu kodowego odpowiadajg transformacje +ancu-
chéw kodowych, bedace przedmiotem dalszych rozwazan.

4. Przeksztakcenia 'geometryczne'"™ #ancucha kodowego

Oméwimy teraz transformacje #ancucha kodowego wynikajace z przeksztat-
cen izometr.ycznych schematu kodowego, zachowujace dla tych transformacji
terminologie geometryczng. Okazuje sie (lematy 1 i 2), ze takie same trans-
formacje +ancucha kodowego wynikaja z zastosowania dowolnych przeksztat-
cen izometrycznych siatki kodowej opisanych w punkcie 3.1 a,b i c.

4.1. Odbicie symetryczne

Schemat kodowy posiada cztery osie symetrii wyznaczone przez odcinki
kodowe o numerach 0,1,2 i 3. Bedziemy zatem méwi¢ o p-tej symetrii osio-
wej dla p = 0,1,2,3) ktérag oznaczymy przez Sp. tatwo sprawdzic¢ (tabel-
ka z os$miu przypadkéw), ze przeksztaktcenie cyfr kodowych przez wybrane sy-
metrie osiowe dokonuje sie wg wzoru (por. [1D:

Sp(k) = 2? - k, p =0,1,2,3, k =0,1,...,7 “4.1)
Rozwazmy teraz #ancuch kodowy (1.1) 1 odpowiadajacy mu obraz geomet-
ryczny - kontur na ptaszczyzZnie siatki kodowej .
Lema™™ 1
Jezeli kontur na plaszczyznie siatki kodowej przeksztalcimy przez sy-
metrie S dowolng z symetrii osiowych 3.1.a, ktérej o$ symetrii jest réw-

nolegta do-odcinkéw kodowych o numerze p, Oi pg 3> to +ancuch kodowy-
(1.1) dla tego konturu zostanie przeksztatcony wg wzoru
S(@ =Db =Db..,.bQ
gdzie
bi = Sp(ai) “ 2P “ ai”’ i ml».__,n 4.2)

Dowdd

Ustalmy wskaznik i, O7”i€n i rozwazmy schemat kodowy wyznaczajacy
ogniwo Przez poczatek odcinka kodowego ai przeprowadzimy prosta
réwnolegta do osi danej symetrii S. Otrzymamy w ten sposéb o0$ symetrii *
Sp ustalonego schematu kodowego. Poniewaz zdozenie symetrii osiowych o
osiach rownolegtych jest przesunieciem réwnolegtym, wiec transformacja

P-3: 95
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jest przesunieciem rownolegtym. Réwnoczesnie wiadomo, ze. symetrie osiowe

sa SP*SP«I
(1 odwzorowanie tozsamosciowe), skad
* = ? * = “ =
) P SP S.% SP S 1 S
czyli
S-P «Sp

Zatem symetria S jest zdozeniem symetrii Sp i przesuniecia réwnolegte-
go P, ,aponiewaz przesuniecie réwnolegte nie zmienia kierunku (numera-
cji) odcinkéw w schemacie kodowym, wiec kod odcinka hi = S(@) pokrywa

sie z kodem odcinka Sp(a®). To samo rozumowanie mozna powtérzyc¢ dla
wszystkich ogniw tancucha a, stad, zgodnie z (4.1), otrzymujemy teze

“-2

4.2. Obrét o wielokrotnos¢ kata prostego *

Ze wzgledu na cykliczno$¢ obrotu wystarczy wyréznié¢ cztery pierwsze wie-
lokrotnosci kata prostego, przy czym obrét o kat pedny jest tozsamoscig |
réownowazng z obrotem o kat zerowy. Zatem podobnie jak dla symetrii otrzy-
mamy cztery rézne obroty Rp dla p = 0,1,2,3. Poniewaz obrét schematu
kodowego powoduje cykliczne przenumerowanie odcinkéw kodowych,wiec przek-
sztatcenie cyfr kodowych przy obrotach dokonuje sie weddug wzoru(por.[1]:

8
Rp(k) = 2p + k, p » 0,1,2,3, k » 0,...,7 (4.3)
Podobng zalezno$¢ uzyskamy przy przeksztatceniu catych +ancuchéw kodowych.
Lemat 2

Jezeli kontur na ptaszczyznie siatki kodowej przeksztakcimy przez do-
wolny obrét R o wielokrotnosé p kata prostegowokét dowolnego Srodka
symetrii 3.1.b siatki kodowej, to #ancuch kodowy (1.1) dla tego konturu-
zostanie przeksztatcony weddug wzorui

R(a)=c = c™...cn “4.4)
gdzie g
c, =Rp(ai) = 2p +ait i W,1, ...,n (4.5)
Dowod

Wiadomo, ze obrét o kat 2« na pltaszczyznie jest zhozeniem dwéch sy-
metrii osiowych, o osiach przecinajgoych sie pod katem w Srodku obrotu
(por. [3])- Dlatego dany obrét R mozna przedstawi¢ jako zkozenie

R=S*T (4.6)
gdzie S i 1 sg symetriami o osiach przecinajacych sie w Srodku obrotu,
przy czym mozemy zatozyé, ze o0$ symetrii T jest réwnolegta do osi odcie-
tych (kierunek 0) i wtedy o$ symetrii S bedzie miata kierunek p (kat
miedzy osiami wyniesie p . 45°, co odpowiada obrotowi o p katéw pro-

stych).
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Oznaczymy teraz
b mT(@) « bl...bn, c =S() =cl...cn 4.7

i skorzystamy dwukrotnie z lematu 1, kolejno dla symetrii T i S. Mamy

bN = T(aj) - SOCai) = - at

¢ mS(br) ° @NiN =2p - b
czyli
Ooi “2p - (-a™) = 2p + ai

dla i =0,1,...,n. To przy oznaczeniach (4.6) i (4.7) jest réwnowazne z
(4.4 1 (4.5, czyli lemat jest wykazany.

4_.3. Odbicie przez $rodek symetrii (inwersja)

Symetria sSrodkowa jest réwnowazna z obrotem o 180°, a zatem odpowied-
nie przeksztatcenie schematu kodowego bedziemy oznacza¢ przez Rg, czyli
inwversja przeksztatca cyfry kodowe weddug wzoru (por. [IDi

8
R2(k) - 4 +k, k-0,1,...,7 (4.8)
BezposSrednio z lematu 2 otrzymujemy lemat 3.
Lemat 3

Jezeli kontur na ptaszczyznie siatki kodowej przeksztakcimy przez do-
wolng symetrie Srodkowg 3.1.h, to 4ancuch kodowy (1.1) tego konturu zosta-
nie przeksztatcony weddug wzorui

RjiaX) = 2 a i *0,1,2,....n 4.9)

4.4. Sktadanie izoaetrii

Przy skdadaniu izometrii siatki kodowej opisanych w 3.1 otrzymujemy zno-
wu jedna z tych izoaetrii (por. [3]).- Zgodnie z lematami 1-3, sk¥adanie
tychizometriiprzy przeksztakcaniutancuchéw kodowych mozna opisac¢ przy
pomocy wyréznionej w 3.2 grupy izometrii schematu kodowego.Opiszemy teraz
najwazniejsze przypadki sktadania tych izometrii korzystajac 2z umowy po-
danej w 2.2°.

Lemat 4

Sktadanie izoaetrii schematu kodowego spednia nastepujace zaleznosci!
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dla i,3 =0,1,2,3. W szczeg6lnosci mamy

«™ - Rl %« si+i =V si (4-14)
Si *Si «.I, R2»R2 =1 si"Ri = So (4.15)
dla i =0,1,2,3.

Dowod

Ustalmy k,Oi ki7. Skorzystamy z zaleznosci (4.1) i (4.3)> aby usta-
1i6 wartosé ztozen (4.10) - (4.12) dla odcinka kodowego o numerze k. Kamy

Si(Sj)) = Si@j 8K =2i - Qf -k =

= (@1 - 2)) ? k=2043) % k = RMj &
co dowodzi (4.10). Podobnie

NEJIK)) «RxC I K) =21 ? 2 ?2k»2( 43 8k =
=R~ (k) = Hjd~dc))
co dowodzi (4.11). Wreszcie

RI(SIC(K)) - 23 2 2i - k = 2(i+3) - k - SIjK

SIRIK) - 2i - (2j8k) » 2(1-3) - k - ()
skad mamy (4.12) i (4.13). Przy3mu3ac teraz 3”1 w (4.11) i w (4.12) o-
trzymu3emy(4.13). Podobnie dla 3ai w (4.10) i w (4.13) oraz dla 3=i=2 w

(4.11) otrzymu3emy (4.15), co konczy dowdéd lematu.

5. Kontury regularne

Rozwazymy teraz kontury, ktérych potozenie nie ulega zmianie przy
przeksztatceniu przez odpowiednie izometrie siatki kodowe3.Oczywiscie ma-
my na my$li kontury zamkniete zbudowane z odcinkéw-kodowych (rys. 23,przy
czym kole3ne wierzchotki konturu lezg w wezdach siatki kodowe3. Zy/rot od-
cinkéw kodowych w konturze traktu3emy nie 3ako element geometrycznegokszat-
tu konturu, lecz 3ako sposéb orientac3i konturu przez odwzorowanie na
+ancuch kodowy. Te specyfike rozwazanych konturéw bedziemy podkresla¢ przez
Uzywanie zwrotu "kontur na plaszczyznie siatki kodowe3".

Definic.ia 1

Kontur na ptaszczyznie siatki kodowe3 nazywamy regularnym,gdy istnie3e
nietozsamosciowa izaaetria siatki kodowej, ktéra wierzchotki konturu prze-
prowadza w wierzchotki konturu (i boki konturu w boki konturu), przy czym
przez wierzchotki konturu rozumiemy wszystkie wezdy siatki kodowe3, przez
ktoére przebiega linia konturu.
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Definicja ta nie obejmuje typowych Figur regularnych na p#aszczyznie!
jak tréjkaty czy szesciokaty réwnoboczne, a przynajmniej ich regularnos<5
moze by¢ sklasyfikowana tylko czesciowo, gdyz wsréd izometrii siatki ko-
dowej nie ma pary symetrii osiowych, ktérych osie tworza katy 60°czy 120°.
Natomiast figury objete"definicja 1 mozna podzielié na 5 grup ze wzgledu!
na rodzaj wystepujacej regularnosci« jedna o$ 3ymexrii, S$rodek symetrii,
dwie prostopadte osie symetrii, $rodek obrotu o kat prosty, i dwie osie
symetrii przecinajace sie pod katem 45°. Z klasyfikacji izometrii siatki
kodowej w 3.1 i z przedstawionych dalej reultatéw (twierdzenie 5) wynika,
ze sa to wszystkie mozliwe rodzaje konturéw regularnych w sensie defini-
cji 1.

W kolejnych twierdzeniach podamy teraz charakteryzacje poszczegdlnych
grup,konturéw regularnych, charakteryzacje przy pomocy rozwazonych wyzej
(punkt 4) transformacji #ancuchéw kodowych konturéw.

Twierdzenie 1

Kontur na pltaszczyznie siatki kodowej posiada o$ symetrii wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieja takie liczby pis, 0<p3,0< s«n, ze ogniwa
+ancucha kodowego (1-1) dla tego konturu spedniajg zaleznosé

an-i " SpMR2MasilNT 1= G.D
Dowéd |

Zatozmy najpierw, 4e kontur posiada o$ symetrii. Symetria wzgledem tej
osi przeprowadza wezty siatki kodowej w wezty siatki kodowej,a zatem jest
to jedna z osi symetrii siatki kodowej. Zgodnie z lematem 1 istnieje wiec
taka liczba p, 0Sp<3, ze Sp jest transformacja tancucha kodcwego przi
odbiciu symetrycznym wzgledem osi symetrii konturu.

Kazdy odcinek konturu ma swéj symetryczny odpowiednik wzgledem osi symet-
rii konturu. Niech zatem w #ancuchu kodowym (1.1) dla tego konturu,, s be-
dzie numerem ogniwa, ktéremu w tej symetrii odpowiada ogniwo aQ * an.

Poniewaz symetria Sp zmienia orientacje #*ancucha, wiec obraz symet-

ryczny ogniwa ag ma Kierunek przeciwny niz ogniwo a” Dlategoréwnc
otrzymamy dopiero po dokonaniu inwersji R2 jednego z tych ogniw, skad
mamy

an “ Sp

czyli (6.1) dla i-0. Oczywiscie ogniwo nastepujace w 4ancuchu (1.1) po
as bedzie speidniato podobng zaleznos$é¢ z ogniwem poprzedzajacym an, bo od-
powiednie odcinki konturu sa wzajemnie symetryczne, a zatem

an-1 “ W A |7

czyli mamy (5.1) dla i»1l. W ten spos6b mozemy obejs¢ caty kontur, ot-
rzymujac kolejno zaleznosci (5.1) dla i =0,1...,n.

11. Zak6zmy teraz, ze 4ancuch kodowy (1.1) dla pewnego konturu na plass
czyfnie siatki kodowej speknia zaleznosci (5.1) dla pewnych s i p,0<a€n
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0$p~3. Rozwazmy odcinki o ogniwach kodo-
wych a, i By Poniewaz R 1 S, Sa izomet-
mriarai, wiec odcinki te sa jednakowej d¥ugos-
ci. Polaczmy teraz odcinkiem wezet siatki, z
ktérego wychodzi wektor ag (punkt A),z wez-
+em siatki, w ktérym koniczy sie wektor an
(punkt B), a przez Srodek tego odcinka popro-
wadzmy prosta w kierunku p (rys. 3).
Zgodnie z (5.1) symetria wzgledem tej
prostej przeprowadza punkt A w punkt B, a
zatem prosta ta jest symetralna odcinka +3-
Rys. 3. Konturz osiag sy- czacego punkty A i B. Roéwnoczes$nie odbicie
metrii symetryczne konca wektora ag (punktC) jest
poczatkiem wektora an (punkt D), wiec wyb-
rana prosta jest réwnoczesnie symetralng odcinka 4aczacego punkty C i D,
a zatem poprzednie rozumowanie mozemy powtérzyé dla ogniw ag+] 1 an 1
(wnioski pozostajg stuszne, gdy odcinki AB lub CD redukuja sie do punk-
tu) . Dobierajac kolejne pary ogniw z zaleznosci (5.1) dla i1 =>0,1,...,n,
mozemy w ten sposéb pokazad, ze odpowiednie pary odcinkéw konturu sg wza-
jemnie symetryczne wzgledem wybranej prostej. Zatem kontur posiada 0§ sy-
metrii w kierunku p, co nalezato udowodnic.

Twierdzenie 2 ,

Kontur na ptaszczyznie siatki kodowej posiada Srodek symetrii wtedy i
tylko wtedy, gdy d¥ugosé tancucha kodowego (1.1) dla tego konturu wyraza
sie liczbg parzyetai n « 2 m i ogniwa tego tancucha spekniaja zalezno$-
ci

“oeMhaint i «0,1,...,n (5-2)
Dowod

Jezeli kontur posiada $rodek symetrii, to kazdemu ogniwu 4ancucha ko-
dowego (1.1) dla tego konturu odpowiada w symetrii Srodkowej ogniwo roéwno-
legte, lecz przeciwnie skierowane. Hiech am oznacza ogniwo symetryczne
1 ao " an< czyil

** o W
co oznacza speinienie (5.2) dla i»0. To samo bedzie dotyczyto ogniw sa-
siednich d#ancuoha kodowego, ogniw nastepujacych po am i po aQ, skad

a**, - R2(al)

bo symetria sSrodkowa zachowuje orientacje 4ancucha, czyli mamy zaleznosé
(5.-2) dla i«l. Obchodzac kontur przez zwiekszanie wskaznika i,oraz przez
dobieranie par odcinkéw symetrycznych, otrzymamy kolejno wszystkie zalez-
nosci (5.2).

W szczegolnosci mamy » s X
2m “ W
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czyliogniwo Jestsymetryczne z ogniwem (podobnie jak ogniwo
ar),akadn = 2m, bosymetriajest réznowartosciowa. Dlatego +ancuch, ma
parzysta ilos¢ ogniw.
1. Przypusémy teraz, ze #ancuch kodowy (1.1) dla pewnego konturu n
ptaszczyznie siatki kodowej ma n » 2m ogniw, ktére spedniaja zaleznosci
(5-2). Niech S bedzie $rodkiem od-
cinka tgaczacego poczatek ogniwa aQ
(wezet A) z poczatkiem ogniwa
(wezet B). Zatem weztky A 1 B sg sy-
metryczne wzgledem Srodka S(rys.4).
Kazdy wektor wychodzacy z punktu
A ma obraz symetryczny wzgledem Srod-
ka S, roéwnolegty i przeciwnie
skierowany, wychodzacy 2z punktu B.
Rys. 4. Kontur ze Srodkiem symetrii wektory aQ 1 am wychodza
odpowiednio z A i B oraz sa réwno-
legte i1 przeciwnie skierowane w wyniku obrotu o 180°, zgodnie z (5.2),za-
tem sg to wektory symetryczne wzgledem $Srodka S. Stad S jJest takze
Srodkiem odcinka daczacego koniec wektora aQ (wezet C) zkoncem wektora
am Oese* D) i rozumowanie mozna powtdérzy¢ dlaogniw iam+~.W ten spo-
séb punkt S jest Srodkiem symetrii dla kolejnych par ogniw, a poniewaz
tancuch ma parzysta ilos¢ ogniw, wiec w ten spos6b obejdziemy caty kontur.
Dlatego kontur ma Srodek symetrii, a to nalezato udowodnic.

Twierdzenie 3

Kontur na ptaszczyznie siatki kodowej ma dwie prostopadte osie symet-
rii wtedy i tylko wtedy, gdy dtugos¢ *ancucha kodowego (1.1) dla tego kon-
turu wyraza sie liczbg parzystag: n » 2m i istnieja takie liczby s i p,
04s4 n, O0< p” 3, ze ogniwa tego tancucha spedniajag zaleznosci (5.1) i
G-2)-.

W szczegdlnosci, dla konturu o dwéch prostopaddych osiach symetrii, ma-
my

n-i = yr+stin i=°,1....,n (5.3)
Dowdd

I. Jezeli kontur ma dwie prostopadte osie symetrii, to zgodnie z twi
dzeniem 1, istnieja takie liczby s i1 p, 0<s™n,0 p 3, ze jedna z tych
osi symetrii ma kierunek p i zachodza zaleznosci-(5.1), a druga o$, o$
prostopadta, ma kierunek p + 2.

Réwnoczesnie, zdozenie dwdch symetrii osiowych o osiach prostopadtych
jest symetrig Srodkowg o Ssrodku w punkcie przeciecia sie tych osi. Wobec
tego mozemy korzysta¢ takze z twierdzenia 2, czyli n > 2m i zachodza za-
leznosci (5.2). taczac zaleznosci (5.1) i (56-2) otrzymujemy bezposrednio

(5.3).
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IX. Zaktbézmy teraz, ze +*ancuch kodowy (1.1) dla pewnego konturu na ptasz-
czyznie siatki kodowej ma ddugos¢ n = 2m spednia zaleznos¢ (5.1) i1 (5.2)
dla pewnych s i p, O0Ssjgn, 0% ps;3. Stad na podstawie twierdzenia 1
kontur posiada o$ symetrii w kierunku p. Réwnoczes$nie, na podstawie za-
leznosci (5.3) wynikajacej z (56-1) i (5.2), mozemy napisa¢ (zob. lemat 4)

an-1 “ Sp(R2(R2(am+a”i))) =V 2 (R2(VIs*i)) = Spt+2CR2Cem"sti)>

dla i =0,1,...,n, czyli zachodzi odpowiednik zaleznosci (5.1) z p~=p+2
i s" « s+ m Zatem na podstawie twierdzenia 1, kontur posiada 0$ symet-
rii w kierunku p + 2, ktoéry jest prostopadty do kierunku p.Dlatego kon-

tur posiada dwie prostopadte osie symetrii, co nalezato udowodnic.
Twierdzenie 4

Kontur na ptaszczyznie siatki kodowej ma Srodek obrotu o kat prosty
wtedy i tylko wtedy,, gdy d¥ugos¢ +ancucha kodowego (1.1) dla tego konturu
wyraza sie liczbg podzielng przez 4in » 4q i ogniwa tego +tancucha spek-
niaja zaleznos¢

adl 3 ~ i =0,1,...,n (5-4)
Dowdd

1. Zat6zmy,ze kontur nie ulega zmianie przy obrocie o kat prosty i
niech a oznacza ogniwo +ancucha kodowego, na ktére przez transformacje
RN przechodzi ogniwo aQ = an. Woéwczas

aq “ R1(ao)

czyli zachodzi (5.4) dla i»0. Poniewaz obrét nie zmienia orientacji 4an-
cucha, wiec ogniwo nastepujace po ao przechodzi na ogniwo nastepujace
po a , a zatem

agtl “ R1 (al}

czyli zachodzi (56.4) dla i«l. Znajdujac w ten aposéb obrazy kolejnych
ogniw, otrzymujemy wszystkie zaleznosci (5.4). W szczegélnosci mamy (por.
lemat 4)

a4q R1(a3g) M R2(a2q} " W = Ro(ao} “ ao “ an

czyli po wykonaniu pednego obrotu otrzymujemy zaleznos¢ n » 4q, co ozna-
cza, ze ilos¢ ogniw tancucha jest podzielng przez 4.

1. Zat6zmy teraz, ze #*tancuch kodowy (1.1) dla pewnego konturu na plasz-
czyznie siatki kodowej ma n = 4q ogniw, ktéore spekniaja zaleznosci(5.4).
Niech A i B oznaczaja wezdy siatki, ktére sa poczatkami wektoréw wyzna-
czonych przez ogniwa aQ i a*. Na symstralnej odcinka AB znajdujemy ta-
ki punkt S, ze wezet B jest obrazem wezda A w wyniku obrotu (dodat-
niego) o kat prosty wokét punktu S (rys. 5).

Zgodnie z (5.4), ogniwo a” jest obrazem ogniwa aQ przy obrocie o
kat prosty wokéd S. Zatem koniec C wektora aQ przejdzie przez ten
obrét w koniec D wektora a” i rozumowanie mozemy powtérzycé dla ogniw

ai 1 VvVr?*
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W ten aposéb kolejne odcinki kon-
turu przechodza przy obrocie o kat
prosty w inne odcinki konturu, a za-

tem kontur nie ulega zmianie przy
obrocie o kat prosty,co nalezato po-
kazac.

Twierdzenie 5

Kontur na ptaszczyznie siatki ko-

dowej ma dwie osie symetrii przeci-
Rya. 5. Kontur nie ulegajacy zmia-

nie przy obrocie o kat prosty najace sie pod katem 45° wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy diugos¢ +ancucha kodo-
wego (1.1) dla tegokonturu wyraza sie liczba podzielng przez 4:n = 4q i
istniejatakie liczby pis, Ospi 3,08 s n, ze ogniwa tego tancucha
spedniajg zaleznosci (5.1) i (5.4).

WszczegdbInosci kontur oosiach symetrii przecinajacych sie podkatem
45° ma cztery osiesymetrii okierunkach O, 1, 2 i 3 oraz $rodek symet-
rii, ktéry Jest rownoczesnie sSrodkiem obrotu o kat prosty,a zatem ma wszy-
stkie rodzaje regularnosci konturu na ptaszczyznie siatki kodowej.tancuch
kodowy tego konturu spednia zaleznosé

an-i 7 S</R17Maql-s?-i™’ 1~ (5.5)
Dowdd

I. Jezeli kontur ma dwie osie symetrii tworzace kat 45°, to zgodnie =z
twierdzeniem 1 istnieja takie liczby pi s, 0SpS3 O0Os ssn, ze jedna z
tych osi ma kierunek p i zachodzg zaleznosci (5.1), a druga o$ ma kieru-
nek pi-1l. Poniewaz ztozenie dwoch symetrii osiowych o osiach tworzgacych
kat 45 jest obrotem o kat prosty (zob.[3]), wiec kontur nie ulega zmia-
nie przy obrotach o kat prosty i zgodnie z twierdzeniem 4 fancuch kodowy
tego konturu ma ddugos¢ n * 4q 1 zachodzg zaleznosci (5.4).

W szczeg6lnosci kontur ma Srodek symetrii (Srodek obrotu o kat 180°),

a zgodnie z lematem 4, przez sktadanie symetrii Sp z obrotami i RM,
uzyskamy wszystkie symetrie osiowe schematu kodowego, czyli kontur ma o-
sie symetrii w kierunkach 0, 1, 213. Mozna zatem przyja¢ p=0 i zgod-

nie z (5.1) 1 (6.4) otrzymujemy

an-i " SO(R2(asii)) * 30(R1CR1(asl-1))) “W M s J i N
dla i =0,1,..,,n, czyli zachodzi (5.5).

11. Zakozmy"teraz, ze 4ancuch kodowy (1.1) pewnego konturu na ptasz-
czyznie siatki kodowej ma ddugos¢ n = 4q i speknia zaleznosci (5.1),
(5.4) dla pewnych pis, 0"p«3, O« s™ n. Na podstawie twierdzenia 1
kontur ma wiec o$ symetrii w kierunku p, a na podstawie twierdzenia 4
ma Ssrodek obrotu o kat prosty, skad,podobnie jak w pierwazej czesci dowo-
du, wynika istnienie wszystkich czterech osi symetrii mo&iiwyeh na ptasz-
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czyznie siatki kodowej. Dlatego kontur ma dwie osie symetrii tworzace kat
45°, co nalezato wykazac.

Z dowodow twierdzen 1-5 wynika pewna hierarchia regularnosci konturdéw
na ptaszczyznie siatki kodowej. Hajprostszym rodzajem izometrii sa symet-
rie osiowe, z ktérych przez zdozenia mozemy uzyska¢ symetrie Srodkowg i
obrét. Przy tym kontur moze mieé jedng, dwie lub cztery osie symetrii.Sro-
dek symetrii i Srodek obrotu mogag wystepowaé¢ takze niezaleznie od osi sy-
metrii, przy czym Srodek obrotu jest szczegélnym przypadkiem $rodka symet-
rii. To wyczerpuje wszystkie rodzaje regularnosci konturéw na ptaszczyz-
nie siatki kodowej. s

6. Funkcja autokorelacyjna Preemana

Dotychczasowe rozwazania geometryczne dotyczgce +4ancuchéw kodowych da-
ja podstawe do podsumowania wkasnosci +ancuchowych funkcji korelacyjnych,
zwigzanych z izometriami siatki kodowej. Postuzmy sie przy tym funkcja

K(a,j) - Kog&@G) = n ~ 008 "T(al * aitj}> j

zaproponowang przez .Freemana [1] dla przetwarzania informacji zawartych w
+ancuchu kodowym (1.1).

Do typowych wkasnosci +ancuchowych funkcji korelacyjnych nalezg (por..
[2]): symetria wykresu funkcji korelacyjnej (0o$ symetrii), niezaleznos$¢
funkcji korelacyjnej od cyklicznych przesunie¢ i od zmiany orientacji w
+ancuchach kodowych oraz wzajemna charakteryzacja okresowosci funkcji ko-
relacyjnej przez okresowos$¢ tancucha kodowego. Teraz pokazemy dalsze whas-
nosci tych funkcji, a mianowicie niezalezno$¢ od przeksztakcen izometrycz-
nych konturéw na siatce kodowej oraz charakteryzacje dla pewnych kontu-
row regularnych. Rozwazania podamy tylko dla funkcji (6.1).

Twierdzenie 6

tanicuchowa funkcja korelacyjna (6.1) nie ulega zmianie przy dowolnych
przeksztatceniach izometrycznych konturu na plaszczyznie siatki kodowe j
(bierzemy pod uwage wszystkie te izZzometrie plaszczyzny przez ktére obraz
konturu wpisanego w siatke kodowg jest tez wpisany w siatke kodowg, czyli
izometrie 3.1).

Dowéd

Teza twierdzenia jest oczywista dla przesunie¢ réwnolegtych 3.1.d ptasz-
czyzny siatki kodowej, bo przesuniecia te nie zmieniaja #ancucha kodowego.
Pozostate przeksztalcenia izometryczne 3.l1.a - 3.1l.c dokonuja transforma-
cji tancucha kodowego opisanych w lematych 1-3. Zgodnie z tymi lematami
wystarczy rozwazy¢ obrazy #4ancucha kodowego przez symetrie osiowe Sp i
przez obroty Rp dla p = 0,1,2 i 3.
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W przypadku symetriiosiowych, zgodnie z lematem 1 mozemy napisac

KGSp@),.i) =1 £ cos mf*(Sp(ai) - S~Can)) =

= ji- ST COS ~e(2p -ai - (@p - a*j)) =

= 1£ cos -f-Can - aA) =1 £ cos £(azx - an.) =K(a,))

dla j ,=0,1,...,n, p =0,1,2,3, gdzie skorzystalismy z parzystosci i z
okresowosci funkcji cosinus.

Podobnie dla obrotéw o wielokrotnos¢ kata prostego, zgodnie z lematem
2 mozemy napisac

KRp(a),J) =i 5 cos «f<Rp(ai) - Rp(ai+j)) =

=n ~ 008 +ai “(@P §ai+jH n2” 008 X @i “ ai+j* =

dla j =0,1,...,n, p =0,1,2,3.

Z podanych przeliczen wynika, ze symetrie osiowe i obroty o wielokrot-
no$¢ kata prostego (a zatem i symetrie Srodkowe) nie zmieniajg wartosci
tancuchowej funkcji korelacyjnej (6.1), co konczy dowéd twierdzenia.

Hipoteza méwiaca, ze funkcja korelacyjna dla konturéw regularnych daje
sie odrézni¢ od funkcji korelacyjnej w przypadku innych konturéw zostaka
potwierdzona tylko czesciowo, a mianowicie jest ona prawdziwa dla kontu-
row posiadajacych srodek symetrii, czyli dla czterech z pieciu rozwaza-
nych grup konturdéw regularnych. Ha trudnosci zwigzane z podobng charakte-
ryzacja w przypadku konturu z jedng osia symetrii wskazuje przyktad poda-
ny w zakonczeniu pracy (punkt .7).

Definicja 2

Mowimy, ze funkcja korelacyjna (6.1) ma Srodek symetrii wykresu (Jako
funkcja dyskretna okreslona w zbiorze liczb catkowitych), gdy okres tej
funkcji jest liczba parzysta: n = 2m, g cze$¢ wykresu dyskretnego tej
funkcji dla j * 0,1,...,m ma Srodek symetrii lezacy na osi odcietych, cay-

li
K@,m-j) = - K@, §»0,1,...,m ®-2

Funkcje objete ta definicja, traktowane jako funkcje okresowe na catym
zbiorze liczb catkowitych, majg.po dwa Srodki symetrii w kazdym cyklu wy-
kresu. Gdyby okres nie byt liczba parzysta, to symetria tego rodzaju nie
databy sie zapisa¢ ze wzgledu na nieciggtos¢ wykresu funkcji.Wkasnosé wy-
kresu funkcji korelacyjnej opisana w definicji 2 jest cecha charaktery-
styczng, ktéra odréznia wykresy funkcji korelacyjnych® konturéw regular-
nych od wykreséw funkcji korelacyjnych dla konturéw nieregularnych z po-
danymi wyzej ograniczeniami.
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Twierdzenie 7

Kontur na ptaszczyznie siatki kodowej ma $rodek symetrii wtedy 1 tylko
wtedy, gdy funkcja korelacyjna (6,1) dla tego konturu ma $rodek symetrii
wykresu.

Dowod

I, Zakézmy najpierw, ze kontur ma Srodek symetrii. Zgodnie z twierdze-
niem 2, dancuch kodowy tego konturu ma ddugo$¢ n = 2m i1 zachodza zalez-
nosci (5.2). Wykazanie symetrii wykresu funkcji (6.1) sprowadza sie wiec
do sprawdzenia zaleznosci (6.2) dla ustalonego m, jako potowy diugosci
tancucha korelacyjnego ustalonego konturu. Zgodnie z (6.1) 1 (5.2) moze-
my napisac

K(a,a-j) » » cos ~ 3 n 2T 008 ai"R2Fai-j» =
“n 1 cos - @45 ajp =" cos(If- ~-Caiaj“ai’™ 3
s _ 1 ¢cos -Fian - ax) = -1i (¢co0s -an +
n 1=1 1=1
i=j+1 4 i j i

dla j «0,1,..., m (sumy o pustym zbiorze wskaznikéw traktujemy jako row-
ne zeru).

Dokonujac zamiany zmiennej sumacyjnej przez podstawienie k -mi - j(mo-
dulo n), mamy

KG@,m-j)= - 1( =+ cos N a k-a.«.) + S coa =“K (a%j)’
n k=n-j+1 4 * Kk) K 1
czyli zachodzi zalezno$¢ (6.2) dla dowolnych j, 0$ je m.

11. Zak6ézmy teraz, ze funkcja korelacyjna (6.1) dla pewnego konturu na
ptaszczyznie siatki kodowej ma Srodek symetrii, czyli n = 2m i zachodzi
(6.2), gdzie a jest d#ancuchem kodowym (1.1) dla tego konturu. Rozwazymy
zaleznos¢ (6.2) dla j = 0, czyli

K(a,m) » K(a,0) -1

Zgodnie z (6.1) oznacza to zaleznosé

1+~ 1 cos -anU) =I(n + j: cos "-(at - an«i) -

=) 2_1 (1 + =os (ax - V+i)) " 0

[

gdzie wszystkie sktadniki ostatniej sumy sg nieujemne. Zatem

*
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w.w
~ =t (modullo 2# )

czyli
L

am*i - = =4 (modulo. 8)

dla 1 =0,1,..,,n (O i n utozsamiamy modulo n). Ka podstawie lematu 3
mozemy teraz napisac

8
+

am+i = 4 ai = R27ai)t 1 0 =

czyli zachodzi (56.2), gdzie m jest potowa dtugosci +ancucha kodowego ko
turu. Dlatego na podstawie twierdzenia 2, kontur ten ma Srodek symetrii,:
co nalezato wykazac.

7. Uwagi koncowe-i przyktad?

Przedstawiona praca, bedac posrednig kontynuacja prac [1] i [2].,ma jed-
nak zupednie odmienny charakter. Jedynie twierdzenie 6 mozna traktowac ja-
ko uzupeinienie listy niezmienniczych wkasnosci funkcji korelacyjnych z
pracy [2], natomiast wiekszo$¢ rozwazan i wynikéw pracy dotyczy konturéw
regularnych, podczas gdy w pracach poprzednich jednym z g#éwnych zatozen
byto zatozenie o nieregularnosci konturu. Mimo wzglednej obfitosci i do-
skonatosci otrzymanych wynikéw (twierdzenia 1-5 i 7 podaja warunki koniecz-
ne i wystarczajace) praca odpowiada tylko na czes¢ pytan jakie mozna po-
stawi¢ na temat przeksztakcen izometrycznych i konturéw regularnych na
ptaszczyznie siatki kodowej. Przedmiotem dalszych rozwazan w tym zakresie
moga by¢ nastepujace zagadnienial

1° charakteryzacja zbioru wszystkich transformacji #ancuchéw kodowych,
ktdre nie zmieniajg wartosci funkcji korelacyjnej,

2° znalezienie kryterium pozwalajacego wyrézni¢ funkcje korelacyjne ko~
turéow regularnych z rodziny wszystkich funkcji korelacyjnych dla konturéw
o ustalonej d#ugosci +ancucha kodowego,

3 charakteryzacja funkcji korelacyjnych dla poszczegélnych grup kontu-
réw regularnych (na wzér twierdzenia 7).

Trudnosci jakie moga sie pojawié¢ przy poréwnywaniu funkcji korelacyj-
nych dla konturéw regularnych z funkcjami korelacyjnymi konturdéw nieregu-
larnych zilustrujemy na przyktadzie funkcji korelacyjnej konturu symet-
rycznego (jJedna o$ symetrii) przedstawionej na rys. 6. Przy modyfikacji
tego konturu na kontur nieregularny otrzymujemy funkcje korelacyjna przed-
stawiong na rys. 7, ktéra ma przebieg bardziej regularny od poprzedniej;
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Rys. 6. Wykres funkcji autokorelacji konturu o jednej osi symetrii
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Rys. 7. Wykres funkcji autokorelacji
konturu zmodyfikowanego nieregularnego
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Taib! paSpiH Kacaioica noBeseniia aBTOKoppe-iHUHOHHOIi cjSYyHKUHH ‘SpHM aKa npa H30-
MexpnfecKHX xpaHCS$opMaitHHx'KOHiypOB & Taicxe xapaKiepiicTHKH sthx 4>yHKunit xkk

HHsapnaHTHUX $jtryp.

THE GEOMETRICAL PROPERTIES OF CHAIN CORRELATION FUNCTION

Summary

The paper contains the geometrical analysis of Freeman coding scheme
which serves to transform and code information of discretised two-dimen-
sional contours.

The isometrics of coding scheme are being considered in particular,and
the characteristics of unchanging figures versus these isometrics is gi-
ven.

The conclusive and enential results of this paper are pertinent to the
behaviour of Freeman autocorrelation function by isometrics transforma-
tions of the contours and to the characteristics of this function for un-

changing figures.



