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MODEL MATEMATYCZNY KINETYKI POPULACJI KOMÓREK

Streszczenie. W pracy pędano matematyczny model kinetyki po
pu lacJT^ćomorelć ostrej leukemii,W modelu uwzględniono wszystkie 
fazy cyklu komórkowego. Podano prosty przykład ilustrujący opra
cowany model.

1. Wstęp

W okresie rozwoju komórki, od jej narodzin do momentu podziału, tj. do 
chwili, w której z dojrzałej komórki powstają dwie nowe, wyróżnia się na

stępujące fazy [1], [2], [3] »
G1 - presynteza,
S - synteza kwasu DNA,
G2 - postsynteza,
M - mitoza czyli właściwy podział 

komórki.
Te cztery fazy tworzą właściwy 

cykl komórkowy, przez który prze
chodzi każda komórka mająca się 
podzielić. Okazuje się, że część 
komórek po mitozie nie przechodzi' 
natychmiast do fazy ił1, dlatego wy
odrębniono dodatkową fazę GO(tzw. 
fazę spoczynkową). Część komórek w 
cyklu komórkowym ginie.To zjawisko 
śmierci komórki reprezentowane jest 
przez dodatkową fazę T. Rys. 1 
przedstawia model kinetyki popula
cji komórek.

Rys. 1. Model kinetyki populacji ko- 0]a,es pra6bywania kom6rki w da
nej fazie może być deterministycz

ny lub losowy. W pracach [1] , [2], [3] przyjęto, że czas pobytu komórki w 
fazie S jest deterministyczny, w pozostałych losowy. Przyjęto również, 
że 40# komórek, które opuszczają fazę M trafia do fazy GO, 40# ginie,
a pozostałe 20# rozpoczyna właściwy cykl komórkowy. Ten dyskretny model
kinetyki populacji był symulowany na komputerze [1] , [2], [3] .Dokładne da
ne o modelu podano w pracy [1],
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W pracy [4] podano matematyczny model kinetyki populacji komórek.Model 
ten był uproszczony, nie uwzględniał bowiem faz GO i I,

Celem niniejszej pracy jest znalezienie pełnego modelu matematycznego 
kinetyki populacji komórek uwzględniającego wszystkie fazy cyklu komórko
wego.

2. Model matematyczny

Nieoh naszym zademiem będzie wyznaczenie populacji komórek w dowolnej 
chwili t. Wprowadźmy pojęcie funkcji dystrybucji komórek wzdłuż k-tej 
fazy

x)  ( 2 . 1 )

gdzie: t - jest chwilą bieżącą, t e (0,oo)
x - określa pozycję komórki wzdłuż fazy, ma wymiar czasu, xe(0,Tk)

Tjj. jest średnim czasem pobytu komórki w k-tej fazie.
Funkcja dystrybucji komórek określa ilość komórek w bieżącej chwili 

t, w punkcie x k-tej fazy, przy czym za"długość" k-tej fazy przyjęto śred
ni czas jej trwania. (Rys. 2).

Znając funkcję dystrybucji 
komórek wzdłuż k-tej fazy w 
dowolnej chwili t można wyz
naczyć ilość komórek RjjCt) w 
k-tej fazie, w chwili t

?kNk(t) ■ J (t, x) dx(2.2)
0

Ponieważ czas przebywania w 
k-tej fazie jest inny dla każ
dej komórki, można mówić, że 
komórki "przebiegają" fazę z 
różnymi prędkościami. Zdefi
niujmy prędkość komórki wzdłuż 
k-tej fazy

(2.3)

Rys. 2. Funkcja dystrybucji komórek wzdłuż 
k-tej fazy w chwili t

df Tk

gdzie: - jest średnim czasem trwania k-tej fazy
t^ - czasem przebywania komórki w k-tej fazie.

Prędkość komórki wzdłuż k-tej fazy jest zmienną losową. Znając funkcje 
gęstości prawdopodobieństwa (f.g.p) czasu przebywania komórki w k-tej fa
zie można znaleźć f.g.p. prędkości tej komórki wzdłuż tej
fazy: _ _
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Rys. 3. Model przepływu, komórek między fa
zami

Wyznaczmy ilość komórek w 
przedziale [ 0,x] k-tej fa
zy w chwili t dla przypad
ku przedstawionego na rys.
3.

}
Hk(t,x) - J <f>k(t,p ó!

o (2.5)
Ale nie znamy funkcji <j>fc(t,p. Załóżmy, że znamy funkcję dystrybucji ko
mórek w fazach "k" i "k-1" w chwili t = 0 (dane <f>k(0, |)oraz 
oraz, że t < t(k-Dmin’ gdzie t(k-l)min Jest minimalnym czasem pobytu 
komórki w fazie "k-1". Oznacza to, że w czasie t żadna komórka z fazy 
"k-2" nie dojdzie do fazy "k". Można napisać:

2=1X X t
Hk(t,x) = J^k(t,5)dS J <f>k(°,§)gk(v) dvdj +

0 0 0
Tk-1 + x - l  

Tk_i i

/  J i,k-1(0^ )gk-1,k(v)dYd  ̂ (2,6)
Tk-1 "I i---

x e(o,Tk)

gk(v) - f.g.p. prędkości komórki wzdłuż k-tej fazy,
Sk-1 k*-v  ̂ - Prędkości komórki wzdłuż "k-1" i "k" fazy.

Pierwsza część prawej strony zależności (2.6) określa średnią ilość ko
mórek k-tej fazy w chwili t » 0, które "ni.e zdążyły" wyjść w -zasie t 
poza odcinek fazy [0, x]. Są to te komórki z przedziału 5» § + l£,(gózie 
|e(0,x)) których prędkość zmienia się od v » 0 do v = x !jj  ̂.

Drugi człon podaje średnią ilość komórek, które w czasie t "zdążyły" 
opuścić (k-1)-szą fazę i dojść do punktu x k-tej fazy. Są to komórki z 
przedziału |,|+ d| (^e[0,Tk_1]) "k-1" fazy, których prędkość zmienia
się od wartości \

v =  L d0 v a Tk-1  ̂ 1 (Rys. 4)

W tym przypadku należy znać rozkład prędkości gk—1 k(v) wzdłuż faz "k-1" 
i "k".
Prędkość tę definiujemy następująco:

V „ ItalilŁ
k-1,k "k-1,k
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gdzie: T-Jc_1 k jest średnim czasem przebywania komórek w fazach
"k", a " t ^  jest czasem pobytu komórki w fazach "k-1"

Znając rozkład czasu przebywania komórek w fazie “k-1" ^k-l^*^
fazie "k" wyznaczymy g ^  k(v) zauważmy, że:

V I , k  - V i  + *k
gdzie tj£_1 i są to czasy przebywania komórki odpowiednio w

"k-1" i "k".
Ponieważ zmienne losowe i ^  84 niezależne więc f.g.p. f
czasu wynosił

OO
fk-1,k (t) “ J W T) fk <* dT 

0
natomiast

Bys. 4, Funkcje dystrybucji komórek wzdłuż k-tej fazy w chwili
1 w chwili początkowej

"k-1" i 
i "k".

t

oraz w

fazach

k-1,k(t)

(2.7)



i zgodnie z (2.4) mamy:

Tv- 1 + Tv Tv- 1 + TIc 
gk-1,k ^  ” fk-1,k ( v

Dzieląc odcinek czasu t na równe odcinki At i przyjmując ie:
t - 1 . At

oraz wprowadzając oznaczenia
<f> (i . At, x) - <f(i, x ) ;  N( i . At, x) » N (i, x) 

można podać następujący wzór rekurencyjny

Si
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Nk(i+1,x) - J  4>k(i+i ,$)d| rn J f pk (i,|) gk(v) dvd^ + 
0 0 0

k-1 i t
+ j  f  *k-1 (i.5)«k.1łk (▼>

n rp J
(2.10)

• 'AT "
x e  (0,Tk)

Hównanle (2.10) można przekształcić korzystając z funkcji dye trybunaty 6 W  
zmiennej losowej v, która jest równa

T
o (v) - | g(?) óf

Oteiyaany wtedy i
z

Sk(i+1,x) - J $k<M> 0k ( ^ - )  3?
0

T
j  - ot„ »5♦
o

ie(0, Tk) (2.11).

Dzieląc "długość" fazy "k-1" i "k" na równe odcinki oraz przyjmując
x * j . a |

5- 1 .A 5 
Tk-1 " “k-1

T.k ■ “k *A S
H(i, x) - 5(i, j) 
<f>(i, x ) = 4> (i, j)
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otrzymamy

Nk(i+1,j) = ^  • *■£) -A? +

M,

1=1

- w  ( H r 1 2 »?)].«!

j = 1. .. Mfc
oraz podstawiając

N, (i,l) " N, (i, 1 - 1 )
♦ * (1 ’ 1 ) = “  7 1 -----------

ostatecznie mamy

Nk (i+u) = J; [Nk(i>1) " Nkci>1-D] Gk -A?) +

“ k-1

+ S  
1=1

- Gk-1,k C-M^ V i - - A l >3 <2 -13)

j = 1,2----  Mk

Należy przyjąć Nfc (i, 0) » 0, Nk_i Ci, 0) = 0 dla dowolnego "i". Wzór 
(2.13) określa ilość komórek w k-tej fazie w chwili "i" i w j-tym punkcie 
tej fazy. Ilość komórek k-tej fazy w i-tej chwili jest

Nk (i) = Hk (i, jy (2.14)

Całkowita ilość komórek w i-tej chwili równa się sumie komórek w poszcze
gólnych fazach w i-tej chwili

N (i) - l_i Nk (i, Mk) (2.15)

Korzystając a zależności (2.13) i (2.14) i znając rozkłady prędkości ko
mórek wzdłuż poszczególnych faz oraz rozkład komórek wzdłuż fazy w chwili 
początkowejrtzn. Nk (0, j) dla j » 1....Mk, dysponujemy pełną informa
cją o pepulacji komórek w dowolnej chwili t.

[*k_i (i,D - V / 1’1-1)] K-i,k (- ■̂■1It3~ x̂ -
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3. Przykład

Rozpatrzmy model kinetyki populacji komórek przedstawiony na rys. 1. 
Wyznaczmy całą populację komórek w dowolnej chwili t zakładając, że zna
ny:
1) rozkład czasu przebywania komórek w fazach GO, G1, S, G2, M(czyli zna

my rozkład prędkości wzdłuż wyżej wymienionych faz - patrz dane w[l])
2) rozkład komórek wzdłuż tych faz.

Ponieważ interesuje nas cała popula
cja komórek, można schemat z rys. 1 
uprośció. Taki uproszczony schemat mo
delu przedstawia rys. 5. Fazy G1, S, 
G2, M zostały potraktowane jako jed
na fasa oznaczona cyfrą 2. Czas poby
tu w tej nowej fazie wynosi

t 2 = tG1 + + tG2 + tM
a średni czas pobytu w fazie 2 wynosi

T2 “ TG1 + TS + TG2 + TM

łi 1 Ti

C 3.2)

są odpowiednio czasa-

Rye. 5. Uproszczony model kinety
ki populacji komórek

gdzie
mi pobytu w fazie "i" i średnim cza 
sem pobytu w fazie "i". (i=G1,S,G2,M). 

Ponieważ prędkośó komórki wzdłuż 
T 2fazy 2 wynosi v„ =» -p, znając rozkła- 

2 2
dy czasu pobytu komórki w fazach G1, 
S, G2, 14 i wykorzystując zależności 
(2.4) i (2.7) oraz (3.1)można znaleźć 

funkcję rozkładu prędkości g2 (v) Wzdłuż fazy 2. Oznaczmy fazę GO cyf
rą 1 (rys. 5).

Wykorzystując zależność (2.6) oraz wiedząc, że komórki po opuszczeniu 
fazy 2 podwajają się mamy: ilość komórek H^(t, x) w punkcie x fazy 1
w chwili t:

x T *
N.j(t,x) =' J  J  (0,£) g^v) dvd£ +

0

+ x - î

+2• 0,4j / p 2 (0,§)g1(2 (v) drd$
- 5

(3.3)

I 6(0, Tn)



58 Ewa Starzewąka-Karwan

oraz ilość komórek N2(t, x) w punkcie x fazy 2 w chwili t:

' x ^  T2 T- Ą —  l
U2(t,x) = [ J 4>2 (0,pg2(v)dvd| +2.0,2 J  f <p2 (0,§) 

*0 0 0 ®2-§

T* T1 + x~l
f1 x. g2(v) dvd J + J f , (0,|)g1 2(v) dvd£ (3.4)
o V - s

■^1
x 6(0, T2)

i ostatecznie dzieląc odcinek czasu t na równe odcinki ot oraz średni 
czas trwania faz 1 i 2 na odcinki A| i przyjmując t «■ i . At

x = j . a |
T1 - M1 . A |
T2 - M2 • A |

i korzyr.tając z (2.13) otrzymamy następująoe wzory rekurencyjne 

. N^i+I.j)- ^ [ ^ ( i . l ) - ^  (i, 1-1)] G1 ( ^ A $ )  +

+ °,8 ^  [H2(i,l)-Ii2(i,l-1)] [G1 2  ( Ł I ^ I a D -

" G1,2

j - 1, 2... M1

N2(i+1,j) » ^ [ * 2  (i>1) “N2 CA»!-"!)] g2(

+ 0.4 3? [l2 (i,l)-N2 (i, 1-1)] [02 (̂ ¿ ¡ ł i p  -

M 1 Ml
- °2 + £  K  Ci.1-1)] [ 01t2( i l ^ i A | )  -

- Gi,2 c-J-st-aD]

j - 1,2 .... M2
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Obliczeń dokonane przyjmując:
1. Średni czas trwania fazy 1 (GO) T1 = 100 h, fazy 2 (G1, S, G2, M) T2 » 

= 60 h, fazy 1 i 2 łącznie T1 2 = 160 h.
2. Ilość komórek w chwili t = 0 w ’fazie "1" 1^(0) = 100, w fazie "2" 

N2(0) = 60.
3. Funkcja dystrybucji komórek w chwili t = 0 zarówno wzdłuż fazy "1" i 

"2" jest stała i wynosi

♦ ,(0, z) = <f>2 (0,x) - 1 [koiS^ą]

4. Dla prostoty obliczeń przyjęto, że rozkłady prędkości wzdłuż faz "1", 
"2" oraz "1" i "2" łącznie są prostokątne odpowiednio z parametrami
a) dla fazy "1" v1mln. = 0,5 V., max = 2
b) dla fazy »2» V2 m i n =0,9 V2 max = 1,2
c) dla faz '*1» i "2" łącznie v1>2 min - 0,7 V, 2 max = 1,6.
Wyniki obliczeń przedstawia tablica 1

Tablica 1

t [h] H1 (t) n 2 (t) H(t) = N^(t) + U2(t)

0 100 60 160
20 93 73 166

40 95 80 175
60 104 75 179
80 112 76 108
100 116 82 198
120 118 90 208
140 125 94 219
160 134 98 232
180 143 102 245 •
200 149 109 258

4. WHIOSKI

Wyniki obliczeń uzyskano drogą rozwiązania równań,które podaje wyżej 
opisany model matematyczny. Pokrywają się one z wynikami uzyskanymi drogą 
symulacji w.pracy [1]. I tu można zaobserwować ciekawe zjawisko, zmniej-
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azania się ilości komórek w pewnych chwilach w niektórych fazach. Zaletą 
zaprezentowanego w pracy modelu Jest jego "elastyczność'*. Można bowiem do
wolnie zmienić pewne parametry modelu tak, aby wyniki obliczeń odpowiada
ły wynikom eksperymentów klinicznych. W ten sposób model może być użytecz
ny do testowania różnych hipotez, również tych dotyczących chemioterapii.
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MATEfAAIHUBCKAB MOflEilb KKKETHKH COBOKYnHOCTH KJIETOK

P e 3 a u e
B ciaTbe npeflCTaBJieHa MaxeMaTHvecKaa MOflexh khhstkkh coBOKynHociH KJie- 

tok cTpeMHTejiŁHoN jieitKeMHK. B wo,ąejtn y^ienhi Bce $a3Łj Kmeiomioro UHKJia. npe.n- 
ciaBJieK npocTog nprniep, HJiJiiocTpnpyiomHii pa3paÓoiaHHy» MOflemb.

THE MATHEMATICAL MODEL OF C E IL  POPULATION KIN ETICS

S u m m a r y
In the paper the mathematical model of cell population kinetics in acu

te leukemia is discussed. All phases of the cell period are represented 
in the model. A simple example illustrating the worked out model has 
been given.


