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MODEL MATEMATYCZNY KINETYKI POPULACJI KOMOREK

Streszczenie. W pracy pedano matematyczny model kinetyki 0-

pu lacJT~C¢omorel¢ ostrej leukemii,W modelu uwzgledniono wszystkie

fazy cyklu komdérkowego.
cowany model .

1. Wstep

W okresie rozwoju komorki,

Podano prosty przykdad ilustrujacy opra-

od jej narodzin do momentu podziatu, tj. do

chwili, w ktérej z dojrzatej komérki powstaja dwie nowe, wyréznia sie na-

Rys. 1. Model kinetyki populacji ko-

ny lub losowy. W pracach [1], [2],
fazie
ze 40#komorek, ktoreopuszczajg faze

a pozostate 20# rozpoczynawkasciwycykl komorkowy. Ten
kinetyki populacji byk symulowany na komputerze [1], [2],

ne o modelu podano w pracy [1],

Bl przyjeto,
S jest deterministyczny, w pozostatych losowy.

stepujace fazy [1], [2]. [8] »

Gl - presynteza,

S - synteza kwasu DNA,

G2 - postsynteza,

M - mitoza czyli whkasciwy podziat
komorki -

Te cztery fazy tworzg whasciwy
cykl komérkowy, przez ktoéry prze-
chodzi kazda komérka majaca sie
podzieli¢. Okazuje sie, ze czesc
komérek po mitozie nie przechodzi*
natychmiast do fazy il,dlatego wy
odrebniono dodatkowg faze GO(tzw.
faze spoczynkowg). Czes¢ komérek w
cyklu komérkowym ginie.To zjawisko
Smierci komorki reprezentowane jest
przez dodatkowa faze T. Rys. 1
przedstawia model kinetyki popula-

cji komérek.
OJa,es pra6bywania komé6rki w da-

nej fazie moze by¢ deterministycz-
ze czas pobytu komorki w
Przyjeto rowniez,
M trafia do fazy GO, 40# ginie,
dyskretny model

I3] -Doktadne da-
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W pracy [4] podano matematyczny model Kinetyki populacji komérek.Model
ten byt uproszczony, nie uwzgledniat bowiem faz GO i I,

Celem niniejszej pracy jest znalezienie pelnego modelu matematycznego
kinetyki populacji komorek uwzgledniajgcego wszystkie fazy cyklu komoérko-
wego.-

2. Model matematyczny

Nieoh naszym zademiem bedzie wyznaczenie populacji komérek w dowolnej
chwili t. Wprowadzmy pojecie funkcji dystrybucji komérek wzdbuz k-tej
fazy

X) (2.1)
gdzie: t - jest chwilg biezacg, t e (0,00)
X - okresla pozycje komorki wzdduz fazy, ma wymiar czasu, xe(0,TKk)

TJ- Jjest Srednim czasem pobytu komérki w k-tej fazie.

Funkcja dystrybucji komérek okresla ilos¢ komérek w biezacej chwili
t, w punkcie x k-tej fazy, przy czym za"ddugosc¢" k-tej fazy przyjeto Sred-
ni czas jej trwania. (Rys. 2).
Znajac funkcje dystrybucji
komorek wzdbtuz k-tej fazy w
dowolnej chwili t mozna wyz-
naczy¢ ilos¢ komérek RjjCctH w
k-tej fazie, w chwili t

Nk(D) = J’:k t, ) dx(2.2)
0
Poniewaz czas przebywania w
k-tej fazie jest inny dla kaz-
dej komérki, mozna mowic, ze
Rys. 2. Funkcja_dystrybucji komérek wzdtuz komorki “przebiegaja” faze z

k-tej fazy w chwili t réznymi predkosciami. Zdefi-
niujmy predkos¢ komoérki wzdhuz
k-tej fazy
df Tk @.3)
gdzie: - jest Srednim czasem trwania k-tej fazy

t” - czasem przebywania komorki w k-tej fazie.

Predkos¢ komorki wzdduz k-tej fazy jest zmienng losowg. Znajgc funkcje
gestosci prawdopodobienstwa (f.g.p) czasu przebywania komérki w k-tej fa-
zie mozna znalez¢ f.g.p. predkosci tej komorki wzdtuz tej
fazy:
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Wyznaczmy ilos¢ komorek w
przedziale [0,x] k-tej fa-
zy w chwili t dla przypad-
ku przedstawionego na rys.
3.

Rys. 3. Model przeptywu, komérek miedzy fa-
zami
Hk(t,Xx) —}I $k(t,p O!

o] 2.5

Ale nie znamy funkcji <$f(t,p. Zatdzmy, ze znamy funkcje dystrybucji ko-
morek w fazach "k™ i1 "k-1" w chwili t =0 (dane <k(, |)oraz

oraz, ze ¢ < t(k-Dmin” gdzie t(k-Dmin Jest minimalnym czasem pobytu

komérki w fazie "k-1"_. Oznacza to, ze w czasie t zadna komérka z fazy
"k-2" nie dojdzie do fazy 'k'. Mozna napisac:
2=1
X X t
Heeeso = JAKE5)AS J «e.ome) MM+
0 0 0
Tk-1 + x - |
Tk_i i
/ J ik-1(0” )Ygk-1,k(v)dYdr @.,6)
Tk-1 "I
I___
x e(o,Tk)

gk(v) - f.g.p. predkosci komorki wzdituz k-tej fazy,
Sk-1 k=v" - Predkosci komérki wzdduz "k-1" i "k fazy.

Pierwsza czes¢ prawej strony zaleznosci (2.6) okresla Srednia ilos¢ ko-
morek k-tej fazy w chwili t » 0, ktére 'ni.e zdazydy" wyjs¢ w -zasie t
poza odcinek fazy [0, x]. Sa to te komorki z przedziatu 5» 8§+ I£,(gbézie
le(0,x)) ktorych predkos¢ zmienia sie od v » 0 do v = x §/.

Drugi czdon podaje Srednig ilos¢ komorek, ktére w czasie t 'zdazyty"
opusci¢ (k-1)-szg faze i1 dojs¢ do punktu x k-tej fazy. Sg to komérki z

przedziatu |, |+ d] (e[0,Tk 1]) "k-1" Tfazy, ktdrych predkos¢ zmienia
sie od wartosci \
v = LdD vaTkl” 1 Rys. %)

W tym przypadku nalezy zna¢ rozkdad predkosci gk—-1 k(v) wzdtuz faz "k-1"
ik
Predkos¢ te definiujemy nastepujaco:

\ ,, ltalilt
k-1,k "k-1,k
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gdzie: Rt 1 k jest Srednim czasem przebywania komérek w fazach "k-1" 0
"K', a "t~ jest czasem pobytu komérki w fazach "k-1" i1 "K'.

Bys. 4, Funkcje dystrybucji komorek wzdduz k-tej Ffazy w chwili ¢
1w chwili poczatkowej

Znajac rozkdad czasu przebywania komorek w fazie “k-1" k-1 oraz w
fazie "K" wyznaczymy g~ k(v) zauwazmy, ze:

VIi,k -Vi + *k

gdzie H§E 1 i sg to czasy przebywania komérki odpowiednio w fazach
"k-1" i K.
Poniewaz zmienne IosE)we i 84 niezalezne wiec f.g.p. fk—l,k(t)
czasu wynosit
00
fk-1,k (©) “ %W T fk <* dT 2.7

natomiast



Model matematyczny Kkinetyki... %

i zgodnie z (2.4) mamy:

Tv-1 + Tv Tv-1 + Tk
gk-1,k ~ 7 fk-1,k ( v

Dzielac odcinek czasu t na roéwne odcinki At i przyjmujac ie:
t -1 .At
oraz wprowadzajac oznaczenia
€( . At, x) - <Ff(i, X); NCi - At, xX) » N (i, Xx)

mozna podac¢ nastepujacy wzor rekurencyjny

i
NK(i+1,%) —J ak(i+i ,9)d NJ %pk(i,n gk(v) dvdr +

0 0 O
k-1 it
+ f *k-1 (i.5)«k.14k (7> (2.10)
n pJ
e "AT "
xe (0,Tk)

Héwnanle (2.10) mozna przeksztakcié¢ korzystajac z funkcji dyetrybunaty 6 W
zmiennej losowej v, Kktéra jest réwna

T
oM - | 9(® of

Oteiyaany wtedy i

z
Sk(i+1,x) - J Pk<M> ok (~-) 32
0

T
A4 J - ot,, »5
(0]
ie(0, Tk) .11).
Dzielac "d#ugos¢™ fazy "k-1" i "k™ na réwne odcinki oraz przyjmujac
X * J .al]
5- 1 .A5
Tk-1 " “k-1
Tk w “k "AS

HG, x) - 5, 1)
<@, x) =&3>G, D
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otrzymamy

NK(@+1,§) = ~ ~*mf) -A? +

M,
1=1

- w (Hr 12»?)]-«!

j =1 .. ME
oraz podstawiajac
N, (i, "N, (i, 1-1)

e*(1 1)=" 7 A —
ostatecznie mamy

Nk (i+u) = J; [Nk(i>1) " Nkci>1-D] Gk -A?) +

“k-1

s [PKi(D -V /TEYKAik (It3-x"-

- Gk-1,k GMAV i --A [ <2-13)
j=12—— Mk

Nalezy przyja¢c NE (i, 0) » 0, Nki Ci, 00 =0 dla dowolnego "i'. Wzor
(2.13) okresla ilos¢ komorek w k-tej fazie w chwili "i" 1 w j-tym punkcie
tej fazy. 1l1os¢ komérek k-tej fazy w i-tej chwili jest

Nk (i) =Hk (i, jy .14)

Catkowita ilos¢ komorek w i-tej chwili réwna sie sumie komdrek w poszcze-
golnych fazach w i-tej chwili

N (i) - Li Nk (i, MK) (2.15)

Korzystajac a zaleznosci (2.13) i1 (2.14) i znajac rozktady predkosci ko-
moérek wzdtuz poszczegolnych faz oraz rozkkad komérek wzdduz fazy w chwili
poczatkowejrtzn. Nk (0, j) dla j » 1....Mk, dysponujemy pedng informa-
cja o pepulacji komérek w dowolnej chwili t.
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3. Przyktad

Rozpatrzmy model kinetyki populacji komérek przedstawiony na rys. 1.
Wyznaczmy calg populacje komérek w dowolnej chwili t zakktadajac, ze zna-
ny:

1) rozkkad czasu przebywania komérek w fazach GO, G1, S, G2, M(czyli zna-

my rozkdad predkosci wzdduz wyzej wymienionych faz - patrz dane w[l])
2) rozktad komorek wzdduz tych faz.

Poniewaz interesuje nas cafa popula-
cja komérek, mozna schemat z rys. 1
uproscid. Taki uproszczony schemat mo-
delu przedstawia rys. 5. Fazy G1, S,
G2, M zostaly potraktowane jako jed-
na fasa oznaczona cyfrg 2. Czas poby-
tu w tej nowej fazie wynosi

t2 = tCl + + tG2 + tM

a Sredni czas pobytu w fazie 2 wynosi

T2 “ TGL + TS + TG2 + TM €3-2)

gdzie yo1Ti Sa odpowiednio czasa-
mi pobytu w fazie "i'" 1 Srednim cza
sem pobytu w fazie "i". (i=G1,S,G2,M).

Poniewaz predkosé komorki wzdduz
fazy 2 wynosi v, »Iﬁ, znajac rozkika-
2 2

dy czasu pobytu komorki w fazach G1,

Rye. 5. Uproszczony model Kinety- S, G2, ¥ i wykorzystujac zaleznosci

ki populacji komorek .4 i (2.7) oraz (3.1)mozna znalez¢

funkcje rozktadu predkosci g2 (v) Wzdduz fazy 2. Oznaczmy faze GO cyf-
ra 1 (rys. 5).

Wykorzystujac zaleznos¢ (2.6) oraz wiedzac, ze komorki po opuszczeniu

fazy 2 podwajaja sie mamy: i1los¢ komérek H~N(E, X) w punkcie x fazy 1

w chwili t:

X T
NJE) =J  J 0.£) grv) dvde +
0

+20,4j / p2 (0,8)91l2 (v) drd$ G.3®

1 6(0, Tn)
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oraz ilos¢ komérek N2(t, X) w punkcie x fazy 2w chwili t:

- x N T2 TJA— |
u2(t,x) = [ J 42 (0,pg2(v)dvd] +2.0,2 J f @ (0,8
0 0 0 ®2-8
™ T1 + x~I
. g2(v) dvdJ+ Jfl *f , (0,]D9l 2(v) dvdE (CR))
o] V-s
"1
x 6(0, T2)

i ostatecznie dzielac odcinek czasu t na rowne odcinki ot oraz Sredni
czas trwania faz 1 i 2 na odcinki A] i przyjmujac t ai .At

X =73 -al
Tl - ML _A|
T2 - M2 =A |

i korzyr.tajac z (2.13) otrzymamy nastepujgoe wzory rekurencyjne

NAT+L.j)-  ALACE- 1) -7 @, 1-1)] GL (~AS$)  +

+°,8 A~ [H2(i,D-1i2(¢i,1-1)] [612 (£ 1 ~ 1 aD-

N2Ci+1,5) » A[*2 (@i>1) “N2 Cwi-"1)] g2(

+0.4 3?2 [12 (G.D-N2 (i,1-1)] [02 "¢ itip -
M1 ]

- °2 + £ K Ci.1-1)] [ 01t2(il~iA]) -

- Gi,2 c-J-st-aD]

j- 1.2 ... M2
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Obliczen dokonane przyjmujac:

1. Sredni czas trwania fazy 1 (GO) T1 = 100 h, fazy 2 (G1, S, G2, M) T2 »
=60 h, fazy 1 i 2 4*acznie T1 2 = 160 h.

2. 1los¢ komérek w chwili t =0 w’fazie "1 1~(0) = 100, w fazie '2"
N2(0) = 60.

3. Funkcja dystrybucji komérek w chwili €t = 0 zaréwno wzdduz fazy "1" i
2" jest stata 1 wynosi

¢.0, 2) = € (0,x) - 1[kois™a]
4. Dla prostoty obliczen przyjeto, Zze rozkiady predkosci wzddtuz faz 1",
"2" oraz "1" 1 '"2" {Hgcznie sg prostokatne odpowiednio z parametrami
a) dla fazy "1 vlimIn.=0,5 V, max = 2
b) dla fazy »2» V2min=0,9 V2 max = 1,2
¢ dla faz ™I» i1 '"2" #acznie v1>2 min - 0,7 V, 2 max = 1,6.

Wyniki obliczen przedstawia tablica 1

Tablica 1

t [ H1 (© n2 (O H(E) = NA(E) + U2(D)
0 100 60 160

20 93 73 166

40 95 80 175

60 104 75 179

80 112 76 108

100 116 82 198

120 118 90 208

140 125 94 219

160 134 98 232

180 143 102 245 -

200 149 109 258

4. WHIOSKI

Wyniki obliczen uzyskano droga rozwigzania rownan,ktore podaje wyzej
opisany model matematyczny. Pokrywajg sie one z wynikami uzyskanymi drogag
symulacji w.pracy [1]. 1 tu mozna zaobserwowa¢ ciekawe zjawisko, zmniej-
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azania sie ilosci komorek w pewnych chwilach w niektdérych fazach. Zaleta
zaprezentowanego w pracy modelu Jest jego "elastyczno$¢**. Mozna bowiem do-
wolnie zmieni¢ pewne parametry modelu tak, aby wyniki obliczen odpowiada-
4y wynikom eksperymentow klinicznych. W ten spos6b model moze by¢ uzytecz-
ny do testowania réznych hipotez, réwniez tych dotyczacych chemioterapii.
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MATEfAAIHUBCKAB MOfIEilb KKKETHKH COBOKYnNHOCTH KIIETOK

Pe3aue

B ciaTbe npeflCTaBJieHa MaxeMaTHvecKaa MOflexh khhstkkh coBOKynHociH KJie-
tok cTpeMHTejitHoN jieitkeMHK. B wo,aejtn y~ienhi Bce $a3tj Kmeiomioro UHKJia. npe.n-
ciaBJieK npocTog nprniep, HJiJiiocTpnpyiomHii pa3palOoiaHHy» MOFlemb.

THE MATHEMATICAL MODEL OF CEIL POPULATION KINETICS

Summary

In the paper the mathematical model of cell population kinetics in acu-
te leukemia is discussed. All phases of the cell period are represented
in the model. A simple example illustrating the worked out model has
been given.



