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STEROWANIE DUALNE

Streszczenie. W pracy podano algorytm sterowania optymalnego 
obiektem statycznym, dyskretnym w przypadku, gd^ na obiekt dzia
ła zakłócenie o znanym rozkładzie prawdopodobieństwa zależnym od 
przypadkowego parametru.

1. Watep

W rzeczywistych układach sterowania automatycznego często nie posiada
my pełnej informacji o obiekcie np. wskutek działania zakłóceń.Pociąga to 
za sobą konieczność badania obiektu w trakcie sterowania.

Badanie to należy traktować jako uzyskiwanie nowych informacji o obiek
cie. Sterowanie ma zatem dwoisty charakter
a) sterujący-realizacja celu sterowania,
b) badający - wyznaczanie pełniejszych charakterystyk zakłóceń.

Tego typu sterowanie nazywa się "sterowaniem dualnym" [1], W pracyfł] 
rozważa się pewien szczególny przypadek sterowania dualnego, gdy zakłóce
nie ma rozkład różny od normalnego, zależny od przypadkowego parametru.
W niniejszej pracy rozpatrzono problem sterowania optymalnego obiektem sta
tycznym, dyskretnym, w przypadku gdy na obiekt działa zakłócenie o znanym 
rozkładzie prawdopodobieństwa, zależnym od przypadkowego parametru cc. Roz
kład a priori tego parametru jest dany. Zadanie rozwiązano stosując meto
dę dynamicznego programowania Bellmana.

2. Sformułowanie problemu

Dany jest dyskretny obiekt statyczny o równaniu

gdzie: X jest zmienną stanu, U0 - sterowaniem, Z^,Z.,.Z„ ciągiem nieza-o  S  O  I 11
leżnych zmiennych losowych o takim samym rozkładzie, zależnym od paramet
ru OC, który również jest zmienną losową o znanym rozkładzie a priori,wre
szcie s - wskaźnik określający dyskretną chwilę czasu, przyjmujący war
tości 0,1,.... n j n - d a n a  liczba naturalna określająca końcową chwilę ste
rowania.

( 1)
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Dana jest funkcja celu w pogtaci 

n
w - z .  w,cx* x.) = 5 3  ( K  -

i=>o 1 1  1 i=o 1 1
( 2 )

X *  - wielkość zadana
Wprowadzimy pojęcie wektorów czasowych

r s = <Xo . . . .  x8)

U s - <U o . . . .  uH)

T .  w 8 <Zo . . . .  zs)

Zadaniem naszym będzie znalezienie takiego optymalnego ciągu sterowań 
U0 ... Un , aby dla dowolnego sterowania U a dla O i s i  n opartego a a

a,
danych obserwacjach ? 8_-|> ^ a_i warunkowa wartość oczekiwana
przy zadanym 3TS_-|» ^ a_-j bX ła minimalną. Zapisujemy to w postacii

gdziet

min 7 » min E
U e 8 U s

Wi V l  V l -  V l }  (3)

{ Ł  *i < * |  V  | r s-1' T s-lj

a E oznacza uśrednianie warunkowego podług wszystkich zmiennych loso
wych przy zadanym

3. Założenia

1.Znana jest wielkość zadająca X* dla s » 0,1 .... n,
II.Zmienna losowa Z ma rozkład 8

a) P (Za - Z) = P (Z,a) 
gdy Z8 jest typu dyskretnego,

b) p (Z,0C) jest gęstością prawdocodobieństwa (g.p.) gdy Z jest ty-;
pu ciągłego.

III.Parametr Ot ma g.p. a priori gdzie (7^ .... 7 ^ , ) jest zna
nym wektorem parametrów. Wyznaczmy g.p. a posteriori parametru Ot w
oparciu o zmierzone wielkości XQ , U Q . Z tw. Bayesa i z (1) mamy

p(z„,oc). y ( a , X )
g'(<x/X0 ,U0) = g(«/Z0) - ^ ------------------ (5)

i

p ( z q , cć) A . )  d a
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Zauważmy, że g.p. a posteriori parametru «.jest funkcją wektora A  i 
pomierzonej wielkości ZQ

g ( « , x 0 , U 0) = s ca,  a , Z0 )
IV.Załóżmy, .że g.p. a .posteriori parametru (X ma taką samą postaó co g.p. 

a priori z nowymi parametrami A 0 zależnymi od A  i ZQ

g ( a | x o , uo) = g ( « , A , Z o) .  </>(«, A0 ) 
gdzie = A0(A. Zq )

To założenie dla pewnych rozkładów jest spełnione. Analogicznie po 
zmierzer 
postaci
zmierzeniu X , U zakładamy, że g.p. a posteriori parametru OCjestS 8

'E Zp = 8 (<*,• = <?(«, \g) (6)

gdzie Aa ° A b (As_ 1, Zg) (6a)

i na podstawie twierdzenia Bayera zachodzi zależność rekurencyjna

x P (z ,ot).cpCa, Ag,.)
?(a, A a) » ^ ---- 1-----— ------  C7 )

r  p ( z g , c i ) . < f ( O C , As_ 1 )d«
•Loo

Trzy znanych wektorach x" ., tT, , można obliczyć warunkową g.p. j8— I 3 — |
zmiennej losowej Z w kroku s

+oO

p Czal? s-1’ V l >  - p(Zsl T s-1> - J  pCZ8 ’a) • V l )d0C

P (Z8 , A g . p  (8)

4. Rozwiązanie problemu

Aby znaleźć optymalne sterowanie posłużymy się metodą programowania dy
namicznego.

Oznaczmy przez R„ wartość oczekiwaną cząstkowej funkcji celu W„(X*,X }o _  __ 9 o o
przy znanych wektorach > ^ a_i

*s “ E { V Xe* V  I T s-1’ ^ - 1}  O )
Załóżmy, że znamy sterowania optymalne U0 , U 1 , ... U n_1 . Obliczmy op

tymalne sterowanie U .n
Zgodnie ze wzorem (3) sterowanie optymalne U ma minimalizować

Vn - E { Wn(Xn ’ V  I Vl- Un - l }
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Wyznaczmy V . Z zależności (1), (2), (8), (9) mamy

V n = ^  " E { V/n <Xn+’ V  I X n-1* V l }  =
+ oo

= /  K  " r Ipn’ Zn)]2 * P <Zn I V ,  V l > d Zn
-ao

+ oo
= /  K *  " f < V  V l  •* P <Zn ’ V l } d Zn =

— OO

( 1 0 )
Optymalne sterowanie U*x mamy z warunku (3)

Min V n = Min P (X* , V  K n _ , )  - * (*J , V *  , W

U n U n
jLOczywiście optymalne sterowanie U n jest funkcją zmiennych

Xn > V l

U* = U *  ( X * ,  A. .) (11)n n n* n-1
i minimalna wielkość

V * a P (X* , C* , A. J  = G ( X * \  K  •,) (12)n * n ’ n ’ /vn-1 n ’ /kn - v

W następnym (n-1) kroku minimalizujemy wielkość vn_1 ze względu na
Z zależności (3) i (9) mamy

V t  = e { i^ i w. (Z* , X1) I Tn_2, irn_2}  =

= E { Wn-1 (Xn - r  W !  W  V 2 } +

+ E { Wn (X^ * y i  v 2 * v 2 } -

- V l  + E { wn (Xn . V  lT n-2’ T n-2 }  <13)
Przekształcając drugi człon wyrażenia (13) otrzymamy

E { Wn (Xn > V I  V 2 ’ V - 2 } =

= e { e  [wn ( x *  , xn)| T _ 1 t V J . I V , ,  v 2}  =

= E { Wn | W  V 2 }
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A z  zależności (12), (6a), (8) mamy

E { \ *  I V 2 . V a } =  E { G <Xn*> V l ’ l r n-2> V 2}  -

" E { G [Xn*. *n-1 < \ - 2 ’ Zn- 1 ]̂ I * a - 2 > V 2}  =

+ O O

- /  a K * ’  \ - 2 >  Zn - J  • P (Zn-l| r n-2’ d Zn-1
“ O O

+ OO
= J G[xn*, an_2 , ZnJ  • p (Zn-1’ A n-2) d Zn-1 "

-  OO

= H <X n * ’ V 2}
Drugi człon wyrażenia (13) nie zależy od sterowania U n_i co jest wyni
kiem przyjętego założenia (6). Należy zatem zminimalizować piery/szy człon, 
czyli szukamy takiego .optymalnego sterowania U^-1, aby

V l  - E { Wn-1 (xn-1* Xn-1} K - 2 ’ V z }  był0 ^ ^ l n e
co sprowadza się do rozwiązania tego samego problemu 00 w kroku poprzed
nim.

Analogicznie rozumując, optymalne sterowanie Ug dla s = 0,1 ... n
znajdujemy w warunku

mxn 
U

gdzie
Rs

+00

in Rg = min e{'.Vs(Xs*, X g) | T g _ v  (14)
U s

= E { Ws <XS*  V I V 1 - V l }  =

J j X g* - f (Ua, zs)] . p (Z8, A a-1) d za o

= P # s * ’ U3> W  C15)

- O O
*
S

Zatem sterowanie optymalne U K znajdujemy z wyrażenia

czyli

s
min Rg = min F (Xg*, U g , A ) = P ( X * ,  U gK , A ^ )  (16)
U uS 3

' U s* = U s* <Xs*' W  Cl6a)
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5. Przykład 1

Rozpatrzmy obiekt liniowy
X s = U a + Za (17)

Załóżmy, że zmienna losowa Z ma rozkład normalny (0^ (?z) i przy czym 
wartość oczekiwana CC jest parametrem losowym o danym rozkładzie a priori 
również normalnym (m,Gl Wyznaczmy najpierw g.p. a posteriori pa
rametru Ot . Z wzoru (5) mamy

g(a lx o, UQ) = g (<*jzo)

1  r C y W  1 1 r (OC-m)2 1
8 X P  ^  2  6  2  ■ ' p f f s  6 X p  2 G  2Z

T T

f _ J   exP [ - _ L _  exP [- iSErffill] da
¿J2j? 6 Z L 2 G z G 2 G

C « - m J 2

O  r2 s 2 m G 2 + Z r  6 2
6 o 2  -  f r ^ r  %  = - i r r r f -  ( 1 8 a )z z

Można wykazać, że
(Ot-rn ) 2

K («lx s > K ' )  a  S  <a|-Z8) = — ^ --- exp [------T 2^ - ]  (19)
■ a s  a G  1 2 G,3 3

gdZ ie ms “ s-1  622 + Z8 63. ,  2 0 S_-1 6Z2m = ----------------------  ; G * = n — 5  ( 19a;
6 a-i2 + 6 z2 e < W + G z2

Zauważmy, że g.p. a posteriori parametru ma również rozkład normalny z
nowymi parametrami m g , 6a co jest zgodne z założeniem IV z punktu 3.
Wyznaczmy warunkową g.p. zakłócenia Z g w chwili t = s przy znanych wek
torach x g_1> Ug_1. Ze wzorów (8) i (9)' mamy

P (zs.l V r  V i >  =

CZ„ -oo2 , , r a-mQ_..)2C ■— L _  exp [ .  !  exp [ - ] da
J_ooV S f G z 2 G Z2 3f25’ 68.1 2 G ^ 2

( Zs ~ ms - 1 ) 2  1 (20)

V 23T ’
exp [ - ®-----s = r - ]L o n  J

f z 2 + V l 2' 2(e-2 + ^
2

i
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Czyli g.p. zakłócenia Z w chwili t = a przy znanych wektorach a =_ 1,s •_— i
Ug_1 ma rozkład normalny

W + 0s-12)
y ciąg s

(17) i (20) mamy
Znajdźmy optymalny ciąg aterowań U . 0 <  , a^n. Z zależności (2), (9),8

R- = 3 { V'e ’ V |  V l >  V l }  = 

b { ( x *  -  us -  zs) 2| xB_v

= (X* - U s)2 - 2 (X* - U s) ms_1 + <3g _ 2 + 0z2 +■ m g-12 (21)

Optymalne U* mamy z warunku ( 1 6 )

min Rs = » i n { ( X *  - U g)2 - 2 (X* - U g) mg_ 1 +
S 8

+ Ga-1 + 0z2 + ma-12 }  (22)
czyli optymalne U* znajdziemy z warunku

d R
 a = od U u a

d R= .= -2 (X* - U ) + 2 m , = 0d U v 8 8 8-18
czyli optymalne sterowanie wynosi

U* = X* - m , dla a = 1 ... n (23)8 8 8-1
gdzie ^ P p p

ma-2 Gz + Za-1 G s-2 - 2 Sa-2 5 z
ma-1 =  r  2 T T  1 ®a-1 = Z -----~ r

G s-2 + S z Ga-2 t G z
2 . 6  &3-1 = (23a>

m e 2 + Z 6 2 p G2 G  2  m = — |------2  « 2 _ ■■■*„. ( 23b)
0 (a + Gz 0 6 + 6Z2

a w chwili t = 0 aterowanie optymalne wynoai

UqH = XQ* - m (23c)

6. Przykład 2

Rozpatrzmy obiekt nieliniowy o równaniu
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Zakładamy, że zmienne losowe Z i Ol mają taki sam rozkład jak w poprzed
nim przykładzie. Obliczamy Rs .

= e{(Xs* " U a 2s)2 1 T s- 1

„2

Optymalne sterowanie znajdujemy z warunku

T ]1 x „ , u .. >■ =1 s-1 3-1U
,

Xs-1- U .1  ̂=8- u

(mś-12 +r 2 Gz + e, 2 n C 25)

Min
U 3

Obliczając

W

= "2 h *  m 3-1 + 2 U S (n8-12 + S Z + ^S-12) = 08
mam;/ optymalne sterowanie

U *  = X *  » V I     dla a = 1 ... n (2 6 )
8 3 „ 2 . li ^

m s - 1  + e z + 6 s- 1

O - = X * - 5 --- 2-*---- 5  (26a)
0 0 m 2 + Sz + G

7. Uwagi i wniooki końcowe

n
Aby uzyskać minimum wskaźnika jakości W » ¿1, CX - X ) należało-

a = o  8
by tak dobrać ciąg sterowań Ug , aby dla

s = 0,1 ... n X * = X
1 S  9

Zatem dla obiektu liniowego, gdybyśmy znali zakłócenie Zg w chwili t = sj 
optymalne sterowanie winno wynosić

U * = X *  - Z (27)8 3 3
a dla obiektu nieliniowego

X *
U * - rr- (28)

8 -s
Porównując odpowiednio wzory (23) i (27) oraz (26) i (26) zauważmy, że

m s- 1parametr m „ szacuje zakłócenie Z a wyrażenie -----------=--------- — 55------------------ 5

n s-1 + V *  * V l
wielkość 77-. Z zależności (20) wynika, że wartość oczekiwana i warian-Q
cja zmiennej losowej Zg w chwili t = 3 wynoszą odpowiednio
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~  2 r 2m > G + (j s-1’ s-1 uz

przekształcić do poataci:
2

“s-1 J' UG-1

p P s-1 G2 s-1
m <S - +  & H  zi m + F T  zi

n =    ' f 2    = -------r  1 C 29a)
s « 2 * K 2 , . « f  .

G z d

2 Gz2 g 2 e2
6L - 1 =• — T ------? =  ------>“  C29b)
j 1  + ®z i + - 4 s

•Jak widać z powyższych wyrażeń, przy małych wartościach S istotną ro
lę w ocenie wartości oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej Zg odgry-

s-1
£ >  2iwają wielkości przyjęte a priori. Natomiast dln dużych s m --- 1-----

a Gg_1 »  0, czyli zmienna losowa ma rozkład normalny z parsnetra-
5 — 1r o — i

i £  2i i
trami 1 — --------; g j, Odpowieiednie wartości optymalnych sterowań wyno
szą (dla dużych s) odpowiednio.: dla obiektu liniowego

s-1
U  z i

U x = X* - — i^g— is s o
& dla obiektu nieliniowego

s- 1

2 L  zi

s-1 2
e r  .«i) + g z

Rozważanie przedstawione w artykule można rozszerzyć na dyskretne 
wielowymiarowe zarówno statyczna jak i dynamiczne.
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HBOMCTBEHHOE ynPABJIEHKE 

P e a j o  m e
B cT a T te  npejçcTaBJieH ajiropHTM oniHMambHoro ynpaBJicHH-a flHCKpexHbiM o6ie;<-! 

to m , e c jin  noMexH nMe»T pacnpeflejieH H e BepoaTHOCTeii 3aBncKMoe ot cJiyaaSHOnj 
n a p a M e ip a .

THE DUAL CONTROL IN THE CASE, IN Y/HICH THE PROBABILITY DENSITY OP INTER-; 
PERING SIGNAL IS DEPENDENT ON RANDOM PARAMETER

S u m m a r y
In the paper the optimum control of a static, discrete plant with ex-; 

ternal interfering signal is presented. The probability distribution of 
interfering signal with random paramétré is assumed. The optimum control 
algorithm of the plant is given.


