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FILTR KALMANA DLA ZAKŁÓCEŃ SKORELOWANYCH W OGRANICZONYM 
HORYZONCIE CZASU.

Streszczenie. W artykule przedstawiono równania ̂ filtru Kalmana 
dla dyskretnego liniowego układu w przypadku zakłóceń skorelowa­
nych ze sobą w ograniczonym horyzoncie cząsu(k dyskretnych chwil). 
Równania te umożliwiają podanie ocen zakłóceń z wyprzedzeniem 
sięgającym do k-1 chwili włącznie.

•Do opisu zakłóceń przyjęto model w formie procesu średniej ru­
chomej . Wyprowadzenia równań dokonano wykorzystując rozszerzony 
o przyszłe zakłócenia wektor stanu obiektu.

W algorytmie sterowania stochastycznie optymalnego staramy się uwzglę­
dnić możliwie najwięcej informacji o zakłóceniach. Przede, wszystkim cho­
dzi o informacje dotyczące zakłóceń, które wystąpią w przyszłości. Od i- 
lości wykorzystanej informacji o zakłóceniach zależy zmniejszenie*wartoś­
ci' oczekiwanej wskaźnika jakości sterowania. Jedną z cech realnych zakłó­
ceń, której uwzględnienie pozwala poprawić jakcść sterowania, jest ich 
skorelowanie. W pracach Gessinga [1] podane jest twierdzenie zwane uogól­
nioną zasadą stochastycznej równoważności, z którego wynika, że wartości 
sterowań stochastycznie optymalnych dla dyskretnego układu liniowego przy 
kwadratowym wskaźniku jakości są zależne od ocen aktualnego stanu układu i 
ocen zakłóceń działających na układ w przyszłości. Tamże [1] podano ogól­
ne równania filtru dającego oceny przyszłych zakłóceń, gdy te ostatnie są 
procesem stochastycznym o znanym wielowymiarowym rozkładzie normalnym Gaus­
sa.

Wykorzystując te ogólne zależności określono w niniejszej pracy równa­
nia filtru Kalmana w przypadku oddziaływania na obiekt zakłóceń skorelowa­
nych w k sąsiednich chwilach dyskretnego czasu, posługując się modelem za­
kłóceń w postaci procesu średniej ruchomej (moving-average process).

Sformułowanie problemu

Własności dynamiczne rozważanego układu są opisane równaniami:

Wstęp

( 1 ) 
( 2 )
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gdziej
n = 0 , 1 ,  ... , N-1,
yn , xn , un - wektory wyjścia, stanu, sterowania o wymiarach odpowiednio m, 

s, r,
xQ - zmienna losowa o wartości średniej xQ i kowariancji XQ ,

C_, A , B - macierze o wymiarach m x s, s x s, s x r ,n u n m
vn - biały szum gaussowski: i.’ = 0, E vn vn = V^,
w n - wektor zakłóceń skorelowan.ych ze sobą w k sąsiednich ohwi-

lach, niezależny od innych wielkości: 

w
"i

« vv_. wT = 0 dla |i-j| > k, i, j e  [0, N-1] .

B w i w* * 0 dla |i-j|«k-1

1 J
Model zakłóceń w^ przyjęto w postaci procesu średniej ruchomej [2] o 
następującym równaniu rekurencyjnym:

" » ■ j L  ^  tM
gdzie:
. A. - wektor dyskretnych białych szumów gaussov/skich ,o zerowej wartości 

* T vśredniej i kowariancji E AJ = A ^ ,  niezależnych od siebie i
innych wielkości

0tn i - wektor współczynników mogących zależeć od czasu n.
Kowariancję, jak również skorelowanie zakłóceń w n z uwagi na ich zerową 
wartość średnią, wyrażają zależności:

Wn n+i = E wn wn+i = Ż  <*n,iA i a n+j,i (4)'n,n+o n n+j i^níjik+l

dla |j| €  k-1

Wn,n+j ='° dla \Ż\ > k C5)
przy czym bierzemy pod uwagę tylko n + j 6 [0, N-1]..

falezy wyznaczyć oceny stanu i przyszłych k-1 zakłóceń dla układu 
dynamicznego o postaci (1) (2) i zakłóceń (3) korzystając z dostępnej bie­
żącej informacji w formie wektora:

 T T  T T  T i T
yn = ty o> y 1 ’ ’ y n s uc> •”  ’ U n-1 ^

" h  \  C O|.Yn

^iii-i/n = w n+i-l dla i = 1, . . . .  k-1 (7)
I ^n

gdzie ijy jest operacją warunkowego uśredniania podług vvsz;yyotfcich zmien­
nych losowych przy ustalonym "y^.
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Rozwiązanie problemu

Dokonując rozszerzenia stanu do postaci!

x T =* TxT w T w T w T ]-n L n ’ n ' wn+1’ •** » WN - 1 J
można równania (1) i (2) zapisać w sposób zwarty następująco!

•'n -n -n n

*n+ 1 = *n ?n + 5b un
gdzie x

-n I V  °l
macierz m x (N-n+1)xs wymiarowa,

1

A„-n 0

( 8)

(9)

( 10)

macierz (N-n)w8 x (N~n+1)xs wymiarowa
B 1 n

macierz (N-n)*s x r wymiarowa, wymiary macierzy C ,

~n’ -n 3mieniajĄ si? wraz z dyskretnymi chwilami n. Ocenę rozszerzonego 
stanu i

K  = E_  *n
•Iy n

nożna wyznaczyć w oparciu o równanie filtru Kalmana [1]!

-n+1 = A«, *n + §n %  + 5n+1 [ Jn+1 ~ 2n+1 (Ą„ 2n + §n un»
gdzie!

K - C*-n -n —n « n

a Ib = (C f CT + v )  /Jn v n n n vn'
- 1

(12)
(13)

jest macierzą o wymiarze m x m
?n jest elementem macierzy P złożonym z jej s pierwszych wierszy i 
s pierwszych kolumn. Natomiast!

Przy czym i

-n = f1 " Cfl) P„ 

?n+1 “ *n ?n *n
0

P_ « E(xrl - x ) (x - x„) -n '-n -n v-n -n

(14)

(.15)

( 16)
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I n  = ^ ? n  -  E ?*,> ( ?n “  *Jn>
■ly n -1  'l^ n -1

Warunki początkowe równań filtru są określone zależnościami i

? o  a  ? o  +  ? o  [ y o “  - o   ̂— o ? o  +  ? o  u o 5 l

? o  =  * o  5o  c c 0 x 0 0* -  +  v o r 1
i^zszerzony wektor xQ ma postać«

(17)

(18) 
(19)

r T T T l
?o “ L*o> w o ’ •** ’ WN-1J

Stąd też wartość oczekiwana xQ i macierz kowariancji X o wyrażają się 
zależnościami i

x. *» E x -o -o

?o ” ^ ? 0  - C?o " ?o)T (2 0)
Wartość oczekiwana i kowariancja pierwszej składowej wektora wyrażone 
są przezi

X ■ E x o o

Xo - - *o5 <x c - V
natomiast wartości średnie w., i=0, 1, k-1 określone w chwili n=0,

_ 1 wynoszą w^ » 0.
Macierz XQ określona w oparciu o wyrażenie (20) posiada następującą 

postać«

X o 0

gdzie«

- o wymiarze (N+1) . a x (N+1) . s

T
W0,0 ff1,0 W 2,0

W1,0  W1,1

W2 , 0

w,N - 1 ,0

ÏÏ.N-1,0

W"n -1,N-3 
WN-2,N-2 W^_1(N_ 2

WN-1,11-3 ffN-1,N-2 ffN-1,N-1

(21);

(22)
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jest macierzą kowariancji wektora zakłóceń [w^, w^, .... , w^_1] znaną w 
chwili n=0. Charakteryzuje ona również skorelowanie pomiędzy zakłócenia­
mi. Dla zakłóceń skorelowanych ze sobą w k sąsiednich chwilach dyskret­
nego czasu, przedstawionych za pomocą równania (3)> elementami macierzy 
W q są wyrażenia określone wzorami (4) i (5).

Łatwo zauważyć, że wówczas macierz WQ jest macierzą 2k-1 przekątnio­
wą mającą na 2k-1 przekątnych zgrupowanych symetrycznie wokół przekątnej 
głównej elementy określone zależnością (4). Pozostałe elementy macierzy 
WQ są zerami. Zawartośó macierzy WQ wpływa na wartości elementów ma­
cierzy błędu oceny P^. Stąd 
= 0 , 1 ,  ... , U-1 macierz 
wió następująco i

-n
Pn jest też 2k-1 przekątniowa. Dla n » 
określoną zależnością (17) można przedsta-

in

_n,n _n,n+1 
Pn Pn ----
pn+1«n pn+1,n+1 
n n ....

pH+k-1,npn+k-1,n+1 
n n - ■ ■ -

pn+k,n+1
n

0 -------

pn,n+k-1 Q
M  *  *  *  "

pn+1,n+k-l pn+1,n+k 
n

. 0

. .0

^N-k+1,H

.... p U-1,K-1 -p H-1,N
n n

0 p N,!f-k+1 pH,i[-1 pN,K 
B • • • • n n

(23)

Korzystając z zależności (11) r (15) można wyprowadzić równania rekuren- 
cyjne filtru, umożliwiające wyznaczenie w chwili n + 1 ooeny stanu 
i k-1 ocen zakłóoeń w;n+i/>n+1> i = 1, 2, ..., k-1 układu opisanego rów­
naniami (1) (2).

*n+1 ” *n *n + Bn un + C l  [*n+1 " Cn+1 (An *n + V n > ]  <2*>

*n+i./n+1 * *n+i/n + ^ + 1  l>n+1 " Cn+1 (An *n + Bn % > ]  <25)

dla 
gdzie i

i*1, ... , k— 1

Ki _ pi+n+1, n+1 £
an+1 n+1 Vt-1 Pn+1 (26)
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dla n =*'0, 1, ... , Ii— 1 
i » 0,1, ... , k-1

“ (°B + 1 ^ ’n+1 Cn+1 + W '

Warunki początkowe równania (29) są następującej

4 « x + K° U  - C (A x + B u )] o o o r o  o o o  o o J

k “

(27)

rQ X„ (C X + v )“ 1O O o O O

Ponieważ ze względu na postaó macierzy X Q (21) « O, więc na podsta­
wie zależności (18)t

V i / o * 0 ' < 2 8 )

i * 1 f ••• ) k“ 1 

Również dla n « 1, ••• » R-k
*n+i/n " 0 (29)

Macierz dla n <  N-k+1 przyjmuje wartości obliczone zgod-
o ile i >  k, a n + i «  N-k.
Macierz p * « +1 • n+1 n+i
nie z zależnościami i

4  * v T ł1 * + C ,,nł1. i-»

AI + ^  k _ 2pi+n+1, n+1 
n+1

i+n, n-1 , i-k-1 
, i >  k

(31)

(32)

(33)

Ody N-k + 1 -i n $  N-1 to dla i e  [O, N-n] wykorzystuje się tylko 
początkową ezęśó zależności spośród (30) r (32). Wyrażenia wchodzące w 
skład równań (30) (31) określone są następująco:

pD.n
n

(I - P0 ’11 CT f¡ ca ) P11’“
n u

pn, n+1 . (I . k ° c ) p"' n+1 
n n n n

pi+n+1 ,n = pi+n+1 ,n _ Ki+1 Q |n,n 
n n n n n

pi+n+1,n+1 o pi+n+1,n+1 _ Ri+1 c jn, n+1 
n n n n n

(34)

(35)

(36)

(37)
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z kolei dla i = 0, 1, ... , k-1

pn+k-1, n+i = w 
n n+k-2, n+i-1

pn+i, n+k-1 _ 
n n+k-2, n+i-1

pn+j, n+i n j,n+j, n+i _ Rj+1 c pn-1, n+i
n n-1 n-1 n-1 n-1

dla i, j - 1, ... , k-2

pn+j, n _ ę pQ+j ,n-1 K J+1
n-1

C pn-1,n-1^ aT + 
n-1 n-1 n-1 n-1

(38)

(39)

(40)

+ pD+d»n _ Kj+1 c p0--1«11, j « 1..... k_2
n-1 n-1 n-1 n-1

(41)

P“ ’ n+i - A (I - K° C ) P"“ 1’ n+i
n-1 n-1 n-1 n-1

+ -pn „ + i _ . K 1 pn-l.n+i _ ■ . k _2
n-1 n-1 n-1 n-1 ’

O ile dla i - 1 ........ N| j » 1, ..., N-n-k+1 zachodził
i-j <  2k-1

to, pn+k"1+3. n-1+i _ w
n n+k+j-2, n+i-2

Dla chwili n - O obowiązują następujące warunki początkowe.
pOO
o

pio
o

pij
o

P0i - o

i"1, J-1

i - 1 , , S

j — 1, ... , W

(42)

(43)

(44)

W oparciu o otrzymane wyrażenia (24) -i- (44) można podać równania filt­
ru w odpowiednio zwartej formie uwzględniającej horyzont skorelowania za­
kłóceń. Wprowadzając nowy wektor o postaci.n

* r T T T i *
xn " Lxn ’ wn ’ *•* * wn+k-2J

i przyjmując odpowiednie macierzet

\
(45)

Cn * fl,°) - m i k . s wymiarową
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.0 !o\ 1

k
0

-3.k x k . 8 wymiarową

-s.k x r wymiarową

(47)

można podać ostateczną postać równań filtru dla procesów skorelowanych w 
k sąsiednich chwilach dyskretnego c z asm

k* . Ał i ł + B’ u + K* [y - C* (Ał x *  + S* u )] (49)
n+1 n n n n n+1 n+1 n+1 n n n n

gdzie*
K* - 0*T (C'* P* C*T + V )"1
n n n n n n n

cnł) K

fn+i " < p; ( ł w : 
Macierze P* i są okreźlone następująco:

K  - * - V )  ' < <  - d i

P » E (x* - E x*) (x* - E x*) n n n n n
l*n-1

natomiast W* jest macierzą o postaci:
|yn-i

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

nr* -n

Wn + k -1 ,n

0
W.n + k - 1 , n+1

n + k -1 ,n  Wn+k-1,n+1 Wn+k-1, n+k-1

(55)

mającą wymiar k . s x k . s, o niezerowych elementach określonych wed­
ług zależności (4) umieszczonych tylko w ostatnim wierszu i ostatniej ko­
lumnie.

Dla chwili n W* zawiera elementy wn+lc_ 1 n+i i“0, 1, k-1 .Warum
ki początkowe P* i X* są analogiczne do określonych wzorami(44), (27) 
i (28).
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Uwagi końcowe

Ze względu na skorelowanie zakłóceń ze sobą tylko w bliskim sąsiedz­
twie k chwil wymiary macierzy filtru (46) * (55) w stosunku do filtru 
dla pełnego rozszerzonego stanu (8) uległy zmniejszeniu i są stałe w trak­
cie obliczeń. Macierz odwracana ma,jak i poprzednio,wymiar m m  związa­
ny z wymiarem wektora wyjścia.

Do określenia ocen stanu i zakłóceń w chwili n jest potrzebna,oprócz 
bieżących pomiarów, kowariancji szumu pomiarowego i warunków począt­
kowych, informacja o skorelowaniu zakłóceń w n+i, i = 0,1, ... , k-2 z za­
kłóceniem w n+jc_^ oraz informacja o kowariancji zakłócenia w n+jj_.)» które 
pojawi się dopiero na wejściu układu (1) (2) w dyskretnej n + k - 1 chwi­
li czasu.
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«HJIbTP KUIŁMAHA B CJIYNAE B03MłTHEHHtt C KOPPEJIHTHBHOit CBH3B10 

B OrPAKHREHHOM r0PH 30H TE BPEMEHH

P e 3 10 m e

B ciaTte npesciaBJieHu ypaBHeHHfl $HJiBTpa KaabMaHa ĵih flacnpeTHOro jiHKefl- 
Koro ofiteKia b cjiysae B03«yiąeHHft c KoppeaaiHBHOit CB,s3b» b orpaHHaeKHOM ro- 
pH30Hie BpeueHH (k flHCKpeiHtDC uoueHiOB) . 3th ypaBHesHH npeaciaBaaBi bo3moji- 
Hącib flaTŁ oąeHKH B03MymeHnfl c onepeieHHeu, flocmrajoinHM k-1 MOMeHia bkjibhh- 
JejiBHO. a onHcaHHa B03ŁtymeHH8 npHHaia MOAejifc b BH^e cioxacTH'iecKoro npo- 
ąecca co CK0JiŁ3Hiąett c.peflHeS. ypaBHeHHK BUBe^eHM, Hcno.nb3y« yBeflHweHHińt BeK- 
lop ooctohhhh oCbeKTa 3a c^ei 6y^ymHX BOSMymeHHił.

k a i m a n  f i l t e r  f o r  s y s t e m s  w i t h  d i s t u r b a n c e s  c o r r e l a t e d  i n  t h e  l i m i t e d  i n ­
t e r v a l  OF TIME

S u m m a r y
In the paper the Kalman filter equations for linear discrete time systems 

with disturbances correlated in the limited interval of time (lc discrete
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time—moments) are prosented, These equations enable the estimations of the 
disturbances with prediction rate to k-1 moments.

The model of disturbances has been assumed in the form of the moving 
average process.

The equations have been derived using the state vector extended by fu­
ture disturbances.


