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FILTR KALMANA DLA ZAKLOCEN SKORELOWANYCH W OGRANICZONYM
HORYZONCIE CZASU.

Streszczenie.W artykule przedstawiono réwnania ~filtru Kalmana
dla dyskretnego liniowego uk#adu w przypadku zaktdécen skorelowa-
nych ze soba w ograniczonym horyzoncie czasu(k dyskretnych chwil).
Réwnania te umozliwiajg podanie ocen zaktécen z wyprzedzeniem
siegajacym do k-1 chwili wkacznie.

«Do opisu zak#tdécen przyjeto model w formie procesu $Sredniej ru-
chomej . Wyprowadzenia réwnan dokonano wykorzystujac rozszerzony
o przyszdte zaktécenia wektor stanu obiektu.

Wstep

W algorytmie sterowania stochastycznie optymalnego staramy sie uwzgle-
dni¢ mozliwie najwiecej informacji o zak#d6ceniach. Przede, wszystkim cho-
dzi o informacje dotyczace zaktécen, ktére wystgpiag w przyszdosci. O0d i-
losci wykorzystanej informacji o zak#tdéceniach zalezy zmniejszenie*warto$-
ci” oczekiwanej wskaznika jakosci sterowania. Jedna z cech realnych zak#6-
cern, ktorej uwzglednienie pozwala poprawi¢ jakc$¢ sterowania, jest ich
skorelowanie. W pracach Gessinga [1] podane jest twierdzenie zwane uogo6l-
niong zasadg stochastycznej réwnowaznos$ci, z ktdérego wynika, ze wartosci
sterowan stochastycznie optymalnych dla dyskretnego ukdadu liniowego przy
kwadratowym wskazniku jakosci sa zalezne od ocen aktualnego stanu uk#adu i
ocen zak#6cen dziatajacych na uktad w przysztosci. Tamze [1] podano ogoél-
ne réwnania filtru dajacego oceny przyszdych zak#d6cen, gdy te ostatnie sa
procesem stochastycznym o znanym wielowymiarowym rozk+adzie normalnym Gaus-
sa.

Wykorzystujac te og6lne zaleznosci okreslono w niniejszej pracy roéwna-
nia filtru Kalmana w przypadku oddziatywania na obiekt zak#décen skorelowa-
nych w k sasiednich chwilach dyskretnego czasu, postugujac sie modelem za-

k+6cen w postaci procesu Sredniej ruchomej (moving-average process).

Sformutowanie problemu

Wkasnosci dynamiczne rozwazanego ukdadu sa opisane réwnaniami:

(1)
(2)
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gdziej
n=0,1, ... , N-1,

yn, xn, un - wektory wyjscia, stanu, sterowania o wymiarach odpowiednio m,

s, r,

XxQ - zmienna losowa o wartoscis$redniej xQ 1 kowariancji XQ,
Cﬁ, A,. B, - macierze o wymiarach m x S, S XS, sXr,

vn - biaty szum gaussowski: [id = 0, Evn vn = VA,
wn - wektor zak#d6cen skorelowan.ych ze sobg w k sgsiednich ohwi-

lach, niezalezny od innych wielkosSci:

- W - -
Bwi wrx *0 dla li-Jl«k-1
i
« wW. wT =0 dla li-jl > k, i, je [0, N-1]
N

Model zakd#é6cen w”~ przyjeto w postaci procesu Sredniej ruchomej [2] o
nastepujacym rownaniu rekurencyjnym:

"»m j L n t™M

gdzie:
. A. - wektor dyskretnych biatych szumédw gaussov/skich ,0 zerowej wartosci
é}edniej i kowariancji E A] = AN, niezalein?%h od siebie i

innych wielkosci

On i - wektor wspdédczynnikéw mogacych zaleze¢ od czasu n.

Kowariancje, jak roéwniez skorelowanie zakd¥décen wn z uwagi na ich zerowag

wartos¢ Srednia, wyrazaja zaleznosci:
WRRES = E WA WL ianifhker  <TMGBA T and.i @
dla Ll € k-1

Wn,n+j =-° dla W > k c5)

przy czym bierzemy pod uwage tylko n+j6 [0, N-1]..

falezy wyznaczy¢ oceny stanu i przyszdych k-1 zaktécen dla uktadu
dynamicznego o postaci (1) (2) i zak#é6cen (3) korzystajac z dostepnej bie-
zacej informacji w formie wektora:

T T T T T T
yn = tyo> y1-~ >yns uc> <7 7 Un-1~7
"h \ co
1Yh
ANii-i/n = wn+i-1 dla =1, ... k-1 a
1~n

gdzie iJjy Jest operacjg warunkowego usredniania podtug wszyotfcich zmien-

nych losowych przy ustalonym "y~
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Rozwigzanie problemu
Dokonujac rozszerzenia stanu do postaci!

-
i R R 1 R RS L EEE.

mozna rownania (1) i (2) zapisa¢ w spos6b zwarty nastepujaco!

73

(8)

"n -n -n n ®
*n+l1 = *n ?n + 5b un (10)
gdzie x
-n 1v -l
macierz m x (N-n+1)xs wymiarowa,
1
An 0
macierz (N-n)w8 x (N~n+l)xs wymiarowa
B 1
n
macierz (N-n)*s x r wymiarowa, wymiary macierzy C ,
~n” -n 3mieniajA si? wraz z dyskretnymi chwilami n. Ocene rozszerzonego
stanu i
K = E_ *n
<y n

nozna wyznaczy¢ w oparciu o réwnanie Ffiltru Kalmana [1]!

-n+1l = A, *n + 81 % + 5n+1 [Jn+l ~ 2n+1 (A, 2n + §n un»

gdzie!
Kn = on & «n
-1
a B TG T O
jest macierzg o wymiarze m x m
?n jest elementem macierzy P ztozonym z jej s pierwszych
s pierwszych kolumn. Natomiast!

-n = f1 v cf) P,

?n+l “ *n ?n *n

Pr czymi
zy czym i o

P « Bl - X)) Xy - %)

@2)
a3
wierszy i
a4
(.15

16)
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In = 2?2n - E 23> (?2n “ *Jn> an
myn-1 "n-1

Warunki poczatkowe réwnan filtru sg okreslone zaleznoSciami i

@)
70 a ?0 + ?0 [yo “ -0 ~—0 ?0 + ?0 uo05

70 =% 50 ¢c0x0 0+ vor 1 @9

i"zszerzony wektor xQ ma postac«
rT T T1
?0 “ L*0> wo’ e** ~ WN-1J

Stad tez wartos$¢ oczekiwana xQ i macierz kowariancji Xo wyrazaja sie

zaleznos$ciami i
X. »E X
=0 ~o

20
?20 7 M?70 - C?0 " ?0)T (20)
Wartos¢ oczekiwana i kowariancja pierwszej sktadowej wektora wyrazone
sg przezi

X m EX

o o
Xo - - *05 <xc - V
natomiast wartosci $rednie w., i=0, 1, k-1 okreslone w chwili n=0,
1

wynosza W~ » O.

Macierz XQ okreslona w oparciu o wyrazenie (20) posiada nastepujaca

postac«
Xo 0
- o wymiarze (N+1) . a x (N+1) . s 21);
gdzie« WT
wo,0 ffL,0 WwW2,0 N-1,0
WL,0 W.,1
W2, 0
(€2)
W
"n-1,N-3

WN-2,N-2 WA_1(N_2

. WN-1,11-3 fN-1,N-2 fiN-1,N-1
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jest macierza kowariancji wektora zak#écen [wn, wr, .... , w~_1] znang w
chwili n=0. Charakteryzuje ona réwniez skorelowanie pomiedzy zak#décenia-
mi. Dla zak#d6cen skorelowanych ze sobg w k sasiednich chwilach dyskret-
nego czasu, przedstawionych za pomoca réwnania (3)> elementami macierzy
Wg sa wyrazenia okreslone wzorami (4) i (5)-

tatwo zauwazyé, ze wéwczas macierz WQ jest macierza 2k-1 przekatnio-
wa majaca na 2k-1 przekatnych zgrupowanych symetrycznie wokéd przekatnej
gtéwnej elementy okreslone zaleznoscia (4). Pozostate elementy macierzy
WQ sa zerami. Zawarto$6 macierzy WQ wpdywa na wartosci elementéw ma-
cierzy bdedu oceny P/ Stad Pn jest tez 2k-1 przekatniowa. Dla n »
=0,1, ... ,U-1 macierz “n okreslong zaleznos$ciag (17) mozna przedsta-
widé nastepujaco i

_n.n _n,n+l pn,n+k-1 Q -0
Pn Pn —_— M P
pn+l«n pn+l,n+1 pn+1l,n+k-1 pn+1l,n+k 0
n n e n o
in pH+k-1,npn+k-1,n+1 (23)
n n -mm-
pn+k,n+1
n
AN-k+1,H
-.-- p U-1,K-1 p H-1,N
n n
| J— 0 p N,!f-k+1 pH,i[-1 pN,K
B eecee n

Korzystajac z zaleznos$ci (11) r (15) mozna wyprowadzi¢ réwnania rekuren-
cyjne filtru, umozliwiajace wyznaczenie w chwili n + 1 ooeny stanu

i k-1 ocen zak+déoen w;n+i/ma+1> i =1, 2, ..., k-1 uk+adu opisanego row-
naniami (1) (2).

*n+l 7 *n *n + Bn un + C 1 [*n+1 ™ Cn+l1 (An *n + Vn>] <27*>
*n+i./n+l * *n+i/n + ~+1 I>n+l " Cn+l (An *n + Bn %>] <25)
dla i*1, ... , k-1
gdzie i R R
Ki _ pi+tn+l, n+1 £ 26)

an+1 n+1 Vt-1 Pn+l
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“ (B+1 ~ n+1 Cn+l + W "

Warunki poczatkowe réwnania (29) sa nastepujacej

40 « Xt K0 yo - C0 (A0 x B0 uo);!l @7
W0 XO 0 (C(J xo otV )“1
Poniewaz ze wzgledu na postadé macierzy XQ (21) « 0, wiec na podsta-

wie zaleznosci (18)t
Vilo=*o0"' <28)
i * 1Ff eee ) k*1

Réwniez dla n « 1, eee » R-k

*n+i/n " 0 29
o ile i >k, a n + i« N-k.
Macierz pn":r<ls+l- n+1 dla n < N-k+1 przyjmuje wartosci obliczone zgod-
nie z zaleznoSciami i
4 * v T H# * + C ,,nl. i-»
pi+n+1l, n+l
Al + ~ k 2
n+1 - 1)
i+n, n-1 , i-k-1 (32)
, i > Kk 33)

Ody N-k + 1-i n$ N-1 to dla 1ie [0, N-n] wykorzystuje sie tylko
poczatkowa ezes$6 zaleznosci sposréd (30) r (32). Wyrazenia wchodzace w
sk¥ad rownan (30) (31) okreslone sa nastepujaco:

pD.n

(r - POL CT £ ca) PI™™ (34)

n n u
pn, ntl _ (1 . k° c ) p"" n+l (35)

n n n n

i+n+ = i+n+ i+

pi+n+l ,n pi+n+l ,n _ Ki+l Q |n,n (36)
n n n n n

pi+n+l,n+l1 o pi+n+l,n+1 _ Ri+l c jn, n+1l @D

n n n
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z kolei dla i =0, 1, ... , k-1
pn+k-1, n+i = w 38)
n n+k-2, n+i-1
+1i +k-1
pn+i, n ) (39)
n n+k-2, n+i-1
pn+j, n+i nj,n+j, n+i _ Rj+1 c pn-1, n+i (40)
n n-1 n-1 n-1 n-1
dla 1, jJ - 1, ... , k-2
pn+j, n _ epQ+j ,n-1 KJ+1 C pn-1,n-1~ aT +
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
+ pD+d»n _ Kj+1 c pO--1«11, J o« 1., k_2 (41)
n-1 n-1 n-1 n-1
P“” n+i - A (1 - Ke° C ) P17 n+i
n-1 n-1 n-1 n-1
+ pn  ,,+i_.K1 pn-1._.n+i _ o= k_2 42)
n-1 n-1 n-1 n-1 z
0 ile dla P -1 ... Nl 3 » 1, ..., N-n-k+1 zachodzit
i-j < 2k-1
to, pn+k™1+3. n-1+i _ w 43)
n ntk+j-2, n+i-2
Dla chwili n - O obowiazuja nastepujace warunki poczatkowe.
p00
° i-1, .S
pio POi - o (44)
0 -1 , W
pij
o i"1, J-1

W oparciu o otrzymane wyrazenia (24) + (44) mozna podaé¢ réwnania Ffilt-
ru w odpowiednio zwartej TfTormie uwzgledniajacej horyzont skorelowania za-

k#b6cen. Wprowadzajac nowy wektor n © postaci .
* r7T T T i* 45
Xxn " Lxn? wn’ *e* * wn+k-2J (45)

1 przyjmujac odpowiednie macierzet

Ch * f1,°) - mi k . s wymiarowag
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-3.k x k . 8 wymiarowa an

.0 o\ 1

-s.k xr wymiarowg
0

mozna podac¢ ostateczng postac¢ rownan Filtru dla proceséw skorelowanych w
k sagsiednich chwilach dyskretnego czasm

k* . A i+ + B u + K* Ly - Cc* (At x* + S* u )] 49
n+1 n n n n n+1 n+1 n+1 n n n n
gdzie*
K* - O*T (C™* P* C*T+ V )"1 (50)
n n n n n n n
cH) K GD
fn+i " < p; ( Fw: G2
Macierze P* i sg okrezlone nastepujaco:
K - = - V) "<< - d i (53)
* - * * - *
Pn » E (X n E Xn) (x n E Xn) (54)
[*n-1 lyn-i

natomiast W* jest macierza o postaci:

Wn+k-1,n
0
e - Wh+k-1,n+1 5
n+k-1,n W
n+k-1,n+1 Wn+k-1, n+k-1
majaca wymiar k . s x k . s, o niezerowych elementach okreslonych wed-

+ug zaleznosci (4) umieszczonych tylko w ostatnim wierszu i ostatniej ko-
lumnie.

Dla chwili n W* zawiera elementy wntlc_1 n+i 1“0, 1, k-1 .Warum
ki poczatkowe P* i X* sg analogiczne do okreslonych wzorami(44), (27)

i (28).



Filtr Kalmana dla zak#écen... 79

Uwagi koncowe

Ze wzgledu na skorelowanie zak#écen ze sobag tylko w bliskim sasiedz-
twie k chwil wymiary macierzy filtru (46) * (55) w stosunku do Ffiltru
dla petnego rozszerzonego stanu (8) ulegty zmniejszeniu i1 sg state w trak-
cie obliczen. Macierz odwracana ma,jak i poprzednio,wymiar mm zwigza-
ny z wymiarem wektora wyjscia.

Do okres$lenia ocen stanu i zak#6écen w chwili n jest potrzebna,oproécz
biezacych pomiaréw, kowariancji szumu pomiarowego i warunkéw poczat-
kowych, informacja o skorelowaniu zakté6cen wn+i, i = 0,1, ... , k-2 z za-
kdtéceniem wn+jg ™ oraz informacja o kowariancji zak#décenia wn+jj )» ktére
pojawi sie dopiero na wejsciu ukdadu (1) (2) w dyskretnej n + k - 1 chwi-

li czasu.
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«HJIbTP KUILMAHA B CIIYNAE BO3MITHEHHtt C KOPPEJIHTHBHOIt CBH3B10
B OrPAKHREHHOM rOPH30HTE BPEMEHH

Pe30Dme

B ciaTte npesciaBJieHu ypaBHeHHfl $HJiBTpa KaabMaHa ~jih flacnpeTHOro jiHKefl-
Koro ofiteKia b cjiysae BO3«yigeHHft c KoppeaaiHBHOit CB,s3b» b orpaHHaeKHOM ro-
pH30Hie BpeueHH (k FfIHCKpeiHtDC uoueHiOB) . 3th ypaBHesHH npeaciaBaaBi bo3moji-
Hacib flaTt ogeHKH BO3MymeHnfl c onepeieHHeu, TflocmrajoinHM k-1 MOMeHia bkjibhh-
Jej iBHO. a onHcaHHa BO3ttymeHH8 npHHaia MOAejifc b BH”e cioxacTH"iecKoro npo-
gecca co CKOJik3Higett c.peflHeS. ypaBHeHHK BUBe”eHM, Hcno.nb3y« yBeflHweHHint BeK-
lop ooctohhhh oCbeKTa 3a c”ei 6y”~ymHX BOSMymeHHit.

kaiman filter for systems with disturbances correlated in the limited in-

terval OF TIME

Summary

In the paper the Kalman filter equations for linear discrete time systems
with disturbances correlated in the limited interval of time (Ic discrete
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time—-moments) are prosented, These equations enable the estimations of the
disturbances with prediction rate to k-1 moments.
The model of disturbances has been assumed in the form of the moving

average process.
The equations have been derived using the state vector extended by fu-

ture disturbances.



