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5JAHUNKI STEROWAIBOŚCI DLA UKŁADÓW PARABOLICZNYCH Z OPÓŹNIENIEM
w sterowaniu

Streszczenie. W praoy sformułowano warunki konieczne i wyatar- 
cżalące względnej aproksymacyjnej sterowalności dla układów dyna
micznych opisanyoh liniowymi równaniami różniczkowymi cząstkowy
mi typu parabolicznego, ze stałym opóźnieniem w sterowaniu. Poda
no przykłady ilustrujące przedstawione kryteria względnej aprok
symacyjnej sterowalności.

Problematyka sterowalności układów dynamicznych opisanych liniowymi rów
naniami różniczkowymi cząstkowymi typu parabolicznego była w ostatnich la
tach przedmiotem intensywnych badań [1 - 4], [6 - 10]. We wszystkich wy
mienionych pracach, wykorzystując metody analizy funkcjonalnej rozpatrywa
no aproksymacyjną sterowalność wyżej wymienionych układów, jednak bez uw
zględniania opóźnień w funkcji sterującej. W niniejszej pracy zdefiniowa
no względną aproksymacyjną sterowalność liniowych układów dynamicznych o- 
pisanych równaniami różniczkowymi cząstkowymi typu parabolicznego,ze sta
łym opóźnieniem w sterowaniu. Sformułowano warunki konieczne i wystarcza- 
jąoe względnej aproksymacyjnej sterowalnośoi na ustalonym przedziale cza
sowym. Podano przykłady zastosowań tych warunków. Uzyskane w praoy rezul
taty są uogólnieniem wyników zawartych w publikacjach [1 - 10]. Uogólnie
nie to polega na uwzględnieniu opóźnienia w sterowaniu, co prowadzi do no
wych warunków sterowalności.

Niech będzie dany układ dynamiczny opisany liniowym równaniem różnicz
kowym cząstkowym typu parabolicznego o następującej postaci

+ V * > u ( t )  + V* ) u ( t - h )  ( 1 )
określonym dla is[0,a], te[0,T], (T>h) oraz spełniającym warunki
brzegowe

w(t,0) » w(t,a) ■* 0 dla te [0,T] (2)
i warunki początkowe

w(C,x) - wQ(x) e L2f 0,a] (3)

u(t) - uQ(t) e l2[-h,0] (4)
pZakłada się, że sterowania a{t)6 1 f 0,T] oraz, że funkcje bQ(x), 

b^Cs) e L2[0,a] . Układ dynamiczny (1) wraz z warunkami (2), (3)oraz(4) może

/
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2ai Hilberta L [0,a], postaci
byó przedstawiony w forsie zwyczajnego rówuania różniczkowego w przeetrze 

a]> postaci

~ A o(t,x) + bQu(t) + bjjUCt - h) (5)
gdziet
liniowy nieograniczony operator A i D(A) — L^fO,a] jest określony równoś- 
cia f\

A w(t,x) » 2 & l g l  W
ex‘

¡X A)» |w( t ,x) e I(2 [0,a] i - S iijiSleŁ^O.al oraz w(t,0)«w(t,a)«0^- (7)
oPonadto bQ , b^C L [0,a].

Wiadomo [3], [5], [7], [9], *e operator A posiada wartości własno 
dane następującą równością

3j ” “ ^a"^  ̂ ” 1,2,3,.... (8)
wszystkie o krotności rj ■» 1, j»1,2,... Każdej wartości własnej , 
J » 1 , 2 , . . .  odpowiada Jedna znormalizowana funkcja własna określona nastę
pującą równością [3], [5], [7]

Sj(l) “ Í ? 8ln ' H r  J “ 1,2,3,.... (9)

Punkcje własne gj, J«1,2,... tworzą zupełny układ ortonormalny w prze
strzeni Hilberta L ^ [  O ^ a ] , [ 5 ] ,  f 7] , [9], a funkoja Greena dla układu
dynamicznego (1) jest postaci [7], [9]

G(t,x,y).- t  exp(-q.jt)gj(x)g.j(y).= ^  expí-q^^sin^“^  sin^~i  (10) 
J  ^ 1  j “ 1

Dla układu dynamicznego (1) definiuje się stan zupełny z0 w obwili pó- 
ozątkowej t * O jako parę funkcji | w 0(z), m zo* *an8S°

,  . ._m____________  ._____J. -.1_. -stanu zupełnego z0 , wykorzystując funkoję Greena (10) rozwiązanie rówas' 
nia (1) dla t>h, jest naatępująoej postaoi

a t a
ł(t,x) « J Q(t,x,y)w (y)dy + / (io(t -s,x,y)b0(y)dy)u(s)do + 

0 0 0

t a  a
+ í (i G(t-a,x,y)bh(y)dy)n(e-h)ds -« f G(t,x,y)w0(y)dy +

0 a t a
+ / (Í G(t-s-h,x,y)b, (y)dy)u (s)&a + f ( i  G(t-s,x,y)b (y)dy)u(s)ds +-h o n o 0 0 o

t-h. a
+ | (/ fl(t-0 -h,x,y)bJi(y)dy)u(B)ds « wz (t,x) + wa(t,x) (11)
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gdzie»
a O a

w (t,x) =» i <Kt,x,y)w (y)dy + J (i G(t-s-h,x,y)b, (y)dy)u (a)ds (12)
. zo O 0 -h O

t a t-h a
w (t,x) = i” (i G(t-a,x,y)b (y)dy)u(a)ds + f (JG(t-s-h,x,y)bh(y)dy)a(s)da

0 0 0 0 (13)

Dla układu dynamicznego (1) wprowadza się następującą definicję względnej 
aprokaymaeyjnej sterowalnoścl na przedziale [O,?], [5].
Definicją 1

Układ dynamiczny (1) jest względnie aprokaymacyjnie sterowalny na prze
dziale [0,T], jeżeli dla dowolnego etanu zupełnego zQ , dowolnej funkcji 
Wj(x) e L2 [0,a] idowolnego £ > 0 ,  istnieje sterowanie u(t)ei2[0,T] ta
kie, że odpowiadająca mu trajektoria układu(l) apełnia następujący waru
nek

|| w(T,x) - w„(x)|| 2 € £ (14)
1 [ 0 ,a]

Wprowadza się następujące oznaczenia

bol - < V X>» 2 i  “ 1.2.-.. (15)0J 0 J I [ 0,a]
b% j *<bu(x), 2r  ̂ *  1 »2» • • • ( 16 )ń J L [0,a]

gdzie symbol » oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hilber-
2r , LZ [0.b ]ta L [0, a].

CT » I2[0,T] L2[ 0,a] (17)

liniowy ciągły operator C^ nosi nazwę operatora sterowąlnośoif5] i jest 
określony następującą równością definicyjną

df
Oj(u) = wu(T,x) (18)

Korzystając z wprowadzonych definicji i oznaczeń, a takie wykorzystując 
niektóre rezultaty zawarte w pracaoh [4], [5], [9], można ąformułowaó na- 
stępujący warunek konieczny i wystarozająoy względnej aproksymacyjnej ste- 
rowalności układu dynamicznego (1),
Twierdzenie 1

Układ, dynamiczny (1) jest względnie aproksymacyjnie sterowalny na prze
dziale [0,1], (T>h), wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego J"1,2,... za
chodzi nlerównośó

b2J + b ^ ^ O  (19)
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Do’’ód
Z definicji 1 wynika, że układ dynamiczny (1) jeat względnie aproksyma

cyjnie sterowalny na przedziale [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór war
tości operatora sterowalności Ĉ , jest wszędzie gęsty w przestrzeni Ł2[0,a| 
co na mocy znanych, twierdzeń s analizy funkcjonalnej [4], [5], [9], jeat 
równoważne następującemu warunkowi

Wykorzystując równości (13) i (18) o^az postaó iloczynu skalarnego w prze'

Ha mocy relacji (21) oraz uwzględniając fakt, że implikacja (20) zachodzi /)
dla wszystkich u6 1 [0,1], a także korzystając z rezultatów zawartych* 
pracach [3], [5], [9], warunek (20) można przedstawić w postaci bardziej 
dogodnej do dalszych rozważań

Dalsza część dowodu hędzie prowadzona oddzielnie dla warunku koniecznego 
1 oddzielnie dla warunku wystarczającego, przy czym oba warunki będą do
wodzone nie wprost.
Warunek konieczny

Dowód nie wprost
Przypuśćmy, te warunek (19) jest spełniona, a warunek (22) nie zaoho-

— — pdsi. Istnieje więc funkcja f(x) W 0, f(x)el [0,a] taka, że zachodzi

Ą  <f(z),C_(u)> 
u e L2 [0,T]

•*0=*>f(x) pŁW *0, dla f(x)el2fO,a] (20)
L2 [0,a)

strzeni l2[0,a], otrzymuje się następującą zależność

a
<f(x), C-(u)> 2 - I  f(x)w (T,x)dx1 n u

(21)

jntoO

> p.w.
=£>f (x) * 0

(2 2)
gdziet

1 f(x)g,(x)dx O J

a
fj -<f(x), gj(*)>

l2[0,a] 0
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jcOO
X! expCq^tJexpC-qyiOfj(b0j + exp(q-jWbj^) = O, dla t e [0,T-h] 
j**1

(23)

=1
exp(qjt)exp(-qjT(fj bQj o O dla te(T-fl,?]

(25)

Ponieważ funkcje exp(qjt) j » 1,2,... tworzą układ liniowo niezależny w 
dowolnym przedziale czasowym [8] , [9] , więc z równości (23) wynika,że za
chodzą równości poniższe

f,(b0j + exp(qjb)b^j) o 0, dla j =» 1,2,...
(24)

fj b^j *=* 0 dla j “ 1,2,.«.

Z warunku (19) wynika, że dla każdego indeksu j ■ 1,2,,.. zachodzi co 
najmniej jedna z następujących nierówności« bQj 4  0, b0j + exp( ą^łOb^-j^O. 
Ponieważ funkcja f(x) 4 0, więc istnieje przynajmniej jeden indoks J ta
ki, że fj 4 O, [1], [9], [10]. Stąd dla j - j zachodzi przynajmniej 
jedna z poniższych nierówności

?5 (b0j + exp(q-h)bllj) 4 O 

fj boj- * 0
co prowadzi do sprzeczności z równościami (24), a zatem do sprzeczności
s relacjami (23). Zatem przypuszczenie, że warunek (22) nie zachodzi jest
fałszywe, oo kończy dowód warunku koniecznego.
Warunek, wystarczający

Dowód nie wprost
Przypuśćmy, że warunek (22) jest spełniony, a warunek (19) nie zacho

dzi. Istnieje więc indeks 3, ¿la którego zachodzi równośó

boJ + bŁ  " ° (26)

°Zyli boj “ “ °-
Wybierzmy funkcję f(x) * O tak, aby fj 0 0 ;. oraz fj - O dla J 4 J. 
8tąd uzyskujemy

expiqjtJexpi-qjTifji^j + exp( q^hjb^-expi qjt)oxp(-q-T)f j(bQj +
+exp(q-h)bllj)» O

Jboo . dla t 8 [ 0,T-h]
^  exp(Ojt)exp(-q^T)fj b0  ̂ » e x p ( q - t ) e x p ( - q j T ) f d l a  te(T-h,T]
3*1

= >  f(x) 4 0 (27)



11S J, Klaakt

Warunek (27) jest zaprzeczeniem warunku (22). Zatem przypuszczenie,że vi< 
runek (19) nie zachodzi było fałszywe, oo kończy dowód warunku wystarcza
jącego i całego twierdzenia.

W przypadku, gdy 9?<h, na podstawie twierdzenia 1 uzyskuje się waru
nek konieczny i wystarczający aproksymacyjnej eterowalności dla przypadki 
braku opóźnień w sterowaniu. Warunek ten jest sformułowany we wniosku 1, 
Podobny warunek został opublikowany w pracach [1 -4], [6], [8],
•¿'niosek 1

Jeżeli T<h, to układ dynamiczny (1) Jest aproksymacyjnie sterowalni 
na przedziale [0,T] wtedy JL tylko wtedy, gdy dla każdego j = 1,2,... zi- 
chodzi nierówność

boj ń 0 (28)

Dowód
Jeżeli ?<h, to wówczas na mocy równoóoi (13) mamy następującą zalot

ność
t a

w,.(t,x) - J (J 0(t-s,x,y)b-(y)dy)a(s)ds (28)
u 0 0 0

Zatem warunek (22) redukuje się do następującej bardzo prostej postaci[ł|, 
[8], [9],

p.w.
exp(qjt)exp(-qji?)f = 0  dla t 6 [0,T]=s>f(x ) « 0 . (30)

Postępując dalej analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 1 otrzymuje sif 
tezę wniosku 1.

Wyniki uzyskane w niniejszej pracy nogą być rozszerzone na przypadel 
sterowania brzegowego, a także na przypadek wielokrotnych stałych opdi- 
nień w sterowaniu. Istnieje także możliwość uogólnienia otrzymanych retal- 
tatów na przypadek wielowymiarowy, to znaczy na przypadek równań parabo- 
lloznyoh określonych w prostopadłościanie CR°. Rozpatrywane w niniej
szym artykule warunki brzegowe są warunkami typu Dirichleta. W podoboj 
sposób można rozpatrywać zagadnienie względnej aprokeymaoyjnej sterował- 
ności dla warunków brzegowych typu Neumanna, a także dla warunków brzego
wych mieszanych. Hatomlaet dla układów dynamicznych określonych w dowol
nych obszarach przestrzeni Rn , konieczne są pewne modyfikacje przedate- 
wionęj powyżej metody postępowania. Kodyfikacje te są bezpośrednio zwiąit 
ne z własnościami widma operatora A i jego funkcji własnych.
Przykład 1

łJleoh będzie dany układ dynamiczny postaci (1) z warunkami (2), (3) • 
(4), dla którego funkcje bQ(x) oraz b^i*) spełniają następujące warni
ki

b0(x) * - h0(a - x), dla . x 6 [0,a] b^i*) = b^ia - x), dla x S [0,a]

j » »
Z
J=1



farunki sterowalnośol. 119

Stąd na mocy relacji (9) oraz (15) i ( 16) otrzymają 3ię następujące zależ-
aości

boj » 0, oraz bhj * °* dla j - 2k - 1, k =' 1,2,...

b0j *  0, oraz oRf-3A,0 dla i  - 2k, k " 1,2,...

Ponieważ + -
0, dla j - 1,2,..., więc na podstawie

dzsnia 1 rozpatrywany układ dynamiczny jest względnie aproksymacyjnie ste
rowalny na przedziale [0,T], (T>h).
Przykład 2

Hiech będzie dany układ dynamiczny postaci (1) z warunkami (2), (3) i
(4)jdla którego funkcje bQ(x) oraz b^Ci) spełniają następujące warun
ki

b„(x) o - bQ(a - z), dla xe[0,a] b^C*) » -bh(a - x), dla xe[0,a]

Stąd na mocy relacji (9) oraz (15) i (16 ) otrzymuje się następujące zależ
ności

boj m ■ 0, dla j » 2k - 1, k » 1,2,... 

bQj ś 0 oraz b^j * 0, dla j - 2k, k = 1,2,...

2 2Ponieważ b0j + b^j ■ 0, dla j » 2k - 1, k = 1,2,..., więc na podsta
wie twierdzonia 1 rozpatrywany układ dynamiczny nie jest względnie aprok
symacyjnie sterowalny na przedziale [0,T] , (t>h).
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yCJIOBHH ynPABJIHEMOCTH HJIH IXABAEOJIHHECKHX CHCTEM 
C'3A!lA3,Hb!BAIWEM' B yilPABJIEHHK

2  : e 3 ¡0 m : e

B ci’aibe ciiopMy.iHpoBaiibi neoOxoflHMHe h flOCTaTo^Hbie ycJioBHS OTHOCHïejiMOÏ 
upn6jisuceHH0il ynpaBJiseMooTH ajih JinneitHux flHHaMmïecKHX CHiîieu, onaoaHHtDC m- 
HeiiHbam aiidxpepeHUHaJiBHKMH ypaBnemiHMH b uaciHHX npoHàBOflHmx c nooTOHHHtoi 
na3,HHBaHHeM b ynpaBJieHKH. HaHbi npswepu, HmjuocTpHpyiomHe npeflCTaBJieHHue xpi- 
TepwH oiHOcme^tHoa npHÔJiHxceHHOÎt ynpaBxaeMooTH.

THE CONTROLLABILITY CONDITIONS FOR PARABOLIC SYSTEMS 
WITH DELAY IN CONTROL

S u m m a r y
In the paper the necessary and sufficient conditions for relative ap

proximate controllability for dynamic' systems desoribed by linear par
tial differential equations of parabolic type, with constant delays ii 
control, aro formulated. Some examples ilustrating the usefulness of U» 
relative approximate controllability criteria have been given.


