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5JAHUNKI  STEROWAIBOSCI DLA UKLADOW PARABOLICZNYCH Z OPOZNIENIEM
W sterowaniu

Streszczenie. W praoy sformutowano warunki konieczne i wyatar-
czalace wzglednej aproksymacyjnej sterowalnosci dla uktadéw dyna-
micznych opisanyoh liniowymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowy-
mi typu parabolicznego, ze statym opdéznieniem w sterowaniu. Poda-
no przyktady ilustrujace przedstawione kryteria wzglednej aprok-
symacyjnej sterowalnosci.

Problematyka sterowalnosci uktadéw dynamicznych opisanych liniowymi réow-
naniami roézniczkowymi czastkowymi typu parabolicznego byta w ostatnich la-
tach przedmiotem intensywnych badan [1 - 4], [6 - 10]. We wszystkich wy-
mienionych pracach, wykorzystujgac metody analizy funkcjonalnej rozpatrywa-
no aproksymacyjna sterowalnos$¢ wyzej wymienionych ukdadéw, jednak bez uw-
zgledniania op6znien w funkcji sterujacej.- W niniejszej pracy zdefiniowa-
no wzgledna aproksymacyjng sterowalnos¢ liniowych uktadéw dynamicznych o-
pisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi typu parabolicznego,ze sta-
+ym opbébznieniem w sterowaniu. Sformuktowano warunki konieczne i wystarcza-
jaoe wzglednej aproksymacyjnej sterowalno$oi na ustalonym przedziale cza-
sowym. Podano przykdtady zastosowah tych warunkéw. Uzyskane w praoy rezul-
taty sa uog6lnieniem wynikéw zawartych w publikacjach [1 - 10]. Uogdélnie-
nie to polega na uwzglednieniu opdéznienia w sterowaniu, co prowadzi do no-
wych warunkoéw sterowalnosci.

Niech bedzie dany ukdad dynamiczny opisany liniowym réwnaniem réznicz-
kowym czastkowym typu parabolicznego o nastepujacej postaci

+ V*>u(t) + V*)u(t-h) D)

okreslonym dla is[0,a], te[0,T]1, (T>h) oraz spedniajacym warunki
brzegowe

w(t,0) » w(t,a) =0 dla te [0,T] @
i warunki poczatkowe
w(C,x) - wQ(x) e L2f0,a] (©)
u(t) - uQ(® e 12[-h,0] (©)
p

Zaktada sie, ze sterowania a{t)6 1 f0,T] oraz, ze Ffunkcje bQ(x),
b"Cs) e L2[0,a] - Uktad dynamiczny (1) wraz z warunkami (2), (3)oraz(4) moze
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by6 przedstawiony w forsie zwyczajnego réwuania roézniczkowego w przeetrze
ai Hilberta L2 [0,a]> postaci

~ A o(t,x) + bQu(t) + bjjuct - h) ®)
gdziet
liniowy nieograniczony operator A i D(A)- L~f0,a] jest okreslony roéwnos-
cia f\
Aw(t,x) »2 & Ig | W
ex*

iXA)» Jw(t,x) e IQ[0,a] i - S iijiSlet~0.al oraz w(t,0)«w(t,a)«0”- (7)

o
Ponadto bQ, bAC L [0,a]-

Wiadomo [3], [5]1. [71. [91. *e operator A posiada wartosci wiasno
dane nastepujaca rownoscia

3j 7« Aana Av1.2.3,.. .. ®
wszystkie o krotnosci rj s 1, j»1,2,... Kazdej wartosci wlkasnej ,
I»l,2,... odpowiada Jedna znormalizowana funkcja wkasna okreslona naste-

pujaca roéwnoscia [3], [5]1. [1
Sj(1) “i ? 8In "Hr J “1,2,3,.... (©)

Punkcje wkasne gj, J«1,2,... tworza zupedny uktad ortonormalny w prze-
strzeni Hilberta L~[0”a], [5], f7]1, [9]. a funkoja Greena dla ukdadu
dynamicznego (1) jest postaci [7]1, [©]

G(t.x.y).- t  exp(-9-jDEiCIg-i().= ~  expi-gAtsinAtA  sinA~i (10)
i i“1

Dla uktadu dynamicznego (1) definiuje sie stan zupedny zO w obwili p5
ozatkowej t * O jako pare funkcji |w0(z2), m zo* *an8s°
stanu zupednego zO0, wyRorzystujac funkoje—@feeﬁa—(—lea— rozwia—zaﬁie _rti?v%’
nia (1) dla t>h, jest naatepujgoej postaoi

a ta
H(E, ) «E)] QL. x,y)w (y)dy + g (oiO(t -s,x,y)b0(y)dy)u(s)do +

t a a
+ 1 (iG(t-a,x,y)bh(y)dy)n(e-h)ds fG(t,x,y)WO(y)dy +
0 a t a
+ —/h (g G(t—s—h,x,y)bh (y)dy)uo(s)&a +5 %i G(t—s,x,y)béy)dy)u(s)ds +

th. a
+ | (¢ fI(t0-h,x,y)bJi(y)dy)u(B)ds « wz (t,x) + wa(t,x) (@5D)
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gdzie»
a 0 a
w(t,x)> 1 <Kt,x,y)w (y)dy + J (lG(t—s—h,x,y)h, (y)dy)u (a)ds a2)
.20 0 0 -h 0
t a t-h a

w(t,x) = i G(t-a,x,y)b(y)dy)u(a)ds +F (IG(t-s-h,x,y)bh(y)dy)a(s)da
0 0 0 0 (13)

Dla uktadu dynamicznego (1) wprowadza sie nastepujaca definicje wzglednej
aprokaymaeyjnej sterowalnoscl na przedziale [0,?], [5]-
Definicja 1

Uk#ad dynamiczny (1) jest wzglednie aprokaymacyjnie sterowalny na prze-
dziale [0,T], jezeli dla dowolnego etanu zupednego zQ, dowolnej funkcji
Wj(x) e L2 [0,a] idowolnego £>0, istnieje sterowanie u(t)ei2[0,T] ta-
kie, ze odpowiadajaca mu trajektoria uktadu(l) ape#nia nastepujacy waru-
nek

Iw(,x) - w,QQIl 2 € £ (14
[0 .al

Wprowadza sie nastepujace oznaczenia

bol - <V X>» 2 ioo1.2.-. (15)
0J 0 J 1[0,a]
B j *<bu(x), 2r NF o 1»n2» eee (16)
n J L [0,a]
gdzie symbol » oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hilber-
2r LZ [0.b
ta L [0,a]. o>l
CT » 12[0,T] L2[0,4a] an

liniowy ciagty operator C”~ nosi nazwe operatora sterowglnosoif5] i jest
okreslony nastepujaca réwnoscig definicyjna

df
oOj(uw) = wu(T,x) (18)

Korzystajac z wprowadzonych definicji i oznaczen, a takie wykorzystujac
niektére rezultaty zawarte w pracaoh [4], [5]., [9]. mozna aformutowadé na-
stepujacy warunek konieczny i wystarozajgoy wzglednej aproksymacyjnej ste-
rowalnosci uktadu dynamicznego (1),

Twierdzenie 1

Uk#ad, dynamiczny (1) jest wzglednie aproksymacyjnie sterowalny na prze-
dziale [0,1], (T>h), wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego J"1,2,... za-
chodzi nleréwnosé

b2 + b~~~ 0 (19)
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Do~”6d

Z definicji 1 wynika, ze uktad dynamiczny (1) jeat wzglednie aproksyma-
cyjnie sterowalny na przedziale [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy zbidér war-
tosci operatora sterowalnosci C%, jJest wszedzie gesty w przestrzeni t2[0f

co na mocy znanych, twierdzen s analizy funkcjonalnej [4], [5]. [9]. jeat
réwnowazne nastepujacemu warunkowi

A <f(z),C_(u)> *0=*>f(x) ptW*0, dla f(x)el2f0,a] (20)
uelL2[0,T] L2 [0,a)
Wykorzystujac réwnosci (13) i (18) o”az postad iloczynu skalarnego w prze®
strzeni 12[0,a], otrzymuje sie nastepujaca zaleznosé

a
<f(x), Ci(u)> 2 —In f(x)wu(T,x)dx

1)

Ha mocy relacji (21) ,oraz uwzgledniajgac fakt, ze implikacja (20) zachodzi
dla wszystkich wu6 1 [0,1], a takze korzystajac z rezultatéw zawartych*
pracach [3], [5]1, [9]., warunek (20) mozna przedstawi¢ w postaci bardziej
dogodnej do dalszych rozwazan

jnto0
p-w.
>=£>F(X) * 0
G2)
gdziet
fi -<f(x), 9i(™)> 1 (g, (x)dx
12[0,a] 0 J

Dalsza cze$¢ dowodu hedzie prowadzona oddzielnie dla warunku Kkoniecznego

1 oddzielnie dla warunku wystarczajacego, przy czym oba warunki bedg do-
wodzone nie wprost.

Warunek konieczny
Dowéd nie wprost

Przypusémy, te warunek (19) jest spe#niona, a warunek (22) nie zaoho-
dsi. Istnieje wiec funkcja T() W 0, T(x)el’[0,a] taka, ze zachodzi
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jc00
X1 expCgrtIexpC-qyiOfj(b0j + exp(g-jwbj”) = 0, dla t e [0,T-h]
1
(23)
exp(gjt)exp(-qjT(fj bQj o O dla te(T-F1,7]
=
Poniewaz funkcje exp(qjt) j » 1,2,... tworzg uktad liniowo niezalezny w

dowolnym przedziale czasowym [8] , [9] ., wiec z réwnosci (23) wynika,ze za-
chodzg réwnosci ponizsze
f,(b0j + exp(gjb)b”j) o O, dla j »1,2,...

(24
fi bAj =0 dla  j “ 1,2,.«.

Zwarunku (19) wynika, ze dla kazdego indeksu j m 1,2,,.. zachodzi co

najmniej jedna z nastepujacych nieréwnosci« bQj 4 0, b0j + exp(a™MOb”-j"0.
Poniewaz funkcja Ff(x) 4 0, wiec istnieje przynajmniej jeden indoks J ta-
ki, ze fj 4 0, [1]. [©]. [10]. Stad dla j - j zachodzi przynajmniej

jedna z ponizszych nieréwnosci

25 (b0j + exp(q-h)bllj) 4 0

(25)
fj boj- * 0O
©® prowadzi do sprzecznos$ci z rownosciami (24),a zatem dosprzecznosci

srelacjami (23). Zatem przypuszczenie,ze warunek (22) nie zachodzi jest
fakszywe, oo konczy dowédd warunku koniecznego.

Warunek, wystarczajacy
Dowéd nie wprost

Przypusémy, ze warunek (22) jest spedniony, a warunek (19) nie zacho-
dzi. Istnieje wiec indeks 3, ¢la ktérego zachodzi réwnosé

bod + bt ™ © (26)

°Zyli boj * *oo-
Wybierzmy funkcje f(x) * 0O tak, aby fj 0 0; oraz fj - 0O dla J 4 J.
8tad uzyskujemy

expigqjtdexpi-qjTifjin] + exp(g”hjbM-expi qjt)oxp(-q-T)Fj(bQj +
+exp(g-h)blj)» O

Jooo B dla t 8[0,T-h]
N exp(0j)exp(-g”T)F] bOoN » exp(g-t)exp(-qjT)fdla te(T-h,T]

341
=> f(x) 40 (27)
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Warunek (27) jest zaprzeczeniem warunku (22). Zatem przypuszczenie,ze Vi<
runek (19) nie zachodzi byto fatszywe, oo konczy dowéd warunku wystarcza-
jacego i catego twierdzenia.

W przypadku, gdy 9?<h, na podstawie twierdzenia 1 uzyskuje sie waru-
nek konieczny i wystarczajacy aproksymacyjnej eterowalnosci dla przypadki
braku opéznien w sterowaniu. Warunek ten jest sformutowany we wniosku 1,
Podobny warunek zostat opublikowany w pracach [1 -47, [6], [8],
e;"niosek 1

Jezeli T<h, to uktad dynamiczny (1) Jest aproksymacyjnie sterowalni
na przedziale [0,T] wtedy XL tylko wtedy, gdy dla kazdego j = 1,2,... z*
chodzi nieréwnoscé

boj n O (€3)
Dowod

Jezeli ?<h, to wéwczas na mocy réwnoéoi (13) mamy nastepujaca zalot-
nosé
t a

w,.(t,x) - J (J 0(t-s,x,y)b-(y)dy)a(s)ds D
u 0 0 0

Zatem warunek (22) redukuje sie do nastepujacej bardzo prostej postaci[#],
1. [el.

_l)) » p_W_

b exp(gjt)exp(-qji?)f =0 dla t6 [0,T]=s>F(x) « 0o .
J=1
Postepujac dalej analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 1 otrzymuje dif
teze wniosku 1.

Wyniki uzyskane w niniejszej pracy noga by¢ rozszerzone na przypadel
sterowania brzegowego, a takze na przypadek wielokrotnych statych oodi-
nien w sterowaniu. Istnieje takze mozliwo$s¢ uogélnienia otrzymanych retal-
tatéw na przypadek wielowymiarowy, to znaczy na przypadek réwnan parabo-
Iloznyoh okreslonych w prostopadtoscianie CR°. Rozpatrywane w niniej-
szym artykule warunki brzegowe sg warunkami typu Dirichleta. W podoboj
spos6b mozna rozpatrywa¢ zagadnienie wzglednej aprokeymaoyjnej  sterowak-
nosci dla warunkéw brzegowych typu Neumanna, a takze dla warunkéw brzego-
wych mieszanych. Hatomlaet dla uk#adéw dynamicznych okreslonych w dowl-
nych obszarach przestrzeni Rn, konieczne sa pewne modyfikacje przedate-
wionej powyzej metody postepowania. Kodyfikacje te sa bezposrednio zwiait
ne z wkhasnosciami widma operatora A i jego funkcji wkasnych.

Przyktad 1

HJleoh bedzie dany uk#ad dynamiczny postaci (1) z warunkami (2), () =
(4), dla ktérego funkcje bQ(x) oraz b"i*) spedniajg nastepujace wami-
ki

bO(x) * - hO(a - x), dla .x 6 [0,a] b”i*) = b”ia - x), dla x S [0,a]



farunki sterowalnosol. 119

Stad na mocy relacji (9) oraz (15) i (16) otrzymaja 3ie nastepujace zalez-
aosci

boj » 0, oraz bhj * °* dla Jj - 2k -1, k = 1,2,...

* = . =» O Lo “
boj 0, oraz > dla i 2k, k 1,2,...
Poniewaz + 0, dla j - 1.2,..., wiec na podstawie

dzsnia 1 rozpatrywany uktad dynamiczny jest wzglednie aproksymacyjnie ste-
rowalny na przedziale [0,T], (T>h).

Przyktad 2

Hiech bedzie dany uktad dynamiczny postaci (1) z warunkami (2), () i
(4)jdla ktérego funkcje bQ(Xx) oraz b~Ci) spedniaja nastepujace warun-
ki

b,,(x) o - bQ(a - z), dla xe[0,a]l] b~C*) » -bh(a - x), dla xe[0,a]

Stad na mocy relacji (9) oraz (15) i (16) otrzymuje sie nastepujace zalez-
nosci
boj m m 0, dla j » 2k - 1, k » 1,2,...

bQj $ O oraz b~y * 0O, dla Jj - 2k, k = 1,2,...

Poniewaz baj + g’\j m 0, dla j » 2k- 1, k = 1,2,..., wiec na podsta-
i

wie twierdzonia 1 rozpatrywanyukdad dynamiczny nie jest wzglednie aprok-

symacyjnie sterowalny na przedziale [0,T] , (t>h).
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yCJIOBHH ynPABJIHEMOCTH HJIH IXABAEOJIHHECKHX CHCTEM
C"3ANIA3,HDIBAIWEM®™ B yilIPABJIEHHK

2 3 0Ome

B ci’aibe ciiopWy.iHpoBaiibi neoOxoflHVMHe h FIOCTaToHbie ycJioBHS OTHOCHTejiMOT
upn6jisuceHHOil ynpaBJiseMooTH ajih JinneitHux fIHHaMmrTecKHX CHiTieu, onaoaHHtDC m-
HeiiHbam aiidxpepeHUHaJiBHKMH ypaBnemiHMH b uaciHHX npoHaBOfIHmx c nooTOHHHtoi
na3,HHBaHHeM b ynpaBJieHKH. HaHbi npswepu, HmjuocTpHpyiomHe npeflCTaBJieHHue Xpi-
TepwH oiHOcme~tHoa npHOJiHxceHHOTt ynpaBxaeMooTH.

THE CONTROLLABILITY CONDITIONS FOR PARABOLIC SYSTEMS
WITH DELAY IN CONTROL

Summary

In the paper the necessary and sufficient conditions for relative g
proximate controllability for dynamic® systems desoribed by linear par-
tial differential equations of parabolic type, with constant delays i
control, aro formulated. Some examples ilustrating the usefulness of U»
relative approximate controllability criteria have been given.



