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WARUNKI BRZEGOWEJ STEROWALNOSCI
DLA UKLADOW PARABOLICZNYCH Z OPOZNIENIEM W STEROWANIU 1

Streszczenie. W pracy sformutowano warunki konieczne i wy-
starczajac« wzglednej aproksymacyjnej.brzegowej sterowalnosci dla
uktadoéw dynamicznyob opisanyoh liniowymi réwnaniami rdézniczkowy-
mi czastkowymi typu parabolioznego ze statym opdéznieniem w ste-
rowaniu brzegowym. Podano przyktady ilustrujace przedstawione kry-
teria wzglednej aproksymacyjnej brzegowej sterowalnosci.

W okresie ostatnich kilku lat nastgpit burzliwy rozwéj badan nad pro-
blematyka sterowalnosci uktadéw dynamioznyoh opisanyoh réwnaniami czgstko-
wymi roéznych typéw. Dowodem na to Jest duza ilos¢ prac z tej dziedziny, z
ktérych czes¢ zostata wyszczegélniona w spisie literatury [I1-10].W wymie-
nionych pozyojach literaturowych, stosujac aparat analizy funkcjonalnej
rozpatrywano aproksymaoyjna sterowalno$¢, jednak bez uwzglednienia op6z-
nien wystepujgoych w sterowaniu. V niniejszej pracy zdefiniowano wzgledng
aproksymacyjna brzegowg sterowalnos$¢ liniowych,ukdadéw dynamicznych opi-
sanyoh réwnaniami roézniczkowymi czastkowymi typu parabolicznego, ze sta-
+ym opdéznieniem w sterowaniu brzegowym. V dalszej czesci pracy, sformudo-
wano warunki konieozne i wystarczajgco wzglednej aproksymacyjnej brzego-
wej sterowalnosci w ustalonym przedziale czasu. Podano przyktady zastoso-
wania tych warunkéw. Uzyskane wyniki sg uogélnieniem w przypadku wystepo-
wania opéznien znanyoh rezultatéw zawartych w pracaoh [1-10] i dotyczacych
aproksymacyjnej sterowalnos$oi bez uwzgledniania opdéznien w sterowaniu.

Niech bedzie dany uk#ad dynamiczny opisany liniowym réwnaniem réznicz-

kowym czgstkowym typu parabolioznego nastepujacej postaci: >
aw(t.x) _ &w(t,x) (t]
dt 3x2

okreslonym dla xe [0,a], te[0,T], (@< h ~T), spekniajacym warunki brze-
gowe

w(t,0) s boou{t) + boﬁu(t_h) dla te [0,T], (&)

w(t,a) = bagju(t) + b~ui t-h) dla te [0,T] (©))
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i warunki poczatkowe
w(0,x) = wAX)E LT [D,a], @
u(t) = uo(®e L2 [-h,0] - G)

Zaktada sie, ze sterowania dopuszczalno u(t)£ L2[0,T]1, (T> h >m0).

Dla uk#adu dynamicznego (i) z warunkami @), @), (%, (5) definiuje sie
atan zupedny z~ w chwili poczatkowej t = ,0, jako pare funko ji{v.o(x) f
uo(t)}l =z,
Wykorzystujgac znane motody teorii roéownan czastkowych typu parabolicznego
[31 11¥]1[A].[8] . dla danego stanu zupednego zq oraz t»-h, rozwigzanie
réwnania (1) z warunkami (@2), (), (o, (6) m nastepujgog postac:

w(t,x) = aj)ﬂ( Iexp(— J—iz- 1) sinAJ%L sin a Wody
0

J=1
t J=c
— j exp(~J(t-s))j sin ~boOu~s™ + bohu(s-h)dE
a 0 jn a

S = 2.2
+ZJS'j N1 oxp(- j-&=-3Nic-l) sin ( u(s) + brufs-h))dds. (6)
- o 3=l

Stad po prostych przeksztaktceniach otrzymuje sie nastepujgcg postaé¢ roz-
wigzania

w(t,x) =wz (t,x) + wu(t,x), ()
o
gdzie:
’1*: [o 5y 2,2 ) )
W, (t,x) = a7 >1 exp(— J- a t)sin a SIn o wo(y)dy +
0 j=1
* 1 "y exp(- "\ (t - S - h))j sin + (~1) bah”uo*s”da
a ih 3=1 a-
®)
(t,x) 2JL Ji \ .’riexp(— ¢ ~ {t - -a))j *in " (bQo +-(-D) b&o)u(s)ds +
n - o
a t-h J=1

o Mo "H € AN oo+ oonernes 2

J+1 J+1
+ (-1) bao + (-1) bahexp(-~

9)u(a)ds (9)
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Z zaleznosci (8) oraz (9) wynika, ze wyrazenie w” (t,x) jest mzalezne
wytacznie od stanu zupednego w chwili t=0, zQ, natomiast wyrazenie wu(t,Xx)
zalezy od przebiegu sterowania brzegowego u(s) dla sf[o,t], co powoduje,
ze ma ono decydujace znaczenie dla wzglednej aproksymacyjnej brzegowej
sterowalnosci uktadu dynamicznego postaci (i). Wykorzystujac definicje a-
proksymalnej brzegowej sterowalnosci uktadéw czastkowych [3i,[*],[6] ,[8]
oraz definicje wzglednej sterowalnosci ukfadéw®™ z opdzZznieniem w sterowaniu
[51, mozna sformutowaé nastepujaca definioje wzglednej aproksymacyjnej sto-
rowadnosei w przedziale [0,T] uktadu dynamicznego (1) z warunkami (@3,(3),

+0,(5)-

Definicja: Uktad dynamiczny (1) jest wzglednie aproksymacyjnie brzego-
wo stosowalny w przedziale [o,t], jezeli dla dowolnego stanu zupednego zq
dowolnej funkcji w*,(X) € L2[0,a] i dowolnego £>0 istnieje sterowanie u(t)f
L [0,T] takie, ze odpowiadajgca temu sterowaniu trajektoria uk#adu dyna-
micznego (i) spe#nia nastepujacy warunek:

hw(m,x) -w_ @il 10)
i T U [o.a]

Korzystajac z wprowndzonoj definicji oraz postaci rozwigzania roéwnania
(1), mozna sformutowaé warunek konieczny i wystarczajacy wzglednej aprok-

symacyjnej brzegowej sterowalnosci w przedziale [0fT] uk#adu dynamicznego

@)-

Twierdzenie: Uktad dynamLozny (1) jest wzglednie aproksymacyjnie brze-
gowo sterowalny w przedziale [0,T] , (T>h) -wtedy i tylko wtedy,gdy zacho-
dzi Jeden z ponizszych warunkéw:

P0011Z  ilBor! ar)

I bl ¢ bal @

Dowéd : Niech CY, : L2[0,T]- L2 [0,a] bedzie liniowym ciagtym operatorem
sterowalnosci [5], okreslonym nastepujaca rownoscia definicyjna:

Ojiiu) & wu(T,x) 13

Z podanej uprzednio definicji wynika, ze ukd#ad dynamiczny (1) Jest wzgled-
nie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [0,T]wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior wartosci operatora Up jJest wszedzie gesty w przestrzeni Hilberta
L2 [0,a], 00 na mocy znanych twierdzen analizy funkcjonalnej P®].[B1. [9),

Jest réwnowazne nastepuJgoerau warunkowi :

A <(F()., CT(u)> = OhC>F(X) p.w. o, dla F(x)€L2 [0.d], ("D
u£L2 [0,TI L2 [0,a]
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gdzie symbol <[.,.> , oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hllber-
L [0.a]
ta L [0,a]- Wykorzystujac zaleznosci (9) oraz (13). a takze postac¢ i

whasnosoi iloczynu skalarnego w przestrzeni Hilberta L2[0,a], otrzymuje
aie nastepujaca rownosc:

a
<f{x), Gx(«)> = J f(x) wu(T,x)dx =
L2[0,a] O
= FFQX)C I V* oxp(- -+ T) exp(J--y- s)j sin (bQo + bohexp”™ a2 h™~+

0 0 Jel a a

+ (—I)’\+1bao + (-1) banSXp(A’YZ_ h)) u(s)ds)dx +

a T j=m ~ s 2 2 +1
+ FFCOC | P exp(- - mT)exp(®-~- s)j sin I~(b0o+(-1) bao)u(s)ds ddx=
0 T-h jTI a a

= f y  exp(-"-»"— T)exp (I-"— s)f (bQo + bokexp(® ~ h)+ (-i) bao+

P a
j+1 ,2-2
+ (1) bahexp @< jh)) u(s)ds +
N ﬂfr 22 N2 j+1
+ sxp(- *""2 t) exp(i g- s)fj(boo + (-1) bao)u(s)ds, C15)
T-h j=1
gdzie Ff,, j = 1,2,3,... *a wspotozynnikami Fouriera funkcji f(x)£L2[0,a]

-wzgledeszupe+nego uktadu ortonormalnego w przestrzeni L2 r[O,aj1 , zbudowa-
nego z funkcji whkasnych liniowego nieograniczonego operatora, wynikajace-
go z réwnania (1), [11.[31.[61.[71.[8]1- Na mocy zaleznosci (15) warunek
(14) nozna przedstawi¢ w formie bardziej dogodnej do dalszych rozwazaé¢, a

m: uiowicie w postaoi nastepujacej:



Warunki brzegowej aterowalaosci 9

#boh + (1) bth .xp(3-"- h)) = 0, dIk tc[0,T-h] [FCOPV.=0
a

er 2-2 2«2 Jj+t 5
) exp(- Texp(J3-~_ ©)j F (boo+ (-1) b&o)=0, dla tCFfT-h,T]\ (16)

Dalsza czes¢ dowodu bedzie prowadzona oddzielnie dla warunku koniecznego i
oddzielnie dla warunku wystarczajacego. Oba te warunki beda dowodzone me-
toda nie wprost.

, -ittw doepaa nre.t w Y.iisnifsgiO0 *.uinnwo"roie w tieifisogo ojfsiick nib
Warunek wystarczajacy: Przypusémy, ze warunki (@1) oraz (12) sa"spet-
nione, natomiast warunek (16) nie zaohodzi. Istnieje zatem funkcja f(x)=0,
f(X)EL2 0 ,a] taka, ze poprzednik implikaoji (16) jest prawdziwy, to zna-
czy, Ze zachodza réwnosci:

Monumw {op+iigvJenn isbartosK i,0 -

oxp(- jJT)exp (t)j Ffj(boo + (-1) bao +

J-1 a 3~ bre
j+t 2-2 .
+ bQh + -1) b~ exp(-i-- h)) = 0, dla t£0,[T-h] (¢Y))
2.2 ,2-2 J+1
> exp(_ i-J- Dexp(->2-T - t)j ?,(bQ + (-1J b&o) =0, dla t€[T-h, T],
a
X2
Poniewaz funkcjo axp(*g- t), j = 1,2,3,... tworza ukdad liniowo nieza-
a

lezny w dowolnym przedziale czasowym [8],[9], wiec z roéwnosci (17) wynika,

Za zachodza roéwnosci

j+1 9 J+1 22
fj(boo + (1) bao + boh + (=D bah h) )= °» dla CM.2,3,...

a
@18)
J+1
rj(boo + (1) bao) = °> dla i = 1-2,3,...

Poniewaz f(x) 0, wiec istnieje przynajmniej Jeden wspéiczynnik Fourie-
ra tej funkcji roézny od zera. Zatem, aby roéwnosci (18) byty spednione dla
wszystkich j = 1,2,3,... muszg zachodzi¢ nastepujace zwiagzki |bOo|= |bac]:
oraz “lbohl Ibahl (s?0J'eE6Iny Przypadek: bQO0 = b& = bQh = b~ = 0), co
prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem, ze relacje (11) i Cl2) zachodzg.Za-
tem przypuszczenie, ze warunek (16) nie zachodzi jest faltszywe, co konczy

dowdd warutiku wystarczajacego.
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knrunck konieczny: Przypusémy, ze uktad dynamiczny (i) jest wzglednie
aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale [o,T](a zatem implikacja
(16) zachodzi), natomiast warunki (11) i (12) nio sg spednione.Stad|b0OQ|=
= jbIQ] oraz [edjl] = 1,1 - ~ozne wiec dobra¢ wspédczynniki Fouriera w po-
przedniku implikacji (16) tak, aby niektéro z nich byky niozorowe, a po-
przednik implikacji by+ spedniony. Zatem funkcja T(x) w nastepniku im-
plikacji (16) bytaby niezerowa, co Jest sprzeczne, z zatozeniem wzglednoj
aproksymacyjnej brzegowej sterowalnésci i konczy dowdd warunku konieczno-
Ge. ,

li przypadku edy T>h na podstawie powyzszego twiordzonia uzysku je sie
warunek konieczny i wystarczajacy aproksymacyjnej brzegowej sterowalnosci
dla przypadku braku opézZzniehn w sterowaniu. Otrzymany w ten sposéb warunek
jest zgodny z warunkiem jaki mozna uzyska¢ na podstawie rezultatéw zawar-
tych w pracy [i]-

I/r.iosek: Jezeli T>h, to uktad dynamiczny (1) Jest aproksymacyjnie brze-
gowo sterowalny w przedziale [o0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
Jj = 1,2,3,... zachodzi nastepujacy warunek:

Kol * Kol a9

Dowéd: Jezoli T>h# to wébwczas na mocy roéwnosci (9) otrzymuje sie na-
stepujaca zaleznos¢ okreslajacg wyrazenie wu(t,x)

wi;t,xj = — y exp(- J (t-s))j sin (bco+ (-1) bao "u(s)ds.

(€Y

Zatem implikacja (16) redukuje sie do nastepujacej prostej postaci [ [ 7]
31-

2 2 2 2 j+1
V exp(_t]_ rnNoxp(J~e. ©)j T (b o+ (-1) b 0)= 0, dla te[o,T]I=cf(X)E"=0

= @
Postepujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia otrzymuje sie teze wnio-
sku.

rzyMad 1. Ulilad dynamiczny il}, dla ktérego bQo “ ~ao = ~ oraz =
lbah- jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale
[O,T] dla T>h, a nie jest aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w prze-
dziale [0fT] dla Wynika to bezpos$rednio z tezy twierdzenia oraz wnio-
sku.
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Przyktad 2. Uktad dynamiozny (i), dla ktérego [0)j jt bao| orez lboht =
= P! £ 0, jest wzglednie aproksymaoyjnie brzegowo sterowalny w dowol-
nym przedziale [o0,"f], oo wynika bezposrednio z tezy twierdzenia.

Wyniki uzyskane w niniejszej praoy moga by¢ rozszerzone w przypadku mie-
szanyoh warunkoéw brzegowych, oraz wielokrotnych, statych opézZznien w stero-
waniu. Istnieje takie mozliwos¢ uogélnienia otrzymanyoh rezultatéw w przy-
padku wielowymiarowym, to znaczy roéwnac¢ parabolioznyoh okreslonych w pro-
stopadtoscianie C Rn. Rozszerzenia te beda wymagaty pewnych istotnych ao,
dyfikaoji, wynikajaoyoh z réziyyoh postaci rozwiagzania w (t,x) roéwnania roz-
niczkowego ozgstkowego typu parabolioznego.
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ou*a»aux xsbsHhuui Xxa$bepeHipMLikHHial ypaaxauxxa b aacTaux npoxsaoxBux, ¢
H«aaueM«uHMi aanasxuaaHaeM no ynpawemuj. npexciaBxeHHufl mstox oneBxa ot-
mooxTaxuHOt apafixaxsHHOl xpaasoft ynpasxexHOOT* axxmcTpapyato*  hsckoj ixsmx
mpaxepaxx -

BOUNDARY CONTROLLABILITY CONDITIONS
FOR PARABOLIC SYSTEMS VITH DELAY IN CONTROL

Summary

In the paper the necessary and sufficient oonditlons for the relative
approximate boundary oontrollability for the dynamical systems desoribed
by the linear partial differential equations of parabolic type, vith con-
stant delay in oontrol, are formulated. Some illustrative examples are al-
so given. Tfrese examples illustrate the.uaefullneas of the relative appro-
ximate oontrollability oriterion, obtained in this paper.



