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WARUNKI BRZEGOWEJ STERÓWALNOŚCI
DLA UKŁADÓW PARABOLICZNYCH Z OPÓŹNIENIEM W STEROWANIU 1

Streszczenie. W pracy sformułowano warunki konieczne i wy­
starczając« względnej aproksymacyjnej.brzegowej sterowalności dla 
układów dynamicznyob opisanyoh liniowymi równaniami różniczkowy­
mi cząstkowymi typu parabolioznego ze stałym opóźnieniem w ste­
rowaniu brzegowym. Podano przykłady ilustrujące przedstawione kry­
teria względnej aproksymacyjnej brzegowej sterowalności.

W okresie ostatnich kilku lat nastąpił burzliwy rozwój badań nad pro­
blematyką sterowalności układów dynamioznyoh opisanyoh równaniami cząstko­
wymi różnych typów. Dowodem na to Jest duża ilość prac z tej dziedziny, z 
których część została wyszczególniona w spisie literatury [l-1o].W wymie­
nionych pozyojach literaturowych, stosując aparat analizy funkcjonalnej 
rozpatrywano aproksymaoyjną sterowalność, jednak bez uwzględnienia opóź­
nień występująoych w sterowaniu. V niniejszej pracy zdefiniowano względną 
aproksymacyjną brzegową sterowalność liniowych,układów dynamicznych opi­
sanyoh równaniami różniczkowymi cząstkowymi typu parabolicznego, ze sta­
łym opóźnieniem w sterowaniu brzegowym. V dalszej części pracy, sformuło­
wano warunki konieozne i wystarczająco względnej aproksymacyjnej brzego­
wej sterowalności w ustalonym przedziale czasu. Podano przykłady zastoso­
wania tych warunków. Uzyskane wyniki są uogólnieniem w przypadku występo­
wania opóźnień znanyoh rezultatów zawartych w pracaoh [1-1 o] i dotyczących 
aproksymacyjnej sterowalnośoi bez uwzględniania opóźnień w sterowaniu.

Niech będzie dany układ dynamiczny opisany liniowym równaniem różnicz­
kowym cząstkowym typu parabolioznego następującej postaci: >

9w(t.x) _ ć>2w(t,x) ( t j
dt 3x2

określonym dla x e  [0,a], te[0,T], (o < h ^T), spełniającym warunki brze­
gowe

w(t,o) s b u{t) + b ;u(t-h) dla te [0,T], (a)oo on

w(t,a) = ba<ju(t) + b^ui t-h) dla te [0 ,T] (3)
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i warunki początkowe

w(0,x) = w^(x )£ LT [ 0 , a ] , (Jt)

u(t) = uo(t)'e L2 [-h,0] . (5 )

Zakłada się, że sterowania dopuszczalno u(t) £ L2[ 0 ,T] , (T >  h >■ o).
Dla układu dynamicznego (i) z warunkami (2 ), (3), (**), (5) definiuje się
atan zupełny z^ w chwili początkowej t = ,0, jako parę f unko ji-[v.’o(x) f
u (t)} = z .o 1 o
Wykorzystując znane motody teorii równań cząstkowych typu parabolicznego
[3] 1 I1*] 1 [ń] , [8] , dla danego stanu zupełnego zq oraz t»-h, rozwiązanie 
równania (1 ) z warunkami (2 ), (3), (**), (5) ma- następująoą postać:

w(t,x) = — i V  exp(- J— i —  t) sin A J L Ł  sin w (y)dya J  ̂| z a a o
0 j = 1

t J = c

-—  j exp(~ J ( t - s ) ) j  sin ^bo0u^s  ̂ + bohu(s-h)d£
a 0 jTi a
* J=”  2 „ 22 Ji

+ ~s j NT1 oxp(- j. ■J~ — (t-3)) j(-1 ) sin (b u(s) + b^ufs-h) )ds. (6)
- o 3=1

Stąd po prostych przekształceniach otrzymuje się następującą postać roz­
wiązania

w(t,x) = wz (t,x) + wu(t,x), (7 )
o

gdzie:
* d:::“  .2 „2

w (t,x) = —  f  \  exp( — J— t)sin sin w (y)dy +z gl / / 1 a a a. o
0 j=1

* I 'y exp(-  ̂\  (t - S - h))j sin + (~1 ) bah^uo's d̂a
a ih 3=1 a- (8)
(t,x) 2JL i V ’ exp(- ¿ ~ {t - -a)) j *in ^  (bQo +-(-l) b&o)u(s)ds + n J • III mi oa t-h J=1

+ f X! exp(" 'Hr (t " a))j 8ln ^  (boo + boheXp(J ~2 h ) +
J + l J+l

+ ( - 1 )  b ao + (- 1 )  b a h exp(-^ -— •) ) u ( a ) d s  (9 )
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Z zależności (8) oraz (9 ) wynika, że wyrażenie w^ (t,x) jest ■ zależne 
wyłącznie od stanu zupełnego w chwili t=0, zQ, natomiast wyrażenie wu(t,x) 
zależy od przebiegu sterowania brzegowego u(s) dla s£[o,t], co powoduje, 
że ma ono decydujące znaczenie dla względnej aproksymacyjnej brzegowej 
sterowalności układu dynamicznego postaci (i). Wykorzystując definicję a- 
proksymalnej brzegowej sterowalności układów cząstkowych [3i , [ *»] , [ 6] , [ 8l 
oraz definicję względnej sterowalności układów' z opóźnieniem w sterowaniu
[5 ], można sformułować następującą definioję względnej aproksymacyjnej sto- 
rowałnośei w przedziale [0,T] układu dynamicznego (l) z warunkami (2 3 ,(3 ),
(*0,(5).

Definicja: Układ dynamiczny (1 ) jest względnie aproksymacyjnie brzego­
wo stosowalny w przedziale [o,t], jeżeli dla dowolnego stanu zupełnego zq 
dowolnej funkcji w^,(x) € L2 [0,a] i dowolnego £>0 istnieje sterowanie u(t)£ 
L [0,T] takie, że odpowiadająca temu sterowaniu trajektoria układu dyna­
micznego (i) spełnia następujący warunek:

II w(T,x) - w (cc)j| (1 0 )
11 T U [o, a]

Korzystając z wprowndzonoj definicji oraz postaci rozwiązania równania 
(1 ), można sformułować warunek konieczny i wystarczający względnej aprok­
symacyjnej brzegowej sterowalności w przedziale [0fT] układu dynamicznego
(1 ).

Twierdzenie: Układ dynamLozny (1) jest względnie aproksymacyjnie brze­
gowo sterowalny w przedziale [o,T] , (T>h) -wtedy i tylko wtedy,gdy zacho­
dzi Jeden z poniższych warunków:

Ib | / |b I (11 )I 001 ~ I aol

lub lbohl *  lbahl (12)
Dowód : Niech Ĉ , : L2 [0 ,T] —  L2 [0, a] będzie liniowym ciągłym operatorem 

sterowalności [5], określonym następującą równością definicyjną:

Ojiiu) d«  wu(T,x) (.1.3)

Z podanej uprzednio definicji wynika, że układ dynamiczny (1 ) Jest względ­
nie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [0,T]wtedy i tylko wtedy, gdy 
zbiór wartości operatora Up jest wszędzie gęsty w przestrzeni Hilberta 
L2 [0,a], 00 na mocy znanych twierdzeń analizy funkcjonalnej [*)] , [5] , [9), 
Jest równoważne następuJąoerau warunkowi:

A <(f(x), CT (u)> = OhC>f(x) p.w. o, dla f(x)€L2 [0,a], (l*ł)
u £L2 [0,Tl L2 [O,a]
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gdzie symbol <[.,.> , oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Hllber-
L [O,a]

ta L [0,a]. Wykorzystując zależności (9 ) oraz (1 3 ). a także postać i 
własnośoi iloczynu skalarnego w przestrzeni Hilberta L2 [0,a], otrzymuje 
aię następującą równość:

a
<f{x), Gx («)> = J f(x) wu(T,x)dx =

L2 [0,a] 0

= f f(x)( J  V*  oxp(- -i—  T) exp(J--y- s)j sin (bQo + bohexp^ a2 h  ̂+ 
0 0 Je 1 a a

+ (-l)^ + 1b + (-1 ) b 8xp(^-y- h)) u(s)ds)dx + ao an 4̂.

a T j= m   ̂|/> 2 2 1 + 1
+ ff(x)( I P  exp(- J— ■g- T)exp(^-^- s)j sin Ĵ ~ ( b0o+(-1 ) bao)u( s)ds )dx= 
0 T-h jTl a a

= f y  exp(-'-»^—  T)exp (J-^—  s)f (bQo + bofaexp(^ ^  h) + (-i) bao +
o P  a

j + 1 ,2 - 2
+ (-1 ) bahexp (■*— jh)) u(s )ds +

^  J f r  2 2 2 .̂2 j+ 1
+ J  P  sxp(- * ""2 t) exp( i g—  s)fj(boo + (-1) bao)u(s)ds, C15)
T-h j=1

gdzie f,, j = 1,2,3,... *ą współozynnikami Fouriera funkcji f(x)£L2 [0,a]
J 2 r 1■względem zupełnego układu ortonormalnego w przestrzeni L [0,aj , zbudowa­

nego z funkcji własnych liniowego nieograniczonego operatora, wynikające­
go z rćwnania (1 ), [1],[3],[6],[7],[8]. Na mocy zależności (1 5 ) warunek
(l4) nożna przedstawić w formie bardziej dogodnej do dalszych rozważać, a 
m: uiowicie w postaoi następującej:
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+ boh + (-1) btlh „xp(J-^- h)) = 0, dlk tc[0,T-h] jf(x)pv.=0a \

er ,2 - 2  2«2 j+t ,
) exp(- T)exp(J-^_ t) j f ' (boo+ (-1 ) b&o)= O, dla tCfT-h,T]\ ( 1 6)

Dalsza część dowodu będzie prowadzona oddzielnie dla warunku koniecznego i 
oddzielnie dla warunku wystarczającego. Oba te warunki będą dowodzone me­
todą nie wprost.
, .ittw doępąa ne.t vr Y.iisnifsąiO *.u innwo'roie w tieifiśógo ojfsiicf nib

Warunek wystarczający:. Przypuśćmy, że warunki (1 1) oraz (l2) są'speł­
nione, natomiast warunek (l6) nie zaohodzi. Istnieje zatem funkcja f(x)= 0, 
f(x)£L 2 [0 ,a] taka, że poprzednik implikaoji (1 6 ) jest prawdziwy, to zna­
czy, Ze zachodzą równości:

Monumw {op+iiqv Jenn isbartosK i , t - ;
oxp(- j T )e x p ( t ) j  fj(boo + (-1 ) bao +

J-1 a 3 ^ L>r"

j+t .2 - 2  .
+ bQh + —1 ) b ^  exp(-i— —  h) ) = 0, dla t£0,[T-h] ( 17)

,2_2 ,2-2 J + 1
> exp(_ i-j- T)exp(->2-T - t)j ?,(bQo + (-1 J b&o) '= 0, dla t€[T-h, T], 

a
X 2

Ponieważ funkcjo axp(*— g— t), j = 1,2,3,... tworzą układ liniowo nieza-
a

leżny w dowolnym przedziale czasowym [8 ],[9], więc z równości (1 7 ) wynika, 
Za zachodzą równości

j+1 9 J+1 , 2 2
fj(boo + (“1) bao + boh + (-l) bah h) )= °» dla CM.2,3,...a

(1 8)
J+1

rj(boo + (_1) bao) = °> dla i = 1 -2 ,3,...

Ponieważ f(x) 0, więc istnieje przynajmniej Jeden współczynnik Fourie­
ra tej funkcji różny od zera. Zatem, aby równości (1 8 ) były spełnione dla 
wszystkich j = 1 ,2 ,3 ,... muszą zachodzić następujące związki |b0o| = |bac|: 
oraz ' I bohl = lbahl (s?OJ!eEólny Przypadek: bQO = b&o = bQh = b ^  = 0), co 
prowadzi do sprzeczności z założeniem, że relacje (1 1 ) i C1 2 ) zachodzą.Za­
tem przypuszczenie, że warunek (1 6 ) nie zachodzi jest fałszywe, co kończy 
dowód warutiku wystarczającego.
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knrunck konieczny: Przypuśćmy, że układ dynamiczny (i) jest względnie 
aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale [o,T](a zatem implikacja 
(1 6 ) zachodzi), natomiast warunki (1 1 ) i (1 2 ) nio są spełnione.Stąd|bOQ| =
= jb lQ| oraz |t>Cłjl| = 1*^,1 • ^ożne więc dobrać współczynniki Fouriera w po­
przedniku implikacji (1 6) tak, aby niektóro z nich były niozorowe, a po­
przednik implikacji był spełniony. Zatem funkcja f(x) w następniku im­
plikacji (1 6 ) byłaby niezerowa, co Jest sprzeczne, z założeniem względnoj 
aproksymacyjnej brzegowej sterowalnóści i kończy dowód warunku konieczno-
G°. ,

li przypadku edy T > h  na podstawie powyższego twiordzonia uzysku je się 
warunek konieczny i wystarczający aproksymacyjnej brzegowej sterowalności 
dla przypadku braku opóźnień w sterowaniu. Otrzymany w ten sposób warunek 
jest zgodny z warunkiem jaki można uzyskać na podstawie rezultatów zawar­
tych w pracy [i].

l/r.iosek: Jeżeli T>h, to układ dynamiczny (1 ) Jest aproksymacyjnie brze­
gowo sterowalny w przedziale [o,T] wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 
j = 1 ,2 ,3 ,... zachodzi następujący warunek:

Kol *  Kol (19)

Dowód: Jeżoli T > h # to wówczas na mocy równości (9 ) otrzymuje się na­
stępującą zależność określającą wyrażenie wu(t,x)

w;t,xj = —  f  y  exp(- j (t-s))j sin (bco + (-1) bao'u(s)ds.
a O j=1

(20)

Zatem implikacja (1 6 ) redukuje się do następującej prostej postaci [ [ 7 ],
[3].

2 2 2 2 j+1
V exp(_t|_ r)oxp(J~ę. t)j f (b o+ (-1 ) b o )= 0 , dla te[o,T]l=cf(x)E^ = 0
j=~' (2 1 )

Postępując analogicznie jak w dowodzie twierdzenia otrzymuje się tezę wnio­
sku.

rzy M a d  1. Uli lad dynamiczny i l}, dla którego bQo “ ^ao = ^ oraz =
Ib . jest względnie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale• ah •

[0 ,T] dla T > h, a nie jest aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w prze­
dziale [0fT] dla Wynika to bezpośrednio z tezy twierdzenia oraz wnio­
sku.
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Przykład 2 . Układ dynamiozny (i), dla którego |t>0<)j jt |b a o | o r & z  |b o h I  =

= l*3̂ !  £ 0, jest względnie aproksymaoyjnie brzegowo sterowalny w dowol­
nym przedziale [o,'f], oo wynika bezpośrednio z tezy twierdzenia.

Wyniki uzyskane w niniejszej praoy mogą być rozszerzone w przypadku mie- 
szanyoh warunków brzegowych, oraz wielokrotnych, stałych opóźnień w stero­
waniu. Istnieje takie możliwość uogólnienia otrzymanyoh rezultatów w przy­
padku wielowymiarowym, to znaczy równać parabolioznyoh określonych w pro­
stopadłościanie C  Rn . Rozszerzenia te będą wymagały pewnych istotnych ao, 
dyfikaoji, wynikająoyoh z różiyyoh postaci rozwiązania w (t,x) równania róż­
niczkowego oząstkowego typu parabolioznego.
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yCJIOBHH KPAEB0Í} ynPABJSEMOCTH nAPAEOEHRECKHX CHCTEH
C - 3AUA3AHBAHHEM B yfflPABJIEBHE

P e s  »  u e

B e ia tM  «xjopnqranpoaauM kso<5xoa*mh« h xoei»ToqKne ycxo*** otkoomisxaho*
HPHÚXJUMHH0» xpaesott ynpaBJuroBsotH jA a JtaHeftHux ABaaxHveoxax okctsb, on*-
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o u* a» aux xsbsHhuui xa$$epeHipMLikHHiai ypaaxauxxa b aa c Taux npoxsaoxBux, c 
H«aaueM«uHMi aanasxuaaHaeM no ynpawemuj. npexciaBxeHHufl mstox oneBxa ot- 
■ooxTaxuHOt apafixaxsHHOl xpaasoft ynpasxexHOoT* axxmcTpapyato* hsckojixsmx
■paxepaxx.

BOUNDARY CONTROLLABILITY CONDITIONS
FOR PARABOLIC SYSTEMS VITH DELAY IN CONTROL

S u m m a r y
In the paper the necessary and sufficient oonditlons for the relative 

approximate boundary oontrollability for the dynamical systems desoribed 
by the linear partial differential equations of parabolic type, vith con­
stant delay in oontrol, are formulated. Some illustrative examples are al­
so given. Tfrese examples illustrate the.uaefullneas of the relative appro­
ximate oontrollability oriterion, obtained in this paper.


