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Ewa BIELINSKA

UWAGI O ZBIEZNOSCI RBKUHENCYJNEJ METODY
NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW (RMNK)

Streszczenie. W artykule oméwiono wiasciwosci eksploatacyjne
algorytmu rekuronoyJnoj metody najmniejszych kwadratéw. Rozwalo-
no mozliwosoi przyspieszenia zbieznosci algorytmu.

1. Wstep

Mimo istnienia znaoznej ilosci metod pozwalajgoyoh na biezaca estyma-
cje parametrow modeli obiektéw zakddcanych réznego rodzaju szumami, meto-
da najmnieJdszyoh kwadratéw jest na razie najbardziej popularna. Identyfi-
kowane tg metoda modele obiektéw przedstawiaja zaleznos¢ zmiennej wyjscio-
wej z obiektu od pomiarowo dostepnych zmiennych wejsSciowych, przy czym za-
lezno$s¢ ta musi by¢ liniowa wzgledem estymowanyoh parametréw. Metoda naj-
mnie jszyoh kwadratéw stosowana Jest do identyfikacji zaréwno statyoznyoh
Jak i1 dynamioznych modeli obiektdw.

W przypadku identyfikacji modeli statyoznyoh (rys. i) réwnanie modelu
przedstawione Jest Jako:

Btad identyfikaoji £ powinien posiada¢ statystyozne wkasciwosci takie
jak. zak#éoonie dziatajgce na badany obiekt. Jest to mozliwe w przypadku,
gdy struktury réwnac¢ obiektu i modelu sg identyczne. Blad identyfikaoJdi in-
terpretowany Jest niejednokrotnie Jako zakdbéoenie obiektu.

Rys. 1. 0Ogélny sohemat identyfikaoJi charakterystyk statyoznyoh
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V przypadku identyfikacji modeli dynanticzn c™: " 4 zn Zvan
Jest w postaci liniowego réwnania réznicowego;

n n
yk -\ a yk-i)+\ u(k-p-. *1.2)
3T ~0
lub czvo *§ * o || rraidani tantJi "z1
v.k. - dilz_J. u(® (1.3)
a{v."
gdzie:
A@*1) = 1 +;nlz"i + + e** 4 anZ n
nfz*“1) = bQ £ z71 * + ... + bnz~-n

p - Jest znanym opéznieniem obi.oktu.

Rys. 2. 0gélny schemat identyfikacji charakterystyk dynamicznych

Wykorzystujac metode najmniejszych kwadratéw mozna uzyskac nioobclLag-
zone i najefektywniejsze ostymaty poszukiwanych parametréw, przy spednie-
niu nastepujacyoh zatozen [1! »[2j:

t) struktura modelu jest zgodna ze strukturg obiektu,

2) btedy identyfikacji dla poszczegélnych doswiadczen sg statystycznie nie-
zalezne ( posiadaja zerowg wartos¢ sSrednig i ntalg wariancje,

3) btedy identyfikacji oraz wielkosci wejsciowo obiektu sg nleskornlowane
ze soba.
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Przy zatozeniur zo zakldéconia dziatajace na obiekt sa stacjonarnymi pro-
cesami. stochastycznymi , mogg one by¢ przedstawione Jako wynik liniowej fil-
tracji biatego szumu

z(k) ~ C(z~1)o(K)

gdzio: e(k) Jest biatym szumem.
Dla spedn enia z .tozenia 2 musi zachodzie.

Cz / _ 1, czyi zaklbcenia obiektu cinjg charakter biatego szumu.
Jezeli - jak « s wio..sen v u r n praktycznych, przypadkach - wkasciwosci
statystyczne zalU> m dbi :gajg od wkasoi ci biatego szimu, stosowanie
MNK daje obciazno estymaiy p»uumntréw modelu.

2. i>okiir<-ncyjna m>toda najmniejszych kwadratow

Rekurer.oyjn n toda najmniejszych kwadratéw pozwato na sekwencyjne wy-
liczanie lektora ostymowanych paramotréw w takt uzyskiwania nowych danych
pomiarowych. listymowany wektor paramotrow b~ wyliczany jest jako suma po-
przednio uzyskanej ostyiuaty b» uzupednionej poprawka, wynikajaca z bie-
du wyjscia jaki powstalby przy zastosowaniu w momencie k estymaty b™ j

) Q1)
Wektor , jost wektorem wag, z jakimi uwzgledniano sa poprawki dla po-
szczeg6lnych skdadowych wektora b~ .

Wek or wag oblicza sie na podstawie zaleznosci:
-1
G+ (2.2)
gdzie:
-1
o+ 2.3)

Charakterystyczna cechg algorytmu RMNK jost to, ze elementy macierzy

maleja monotonioznio ze wzrostem liczby wykonanyoh iteracji (ry3. 3).
Zapewnia to zbieznos$¢ ostymat do ustalonych, chociaz niekoniecznie wha-
Sciwych wartosci. Duzo zmiany b" mozliwo sa Jedynie w poczatkowych ite-
racjach. Cecha ta wptywa korzystnie na stabilno$¢ algorytmu alo pogarsza
jogo zdolno$¢ nadgzania za zmianami parametréw obiektu.

Dla realizacji algorytmu rokurencyjnogo konieczno Jest przyjecie po-
czatkowych wartosci b i PQ. Zwykle przyjmuje sie ~"0= - 7 °° KR°w/Ma
oatkowitemu brakowi informacji o wartosci parametrow przyjetego modelu
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obiektu - oraz P~ = 1 a, gdzie a jest duza dodatnig liozbg. To oetatnie
zapewnia zbieznos$¢ algorytmu RMNK ale powoduje ailne zakddcenia w poczat-
kowej fazie funkoJonowania RMNK.

Rys. 3. Przyktadowy przebieg zmian elementu P(l,I)

3. ¥lasolwosoi eksploatacyjno algorytmu RMNK

¥ stosunku do algorytméw identyfikacyjnych stawia sie na ogét trzy wy-
magania. Zada sie aby bydy one szybkozbieZne, stabilne, dokkadne. Z badan
eksploataoyJnyoh przeprowadzonych przez autorke oraz z danyoh literaturo-
wych wynika, Ze: *

t. Algorytm RMNK Jest stosunkowo wolnoabieZny. Estymaty parametréw po po-
ozatkowyoh silnyoh odohyleniaoh od swoich warto$oi oczekiwanych daZa w
przyblizeniu aperiodyoznie do wartosoi ustalonych*

2. Szybkos$¢ doohodzenia do wartosoi ustalonyoh poszczeg6lnych parametroéw
jest rézna. Najszybsza zbieZnos¢ charakteryzuje parametr bo*

3. Ze wzrostem wymiaru wektora parametréow b wzrasta ilos¢ iteracji potrzeb-
nych do uzyskania przez wektor b wartosoi ustalonej. X tak przyk#ado-
wo dla obiektow zakldéoanych sygnatem pseudolosowym o wartosci Sredniej
réwnej zero i wariancji réwnej jeden, autorka uzyskata zbiezZnos¢ dla
estymowanyoh:

a) dwéoh parametréw po ok. 100 iteraojaoh,
b) trzeoh parametréw po ok. M)0 iteraojaoh,
0) czterech parametréw po ok.1000 iteraojaoh,
d) szesciu parametréw po ok. 2000 iteracji.
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U. Na szybko$¢ zbieznosci algorytmu ma wpdyw poziom zakddcen (stosunek ma-
ksymalnego zaktécenia do maksymalnej wartosci sygnatu) [7]»

5. Algorytm Jest wystarczajgaco stabilny ale utylizacja estymat Jest mozli-
wa dopiero po kilku, do kilkunastu poozatkowyoh iteracjach.

6. Przy skorelowanym zak#6oeniu oddziatujacym na badany obiekt, estymaty
parametréw modelu dazg do wartosoi réznyoh od rzeozywistyoh wartosci pa-
rametrow [2], [3], [6]- Dyskwalifikuje to zastosowanie algorytmu RMNK dla
zakto6cen kolorowych, gdy oelem stosowania RMNK Jest znalezienie wlasoi-
wyoh estymat parametréw modelu.

Z wymienionyoh wyzej oeoh RMNK najpowazniejsze konsekwenoje w praktyce
ma Jego wolna zbieznos6. Zaktadajac, ze w przypadku identyfikacji modeli
dynamicznych pomiaru wielico$oi wej$oiowyoh dokonuje *,le 00 1 min, juz
po nieznanych parametrach na uzyskanie konoowego efektu trzeba ozekad
ponad 16 godzin.

Ze wzrostem ztozonosoi modelu ozas oozekiwania na koncowy efekt identyfi-
kaoji wydtuza.sie. Powoduje to, ze algorytm RMNK do wielu praktycznych za-
stosowan jest nieprzydatny.

U. Badanie mozliwosci przyspieszenia zbieznosci algorytmu RMNK

Przyczyn wolnej zbieznosoi algorytmu RMNK upatrywano:

a) w koniecznosoi wprowadzenia warunkéw poozgtkowyoh QQ = 0 dla zai-
niojowania algorytmu,

b) w duzym wptywie historyoznyoh wynikow pomiardéw przy malejacym wpdy-
wie pomiaréw aktualnych na wynik estymacji.

Poniewaz wolna zbieznos¢ algorytmu RMNK stanowi powazne ograniczenie
dla praktyoznyoh zastosowan metody, podjeto proby przyspieszenia zbiezno-
Soi oparte o nastepujace hipotezy:

1. Wprowadzenie aprlozyoznej informacji o parametrach obiektu w postaci po-
ozatkowej wartosoi wektora bo powinno przyspieszy¢ zbiezno$é b do Ejbj,
Jezeli przyozyng wolnej zbieznos$oi Jest nieznajomo$¢ warunkéw poozatko-
wyoh bQ.

2. Odnawianie algorytmu RMNK 00 n iteraodi,tak, aby punkt startowy w
n*1l iteracji przyjmowyny by+ Jako:

przy odpowiednim doborze n powinno przyspieszy¢ zbieznosé
poprzez zwiekszenie Sredniej wartosoi Wektora wag k”.
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3. Zastosowanie wygaszenia zmiennych [k],[5] powinno przyspieszy¢ zbiez-
no$¢ metody przez zwiekszenie wpdywu aktualnych pomiaréw na wyniki e-
stymaoji.

k. Rezygnacja z duzych wartosci poozatkowyeh wyrazéw macierzy PQ powinna
polepszy¢ zaohowanie sie algorytmu dla poozatkowyeh iteraoji.Szczegol-
nie istotng powinna by¢ ta inowacja przy mozliwosci korzystania z in-
formaoji apriorycznych o parametrach obiektu.

Sprawdzenie przedstawionych hipotez przeprowadzono dla obiektu
y(k) = 2.1 y(k-1) - 1.6 y(k-2) + 0.k y(k-3) + e(k)

zakdtb6canego sygnatem pseudoprzypadkowym o zerowej wartosci Sredniej i wa-
riancji roéownej jeden. Ula togo obiektu dokonywano estymacji parametréow za
pomoca algorytmu RMNK praoujgoego przez 200 iteracji.

Dla sprawdzenia hipotezy 1 uruchamiano algorytm RMNK, startujac =z wa-
runkéw poozatkowyoh:

a) bo= 0,
b) bQ= b,
o) bQ= 0.5 b.

Poczatkowg wartos¢ P~ zgodnie z zaleceniami literaturowymi?[2] przyjeto
jako 1 105.

Wprowadzenie przyblizonyoh - pkt o i dokladnyoh - pkt b wartosci pa-
rametrow wektora b dla punktu startowego, nie wpdyneto na przyspieszenie
zbieznosci algorytmu RMNK. Poczawszy od piatej iteracji wartosci estymo-
wanych parametrow dla przypadkéw b) 1 o) pokrywaly sie z wartosciami esty-
mowanyoh parametréow dla pkt a).

Dla sprawdzenia hipotezy 2 uruchomiono algorytm RMNK, ktéry praoowat
przoz 200 iteracji,

a) w sposob oiagty,

b) po 100 iteraojach zostat odnowiony zgodnie z zasada przyjeta w hipo-

tezie 2

0) cokO iteraoji zostawat odnawiany,

d) co25 iteraoji zostawat odnawiany,

e) 0010 iteracji zostawat odnawiany,

) 005 iteracji zostawat odnawiany.

Dla rozwazanych szesoiu przypadkéw poréwnywane byty wielkosci:
200 <
250 A -y i
1=1

3 2
V (b k(i) _ ¢k<i))
k=1
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Wyniki przedstawione sg w tablioy 1.

a)
b)
o)

)
LD

0.913
0.881

0.773
0.699
0.538
0.307

Rys. It Przebieg parametréw estymowanych

przy pomooy RMNK

89

Tablioa 1

Sb

0.239
0.1+29
2.17
3.022
3.510
I*.836

Odnawianie algorytmu re-
kuronoyjnogo w trakoio o-
bliozen powoduje zmniejsze-
nie Sredniej sumy kwadra-
téw btedéw wyjscia tym zna-
ozniojsze, iIm ozesoioj od-
nawiany Jest podstawowy al-
gorytm. Odwrotnie zachowu-
jJja sie parametry. Ze wzro-
stom czestosci odnawiania
algorytmu zanika aperiody-
ozny charakter doohodzenia
parametréw do ioh wartosci
oczekiwanej, zwiekszaja sie
przoregulowania i1 wzrasta
suma kwadratéw odchytek e-
stymowanych parametréw od
ioh wartosci oozekiwanyoh.

Dla sprawdzonla hipote-
zy 3 uruohomiono algorytm
RMNK ze wspoétczynnikiem wy-
gaszaniap= 0.8, 0.95.098.

Wprowadzenie wspotczynnika wygaszania p <1 powoduje wzrost odchydek esty-

mowanyoh parametréw od ioh wartosoi
Jest wartos$é wspétozynnika p -

oczekiwanych tym wiekszy, im mniejsza



Ry«. 5. Przebieg parametrow oatymowanyoh przy Ryo. 6. Przebieg parametréw estymowanyoh przy
poaooy RMNK odnawianej oo 100 iteraoji pomooy RMNK odnawianej oo UO iteraoji
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Koncowy efekt wygaszania
zmiennych ma ten sam charak-
ter oo efekt uzyskany z od-
nawiania algorytmu RWIK,gdyz
w istocie w obu przypadkaoh
dokonuje sie tego samego za-
biegu polegajacego na zwiek-
szeniu Sredniej wartosci wspot-
czynnika Wagowego k™.

Dla sprawdzenia hipotezy
H uruchomiono algorytm star-
tujac z punktu poozatkowego

2i Eo=1 105
1 105

=2
o
dh
=2
T
n

(=2
1
g
T
1

b, - b: Py =4 0.002

by = b+db: P, =1 0.002
Uzyskane rezultaty przed-
stawione sg na rys. 8a.

Rys. 7. Przebieg parametrow estymowanyoh V przypadku dokdtadnej in-
przy pomooy RMKK odgﬁwianej oo 25 itera- formaoji o warto$ci parame-

tréow estymowanyoh zastosowa-
nie macierzy P o matyoh wartosciaoh elementéw na przekatnej gtéwnej,
daje lepsze rezultaty, ni* zastosowanie macierzy o duzyoh elementaoh dia-
gonalnych. Ze wzrostem odleglo$oi bQ od b efektywnos¢ RMNK z du*ymi po-
czatkowymi wartosciami elementéw diagonalnych maoierzy PQ wyraznie ros-
nie.

Poniewaz praktyoznie iniojujgao algorytm nie posiadamy informaoji o war-
tososaoh wektora b uruchamiano algorytm RHMK startujao z punktu poczat-
kowego b” u 0, Eo 1 105, a po piecdziesieciu iteracjach zmioniono
punkt ntartowy na:

20 =*50" Sc c °-002 i

50 = Sjo* Sc “ 0-2 i

Uzyskane wyniki przedstawia rys. 8b

Rysunek 8o przedstawia wyniki eekwenoyjnego odnawiania algorytmu KHHK
0o 25 iteracji z réznymi poozgtkowyai wartosciami maoierzy PO<
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Rys. 8a. Zachowanie sie algorytmu BKMK dla réznych warunkéw poczatkowych

Przeprowadzone badania pozwalaja stwierdzi¢, to, gdy oelom stosowania
algorytmu RMNK (przy braku aprioryoznej informacji o parametrach) jest u-
xyskanie mozliwie dokdadnych ostymat parametréw b, najefektywniejszy po-
zostaje klasyczny algorytm RMNK ze wspédczynnikiem wygaszania = 1,star-
tujaoy z dowolnych warunkéw poozatkowyoh (np. bQ = O i Pq = J a),gdzie a
jest odpowiednio duza liczba.

Zabiegi wykorzystane dla przyspieszenia algorytmu RMNK, pomimo niewiel-
kiej ich ofektywnoiol w ogdélnym przypadku stosowania RMNKj moga znalezé za-
stosowanie do identyfikacji modeli obiektéw o.uamieniajgoyoh sie parame-
trach. Pojawia sie w tym przypadku znany problem dobrania odpowiedniego
wspotczynnika wygaszania e, odpowiedniej ozestotliwo6oi odnawiania algory-
tmu RMNK lub odpowiedniej warto$oi PQ. Jednak boz pobieznej choéby in-
forraaoji o zak#d6ceniach i wartosciach szukanyoh parametréw nie mozna wy-
bra¢ a priori najlepszego sposobu uozulenia RMHK na zmiane ostymowanyoh pa-
rametrow.
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8b. Zachowanie sie algorytmu RMNK odnowionego
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0 BO3MOSHOCTH HOBUHIEHHH CXOflIHMOCIH AJirOPHIMA HTEPATHBHOrO
MEIOM HAHMEHBBMX KBAJIPAIOB
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OroBopeHO 3Kcanyaiai(HOHHHe cBOficiBa aaropniua oiieHKH napaneipoB o6ocho-
BaKHoro aa mapamBHOM neio”a BamieHBmHx KBanpaioB. PaccuoipeHO bo3hoshooth

noBHneHiift CKOpociH cxoahmocth ssoro aaropHina.

SOME REMARKS ABOUT THE CONVERGENCE RATE
OF THE RECURSIVE LEAST SQUARE* ALGORITHM

Summary

The utilisation properties of the reourslve least squares algorithm are
diseussed in the peper. The possibilities of inoreaeing “of the convergen-
ce rate are being oonoerned.



