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UWAGI O ZBIEŻNOŚCI RBKUHENCYJNEJ METODY 
NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW (RMNK)

Streszczenie. W artykule omówiono właściwości eksploatacyjne 
algorytmu rekuronoyJnoj metody najmniejszych kwadratów. Rozwalo­
no możliwośoi przyspieszenia zbieżności algorytmu.

1. Wstęp

Mimo istnienia znaoznej ilości metod pozwalająoyoh na bieżącą estyma­
cję parametrów modeli obiektów zakłócanych różnego rodzaju szumami, meto­
da najmnieJszyoh kwadratów jest na razie najbardziej popularna. Identyfi­
kowane tą metodą modele obiektów przedstawiają zależność zmiennej wyjścio­
wej z obiektu od pomiarowo dostępnych zmiennych wejściowych, przy czym za­
leżność ta musi być liniowa względem estymowanyoh parametrów. Metoda naj­
mnie jszyoh kwadratów stosowana Jest do identyfikacji zarówno statyoznyoh 
Jak i dynamioznych modeli obiektów.

W przypadku identyfikacji modeli statyoznyoh (rys. i) równanie modelu 
przedstawione Jest Jako:

Błąd identyfikaoji £ powinien posiadać statystyozne właściwości takie 
jak. zakłóoonie działające na badany obiekt. Jest to możliwe w przypadku, 
gdy struktury równać obiektu i modelu są identyczne. Błąd identyfikaoJi in­
terpretowany Jest niejednokrotnie Jako zakłóoenie obiektu.

Rys. 1. Ogólny sohemat identyfikaoJi charakterystyk statyoznyoh
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V przypadku identyfikacji modeli dynanticzn c': ' -i zn ’.van
Jest w postaci liniowego równania różnicowego;
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p - Jest znanym opóźnieniem obi.oktu.

Rys. 2. Ogólny schemat identyfikacji charakterystyk dynamicznych

Wykorzystując metodę najmniejszych kwadratów można uzyskać nioobcLą- 
żone i najefektywniejsze ostymaty poszukiwanych parametrów, przy spełnie­
niu następującyoh założeń [1! » [2j :
t) struktura modelu jest zgodna ze strukturą obiektu,
2 ) błędy identyfikacji dla poszczególnych doświadczeń są statystycznie nie­

zależne ( posiadają zerową wartość średnią i ntalą wariancję,
3 ) błędy identyfikacji oraz wielkości wejściowo obiektu są nleskornlowane 

ze sobą.
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Przy założeniur żo zaklóconia działające na obiekt są stacjonarnymi pro­
cesami. stochastycznymi , mogą one być przedstawione Jako wynik liniowej fil­
tracji białego szumu

Jeżeli - jak • -n wio ..sen v u r n praktycznych, przypadkach - właściwości 
statystyczne zaU > ■ dbi :gają od właśoi ci białego szimu, stosowanie
MNK daje obciążno estymaiy p»u umntrów modelu.

2 . i > o k i i r < - n c y j n a  m> t o d a  n a j m n i e j s z y c h  k w a d r a t ó w

Rekurer.oyjn ni toda najmniejszych kwadratów pozwało na sekwencyjne wy­
liczanie lektora ostymowanych paramotrów w takt uzyskiwania nowych danych 
pomiarowych. listymowany wektor paramotrów b^ wyliczany jest jako suma po­
przednio uzyskanej ostyiuaty b^ uzupełnionej poprawką, wynikającą z błę- 
du wyjścia jaki powstałby przy zastosowaniu w momencie k estymaty b^_j

Wektor , jost wektorem wag, z jakimi uwzględniano są poprawki dla po­
szczególnych składowych wektora b^ ^.
Wek or wag oblicza się na podstawie zależności:

Charakterystyczną cechą algorytmu RMNK jost to, że elementy macierzy

Zapewnia to zbieżność ostymat do ustalonych, chociaż niekoniecznie wła­
ściwych wartości. Dużo zmiany b^ możliwo są Jedynie w początkowych ite­
racjach. Cecha ta wpływa korzystnie na stabilność algorytmu alo pogarsza 
jogo zdolność nadążania za zmianami parametrów obiektu.

Dla realizacji algorytmu rokurencyjnogo konieczno Jest przyjęcie po­
czątkowych wartości b i PQ. Zwykle przyjmuje się ^0= - ” °° 0<*R°w t̂tC*a 
oałkowitemu brakowi informacji o wartości parametrów przyjętego modelu

z(k) ~ C(z~1)o(k)

gdzio: e(k) Jest białym szumem.
Dla spełń enia z .łożenia 2 musi zachodzie.
C z / _ 1, czyi zakłócenia obiektu cin ją charakter białego szumu.

) (2 . 1 )
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gdzi e:
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maleją monotonioznio ze wzrostem liczby wykonanyoh iteracji (ry3. 3 ).



obiektu - oraz P^ = 1 a, gdzie a jest dużą dodatnią liozbą. To oetatnie 
zapewnia zbieżność algorytmu RMNK ale powoduje ailne zakłócenia w począt­
kowej fazie funkoJonowania RMNK.
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Rys. 3. Przykładowy przebieg zmian elementu P(l,l)

3. ¥laśolwośoi eksploatacyjno algorytmu RMNK

¥ stosunku do algorytmów identyfikacyjnych stawia się na ogół trzy wy­
magania. Żąda się aby były one szybkozbieZne, stabilne, dokładne. Z badań 
eksploataoyJnyoh przeprowadzonych przez autorkę oraz z danyoh literaturo­
wych wynika, Ze: '
t. Algorytm RMNK Jest stosunkowo wolnoabieZny. Estymaty parametrów po po- 

ozątkowyoh silnyoh odohyleniaoh od swoich wartośoi oczekiwanych dąZą w 
przybliżeniu aperiodyoznie do wartośoi ustalonych*

2. Szybkość doohodzenia do wartośoi ustalonyoh poszczególnych parametrów 
jest różna. Najszybsza zbieZność charakteryzuje parametr bo*

3. Ze wzrostem wymiaru wektora parametrów b wzrasta ilość iteracji potrzeb­
nych do uzyskania przez wektor b wartośoi ustalonej. X tak przykłado­
wo dla obiektów zaklóoanych sygnałem pseudolosowym o wartości średniej 
równej zero i wariancji równej jeden, autorka uzyskała zbieZność dla 
estymowanyoh:
a) dwóoh parametrów po ok. 100 iteraojaoh,
b) trzeoh parametrów po ok. M)0 iteraojaoh, 
o) czterech parametrów po ok.1000 iteraojaoh,
d) sześciu parametrów po ok. 20Ó0 iteracji.
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U. Na szybkość zbieżności algorytmu ma wpływ poziom zakłóceń (stosunek ma­
ksymalnego zakłócenia do maksymalnej wartości sygnału) [7 ]»

5. Algorytm Jest wystarczająco stabilny ale utylizacja estymat Jest możli­
wa dopiero po kilku, do kilkunastu poozątkowyoh iteracjach.

6. Przy skorelowanym zakłóoeniu oddziałującym na badany obiekt, estymaty 
parametrów modelu dążą do wartośoi różnyoh od rzeozywistyoh wartości pa­
rametrów [2], [3], [6]. Dyskwalifikuje to zastosowanie algorytmu RMNK dla 
zakłóceń kolorowych, gdy oelem stosowania RMNK Jest znalezienie wlaśoi- 
wyoh estymat parametrów modelu.
Z wymienionyoh wyżej oeoh RMNK najpoważniejsze konsekwenoje w praktyce 

ma Jego wolna zbieżnośó. Zakładając, że w przypadku identyfikacji modeli 
dynamicznych pomiaru wielicośoi wejśoiowyoh dokonuje *,lę 00 1 min, już 
po nieznanych parametrach na uzyskanie końoowego efektu trzeba ozekaó 
ponad 16 godzin.
Ze wzrostem złożonośoi modelu ozas oozekiwania na końcowy efekt identyfi- 
kaoji wydłuża.się. Powoduje to, że algorytm RMNK do wielu praktycznych za­
stosowań jest nieprzydatny.

U. Badanie możliwości przyspieszenia zbieżności algorytmu RMNK 

Przyczyn wolnej zbieżnośoi algorytmu RMNK upatrywano:
Aa) w koniecznośoi wprowadzenia warunków poozątkowyoh bQ = 0 dla zai- 

niojowania algorytmu,
b) w dużym wpływie historyoznyoh wyników pomiarów przy malejącym wpły­

wie pomiarów aktualnych na wynik estymacji.
Ponieważ wolna zbieżność algorytmu RMNK stanowi poważne ograniczenie 

dla praktyoznyoh zastosowań metody, podjęto próby przyspieszenia zbieżno­
śoi oparte o następujące hipotezy:
1. Wprowadzenie aprlożyoznej informacji o parametrach obiektu w postaci po-

ozątkowej wartośoi wektora bo powinno przyspieszyć zbieżnośó b do Ejbj, 
Jeżeli przyozyną wolnej zbieżnośoi Jest nieznajomość warunków poozątko­
wyoh bQ.

2. Odnawianie algorytmu RMNK 00 n iteraoJi,tak, aby punkt startowy w 
n*1 iteracji przyjmowyny był Jako:

przy odpowiednim doborze n powinno przyspieszyć zbieżność 
poprzez zwiększenie średniej wartośoi Wektora wag k^.
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3. Zastosowanie wygaszenia zmiennych [k],[5 ] powinno przyspieszyć zbież­
ność metody przez zwiększenie wpływu aktualnych pomiarów na wyniki e- 
stymaoji.

k. Rezygnacja z dużych wartości poozątkowyeh wyrazów macierzy PQ powinna 
polepszyć zaohowanie się algorytmu dla poozątkowyeh iteraoji.Szczegól­
nie istotną powinna być ta inowacja przy możliwości korzystania z in- 
formaoji apriorycznych o parametrach obiektu.
Sprawdzenie przedstawionych hipotez przeprowadzono dla obiektu

y(k) = 2.1 y(k-l) - 1.6 y(k-2) + O.k y(k-3) + e(k)

zakłócanego sygnałem pseudoprzypadkowym o zerowej wartości średniej i wa­
riancji równej jeden. Ula togo obiektu dokonywano estymacji parametrów za 
pomocą algorytmu RMNK praoująoego przez 200 iteracji.

Dla sprawdzenia hipotezy 1 uruchamiano algorytm RMNK, startując z wa­
runków poozątkowyoh:

a) bo = O,
b) bQ = b,
o) bQ = 0.5 b.

Początkową wartość P^ zgodnie z zaleceniami literaturowymi?[2 ] przyjęto 
jako 1 105.

Wprowadzenie przybliżonyoh - pkt o i dokladnyoh - pkt b wartości pa­
rametrów wektora b dla punktu startowego, nie wpłynęło na przyspieszenie 
zbieżności algorytmu RMNK. Począwszy od piątej iteracji wartości estymo- 
wanych parametrów dla przypadków b) i o) pokrywały się z wartościami esty- 
mowanyoh parametrów dla pkt a).

Dla sprawdzenia hipotezy 2 uruchomiono algorytm RMNK, który praoował 
przoz 200 iteracji,

a) w sposób oiągły,
b) po 10O iteraojach został odnowiony zgodnie z zasadą przyjętą w hipo­

tezie 2
o) co kO iteraoji zostawał odnawiany,
d) co 25 iteraoji zostawał odnawiany,
e) 00 10 iteracji zostawał odnawiany,
f) 00 5 iteracji zostawał odnawiany.
Dla rozważanych sześoiu przypadków porównywane były wielkości:

200 ~ z

250 V !  -  y ( i V  

1= 1

3 2
V ( b k(i) _ ¿k<i)) 
k=1
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Wyniki przedstawione są w tablioy 1.

Tablioa 1

S Sb

a) 0.913 0.239
b) 0 .8 8 1 0.1*29
o) 0.773 2.17
d) 0.699 3 .0 2 2

e) 0.538 3.510
f ) 0.307 1*. 836

Rys. 1*. Przebieg parametrów estymowanych 
przy pomooy RMNK

Odnawianie algorytmu re- 
kuronoyjnogo w trakoio o- 
bliozeń powoduje zmniejsze­
nie średniej sumy kwadra­
tów błędów wyjścia tym zna- 
ozniojsze, im ozęśoioj od­
nawiany Jest podstawowy al­
gorytm. Odwrotnie zachowu­
ją się parametry. Ze wzro­
stom częstości odnawiania 
algorytmu zanika aperiody- 
ozny charakter doohodzenia 
parametrów do ioh wartości 
oczekiwanej, zwiększają się 
przoregulowania i wzrasta 
suma kwadratów odchyłek e- 
stymowanych parametrów od 
ioh wartości oozekiwanyoh.

Dla sprawdzonla hipote­
zy 3 uruohomiono algorytm 
RMNK ze współczynnikiem wy­
gaszania p  = 0 .8 , 0 .9 5.0.98.

Wprowadzenie współczynnika wygaszania p <1 powoduje wzrost odchyłek esty- 
mowanyoh parametrów od ioh wartośoi oczekiwanych tym większy, im mniejsza 
Jest wartośó współozynnika p .



Ry«. 5. Przebieg parametrów oatymowanyoh przy 
poaooy RMNK odnawianej oo 100 iteraoji

Ryo. 6. Przebieg parametrów estymowanyoh 
pomooy RMNK odnawianej oo UO iteraoji

przy
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Końcowy efekt wygaszania 
zmiennych ma ten sam charak­
ter oo efekt uzyskany z od­
nawiania algorytmu RMłJK,gdyż 
w istocie w obu przypadkaoh 
dokonuje się tego samego za­
biegu polegającego na zwięk­
szeniu średniej wartości współ­
czynnika Wagowego k^.

Dla sprawdzenia hipotezy 
Ił uruchomiono algorytm star­
tując z punktu poozątkowego

2 i E0 = 1 105

b =5 b ; P„ = 1 10 5-o — —o
b _ b: P = 1 0.002-o — -o *”
b••O = b+db: P = — — —o : l 0.002

Rys. 7. Przebieg parametrów estymowanyoh 
przy pomooy RMKK odnawianej oo 25 itera­

cji

Uzyskane rezultaty przed­
stawione są na rys. 8a.

V przypadku dokładnej in- 
formaoji o wartości parame­
trów estymowanyoh zastosowa­

nie macierzy P o małyoh wartościaoh elementów na przekątnej głównej, 
daje lepsze rezultaty, ni* zastosowanie macierzy o dużyoh elementaoh dia­
gonalnych. Ze wzrostem odleglośoi bQ od b efektywność RMNK z du*ymi po­
czątkowymi wartościami elementów diagonalnych maoierzy PQ wyraźnie roś­
nie.

Ponieważ praktyoznie iniojująo algorytm nie posiadamy informaoji o war- 
tośośaoh wektora b uruchamiano algorytm RHMK startująo z punktu począt­
kowego b^ u O, 
punkt ntartowy na:

P-o 1 105 , a po pięćdziesięciu iteracjach zmioniono

2o =‘*5 0’ Sc c ° - 002 i

5o = Sjo* Sc “ 0-2 i

Uzyskane wyniki przedstawia rys. 8b
Rysunek 8o przedstawia wyniki eekwenoyjnego odnawiania algorytmu KHHK 

oo 25 iteracji z różnymi poozątkowyai wartościami maoierzy P0<
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Rys. 8a. Zachowanie się algorytmu BKMK dla różnych warunków początkowych

Przeprowadzone badania pozwalają stwierdzić, to, gdy oelom stosowania 
algorytmu RMNK (przy braku aprioryoznej informacji o parametrach) jest u- 
xyskanie możliwie dokładnych ostymat parametrów b, najefektywniejszy po­
zostaje klasyczny algorytm RMNK ze współczynnikiem wygaszania = 1,star­
tu jąoy z dowolnych warunków poozątkowyoh (np. bQ = O i Pq = J a),gdzie a 
jest odpowiednio dużą liczbą.

Zabiegi wykorzystane dla przyspieszenia algorytmu RMNK, pomimo niewiel­
kiej ich ofektywnoiol w ogólnym przypadku stosowania RMNKj mogą znaleźć za­
stosowanie do identyfikacji modeli obiektów o.uamieniająoyoh się parame­
trach. Pojawia się w tym przypadku znany problem dobrania odpowiedniego 
współczynnika wygaszania ę, odpowiedniej ozęstotliwoóoi odnawiania algory­
tmu RMNK lub odpowiedniej wartośoi PQ. Jednak boz pobieżnej choćby in- 
forraaoji o zakłóceniach i wartościach szukanyoh parametrów nie można wy­
brać a priori najlepszego sposobu uozulenia RMHK na zmianę ostymowanyoh pa­
rametrów.



Rys. 8b. Zachowanie się algorytmu RMNK odnowionego 
po 50 itoraojaoh dla ró£nyoh wartości Po

n
10 io so to 100 00 «rO tso tao tao

Rys. 8 0. Zachowanie się algorytmu RMNK odnawianego 
00 25 iteraoji dla ró±nyoh wartości P

Pwagi 
o 
zbieżnoś.oi 

rakurenoyjnej 
metody
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SOME REMARKS ABOUT THE CONVERGENCE RATE 
OF THE RECURSIVE LEAST SQUARE* ALGORITHM

S u m m a r y
The utilisation properties of the reourslve least squares algorithm are 

diseussed in the peper. The possibilities of inoreaeing 'of the convergen­
ce rate are being oonoerned.


