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ZASTOSOWANIE METODY TYPU MONTE CARLO DO OPTYMALIZACJI
SEKWENCJI W PROBLEMIE KOLEJNOSCIOWYM

Straszozonle. W praoy sformutowano podojsoie heurystyozne do
tzw. problemu kolejnosoiowogo. Podstawowym pojeoiem wprowadzonym
w praoy jest selektywny algorytm losowego generowania sekwencji.
Podano przyktad podobnego algorytmu, jak rowniez ooeniono jego
efektywnos¢. Metode zastosowano do optymalizacji sekwencji w pro-
blemie kolejnosciowym wystepujacym w procesie montazu tasmowego.

1. Wstep

W praoy przedstawiono zastosowanie selektywnych algorytméw generowania
sekwenoji do badania pewnej klasy systeméw. W punkcie 2 praoy zdefiniowa-
no dla tej klasy systeméw problem kolejnosoiowy. W dalszym ciggu zdefinio-
wano pojecia funkcji struktury sekwenoji oraz selektywnego algorytmu loso-
wania sekwenoji (pkt. 3). Podano heurystyozng metodyke optymalizaoji se-
kwenoji; (pkt U). Rozwazania zilustrowano przyktadami dotyozgaoymi proble-
mu koleJdnosoiowego w prooesie montazu tasmowego.

2. Problem koleJdnosoiowy
Rozwaza sie system z ozasem dyskretnym, reprezentowanym przez zbioér

liozb naturalnyoh od 1 do N. Dynamika systemu okreslona Jest przez réwna-
nie stanu, roéwnanie wyjscia i warunek poozatkowy:

x(k+1) = f[x(k), u(k+1)] k =0,1,..., N-1 (O

MR =g [x(k)y,  uk)] k=1,2,..., N . @)

x(0) = xQ (©)

Stan xjest M-wyraiarowym wektorem o wspédrzednychoatkowitych, wej-
Scie uoraz wyjscie y sa skalarami, u moze przyjmowa¢ wartosci oak-

kowite. Wskaznik jakosci L:

Ls LIX(K) la, u@®I™, y@I™] QY
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jest funkoja. xQ oraz x(k), uk), yk) dla k = 1,2 N. Stanowi on kry-
terium optymalizacyjne dla systemu. Sens tego kryterium zalezny jest od

zadali konkretnego obiektu, ktdérego dynamike modeluja wzory (I1)-f3)» Ogra-

niozenie na wejscie systemu:

u(k)euCNj k=1,2,...,n, )

gdzie U jest skob6ozonym zbiorom liczb naturalnych. Nieoh U zawiera K

©)
Definio.ja 2.1. Nieoh bedzie dany ciag liozb
-_.K takich, =ze:
K
S nj =N ™
J=1

Definicja 2.2. Zadanie optymalizacji (minimalizaoJi lub maksymalizaoji)
wskaznika jakosci (4) w systemie opisanym réwnaniami (1)-C3) nazywa sie
problemem koleJno$oiowym, Jezeli funkcje wejsScia sa sekwenojami dopuszczal-
nymi w sensie definloji 2.1. -

Intuioyjnio, definioja 2.2 oznaoza, ze zbidr U Jest '"dynamioznie wy-
czerpywany', Jest Jasne, ze nawet przy addytywnym wskazniku Jakosoi L, do
rozwigzania problemu kolojnosoiowego nie mozna uzyd zasady optyraalnosol
Bellmana (z powodu niespednienia "whkasnosci Markowa"™ [i]). Z drugiej stro-
ny, problemy koleJnosoiowe w sensie definloji 2.1 spotyka sie przy optymcu-
lizaoji tzw. dyskretnych prooeséw przemystowych. Wazne jest wieo znalezie-
nie metod dokdadnyoh lub przyblizonych rozwigzywania takich probleméw,nie
sprowadzajaoyoh sie przy tym do przegladu wszystkich sekwencji dopuszozal-
nyoh, ktéryoh liczba S moze by¢ bardzo duza:

K

6)
j=1

Przykdtadem problemu kolejnosoiowego Jest nastepujace zadanie dotyczgoe li-
nii montazowej [2], Nieoh mianowicie linia skfada sie z m stanowisk o)
ddtugosci 1 kazde, rozmioszozonyoh w odstepach 1.1 (i = 0,1,2).Zerowy od-
step oznacza stanowiska rozlokowane bezposrednio jedno obok drugiego.Mon-
towane produkty umocowane sg na transportrzo linii (na tzw. zawieszkach)
w odstepaoh 4. Liczba réwnoozesnie montowanych obioktéow wynosi M (rys.l).
Strukture linii mozna opisa¢ ciaggiem {AjJ. i = 1.2___. gdzie Aj Jest
numerom produktu znajdujgoogo sie nad i-tym stanowiskiem, liozgo od po-
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ozatku linii. Na linii mozna montowa¢ K typéw produktéw. Czas trwania
operacji na stanowisku i-tym w przypadku montazu obiektu typu J-tego, wy-

Rys. 1. Sohematyozne oznaczenie linii montazowej (mn =6, M =1 1 =
={1,2,4,7,8,11})

nosi aij, 1=1,2,..., m, J=1,2,..., K. Nalezy wyprodukowa¢ N egzempla-

rzy produktu, w tym Nj egzemplarzy typu J-tego. Zaktada sie, ze transpor-
ter linii porusza sie z maksymalng dopuszozalng predkoscia. Przez cykl li-
nii rozumie sie przedziat czasu w Jakim zawieszki przesuwaja sie od lewyoh

do prawych granic poszczegdlnych stanowisk montazu._Maksymalna dopuszczalna

predkos¢ linii Jest wiec stala w czasie trwania danego cyklu i zmienia sie

skokowo z cyklu na cykl. Nieoh u(k) oznacza numer typu produktu wprowadzo-
nego na linie w k-tym oyklu, x*(k) - numer produktu znajdujacego sie w k-

tym oyklu na i-tej zawieszce, y(k) czas trwania k-tego oyklu.Dynamike Ii-

nii mozna opisa¢ réwnaniami (1 )-(3), gdzie:

x(k) = [X1(K),..-, MAQ] T ©
0)
f1[x(k), u(k+1)] = u(k+1) G
Fix@, ukeD]:  "L@o: i=2.3 M
= i«Ti<m{ai,j(}; IW = * i® a2z
Symbol we wzorze (12) Jest wskaznikiem skkadowej wektora x(k). Stan

poczatkowy linii Jest wektorem numeréw typéw produktéw znajdujgoych sie na
linii w momenoie jej uruchomienia. Zadanie zmontowania N produktéw w mi-
nimalnym czasie jest wiec problemem kolejnosciowym w sensie definicji 2.2,
Jezeli przyjac:

=Ny as)
k=1
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Prosto przyktady, pozwalajgce zorientowa¢ sie w funkcjonowaniu systemu opi-
sanego réwnaniami (9)-(12) podano w [2]-

3. Selektywne algorytmy losowania sekwenoji

¥ literaturze znane sag przyktady zastosowania metod Monte Carlo do po-
szukiwania suboptymalnyoh rozwigzan probloraéw kolejnosoiowyoh [4], Zazwy-
ozas uzywa sie do tego oelu algorytméw "obiektywnyoh” losowego generowania
sekwenoji, to Jest takioh, ktére kazdg dopuszczalng sekwencje losuja z jed-
nakowym prawdopodobienstwem.

Definicja 3.1. Funkoja struktury sekwenoji nazywana bedzie nieujemna
funkoJda rzoozywista F, ktorej dziedzing jest zbidér sekwencji dopuszczal-
nych w sensie definioji 2.1.

Przyktadowo, nieoh element n”jJ macierzy [nlj' .1=1,2 N, j=1,2,
,.,K Jest réwny liczbie wyrazéw réwnych w 1 poozgtkowyoh  wyra-
zaoh sekwenoji dopuszczalnej {u(k)}. Nieoh macierz o tych samyoh wy-
miaraoh oo fnlJJ ma elementy roéwne:
Vi onij < Nj
@ il4)
1]
’ “U
Dalej okresla sie:
r k
"*M1]- n VKJnj asy
ii=i
Funkoja (I3)"ma interesujaca wkasnosé. Jej wartos¢ Jest mianowioio tym

wieksza, iIm sekwenoja -ju(K)} jest '‘gorzej przemieszana'. Tabela 1 ilustru-
je te wkasnos¢ na prostym przyktadzie. Odpowiednio dobrana funkcja struk-
tury moze wieo byé formallzaojg pewnych "globalnych” oeoh sekwencji dopu-
szczalnej .

Tabola 1

Przyk#ad funkcji struktury sekwenoji (15) dla

{ud} FLu(a17]
112 2 1/64
2112 1/128
2211 1/64
212 1 1/128
12 21 F 1/128

12 12 17128
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Definio.la 3.2. Algorytm losowania sekwencji nazywa sie selektywnymwzgle-
dom funkcji struktury sekwenojl F, Jezeli prawdopodobienstwo wylosowania
sekwencji sped#nia warunek:

F IvVUOI™1 | FLw(k) *]1 <- OpLv(k)I>f1 | P [>(O]"]- €))

gdzie:
vk}, {w(k)j - sekwencje dopuszczalne.

Na rysunlcu 2 przedstawiono schemat, blokowy jednego z mozliwych algoryt-
méw losowania sekwenoji dopuszozalnyoh.

( START

Rys. 2. Algorytm losowania sekyenoji (selektywny). Gen(R) oznaoza.ze licz-
ba R wylosowana zostata z rozkdtadu réwnomiernego (prostokatnego) od 0
do 1. Liozby r” sa zdefiniowane jako: rO a O, Tj = (N™N2+.._.fNJ)/NF J a

s1 1 »K
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Istota algorytmu polega na tym, ze dla kazdego 1=1,2,,..,N losuje sie
wartos¢ dla u(i) sposréd elementéw zbioru U = » s - - MINJ(PKE 31"7.5,6
algorytmu), przy ozym losowane jest z prawdopodobienstwem Pj=Nj/N =
=Tj-r Nastepnie spraydza sio (pkt 7) ozy liczba elementéw réwnych v
nie przekroczyta Nj. Jezeli tak, to losuje sie nastepng wartos¢ dla u(i).
Jezeli nie, to nadaje sie wyrazowi u(i) wartos¢ Vj (pkt 8). Dalej,o ilo
nio wylosowano Jaz oatej sekwenoji, aktualizuje sie w, oraz i (pkt 912)
itd.

Twierdzenie 3.1. Prawdopodobienistwo wylosowania sekwenoji fu(k)} za po-
mocag algorytmu z rys. 2 wynosi:

o L] =n (BN /[0 1> up

Li=1 L=

gdzie: jak we wzorze (1*0, a Pj = Nj/N.

Wniosek. Algorytm jest soloktywny wzgledom funkoji struktury zdefinio-
wanej wzorom (15).
Dowdd twierdzenia 3.1 znajdujo sie w dodatku do praoy.

Definicja 3.3. Efektywnos$¢ algorytmu losowania sekwenoji Jest to war-
tos¢ stosunku diugosoi sekwenoji N do wartosoi oczekiwanej liczby loso-
wan zmiennej losowej R o rozkkadzie prostokatnym od O do 1, potrzebnych
do wylosowania sekwenoji.

Twierdzenie 3.2. Efektywnos¢ algorytmu z rys. 2 wynosi 1/K.

Dowdd twierdzenia 3.2. znajdujo sie w dodatku do praoy. Definidja 3.3.
jak 1 dowody twierdzen 3.1, 3.2 oparte sa na podobnyoh definiojaoh i do-
wodaoh jak w [5>6],

ke Heurystyczna metoda badania problemu kolejnosclowego

W oparciu o zdefiniowane pojecia mozna sformutowaé¢ heurystycznag metode,
umozliwiajgoa badanie wptywu wybranej 'oeohy struktury sekwenoji' (np-jej
przemieszania) na wartos¢ wskaznika jakosci. Metode ujeto w punktaoh:

A. Formalizacja oeohy struktury za poraocog funkoji struktury sekwenoji
(por. def. 3.1).

D. Konstrukoja algorytmu losowania sekwenoji, selektywnego wzgledem fun-
koji struktury (por. def. 3.2).

C. Wylosowanie odpowiednio duzej liozby sekwenoji dopuszozalnyoh za po-
moog algorytmu selektywnego i wyznaczenie odpowiadajgoyoh im wartosoi wskaz-
nika jakosci. >
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D. Eksperyment analogiczny do C, z zastosowaniem obiektywnego algoryt-

mu losowania sekwenoji (tj. kazda sekwencja z Jednakowym prawdopodobien -

stwem).

E. Poréwnanie rezultatéw C i D. Ewentualne zastosowanie testu staty-

styoznego.

Uwagi dotyozaoe stosowalnosoi powyzszego soheraatu zostawiono w punkcie

5 praoy.

Dla problemu kolejnosoiowego na linii montazowej, wzory (8)-(I13)» wy-

brano jako oeohe struktury sekwencji jej przemieszanie.

Funkcja struktury

sekwenoji jest wieo okreslona wzorem (15), algorytmem selektywnym jest al-

gorytm z rys. 2. Eksperymenty C i D przeprowadzono dla

linii o parametrach:

m = 10, M = 15, {A)JJ = {1>3,*1,5,6,8,9,10,13,15}- Parametry sekwenoji dopu-
szozalnyoh: K=2, N=160, N~=80, ~=80. Wyniki zestawiono na rys. 3, beda-
cym histogramem osiaganych wartosci wskaznika jakosci L, wzér (13).Liczba

Rys. 3. Wyniki eksperymentu symulaoyjnego dla pro-
blemu kolejnésciowego na linii montazowej. Szoze-
g6ty w teksoie

sekwenoji losowa-
nychw C 1 D byka
jednakowa i wynosi-
4a 1000. Intepprs-
taoja wynikéw Jest
nastepujaca: prze-
cietnie, bardziej
optaoalne Jest wpro-
wadzanie na linie
sekwenoji  "lepiej
przemieszonych" po -
niewaz histogram
dla algorytmu obiek-
tywnego jest wyraz-
nie skupiony wokéd
mniejsfcyoh warto-
sci L. Scislej,
w dolnej potowie
przedziatu zmien-
nosci L znajduje
sie 551 realizacji
wy losowanych obiek-
tywnie 1 781 - wy-
losowanych selekty-
wnie. Znamiennosc¢
statystyczna toj
réznicy jest oozy-
wista wobeo duzej

liozby losowan. Praktyczny wniosek dla operatora prooesu: nalezy wprowa-

dza¢ na linie obiekty réznyoh typéw tak, aby sekwenoja
najbardziej "przemieszana'.

wejsoiowa byta jak
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Czas trwania eksperymentu symulacyjnego wynosi4 okoto 5 minut (FORTRAN,
m.o. Minsk). Wydaje sie, ze mozna te wielkos¢ zmniejszy¢ Kilkakrotnie przez
eliminacje wydrukéw kontrolnyoh, optymalizacje programu itp.

5. Wnioski

Metodyka badania problemu kolejnosoiowego opisana w pfcaoy umozliwia ve-
ryfikaoje przypuszozenia, ze pewne ogélne oeohy sekwencji dopuszczalnej
maja wptyw na wartos¢ wskaznika jakosci. Trudnosci techniczne sprowadzaja
sie do braku ogdlnego przepisu na ekonomiczny algorytm losowania sekwen-
cji, selektywny wzgledem zadanej funkcji struktury. Wydaje sie, ze zaletg
opisanej metody Jest to, ze rezultat moze by¢ przedstawiony w kategoriach
zgodnyoh z intuioja operatora prooesu. Ponadto algorytm selektywny, ktéry
losuje nie tylko sekwencje posiadajgce wyrézniona ceche struktury, ale i
wszystkie inne (z mniejszym prawdopodobiehnstwem), daje poprawke na ozesty
w warunkach rzeozywistyoh brak mozliwosci doktadnej realizacji algoryt-
mu sterowania.

DODATEK

1. Dfrwvéd twierdzenia 3.1.

Niech Sj oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu J pierwszych
wyrazow sekwenoji {u(k)} . Poniewaz Sj C + prawdopodobienstwo warun-
kowe :

P(Sj+1]Sj) = p(sj+1)/p(sj); J,= 1,2,....N-1 (D1)

Ze wzoru (D1) wynika, ze:

PLu(k)|*1= P(SN) = PfS,) f=j p(SJI+1|Sj)- ®2)
Niech u@g+1) =vlt j = 1,2,...,N-1; 1 = 1,2 K (por. (6)). Z punktoéw
3,*,5,6,7 algorytmu wynika, ze:
r k -
p(sy+1 S =P/ Vi F j+2.n ©3)
n=1

gdzie: PQ = NU/N, *IJH T zdefiniowane w (17). Podobnie dla u(l) = v

F(/ =P=V y- % «. )
Jsl

Podstawienie (D3,D>t) do (D2) konczy dowod.
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I1. Dowdéd twierdzenia 3.2

Efektywnos¢ e algorytmu wyraza sie wzorem:

PLuCk)1” 1 E[m Hu(oI] 1 (©5)

u(kkIL 1 1 J

gdzio: m jest zmienng losowg réwng liczbie losowan zmiennej losowej R (por-
rys, 2), warunkowa wartos¢ oczekiwana jest brana przy ustalonej sekweny-

oji {u(k)} , sumowanie Jest rozoiggniete po zbiorze Y wszystkich sekwen-
cji dopuszczalnych w sensie definicji 1.2. Prawa strona (D5) wynika ze zna-
nego [3] wzoru na iterowang wartos¢ oczekiwang. Dalej zachodzi:

N
E[mI{u(k)}1= N E[mi [@)I]. (©6)
i=1
gdzie: zmienna losowa Jest liczbg losowan R potrzebnych do wyloso-
wania wyrazu u(i) sekwencji oraz
00
E [D9 {ud@d = \ mi.p(mi | {u@d}] ()
m1_=1

Z wkasnosci algorytmu (pkt 3,5 .6,7) wynika, ze jezeli u(i) = v», to:

P I{u@dxl = PjCI-Pj) 1 (C5))

Po podstawieniu (D8) do (D7), (D7) do (D6), (D6) do(D5) i wykonaniu prze-
ksztaloeh otrzymuje sie:

o =1/K ©9)

tzn. teze twierdzenia.
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nPHMEHEHHE METOM TKIIA MOHTE KAPJ1I0 K OnTHMHSAUJIH CEKBEHUJOI
B CEKBEHKHOHHO#t 3AMME

Pe3»ue

Paspa6oTaH aapaciHieoKafl m«tox acaxeAOB&Bua tok KasHBaeKoS ceKBeHnpoHsoa
seLXau. OoHOBHoe noaaTHa - Tak BaaHBaeuufl oejeKTHBBuIlt alJiropam cayqaitHoro
renepHpoBaBHA o0eKBeHRgH. HooTpoea npmtep lakoro axropHTMa m xaHa onemta ero
OlxJieKTHBBOOTH. MeTOX yKa3aH B BpBUeHOHKH K OeKBeHBROHHOtt sa”*aqo coopottaofi
AKHHX .

APPLICATION OF A MONTE CARLO TYPE METHOD TO THE SEQUENCE
OPTIMIZATION IN THE SEQUENCING PROBLEM

Summary

The heuristic approach is described to the so—oalled sequencing pro-
blem. Basio notion is a seleotive algorythra of random generation of se-
quences. An example of such olgorythm is constructed and an estimate of
its effiolenoy is given. The method is shovn in application to the assem-
bly line sequencing problem.



