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ZASTOSOWANIE METODY TYPU MONTE CARLO DO OPTYMALIZACJI 
SEKWENCJI W PROBLEMIE KOLEJNOŚCIOWYM

Straszozonle. W praoy sformułowano podojśoie heurystyozne do 
tzw. problemu kolejnośoiowogo. Podstawowym pojęoiem wprowadzonym 
w praoy jest selektywny algorytm losowego generowania sekwencji. 
Podano przykład podobnego algorytmu, jak również ooeniono jego 
efektywność. Metodę zastosowano do optymalizacji sekwencji w pro­
blemie kole jnościowym występującym w procesie montażu taśmowego.

1. Wstęp

W praoy przedstawiono zastosowanie selektywnych algorytmów generowania 
sekwenoji do badania pewnej klasy systemów. W punkcie 2 praoy zdefiniowa­
no dla tej klasy systemów problem kolejnośoiowy. W dalszym ciągu zdefinio­
wano pojęcia funkcji struktury sekwenoji oraz selektywnego algorytmu loso­
wania sekwenoji (pkt. 3). Podano heurystyozną metodykę optymalizaoji se­
kwenoji; (pkt U). Rozważania zilustrowano przykładami dotyoząoymi proble­
mu koleJnośoiowego w prooesie montażu taśmowego.

2. Problem koleJnośoiowy

Rozważa się system z ozasem dyskretnym, reprezentowanym przez zbiór 
liozb naturalnyoh od 1 do N. Dynamika systemu określona Jest przez równa­
nie stanu, równanie wyjścia i warunek poozątkowy:

x(k+1) = f[x(k), u(k+1 )] k = 0,1,...,N-1 (O
^(k) = g [x(k), u(k)] k = 1,2,...,N . (2 )

x(0) = xQ (3)

Stan x jest M-wyra i arowym wektorem o współrzędnych oałkowitych, wej­
ście u oraz wyjście y są skalarami, u może przyjmować wartości oał-
kowite. Wskaźnik jakości L:

L s L [ x(k) | q , u(k)|^, y(k)|^] (*0
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jest funkoją. xQ oraz x(k), u(k), y(k) dla k = 1,2 N. Stanowi on kry­
terium optymalizacyjne dla systemu. Sens tego kryterium zależny jest od 
zadali konkretnego obiektu, którego dynamikę modelują wzory ( I ) —f 3 )» Ogra- 
niozenie na wejście systemu:

gdzie U jest skoóozonym zbiorom liczb naturalnych. Nieoh U zawiera K

Definicja 2.2. Zadanie optymalizacji (minimalizaoJi lub maksymalizaoji) 
wskaźnika jakości (4) w systemie opisanym równaniami (1) — C3) nazywa się 
problemem koleJnośoiowym, Jeżeli funkcje wejścia są sekwenojami dopuszczal­
nymi w sensie definloji 2.1. .

Intuioyjnio, definioja 2.2 oznaoza, że zbiór U Jest "dynamioznie wy­
czerpywany", Jest Jasne, że nawet przy addytywnym wskaźniku Jakośoi L, do 
rozwiązania problemu kolojnośoiowego nie można użyó zasady optyraalnośo1 
Bellmana (z powodu niespełnienia "własności Markowa" [i]). Z drugiej stro­
ny, problemy kole Jnośo iowe w sensie definloji 2.1 spotyka się przy optymcu- 
lizaoji tzw. dyskretnych prooesów przemysłowych. Ważne jest więo znalezie­
nie metod dokładnyoh lub przybliżonych rozwiązywania takich problemów,nie 
sprowadzająoyoh się przy tym do przeglądu wszystkich sekwencji dopuszozal- 
nyoh, któryoh liczba S może być bardzo duża:

Przykładem problemu kolejnośoiowego Jest następujące zadanie dotycząoe li­
nii montażowej [2], Nieoh mianowicie linia składa się z m stanowisk o 
długości 1 każde, rozmioszozonyoh w odstępach i.l (i = 0,1,2).Zerowy od­
stęp oznacza stanowiska rozlokowane bezpośrednio jedno obok drugiego.Mon­
towane produkty umocowane są na transportrzo linii (na tzw. zawieszkach) 
w odstępaoh ł. Liczba równooześnie montowanych obioktów wynosi M (rys.l).
Strukturę linii można opisać ciągiem { AjJ. i = 1.2....   gdzie Aj Jest
numerom produktu znajdująoogo się nad i-tym stanowiskiem, lioząo od po-

u(k)euCNj k = 1 ,2 ,. . . ,n, (5)

(6 )

Definio.ja 2.1. Nieoh będzie dany ciąg liozb 
• . ,K takich, ±e:

K

S  nj = N
J=1

(7)

K
(8)

j=1
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ozątku linii. Na linii można montować K typów produktów. Czas trwania 
operacji na stanowisku i-tym w przypadku montażu obiektu typu J-tego, wy-

m  m  \ w s i

M - t

Rys. 1. Sohematyozne oznaczenie linii montażowej (m = 6, M = 1 1 =
= {l,2,4,7,8,1l})

nosi aij, 1 = 1,2,...,m, J = 1,2,...,K. Należy wyprodukować N egzempla­
rzy produktu, w tym Nj egzemplarzy typu J-tego. Zakłada się, że transpor­
ter linii porusza się z maksymalną dopuszozalną prędkością. Przez cykl li­
nii rozumie się przedział czasu w Jakim zawieszki przesuwają się od lewyoh 
do prawych granic poszczególnych stanowisk montażu.Maksymalna dopuszczalna 
prędkość linii Jest więc stała w czasie trwania danego cyklu i zmienia się 
skokowo z cyklu na cykl. Nieoh u(k) oznacza numer typu produktu wprowadzo­
nego na linię w k-tym oyklu, x*(k) - numer produktu znajdującego się w k- 
tym oyklu na i-tej zawieszce, y(k) czas trwania k-tego oyklu.Dynamikę li­
nii można opisać równaniami (1 ) — (3 ), gdzie:

x(k) = [ X1 (k), . . . ,xM(k)] T

f 1 [ x ( k ) , u ( k+1  )] = u ( k + 1 )

fi[x(k), u(k+l)]: i-1 (k); i = 2,3 M

= i«Ti<m{ai,j(i)}; J(l) = * i(k)

(9)

(1 0)

(1 1 )

(1 2 )

Symbol we wzorze (1 2 ) Jest wskaźnikiem składowej wektora x(k). Stan
początkowy linii Jest wektorem numerów typów produktów znajdująoych się na 
linii w momenoie jej uruchomienia. Zadanie zmontowania N produktów w mi­
nimalnym czasie jest więc problemem kolejnościowym w sensie definicji 2.2, 
Jeżeli przyjąć:

= \ y(k) (1 3)
k=1



\

Prosto przykłady, pozwalające zorientować się w funkcjonowaniu systemu opi­
sanego równaniami (9 )-(l2 ) podano w [2 ].

3. Selektywne algorytmy losowania sekwenoji
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¥ literaturze znane są przykłady zastosowania metod Monte Carlo do po­
szukiwania suboptymalnyoh rozwiązań probloraów kolejnośoiowyoh [4], Zazwy- 
ozas używa się do tego oelu algorytmów "obiektywnyoh” losowego generowania 
sekwenoji, to Jest takioh, które każdą dopuszczalną sekwencję losują z jed­
nakowym prawdopodobieństwem.

Definicja 3.1. Funkoją struktury sekwenoji nazywana będzie nieujemna 
funkoJa rzoozywista F, której dziedziną jest zbiór sekwencji dopuszczal­
nych w sensie definioji 2 .1 .

Przykładowo, nieoh element n^j macierzy [n

zaoh sekwenoji dopuszczalnej {u(k)}. Nieoh macierz
, ,,K Jest równy liczbie wyrazów równych 

sekwenoji d<
ma elementy równe:

1 i

lj' 'w 1
1 = 1,2 N, j=1,2,
poozątkowyoh wyra- 

o tych samyoh wy­
miar aoh oo fn1JJ

oc
1 J

nlj <  Nj
i 14)

°; “U

Dalej określa się:

' M i ] -  n
ii=i

r kV K jn j (1 5 )

Funkoja (l3)'ma interesującą własność. Jej wartość Jest mianowioio tym 
większa, im sekwenoja -ju(k)} jest "gorzej przemieszana". Tabela 1 ilustru­
je tę własność na prostym przykładzie. Odpowiednio dobrana funkcja struk­
tury może więo byó formallzaoją pewnych "globalnych" oeoh sekwencji dopu­
szczalnej.

Tab ola 1

Przykład funkcji struktury sekwenoji (15) dla

{u(k)} F[u(k)|?]

1 1 2  2 1/64
2 1 1 2 1/128
2 2 1 1 1/64
2 1 2  1 1 / 1 2 8
1 2  2 1 f 1/128
1 2  1 2 1 / 1 2 8
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vVj : = Wj — i

Definio.la 3.2. Algorytm losowania sekwencji nazywa się selektywnym wzglę­
dom funkcji struktury sekwenojl F, Jeżeli prawdopodobieństwo wylosowania 
sekwencji spełnia warunek:

F [v(k)|*] | F[w(k) *] < — Op[v(k)|>f] | P'[»(k)|"]. (16)

gdzie:
{v(k)}, {w(k)j - sekwencje dopuszczalne.
Na rysunlcu 2 przedstawiono schemat, blokowy jednego z możliwych algoryt­

mów losowania sekwenoji dopuszozalnyoh.

( START

Rys. 2. Algorytm losowania sekyenoji (selektywny). Gen(R) oznaoza.że licz­
ba R wylosowana została z rozkładu równomiernego (prostokątnego) od 0 
do 1. Liozby r^ są zdefiniowane jako: r0 a O, Tj = (N^+N2+.. .+Nj)/Nf J a

ss 1 1 » f K
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Istota algorytmu polega na tym, że dla każdego 1=1,2,,..,N losuje się 
wartość dla u(i) spośród elementów zbioru U = , , . . ,Vj^j(pkt 31^.5,6
algorytmu), przy ozym losowane jest z prawdopodobieństwem Pj=Nj/N =
= Tj-r^ Następnie spraydza sio (pkt 7) ozy liczba elementów równych v 
nie przekroczyła Nj. Jeżeli tak, to losuje się następną wartość dla u(i). 
Jeżeli nie, to nadaje się wyrazowi u(i) wartość Vj (pkt 8). Dalej,o ilo 
nio wylosowano Jaż oałej sekwenoji, aktualizuje się w, oraz i (pkt 9f2) 
itd.

Twierdzenie 3.1. Prawdopodobieństwo wylosowania sekwenoji fu(k)} za po­
mocą algorytmu z rys. 2 wynosi:

p [„w!?] = n (pj)Nj / | n  i > u pj
j=i L 1= 1 Lj=i

gdzie: jak we wzorze (1*0, a Pj = Nj/N.

Wniosek. Algorytm jest soloktywny względom funkoji struktury zdefinio­
wanej wzorom (1 5 ).

Dowód twierdzenia 3.1 znajdujo się w dodatku do praoy.

Definicja 3.3. Efektywność algorytmu losowania sekwenoji Jest to war­
tość stosunku długośoi sekwenoji N do wartośoi oczekiwanej liczby loso­
wań zmiennej losowej R o rozkładzie prostokątnym od 0 do 1, potrzebnych 
do wylosowania sekwenoji.

Twierdzenie 3.2. Efektywność algorytmu z rys. 2 wynosi 1/K.
Dowód twierdzenia 3.2. znajdujo się w dodatku do praoy. Definiója 3.3. 

jak i dowody twierdzeń 3.1, 3.2 oparte są na podobnyoh definiojaoh i do- 
wodaoh jak w [5>6],

k• Heurystyczna metoda badania problemu kolejnośclowego

W oparciu o zdefiniowane pojęcia można sformułować heurystyczną metodę, 
umożliwiająoą badanie wpływu wybranej "oeohy struktury sekwenoji" (np.jej 
przemieszania) na wartość wskaźnika jakości. Metodę ujęto w punktaoh:

A. Formalizacja oeohy struktury za poraooą funkoji struktury sekwenoji 
(por. def. 3.1).

D. Konstrukoja algorytmu losowania sekwenoji, selektywnego względem fun­
koji struktury (por. def. 3.2).

C. Wylosowanie odpowiednio dużej liozby sekwenoji dopuszozalnyoh za po- 
mooą algorytmu selektywnego i wyznaczenie odpowiadająoyoh im wartośoi wskaź­
nika jakości. >
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D. Eksperyment analogiczny do C, z zastosowaniem obiektywnego algoryt­
mu losowania sekwenoji (tj. każda sekwencja z Jednakowym prawdopodobień - 
stwem).

E. Porównanie rezultatów C i D. Ewentualne zastosowanie testu staty- 
styoznego.

Uwagi dotyoząoe stosowalnośoi powyższego soheraatu zostawiono w punkcie 
5 praoy.

Dla problemu kolejnośoiowego na linii montażowej, wzory (8)-(l3)» wy­
brano jako oeohę struktury sekwencji jej przemieszanie. Funkcja struktury 
sekwenoji jest więo określona wzorem ( 15 ), algorytmem selektywnym jest al­
gorytm z rys. 2. Eksperymenty C i D przeprowadzono dla linii o parametrach: 
m = 10, M = 15, {AjJ = {l>3,*1,5,6,8,9,10,13,15}- Parametry sekwenoji dopu- 
szozalnyoh: K=2 , N=l60, N^=80, ^=80. Wyniki zestawiono na rys. 3, będą­
cym histogramem osiąganych wartości wskaźnika jakości L, wzór (1 3 ).Liczba

sekwenoji losowa­
nych w C i D była 
jednakowa i wynosi­
ła 1000. Intepprs- 
taoja wyników Jest 
następująca: prze­
ciętnie, bardziej 
opłaoalne Jest wpro­
wadzanie na linię 
sekwenoji "lepiej 
przemieszonych" po ­
nieważ histogram 
dla algorytmu obiek­
tywnego jest wyraź­
nie skupiony wokół 
mniejsfcyoh warto­
ści L. Ściślej, 
w dolnej połowie 
przedziału zmien­
ności L znajduje 
się 55i realizacji 
wylosowanych obiek­
tywnie i 78i - wy­
losowanych selekty­
wnie. Znamienność 
statystyczna toj 
różnicy jest oozy- 
wista wobeo dużej

liozby losowań. Praktyczny wniosek dla operatora prooesu: należy wprowa­
dzać na linię obiekty różnyoh typów tak, aby sekwenoja wejśoiowa była jak 
najbardziej "przemieszana".

Rys. 3. Wyniki eksperymentu symulaoyjnego dla pro­
blemu kolejnóściowego na linii montażowej. Szoze- 

góły w tekśoie
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Czas trwania eksperymentu symulacyjnego wynosił około 5 minut (FORTRAN, 
m.o. Mińsk). Wydaje się, że można tę wielkość zmniejszyć kilkakrotnie przez 
eliminację wydruków kontrolnyoh, optymalizację programu itp.

5. Wnioski

Metodyka badania problemu kolejnośoiowego opisana w pfcaoy umożliwia ve- 
ryfikaoję przypuszozenia, że pewne ogólne oeohy sekwencji dopuszczalnej 
mają wpływ na wartość wskaźnika jakości. Trudności techniczne sprowadzają 
się do braku ogólnego przepisu na ekonomiczny algorytm losowania sekwen­
cji, selektywny względem zadanej funkcji struktury. Wydaje się, że zaletą 
opisanej metody Jest to, że rezultat może być przedstawiony w kategoriach 
zgodnyoh z intuioją operatora prooesu. Ponadto algorytm selektywny, który 
losuje nie tylko sekwencje posiadające wyróżnioną cechę struktury, ale i 
wszystkie inne (z mniejsżym prawdopodobieństwem), daje poprawkę na ozęsty 
w warunkach rzeozywistyoh brak możliwości dokładnej realizacji algoryt­
mu sterowania.

D O D A T E K

I. Dfrwćd twierdzenia 3.1.
Niech Sj oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu J pierwszych 

wyrazów sekwenoji {u(k)} . Ponieważ Sj C + prawdopodobieństwo warun­
kowe :

(D1 )P ( S j + 1 | S j )  = p ( s j + 1 ) / p ( s j ) ;  J , =  1,2,...„N-1

Ze wzoru (D1) wynika, że:

P[u(k)|*]= P(SN ) = PfS,) f=j p ( S J + 1 | S j ) -  (D2)

Niech u(j +1 ) = vlt j  = 1,2,...,N-1; 1 = 1,2 K (por. ( ó ) ) .  Z punktów
3,**, 5, 6,7 algorytmu wynika, że:

P(SJ+1 Sj) = P, /
r kV  P * , i n j+1,n
n=1

(03)

gdzie: P = N / N ,  *  zdefiniowane w ( l ^ ) .  Podobnie dla u(l) = v  :Q U J łl f fl

P(V = PP = V y  * «,Z- n 1 , 1
Jtts1

(Dk)

Podstawienie (D3,D>t) do (D2) kończy dowód.
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II. Dowód twierdzenia 3.2
Efektywność e algorytmu wyraża się wzorem:

  P[u(k)|” ] E[m |{u(k)|] 1 (D5)u(kklL 1 1 J
gdzio: m jest zmienną losową równą liczbie losowań zmiennej losowej R (por. 
rys, 2), warunkowa wartość oczekiwana jest brana przy ustalonej sekweny- 
oji {u(k)} , sumowanie Jest rozoiągnięte po zbiorze “U wszystkich sekwen­
cji dopuszczalnych w sensie definicji 1.2. Prawa strona (D5) wynika ze zna­
nego [3] wzoru na iterowaną wartość oczekiwaną. Dalej zachodzi:

N
E[m|{u(k)}]= N  E[mi | (u(k)}], (D6)

i=1
gdzie: zmienna losowa Jest liczbą losowań R potrzebnych do wyloso­
wania wyrazu u(i) sekwencji oraz

00
E [ D*i | {u(k)}l = \ mi.p(mi | {u(k)}] (D7)

m . =11
Z własności algorytmu (pkt 3 , 5 . 6 ,7) wynika, że jeżeli u(i) = v^, to:

P [ |{u(k)}] = PjCl-Pj) 1 (D8)

Po podstawieniu (D8) do (D7), (D7) do (D6), (D6) do (D5) i wykonaniu prze-
ksztaloeń otrzymuje się:

o = 1/K (D9)

tzn. tezę twierdzenia.
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nPHMEHEHHE METOM TKIIA MOHTE KAPJ10 K OnTHMHSAUJIH CEKBEHUJOi 
B CEKBEHKHOHHOił 3AMME

P e 3 »  u  e

PaspaóoTaH  aapaciH ieoK afl m «tox acaxeAOB&Bua to k  KasHBaeKoS ceKBeHnpoHsoa 
seLX au. OoHOBHoe noaaTHa -  Tak BaaHBaeuufl oejeKTHBBult a J iro p a m  cayqaitH oro 
renepHpoBaBHA oeKBeHRgH. HooTpoea npm tep la k o r o  axropHTMa ■ xaHa onem ta e ro  
OlJxJieKTHBBOOTH. MeTOX yKa3aH B BpBUeHOHKH K OeKBeHBROHHOtt sa^aq o  cóopottaofi 
AKHHX.

APPLICATION OF A MONTE CARLO TYPE METHOD TO THE SEQUENCE 
OPTIMIZATION IN THE SEQUENCING PROBLEM

S u m m a r y
The heuristic approach is described to the so—oalled sequencing pro­

blem. Basio notion is a seleotive algorythra of random generation of se­
quences. An example of such olgorythm is constructed and an estimate of 
its effiolenoy is given. The method is shovn in application to the assem­
bly line sequencing problem.


