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Stanistaw KOZIELSKI

IDENTYFIKACJA OBIEKTOW NIESTACJONARNYCH
METODA NAJMNIEJSZEJ WAZONEJ SUMY KWADRATOW

Streazozenie. W pracy przedstawiono problem_doboru optymalnej
dtugosci _seriipomiarow oraz wspotczynnika wagi w_przypadku iden-
tyfikacji obiektu niestacjonarnego metoda najmnlejszej wazonej su-
my kwadratow.

Odrebnie rozpatrzono problem doboru wspétozynnika wagi dla al-
gorytmu rekurenoyjnego tej metody.

Otrzymane rozwigzania porownano z wynikami badan symulaoyjnyoh.

1. Wprowadzenie

W grupie metod identyfikacji obiektdéw niestaojonarnyoh wyodrebnié¢ moz-
na algorytmy wynikajaoe z modyfikacji klasyoznej metody najmniejszej sumy
kwadratow (MNSK). Celem tokioh modyfikaoji Jest nadanie MNSK whasnosci
Slodzaoych, umozliwiajacych przy okresowym powtarzaniu obliozer, nadazanie
za zmieniajacymi sie parametrami obiektu. Whasnosci takie uzyskuje sie
przez ograniczenie liczby pomiardow wykorzystywanych do identyfikacji i
wykonywanie obliozen na podstawie aktualizowanego na biezgco skorozonego
zbioru danych badi tez wprowadzenie do kryterium NSK malejacyoh wyk¥adni-
czo wspotozynnikoéw wagowyoh, ktore zapewniaja ellminaoje zdezaktualizowa-
nych danyoh pomiarowyoh.

Przedmiotom niniejszej pracy Jest dobor obu wymienionyoh parametrow
przy wykorzystaniu do identyfikacji metody najmniejszej wazonej sumy kwa-
dratéw (mnwsk)-

W pracy rozwazana bedzie klasa obiektéw niestaoJonarnyoh, ktére opisad
mozna réwnaniom

yi = 5i2i = ii + +-0" (1)

gdzie:
y" - wartos¢ wielkosci wyjsciowej obiektu w kroku i,
- wektor wielkosci wejsoiowyoh obiektu w kroku i,
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g(i) - funkcja okredlajgoa deterministyczne zmiany ozasove parametrow
obiektu; w praoy ograniczymy sie do przypadku

g(i) =1 o, ol = [oj, 02, .., o] @)
- wektor zakléoon losowych o wkasnosciach

E@Zi) =0 ©)

E(zxzp = RS... w

- delta Kroneokera

Jako reprezentaoje obiektu (i) na przestrzeni jednego kroku pomiarowe-
go przyjmiemy model w postaci

M TM
yi = ii ij’ ®
gdzie: - <
“u
g -, - wektor wspo6¥czynnikow modelu wyznaozonyoh po J-tym kro-
< ku pomiarowym.
TS

Wspotczynniki modelu wyznaozano beda metoda najmniejszej wazonej sumy kwa-
dratow. Dla przypadku, kiedy.obliczenia wykonane beda po n-tym kroku po-
miarowym otrzymamy

Sn “ (XT¥X)-1XTWE (6)

przy zatozeniu, ze det(X W x) ji O,

gdzie:
T
in-k+1 n-k+1
X = y =
T
in
e
K2
V = . 0 <ci <1,

a - wspotczynnik wagi
k = liczba pomiardéw wykorzystywanych do identyfikacji, k 5 p.
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Zak*adany rowniez, ze prooedura identyfikacji powtarzania bedzie po kolej-
nych krokach pomiarowyoh, oo zapewni¢ ma oiagla aktualnos¢ modelu.Intere-
sujaoa z punktu widzenia zastosowan bedzie ooona wkasnosoi predykoyJnyoh
aktualizowanego na biezgaoo modelu. Jako miare takiej ooeny przyjmiemy wskaz-
nik

@)
gdzie:
E(. ) oznaoza wartos¢ oczekiwang
oraz @)

Celem naszyoh rozwazali bedzie dob6r takioh k oraz oc, ktére prowadzg do
minimalizaojl wskaznika Q.

Odrebnie rozpatrzymy model Jedno- i1 wielowymiarowy oraz przypadek rekuren-
oyjnej postaci zaleznosoi (6).

2. Dobor optymalnyoh parametrow idontyfikaoJdi dla modelu Jednowymiaro-
wago
Przyjmijmy réwnanie opisujgoe obiekt (1) w postaoi
yN = z"b+io+z", (©)

przy czym wszystkie wielkosci w tym réownaniu zostaty zdefiniowane w O)
oraz

E(ziZj) . gi e\. 0)
Wspo6tozynnik modelu
an

wyznaozany bedzie zgodnie z (i) weddug zaleznosci (dla J=n)
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Wykorzystujac réwnanie (9) otrzymamy:

k

2 i1 v 2 vi-l
A/~ n+l1-i>* __ Xn+1-iZn+1-i
aMm = b+to(n+)-0 = ———————————- +"~T-———— s
n ~Nl i-i
Xnia-1 © v e
=1 i=1

Obliczymy warto$¢ wskaznika (7)

Q=E ({yn+1 " yn+l} }: E (D(n+1(b+c(n+l)+zn+1)—xn+1*an+|]2}

Przy wykorzystaniu zatozen o wkasnosciach zakdocen (".10) otrzymamy:

< N2 11
n+1-i ~ k
_ 2 n2 \%
Q=0 .E +6X +5x ° __
=
J <1
i=1
di»)
Zauwazmy t Ze wartos¢ wskaznika Q nie zalezy od skkadowej statej b

parametru obiektu, ani tez - w sposéb Jawny - od kroku
prowadzana byda identyfikaoJa. Wartos¢ wskaznika Q
konkretnyoh realizacji wielkosci wejsoiowej.
padki szczegllne:

n, w ktérym prze-
zalezy natomiast od
Hozwazyray wiec df£tej dwa przy-

a) Wielkos¢ wejsciowa o wartosci stalej

Przyjmujgo x. oonst = xq otrzymamy:
_ kok+l - (k+l)ot +I1>2 + g2 ~ + @ tofk)(1-ov) s5)
Q=X Cloon(l -ar) (L-ak) (i+d

Przebieg zaleznosci wskaznika Q od poszczegdélnych wielkosoi wystepuja-
oyoh w réwnaniu (15) ilustruja rys. la,lb.

Analiza tych rysunkéw pokazuje, ze oelowe jest poszukiwanie takich war-
tosci optymalnyoh k oraz oG ktéro minimalizuja, przy danych < i o war-
tos¢ wskaznika Q. Przykdady wartosoi kOpt» “’opt przedstawia tablica 1.
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Tablica 1
Optymalne wartosci liczby pomiaréw oraz wspétozynnlka wagi
IR 2 5 10 20 30 <t0 50 100 1000
kopt 2 5 7 12 15 19 22 35 172
nopt 0.5 0.65 0.81 0,87 0.90 0.92 0.93 0.95 0.99
Agrnn 0.26 0.5U 0.69 0.80 0.81* 0.87 0.88 0.93 0.98

Przy wzroscie liczby pomiaréw- k wskaznik Q dgzy do pewnej wartosoi
granioznej zaleznej od ct. Wartoéc’: te obliczymy nastepujaco:

Van =/~ i Clo{°2(® ,2t" ) (16)

Poszukujao minimum QgrfUl w funkcji & otrzymamy réwnanie

- -ffF = o, an
@ *3 02
&2
ktéore posiada Jedno rozwigzanie dla O<al<l, o ile — > 1. Wartos¢ of,

dla ktérej Qgran przyjmuje minimum nazywaC bedziemy 'mot graniozne"
Przyk#adowe wartosoi otgran podano réwniez w tablioy 1. Zauwazmy jeszcze,
ze rozwazenie przypadku granicznego przy &— 1 prowadzi do zaleznosoi

(18)

znanej z literatury [3,5] Jako rozwigzanie przypadku, tzw. modeli ruoho-
myoh.

b) Wielkos¢ wejsoiowa zmienna losowo

Przyjmijmy, ze sygnakt wejsSciowy xA stanowi oigg niezaleznych realiza-
cji zmiennej losowej o rozkkadzie"normalnym N(m,e'). Dla wyznaozenia waka-
zanyoh w rownaniu (14) wartosoi oozekiwanyoh wykorzystamy metode przybli-
zong, opartg na linoaryzaoji funkcji zmiennych losowyoh [2].- Zak¥adajao
mianowicie, ze dla funkcji n argumentéw losowyoh

Y _ X1, X5, ~n) (19)
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znane ag wortosoi oczekiwane i warianoje jej argumentéw

E(X1) = mit  V(xt) = 6%  i=1..... n @0)

mozemy Ffunkcje (19) rozwina¢ w szereg Taylora w otoczeniu punktu Mfm™m,,,

mn )< Ograniozajgo sie do liniowyoli wyrazéw rozwiniecia wyznaozymy

wartos¢ oczekiwang i1 warianoje funkoji (19) weddug nastepujgoyoh przybli-

zonycdh. zaleznosci N

E [FOXAF...,Xn) S FIECK, )... .LECM)] = F(ml,...In) (2D

V f (X1 X)) 's \ (=) v(x,). @2)

Zastosowanie zaleznosci (21,22) pozwolito na wyznaczenie wartosci wskaz-
nika Q w naotepujaoej postaci:

Q =io (1d2 + a . faji +rici) B
w w w
wa 4 2
+ , T * + +K __‘%)B (23)
gdzie:
w= Yl vi= ¥ a1y W, - Vo j2iG-D)
1~ i=1 - 541
w5 = y «3(i-,)
i=1 1=1 i=i
B=2 1-
a  p

Ilustraoja uzyskanyoh rozwigzan jest rys. 2 pokazujacy dla wybranego
przypadku granioznego, ze zmiennos¢ sygnatu wejsciowego powoduje tylko nie-

wielkie powiekszenie wartosoi Otgran'
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Rys. 2. Wykres zaleznosci wskaznika Q _od wspokczynnika wagi o« dla loso-
wo zmiennej wielkosoi wejsciowe]

3. Wlasnosoi modeli wielowymiarowych

Rozpatrywa¢ bedziemy posta¢ wskaznika (7) w przypadku modelu wielowy-
miarowego (5).
Zauwazmy, ze



Identyfikacja obiektéw niestacjonarnych.. 139
Stad:

sn = (-T- z = £ + (n+l)o - (XTV x)"1,XT W(-D X o + e). 25)

Wprowadzajac powyzsze wyrazenie do (8) oraz (7) otrzymamy:

« = E {(n+1 " ~n+1)2} = E{[5n+l WiTi 20 E ¢Sn+l +

+ (XTV X)-1XT¥ e]]2} (26)

Zauwazmy, ze wartoo¢ wskaznika Q nie zalezy w sposéb Jawny od obwili
ozasu n, w ktérej dokonano Identyfikaoji.

Wykorzystujac zatozenia o wlasnoioiaoh zakt6oerh mozemy przeksztatoio
Wskaznik Q do postaoi:

E {[iL 1 [(iTi i)_1 i £112 } + E (in +15n+1)2} +

n P

6 W X)* ]2, (€1))

*

£ £
i=n-k+1 J=1

Do dalszyoh rozwazali przyjmiemy zatozenie, ze wektor wielkodoi wejooio-
wyoh jest realizaoja zmiennej losowej o wlasnoioiaoh

EfzA) = Bj, v(xji) = 6, i =n-k+l,...,n ©8)

J = 1,«==,p.
Wskazane w réwnaniu (27) wartoioi oozekiwane wyznaczymy wykorzystujac

przedstawiong uprzednio metode uproszczong.
Otrzymamy wtedy:

Qo S Je(x™+1) [e(XT¥ )1 1. E(XTW D x). o j2, 29

Zauwazmy, ze
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Oznaczmy

V =eC;n)

Z uwagi na wkasnos¢ (@8) wartoooi elementéw macierzy V nie zalezg od .
Mamy wobeo tego

K
EXTVvx) =v. V a1 (31)
TTi
K
e(XTVDX) =V . v iall @2
1=1
Stad:
k .
" i op
¥ ) <£ < >
/]
1=1

WartoA¢ drugiego sktadnika wyrazenia (27) otrzymamy po prostyoh prze-
ksztatceniach

Q=" j5§)6%. (3>)
F1 3

Dla ostatniego sktadnika otrzymamy

v Vg2 JEUj A n-i) [GTW X)] 1 EMXn+1l)] (35)
I=n-k+1 Pij ]

Zauwazmy, le
EJiniNt " —~1= W17 W2* ” W1 " Wpl

gdzie: wi - Aji* @nN
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Kamy wobec tego

z * P
r - V (3«)
(V™>1-1)2 J=1 J
i=1
Ostatecznie:
gM jsetV.r. (*+1)«k+If (f )2 +

\ (I-ct)(-«k) / =t

Y(.* +6\) 62 + Voo6* < 9

n sJ > (,-a <,,«> Ssi" ]} J e
Zauwazmy, ze przyjmujac wielkosci zastepcze

°zast = 2 7j°J’ 4 zast ‘7 6. (40)

J=1 Jn

mozemy przeksztatci¢ wyrazenie (39) do postaci roéznigoej sie od rdéwnania

{15)\ tylko skdadnikiem ‘]P\eio,G'2 . Tak wiec stuszna pozostanie w tym przy-

J1 3 J
padku analiza zaleznosci wskaznika Q od k oraz o zilustrowana ryeunka-

mi la, 1b. Podobnie zamieszozone w tabeli 1 wartos$oi kopt> <*opt”’ ‘“gran

odpowiadajg analogioznym wartosciom ilorazu ff “aet”~zast* Oczywiscie *o-
+30zy¢ nalezy teraz dodatkowy warunek, aby kopt” p. V przeoiwnym wypad-
ku nalezy przyja¢ kopt = P i wyznaczy¢ nowg wartos¢ £opt*

Podkreslmy jeszcze, ze po obliczeniu granioznej wartosci

<x— 1 j=i j= 3 3 j=i

+atwo rozwigza¢ mozna zadanie optymalizaoJdi samej tylko liczby  pomiaréw
dla wspomnianej metody modeli ruohomyoh w przypadku wielowymiarowym.

Dla poréwnania zgodnosoi przedstawionych rozwigzan z danymi eksperymen-
talnymi przeprowadzono identyfikacje - przy wykorzystaniu przedstawionej
metody - obiektéw symulowanych numerycznie. SymudaoJdi dokonano w oparciu
o réownanie (i), przy czym wielkosci xt oraz " uzyskano z generatoréw
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liczb paeudoprzypadkowyoh. o rozkdadzie noraalnym. Wyniklocs badan Lj-iu war-

tosé wskaznika .

=1 J J_f
Q= %G d ML, a2)
J=1
gdlisi
N - 11066 ubrednien.
V, »100 b2=75 1N*50
el*0.04 07Ma0.02 c¢c”™»0.015
»0.81 =0.2 6= =0.25
S1 2 *3
Lj»1lQ Ojsl 5 b”»20
G»2 6"*4
3a saot
30 = ‘sast
Z00 .
a-0.&
ci-0.8 _
- - U-0.7
100
Rya. 3a. Pordwnanie eksperymentalnych i teoretyoznyoh wykresow wskaznika
i wspotczynnika wagicE. Parametry modelo-

Q w funkcji liczby pomiarow
wanych dwu- 1 tréojwymiarowych obiektéw podano na ryounkaol
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"»100 et
a4 «270,38
g,,:fo.% eh0.5
a,*10
54074 &4
& it 10
n - Gs
-._-a

A=100 b2«75

0.»0.04 ¢2=0,02

ne>0,31 0=0.2
«l

2
0,010 »2=15
<j»2 (2*3
» 10

Ry». 3b. Poréwnanie eksperymentalnych i teoretycznych wykresow wskaznika
Q w funkoji liczby pomiaréw Kk i wspotozynnika wagi ef. Parametry modelo-

wanyoh dwu- 1 tréjwymiarowych obiektdédw podano na rysunkach
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Przykkady otrzymanych z badan numerydznyoh wykreséw wskaznika Qa zesta-
wiono na rys. 3 z wykresami zaleznosoi tooretyoznyoh uzyskanymi na drodze
tabelaryzaoJdi wyrazenia (39).

Wyniki obliczen pozwalajg na sformutowanie nastepujacych wnioskow:

- wartossoi wskaznika Qa sa na ogot wieksze od przewidywanych, ohociaz
ksztatt krzywych Q i1 Qs Jest zblizony.

- przebiegi wskaznika <g w funkcji k wskazujg na pewne powiekszenie
optymalnej wartosci k w stosunku do przewidywan tooretyoznyoh.

- przebiegi wskaznika Qs w funkoji wspétczynnika wagi o« pozwalaja stwier-
dzi¢ duzg zgodnos¢ przewidywanych teoretyoznio i wyznaczonych ekspery-
mentalnie optymalnych wartosci Q .

Dobor wspétczynnika wagi w przypadku rekurenoyJnego algorytmu MNWSK
Zadanie wyznaozania wspotczynnikéw modelu metodg NWSK posiada,obok roz-

wigzania klasyoznego Jednokrokowego (6), znane rozwigzanie rekurenoyJne da-
ne ukdadme rownanl

2n+l ~ -n + /n-n-n+ttyn+l < -n+l-nN
Pn+l = (-n - -nin+,/nil 1fp> *3>
/n = + in+lEnin+ir

Warunki poozgtkowo dla tyoh réwnan wybiera sie zwykle w postaoi

2M=2> Eo = I*& *©

gdzie:
/i - duza liozba (np. : 3= 10M).

Dla wskazania drogi wyznaczenia optymalnej — w zdefiniowanym poprzednio
sensie - wartosci wspotozynnika @ rozpatrzmy nastepujgoe réwnania wyjsoio-
we prowadzgce do postaoi rekurenoyJnej

@\nl_ En)gﬁ\—/n\—/n
By = CGRWeXp) 1, ()

TRZnane sg rowniez inne warianty rownan (*0) uzyskane dla inaozej zdef*i-
niowanyoh wspotozynnikéw wagowyoh (np. [4])- Metoda rozwigzania takich
przypadkow bydaby identyczna do przedstawionej .
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przy czym z zatozenia det()gl’\jn X )} 7=| 0,

= yi ol 0
— u cca- 2
Xn - l Xn = o - (45)
T ‘ot
v 0 1

Zauwazmy, ze rownanie okreslajgoe wspétczynniki modelu w postaci (44) roéz-
ni sie od rozpatrywanego poprzednio wariantu (6) Jedynie liczbg wykorzysty-
stywanyoh pomiaréw. Powtarzajac analize wskaznika Q weddtug punktu 3 o-
trzyraamy wieo zaleznos¢ (39), przy czym k=n. Ze wzgledu na wskazang po-
przednio wkasnos¢ szybkiego ustalania sie wartosoi wskaznika Q przy zwie-
kszaniu liczby pomiardw, interesujgog dla algorytmu rekurenoyjnego Jest
tylko wartosc¢ graniozna

loc
gran. i, = i-ra) ( nicg) + (mj + * 3+ 5 1+0C (46)

= z

—«= - Jz'=l 3=i JF1
Przyktadowe wartosoi dﬁn&ﬂ’ dla ktoéryoh Qgran przyjmuje minimum przed-
stawia tabela 1 (dla zastepozyoh wielkosci °zaat* "~z zast™*

Zaproponowane rozwigzanie poréwnano z wynikami identyflkaoJdi obiektéw
symulowanych numeryoznio. Przyktadowe wykresy wskaznikow Q 1 Q w Ffunk-
cji ot (dla kroku n = 100) przedstawia rys. 4. Wartosoi wyznaczone
z wykresow eksperymentalnych sa nieznaoznie wieksze od przewidywanych teo-
retycznie.

5, Podaunowanle

Przedstawione rozwazania doprowadzidy do zaleznosci pozwalajgoyoh na
wybor optymalnej liozby pomiaréw k oraz wspétozynnika wagi oC, w przy-
padku identyfikaoji Obiektu niestacjonarnego metodg najmniejszej wazonej
sumy kwadratéw. Uzyskane przyblizone rozwigzania poréwnano z pozytywnymi
rezultatami, z wynikami identyf.ikaoji obiektéw symulowanych numerycznie.

Podsumowujac whkasnosoi analizowanyoh wariantéw MNWSK podkreslic¢ natozy
szozeg6lng przydatnos¢ algorytmu rekurenoyjnego do zastosowan w systemaon
sterowania w ozasie rzeozywistym. Wynika ona z oszozedno$oi pamieoi wyma-
ganej dla przeohowywania danyoh pomiarowych oraz prostoty, a tym samym
szybkosoi obliczen.

Istotnym problemem wymagajgoym wyjasnienia Jest fakt, ze mozliwos¢ do-
boru optymalnych k i oc uzalezniona jest od znajomosoi parametréw cha-
rakteryzujacych niestaojonarnos¢ obiektu (o) i"zaktocenia losowe (67).0ce-
na tyoh parametréw Jest mozliwa, leoz wymaga zastosowania bardziej ztozo-
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nyoh metod identyfikaoJdi, np. tzw. modeli nioetaoJonarnyoh [1,3] lub mo-
deli ruohomyoh z predykcja [3]- Poréwnanie afektywnoJoi IldentyflkaoJi wy-
mienionymi metodami [3] z HNWSK nie uzasadnia na ogol stosowania tak sto-
tnych metod do bietaoej ldentyfikaoJi w systemach ozasu rzeozywistego.Ce-
lowe Jest natomiast ioh okresowe wykorzystanie do aktualizacji optymal-
nyoh warto6oi k oraz <X
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nojtegesue peneHas cpaBBeao c peayjLiaxaMH jpnJipoBoro uoxexHpoBaHix.

the identification of mom-stationary plants

BY THE WEIGHTED LEAST - SQUARES METHOD

Summary

The paper oonoerns the problem of finding of tho optimal length of the
measurement series and the weight ooeffioient in the case of the identifi-
cation of nonrStationary plant by using the method of weighted least-squa-
res.

Tho problem of finding the weight coefficient for the reoursive algo-
rithm of this method is presented separately.

The theoretioal results are oompared with the results of the numerical
simulation.



