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IDENTYFIKACJA OBIEKTÓW NIESTACJONARNYCH 
METODĄ NAJMNIEJSZEJ WAŻONEJ SUMY KWADRATÓW

Streazozenie. W pracy przedstawiono problem doboru optymalnej 
długości seriipomiarów oraz współczynnika wagi w przypadku iden­
tyfikacji obiektu niestacjonarnego metodą najmnlejszej ważonej su­
my kwadratów.

Odrębnie rozpatrzono problem doboru współozynnika wagi dla al­
gorytmu rekurenoyjnego tej metody.

Otrzymane rozwiązania porównano z wynikami badań symulaoyjnyoh.

1. Wprowadzenie

W grupie metod identyfikacji obiektów niestaojonarnyoh wyodrębnić moż- 
na algorytmy wynikająoe z modyfikacji klasyoznej metody najmniejszej sumy 
kwadratów (MNSK). Celem tokioh modyfikaoji Jest nadanie MNSK własności 
ślodząoych, umożliwiających przy okresowym powtarzaniu obliozeń, nadążanie 
za zmieniającymi się parametrami obiektu. Własności takie uzyskuje się 
przez ograniczenie liczby pomiarów wykorzystywanych do identyfikacji i 
wykonywanie obliozeń na podstawie aktualizowanego na bieżąco skońozonego 
zbioru danych bądi też wprowadzenie do kryterium NSK malejącyoh wykładni­
czo współozynników wagowyoh, które zapewniają ellminaoję zdezaktualizowa­
nych danyoh pomiarowyoh.

Przedmiotom niniejszej pracy Jest dobór obu wymienionyoh parametrów 
przy wykorzystaniu do identyfikacji metody najmniejszej ważonej sumy kwa­
dratów (mnwsk).

W pracy rozważana będzie klasa obiektów niestaoJonarnyoh, które opisaó 
można równaniom

yi = 5i2i = ii + + - 0 ' ( 1 )

gdzie:
y^ - wartość wielkości wyjściowej obiektu w kroku i, 

- wektor wielkości wejśoiowyoh obiektu w kroku i,
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g ( i) - funkcja okreólająoa deterministyczne zmiany ozasove parametrów 
obiektu; w praoy ograniczymy się do przypadku

g(i) = i o, oT = [oj, o2 , .., o ] (2 )

- wektor zaklóooń losowych o własnościach

E(Zi) = O (3)

E(z±z p  = RS.ij
- delta Kroneokera

W

Jako reprezentaoję obiektu (i) na przestrzeni jednego kroku pomiarowe­
go przyjmiemy model w postaci

M T M  
yi = ii ij’ (5)

gdzie: ' M ‘ 
“UM .

-d ....
\*o

x ai
- wektor współczynników modelu wyznaozonyoh po J-tym kro­
ku pomiarowym.

Współczynniki modelu wyznaozano będą metodą najmniejszej ważonej sumy kwa­
dratów. Dla przypadku, kiedy.obliczenia wykonane będą po n-tym kroku po­
miarowym otrzymamy

Sn “ (XT¥X)-1XTW£ ( 6 )

przy założeniu, że det(X W x) ji 0, 

gdzie:

X =

' T
in-k+1

T
in
:-1

„k-2

y =
n-k+1

V = , 0 <ci <1 ,

oi - współczynnik wagi
k -> liczba pomiarów wykorzystywanych do identyfikacji, k 5» p.
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Zakładany również, że prooedura identyfikacji powtarzania będzie po kolej­
nych krokach pomiarowyoh, oo zapewnić ma oiągłą aktualność modelu.Intere- 
sująoą z punktu widzenia zastosowań będzie ooona własnośoi predykoyJnyoh 
aktualizowanego na bieżąoo modelu. Jako miarę takiej ooeny przyjmiemy wskaź­
nik

Celem naszyoh rozważali będzie dobór takioh k oraz oc, które prowadzą do 
minimalizaojl wskaźnika Q.
Odrębnie rozpatrzymy model Jedno- i wielowymiarowy oraz przypadek rekuren- 
oyjnej postaci zależnośoi (6).

2. Dobór optymalnyoh parametrów idontyfikaoJi dla modelu Jednowymiaro-

(7)

gdzie:
E(. ) oznaoza wartość oczekiwaną

oraz (8 )

w a g o

Przyjmijmy równanie opisująoe obiekt (1) w postaoi

y^ = z^b+io+z^, (9)

przy czym wszystkie wielkości w tym równaniu zostały zdefiniowane w (i) 
oraz

E(ziZj) . g± i e \ . (10)

Współozynnik modelu

(11)

wyznaozany będzie zgodnie z (i) według zależności (dla J=n)
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Wykorzystując równanie (9) otrzymamy:

k2 i — 1 V  2 v i-1
A / ^ n + l - i *  ___ Xn+1-iZn+1-i

aM = b+o(n+l)-o ------------  +-"~T-------------------- (13)n k  ̂ 1 k i-i
V * 2 «  V  X 2 cc^ n + 1 - 1  _  n+1-i
.1=1 i=1

Obliczymy wartość wskaźnika (7 )

Q = E ({yn+1 " yn+1} }= E ([Xn+1,(b+ c(n+l) + zn+1)-xn+1*an+l]2 }

Przy wykorzystaniu założeń o własnościach zakłóceń ( '.10 ) otrzymamy:

Q = o .E

< ^2 .1-1 n+1-i ̂ k
2 n 2 V  

+ 6 x  + 5 x  ’ __ 
j=1 < 1

i= 1
di»)

Zauważmy t Ze wartość wskaźnika Q nie zależy od składowej stałej b 
parametru obiektu, ani też - w sposób Jawny - od kroku n, w którym prze­
prowadzana była identyfikaoJa. Wartość wskaźnika Q zależy natomiast od 
konkretnyoh realizacji wielkości wejśoiowej. Hozważyray więc d£łej dwa przy­
padki szczególne:

a) Wielkość wejściowa o wartości stałej

Przyjmująo x. oonst = x q otrzymamy:

Q = x
kcck+1 - (k+1 )ot +l>2 + g2 ^  + (1 t ofk)(l-ot))

C1 -  Ot) (1 - a r ) (1 -ak ) (i+of)
(1 5 )

Przebieg zależności wskaźnika Q od poszczególnych wielkośoi występują- 
oyoh w równaniu (1 5 ) ilustrują rys. la,Ib.

Analiza tych rysunków pokazuje, że oelowe jest poszukiwanie takich war­
tości optymalnyoh k oraz oC, któro minimalizują, przy danych <ć>z i o,war­
tość wskaźnika Q. Przykłady wartośoi k0pt» “’opt przedstawia tablica 1.



Rys.

Idontyfikaoja 
obiektów 

nlestaojonarayoh... 
i35



136 S. Kozielski

Tablica 1

Optymalne wartości liczby pomiarów oraz współozynnlka wagi

^ z / c 2 5 10 20 30 <ł0 5 0 100 1000

k  . o p t 2 5 7 12 15 19 22 35 172

^ o p t 0 . 5 0 . 6 5 0 .8 1 0 , 8 7 0 . 9 0 0 . 9 2 0 . 9 3 0 . 9 5 0 . 9 9

^ g r n n 0 . 2 6 0 . 5U 0 . 6 9 0 . 8 0 0.81* 0 . 8 7 0 . 8 8 0 . 9 3 0 . 9 8

Przy wzroście liczby pomiarów- k wskaźnik Q dąży do pewnej wartośoi 
granioznej zależnej od ct . Wartość tę obliczymy następująco:I

V a n  = ^ i C l o { ° 2 ( ^ , 2 t ^ )  (16)

Poszukująo minimum Qgr£U1 w funkcji & otrzymamy równanie

- -ff = o,  (17)
(1- *)3 O2 ¿,2

które posiada Jedno rozwiązanie dla 0<a!<1, o ile ——  >• 1. Wartość ot/, 
dla której Qgran przyjmuje minimum nazywać będziemy "■ ot graniozne" 
Przykład owe wartośoi ot gran podano również w tablioy 1. Zauważmy jeszcze, 
że rozważenie przypadku granicznego przy oć —  1 prowadzi do zależnośoi

( 1 8 )

znanej z literatury [3,5] Jako rozwiązanie przypadku, tzw. modeli ruoho- 
myoh.

b) Wielkość wejśoiowa zmienna losowo

Przyjmijmy, że sygnał wejściowy xA stanowi oiąg niezależnych realiza­
cji zmiennej losowej o rozkładzie'normalnym N(m,e"). Dla wyznaozenia waka- 
zanyoh w równaniu (l4) wartośoi oozekiwanyoh wykorzystamy metodę przybli­
żoną, opartą na linoaryzaoji funkcji zmiennych losowyoh [2]. Zakładająo 
mianowicie, że dla funkcji n argumentów losowyoh

Y _ f(X.| , Xj, ^n) ( 1 9 )
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znane aą wortośoi oczekiwane i warianoje jej argumentów

-2E(X1) = mi t  V(xt) = 6 \ , i = 1..... n (2 0)

możemy funkcję (19) rozwinąć w szereg Taylora w otoczeniu punktu Mfm^m,,, 
. mn)< Ograniozająo się do liniowyoli wyrazów rozwinięcia wyznaozymy 
wartość oczekiwaną i warianoję funkoji (19) według następująoyoh przybli- 
żony oh. zależności N

E [f(X1f...,Xn)) S f [E(X, )... ,E(Xn)] = f(m1,...Imn) (2l)

V f (X1  X )] s  \  (------) v ( x , ) .
i =1 ^ i M

(2 2)

Zastosowanie zależności (21,22) pozwoliło na wyznaczenie wartości wskaź­
nika Q w naotępująoej postaci:

Q = io (Id2 + ą . faji + ri^i) B
w w w

+
w4 w4 2w, + * + + Ą  _ _2) B (23)

gdzie:

V  i —1 V  1 - 1w = > cc V1 = ' i* I
1^1 i=1

w - V  i 2 iC2(i-l) 2 _ _  1 “ ’ 
i=1

i=1 1=1
w5 = y  « 3 ( i - , )

i=i

B = 2 1 -
(1 —  )22;

Ilustraoją uzyskanyoh rozwiązań jest rys. 2 pokazujący dla wybranego 
przypadku granioznego, że zmienność sygnału wejściowego powoduje tylko nie­
wielkie powiększenie wartośoi ot .gran
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Rys. 2. Wykres zależności wskaźnika Q od współczynnika wagi cc dla loso­
wo zmiennej wielkośoi wejściowej

3. Wlasnośoi modeli wielowymiarowych

Rozpatrywać będziemy postać wskaźnika (7) w przypadku modelu wielowy­
miarowego (5).

Zauważmy, że
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Stąd:

S n  = ( - T-  Z  = £ + (n+1)o - (XTV X ) " 1,XT.W(-D X o + e). (2 5)

Wprowadzając powyższe wyrażenie do (8) oraz (7) otrzymamy:

« = E {(yn+1 " ^n+1)2} = E {[5n+1 t(iTi 2 i E ♦ Sn+1 +

+ ( x TV X ) - 1 XT¥  e ] ] 2 }  ( 2 6 )

Zauważmy, że wartoóć wskaźnika Q nie zależy w sposób Jawny od obwili 
ozasu n, w której dokonano ldentyfikaoji.

Wykorzystując założenia o wlasnoioiaoh zakłóoeń możemy przekształoió 
Wskaźnik Q do postaoi:

E  { [ i L l  [ ( i T i  i ) _ 1  i  £ ] ] 2  }  ♦  E  | ( i n + l 5 n + 1 ) 2 }  +

n P
* £  £i=n-k+1 J=1

Do dalszyoh rozważali przyjmiemy założenie, że wektor wielkoóoi wejóoio- 
wyoh jest realizaoją zmiennej losowej o wlasnoioiaoh

Efz^) = Bj, v(xji) = 6 ,̂ i = n-k+1,...,n (28)
j = 1 , « • • , p.

Wskazane w równaniu (27) wartoioi oozekiwane wyznaczymy wykorzystując 
przedstawioną uprzednio metodę uproszczoną.
Otrzymamy wtedy:

Qo S |e(x^+1) [e(XT¥ x)l 1. E(XTW D x). o j2, (29)

Zauważmy, że
k

6 w x ) ‘ ~n+l] 2 }
(27)



Oznaczmy

V = e C ; ^ )

Z uwagi na własność (28) wartoóoi elementów macierzy V nie zależą od i. 
Mamy wobeo tego

k
E(XT V x )  = V .  V a 1- ' ( 3 1 )

TTi

1^0 ______________________________________ _______________S. Kozielaki

k
e(xTV D X) = V . V  i a:1-1 (32)

1=1

Stąd:
kri i-i( \ i oc \ 2 P

¥  ) < £  <” >

/  J
1=1

WartoAć drugiego składnika wyrażenia (27) otrzymamy po prostyoh prze­
kształceniach

Q' = ^ + SZ ) 6 2 . ( 3*» )z    j j z .
J=1 3

Dla ostatniego składnika otrzymamy

V  V g 2  | E U j ^ ^ n - i )  [e (xTW X)] 1 E(xn+1)| (35)
P i  Jl=n-k+1

Zauważmy, le

E x̂jiii^ ' -~1 = lW1’ W2* ”  W1 •' Wpl

gdzie: wi - ĵi* (37)
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Kamy wobec tego

z
 r  • V  (3 « )

*  P

( V * 1-1)2 J=1 J
i = 1

Ostatecznie:

q M j sę t V ..r . ( * + l ) « k‘+ l f  ( f  )2 +

\ (l-ct)(l-«k ) / J=t

Y ( . *  + 6 \ )  6 2 + V  6 *  <=2V  (39)
n  s J > ( , - a  <„«> śi' j J •

Zauważmy, że przyjmując wielkości zastępcze

°zast = 2  ”j°J’ 4  zast ‘ Z 6 ’ .
J=1 J ^

(40)

możemy przekształcić wyrażenie (39) do postaci różniąoej się od równania
/ \ JP o 2(15) tylko składnikiem \6 , 6" . Tak więc słuszna pozostanie w tym przy-

J=1 3 J
padku analiza zależności wskaźnika Q od k oraz cC, zilustrowana ryeunka- 
mi la, 1b. Podobnie zamieszozone w tabeli 1 wartośoi kopt> <*opt ’ “ gran
odpowiadają analogioznym wartościom ilorazu f f ^aet^zast* Oczywiście **o- 
łąozyć należy teraz dodatkowy warunek, aby kopt ̂  p . V przeoiwnym wypad­
ku należy przyjąć kopt = P i wyznaczyć nową wartość £«opt*

Podkreślmy jeszcze, że po obliczeniu granioznej wartości

-  o ■ v /  * i<-5 * Ą  <  ♦ 2  -5 <
< * — • 1  j = i  j = i  J  J  j = i  J

łatwo rozwiązać można zadanie optymalizaoJi samej tylko liczby pomiarów 
dla wspomnianej metody modeli ruohomyoh w przypadku wielowymiarowym.

Dla porównania zgodnośoi przedstawionych rozwiązań z danymi eksperymen­
talnymi przeprowadzono identyfikację - przy wykorzystaniu przedstawionej 
metody - obiektów symulowanych numerycznie. SymułaoJi dokonano w oparciu 
o równanie (i), przy czym wielkości xt oraz sĵ uzyskano z generatorów
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liczb paeudoprzypadkowyoh. o rozkładzie noraalnym. Wyni klocs badań Lj-iu war­
tość wskaźnika .

Q = i y ( , J  _ yMJ f  (I;2)o N 2—J n+1 n+1 '
Jr=1

gdlisi
N - iloóó uórednień.

'300 ■

ZOO  •

100

Rya. 3a. Porównanie eksperymentalnych i teoretyoznyoh wykresów wskaźnika 
Q w funkcji liczby pomiarów k i współczynnika wagic£. Parametry modelo­

wanych dwu- i trójwymiarowych obiektów podano na ryounkaoh.

V, »1 00 b2=75 1^*50
e1*0.04 O^aO.02 c^»0 .0 15

»0.81
S1

=0.2
2 ó-. =-0.25 

*3Łj»1 Q Ojsl 5 b^»20
(S1 »2 6^*4

3a sa o t

's a s t

o1-0.&

c i -0.8 _
- -  U -0.7



Identyfikacja obiektów, nicatao jonarnyoh.. .

— Gs
-._-a

^ = 1 0 0 b2«75
O.,»0.04 c2=0,02
¿„•>0,31 0 = 0 .2

«1 2
0,01 0 »2=15
<¡,»2 ¿2*3

Ł80t
» 10

^»100 y*2*5c '
o1»0*04 «2*0,03 
¿„=>0.86 el»0.251 2a, *10 d2"*20
<̂ *2 &>=4

3s saflt   „ 10

Ry». 3b. Porównanie eksperymentalnych i teoretycznych wykresów wskaźnika 
Q w funkoji liczby pomiarów k i współozynnika wagi ef. Parametry modelo- 

wanyoh dwu- i trójwymiarowych obiektów podano na rysunkach
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Przykłady otrzymanych z badań numerydznyoh wykresów wskaźnika Q zesta-a
wiono na rys. 3 z wykresami zależnośoi tooretyoznyoh uzyskanymi na drodze
tabelaryzaoJi wyrażenia (39).

Wyniki obliczeń pozwalają na sformułowanie następujących wniosków:
- wartośśoi wskaźnika Qa są na ogół większe od przewidywanych, ohociaż 
kształt krzywych Q i Qs Jest zbliżony.

- przebiegi wskaźnika <ig w funkcji k wskazują na pewne powiększenie 
optymalnej wartości k w stosunku do przewidywań tooretyoznyoh.

- przebiegi wskaźnika Qs w funkoji współczynnika wagi oC pozwalają stwier­
dzić dużą zgodność przewidywanych teoretyoznio i wyznaczonych ekspery­
mentalnie optymalnych wartości Ot .

Dobór współczynnika wagi w przypadku rekurenoyJnego algorytmu MNWSK

Zadanie wyznaozania współczynników modelu metodą NWSK posiada,obok roz­
wiązania klasyoznego Jednokrokowego (6), znane rozwiązanie rekurenoyJne da­
ne układme równań1

2n+1 ~ -n + /n-n-n+t^yn+1 “ -n+1-n^

Pn+1 = ( -n - -nin+, /niL 1 £p> (*3 >

/n = + in+l£nin+ir

Warunki poozątkowo dla tyoh równań wybiera się zwykle w postaoi

2M = 2> Eo = i* & 'o
gdzie:

/ i  -  duża liozba (np. : f3 = 10^).

Dla wskazania drogi wyznaczenia optymalnej — w zdefiniowanym poprzednio 
sensie - wartości współozynnika CC rozpatrzmy następująoe równania wyjśoio- 
we prowadzące do postaoi rekurenoyJnej

â 1 — P X^V v ®n -n-n-n-n

p = (x^w x ) 1, (Mł)—n —n—n—n
TT,
niowanyoh współozynników wagowyoh (np. [4]). Metoda rozwiązania takich 
przypadków byłaby identyczna do przedstawionej.
^Znane są również inne warianty równań (*0) uzyskane dla inaozej zdef*i-
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przy czym z założenia det(XTV X ) =i 0,
— n — n —n  7

X = -n
i

•••
 

IM - 
H j

Xn =

y1
■•• II

.n-1 0cC
cca - 2

T
_yn .

'o t0 1

(45)

Zauważmy, że równanie określająoe współczynniki modelu w postaci (44) róż­
ni się od rozpatrywanego poprzednio wariantu (6) Jedynie liczbą wykorzysty- 
stywanyoh pomiarów. Powtarzając analizę wskaźnika Q według punktu 3 o- 
trzyraamy więo zależność (39), przy czym k=n. Ze względu na wskazaną po­
przednio własność szybkiego ustalania się wartośoi wskaźnika Q przy zwię­
kszaniu liczby pomiarów, interesująoą dla algorytmu rekurenoyjnego Jest 
tylko wartość graniozna

gran= l i m  =  i - r a )  ( 2 n j ° j )  +  Z ( m j  +  * 3 *  5

-«= • j=i j=i
1 -O C

1 +oC Z

J=1
(46)

Przykładowe wartośoi oC , dla któryoh Q przyjmuje minimum przed-grcui gran
stawia tabela 1 (dla zastępozyoh wielkości °zaat* ^z zast^*

Zaproponowane rozwiązanie porównano z wynikami identyflkaoJi obiektów 
symulowanych numeryoznio. Przykładowe wykresy wskaźników Q i Q w funk­
cji ot (dla kroku n = 100) przedstawia rys. 4. Wartośoi wyznaczone
z wykresów eksperymentalnych są nieznaoznie większe od przewidywanych teo­
retycznie.

5, Podaunowanle

Przedstawione rozważania doprowadziły do zależności pozwalająoyoh na
wybór optymalnej liozby pomiarów k oraz współozynnika wagi oC, w przy­
padku identyfikaoji Obiektu niestacjonarnego metodą najmniejszej ważonej 
sumy kwadratów. Uzyskane przybliżone rozwiązania porównano z pozytywnymi 
rezultatami, z wynikami identyf.ikaoji obiektów symulowanych numerycznie.

Podsumowując własnośoi analizowanyoh wariantów MNWSK podkreślić nałoży 
szozególną przydatność algorytmu rekurenoyjnego do zastosowań w systemaon 
sterowania w ozasie rzeozywistym. Wynika ona z oszozędnośoi pamięoi wyma­
ganej dla przeohowywania danyoh pomiarowych oraz prostoty, a tym samym 
szybkośoi obliczeń.

Istotnym problemem wymagająoym wyjaśnienia Jest fakt, że możliwość do­
boru optymalnych k i OC uzależniona jest od znajomośoi parametrów cha­
rakteryzujących niestaojonarność obiektu (o) i'zakłócenia losowe (6^).0oe- 
na tyoh parametrów Jest możliwa, leoz wymaga zastosowania bardziej złożo-
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nyoh metod identyfikaoJi, np. tzw. modeli nioetaoJonarnyoh [1,3] lub mo­
deli ruohomyoh z predykcją [3]. Porównanie afektywnoJoi IdentyflkaoJi wy­
mienionymi metodami [3] z HNWSK nie uzasadnia na ogól stosowania tak sło­
tnych metod do bietąoej IdentyfikaoJi w systemach ozasu rzeozywistego.Ce­
lowe Jest natomiast ioh okresowe wykorzystanie do aktualizacji optymal­
ny oh wartoóoi k oraz <X.
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HKEHTH«HKAIiHa HECTAqHOHAPHHX OEbEKTOB C EOMOIHbD PEFPECHOHHOrO ARAAH3A 

C SKCnOHEHmiAJtbHOfl BECOBOß «yHKIBffiß

P e 3 » m •
B paöoxe pacoxoipaao npoöaeny anöopa onxHuajcbHOfi aahhh oepn zawepeHał a 

KoaijxiiHmteHTa Deca b cjtyaae 2XeHTH<]>HitaipiK HeoTahHoaapHMX oÖ-lbktob o nouoąŁc 
perpecBOHHOro aHaaiiaa o BXonoBeBBHaxBBOtt bccoboA (JjyHKmieö.

OxxexwBO npe^oTasAeBo npoörauy Baöopa xoB$$BBHeHX& Beca b pexyppeBTHon 
ajiropaxwe oToro aexo;;a KxeaTB^HKaipiz.

nojtegesue peneHas cpaBBeao c peayjLiaxaMH ¡pnJipoBoro uoxexHpoBaHix.

the identification of mom-stationary plants
BY THE WEIGHTED LEAST - SQUARES METHOD 

S u m m a r y
The paper oonoerns the problem of finding of tho optimal length of the 

measurement series and the weight ooeffioient in the case of the identifi­
cation of nonrStationary plant by using the method of weighted least-squa- 
res.

Tho problem of finding the weight coefficient for the reoursive algo­
rithm of this method is presented separately.

The theoretioal results are oompared with the results of the numerical 
simulation.


