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Streszczenie. Praoa jest proba zwrécenia uwagi na znaozenie

problemu dekompozycji tzw, macierzy Hankla w algorytmie
nej realizacji wg Ho-Kalmana.

Prooedure dekompozycji macierzy prowadzi sie w sposob
czny jak w algorytmie wyznaczania uog6lnionej odwrotnosc
rzy. Procedura nie jest jednoznaczna, co tdumaczy mozliw

minimal-

identy-
i maoie-
0S¢ uzy-

skania w algorytmie minimalnej realizacji wielu realizacji inwa-

riantnyoh. Zilustrowano to przykdadami numerycznymi re
minimalnej algorytmem Ho-Kalmana.

1. Opis dynamiczny ukdadu w przestrzeni stanéw, realizacja min

Rozwazamy wielowymiarowe uktady ciagte, stacjonarne, liniowe.
opisujace ukdad w przestrzeni stanéw maja postac:

X =AX +Bu

y =Cx

Macierz ukdadu - A jest skonczenie wymiarowa (ograniczona liczba
nych stanu), warunki poczatkowe:

oraz
“[n,n] " macierz uktadu o wymiarach n x n;

- macierz sterowanh o wymiarach n x p;

alizaoji

imalna

Réwnania

zmien-

-[n.pl
~h,n] - macierz odpowiedzi o wymiaraoh q x n;
- wektor stanu n-olementowy;
“[9.1] - wektor odchylen sygnatu wyjsoiowego od stanu ustalonego;

H P.1]

- wektor odchylen sygnatu wejsoiowego od stanu ustalonego.
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Transformaoja Laplaoce’a uktadu réwnan (i) po przeksztakceniu prowadzi
do wyrazenia na maoierz transmitanoJi ukdadu:

G @ =C (I -A)-1B. @

Wyrazenie (s Z - a)”1 nozna rozwingé¢ w nieakonozony szereg potegowy [4]o
postaoi:

GG 1 -A)yl =y Al-1 o“l. ®
i=1

Podstawiajac (3) do (2) uzyskany:

00
G(s) = V 1C A1-1 Bs“1l W
1=1
przyjmujac
M¥ = C Ai_1l B ®)
mozemy zapisac:
G(3) = V H* s-i, ®)
i-1
gdzie: dla i = 1,2,..., to nieskonczony ciag rzeozywistyoh (o statych

wspétozynnikaoh) macierzy o wyraiaraoh q x p. Ciag ten przyjeto sie naz-
waé ciggiem parametréw Markowa [3]. Transmitanoja wyrazona wzorem (6) ma
postac¢ nietypowa, niemniej bardzo prosto mozna ja uzyskaé¢ z postaci kla-
sycznej [3][5]- Zwykle bardziej interesujace jest przejscie w kierunku
przeciwnym - to znaczy wyznaczenie opisu w przestrzeni stanéw przy znanej
transmitanoji macierzowej .

Zagadnienie tego typu w teorii regulacji okreslone jest mianem realizacji
ukt#adu dynamicznego.

Definicja 1
Realizacja ma za zadanie nieskornozonemu ciggowi parametréw Markowa M®,

dla i = 1,2,..., przyporzadkowa¢ trzy rzeczywiste maciorze A, B, C o skon-
czonej liozbie kolumn i wierszy i takie, aby:

Mi = £ Al1-1

gdzie macierze A, B, C, M okreslono we wzoraoh (1) i (7). Realizacja
algebraiczna, ktéra z wszystkich mozliwyoh daje rozwigzanie o minimalnej

liczbie zmiennych stanu (minimalnym wymiarze macierzy A) nazywana jest re-
alizacja minimalng, 00 zapisuje sie |a, B, cj.
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Opia dynamiki ukdadu *a pomocg traneraitancji ujmuje te czes¢ uktadu dy-
namicznego, ktéra Jost w pedni sterowalna i1 obsorwowalna [4],

Opia, ktoéry w przestrzeni standéw bedzie posiadat analogiozne wkasnosci
winion mie¢ minimalny wymiar [U], z tego wzgledu zainteresowano sie pro-
blemem realizaoji minimalnej, tym bardziej Za opracowane algorytmy wyko-
rzystywano sa do identyfikacji wielowymiarowych ukdfadéw dynamicznych, do
wyznaczenia opisu w przestrzeni stanéw w ciggu danych pomiarowyoh wejs¢ i
wyjs¢ wielowymiarowego ukdadu [2],[3].[5]-

Algorytm, ktéry zapewnia uzyskanie realizacji minimalnej zostat podany
po raz pierwszy przoz Ho i Kalmara [3]-

2. Szkio algorytmu minimalnej realizacji Ho-Kaimana

Ukd#ad opisany tranomitancja naoierzowa G(sS) w prosty spos6b mozna spro-
wadzi¢ do réwnowaznej postaoi okreslonej wzorem (6) zawierajacej nieskon-
czong sekwencje parametréw Markowa dla 1 = 1,2,... ,

Udowadnia sie, Ze parametry Karkowa okreslone zaloZnos$oig (6) spetnia-
ja tzw. kryterium realizowalnosoi [2],[3]-

Twierdzenie 1.(kryterium realizowalnosoi)

Ciag dla i € 1,2,... jest realizowalny, tzn. posiada skohozenie wy-
miarowa realizaoje wtedy i tylko wtedy, gdy
r

vV VA M J 2 ai —r+j-1 (8)

r{ar}j3>1
gdzie:
an - skalary; - o0igg parametréw Markowa;
r - indeks realizowalnosoi uktadu dynomioznego;

Interpretacja odpowiednich wielkosoi dla ukkadu jednowymiarowego o tranami-
tonoJi

<> fet < g ypi1sd . ¥ Bald + g T <>

Jest nastepujgoa:

rem; indeks realizowalno$oi ogélnie réwny jest stopniowi) wielomianu ze-
rujgoego maolerz A réwnan stanu (i), opisujgoyoh ukdad minimalny
NMain™*
dla i = 0,1,..., r oraz ar+” = aB+i = 1i ogdlnie moZnattrak-
towa¢ jako ujemne wspoédczynniki wielomianu zerujacego macierz
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Z danego nieskonczonego ciagu parametrow dla i = 1,2,..., twrzy, sie
tzw. uogélniono macierze Hankla (10), (11}, w ogélnym przypadku zawieraja-
ce nieskoniczong liczbe wierszy i kolumn.

Zgodnie z kryterium roalizowalno6ci w macierzach Hankla jedynie pier-
wszych r kolumn i r wierszy blokowych jest liniowo niezaleznych - dla-
tego zapisuje sie je w postaci:

- macierz Hankla H_

) Y

H = *3 Mp+1s

—r - [ar,pr] {0)
Mp My —2r-1i

macierz Hankla ﬂr przesunieta o 1 parametr wzgledem Hr

X 3 Mr+r
-3 Ma iir+2
- - ~[ar,pr] an
—r+2 -2R
Dysponujgo macierza wyznacza sie nieosobliwe maciorze P, Q i takie,

aby spekniaty zaleZnosoi

- M?

PHQ

2)
° [qr.pr]

gdzie odpowiednio:

P, O - macierze kwadratowe P, .,

E Paarr Qo]

n - wymiar realizacji okreslony réwnaniem [2],[3]., I[5]1:

n - rza‘d i»r}
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W praoaoh [2],[3] udowadnia sie, ze minimalna realizacja |a, B, cjz nie-
skonczonego oiagu , W przypadku ogélnym p ~ g, ma posta¢ okreslonag za-
leznos¢ iarai :

~In.nl = -[n.qr] - [gr.pr] 2-[pr.n]

“h>P] ~ -[“.ar]-[ar.p]

~[g>n1  ~ [q.pr]-[pr.n]
.
gdzie przyktadowo zapis qrj odpowiada uwzglednieniu w macierzy tylko
pierwszyoh n wierszy (n " gr).

Algorytm minimalnej realizaoji jest stosunkowo prosty. Jedynag trudnosé
zwigzang z koniecznosciag obliczania odpowiednich macierzy P i Q usuwa mo-
zliwo$¢ zastosowania algorytmu Andree, wykorzystywane w wielu praoaoh [,
[51-

Algorytm Andree w swojej pierwotnej postaci przewidziany by+ dla macie-
rzy gr kwadratowej, oo w wielu przypadkaoh dyskwalifikowatoby caty algo-
rytm Ho-Kalmana w zastosowaniaoh. praktycznych.

Minimalna realizacja uk#adéw dynamicznych o réznej liczbie wejsé¢ i wyjsé
wymaga rozszerzenia pierwotnie wasko rozumianego algorytma Andree do al-
gorytmu wyznaczania uogélnionej odwrotno$oi macierzy Hr.

3. Uogélniona odwrotnos$¢ maolerzy

Niech A i Z beda dowolnymi macierzami prostokatnymi,o tej samej licz-
bie wierszy (w szozeg6lnosoi Z moze byé wektorem). Réwnanie rnaolerzowo

AH=7Z 14

w przypadku, gdy Ajest macierza kwadratowa nioosobliwg, ma zawsze roz-
wigzanie :

H=A1 2

gdzio A" o0znacza odwrotno$¢ maoierzy A. Rozwigzanie to jest Jedyne. W
przypadku maoierzy A prostokatnych (ogélniej osobliwych) nie mozna mé6-
wi¢ o odwrotnos$oi A-1 w zwykkym sensie, a jedynie o p3eudoodwrotnosei AT,
Pojecie pseudoodwrotnosci A+ dla dowolnej maoiorzy prostokatnej A w na-
turalny sposéb uogdélni+ C.R.Rao [7] zadajac, aby dla kazdej maoierzy Z,dla
ktérej rownanie (14) nie jest sprzeozne, macierz H = A+Z bydta rozwigzaniem
(by¢ moze nie jedynym). Okazuje sie, ze tak zdefiniowania odwrotnos¢ A+ i-
stnioje dla kazdoj maoierzy prostokatnej A. Nazywa sie ja odwrotnosoia
uogoélniong, czasem g - odwrotnosoia dla odrdéznienia od MP - odwrotnosci
(odwrotno$oi Moore®a-Ponrosego) [6).-
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* Ponizej przedstawiono podstawowe wiasnosci zwigzane z uogd6lniong odwrotno-
Scig macierzy A.
- - /
Twierdzenie 2

Dla kazdej macierzy Aidstnie]ja takie nieosobliwe macierze kwa-
dratowe P[mj i a[n]> ze

PAQ=1J (15)

gdzie:
~[rt I —[r,n-r]
1

J = wep s ; r=rzad jAj 16)

Q[n-r,rji } % In-r,n-rr

Xll}]i — macierz jednostkowa r x r.

Dowdd twierdzenia w pracy [6],
Maoierze P, Q mozna rozbi¢ na podmaoierze:

-[»r

Q[m-r,n]’

Twierdzenie 3

Macierz A+ Jest odwrotnoscig uogélniong macierzy A wtedy i tylko wte-
dy , gdy mozna ja przedstawi¢ w postaci:

A =SF +EUF +SVG + E¥G (18)
gdzie:
—_ - - = N 1 1 1
U =u, n-r r vV = V—fr,m—r L V=V, J sa dowolnymi uderzani o
podanych wymiaraoh; r = rzad {Aj; maoierze F,G,S,l1 okreslaja zalezno-
sci (17).

Dowéd twierdzenia w pracy [6]-
Jezeli prwyja¢, ze U, V, V sg uderzani zerowymi wéwczas wzér (18) re-
dukuje sie do wygodnej dla obliozen postaoi

—+ = -« =aph,r]£fF ] a9
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Whasnosé 1

Macierz A* jest odwrotnoscig uog6lniong macierzy A wtedy i tylko wtedy
gdy

AA+ A=A (20)

Dowéd w praoy [6]-
Odwrotnos$¢ uogélniong A+ macierzy A nazywa sie wzajemng wtedy i tylko
wtedy, gdy

A+ A A+ = A+ @)
ozyli, gdy zarazem A jest odwrotnoscig uogélniong maoierzy A+.

WEasnosé 2

Dla kazdej maoierzy A kwadratowej i nieosobliwej macierz odwrotna mo-
zna przedstawi¢ w postaoi:

A-1 = 2. P Q2)

Dowéd w praoy [11
Réwnanie (22) wynika z réwnania (19), bo jezeli m =n oraz m * rzad |a]
wéwczas A-1 = A+.

A. Algorytm obliozania uogélnionej odwrotnosoi maoierzy

Dla kwadratowyoh maoierzy P i ktére na poozatku sg macierzami jed-
nostkowymi I{*g oraz Ii 5, tworzy sie maoierz pomooniozg jlL.
~ n

P 1 A
3 @23)

ogélnie: P =P[m]5 £ =£ [n]i h. = ~[m,n]

1. 0 ile element a)(6 i jest zerowy mozna zamieni¢ pierwszyoh a wier-
szy lub n oatatnioh kolumn maoierzy pomocniczed 3, az element diago-
nalny maoierzy A (al”-bedzie roézny od zera.

2. Jezeli ajl1 f 1 woéwozas dzieli sie pierwszy wiersz maoierzy pomocni -
ozej przez a"l.
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3.

Odejmuje sie pierwsza kolumne maoierzy A kolejno od kolumny drugiej
ze wspolozynnikiem aj2> oc* kolumny trzeciej ze wspéfczynnikiem N itd.
dla kolejnyoh n kolumn.

Czynnos$¢ powtarza sie dla wierszy: pierwszy wiersz maoierzy A odejmu-
je sie kolejno od wiersza drugiego ze wspédczynnikiem a2l1, od wiersza
trzeciego ze wspéiczynnikiem a” itd. dla kolejnych m wierszy, az
przetransponuje sie maoierz A do postaci zawierajacej w pierwszym
wierszu i pierwszej kolumnie zera poza elementem diagonalnym a”~ = 1.
Wszystkie operacje wykonane na macierzy A wykonuje sie jednoczes$nie
na wierszach i kolumnach macierzy P, Q. Po tym etapie wskaznik dekom-
pozycji macierzy A wynosi: k = 1.

Maoierz pozbawiamy wiersza zawierajacego pierwszy wiersz macierzy A
oraz kolumny zawierajacej pierwsza kolumne macierzy A. Powtdrzenie oy-
klu ponownie od punktu 1 zwiekszy wskazZznik dekompozycji o jeden. Przej-
Scie do poczatku obliczen na k-tym etapie dekompozycji macierzy A, kto6-
ra ma postac:

+KK I - [k,n-K]
(2h)
— [-k.K] A o[ra-k,n~K]
gdzie podraacierz A(k) mozna rozpisac:
GRS
qGY)
a *
nQ,Q+1 **e an(k')4
nastepuje po upewnieniu sie ozy podmaoierz A(k) nie znika tzn. albo
k=m, albo k=n, albo zawiera wyrazy zerowe. lInaczej konczymy al-
gorytm przechodzac do punktu 5-
5, Jezeli podmaoierz A(k) znika badz Jest macierza zerowg wowczas
rzad |AJ = rzad = k (5)

k réwne jest ilosci jedynek na diagonalnej zdekomponowaned maoierzy A.
Uzyskane maoierze P, Q czyniag zados¢ zaleznosoi (16), uogélniong od-
wrotnos¢ okresla réwnanie (19), spednione sa réwniez réwnania (20)i(2l),

Przedstawione w punktach 2 i 3 czynnosci mozna réwniez wykona¢ po zmianie
rolami kolumn i wierszy [6]. V sposéb najbardziej dowolny mozna zorganizo-
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waé¢ poszukiwanie elementu, ktéry winien znalezé sie na diagonalnej macie-
rzy A(k) na miejscu a™k = 0. Mozna przeszukiwa¢ np. najpierw k-ty“wiersz
potem k-ta kolumne; mozna inaczej - znaczenie ma kolejno$¢ przesukiwania
elementéw macierzy. Ze wzgleddéw numerycznych mozna réwniez szuka¢ w catej
podmacierzy QY elementu najwiekszego oo do modutu.
Za kazdym razem znaleziony element umieszcza sie na miejscu a” badz dro-
ga zamiany, badz droga dodawania odpowiednich kolumn lub wierszy do sie-
bie.

Kazda z metod prowadzi do réznych dekompozycji macierzy A, a wiec roéz-
nych P, Q. Uog6lniona odwrotnos¢ macierzy A jest wiec istotnie niejed-
noznaczna,

5. Przyktad numeryczny

Dana jest transmitanoja g (s):

G6(s) =F-—i- 2 ~3+2 2]
Ls + 1) G+ 1D J

Cztery pierwsze parametry Markowa maja postac:

M, = [0-11J M2 = fi4]; M3= j-2 -7]; =[3 10] ;

Poczawszy od parametru wszystkie kolejne sg liniowo zalezne od dwfoh
poprzednioh, oo mozemy zapisac:

JEI {»2+J = -»1+j -2»j}
Zgodnie z kryterium realizowalnosoi dane parametry Markowa posiadaja skonh-

czenie wymiarowa realizacje, istotnie - indeks realizowalno$oi r = 2. Ma-
cierz Hankla przybierze postac:

O - 1 1 4
1 4 -2 -7
V pierwszym kroku dekompozycji macierzy dla znalezienia elementu réz-

nego od zera na miejsce a™ szukano na przemian w pierwszej kolumnie i
pierwszym wierszu: at{, af2t " * Pierwszym elementem byt **2]° zamienio-
no wiec wiersz drugi z pierwszym. Po dekompozycji macierzy uzyskano
nastepujaco macierze P,



178 Z. Mitek

rzad macierzy Hankla réwny wyraiarowi realizaoji wyniést 2. Uogdlniona od-
wrotnoié macierzy H,, jest réwna:

Realizaoja minimalna ma postaé:

-2 1~ 1 \"
1 il 0_ 5 = 0 1
gi 0 -
Przy inaczej prowadzonej dekompozyoJi macierzy w pierwszym kroku szu-
kam na przemian najpierw w wierszu, potom w kolumnie: al2, a.~, ... . Uzy-

skano inne maoierze P, g.

0 1 -2 -9
-1 1 0 1 it
p = -
it a 0 0 1 0
0 0 o0

a tyra samym i vyniki realizaoji minimalnej

— — "0 1

2 = Bs =

£z = [-1 «l

V niniejszej praoy zamieszozono przyktady Jedynie dwu sposobéw dekompo-
zyoji macierzy Hankla z siedmiu przeliczonyoh przez autora. Dla praktyoz-
nyoh obliozeé wystarczy zdeoydowad sie na Jeden z wielu sposobéw dekompo-
zyoji. Za kazZzdym razem uzyskuje sie identyozne wielomiany charakterystycz-
ne 4(s) .
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V przeliczonym przypadku jest on réwny:
A@ =1+ 202 + a*

Wnioski

Z przeprowadzonych, rozwazan wynika, ze realizacja minima]l,aa |a, B, cj
okreslona wzorem (13) nie jeat Jednoznaozna, bowiem macierze P, mozna
obliczy¢ w rézny apoadb, roéznie prowadzac dekorapozyoJe raaeierzy Hankla.
Uzyskane réznymi drogami realizacje ag inwariantne wzgledem liniowego prze-
ksztatcenia zmiennych atanu oo znaczy, ze wszystkie realizacje minimalne
danego uktadu wielowymiarowego og izomorfiozne, tzn. okreslone z dok¥ad-
noscig do transformacji podobienstwa:

A2 = r 1+,TS B2 = T-1 B1; £2 = AT
Istotni® tak jest bo:

= £2721 -2 ~ A1 A, T(t-1 B,) = C, Ai_l B,
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OECEEFfiHHAFT HHBEPCHH MATFHJ3 B nPOEJFFIME MHHHUAJIbHOFt PEAJIH3ANISHR

Pe3»ae

B padoie oOpaaaeTc* bhxm&hhgq Ha SHaweHHe npoOxewH xeKOHno3HHHH Tax Hasti-
Baewofl warpmpj raHicxa b axropaiMe xaHnuaxkHOS peaxaaaipix ro-KaxkMaHa,

11pogeAypy ¢exoMnoaKipix aaTpmebt boaSto* tak#m xe oCpaaox, xax b axropxTwe
onpexexeHEX oCqChohhoS kbbspohx MaipHnji, npopexypa He oxBOSHawBan-, hto
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oShchhst BO3MOXHOCTi nojiy’ieHJtH b airopHTMe uaBUualiBHOtt poajiH3agHa mhoto pea-
JiH3anH(t BBBapaaHTHicc. 3to npeACTaBJueHo Ha HyxepaHSCKHX npHuepax HHBHKaiBHofi
peanH3ai(HK axropaiua ro-Kaibuaaa

THE GENERALIZED RECIPROCAL OF THE MATRIX DURING
THE MINIMAL REALIZATION AFTER HO-KALMAN

Summary

This paper provides an attempt at showing the great importance of the
decomposition of so called Henkel’s matrix during the minimal realization
in an algorythm after Ho-Kalman.

The decorapositional prooedure of the matrix is carried out in the same
way as with the algorythm in calculating its general reciprocal. This pro-
cedure is not plain, which means, that there is a given possibility of oh-
tainig a number of the invariable realization during the minimal realiza-
tion of an algorythm. This has been illustrated by the numerical examples
of a minimal realization by help of Ho-Kalraan’s algorithm.



