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Streszczenie. Praoa jest próbą zwrócenia uwagi na znaozenie 
problemu dekompozycji tzw, macierzy Hankla w algorytmie minimal­
nej realizacji wg Ho-Kalmana.

Prooedurę dekompozycji macierzy prowadzi się w sposób identy­
czny jak w algorytmie wyznaczania uogólnionej odwrotności maoie- 
rzy. Procedura nie jest jednoznaczna, co tłumaczy możliwość uzy­
skania w algorytmie minimalnej realizacji wielu realizacji inwa- 
riantnyoh. Zilustrowano to przykładami numerycznymi realizaoji 
minimalnej algorytmem Ho-Kalmana.

1. Opis dynamiczny układu w przestrzeni stanów, realizacja minimalna

Rozważamy wielowymiarowe układy ciągłe, stacjonarne, liniowe. Równania 
opisujące układ w przestrzeni stanów mają postać:

x = A x + B u (i)

y = C x

Macierz układu - A jest skończenie wymiarowa (ograniczona liczba zmien­
nych stanu), warunki początkowe:

oraz

-[n,n] - macierz układu o wymiarach n x n;

-[n,p] - macierz sterowań o wymiarach n x p;

~h,n]
- macierz odpowiedzi o wymiaraoh q x n;
- wektor stanu n-olementowy;

*[9,1] - wektor odchyleń sygnału wyjśoiowego od stanu ustalonego;

H [P,1] - wektor odchyleń sygnału wejśoiowego od stanu ustalonego.
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Transformaoja Laplaoe’a układu równań (i) po przekształceniu prowadzi 
do wyrażenia na maoierz transmitanoJi układu:

G (a) = C (s I - A)-1 B. (2 )

Wyrażenie (s Z - a)”1 nożna rozwinąć w nieakońozony 
postaoi:

(s I - A.)-1 = y  A1-1 o“1. 
i=1

Podstawiając (3 ) do (2 ) uzyskany:
00

G(s) = V 1 C A1-1 Bs“1
1 = 1

przyjmując

Mł = C Ai_1 B (5)

możemy zapisać:

G(3) = V  H± s-i, (6)
i — 1

gdzie: dla i = 1,2,..., to nieskończony ciąg rzeozywistyoh (o stałych
współozynnikaoh) macierzy o wyraiaraoh q x p. Ciąg ten przyjęło się naz­
wać ciągiem parametrów Markowa [3]. Transmitanoja wyrażona wzorem (6) ma 
postać nietypową, niemniej bardzo prosto można ją uzyskać z postaci kla­
sycznej [3][5]. Zwykle bardziej interesujące jest przejście w kierunku 
przeciwnym - to znaczy wyznaczenie opisu w przestrzeni stanów przy znanej 
transmitanoji macierzowej.
Zagadnienie tego typu w teorii regulacji określone jest mianem realizacji 
układu dynamicznego.

Definicja 1
Realizacja ma za zadanie nieskońozonemu ciągowi parametrów Markowa M^, 

dla i = 1,2,..., przyporządkować trzy rzeczywiste maciorze A, B, C o skoń­
czonej liozbie kolumn i wierszy i takie, aby:

Mi = £ A1-1

gdzie macierze A, B, C, M^ określono we wzoraoh (1 ) i (7 ). Realizacja 
algebraiczna, która z wszystkich możliwyoh daje rozwiązanie o minimalnej 
liczbie zmiennych stanu (minimalnym wymiarze macierzy A) nazywana jest re­
alizacją minimalną, 00 zapisuje się |a, B, cj.

szereg potęgowy [4] o

(3)

W
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Opia dynamiki układu *a pomocą traneraitancji ujmuje tę część układu dy­
namicznego, która Jost w pełni sterowalna i obsorwowalna [4],

Opia, który w przestrzeni stanów będzie posiadał analogiozne własności 
winion mieć minimalny wymiar [U], z tego względu zainteresowano się pro­
blemem realizaoji minimalnej, tym bardziej Za opracowane algorytmy wyko­
rzystywano są do identyfikacji wielowymiarowych układów dynamicznych, do 
wyznaczenia opisu w przestrzeni stanów w ciągu danych pomiarowyoh wejść i 
wyjść wielowymiarowego układu [2],[3],[5].

Algorytm, który zapewnia uzyskanie realizacji minimalnej został podany 
po raz pierwszy przoz Ho i Kalmara [3].

2. Szkio algorytmu minimalnej realizacji Ho-Kaimana

Układ opisany tranomitancją naoierzową G(s) w  prosty sposób można spro­
wadzić do równoważnej postaoi określonej wzorem (ó) zawierającej nieskoń­
czoną sekwencję parametrów Markowa dla i = 1,2,... ,

Udowadnia się, Ze parametry Karkowa określone zaloZnośoią (6) spełnia­
ją tzw. kryterium realizowalnośoi [2],[3 ].

Twierdzenie 1.(kryterium realizowalnośoi)
Ciąg dla i t= 1,2,... jest realizowalny, tzn. posiada skońozenie wy­

miarową realizaoję wtedy i tylko wtedy, gdy
r

V V A
r{ar }j3>1

M J i=1
2  ai —r+j-1 ( 8 )

gdzie:
a^ - skalary; - oiąg parametrów Markowa;
r - indeks realizowalnośoi układu dynomioznego;

Interpretacja odpowiednich wielkośoi dla układu jednowymiarowego o tranami- 
tonoJi

“<*> * f e ł  •   — 1 ---- — 5 nTT <»>bo + b 1s + . . .  + ba« + 8

Jest następująoa:
r e m ;  indeks realizowalnośoi ogólnie równy jest stopniowi) wielomianu ze- 

rująoego maolerz A równań stanu (i), opisująoyoh układ minimalny
^4ain^*
dla i = 0,1,..., r oraz ar+  ̂ = aB+i = 1i ogólnie moZnattrak­
tować jako ujemne współczynniki wielomianu zerującego macierz
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Z danego nieskończonego ciągu parametrów dla i = 1,2,..., tworzy, się
tzw. uogólniono macierze Hankla (lO), (11}, w ogólnym przypadku zawierają­
ce nieskończoną liczbę wierszy i kolumn.

Zgodnie z kryterium roalizowalnoóci w macierzach Hankla jedynie pier­
wszych r kolumn i r wierszy blokowych jest liniowo niezależnych - dla­
tego zapisuje się je w postaci:
- macierz Hankla H —r

-1 M~ M—2 —r
H = —r *3 M ,—r+1

• • •
• • •
. • .
M M ,—r —r+ 1 i—2r-1

- [qr,pr] (1 0 )

macierz Hankla H przesunięta o 1 parametr względem H —r —r

X ”3 Mr+r
-3 Mą iir+2
• •
• •

—r+2 -2R _

~[qr,pr] (11)

Dysponująo macierzą wyznacza się nieosobliwe maciorze P, Q i takie,
aby spełniały zaleZnośoi

P H Q =

1 0- M  i

i. o

(1 2 )

[qr, pr]

gdzie odpowiednio:
P, 0 - macierze kwadratowe P, ,, Q,— — lqr] — [pr]
n - wymiar realizacji określony równaniem [2],[3], [5]:

n - rząd i»r}
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W praoaoh [2],[3] udowadnia się, że minimalna realizacja |a , B, cjz nie­
skończonego oiągu , w przypadku ogólnym p ^ q, ma postać określoną za­
leżność iarai :

~In .n] = -[n,qr] - [qr, pr] 2-[pr,n]

“ [n >P] ~ -[“ .qr]-[qr,p]

~[q>nl ~ [q.pr]-[pr,n]
r

gdzie przykładowo zapis qrj odpowiada uwzględnieniu w macierzy tylko
pierwszyoh n wierszy (n ^  qr).

Algorytm minimalnej realizaoji jest stosunkowo prosty. Jedyną trudność 
związaną z koniecznością obliczania odpowiednich macierzy P i Q usuwa mo­
żliwość zastosowania algorytmu Andree, wykorzystywane w wielu praoaoh [2],
[5].

Algorytm Andree w swojej pierwotnej postaci przewidziany był dla macie­
rzy gr kwadratowej, oo w wielu przypadkaoh dyskwalifikowałoby cały algo­
rytm Ho-Kalmana w zastosowaniaoh. praktycznych.
Minimalna realizacja układów dynamicznych o różnej liczbie wejść i wyjść 
wymaga rozszerzenia pierwotnie wąsko rozumianego algorytma Andree do al­
gorytmu wyznaczania uogólnionej odwrotnośoi macierzy Hr.

3. Uogólniona odwrotność maolerzy

Niech A i Z będą dowolnymi macierzami prostokątnymi,o tej samej licz­
bie wierszy (w szozególnośoi Z może byó wektorem). Równanie rnaoLerzowo

A H = Z (14)

w przypadku, gdy A jest macierzą kwadratową nioosobliwą, ma zawsze roz­
wiązanie :

H = A- 1 Z,

gdzio A~^ oznacza odwrotność maoierzy A. Rozwiązanie to jest Jedyne. W 
przypadku maoierzy A prostokątnych (ogólniej osobliwych) nie można mó­
wić o odwrotnośoi A- 1 w zwykłym sensie, a jedynie o p3eudoodwrotnośei A 1", 
Pojęcie pseudoodwrotności A+ dla dowolnej maoiorzy prostokątnej A w na­
turalny sposób uogólnił C.R.Rao [7 ] żądając, aby dla każdej maoierzy Z,dla 
której równanie (14) nie jest sprzeozne, macierz H = A+ Z była rozwiązaniem 
(być może nie jedynym). Okazuje się, że tak zdefiniowania odwrotność A+ i- 
stnioje dla każdoj maoierzy prostokątnej A. Nazywa się ją odwrotnośoią 
uogólnioną, czasem g - odwrotnośoią dla odróżnienia od MP - odwrotności 
(odwrotnośoi Moore'a-Ponrosego) [6).
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* Poniżej przedstawiono podstawowe własności związane z uogólnioną odwrotno­
ścią macierzy A.

Twierdzenie 2 /

Dla każdej macierzy A i s t n i e j ą  takie nieosobliwe macierze kwa­
dratowe P [mj i a[n]> że

P A Q = J (15)

gdzie:

J =

~ [r ł ! -[r,n-r]
I

' “T'

0, i 1 o. ,-[n-r,rj | — [n-r,n-r]

; r = rząd ¡A j (1 6)

X r i — macierz jednostkowa r x r.-Ir]
Dowód twierdzenia w pracy [6],
Maoierze P, Q można rozbić na podmaoierze:

-[»r

G, ,-[m-r,n]

Twierdzenie 3
Macierz A+ Jest odwrotnością uogólnioną macierzy A wtedy i tylko wte­

dy , gdy można ją przedstawić w postaci:

A = S F  + E U F  + S V G  + E ¥ G ( 1 8 )

V = V, ^ j są dowolnymi uderzani o
gdzie:

U = U. V = V r i:- — [n-r ,r] - -[r,m-r]’podanych wymiaraoh; r = rząd {Aj; maoierze F ,G,S,I określają zależno­
ści (17).
Dowód twierdzenia w pracy [ó].
Jeżeli prwyjąć, że U, V, V są uderzani zerowymi wówczas wzór (1 8 ) re­
dukuje się do wygodnej dla obliozeń postaoi

-+ = - “ = a [n,r]£[r fm] (19)
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Własność 1
Macierz A* jest odwrotnością uogólnioną macierzy A wtedy i tylko wtedy

gdy

A Ą+ A = A (20)

Dowód w praoy [6].
Odwrotność uogólnioną A+ macierzy A nazywa się wzajemną wtedy i tylko 
wtedy, gdy

A+ A A+ = A+ (21 )

ożyli, gdy zarazem A jest odwrotnością uogólnioną maoierzy A+.

Własność 2
Dla każdej maoierzy A kwadratowej i nieosobliwej macierz odwrotną mo­

żna przedstawić w postaoi:

A-1 = 2.. P (2 2)

Dowód w praoy [11
Równanie (2 2 ) wynika z równania (19), bo jeżeli m = n oraz m * rząd |a] 
wówczas A-1 = A+.

A. Algorytm obliozania uogólnionej odwrotnośoi maoierzy

Dla kwadratowyoh maoierzy P i które na poozątku są macierzami jed­
nostkowymi Ir 1 oraz I,- 1 , tworzy się maoierz pomooniozą ¡L.~I* J — ln J

3
P ! Ą

1
£ 1 a

(2 3)

ogólnie: P = P [m]5 £ = £ [n]i h. = ^[m,n]

1. 0 ile element a)(6 i jest zerowy można zamienić pierwszyoh a wier­
szy lub n oatatnioh kolumn maoierzy pomocniczeJ 3, aż element diago­
nalny maoierzy A (a1^-będzie różny od zera.

2. Jeżeli a.j 1 f 1 wówozas dzieli się pierwszy wiersz maoierzy pomocni - 
ozej przez a^1.
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3. Odejmuje się pierwszą kolumnę maoierzy A kolejno od kolumny drugiej 
ze wspólozynnikiem aj2> oc* kolumny trzeciej ze współczynnikiem  ̂itd. 
dla kolejnyoh n kolumn.
Czynność powtarza się dla wierszy: pierwszy wiersz maoierzy A odejmu­
je się kolejno od wiersza drugiego ze współczynnikiem a21, od wiersza 
trzeciego ze współczynnikiem a ^  itd. dla kolejnych m wierszy, aż 
przetransponuje się maoierz A do postaci zawierającej w pierwszym 
wierszu i pierwszej kolumnie zera poza elementem diagonalnym a ^  = 1. 
Wszystkie operacje wykonane na macierzy A wykonuje się jednocześnie 
na wierszach i kolumnach macierzy P, Q. Po tym etapie wskaźnik dekom­
pozycji macierzy A wynosi: k = 1.

U. Maoierz pozbawiamy wiersza zawierającego pierwszy wiersz macierzy A 
oraz kolumny zawierającej pierwszą kolumnę macierzy A. Powtórzenie oy- 
klu ponownie od punktu 1 zwiększy wskaźnik dekompozycji o jeden. Przej­
ście do początku obliczeń na k-tym etapie dekompozycji macierzy A, któ­
ra ma postać:

ł [k] I — [k,n-k]

— [m-k,k] A o[ra-k,n~k]
( 2 h )

(k)gdzie podraacierz A można rozpisać:

,(k)
'a(k) k+1,k+1 a(k) 1 ’•* k+1,n

a(k)m,k+1 a(k) ♦ * • _ m, n
(k)następuje po upewnieniu się ozy podmaoierz A nie znika tzn. albo

(k)k=m, albo k=n, albo zawiera wyrazy zerowe. Inaczej kończymy al­
gorytm przechodząc do punktu 5-

(k)5, Jeżeli podmaoierz A znika bądź Jest macierzą zerową wówczas

rząd | A J = rząd = k (25)

k równe jest ilości jedynek na diagonalnej zdekomponowaneJ maoierzy A. 
Uzyskane maoierze P, Q czynią zadość zależnośoi (ló), uogólnioną od­
wrotność określa równanie (19), spełnione są również równania (20)i(2l),

Przedstawione w punktach 2 i 3 czynności można również wykonać po zmianie 
rolami kolumn i wierszy [6]. V sposób najbardziej dowolny można zorganizo-
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wać poszukiwanie elementu, który winien znaleźć się na diagonalnej macie- 
(k)rzy A na miejscu a^k = 0. Można przeszukiwać np. najpierw k-ty'wiersz

potem k-tą kolumnę; można inaczej - znaczenie ma kolejność przesukiwania
elementów macierzy. Ze względów numerycznych można również szukać w całej

(k)podmacierzy elementu największego oo do modułu.
Za każdym razem znaleziony element umieszcza się na miejscu a ^  bądź dro­
gą zamiany, bądź drogą dodawania odpowiednich kolumn lub wierszy do sie­
bie .

Każda z metod prowadzi do różnych dekompozycji macierzy A, a więc róż­
nych P, Q. Uogólniona odwrotność macierzy A jest więc istotnie niejed­
noznaczna,

5. Przykład numeryczny

Dana jest transmitanoja g (s ):

G(s ) =f---i— 2 ~3 + 2 2 ]
L(s + 1) (s + 1) J

Cztery pierwsze parametry Markowa mają postać:

M, = [0-1] j M2 = fi 4] ; M3 = ¡-2 -7] ; = [3 10] ;

Począwszy od parametru wszystkie kolejne są liniowo zależne od dw£oh
poprzednioh, oo możemy zapisać:

j £ l  {»2 + J = -»1+j -2»j}

Zgodnie z kryterium realizowalnośoi dane parametry Markowa posiadają skoń­
czenie wymiarową realizację, istotnie - indeks realizowalnośoi r = 2. Ma­
cierz Hankla przybierze postać:

0 - 1 1 4  

1 4  - 2  - 7

V pierwszym kroku dekompozycji macierzy dla znalezienia elementu róż­
nego od zera na miejsce a^^ szukano na przemian w pierwszej kolumnie i 
pierwszym wierszu: a^ -{ , af2ł **" * Pierwszym elementem był **2]’ zamienio­
no więc wiersz drugi z pierwszym. Po dekompozycji macierzy uzyskano
następująco macierze P,
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1 -ił -2 -9~
O 1 1 k

0 0 1 0  
0 0 0 1

rząd macierzy Hankla równy wyraiarowi realizaoji wyniósł 2. Uogólniona od- 
wrotnoió macierzy H,, jest równa:

Realizaoja minimalna ma postaó:

±1
-2 1 ' 1 V

-- 5, =.-1 0_ _o 1.

£i [0 -1]

Przy inaczej prowadzonej dekompozyoJi macierzy w pierwszym kroku szu­
kam na przemian najpierw w wierszu, potom w kolumnie: a12, a.^, ... . Uzy­
skano inne maoierze P, g.

P =
- 1

ił a =

0 1 -2 -9
1 0 1 ił

0 0 1 0
0 0 0 1

a tyra samym i vyniki realizaoji minimalnej

1 1 "0 1

- 2  =

IIwCQl

.  9 2 . -1 0 .

|
£z = [-1 «I

V niniejszej praoy zamieszozono przykłady Jedynie dwu sposobów dekompo- 
zyoji macierzy Hankla z siedmiu przeliczonyoh przez autora. Dla praktyoz- 
nyoh obliozeó wystarczy zdeoydowaó się na Jeden z wielu sposobów dekompo- 
zyoji. Za kaZdym razem uzyskuje się identyozne wielomiany charakterystycz­
ne 4(s) .
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V przeliczonym przypadku jest on równy:

A (a) = 1 + 2o2 + a-*

Wnioski
Z przeprowadzonych, rozważań wynika, że realizacja minima],aa |a , B, cj 

określona wzorem (13) nie jeat Jednoznaozna, bowiem macierze P, można 
obliczyć w różny apoaób, różnie prowadząc dekorapozyoJę raaeierzy Hankla. 
Uzyskane różnymi drogami realizacje aą inwariantne względem liniowego prze­
kształcenia zmiennych atanu oo znaczy, że wszystkie realizacje minimalne 
danego układu wielowymiarowego oą izomorfiozne, tzn. określone z dokład­
nością do transformacji podobieństwa:

Ą2 = r 1 ±,TS B2 = T-1 B1; £2 = Ą T

Istotni© tak jest bo:

= £2 ^2_1 -2 ~ ^1 A, T(t-1 B,) = C, Ąi_1 B,
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OEOEEffiHHAfl HHBEPCHH MATFHJ3 B nPOEJffiME MHHHUAJIbHOft PEAJIH3AIiSffi

P e 3 » a e 
B paóoie oOpaaaeTc* bhxm&hhq Ha SHaweHHe npoOxewH xeKOHno3HHHH Tax Hasti- 

Baewofl war pmpj raHicxa b axropaiMe xaHnuaxkHOS peaxaaaipix ro-KaxkMaHa,
IlpoąeAypy ¿exoMnoaKipix aaTpmębt boaSto* takłm xe oCpaaox, xax b axropxTwe 

onpexexeHEX oCqChohhoS kbbspohx MaipHnji, npopexypa He oxBOSHawBan-, hto
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oShchhst B03MOXHOcTi nojiy’ieHJtH b airopHTMe uaBUuaJiBHOtt poajiH3aqHa mhoto p e a -  
JiH3anH(t BBBapaaHTHicc. 3to npeACTaBJueHo Ha HyxepaHSCKHX npHuepax HHBHKaiBHofi 
peanH3ai(HK a x ro p a iu a  ro -K a ib u a a a .

THE GENERALIZED RECIPROCAL OF THE MATRIX DURING 
THE MINIMAL REALIZATION AFTER HO-KALMAN

S u m m a r y
This paper provides an attempt at showing the great importance of the 

decomposition of so called Henkel’s matrix during the minimal realization 
in an algorythm after Ho-Kalman.

The decorapositional prooedure of the matrix is carried out in the same 
way as with the algorythm in calculating its general reciprocal. This pro­
cedure is not plain, which means, that there is a given possibility of oh- 
tainig a number of the invariable realization during the minimal realiza­
tion of an algorythm. This has been illustrated by the numerical examples 
of a minimal realization by help of Ho-Kalraan’s algorithm.


