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1 .  wsTęp

Wzrost z a in te re s o w a n ia  zagadnieniem s te ro w a n ia ,  obserwowany w o s t a t n i o  
d z i e s i ę o l o l e o i u ,  J e s t  wynikiem pow stania bardzo  szeroko  r o z w i n i ę t e j  ogó l
n e j  t e o r i i ,  o p a r t e j  na metodaoh w ar iaoy jnych  i  s z y b k ie j  t e c h n ic e  o b l i o z e -  
n io w e j .  Baje s i ę  to  rów nież  zaobserwować odnośnie układów e lek trom echa
n ic z n y c h .  W w ie lu  prooesaoh  teohno log loznyoh  zaohodzl konieoznośó s to s o 
wania w lększyoh maszyn. Ponieważ moo Daszyn r o ś n i e  s z y b c ie j  n iż  j e j  wymia
r y  geom etryozne ,  powoduje t o  w zrost s tosunku  mooy do J e d n o s tk i  o b j ę t o ś c i ,  
a t o  znowu związane J e s t  z momentem bezw ładnośo i.  Wynika z t e g o ,  że w ma
szynach tyoh  możliwe są  znaozn le  większe p r z y s p ie s z e n ia  układów meohanioz- 
nyoh, k tó r e  powodują, że w dynamloznych faz ao h  rozruchowych muszą byó u -  
w zględnlone s ta n y  n i e u s t a lo n e  w ie lk o ś c i  e le k try o z n y o h  i  meohanloznyoh.Wią- 
że s i ę  to  b ez p o ś red n io  z k o n ie o zn o śo lą  wprowadzenia w w ielu  prooesaoh 
teohn o lo g io zn y ch  s te row ań eks trem a lnych  ze względu na pożądane wskażnlklj 
J a k o ś o i ,  w ynikająoe z danego prooesu  te ch n o lo g ic z n e g o .

Widzimy w ięo , że szozególnym rodza jem  za g ad n ien ia  p ro jek to w a n ia  układu 
e lek trom eohanloznego  J e s t  z a g a d n ie n ie  s te ro w a n ia  u k ła d u .  W wyniku p r z e t ł u 
maczenia na Język matematyki oelów j a k i e  ma s p e łn ió  projektowany układ  
s te ro w a n ia ,  otrzymujemy za g a d n ie n ie  zwane zagadnieniem s te ro w a n ia .

Zasadniozymi elementami z a g ad n ien ia  s te ro w a n ia  s ą :

Model matematyozny u k ła d u ,  k tó r y  może być s te row any .
Pożądany sy g n a ł  wyjśolowy u k ła d u .
Zbiór  dopuszoża lnych  s te ro w a ń .
F unkojonał  J a k o ś o i  będąoy m iarą  e fek tyw nośc i  danego s te ro w a n ia .

S charak teryzujm y w s k r ć o ie  powyższe elementy z a g ad n ien ia  s te ro w a n ia  od
nośnie uk ładu  maszyny a s y n o h ro n lo z n e j .  Model matematyozny układu  e l e k t r o 
mechanicznego na jwygodniej otrzymamy w ykorzystu jąo  w ar la n o y jn ą  zasadę s t a 
c jo n arn eg o  d z i a ł a n i a .  Mimo z a ło ż e n ie  l in io w o ś c i  elementów rozpatryw anego 
układu  elek trom eohanloznego  (np .  l in io w o ś ć  obwodów magnetycznych) odpowia
d a ją c y  mu uk ład  równań otrzymany t ą  d rogą będz ie  p o s ia d a ł  zasadnlozą .  n ie 
l in io w o ś ć  fu n k o jo n a ln ą  w yn lka jąoą  s t ą d ,  że poohodną formy l in io w e j  o p i s u -  
j ą o e j  zw iązk i w obwodach e lek try o zn y o h  s tanow i moment e lek trom echan iczny  
w ystępująoy  w równaniu wiążąoym w ie lk o ś o i  meohanlczne z e le k try c z n y m i.  W 
d a l s z e j  k o l e jn o ś c i  wprowadzimy t a k i e  ę u a s i -w sp ó łrz ę d n e ,  k tó r e  by n ie  t y l 
ko u p r o ś o i ły  u k ła d  równań, le o z  przede wszystkim pozw oli ły  wyeliminować 
r e a k c ję  więzów krępu jąoyoh  ru c h  rozpatryw anego  u k ła d u .

5



Cel d z i a ł a n i a  uk ładu  e lek trom echanicznego  w danym p ro o es le  t e o h n o lo -  
gloznym J e s t  n ie je d n o k r o tn ie  p rzedstaw iony  w p o s t a c i  wymagań oo do sygna
łu  wyjśolowego. J e ż e l i  J e s t  projektowany uk ład  nadążny, to  pożądanym sy
gnałem wyjśolowym J e s t  sy g n a ł  ś ledzony  lub  b l i s k i  sygnałowi śledzonemu. 
W praoy t e j  sygnałem wyjśolowym d la  maszyny asynohron loznej  będzie  moment 
e lek tro m e o h an lo z n y , k t ś r e g o  c h a r a k te ry s ty k a  dynamiczna będzie k sz ta ł to w a 
na ze względu na minimum o s o y l a c j l .

Sygnałem s te ru jąc y m  maszyną asynohron lozną  będą n a p lę o ia  tró jfazow e 
p rzy łożone  do poszozególnyoh uzwojeń s t o j a n a .  Mając na uwadze r e a l l z a o j ę  
te o h n lo z n ą  przyjmujemy z b ió r  s terow ań dopuszozalnyoh, k tó ry  będz ie  m ia ł  
e lem enty  o g ra n lo z o n e .  Poza tym założymy, że s te row an ia  dopuszozalne będą 
p rz e d z ia ła m i  o l ą g ł e ,  np ."w ykro jone" z s in u s o id a ln e g o  n a p lę o ia  s l e o l  p rzez  
odpowiednie uk łady  ty r y s to r o w e .

Wybór p o s t a o i  matematycznej wskaźnika J a k o śo i  układów e lektrom eohanloz-  
nyoh J e s t  w dużym s to p n iu  sub iek tyw ny. Wybór dokonany p rz e z  Jednego pro
j e k t a n t a  może byó z u p e łn ie  Inny od wyboru dokonanego p rzez  d rugiego  pro
j e k t a n t a .  Ważną r o l ę  w o k r e ś le n iu  wskaźnika j a k o ś o i  odgrywa dośwladozenle 
1 i n t u i o j a  I n ż y n ie r a .

Podsumowująo, na leży  s t w i e r d z i ć ,  że za g ad n ien ie  s te ro w a n ia  j e s t  zagad
nieniem  p ro jek to w a n ia  układu s te ro w a n ia ,  przedstawionym w term lnaoh  raate- 
matyoznych. Rozwiązanie z a g ad n ien ia  s te row an ia  j e s t  rozwiązaniem wyidea
lizowanym, otrzymanym na p a p ie rz e  lub  na maszynie o y f ro w e j ,  służąoym Inży
n ie ro w i  ja k o  wskazówka do ooeny różnyoh wariantów p r o je k tu  rze o zy w is te g o ,  
d z i a ła ją o e g o  układu s te ro w a n ia ,  j a k  rów nież  do wyboru odpowiedniego r o z 
w iąz an ia  suboptym alnego.

6



2 .  MODELOWANIE MATEMATTCZNE UKŁADÓW ELEKTROMECHANICZNYCH

Modelowaniem nazywa s i ę  sposób poznawania r e a ln y c h  ob iek tów , k tó ry  po
le g a  na tym, że wiedzę uzyskaną w toku badań przeprowadzonyoh na modelu 
odnosi  s i ę  do o b ie k tu  modelowanego, o z y l l  -  Innymi słowy -  wiedzę formu
łowaną w Języku modelu p rze k ład a  s i ę  na Język o r y g in a ł u .  Ten sposób s t o 
s u j e  s i ę  wówozas, gdy prowadzenie badań w teohn ioe  s t a j e  s i ę  niemożliwe z 
powodu w i e l k i e j  z ło ż o n o śo l  o r y g in a ł u .

Modele wykorzystywane w toku poznaniu r e a ln y o h  obiektów można p o d z le -  
l i ó  na t r z y  podstawowe typy :

-  modele f l z y o z n e ,
-  przedmiotowo-matematyozne*
-  a b s t ra k o y jn o -m a te a a ty o z n e .

Dwa p ie rw sze  typy modeli to  przedm ioty  na leżąoe  do r e a ln e g o  św ia ta ,p o d  
pewnymi oeohaml a n a lo g io z n e  do o r y g in a ł u ,  na tom ias t  modele a b s t r a k o y jn o — 
matematyozne są  po p r o s tu  określonym i symbolami (z r e g u ły  o o h a r a k te r z e  
logiozno-matematyoznym ), n ie  mająoyml nio wspólnego z n a tu r ą  f lz y o z n ą  o— 
biektów modelowanyoh i  s p e łn ia ją o y m i  Je d y n ie  fu n k o ję  o z n a c z e n ia .

W p rze o iw leń s tw le  do dwóoh pierw szyoh  m ode li ,  badanie  doświadozalne mo
d e l i  abs trakoyjno-m atem atyoznyoh z a s tę p u je  a n a l i z a  lo g io z n a ,  nowe i n f o r -  
maoje u zy sk u je  s i ę  w r e z u l t a o l e  wyprowadzenia w sposób dedukoyjny zdań ,  
k t ó r e  Je z a w ie r a ją  z wyjśolowego op isu  modelu.

Daje t o  sz czegó lne  e f e k ty  odnośnie układów elek trom eohan loznych ,  J e ż e 
l i  za punkt w y jśc ia  przy jm uje  s i ę  zasady w a r ia o y jn e .

Podobieństwo s t r u k t u r  loglozno-matematyoznyoh układów meohanloznyoh i  
e lek t ry o zn y o h  zaobserwował Już Maxwell p r z e k s z t a ł c a j ą c  podstawowe równa
n ia  t e o r i i  e l e k tro m a g n e ty c zn e j  t a k ,  że p r z y ję ły  one pos taó  równań meoha- 
n l k l  Lagrange’cna,a wlęo pos taó  odmiennego sformułowania aksjomatów Newton- 
s k io h ,  Z f a k t u ,  że p r z e k s z t a ł c e n i e  t a k i e  j e s t  możliwe wcale n ie  wynika, 
i ż  prawa t e o r i i  z jaw isk  e lek trom agnetycznych  wyjaśniono w te n  sposób 
p rz e z  prawa m eohanik l .  Co prawda Maxwell uporczywie u s i ł o w a ł  wyprowadzló 
równania nazwane jego  imieniem z meohenloznych w łasnośo i  h ip o te ty c z n e j  
s u b s t a n o j l  -  e t a r u ,  jednakże  w y s i łk i  zm ierza jąoe  do wytłumaczenia własnoś- ' 
o i  po la  e lek trom agnetycznego  na podstaw ie  meohanlki zakońoeyły s i ę  zu p e ł
nym f ia s k i e m .  P ow sta ł  nowy b y t ,  nowe p o ję o i e ,  d la  k tó reg o  n ie  by ło  m ie j -  
soa w o p i s i e  meohanlstyoznym.

Należy Jednak zaznaozyó, że form alna id e n ty cz n o ść  t e o r i i  j e s t  bardzo 
ważna, gdyż d z i ę k i  temu możemy stosować a p a r a t  matematyozny rozbudowany
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d la  je d n e j  d z i e d z in y .  Ponadto formalne a n a lo g ie  między różnymi te o r ia m i  
o raz  w yobrażen ia ,  J a k ie  mogą im tow arzyszyć ,  miewają ogromną w artość  heu-  
r y s ty o z n ą  w badanlaoh  naukowych, sz o z e g ó ln ie  gdy ma s i ę  na uwadze p ro je k 
towanie układów e lek trom echan icznych  poprzez s te ro w a n ie .

2 . 1 .  E lektrodynam ika ośrodków wolnoporusza.ląoyoh s i ę  w p r z y b l i ż e n iu  guas i  
-  s tao .1onarn.ym d la  układów z obwodami zamkniętymi w u.leoiu wariaoy.1-

Załóżmy, że w pewnej o b j ę to ś o i  V zawarte J e s t  pole e lek trom agnetyczne  
wywołane p rze z  zamknięte obwody z prądem o g ę s t o ś c i  j) -  §g*V • Wówozas

ro zm leszozen le  ładunków swobodnych o g ę s t o ś c i  gaw n ie  za le ż y  od oza su .  
Załóżmy, że w c h w i l i  poozątkowej rozważana p r z e s t r z e ń  J e s t  pozbawiona ł a 
dunków ( t z n .  że przew odnik i  s tanow ląoe obwody zamknięte są  e le k t r y o z n le  
o b o ję tn e ,  t j .  g ę s to ś ć  oa łkow ita  ładunków swobodnych i  związanych J e s t  rów
na ze ru  g ■ g ^  + gsł| « O ) .  Wtedy w u k ła d z ie  z zamkniętymi obwodami n ie  
b ęd z ie  po la  e l e k t r o s t a ty c z n e g o  (T •  o o n s t ) ,  a zatem pole e lek trom agne tycz
ne r e p r e z e n t u j e  w tym przypadku p o te n o ja ł  wektorowy A

Wprowadzająo p o te n o ja ł  wektorowy A, równania e le k tro d y n am ik i  środowisk 
wolnoporuszaJącyoh  s i ę  w p r z y b l i ż e n iu  ęu a s ls tao jona rnym  d la  układów a ob
wodami zamkniętymi można n a p isa ć  w p o s ta o i

gdz ie  Egfa.j , x 2 , x ^ , t ) J e s t  zewnętrznym polem elektryoznym wymuszonym p rz e z  
ź ró d ło  zew nętrzne ,  f  -  przewodność ośrodka .

nym

d i v j  = O (2 . 1 )

1 Jak wynika z równania o i ą g ło ś o i

(2 . 2 )

B “ r o t  A , E -  -  T * ro t  A . ( 2 .3 )

r o t ( l  rot A) « j  ,

i  “ t (-  + ▼ x r o t  A + Ez ) ,

B »^H (2 . 6 )

( 2 . 5 )

( 2 .4 )
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Gęstość ładunku e le k t ry o z n e g o  g 1 g ę s to ś ć  prądu J  nożna w yrazić  p rzez  
wektor ładunku e l e k t ry c z n e g o  q .  Wektor t e n  o k r e ś l a j ą  w każdym punkcie 
p r z e s t r z e n i  równania

i  "  <2 .7 )

>- - d l y q  (2 . 8)

Zauważmy, że z równania ( 2 .2 )  wynika, że J e ż e l i  w j a k ie j k o lw ie k  o h w i l l  t
sp e łn io n e  J e s t  równanie (2 . 8 ) 1 równanie ( 2 , 7 ) ,  to  równanie ( 2 . 8 )  J e s t
sp e łn io n e  d la  w sz y s tk ic h  t .  Można więo uważać, że równanie ( 2 . 7 )  z warun
kiem początkowym ( 2. 8 ) w yznaczają wektor q .

Zanim sformułujemy za g a d n ie n ie  w ar la o y jn e  prowadzące do równań e l e k t r o 
dynamiki ( 2 . 4 )  i  ( 2 . 5 )  zauważmy, że t a k i e  za g a d n ie n ie  w dynamice układów 
d y s k r e tn j o h ,  prowadzące do równań Łagrange^a 2 r o d z a j u ,  J e s t  t r e ś o i ą  za
sady na jm n ie jszego  d z i a ł a n i a .  Zgodnie z t ą  zasadą  r o z p a t r u j e  s i ę  pewną
k la s ę  t r a j e k t o r i i  r u ih u  punktu w p r z e s t r z e n i  k o n f ig t i r a o y jn e j  z fu n k o ją

k kL agrange’a L, łącząoyoh  punkty q ( t 0 ) 1 q ( t ^ ) .  Wtedy okazu je  s i ę ,  że
wzdłuż t r a j e k t o r i i  ruohu r z e c z y w is te g o  zachodzi

(5L + SA) d t ( 2 .9 )

gdz ie  5 oznacza w a r ia o ję  i z o o h ro n lo z n ą ,  t j .  n i e z a le ż n ą  od o z a su ,  * A -  
p racę  w i r tu a l n ą  s i ł  zewnętrznyoh i  r o z p ra sz a ją o y o h  i  5 q k( t 0 ) -  Sqlc( t 1 ) ■ 
■ 0.

W ośrodkach  o lą g ły c h  oprócz zmiennej n ie z a le ż n e j  t  mamy Je sz c z e  zmien
ne n ie z a le ż n e  p r z e s t r z e n n e  X.,, x2 , x ^ .  D latego t e ż  na leży  t r o c h ę  zmodyfi
kować powyższe sformułowanie z a g ad n ien ia  w a r la o y jn e g o .  Zauważmy przede 
w szys tk im , że o p e ra o ja  w a r i a o j l  J e s t  przemienna n ie  ty lk o  z o p e ra o ją  r ó ż 
n iczkow ania  względem o z a su ,  l e c z  rów nież  z o p e ra o ją  różn iozkow ania  wzglę
dem x ^ ,  x2 , Poza tym w a r la o je  parametrów o k r e ś la ją o e  s t a n  równowagi 
uk ładu  o lą g łe g o  w o b j ę t o ś o l  V są  równe ze ru  n ie  ty lk o  na końoaoh p rz e 
d z i a ł u  ( t Q, t^  ), l e o z  rów n ież  na brzegu  s  o b j ę t o ś o l  V.

Przy sform ułow aniu  równań p o la  za pomooą zasady na jm n ie jszego  d z i a ł a 
n ia  powinniśmy przyjmować ruoh ładunków wewnątrz przewodników za z góry dany 
i  wariować ty lk o  p o le ,  t z n .  p o t e n c j a ł  wektorowy óA.Ponleważ Jednak ohoe- 
my otrzymać równanie ruohu ładunków wewnątrz przewodników będziemy w ar io 
wać rów n ież  wektor  ładunku e lek t ry o zn e g o  Sq, p rzy jm ując  na r a z i e  r u c h  me- 
ohanlozny przewodników za dany .

Po ty o h  wstępnyoh uwagach przejdźmy t e r a z  dff sform ułowania zagadn ien ia  
.w ariacy jnego  prowadzącego do równań e le k tro d y n a m ik i  ośrodków wolnoporu-
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sza jąoyoh  a lę  w p r z y b l i ż e n iu  ęu a s l - s ta o jo n a rn y m  d la  układów z obwodami 
zam knię tym i.  Załóżmy, że w pewnej o b j ę to ś o i  V zawarte j e s t  pole e l e k t r o 
magnetyczne i  prądy rep rezentow ane p rz e z  A i  q ,  k tó r e  na brzegu S t e j  
o b j ę t o ś o i  mają zadane w a r to ś o i .  Opróoz A ix ^ ,  x 2 ,  x ^ ,  t )  i  q ( x 1 ,x 2 ,x 3 , t ) 
weźmiemy rów nież  w ie lk o ś c i  Ar(x 1 , x 2 ,  x ^ ,  t )  i  q'Cx^, x2 , x ^ ,  t )  reprezentru- 
Jąoe inne  po le  i  p rądy ,  l e c z  t a k i e ,  że na brzegu S sp e łn io n e  są  równośol 
A * K  i q  ■ <f. Wtedy, d la  wyjśoiowego pola  i  prądów zaw artych  w o b ję to ś o i
V s p e łn ia ją o y o h  na brzegu  S zadane warunki i  d la  zadanego zewnętrznego
po la  e le k t ry o z n e g o  EB<x1 , x 2 ,  x ^ ,  t )  sp e łn io n e  J e s t  równanie

f ’J (SLe + SA) d t  -  0 , ( 2 .1 0 )

‘ o

gd z ie  n ie z a le ż n e  w o b ję to ś o i  V w a r la o je  5 A * A' — A ,  8q  ■ q r — q ,  zn i
k a j ą  na kośoaoh p r z e d z ia łu  ( t Q, t 1 ) i  na brzegu  S o b j ę t o ś c i  V.
W równaniu tym

8A -  J (Ee -  ^  J ) 8q  dV (2 . 1 1 )

r e p r e z e n t u j e  w i r tu a l n ą  praoę s i ł  zewnętrznych i  r o z p r a s z a ją o y o h ,  a

H - J k -  ( r o t  A)2] dV ( 2 .1 2 )
V f

fu n k c ję  Lagrange’ a .
Aby udowodnić to  tw ie r d z e n ie ,  w ystarczy  pokazać ,  że w równaniu (2 .1 0 )  

po po d s taw ien iu  f u n k o j i  Lagrange’ a (2 . 1 2 ) 1  wyrażenia  ( 2. 1 1 ) na praoę w ir
t u a l n ą  s i ł  zewnętrznych i  r o z p ra s z a ją o y o h ,  po wyrażeniu w a r ia o j i  Le p r z e z  
w a r ia o je  n ie z a le ż n e  SA i  5 q  , po w ykorzystan iu  warunków zaohodząoych na 
koźoaeh p r z e d z ia łu  ( t Q, t 1 ) i  na brzegu S o b ję to ś o i  V, otrzymamy równania 
e lek tro d y n am ik i  ( 2 . A) i  ( 2 . 5 ) .  Obliczymy najp ierw  w a r ia c ję  f u n k o j i  Lagran
ge a .  Wtedy

5Le ” J [ 8A § £  + AS | ^  + q r a d ( A .J ) g r  -  A r o t  As ( r o t  A)]dV#(2 .1 3 )
▼

gdzie  S r  -  St ■ r  8 t}  Sq -  ^  s t  » j  s t  “ g 8 r j  j  = g r .
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W ykorzystując przemień o oś <5 o p e r a o j l  w a r l a o j l  i  różn iczkow ania  otrzymamy

5L# -  J T l 8*  + A 5^  Sq + g ra d (A J )ó r  -  ~ r o t  A r o t  5A]dV. ( 2 . 14 )
v

Uwzględniająo  n a s tę p u ją c ą  tożsamość

g ra d (a .b )  « a  x r o t  b  + b  x r o t  O + /  (d .g rad  b ^ )!^  + Ź >  .g rad  a^H ^.,
W  k - 1

( 2 .1 5 )

gdzie -  wersory jednostkowe o raz  p am ię ta jąc , że przy ob lio zan iu
grad (A. j  ) wektor j  J e s t  s ta ły  otrzymamy

grad (A j) * J  x  r o t  A + ( j .g r a d  A ^ U ^ .  ( 2 .1 6 )
k«1

Z tożsam ości

d iv (8 x b ) « b  r o t  a - O  r o t  b  ( 2 .1 7 )

po podstaw ieniu za a  = 5 A, b  ■ j* r o t  A otrzymamy

-  1  r o t  A r o t  SA * -  dlv(8A x — r o t  A) -  r o t {— r o t  A) SA. ( 2 .1 8 )
i1 r1 r

P o d s taw ia jąo  r e l a o j ę  ( 2 .1 6 )  i  ( 2 .1 8 )  do wzoru ( 2 .1 4 )  o ra z  u w z g lę d n ia ją o ,
że

A I F  54 “  i ! ?* * 5 * '  “  l i  5<* » ( 2 .1 9 )

gdzie

3T “  3F + 2 1  [i s r a d  Ak )*T] 1k ( 2 .2 0 )
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otrzynany

SLe "  |  [ S  ?A + 5FiA8*> ~ $4 + y  x r o t  A 8 q  -  d iy ( 8A x A r o t  A)
y

-  r o t  (A r o t  A>sa] dv .
( 2 . 2 1 )

P o d s ta w ia ją c  t e r a z  w yrażenia  8Le 1 SA do równania (2 .10  ) zauw ażaj,
że w ystępu jący  t a n  wyraz nożna soałkowaó po o e a s le

t i  t 1 t 1

I  [ f  ir*4 SflMyJdt -  j  d[j A s a  dv] -  J A8 4 dvj - 0, (2. 22)
*o y  ‘ o T T *0

gdyż na końoaoh p r z e d z ia łu  ( t 0, t 1 ) w a r la o ja  84 j e s t  równa z e r u .
Opróoz te g o  nożna pokazaó, że zn ika oa łk a  z dyw ergene jl  w yrażenia zaw le-
ra ją o e g o  w a r ia c ję  8A. I s t o t n i e  s to s u j ą c  tw ie rd z e n ie  Gaussa do c a ł k i

| dly(SA x  A r o t  A)dV

otrzynany

J d l y ( 8A x p  r o t  A)dV » j  (dA x  A r o t  A) nds  * O,

gdyż w a r la o ja  8A zn ika  na brzegu o b ję to ś o l  T.
Grupując p o z o s ta łe  wyrazy za w ie ra ją c e  w spó łczynn ik i  8A 1  54, o t r z y n a 

ny n a s tę p u ją c ą  p o s ta ó  zasady w a r ia c y jn e j  (2 . 10 ) .

t  ̂  r

S J [ < i  -  r o t  A r o t  A) &A + ( -  + y  x r o t  A + SB -  i j ) 8qj
U  ̂ y

dV>dt -  0 .

S tąd  na nooy n i e z a l e ż n o ś c i  w a r l a o j l  8A 1 84 o trzynany  równanie ( 2 .4 )  1
(2 . ? ) ,  co kończy dowód podanego wyżej tw ie r d z e n ia .
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Doprowadźmy funko ję  Lagrange’ a ( 2 .1 2 )  do In n e j  p o s t a o i .  Na mocy t o ż s a -  
mośol ( 2 .1 7 )  many

Zauważmy, że j e ż e l i  obszar  ca łkow ania zaw iera  o a łe  p o l e ,  wtedy zn ika 
p r z e d o s t a t n i a  c a łk a  w y s tę p u jąc a  w t e j  z a l e ż n o ś o l ,  gdyż na brzegu obszaru  
pole równa s i ę  z e r u .  Wobeo te g o

Wynika z t e g o ,  że fu n k o ja  Lagrange’ a a rozpatryw anego  układu  J e s t  równa 
e n e r g i i  magnetyoznej uk ładu  Wn .

2 . 2 .  P raca  s i ł  ponderomotoryozn.Toh przy p rz e su n ie o la o h  przewodników o b ję 
tośc iow ych

Rozpatrzmy przypadek poruszaJąoyoh s i ę  przewodników z prądem kosztem 
zewnętrznych s i ł  e lek tro m o to ry czn y ch  lu b  w wyniku ubytku  e n e r g i i  po la  e -  
elektroBBgnetyozoego.Wówozas wykonana będz ie  praoa  mechaniczna na p r z e s u n ię c ie  
o l a ł  m a te r i a ln y c h .  P raoa mechaniczna 5 A (praoa s i ł  ponderom otoryocnych) 
wykonana w o z a s ie  3 t  wynosi

gdzie  p ierwszy wyraz po prawej s t r o n i e  r e p r e z e n tu j e  praoę ź r ó d e ł  zew nętrz
nych, d r u g i  wyraz -  s t r a t y  c i e p l n e ,  a w ie lk o ść  Swn -  p r z y r o s t  e n e r g i i  na- 
g n e ty o z n e j .  Zauważmy, że we wzorze ( 2 .2 4 )  n ie  uwzględniono e n e r g i i  e l e k 
t r y c z n e j  u k ła d u ,  gdyż w ą u a s i - s ta o jo n a rn y m  p r z y b l i ż e n iu  z zamkniętymi ob
wodami J e s t  ona mała w porównaniu z e n e r g ią  magnetyozną.

Podstawmy t e r a z  do wzoru ( 2 .2 4 )  wyrażenie  ( 2 . 5 ) ,  t j .

( 2 .2 3 )
T

3 = 5T + r  x r o t  A + Ez ł *
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Otrzymamy w ów o za s

3A “ f  I r  5 t  "  ^ iT  x  r o t  “ 5wai]d7* (2 . 25 )

Ponieważ

9;v 8 t  « * 5 *  ,

a p r z y r o s t  p o te n o ja łu  wektorowego A s  c z a s ie  5 t  wyraża s i ę  wzorem

Dl&A « 5 t

otrzymamy

8A -  j  [i& A  -  J (5 r  x r o t  A) -8W BJd 7  .  (2 .26 )

W ykorzystując między innymi tożsamość (2 .1 7 ) p rzekształcim y  te ra z  wyraże
n i*

j  J(S* x  r o t  A ) 47 -  J ( j  x 3 Jtteot A 47 « J jd lT  i i  ( j  x 8 » )
T T 7

+ A r o t  ( i  x 3 * ) j4 7 ,

gdzie

j  dlT A x (J x 8 *  )47 « J  [A x ( i  x 8 t )] Bds -  O,

gdyż na podstaw ie za ło żeb ia  na brzegu obsetoru całkowania w szystk ie pola i  
prądy są  równe z e ru . Wobee tego

j  J(5*  x r o t  A)47 -  J A  r o t i j  x 5 r M 7  (2 .2 7 )
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1 wzdr ( 2 .2 6 )  można za p isa ó  «1 p o s t a c i

SA * s j  (Aj -  WB)dV -  J l [ r o t (3 x 5 r )  + 3 j ]d V  .  (2*28)
v v

Wyrażenie

J  <Ai  -  wB'Mv -  |  [Aj -  1 -  (rot A)2]  av 
V V

J e s t  iden tyczne  z wyrażeniem (2 . 1 2 ) 1  ja k  pokazaliśmy w poprzednim p a ra 
g r a f i e  r e p r e z e o t u j e  fu n k o ję  Lagrange’ a

Le “ K  / * »  dV
v

rosważanego u k ła d u .
Z w yrażenia ( 2 .2 8 )  wynika, że j e ż e l i  podczas p rzem ieszczen ia  5® g ę s to ś ć  
prądu ż a l e n i a  s i ę  według wzoru

8J  ” r o t  {Sie x  j )  ,  ( 2 .2 9 )

to  funko ja  Lagrange’ a Lg b id z ie  f u n k c ją  tw orzącą d la  s i ł  penderom otorycz-
nyeh. Zbadamy t e r a z  00 oznaoza te n  warunek ( 2 .2 9 ) .

Wobee te g o  wybieramy na poruazająoym s i ę  przewodniku zamknięty obwód 
C, p o ru sza jąc ?  s i ę  r a z e n  z przawodnikiem 1  wyznacza? warunek, przy  k tó ry a  
prąd J  p rzep ływ ający  p r z e z  pow ierzchnię  S r o z p o s t a r t ą  na obwodzie C aa 
s t a ł ą  w a r to ś ć .  Zauważmy, że

J * I’ i  dS (2 .3 0 )
s

i  pode za s p rzem ieszczen ia  5 *  p r z y r o s t  g ę s t o ś c i  prądu w różnych  punktach 
na pow ierzchni S wynosi 85.  Poza tym każdy element d l  obwodu C z a k r e ś l i  
pole 9g  •  6f  1  d l .  Wobec tego  prąd  będz ie  m ia ł  s t a ł ą  w artośó ,  j e ż e l i
5 J  «• 0 lub  na nocy ( 2 .3 0 )



Drugą oa łkę  na podstaw ie  tw ie rd z e n ia  S tokesa  można pr z e k s z ta ło ló  n a s tę p u -  
Jąoo:

J J (§ r  x  d l )  ■ J  (J  x  & r ) d l  -  J  r o t ( J  x 8 r  )dS ■ -  ro ti& r x j M s -

Wobeo te g o  na mooy dowolności pow lerzohni S , otrzymamy ( 2 .2 9 ) .  P o k a z a l i ś 
my zatem , że warunek ( 2 .2 9 )  oznaoza róźnlozkow anie  przy  s ta ły o h  prądaoh . 
W tym przypadku &A « 5L6 , gdzie  po lewej s t r o n i e  J e s t  wyrażenie na praoę 
e le m e n ta rn ą ,  a po prawej p r z y r o s t  f u n k o j i  Lagrange’ a ,  J e ż e l i  założymy że 
rozpa tryw any  uk ład  przewodników z prądem sta łym  posiada  "m" mechanioznyob 
s to p n i  swobody t o  wtedy

SLe “ x k 8aclC » (k “ 1 > 2 , . . . , i n )  (2 .3 2 )

gdzie  8 X  — w a r ia c ja  mechanicznej w spó łrzędnej u o g ó ln io n e j .

Wynika s t ą d ,  że L# j e s t  fu n k o ją  tworząoą d la  s i ł  ponderomotorycznych.

2 . 3 .  Model dysk re tny  prooesów elek trom agnetycznych  w p r z y b l i ż e n iu  g u a s l -  
stao.lonarnym

Weźmy pod uwagę uk ład  n obwodów zamknlętyoh z prądem o danym r o z k ła 
dz ie  g ę s to ś o i  p rąd u ,  posiadaJąoyoh n-meohanioznyoh s to p n i  swobody o współ- 
rzędnyoh uogólnionyoh X 1, X Z , , , . , x D,  Nie uwzględniamy więo na r a z i e  wię
zów mechanicznych nałożonych na u k ła d .  Załóżmy, że w każdym przewodniku 
objętośolowym j e s t  okreś lony  r o z k ła d  g ę s t o ś c i  prądu

,Xg ,X j ,9C ,9c^, . . . ,3c^, t  ) ■ Sb ( x 1 f % 2 , . . . )4 , (2 .33  )

• kgdzie  q ( t ) -  prąd  oałkow ity  w k-tym przewodniku.

Ponieważ d i v j b = O, więo d iv s b -  0 .  Wektor Sk J e s t  więo wektorem s o l e -  
noidalnym d la  danego ro zk ła d u  ob ję tośc iow ego  p rądu .

Obllozmy t e r a z  s trum ień  magnetyozny 0 ^  poohodząoy od przewodnika Cb 
a p rz e n ik a ją c y  CŁ. S trum ień te n  J e s t  p ropo ro jona lny  do prądu ą* w przewod
niku C.^.
Kładziemy

* k l  " “ k i

Zanim okreś lim y  Mb l  wprowadzimy n a s tę p u ją o ą  d e f i n i o j ę

d e f

a
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gdzie  gumowanie odbywa g lę  po w szys tk ioh  e lem entarnyoh ru rk a c h  prądu; 

d<łr  -  p rąd  płynąoy p rze z  r - t ą  r u rk ę  w 1-tym przewodniku;

^ k l  “  a t ru B le fi magnetyozny sko ja rzony  z r - t ą  r u r k ą  w 1-tym przewodniku
wytworzony p rz e z  k - ty  przewodnik .

Mamy

•0 k l  “  J  ®kdS “ J  r o t  Akdfl “ J  Akd l l»  (2 .3 6 )

B1 S1  ° 1

gd z ie  e* J e s t  konturem r - t e j  r u r k i  prądu w 1-tym przewodniku,

S j  -  pow ierzchn ia  r o z p o s t a r t a  na tym k o n tu rz e ,

-  wektor i n d u k o j l  magnetycznej wywołany p rze z  k - ty  przewodnik .

Pods taw ia jąo  wzór ( 2 .3 6 )  do d e f in . i o j i  ( 2 .3 5 )  otrzymamy

0 k i  ■ K  d l ï  d<ir Xi •

C1

Nieeh dS^ b ęd z ie  przekro jem  e lem e n ta rn e j  r - t e j  r u r k i  w 1-tym przewodniku 
(zmiennym z r e s z t ą  wzdłuż r u r k i ) .
Wówozas

a ij11 a ijrl -  d i f t  -  i i d v ^ , .

A więo

»

0 k i  ■ 7 ? r r  J Ak * i dv* (2 . 37 )
Ti

Ze względu na l in io w o ś ć  równania £ 2 .4 )  otrzymamy

(x^ ,9C ) ■ a k ( x i ,X2 , X j , X  ,3^  , .  .  .  K  ( t  ) .  ( 2 .3 8 )

Współozynnik in d u k o y jn o śo l  wzajemnej przyjm uje więo p o s ta ć



Po tyoh  wstępnych rozw ażaniach  przystąpim y do modelowania d y sk re tn e g o .  
W związku z tym w obszarze  V zawierającym przewodniki ob ję tośc iow e wy
bierzmy w k l a s i e  f u n k c j i  dopuszozalnyoh ro zk ła d u  prądów pełny uk ład  s o l e -  
no ida lnyoh  f u n k o j i  wektorowyoh

,x2

Wtedy wektor g ę s t o ś c i  prądu

, .  • • ,3C f t  )

można p rz e d s ta w ić  w p o s t a c i  zbieżnego szeregu

^ 2 *^3 ^  ,  .  • .  ,3t f t  3 m 4 ( t  ) Cx,| pX g9 ^3  pX , . . . , 3 C ^ )  p ( 2 .4 0 )

gdz ie  sumowanie odbywa s i ę  po wskaźnikach k ■ 1 , 2 , . . .
• k •Przyjmująo zatem współczynnik  ę tego  r o z w in lę o ia  Jako p rędkośo i u o g ó t

nlone można t rak tow ać  p rzew odnik i z prądem Jako dysk re tny  uk ład  dynamloz-
k • kny z p r z e l i o z a l n ą  l i o z b ą  współr zędnyoh q 1  p rę d k o śo i  ę wyznać zaJąoyoh 

s ta n  naszego u k ła d u .
W tym przypadku p o te n o ja ł  wektorowy A w dowolnym punkole rozpatryw ane

go obszaru  o współrzędnych (x 1 t x ^ ) zgodnie z równaniem ( 2 .4 )  J e s t  funk- 
o j ą  uogćln ionyoh p ręd k o śc i  4* ^  * 1 , 2 , . . . )  o raz  *uogćlnionyoh w spółrzęd
nych meohanicznyoh X "'»JC2 , . . . , 3 f n , t j .

A ■ A ( x 1,X2 pXj ,Xi  , 3 ^ , . . . , J T  j4  ,4 2 , . . . )  .

Poza tym ze względu na l in io w o ść  równania ( 2 . 4 )  mamy

A(x^pX2 pXjpdC , . . . , ł  , 4  ,4  , . « . )  a 1  ^ k (^ l» ^ J * ^ 3*^  , . . . , ł ^ ^ i  (2 .4 1 )

gdz ie  sumowanie odbywa s i ę  po wskaźnikaoh k ■ 1 , 2 , . . .

Podstawmy t e r a z  wyrażenia ( 2 .4 0 )  i  ( 2 .4 1 )  do fu n k o j i  Lagr»nge’ a w p o s ta o i
( 2 .2 3 ) .  Otrzymamy

Le "  ł  J dk « l 4lC*ld v  “ [ l  / V l dT] i 'Ci 1* (2 .4 2 )
v y
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Le “ J  , . .  .  ) i 'c<î  « ( 2 .4 3 )

gdz ie  sumowanie odbywa s i ę  po wskaźnikach k , l  « 1 , 2 , . . .

Zauważmy t e r a z ,  że fu n k c ję  Lagrange’ a ( 2 .4 3 )  można uważać za e n e rg ię  k i -
netyozną układu Le * T0 , gdyż 4k s4 p rędkośc iam i uogóln ionym i.

P o d s taw ia ją c  w wyrażeniu  ( 2 .1 1 )  na praoę w i r tu a ln ą  i  r o z p r a s z a ją o ą  
wzór ( 2 .4 0 )  o raz

“ f f  5 t  -  i&  t  = 8^4^ & t  -  Sk S (2 .44  )

otrzymamy

5 A -  (ejj -  Rk l  4Ł> 5<lk , ( 2 .4 5 )

gdz ie

Na mooy związku ( 2 .3 9 )  równanie ( 2 .4 2 )  można p r z e p is a ć  w p o s ta o i

/ E- »kdy ( 2 .4 6 )

Rk l  “ J  i  ®k S1  dy* ( 2 .4 7 )
V

W ielkośo l ( 2 .4 6 )  i  ( 2 .4 7 )  według a n a l o g i i  z przypadkiem przewodników 11-  
niowyoh można nazywać odpowiednio uogólnionymi s i ł a m i  e lek trom otorycznym i 
o ra z  opornośoiam i własnymi 1  wzajemnymi.

Wprowadzimy t e r a z  rów nania  rozpatryw anego  układu z zasady w ar ia o y jn e j  
w p o s ta o i

J (SL0 ł -8 A )dt ( 2 .4 8 )

w ykorzys tu jąc  w tym o e lu  d y sk re tn e  p rz e d s ta w ie n ie  f u n k o j l  L agrange , a L0 i  
p raoy w i r t u a l n e j  J A .  Przy  o b l i c z a n iu  w a r i a o j i  f u n k c j i  Lagrange ’a 5 j, bę-

I r  "
dziemy wariować ty lk o  współrzędne uogóln ione ą ,  gdyż zakładamy, że ru c h  
meohaniozny przewodników j e s t  zadany w p o s t a c i  meohanloznyoh w sp ó łrzę d -  
pyoh uogólnlonyoh 3C1 ( t ) ,  X2 ( t  ) ,  . . . ,  X a i t ) .
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Otrzymamy wtedy

5Le * ? {Mk l  64k ^  + Mk l  *k “ “ k i *1 H k .

Pods taw ia jąo  t o  wyrażenie 1 w yrażenie  ( 2 .4 5 )  do równania ( 2 .4 8 )  otrzymamy 

t .

r
t
J  [Mkl 41 8 4k + («t -  8kl 41) S łk]dt « 0 . (2.49)

W ykorzystajny t e r a z  p r z e k s z t a ł c e n ie

J i 1 5 4kdt -  J d(Mfcl i 1 8 4k) -  J | F(Mkl 41 ) 8 qk.
*0 *0 ‘ o

P a m lę ta ją o , że w ar ia o je  8 z n i k a ją  na końoaoh p r z e d z ia łu  oałkow ania ,  ma
my

t 1

J  i "  J F (Mk l  “  Hk l  + #k l  Sql£ d t  “  O * ( 2 .5 0 )
fco

S tą d  ze względu na n ie z a le ż n o ś ć  8 q.^, otrzymamy

j^i^ki 4 ) + 4 ■ ®|j (k ,l .  1|2y..a ) (2.51)

Zauważmy, że równania ( 2 .5 1 )  mają ide n ty o zn ą  p o s ta ć  Jak zwykłe równania
Kirohh.offa d la  l ln iow yoh obwodów e lek try o zn y o h  1 wobae tego  można Je uwa
żać za u o g ó ln ie n ie  równań K lro h h o ffa  na przypadek przewodników o b ję to śo io -  
wych, wyznaozająoych ruoh  rozważanego układu c ią g łe g o  zmodelowanego przy  
pomooy układu  d y sk re tn e g o .  Zauważmy w końou, że równania ( 2 .5 1 )  są  zwykły
mi równaniami Langrange’a 2 r o d z a ju

a 9L.  i
“  *k “  Rk l  * (k »1 " 1 , 2 , . . . )  .  (2 .5 2 )

Należy Jednak p am ię tać ,  że w spó łozynn ik i  M^^Cx1 , . . , , ^ 0 ) są  za leżne  rów
n ie ż  od ozasu poprzez  uogóln ione współrzędne meohaniozne.
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2 . 4 .  Zasada d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o  uk ładu  mechanicznego (22)

Do n a j b a r d z i e j  ogólnych całkowyoh zasad wariaoyjnyeh. z a l i o z a  s i ę  za sa 
dę d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o ,  k tó r a  s tw ie r d z a ,  że ruoh  rze o zy w ls ty  s p e łn i a
równanie

f 1J  (81 + 5 A)dt = O , ( 2 .5 3 )

gdzie

5T -  oznaoza w a r ia o ję  e n e r g i i  k in e ty c z n e j  
5 A -  w a r ia o ję  praoy s i ł  zewnętrznyoh. d z ia ła ją o y o h  na u k ła d .

Z formalnego punktu w id z e n ia ,  zasada s ta o jo n a rn e g o  d z i a ł a n i a  nap isana  
w p o s t a c i  ( 2 .5 3 )  sprowadza s i ę  do odpowiedniego za g a d n ie n ia  rachunku wa
r i a c y jn e g o .  Jednakże z a g ad n ien ia  t e  mające powierzohowne podobieństwo ró ż 
n ią  s i ę  w sposób z a sa d n lo z y .  W mechanice bowiem symbol 8 oznacza w arian 
cję  w i r tu a l n ą ,  t j .  n ie  oznaoza dowolnych n ie skońozen ie  małyoh p rz e s u n ię ó ,  
lecz  oznacza p r z e s u n ię c ia  zgodne z nałożonymi na uk ład  w ięzam i. S tąd  wy
n ik a ,  że ty lk o  d la  układów holonomiozoyoh o l i o z b i e  s to p n i  swobody równej 
l i o z b le  w spółrzędnych uogólnlonyoh w a r ia c je  w i r tu a ln e  są  dowolne i  wobeo 
tego zasada d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o  ( 2 .5 3 )  sprowadza s i ę  w z u p e łn o śc i  do 
odpowiedniego za g a d n ie n ia  raohunku w ar ia o y jn eg o .  N araz ie  zajmiemy s i ę  t y l 
ko układami o "n" s to p n ia c h  swobody 1 o współrzędnyoh uogóln lonyoh 3C*1, 
*2 ,,n5 • # * j «¿K- •
Energia k in e ty c z n a  uk ładu  meohanicznego ma postaó

Tm “ m  Br  * i  * i2 *54 >
i

Zachodzi

JTm "  Bi  * i 8 * i  • ( 2 .5 5 )
1

Ponieważ wektor wodząoy poszozególnyoh punktów m a te r ia ln y c h  J e s t  fu n k o ją  
współrzędnych uogólnionych

*1 “ x l (x1 *302* * * >  ( 2 .5 6 )
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wob«* tcg e  w ariao je  w irtu a ln e  8*  wektorów wodzących można wyrazić przez|f *
w ariac je  w irtu a ln e  SX * współrzędnych uogólnionych. Otrzymamy wtedy

5* l  k
5 ł l  * ~ ł  óac * (2 .9 7 )

8 ar

gdzie  sumowanie odbywa s ię  po k » 1 ,2  f • • • ,a  

Dla układów holonomloznych zaohodzl

S i l  ‘  I r  8*! .  (2 .5 8 )

Po podstaw ieniu wzoru (2 .5 7 ) do (2 .9 8 )  otrzymamy

8 * i  “  J f í 8 3 C k )  .  ( 2 . 9 9 )

ddC

WykorAjatuJąo su ląslc l

.  a* .  a f .  a * .  a *
§T'(--i p )  -  —V  i — -  —V  ,

aar a  ar a *  3 ar

równanie (2 .9 9 )  mężna p rzep isać  w p o stao l 
e

W ariacja praoy s i ł  zewnętrznych 1 rozp rasza jący ch  dz la ła jąo y o h  na układ 
wynosi

Ô A - X k 8  3 C k .  ( 2 . 6 0 )

Równanie ( 2 . 9 3 )  można te ra z  p rzep isać  w p o stao l

f  [ z  - i  ¿i  ^ 5jclt -  t ^ z  - i  ¿i  ^ s 3 f k + a * ® * * ] «  -  °  • <2-61 >* L i  XX 1  9 X  J
o

Wykorzystajmy te r a z  p rzek sz ta ło en ie

I 1 Ç  * A  f e e * * ®  -  ) 1 * [ Ç v i
t -  i  *o * O
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I r

P a m ię ta ją c ,  że w a r ia c je  5 X  z n ik a ją  na końoaoh p r z e d z ia łu  ca łkow an ia ,  ma
my

t(1

J  [ 2 Z  “1*1 ■ ¿ 53ck ■ V i  ~ ^ ) S x k  + x k 53cIt] a t  “ 0 ( 2 ‘62)
* o  1  1

U względniając oznaozen ie  ( 2 ,5 4 )  na e n e rg ię  k in e ty o z n ą  rozpatryw anego  u k ła 
du otrzymamy

J  i -  + x j 5 3 C lcd t -  0 .  ( 2 .6 3 )
t  L g x  Jac “J

O

S tąd  se względu na z a le żn o ść  53f , otrzymamy o a t a te o z n ie  równania  Lagran— 
ge’ a 2 r o d z a ju

**."£ ) -  ——ę? “ x k » ^  * 1 , 2 , . . , , n ) .  (2 .6 4 )
ddc ddc

2 . 5 .  Równania układów e lek trom eohanloznyoh

W poprzednich, p a r a g ra fa c h  pokazal iśm y ,  że w p r z y b l i ż e n i u  ą u a s i - s t a o j o -  
narnym równania " e le k t ry o z n e "  ruchu  układu z zamkniętymi obwodami, s k ł a 
dającego  s i ę  z ruohorayoh i  e l e k t r y o z n l e  n le sp rzężonyoh  przewodników e b j ę -  
tośolowyoh można z a p is a ć  w p o s t a o i  równań Lagrange’ a d rug iego  r o d z a j u .  Wy
k o r z y s tu j ą c  model d y s k r e tn y ,  funko ję  Lagrange’ « Lfl, k t ó r a  w rozważanym 
przypadku J e s t  równa e n e r g i i  k ln e ty o z n e j  Tg (magnetyczneJ ) u k ła d u ,  można 
z a p isa ć  w p o s ta o i

Te “ Le " ł  “k l 4^ 1 * ( 2 .6 5 )

gdzie  uogóln ione w spó łozynn ik i  Mj^ sam oindukoji 1 i n d u k o j i  wzajemnej za
l e ż ą  od w spółrzędnych meohanioznyoh X * , k tó re  o k r e ś l a j ą  wzajemne po łoże
n ie  przewodników i  s ą  na ogó ł uwikłanymi funkojam i o za su .

Opróoz te g o  pokazano, że Lg -  Tg J e s t  f u n k c ją  tw orząoą d la  s i ł  meoha
n ioznyoh pochodzenia magnetyoznego. Z rozważań tyoh  wynika, że e l e k t r y c z 
ne i  meohanlozne równania ruohu można po łąozać 1 n ap isać  Je w jednakowej 
p o s t a o i .  W tym o e lu  w ystarozy  dodać Tg i  Tm

T “ r e + Tm * (2 . 66)
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gdzie

T# -  J e s t  e n e r g ią  magnetyczną ( k in e ty c z n a )  układu e lek try cz n eg o  
-  e n e r g ia  k in e ty c z n a  układu mechanicznego.

P raoa w i r tu a ln a  s i ł  zewnętrznych i  r o z p ra s z a ją c y c h  sk ła d a  s i ę  również 
z p racy  s i ł  e l e k t ry o z n y o h  1 meohanloznyoh

g d z ie  f u n k c ja  T J e s t  o k reś lo n a  wzorem ( 2 .6 6 ) ,  a s i ł y  uogó ln ione  F., wzorem

Zauważmy na k o n ie c ,  że równania ( 2 .6 7 ) r u o h u  układu  e lek trom echan iczne
go uzyskano przy z a ło ż e n iu ,  że w każdym poruszająoym s i ę  przewodniku p rą 
dy są  zamknięte ( d i y j  « 0 ) ,  t j .  p rzew odnik i  n ie  d o ty k a ją  s i ę  wzajemnie i

oy osłabimy n ieoo  t e  z a ło ż e n ia .

2 . 6 .  Zasada d z i a ł a n i a  s ta c jo n a rn e g o  układów nleholonomlozn.yoh

Z form alnego punktu w id z e n ia ,  zasada s ta o jo n a rn e g o  d z i a ł a n i a  nap isana  
w p o s t a o i  ( 2 .4 8 )  sprowadza s i ę  do odpowiedniego z a g ad n ien ia  rachunku wa- 
r i a o y j n e g o .  Jednakże za g ad n ien ia  t e  mająoe powierzchniowe podobieństwo 
r ó ż n i ą  s i ę  w sposób z a s a d n ic z y .  W dynamloe bowiem symbol 8 oznacza waria- 
o ję  w i r t u a l n ą ,  t j .  n ie oznaoza dowolnych n ie skończen ie  małyoh p r z e s u n ię ć ,  
l e o z  oznacza p r z e s u n ię o l a  zgodnie z nałożonymi na uk ład  w ięzam i.  Wynika 
s t ą d ,  że ty lk o  d la  usładów holonomioznyoh o l i c z b i e  s t o p n i  swobody równej 
l l o z b l e  w spółrzędnych uogólnionyoh w ar ia o je  w i r tu a ln e  są  dowolne 1 wobeo 
tego  zasada d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o  ( 2 .4 8 )  sprowadza s i ę  w z u p e łn o śc i  do 
odpowiedniego za g a d n ie n ia  raohunku w a r ia c y jn e g o .  Zasadnloza r ó ż n ic a  mię
dzy nimi w ystępu je  d la  układów nieholonomioznyoh, gdyż wtedy w ar iao je  
w spółrzędnyoh uogóln ionyoh s p e ł n i a j ą  dodatkowe zw iązki

Ola uk ładu  nieholonomloznego krzywe b l i s k i e  uzyskane w wyniku u tw orzenia  
w a r l a o j l  krzywej ruchu  rze czy w is teg o  n ie  będą ,  o gó ln ie  r z e c z  b io r ą c ,k r z y 
wymi kinematyeBnle możliwymi. Związane to  J e s t  z reg u ła m i przem iennośoi

8A -  ) 5 + Xr b X x . ( 2 .6 7 )

Na mooy zasady s ta o jo n a rn e g o  d z i a ł a n i a  otrzymamy

(2 . 6 8 )

k( 2 .6 7 ) ,  p rzy  ozym d la  p ierw szych  n współrzędnyoh uogóln ionych  mamy 3C ■ 
» (k » 1 , 2 , . . . , n ) ,  p o z o s ta łe  współrzędne uogóln ione to  współrzędne e -  
le k t r y o z n e  ę 1 (1 ■ n+1 , . . . )

5 ■ Ał  * j  6 (1 « 1 , 2 , . . . , n - m ;  s « 1 ,2 ,  . . . , m  ) (2 .69  )

•# o n
o p e r a c j i  d i  5 d la  w szy s tk ich  współrzędnych uogólnionyoh q ,<ł , . . . , < !  .

24



W dynamloe układów o p e ra o ja  d oznaoza różn iozkow anie  względem c z a s u .  W 
związku z tym j e s t  ona o k re ś lo n a  ty lk o  w punktaoh leżąoyoh na t a k i e j  krzy- 
wej ę 1 = « ^ ( t ) ,  po k t ó r e j  odbywa s i ę  r u o h .  Odpowiadająoe t e j  o p e r a c j i  po
l e  wektorowe ma p o s ta ć  ( q 1d t ,  q“d t ) .  W ariaoja  w i r tu a ln a  3 oznacza
w dynamloe układów dowolną z n ie sk o ń cz en ie  w ie lu  o p e r a o j i ,  k tó ry c h  wekto
r y  r e p r e z e n t u j ą  w szy s tk ie  możliwe p r z e s u n lę o la  w i r tu a ln e  u k ła d u .  W związ
ku z tym o p e ra o ja  5 j e s t  o k reś lo n a  w każdym punkoie p r z e s t r z e n i  kon f ig u 
r a c y j n e j  u k ła d u .

Z powyższyoh rozważań wynika, że z dwóch o p e r a o j i  Sd i  d5 ty lk o  t a  
druga j e s t  o k re ś lo n a  w każdym punkoie leżąoym na dowolnej ( rz e o z y w ls te j  
lu b  k inem atyczn ie  m oż liw e j)  t r a j e k t o r i i  ru o h u .  Wynika t o  rów nież  z rozwa
żań geometryeznyoh pokazanych na r y s .  2 . 1 .

I s t o t n i e  w pierwszym przypadku o k re ś lo n a  j e s t  o p e ra o ja  dS ą 1 , gdyż o -  
k r e ś lo n e  są  o p e ra o je  d ,  §1 i  N atom ias t w drugim przypadku pokazanym
na r y s .  2 o p e ra o ja  d 2 J e s t  n ie o k r e ś lo n a ,  gdyż odpowladająoy j e j  w ektor l e 
ży poza t r a j e k t o r i ą  ru o h u .  Wobeo te g o  n ie  o k re ś lo n a  J e s t  rów nież  operao ja  

d ę * .  Należy zatem ta k  zde f in iow ać  o p e ra o ję  d ,  aby o k re ś lo n a  by ła  opera
o ja  S d .  Należy przy tym p o d k r e ś l i ć  bardzo  i s t o t n y  f a k t ,  że o p e ra o je  d i  

S poza t r a j e k t o r i ę  » q * ( t ) mogą być zdefin iow ane dow o ln ie ,  a na t r a 
j e k t o r i i  muszą pokrywać s i ę  odpowiednio z  różnlozkowanlem względem oza 3u 
1  w a r la o ją  w i r t u a l n ą .

Podamy t e r a z  j e d n ą ,  z w ie lu  możliwyoh, o k re ś le ń  o p e r a o j i  d i  5 poza 
t r a j e k t o r i ą  ruohu  i  zachowującą zwykły sens ty o h  o p e r a o j i  na t r a j e k t o -  
r i a o h .

Nieoh ą 1 ■ ę l (u1 ,u2 , . . . , u n ) oznaoza t a k i  krzywoliniowy uk ład  wspólrzęd- 
nyoh w o to o z en lu  rozważanego ruohu ą 1 = q1 ( t ) ,  w którym , o , . . . , o ) =
« qi (u 1 ) .  Przypuśćmy, że równanie więzów klnematyoznyoh można n ap isać  w 
p o s t a o l

4* -  a£ i® ( j  -  m+1 , . . . , n j  s -  1 , 2 , . . . , m ) .  (2. 70)
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Wtedy w otoozeniu  rozważanego ruohu « a ^ t )  operaoJe d 1 S nożna okre
ś l i ć  n a stęp u jąo o :

da^ (k ■ ( 2 . 7 i a )

a£  d a8 (k - ( 2 .7 1 M

(k ■ 1 , 2 , . . « ,W ) ( 2 .7 1 0 )

aJ  5as fk -  n < - i , . . . ,n ) . ( 2 .7 1 « )

Zgodnie % ty n  ok reśleń  len  p rze su n ięc ia  d a 1,d a 2 , . . . , « a n i  5 a 1*5 a2 » . . . #  s a°
aa oosywiáoie sgodne z więzami n ie ty lk o  na t r a j e k t o r i i ,  leo n  rów nież 1 « 
j e j  e to a se n ln .
Pona tyn operao j a  d i  3 pierw e By oh ■ wspólrzędnyoh aą praenlenne

a forny dwuliniowe pozostałych. n-n współrzędnych na aooy (2 .7 0 )  n a ją  po
sta«

d 5 a3-Sda3 -  ( V Í " aa 4 +A w  +r  9|n| +l Aa*'4W  +l  9\n\ +1A¿ 3 «"
( 2 . 7 3 )

(1 m 1 ,2 ,..# ,0 H Q f j  m W,8 ■ 1 , 2 , . . . , ■ ) .

J e ż e l i  forny (2 .7 3 )  aą równe ze ru , to  a tw ierd zen ia  Frobeniuaa [22]  wyni
ka oałkowalność równań więzów klnenatyoznyoh.

Wprowadzimy te r a z  zasada d z ia ła n ia  stao jonarnego  wyohodząo z równań 
d ’A lenbert a -Iag ran  ge’a

«5 a3 - 3  «a3 ■ o , ( 2 .7 2 )

(2 .7 4 )

Po p r z e k s z ta ło e n ia o h  z równania ( 2 .7 4 )  otrzymany



C ałkująo zatem t o  równanie w g ran ic ao h  od p o ło ż en ia  poozątkowego do po ło 
że n ia  końcowego u k ła d u ,  mamy

t 1 t 1

- j  ĵ 5T+  SA +  - ^  ( ¡ ^  5qk- S i ^ j d t .

Zgodnie z zasadą  d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o  przyrównamy t e r a z  do z e ra  wa
r i a c j e  na koóoaoh p r z e d z ia łu  o a łkow an ia .  Wtedy otrzymamy

f 1
J j^SA+ ST + - ^ g  Sqk-  S ąk ) jd t  -  0 . ( 2 .7 5 )

Wyrażenie t o  możemy uważaó za n a j b a r d z i e j  ogólne pod względem matematycz
nym sform ułowanie zasady d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o .  W tak im  u j ę o iu  zasada 
t a  może byó s tosowana zarówno do układów holonomioznyoh, Jak  1 do układów 
n ieholonom icznyoh. Dla układów holonomioznyoh z r e g u ł  p rzem iennośo i  o trzy -  
mamy = 0 1  wobeo te g o  z w yrażenia  ( 2 .7 5 )  wynika ( 2 . 4 8 ) .  W
związku z tym zasada  d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o  w p o s t a o l  ( 2 .4 8 )  j e s t  sz c z e 
gólnym przypadkiem t e j  zasady w p o s t a o l  (2 . 75 ) .

Dla układów nlehołonomloznyoh pos taó  zasady d z i a ł a n i a  s ta o jo n a rn e g o ,  
k t ó r ą  można otrzymać z w yrażenia  ( 2 .7 5 ) ,  za le ży  od i n t e r p r e t a c j i  r e g u ł  
p rzem iennośo i i  Jak  pokazaliśm y za le ż y  o s t a t e o z n le  od wprowadzonego w oto- 
ozeniu  krzywej ruchu  rz e o z y w is te g o  loka lnego  układu w spó łrzędnych .

2 . 7 .  W łasnośc i  geometryozne p r z e s t r z e n i  k o n f ig u ra o y jn e j  uk ładu  e le k t r o m e -  
ohanloznego

Zajmijmy s i ę  układem dynamioznym, k tó reg o  k o n f ig u ra o ja  j e s t  o k reś lo n a  
p rz e z  N współrzędnyoh uogólnlonyoh qk (k = 1 , . . . , N ) ,  z k tó ry o h  pewna część  
j e s t  poohodzenla e l e k t r y o z n e g o ,  a p o z o s ta łe  meohanioznego. Wprowadźmy po
j ę c i e  p r z e s t r z e n i  k o n f ig u ra o y jn e j  VK, tzn*  t a k i e j  p r z e s t r z e n i ,  k t ó r e j  każ
demu punktowi będz ie  odpowiadała o k reś lo n a  k o n f ig u ra o ja  uk ładu  dynamioz- 
nego , p rzy  ozym odpowiednlośó t a  będz ie  wzajemnie jedn o zn a o zn a .  Ponieważ 
<łk u s t a l a j ą  Jakąś  k o n f ig u ra c j ę  u k ła d u ,  więo u s t a l a j ą  one pewien punkt w 
VN, a tym samym o k r e ś l a j ą  one pewien uk ład  współrzędnyoh w VH.

S t r u k t u r a  to p o lo g ic z n a  p r z e s t r z e n i  k o n f ig u ra o y jn e j  odgrywa i s t o t n ą  r o 
l ę  w dynamioe ja k o ś c io w e j .  Wprowadźmy więo w p r z e s t r z e n i  VN metrykę pozwa- 
l a j ą o ą  o k r e ś l i ć  to p o lo g ię  indukowaną p rz e z  n i ą .  Weźmy w tym c e lu  e n e rg ię  
k in e ty c z n ą  uk ładu

T ■ ^  a ki  ¿ki ^  ( k , l  = 1 , 2 , . . . , N ) ,  ( 2 . 7 6 )
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k tó r a  j e s t  sumą e n e r g i i  układu e le k try c z n e g o  1 meohanloznego.

T = Te + Tb .

W spółczynniki a k l  są  tu  ty lk o  funkcjam i współrzędnyoh uogó ln ionych ,  nie 
z a l e ż ą  na to m ia s t  od p rę d k o śc i  4^ .  Energ ia  k in e ty c z n a  ma zawsze t ę  samą
w ar to ść  n i e z a l e ż n ie  od t e g o ,  j a k ie  współrzędne uogóln ione  z o s ta ły  wybra
ne .

J e s t  wlęo ona niezmiennikiem względem t r a n s f o r m a o J i  współrzędnych u -
• kogó ln lonyoh ,  a ponieważ 4 j e s t  dowolnym wektorem kon traw arian tnym , wlęo 

w spó łozynn ik l  a fel są składowymi t e n s o ra  kowariantnego [27]  •
Dwie s ą s i e d n i e  k o n f ig u ra c je  lub  punkt w p r z e s t r z e n i  VN pozw alają  ok re

ś l i ć  m etryczną formę kwadratową

d s 2 = a ^ d ą ^ d ą 1 = 2T d t 2 .  (2 .7 7 )

P r z e s t r z e ń  k o n f ig u ra o y jn a  VN j e s t  więc p r z e s t r z e n i ą  Riemannowską o formie
m etryczne j ( 2 .7 7 ) .  Należy jednak pam ię tać ,  że badanie ruohu w p r z e s t r z e n i
k o n f ig u ra c y jn e j  metodą p r z e s t r z e n i  Rlemanna j e s t  ty lk o  wtedy d o p u sz o za l -
n e ,  k iedy  w spo łozynn ik i  a. . w ystępu jące  w form ie kwadratowej (2 .76  )są ty l-

k *kko fu n k o ją  w spółrzędnych uogólnionych q 1 n ie  z a le ż ą  od p rędkośo i  q , bo
ty lk o  wtedy można j e  uważać za składowe te n s o r a  kowariantnego,zwanego ten 
sorem metryoznym lub  fundamentalnym tensorem p r z e s t r z e n i .

P rzys tąp im y  t e r a z  do badania  ruchu  układu e lek trom eohan loznego .  Nleoh 
w p r z e s t r z e n i  k o n f ig u ra c y jn e j  VN rozpatryw anego układu  dynamicznego bę
d z ie  zadana pewna t r a j e k t o r i a  ruohu k inem atyoznie możliwego o równaniaoh

ą* -  <łk ( t )  (k -  1 , 2 , . . . , » ) .  ( 2 .7 8 )

D efin iu jem y uogóln iony  k o n traw a ria n tn y  wektor p ręd k o śo i  jako

4* -  ( 2 .7 9 )

P r z y s p ie s z e n ia  n ie  można zde f in iow ać  Jako zwyczajnej poohodnej o za so -  
wej prędkośoi, gdyż wtedy nie otrzymalibyśmy na ogó ł w ek to ra .  Związane to  J e s t  z 
tym, że przy  o b l i i z e n l u  p r z y s p ie s z e n ia  na leży  p r z e n ie ś ć  r t o n o le g l e  wektor 
4k ( t+ h )  do punktu na t r a j e k t o r i i  rue iiu ,  któremu odpowiada param etr  t .  Ope
r a c j a  t a  wymaga wyposażenia p r z e s t r z e n i  Tg w pewien o b ie k t  geom etryozny,
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zwany obiektem równoleg łego  p r z e n i e s i e n i a  r | j  t a k ,  że tz w .  poehodna ab
s o lu tn a  po la  wektorowego qk zdefin iow ana

§ £  .  § £  + r \ 3 M  (2 . 80)

będz ie  ju ż  wektorem kontraw arian tnym  [13] .
Posłużmy s i ę  t e r a z  różniczkowaniem absolutnym i  uogóln iony  k o n t r a w a r la n t— 
ny wektor  p r z y s p ie s z e n ia  z d e f in iu je m y  jako

f k  -  § § “  • ( 2 . 8 1 )

Jego  składowe kow arlan tne  są  równe

f k -  a k i  § £  • ( 2 *82)

Ze względu na t o ,  że w s p r z e s t r z e n l  Rlemanna współrzędne o b ie k tu  ró w no le -  
g łego  p r z e n i e s i e n i a  r j .  są  wyznaozalne p rz e z  fundamentalny t e n s o r  me
t ry c z n y  otrzymamy

• u  r ł .  -  t1’ . “] ■ ^  . «*•«>

gdzie  [ l s , k ]  są  t o  tz w .  symbole C h r i s t o f f e l a  I  r o d z a j u .
Ze wzorów ( 2 .7 6 ) ,  (2 .80  ) , ( 2 . 8 2 )  1 ( 2 .8 3 )  wynika, że p r z y s p ie s z e n ie  moż

na z a p lsa ó  w p o s t a o i

^  • f2* ^ >

Napiszmy t e r a z  równania ruohu u k ła d u .  W tym o e lu  musimy znaó w szys tk ie  
s i ł y  d z i a ł a j ą c e  na u k ła d ,  a w sz ozegó lnoóo i  w szy s tk ie  s i ł y  r e a k c j i  więzów 
krępu jąoyoh  swobodę rozważanego u k ła d u .  Wobeo tego  równanie ruoh r  układu 
można nap isaó  w p o s t a o i

t  ( 2 .8 5  )

gdzie

X)£ -  uogó ln iona  s i ł a  zew nętrzna i  r o z p r a s z a ją c a  d z i a ł a j ą o e  na u k ła d ,

-  uogó ln iona  s i ł a  r e a k o j l  więzów krępu jącyoh  swobodę u k ła d u .
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J e ż e l i  I n t e r e s u j e  nas ty lk o  ruch  uk ła d u ,  wtedy s i ł y  r e a k c j i  są  ty l 
ko w ie lk o śo iam l pomocniczymi, k tó r e  w miarę możliwośoi staramy s i ę  e l im i 
nowali. Wiemy bowiem o n ich  ty lk o  t y l e ,  że muszą one być tak  dobrane ,  aby 
wynlkająoy z równań ( 2 .8 5 )  ruoh  uk ładu  b y ł  zgodny z więzami ( 2 .7 0 ) .

Punkt p r z e s t r z e n i  k o n f ig u ra o y jn e j  VN, r e p r e z e n tu j ą o y  w danej c h w i l i  
ozasu p o ło ż e n ie  u k ła d u ,  n ie  może p rzesunąć  s i ę  w dowolnym k ie ru n k u ,  gdyż 
wyznaczająoe je g o  p r z e s u n lę o le  r ó ż n io z k l  współrzędnych uególnionyoh s p e ł 
n ia ć  muszą równania  ( 2 .7 1 ) .  Ogół p rz e su n ię ć  zgodnyoh z tymi równaniami u -  
tworzy pewną wymiarową m h ip e rp ł a s z o z y z n ę .S tą d  t e ż  każdy punkt p r z e s t r z e 
n i  VN l e ż ą c e j  na krzywej r e p r e z e n t u j ą c e j  ruoh  kinem atyoznie  możliwy, a w 
szoze g ó ln o ó o l  1 ruoh  r z e o z y w ls ty ,  będz ie  punktem wspólnym t e j  krzywej 1 
odpow ladająoej mu h ip e rp ła s z o z y z n y .  Zanim przystąp im y do e l i m l n a o j l  wię
zów podamy je s z o z e  p o ję o ie  p rz e su n ię ć  w ir tu a ln y o h .  Przypomnijmy n a jp ie rw ,  
że w ar iao jam i w ir tu a ln y m i współrzędnyoh uogóln ionych  nazywa s i ę  t a k i e  wa- 
r i a c j e  tyoh  współrzędnyoh Są ,  k tó r e  s p e ł n i a j ą  równania (2 .7 1 o )  wynika- 
jąoe  z równania więzów ( 2 .7 0 ) .  W związku z tym, w i r tu a ln e  p r z e s u n ię o la  mo
żemy zde f in iow ać  ja k o  t a k i e  p r z e s u n ię o l a  u k ła d u ,  k tó r e  odpowiadają w i r tu 
alnym w ariacjom  je g o  współrzędnyoh uogó ln lonyoh .

W d a lszy o h  rozw ażan laoh  ograniozymy s i ę  ty lk o  do więzów I d e a ln y c h .  Mó
wimy, że więzy są  I d e a l n e ,  j e ż e l i  praoa s i ł  r e a k o j l  tyoh  więzów na dowol- 
nyoh p rz e s u n ię o ia o h  w ir tu a ln y o h  układu j e s t  równa z e r u ,  t j .

3A -  \  Są* -  0 .  ( 2 .8 6 )

J e ż e l i  wymnożymy równania ( 2 .8 5 )  p rze z  Są^ ,  a n a s tę p n ie  zsumujemy po k ,  
to  d la  więzów ld e a ln y o h  na mooy ( 2 .8 6 )  otrzymamy tzw . równania d ’Alember- 
ta -L a g ra n g e ’a

( f k -  Xfc) 5 ^  -  °  (k -  1 , 2 , . . . , N )  .  ( 2 .8 7 )

Po po d s taw ien iu  wzoru ( 2 .8 4 )  do ( 2 .8 7 )  otrzymamy n a s tę p u ją o ą  p o s ta ć  równa
n ia  d , A lem berta -L agrange’ a

*

^  "  Xk |  ^  “ * ik  -  .  ( 2 .8 8 )
[  9« Al J

2 . 8 .  Równanie r u -fau w guasl-wspóŁrzedsyoh

Q uasi-w spółrzędne wykorzystywano w meohanioe ju ż  dawniej Jako pewne ki- 
nematyozne o h a r a k te r y s ty k i  ruchu u k ła d u .  Jednak dop ie ro  niedawno współ
rzędne  uogó ln ione  i  param etry  klnematyozne ruohu z a s tą p io n o  jednym ogól
nym pojęoiem ąu a s l-w sp ó łrzę d n y o h .  Równania ruohu w ąuasi-włspółrzędnyoh,po
dane w przeg lądow ej praoy [l4a] Hamela, były pod względem budowy podobne
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do równań Lagrange^a 1 obowiązywały zarówno układy hoionom lczne, ja k  i  nie- 
holonom iezne.

W d a l s z e j  k o l e jn o ś c i  wykorzystamy ideę  q u as l-w spó łr  zędnych d la  układów 
e le k t ro m e ch a n icz n y ch .  Pomimo, że q u as l-w spó łr  zędne ze względu na swój cha
r a k t e r  n ie  w ys tępu ją  jawnie w f u n k c j i  Lagrange^a i  w równaniach więzów 
tym n ie m n ie j ,  o p e ra c ja  różn iozkow ania  względem quasi-w spó łrzędnyoh  j e s t  
o k reś lo n a  w z u p e łn o ś c i .  I s t o t n i e ,  n ie ch  qK (k = 1 , 2 , . . . , N )  oznacza ją  
współrzędne uogó ln ione  układu a qk (kf ■ 1 ' ,2 ' , . . . ,N ')  -  q u a s i -w sp ó ł rz ę d n e . 
Niech ponadto pochodne quas i-w spó łrzędnych  i  p rędkośo i  uogóln ione qK spe ł
n i a j ą  l in iow e  z a le ż n o ś c i

4k' = ^ r 4k ł 4k - A ^ 4 k r , ( 2 .8 9 )

gdz ie  Afe| a£ z a le ż ą  ty lk o  od współrzędnyoh uogóln ionych  i  c z a s u .

Zaohodzi

A1 Afc' ” 8 ? * A1 Al '  ” b 1' * i2 .8 9 a  )

g d z ie  § k  i ®k' są  symbolami K roneokera .

Z d rug iego  równania ( 2 .8 9 )  wynika

Zauważmy, że z  równania ( 2 .8 9 )  w ynikają  n a s tę p u ją c e  z a le ż n o śo i

Sqk = Ak , Są151' , (2.91 )

k tó r e  można wykorzystań do wyeliminowania z równań d ’ Alemberta—Lagrange a 
( 2 .8 8 )  w a r i a c j i  w spółrzędnyoh uogó ln ionych .  W r e z u l t a c i e  mamy

S q^r a 0 .  ( 2 .9 2 )

Symbolem T* będziemy oznaozaó f u n k c ję ,  w k t ó r e j  p rę d k o śc i  uogólnione 
qk z a s tą p io n o  przy pomooy związków ( 2 .8 9 )  pochodnymi quas i-w spółrzędnyoh 
qk ,  Funkoje t e  s p e ł n i a j ą  n a s tę p u ją c e  z a le ż n o śo i



Wprowadźmy je sz o z e  jeden  uproszozony symbol na różn iczkow anie  oząstkowe, 
k tó ry  J e s t  s p e o ja l n i e  dostosowany do s tosow anej w t e j  praoy metody wskaź
n ik o w e j ,  a o la n o w lo le :

S1 " * (2 .9 4 )

Różniozkująo wzór (2 .8 9 a )  względem ozasu o ra z  względem 1 - t e J  w spółrzędnej 
l 1 otrzymamy

Ak' W  As + As ST Ak' “ 0 (2 - 9 5 '

Ak' 91 AS + As' 91 Akr * 0 • (2 .96  )

Wykorzystamy t e r a z  wzory ( 2 .8 9 ) ,  ( 2 .9 3 ) ,  ( 2 .9 5 )  i  ( 2 .9 6 )  do szeregu  n as tę-  
pująoyoh p r z e k s z t a ło e ń i

Ak- f c  -  i r  iAk' ^  h  (A^  41 -  f s  &  Ak "

"  TT + ^ s y i lc 'Ał  ai  (Ak '  ^  + | l ' A£  3F Ak »

Ak - - ^ + " 7  4 ' Ą 9t  < > 41 • (2 - 98 ł

Uwzględnia jąo za le ż n o ó o l  ( 2 .9 7 )  i  ( 2 .9 8 )  w równaniu ( 2 .9 2 ) ,  otrzymamy na
s tę p u  ją o ą  p o s ta ó  rów nania  d ’A lem berta-Lagrange’ a w ęuasl-w spółrzędnyoh

cki' + Bk ' ^ T ~  xkr) 5qk ’  0 * (2 .9 9 )51 94fc 9qk k l  94" 94® *

gdzie

a£, 4 (31 Ak ~ \  Al ' (2 .1 0 0 )

o 8' 9 La'
V  ■ V  w  \ (2.101 )

Xfcr -  A^r X]Ł . ( 2 .1 0 2 )



8 8Wyrażenia C^, ^  o ra z  B^, n a le ż ą  ty lk o  od wzajemnego stosunku  współrzędnych 
uogólnionych 1 poohodnyoh ąu a s l -w sp ó łrzę d n y o h ,  a n ie  z a le ż ą  od s t r u k tu r y  
1 ruohu u k ła d u .  Należy rów nież  zauważyć, że równania d ^ A lsa h e r ta -L a g ra n -  
g e ’ a w ęuas l-w spó łrzędnyoh  ( 2 .9 9 )  o p i s u j ą  u k ła d y ,  k tó r e  n ie  p o s ia d a j ą  żad
nych więzów, Jak 1 t a k i e  u k ła d y ,  k tó ry o h  ruoh  j e s t  krępowany pewnymi w ię -  
zaml. w pierwszym przypadku na mooy n le z a le ż n o ó o i  w a r i a c j i  ó q  ą u a s l -  
w spółrzędnyoh otrzymamy N równań ze związku ( 2 .9 9 )

k  2 2 ^ -  Ą r+ c f  r  %  41' + B»: a j  -  X* (2 .1 0 3 )
d t  34K 0<łK K 1  9ą® *  94® *

(s',l' ,k '*> l ',2 ',  .  .  • fN').

j e ż e l i  więzy uk ładu  mają p o s ta ć

AM+kf ^k .  0 f (ic « 1 , 2 , . . . ,N f kr ■ l ' , 2 ' , . . . , ! M i )  (2 .1 0 4 )

wtedy wygodnie j e s t  w w ie lu  przypadkach t a k  wprowadzić ąu a s l-w sp ó łrzę d h e  
aby na mocy (2 .1 0 4 )  np .  N-M o s t a t n i c h  ąuas i-w spó łrzędnyoh  było  równyoh ze
r u .  W tym o e lu  w ysta rozy  w s z o z e g ó ln o śc l  z a ło ż y ć ,  że współrzędne uogó ln io 
ne 1 N-41 o s t a t n i o h  ąuas l-w spó łrzędnyoh  s p e ł n i a j ą  za le żn o ó o i

^M+k' .  AM+k' ¿k , ( 2 .1 0 5 )

(k'*= 1 ' ,2 ' , . . . ,N -M  } k -  1 , 2 , . . . ,N ) .  

a M p ie rw szych  ęuas i-w spó łrzędnyoh  s p e łn i a  l in iow y  uk ład  równań

4k’ -  A * '4* , ( k ' -  1 , 2 , . . . , m '  f  k ■ 1 , 2 , . . . , N )  ,  (2 .1 0 6 )

k tó reg o  maolerz j e s t  n le o so b l iw a .

W ariaoje S ą 1*1 1 na mooy (2 .1 0 5 )  s p e ł n i a j ą  zw iązki

&ąM+kr -  AM+kr Są1* .  (2 .1 0 7 )

Zauważay, że na mooy równań więzów (2 .1 0 4 )  w ar ia o je  ąuas l-w spó łrzędnych  
są  równe ze ru

ó / ^ - O  (kr -  l ' ,2 ' , . . . ,N U i ' )  .  (2 .1 0 8 )
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Wynika z t e g o ,  że (If-M) o s t a to lo h  wyrazów w równaniu d ’A lem berta-Lagran- 
ge’ a j e s t  równa z e r u .  Z p o z o s ta ł e j  sumy otrzymamy M równań

4 ą j * , _  +  2 S ^ 4 1 + Xk r ,  ( 2 .1 0 9 )
a l  94K 9qlc c 9q* K ,3qa K

( k ' ,1 ' -  1,,2 ,, . . . , M r i  s ' -  1',2,, . . . , N )  ,

gdyż U p ierw szych  w a r i a o j i  J e s t  n le z a le ż n y o h .

Równania (2 .1 0 9 )  n ie z a w ie ra ją o e  ju ż  nleznanyoh s i ł  r e a k o j l  więzów łą c z n ie  
z (N-M) równaniami więzów (2 .1 0 4 )  1 M równaniami (2 .1 0 6 )  s tanow ią  N+M rów
nań ruohu w quas i-w spó łrzędnyoh ,  z k tó reg o  przy zadanych w ar to śo ia ch  po-  
ozątkowyoh można syznaozyó ruoh  u k ła d u .

2 . 9 .  Równania d^A lem berta-Lagrange, a-M axuslla  maszyny bezkomutatorowej we 
współrzednyoh uogó ln lon joh

Wyprowadźmy równanie ruohu bezkomutatorowej maszyny, k tó r e j  en e rg ia  ki- 
netyozna T J e s t  formą kwadratową prądów w irn ik a  i  a to ja n a  o ra z  po łożen ia  
kątowego w i r n ik a .  Załóżmy, że s to j a n  1 w irn ik  ma 3-fazowe uzw ojen ie .N iech  
i *  (k -  1 , 2 , . . . , 6 )  oznaoza ją  prądy fazowe s to j a n a  i  w irn ik a  odpowiadające 
s iłom  eldktromotoryoznym e fc (k -  1 , 2 ,3 rR1 R2 -  opornoóoi uzwojeń s to j a n a  
1 w i r n ik a ,  -  w spó łczynn ik i  lodukoyjnoóoi w łasne j  1 wzajemnej uzwojeń 
s to j a n a  1 w i r n ik a .  Zakładamy ró w n ież ,  że s t o j a n  i  w irn ik  n ie  mają Jawnyoh 
biegunów 1 s z o z e l in a  pow ie trzna  między wirnikiem  1 stojanem j e s t  równo
mierna a od k ą ta  ob ro tu  w irn ik a  z a le ż ą  Jedyn ie  w spó łozynn lk i  in d u k c y j -
n o śo l  wzajemnej między uzwojeniami s to j a n a  i  w i r n ik a .  Za współrzędne u -

1 2  6ogóln lone rozpatryw anego układu przyjmiemy ład u n k i  q ,q  , . . . , q  , k tóryoh  
poohodna j e s t  równa prądom poszozególnych uzwojeń o raz  współrzędna kątowa 
q7 .  Przy t a k  wprowadzonych współrzędnych uogólnionych e n e rg ia  k ine tyozna  
ma postaó

T \  ak l  ^  'i1 » (2.110 )
*

gdzie  maolerz kwadratowej formy ma postaó

W * .
1 w 

-  7  “ a - i « .
7

l i ^ c o s  pq Mswc o a *pq7 + Mowc ° s ( p q ' + 0

- K Łr .  + “ b “  !2 “ s u „ c o s ( pq7  * i f l u gmC0B pq7 M ^ o o s ip ą 7  ♦ 0

-  7
1 u

"  7  Ms * r . !„ < * > . (p , 7  ♦ MB. c ° B (p q 7 + M " c o .  pq7 0

li e o e  pq 7 M ^ c o B ip ą ^  ♦ V “ < w ’  * T 5
1 K - K 0

Uame o a  (P*»7 + ^ Ma* C0B M ^ c o a ip ą 7 ♦ fc» 1 „  
-  7  K Lrw  *

1 u  -  7  “ w Ol

^ 3Wc o s ( p q 7 ♦  * 0* 00« (pq7 ♦ « 3 .  COS P , 7 1 «  
"  7  * » - i * . W . 0

0 0 0 0 0 '  0 J
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Lr s  -  w spółczynnik  in d u k o y jn o śo i  r o z p r o s z e n ia  uzwojeń s t o j a n a ;

-  w spółczynnik  in d u k o y jn o śo i  r o z p r o s z e n ia  uzwojeń w ir n ik a ;
p

Ma = lC9(Z3 r A  n -  w spółczynnik  in d u k o y jn o śo i  uzwojeń s to j a n a  związany z
głównym obwodem magnetycznym o przewodnośoi

Z -  l i o z b a  zwojów uzwojeń s to j a n a ;
S p

= k wz £ A ffl “  w spółozynnik  in d u k o y jn o śo i  uzwojeń w irn ik a  związany z głów
nym obwodem magnetycznym o p rz e w o d n o śc iA BJ 

Zw -  l i o z b a  zwojów uzwojeń w ir n ik a ;

k g ,kw -  w sp ó łc zy n n ik i  uzwojeń s to j a n a  i  w i r n ik a ;

p -  l io z b a  par  biegunów uzwojeń s i l n i k a ;

ą? -  k ą t  między osiam i p ierwszego uzw ojen ia  s t o j a n a  a czwartego
uzw ojen ia  w ir n ik a ;

J  -  moment bezw ładnośol w i r n ik a ,
m =kz z A  -  współozynnik in d u k o y jn o śo i  wzajemnej uzwojeń s to j a n a  1 wir- 

9^ 9 V ID
nika w przypadku gdy o s ie  uzwojeń pokrywają s ię *

C i ły  uogó ln ione  wyznaczymy z w yrażenia  na praoę w i r tu a ln ą

SA -  Xk 5 q k »  ( e 1- « 14 1 ) S ą 1 + (e 2~R1ą 2 ) 8 q2 + Ce3_n1q-} ) S +

(2 . 1 1 2 )
+ (w-hij^) 3 ~ § i*1’ ~ R2 4^ & qP -  R2 46 >

gdzie

e 1 , e 2 , e 3 -  s i ł y  e lek tro m o to ry c zn e  p rzy łożone  do uzwojeń s t o j a n a ;

= W. — moment zewnętrznych s i ł  meohanloznyoh;

R1 ,R2 -  oporność uzwojeń s to j a n a  i  w i r n ik a ;

h -  w spółozynnik  t a r o i a  w isko tycznego .

J e ż e l i  uzw ojen ia  s to j a n a  1 w irn ik a  są połąozone w gw iazdę,  to  z równania 
d ’A lem berta-L agrange’ a

^  ”  x k ' ^  = 0 {k “ 1 *2 , . . . , m

n ie  w yn ika ją  b ezpośredn io  równania ruchu u k ła d u ,  gdyż w a r ia o je  w spó łrzęd
nych uogólnionych S ąk s p e ł n i a j ą  n a s tę p u ją c e  rów nan ia :

S ą1 + 5 q 2 + Są-5 * 0 ,
(2 .1 1 3 )

5  ą ^  +  8  ą - 5 +  8  = 0  •
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wynlkająoe z równań więzów napisanych  na mocy I  prawa K lrohhoffa

(2 .1 1 4 )
i 1 + 42 + i 3 -  o , 

i 4 + i 5 + i 6 » o .

Reakoję więzów krępu jąoyoh  ruoh  rozpatryw anego układu wyeliminujemy 
.row adza jąo  sp e o ja ln e  quas l-w spó łrzędne  q1 , q 2 , . . . , q 7 .  Nieoh poohodne qua- 

s i-wspóŁrzędnyoh 4k 1 p ręd k o śo l  uogóln ione  4k s p e ł n i a j ą  l in iow e  z a le ż n o ś -
o i

Akr 4lc ł 4k -  A¡[ 4k i (k = 1 , 2 , . . . , 7  )

CM
w. 

•* 
T“N

m acie rz  uk ładu  równań ( 2 . 115) ma postaó

—  ) (PT
-y? -yy "P 0 0 0

Y f o o s  * V  - f o o ^  * * $ ) .  - 0  cos  ( * ,  + § í ) 0 0 Cl

i / ? “ 1“ ' ? '  - / F ,L n (,łI + 0  s l a ( Ą  + f i ) 0 0 0

o 0 0
■yj -yy

1

Ti*
0 o 0 V i COH t/gt c o a (t£  + f̂)» yf1 co e (^ 2 +

t í j -  co0t , “> -  p u l s a o ja  n a p ię o ia  z a s i l a j ą o e g o  s t o j a n ,

(2. 1 1 6 )

^2 -  pq7

Ponieważ e n e r g ia  k in e ty o zn a  układu J e s t  n lezm lenn iozą  f u n k c ją  współ
rz ę d n y c h ,  otrzymamy

k *1 ' |  ak 'x '  4k 41 = T* t (2 .1 1 7 )

gdzie

V  l r ■ * k l  Ak' Al ' (2 . 1 1 8 )
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Zgodnie z prawem t r a n s f o r m a c j i  (2 .1 1 8 )  w spó łczynn ik i  a^r ^  można zap lsaó  w 
ąu a s i-w sp ó łrzę d n y ch  w p o s t a o l  maolerzy

[ V  i ]

Łrs 0 0

0  L „  +  ? M s  0

0

0

sw

0

O

^ s  + 2 Ms 0 

O

O

2 Maw 0

O 0

rw

0

l Msw

0

O

0

O

sw

O

0 L rw + ¿ « w

Lrw + \  \  0

(2 .1 1 9 )

E nerg ia  uk ładu  w guas l-w spó łrzędnyoh  wynosi więc

T * "  ł L r s i i 1 ' 2 +  ł  ( L r s  + +  | - M aw + \  i L r s  + £  +

(2 . 1 2 0 )

+ \  Msw 4346' + \  I* , i / ) 2 -  §• f i* .  + \  M, ) ( i 5')2 + £  iŁ „  ♦ }  M. ) ( i6')2 +

+ £ j ( / ) 2 .

Napiszemy t e r a z  równanie d ^ l e o b e r t a - L a g r a n g e ’a w guas l-w spó łrzędnyoh  w 
p o s t a o l  ( 2 .9 9 )

f [ p + c k-'l' ^ 7  i 1 + Bk ' ^ "  V  s «łk -  o .

ar g ?
W spółczynniki C£, jf o ra z  Bfcr w ystępująoe w tym równaniu wyznaozymy ze wzoru 
(2 .100 ) 1 (2 .1 0 1 ) . Zauważmy w tym o e l u ,  że w spółozynn lk l  A^rs tanow ią  e l e 
menty maolerzy t ransponow anej do maolerzy [a|^J, gdyż m aolerz [a£J j e s t
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g f g r
maolerzą o r to g o n a ln ą .  Wykorzystująo to  przy  o b l i c z e n iu  C£, i  b£, otrzyma
ny

r 6' ■ r5 '  .  _ ,
C5T 7' T 6 '  p f

2' 5'B y  = Bgr -  u;o ,

Cgr yr * Cy y  “ "  P

BJ  -  b J  -  -  w

(2 .120)

3a'p o z o s ta ł e  na to m ia s t  w spd łozynn ik i  C r̂ y  i  B^, są  równe z e r u .
Obliozmy t e r a z  s i ł y  zewnętrzne 1 ro z p r a s z a ją c e  d z i a ł a j ą c e  na uk ład  w qua- 
s i -w sp ó łrz ę d n y o h .
Mamy

x k' “ i# k “  Rk l  ^  Ak' * ( 2 .121  )

gdzie

k l

O gdy k fi 1 ,

k “ 1 “ 1*2 ,3 ,  

R g  k » 1 = 4 , 5 , 6 ,

h k = 1 » 7 .

®1**2,e 3 ”  zew nętrzne n ap ię o la  p rzy łożone do f a z  s to j a n a  e^ = e^ = e^ » O 

Po p r z e k s z t a ło e n iu  (2 .1 2 1 )  otrzymamy

A2'= e^/ *■ R1q i Xg' 0 e^f R1 * x3' * ®3r "  R1

y  = -  R2 q4' { X5 r -  -  R2 45 i  X6r = -  R2q6 i  X y  -  -  W  -  h q 7

(2 . 1 2 2 )

V  = ek Ak' (k' = 1'»2'«3,)

Zauważmy t e r a z ,  że na mooy (2 .1 1 5 )  zachodzi

84* '=  . (2 .1 2 3 )
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Z r e l a c j i  (2 .1 2 3 )  wynika, że

* =Sg1 = Ajj. 84^ = —i  (5g 1 +  Sq 2 + 5 q 3 ) ,

(2 .1 2 4 )

5 qA = a£ 3 qk = -1 ,  (S q^ + 8 q5 + 84^ )  .
■VT

P o d s taw ia ją c  równania (2 .1 1 3 )  do (2 .1 2 4 )  otrzymamy

841' -  O j 84^  » 0 .  (2 .1 2 5 )

Wynika z t e g o ,  że pierw szy i  ozwarty wyraz w równaniu ( 2 .9 9 )  j e s t  równypf *lr Rf £
z e r u .  Z p o z o s t a ł e j  sumy na mooy n ie z a le ż n o ó o i  w a r i a c j i  3q , 5q ,  8q , Sq ,Tjf *
Sq otrzymamy 5 równań

k  f ? + 4  -  x2- c 0 *

^ S ^ + 4 ^ - x3' “ °  *

h  g j  + 4 r  f j ?  *■ 4  Ę p ' -  Xy -  O ,  (2.126 )

^4 D 94“'

gdzie

d 9T* . p 5'
5F 6' 7'

d_ 3T* . „5'
d t “ TT +947 7' 6r

” (Lr s  + I  Ms + ł  Msw 45 »c>4

(Lr s  + l Ms ^ 3 + \  Msw ^  »,J4

S "  <Lrw + | K ^  + ¿ Msw ^  » i 2 *127łcXl

“ {IVw + \  “w ^  + \  Msw ^  *dą
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%  -  J 4 7 ' ,  
9q7

» O dla k' = l',2 r, . . . , 7 '
9qK

(2 .1 2 7 )

Podstaw iając zw iązki (2 .1 2 0 ), (2 .122) 1 (2 .127) do układu równać (2 .126) 
otrzymamy

•2 f , 5'  T

(L*s + \ V  11“ Msw if- - wo(Lrs * 2 Ms^3 - uo 2 Mswi6 + R1$2 “ V> 
• 3r , f

(Lrs + £ V  ff“+ i Msw If- + wo(I*s + ł uB)i2 + “o I Msw*5 + Ri9y* 83' ’

( L rw + \  “ w ) I ł "  + \  Msw i i - , + p i L rw +  £  “ w >46 47  + P f  Msw 4 * 4 7  ’

-  “ o ^ rw  + \  “w )i6 “  ^o f  Msw i 3 ,+  R245 r“ 0 , (2 .128)

(Lrw + 2 “w^ i f - + i Msw i ł “ - p(Lrw + £  V 4 547 -  P \  i Źq j \

+ “ o (Lrw + \  “w *ł5' + “ 0 \  Mg, i 2' + R246 -  0 ,

(j47) + p \  Ma„(4246 -  4745 ) + &47 + m  ■ o .

Wprowadźmy następu jące  oznaczenia

p7 • *57 ,£^ n f
X1 * 4 » *2 * <1 » x3 * 4 » x4 = 4 , x5 -  Pd'

(2 .129)
▼ 1  -  e 2r * v 2 -  e y

• k '
Rozwiązując układ równań (2 .128) ze względu na poohodne oraz stosu jąo
oenaozenla (2 .129 ) otrzymamy

dx.
K T  “ -*1*1 + a 2x2 + a 3x3 + a4x4x5 + a 5X2X5 + °1v1 

dx2
S T - "  " a2x 1 “  a l x2 + a3x4 “  a4x3x5 “  a5x1x5 + °1v2 i2 ‘ 130 )
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dx

gdzie

Si2  "  a6x 1 -  a7X3 + a 2x4 -  a 8x4x 5 “  a 9x2x 5 "  °2V1 

dx4
S T  = a6x2 -  a 2x3 “  a7x4 + a 8x3x 5 + a 9x 1x5 “  °2y2 

ax5
3 T  '  -*12x 5 + a 10 ix2x3 “  x l V  “  W a 11 » 

o -  (Lra  + ^M s HLrw + ¿M *) -  ( f  Ma„>2

(2 .130

a 1 ------------- 3---------  . a 2 - wo »
H 1 ( I * w  + i  ^  )

O

B2 i  Msw . (Lrw + i  “w '  \ mbw 
a 3  "  -------- 5 ------------  »  -    5 — * ------------- ( 2 . 1 3 1 )

a5 - £ ^ .  as - R4 ^

a? - H2(W  £ V  , ^ . fŁre + £ y  * l «w l

(Lr s  + i  MS ) \  Msw P2 i M«a9 - - JŁŁ— ” , a10 - — f - 2 L

l 11 “ f  i  a i2  -  T

Ł rw + I  «w „
°1 “ ‘ " o “ » °2 “

O b l ic z e n ia  przeprowadzimy d la  s i l n i k a  typu  SZUDa H 6 ac  o danyoh znamiono
wych

PN * 38 [kw] , Ijj « 5 6 ,5  [a] ,  Ojj « 980 [obr/min] , o o s ^  .  0,86

Ł
-  2 ,5  ,  1 ^  -  86 [A] , U -  288 [v] , 0 ,91  .

N

przy  momencie bezw ładnośol J  *■ 3,52 [ifms2]
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Wyrazimy t e r a z  w szys tk ie  n i e l k o ś o i  w ystępująoe w u k ła d z ie  równań (2.130') 
w Jednos tkach  względnyoh. Za J e d n o s tk i  względne przyjmujemy

-  cz as  o d n ie s i e n i a ,

-  am plituda  n ap lę o ia  znamionowego s to j a n a ,

-  am p lituda  prądu znamionowego s t o j a n a ,

-  i -
wo

Uodn -  % max

J odn “ J N max

UN max
Eodn max

-  oporność o d n ie s ie n ia ,

L . = • • ■ -  lndukoyjność o d n ie s i e n i a ,
odo V l t i a x

“ odn ” “ o

m
odn “ N me oh

-  prędkość kątowa o d n ie s ie n ia  d la  w i r n ik a ,

-  moment o d n ie s i e n i a ,

SiWN meoh “ 37 nN “  znamionowa p rędkość kątowa w i r n ik a .

W spćłozynniki (2 .1 3 1 )  w Jednos tkach  względnyoh przy jm ują  n as tępu jąoe  
w a r to ś c i

a 1 -  0 ,140 a 5 -  6 ,670 a g «= 10,770 h1 -  5,500

a & = 0 ,196  a 1Q » 0 ,00234 t>2 ■» 7,720

a g » 0 ,116  a ? = 0 ,187  » 11 = 0,00317

a 4 *= 4,760 a g » 7,670

Wprowadźmy nas tęp u jąo e  oznaczenia

*1 t 1 (X )

x2 f 2 (x ) '  C, 0 '

X «= x3
. m  -

f j ( x )
V »

V1 » c =
0 C1

x4 f  4 (x ) v2

OOJ
V

x 5 f 5 (x ) 1 o o

( 2 .132 )
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p r z j  oEjm

p f .,(x ) - -  a i x 1 + a2x2 + ayę, + W 5+ a 5x2x5

i 2 (x) - -  a2x 1 -  a 1x2 + a 3x4 -  a4x3x 5 -  a 5X1X5

p f-.(x ) = 
1 J a 6x 1 “  a7x 3 + a2x4 - a 8x4x5 “ a 9x2x 5

Ul

p
V x) ■

fjiac) »

a6x 1 “  a 2x3 ~ 

~  a i2 x 5 + a 10

a7X4 + 

(x2x3 -

a 8x3X5 + a 9X1X5

X1X4 ) -  Wa i i

p
Układ dynamloBoy ( 2 .1 3 0 )  p rcy jm le  t e r a z  n a s tę p u ją o ą  p o s ta d  sek to row ą

■* £[x] + Cr • (2 .1 3 3 )
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3 .  STEROWANIE UKŁADÓW ELEKTROMECHANICZNYCH

Zagadn ien ia  s te ro w a n ia  optymalnego z o s ta ł o  postawione w l a t a c h  p ię ć 
d z i e s i ą t y c h  obecnego s t u l e c i a .

Początkowo z a g ad n ien ie  to  próbowano rozw iązać  w ykorzys tu jąc  metody k l a 
sycznego raohunku w ar ia cy jn e g o -  W 1956 roku  L. P o n tra g ln  wraz ze swymi 
współpracownikami sform ułował tz w .  zasadę maksimum [24]  o k re ó la ją o  warun
k i  konieczne do ekstremum fu n k o Jo n a łu ,  za leżnego  od współrzędnych s ta n u  
o b ie k tu  i  sygnałów s te r u j ą c y c h  o b i e k t ,  powiązanych między sobą p rze z  rów
nan ia  różniozkowe te g o  o b ie k tu .  N ie z a le ż n ie  od aagady maksimum R. Bellman 
[4] sform ułował tzw . zasadę op ty m a ln o śc i ,  k tó r ą  można rów nież  stosować do 
o trzym ania  równań op isu jąoych  s te ro w a n ia  optymalne o b ie k tu .  Rozwinęła s i ę  
t a ż  metoda funkoJonałów Lagrange’ a bazu jąoa  na o p a rc iu  pojęolowym to p o lo 
g i i  i  a n a l i z y  fu n k c jo n a ln e j  [14]  * Z najnowseyoh p rac  w t e j  d z i e d z in ie  na
le ży  wymienić przede wszystkim p u b l ik a o ję  Dubowleokiego i  M i l iu t i n a  [8] ,w 
k t ó r e j  a u to rz y  u z y s k a l i  bardzo ogólne warunki op tym alnośo i zwane przez  
n ic h  równaniem E u le r a .  Z warunków tyoh  można z k o l e i  otrzymać znane Już 
r e z u l t a t y  t e o r i i  o p ty m a l iz a o j l ,  Jak np.  zasadę maksimum P o n t r l a g ln a  o raz  
metody typu  funkojonałów Lagrange’ a .  W t e j  o z ę ś o i  praoy ze względu na po
s t a ć  matematyczną rozpatrywanego o b ie k tu  będziemy bazow ali  na za sa d z ie  ma
ksimum P o n t r i a g i n a .  Wykorzystując pewne w arusk i konieozne na ekstremum 
fun k o jo n a łu  będziemy po sz u k iw a li  sterowań suboptymalnyoh, k s z t a ł t u j ą o y c h  
c h a r a k t e r y s t y k i  dynamiczne maszyny a s y n c h r o n ic z n e j .

3 . 1 .  Zbiór  s te row ań dopuszczalnych

Załóżmy, że mamy dany uk ład  dynamlozny o równaniu (2 .1 3 3 )  przy ozym 
(T1 tT2 ) J e s t  Jego p rze d z ia łem  o k r e ś lo n o ś o i .  Niech U J e s t  zbiorem f u n k c j i  
p rz e d z ia ła m i  o i ą g ły o h .  Elementy u ( t )  z b io ru  U będziemy nazyw ali s te row a
n ia m i .

Załóżmy, że d la  każdego t  z p r z e d z ia łu  o k r e ś lo n o ś c i  (T^»T2 )u k ład u ' j e s t  
zadany podzb ió r  Û . p r z e s t r z e n i  Rffl (przyjmowany zwykle ja k o  domknięty »ogra
n iczony i  wypukły lub  Jako o a ła  p r z e s t r z e ń ) .  Oznaozmy p rz e z  i i  z b ió r  zbio
rów Ufc, to  znaczy

(3 .1  )
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Możemy wówczas sformułowaó d e f i n i o J ę :

D e f i n i c j a ,  J e s t  nazywane zbiorem ograniczonym w c h w i l i  t ,  a  £2 J e s t  na
zwane zbiorem og ran icza jącym.  J e ś l i  U J e s t  zbiorem ws zys tk i ch  f u n k o j i  o -  
g ranlozonyoh p r ze d z i a ła m i  o i ąg łyo h  u ( t )  ok reś lonych  w (T. | ,T2 ) t a k i c h ,  że

u ( t )  e d l a  t  e {T1fT2 > , ( 3 . 2 )

t o  mówimy, że TJ J e s t  zbiorem s te rowań  s p e ł n i a j ą c y c h  o g ra n ic z e n ia  Q  lub 
że U J e s t  zbiorem s terowań dopuszoza lnych.  Odpowiednio,  każdy element  ueU 
J e s t  nazywany s te rowaniem dopuszczalnym.

Przystąp imy t e r a z  do o k r e ś l e n i a  s te rowań dopuszozalnych s i l n i k a  asyn
ch ro n ic zne go .  Punktem w yjśc ia  d la  k o n s t r u k c j i  s terowań dopuszoza lnych  bę
dz ie  o os in u s o id a l n e  n a p i ę c ie  t r ó j f az o w e  o p u l s a o j i  c*>0

o ,  «  TJ„OOS oJ t1 m o

e 2 = UaoosioJ0t  + k f )  ( 3 . 3 )

63 “ umoos ĈŁo*: +

Abs t rahu jąc  n a r a z le  od r e a l i z a o j i  t e o h n l o z n e j ,  załóżmy że sygnałem s t e r u -  
Jąoym rozpa t rywany układ dynamlozny będą t r z y  n ie za l eż n e  funk c je  u ^ f t ) ,
u p ( t ) ,  u , ( t )  ogran iozone ( t z n . U ^ t  ) <  1,  i  ■ 1 , 2 , 3 ) ,  p r ze d z i a ła m i  o ią -
g ł e ,  modulujące odpowiednio o o s i nu s o id a l n e  n a p i ę c i a  t r ó j f az ow e  ( 3 . 3 ) .  
Zgodnie z prowadzonymi oznaczen iami  można nap i saó

l ^ i t ) !  =£ 1,  1 « 1 , 2 , 3  d l a  t  e (T^Tg )> .(3 .4  )

Widzimy wlęo,  że zb ió r  o g r an io z a j ą cy  J e s t  k os tk ą  3-«ymiarową w R^.
Zgodnie z naszymi z a ło ż en ia m i ,  n a p i ę o ia  t ró j f az o we  p rzy łożone odpowiednio 
do poszozególnych uzwojeń s t o j a n a  w Jed no s tk ach  względnyoh p rzy jmują  na
s t ę p u j ą c ą  pos taó

e 1 « u ^ ( t  )oos t

e 2 = u? ( t  )oos ( t  + ( 3 . 5 )

e j  * u ^ i t  )co3 ( t  + - y )  •
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Zwróćmy t e r a z  uwagę na wyrażenie Cv występujące  w równaniu ( 2 .1 3 3 ) .  Za
chodz i

V1 e2

' 
J*2 

®Jbd OJ
1 *

= =

v2 6 3 A^ e 3* k

( 3 .6 )

P ods taw la jąo  w apó łozynn lk l  (2 .1 1 6 )  o raz  z a le ż n o ś o l  ( 3 .5 )  do ( 3 .6 )  o t r z y 
mamy

ju^d+oos 2 t ) + u2 (1+oo3(2t + 2^) + u^(1+oos(2t + ^ ) ) j

* f > ]-  h ?  [* 1s l n  2t  + u2s l n ( 2t  + Z j )  + u3s l n ( 2t  + 

Wyrażenie Cy przy jm uje  t e r a z  poataó

h1 [l+oos2t] , b1 [l+ coa(2t + ^ ) ]  » b .,[ l+ o o s(2 t  + ^ j)]  

-b^aln  2 t ,  -b .|S ln (2 t  + ^ j ) ,  -b .jS in (2 t + ^ )

-b 2 [l+ooa2t] ,  -b 2 [l+ooa(2t + ^ ) ]  » -b 2 [ l+ o o s(2 t + ^ ) ]

Cv»

b2 a ln  2t  b2 a l n ( 2t  + ¿ j ) ,  b2s l n ( 2t  +

gdz ie

n  -  ł ° i V ? ‘  2»24°
f E

*2 “ ł  V \ i ? “  3 »150

P odataw la jąo  wyrażenie  ( 3 . 7 )  do równania (2.133) otrzymamy

= f  [ x ( t ) ]  + B1 ( t  ) t t ( t )  .

■B1°
( 3 .7 )

M

( 3 .8 )

W rozpatrywanym przypadku sygnały a te r u ją o e  u , | t u2 , n ie z a le ż n e .
Gdyby na tomias t  z a ło ż y ć ,  że sygnały  modulująoe o o a lnuao lda lne  n ap lęo le  po
szczegó lnych  f a z  są  Id e n ty c z n e , t z n .

«1 -  u2 -  «3 -  u ,
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t o  B.,« przy jm ie  n a s tę p u ją o ą  po s ta ó

3b„

B1* 0 

-3b„

u -  bu . ( 3 .9 )

Równanie ( 3 . 8 )  p rzy jm ie  t e r a z  postaó

f  [ x ( t )] + l » ( t ) . (3 .10 )

Rozpatrzmy Jeazoze jeden  w a r ia n t  s te ro w a n ia  s i l n i k a  asynchron icznego  gdy 
sygnałem s te ru jąc y m  będą t r z y  n i e z a l e ż n e ,  ogran iczone 1 p rz e d z ia ła m i  o l ą -  
g łe  p r z e b ie g i  n a p ię c ia  u ^ i t ) ,  u2 ( t ) ,  u ^ ( t ) .
Zachodzi więc

3  ̂ -  U jf t )  , e2 -  u2 ( t )  , e^ * u ^ it )  , ( 3 .1 1 )

gdz ie  juk ( t  )| Uffi d l a  k » 1 ,2 ( 3 .

J e ż e l i  więo p r z e b ie g i  n a p ię o ia  uk ( t )  wyrazimy w Jednos tkach  względnyoh 
(wtedy (ofcit))  <  1 ) ,  t o  z b ió r  o g ran io z a ją cy  J e s t  rów nież  k o s tk ą  3-wymia- 
rową w R j .

Podstawmy t e r a z  wyrażenia  ( 3 .1 1 )  do ( 3 . 6 ) .  Otrzymamy wtedy

■V?
U. SC 2JCcos t  + n2 o o sit + *^) + u y so sit  + - ^ )

- « 1 s i n  t  -  u2s i n ( t  + ^ )  -  u^s lnC t +

Wyrażenie Ct  b ędz ie  m iało n a s tę p u ją o ą  p o s ta ó :

d^oos t ,  d ^ c o s i t  + d ^ o o s i t  + £ j )

- d ^ s i n i t  + ^ j ) ,  - d ^ s i n i t  + ^ )

CT

- d ^ s ln  t ,

- d ,o o s  t ,  - d 2o o s ( t  + ^ ) ,  - d 2o o s ( t  + %j)

d jS in  t ,  dg S in it + ^ ) ,  d2s in ( t  +

b2u

( 3 .1 2 )
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gdzie

®1 “ ° l " ^ y  = 4 ,4 8 0 ,  d2 “ °2~^J  “ 6 ,3 0 0 .  

Równanie (2 .1 3 3 )  nożna t e r a z  z a p isa ć  n a s tę p u ją c o

+ B2 ( t  )u ( t  ) . ( 3 .1 3 )

W d a l s z e j  o z ę ś o i  praoy będziemy zajmowali s i ę  sterowaniem układu dynamloz- 
nego w p o s t a c i  ( 3 . 8 ) ,  ( 3 .1 0 )  lu b  ( 3 .1 3 )  w z a le ż n o ś o i  od t e g o ,  j a k i  z b ió r  
s te row ań dopuszcza lnych  będziemy m ie l i  na uwadze.

3 . 2 .  Funko.lonał .lakośol s te row an ia

Wybór p o s t a o i  matematyoznej wskaźnika J a k o śo i  d la  układów elektromeoha- 
nloznyoh j e s t  w dużym s to p n iu  sprawą sub iek tyw ną.  Ważną r o l ę  w o k r e ś le 
n iu  odpowiedniego fu n k o jo n a łu  d la  danego z a g ad n ien ia  odgrywa dośw iadoze-  
n le  i  i n t u i o j a  i n ż y n i e r a .  Ponadto fu n k o jo n a ł  będzie  z a l e ż a ł  od wymaganego 
d z i a ł a n i a  u k ła d u .  W t e j  praoy skupimy s i ę  ty lk o  na k sz ta ł to w a n iu  charak
t e r y s t y k i  dynam icznej momentu e lek trom echan icznego  w maszynie a sy n o h ro -  
n io z n e j .  Moment e lek trom eohaoiozny  j e s t  fu n k o ją  s ta n u  układu dynamicznego 
w p o s t a o i  równań ( 3 . 8 )  i  wyraża s i ę  n as tę p u ją o o :

m em * 1 2 ix 2x 3 "  x l V  ‘ ( 3 .1 4 )

Załóżmy t e r a z , ż e  s te row an ie  uk ładu  ( 3 .8 )  wyno3l U 

Wówozas

B 1tt

0

-3 b 2

0

b  . ( 3 .1 5 )

P o d s ta w ia ją c  wyr żen ie  ( 3 .1 5 )  do równania ( 3 . 8 )  otrzymamy

S j ą | i - £ [ * ( t ł ]  + b  . (3 .16 )

Rozwiązując uk ład  równań ( 3 .1 6 )  przy  zerowych warunkach początkowych na 
maszynie oyfrowej otrzymamy p rz e b ie g  momentu Jak na r y s .  3 .1 ,  3 . 2 .  Widzi—
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my więo,  że w poozątkowym o k r e s ie  moment wykazuje bardzo znaozne o sc y la 
c j e .  To n iepożądane z j awisko  o s o y l a o j l  momentu będziemy s t a r a l i  s i ę  zmini
ma lizować.  Narzućmy pewne p r z e b i e g i  momentów e l ek t ro me cha n ic zn ych ,  k t ć r e  
będziemy r e a l i z o w a ć  poprzez  dobćr  właśolwyoh s terowań spoś rćd  s te rowań do
p us z cz a l n y c h .  Naturalnym żądaniem J e s t ,  ażeby c h a r a k t e r y s t y k a  momentu e -  
lekt romeohanioznego f u n ko ją  p r ęd k o śc i  kątowej  w i r n ik a  by ła  możliwie maksy
malna d l a  małyoh p r ę d k o ś o i ,  n i e z a l e ż n i e  od włąozonyoh oporów do uzwojeń 
w i r n i k a .  Tra dy cy j n ie  r z e c z  b lo rąo  problem roz w ią zu je  s i ę  p rze z  włąozen le  
oporu w obwód w i r n ik a^  Jednak postępowanie t a k i e  n ie  e l i m i n u j e  o s o y l a o j l  
momentu e l ek t romechan icznego  ( p o r .  r y s .  3 . 1 ,  3 , 2 ) ,  Będziemy więc p osz uk i 
w a l i  t a k i c h  s t e ro wa ń ,  k t ć r e  mi n i m al i z u ją  nas tęp u j ąo y  f u n k c j o n a ł  j a k o ś o l

przy ozym t^  n ie  j e s t  u s t a l o n e .
Min imal l zao ja  fu n k c jo n a łu  ( 3 . 1 7 )  n ie  zapewnia j e szo ze  oałkowl tego  u k s z t a ł 
towania c h a r a k t e r y s t y k i  dynamicznej  momentu e l ek t r om e ch a n i cz ne go .  Należy 
bowiem doprowadzić uk ła d  do s t a nu  u s t a l o n e g o .  Mając to  na uwadze,  weźmy 
ch a r a k t e r y s t y k ę  s t a t y c z n ą  momentu e l ek t ro me cha n ic zn ego .  Otrzymamy j ą  r o z 
wiązu jąc  układ  równań

( 3 .1 7 )
tó

gdzie

L [ x ( t ) ]  = [m  z  -  a 12ix2 ( t  ł s ^ i t ) -  x 1 ( t  ) x ^ ( t ) ) ] 2 ,  ( 3 .1 8 )

f ę M  + 3b1 = 0

f 2W =■ o

( 3 . 1 9 )
f 3 [x] -  3b2 -  0

■4 W -  0

ze względu na x 1 (x5 ) ,  x2 (x5 ) ,  x3 (x5 ) ,  x ^ ( x 5 ) 1 po ds ta wia jąo  t a k  otrzymane 
ro związan ie  do równania ( 3 . 1 4 ) .
Daje to



gdzie

d = 1,132} o2 = 1,0017} o1 « 2,013} oQ = 1,057}

d la

R2 « 0 ,0 7 9 [f t ]  } 

d = 2,680} o2 -  1,0017} o1 = 2,031} o0 -  1,327}

d la

R2 = 0 ,1 7 9 [ i i ]  ,  t j .  R2 flod = 0 , l [ f t ]  .

Widzimy z r y s .  3 . 1 ,  3 . 2 ,  że moment e lek trom echan iczny  s ta ty o z n y  os iąga  ze
ro  d la  p ręd k o śo l  x^ = 1, oo odpowiada p rę d k o śc i  synohroniozne j  w i r n ik a .  
Będziemy wlęo minimalizować odstęps tw o momentu e lek trom echanicznego  od 
c h a r a k te r y s t y k i  s t a ty c z n e j  momentu. Matematycznie r z e c z  b io rą c  należy  po
szukiwać t a k i c h  sterowań dopuszczalnyoh , k tć re  zm in im a lizu ją  nas tępu jąoy  
fu n k c jo n a ł  j a k o ś o l

&
J ( u )  = J L [ x ( t ) ] d t  , (3 .2 1 )

fc1

gdzie

r r d d - x , ( t ) i
j [x( t  )| =  W   2---------

|_o2x‘ ( t )  -  C ^ i t )  +
—  -  a 12(x2 ( t  )x3 ( t ) -  x 1( t  t e ^ i t ))  
°o

P r z y ję t e  fu n k c jo n a ły  j a k o ś c i  są  ś o l ś l e  związane z ksz ta ł tow an iem  ch a rak te 
r y s t y k i  dynamicznej momentu e lek trom echan icznego  1 a b s t r a h u j ą  od d z i a ł a 
n ia  układćw mechanicznych sprzężonych z maszyną a sy n c h ro n ic z n ą .  Z a ło ż y l i ś 
my bowiem, że moment meohanlozny na wale maszyny J e s t  równy z e ru .  Nie
mniej Jednak wyniki uzyskane d la  ta k  określonyoh  funkcjonałów Ja k o śo l  bę
dą cenne d la  p ro jek tan tów  konkretnyoh układów e lek trom eohanioznyoh.

3 . 3 .  Podstaw ien ie  zadan ia  s te row ania

Zakładamy, że w RęX(T.|,T2 ) J e s t  zadany pewien z b ió r  s  = S1x(T1 ,T2 )
( 3 .2 0 ) ,  k tó ry  będziemy nazyw ali zbiorem docelowym. Elementy zb io ru  doce
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lowego są parami ( x , t ) ,  sk ła d a jący m i s i ę  ze s ta n u  x ( t ) i  punktu t  p rz e 
d z i a łu  o k r e ś lo n o ś c i .  Przyjmujemy, że

S1 = | * !X5 “ u  f  0 <  w < 1f + ° °  xk > ~ ° ° i  dla  ̂ 1,2 ,3 ,^ -j- (3 .2 1 )

Zauważmy, że z b ió r  docelowy ma tę  w łasn o ść ,  że w każdym punkcie można 
Jednoznaoznie  o k r e ś l i ć  Jego normalną, s tanow i bowiem h ip e rp ła sz o z y z n ę  
ozterowymlarową. Zbiór docelowy ( 3 .2 0 )  będziemy b r a l i  pod uwagę, gdy n ie  
będziemy n a k ł a d a l i  żadnyoh og ran iozeó  na współrzędne s ta n u  u k ła d u .

P rzystąp im y t e r a z  do formalnego sformułowania za g ad n ien ia  s te ro w a n ia ,  
k tó reg o  oelem , p o to c zn ie  mówląo, będz ie  m in im a l iza c ja  o s o y la o j i  momentu 
e lek trom echan icznego  w poozątkowym o k r e s ie  roz ruchu  maszyny a sy n o h ro n io z -  
n e j .

Z agadnien ie  1

J e s t  dany uk ład  dynamiczny o równaniaoh ( 3 .8 )  s t a n i e  poozątkowym 
x ( t Q) = O,  c h w i l i  początkowej t Q = O, z b io rz e  dooelowym ( 3 .2 0 )  S = 
* S1x (T1 ,T2 ) i  z b io rz e  s terow ań dopuszczalnych  U s p e łn ia ją c y o h  o g ra n ic z e 
nia ( 3 . 4 ) .  Należy zn a le źó  s te row an ie  u  e u p rzeprow adzające  ( x ( t 0 ) ,  t Q) 
w S t a k ,  żeby ( x ( t 1 , U /fc fc -i j x ( t a ) ,  t 1 ) e s  i  m in im alizu jąoe  f u n k o jo -  
n a ł  J a k o ś c i  ( 3 .1 7 )  °* ^

J ( U )  = J ( x ( t 0 ) ,  t 0 , u )  = j L [ x ( t ) ] d t  ,

*0

gdzie  t.j  J e s t  p ie rw sz ą  ohw ilą  ozasową n a s tę p u ją o ą  po t Q,w k t ó r e j  t r a j e k 
t o r i a  x ( t )  -  x [ t }  U( t  } x ( t Q)] o s ią g a  S .

Dowolne s te ro w a n ia  u * , będąoe rozw iązaniem  za g ad n ien ia  s t e r o w a n ia , J e s t  
nazywane sterowaniem optymalnym. Zauważmy, że s te ro w a n ia  optymalne n ie  mu
szą  i s t n i e ó .  Wiemy Jednak ,  że s te row an ie  u ^ ( t )  = = u ^ i t )  = 1 pozwa
l a  o s iągnąć  z b ió r  docelowy S .  Mająo to  na uwadze będziemy p o sz u k iw a li  s t e 
rowań suboptymalnyoh w ykorzys tu jąc  w tym c e lu  warunki konieozne d la  zagad
n ie n ia  1 .  Z n a le z ie n ie  s te row ań suboptymalnyoh byłoby cenne z in ż y n ie r s k i e 
go punktu w id z e n ia ,  pozw oliłoby  bowiem odpowiadać na p y ta n ie  J a k ie  są  mo
ż l iw o ś c i  k s z ta ł to w a n ia  c h a r a k t e r y s t y k i  momentu e lek trom echan icznego  w po- 
ozątkowej f a z i e  ro z ru ch o w e j .

Załóżmy t e r a z ,  że z b ió r  docelowy S ma pos tać

S = jx 1j- x (T1 ,T2 ) , ( 3 .2 2 )
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przy  czym x 1 J e s t  jednym punktem d la  k tó reg o  zaohodzi

f [ x j  + b  -  0 .  (3 .2 3 )

Widzimy w ię c , że punkt x 1 J e s t  punktem równowagi uk ładu  ( 3 .8 )  możliwym do
~1

.  Dla zb io ru  docelowego (3 .2 2 )  sform u-u trzym an ia  p rze z  s te ro w an ie  u  
łujem y n a s tę p u ją c e

Z agadn ien ie  2

J e s t  dany uk ład  dynamlozny o rów naniach  ( 3 .8 )  s ta n ie  poozątkowym 
x ( t 0 ) = O, o h w lli  początkow ej t 0 ■ O, z b io rz e  docelowym (3 .2 2  ) | x J x (!Dj)T2 ) 
i  z b io rz e  sterow ań dopuszczalnych  D sp e łn ia ją o y o h  o g ra n ic z e n ia  ( 3 .4 ) .  Na
le ż y  zn a le ź ć  s te ro w a n ie  u e TJ przeprow adzająoe ( x ( t 0 ) , t Q) w jx 1jx (T .J ,T2 )
m in im alizu jąo e  fu n k o jo n a ł ja k o ś c i  (3 .2 1 )

I I
; )+C

f  r dd-x5(t) )  
J ( u )  = J ( x ( t n ) , t n ,u )  ■= ) — . 2 .

%  Lo2x |( t  )-C1X5 ( t )

2 (x2 (t )x3 (t ) -x 1 (t )x^(t )j d t ,

o

“  a l 2 ’

przy  ozym x ( t 1 ) = x ^ .

Z agadn ien ie  2 s te ro w a n ia  będziemy nazyw ali zagadnieniem  z ustalonym  
punktem koóoowym i  swobodnym ozasem . J e ż e l i  punkt x 1 J e s t  punktem równo
w agi uk ładu  dynam icznego ( 3 .8 ) ,  t z n .  s p e łn ia  rów nania ( 3 .2 3 ) ,  to  mówimy, 
że mamy do c z y n ie n ia  z zagadnieniem  s t a b i l i z a e j l .

S terow anie  będąoe rozw iązaniem  za g ad n ien ia  2 pozw oli n ie  ty lk o  zm ini
malizować o so y la o je  momentu e lek trom echan icznego  maszyny asy n o h ro n io zn ej 
le o z  rów nież  o siąg n ąć  s ta b i ln y  punkt praoy w ynikająoy z zasady d z ia ła n ia  
o a łego  uk ładu  e lek tro m e ch a n icz n eg o .

P rzystąp im y  t e r a z  do sform ułow ania warunków konieoznyoh d la  zagadn ie
n ia  1 1 2 .

3 .4 .  Zastosow anie zasady minimum P o n tr la g ln a

W tym punkoie sform ułujem y zasadę minimum P o n tr la g ln a  d la  dwóoh zadań . 
P rzed  nap isan iem  tw ie rd zeń  wprowadzimy pewną dodatkową te rm in o lo g ię  1 za
p i s .

N iech H (x ,p ,u )  oznaoza fu n k c ję  rz e o z y w is tą  5-wymiarowych wektorŹw x ,p  
o raz  3-wymlarowego w ektora u  daną wzorem

H (x ,p ,U ) = L(x)+  < p , f  ( x ) > + <  p ,B U > , (3 .2 4 )
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przy ozym £ ( x )  + 3u j e s t  fu n k c ją ,  k tó ra  o k re ś la  nasz  u k ła d , c z y l i  prawą 
s tro n ą  rów nania s ta n u , a L (x ) J e s t  fu n k c ją  podoałkową w skaźnika j a k o ś c i .  
Mówimy, że H (x ,p ,u )  J e s t  ham ilton ianem  ( fu n k c ją  H am ilto n a ) naszego zada
n i a ,  a p j e s t  wektorem (s tan em ) sprzężonym .

Zauważmy, że fu n k c je  H (x ,p ,U ) i  Sj j  (x ,p ,U )  są c ią g łe  w R5xR5xŚix(T1 ,T2 )

Co w ięce j J e s t  dobrze o k reś lo n e  i  dane wzorem

( x ,p ,u  ) = £ ( x ) + 3 u .  ̂ (3 .2 5  )

N ieoh x ( t 0 ) b ęd z ie  stanem  początkowym, a t 0 ohw ilą p o c z ą tk o w ą .Je ż e li u ( t )  
J e s t  pewnym dopuszczalnym  sterow aniem  1 j e ż e l i  p rze z  x ( t ) oznaczymy t r a 
j e k to r i ę  uk ładu  wychodzącą z x ( t p \  = x ( t Q) = 0 odpow iadającą u ( t  ) , to  d la  
k ażd ej f u n k c j i  p ( t )

S i i p  = ~  [ x ( t ) , p ( t ) , S ( t ) , t ]  = f  [ x ( t  )] + B ( t « ( t ) .  (3 .2 6 )

Ti d o d a tk u , J e ż e l i  X  J e s t  dowolnym 5-wymlarowym w ektorem , to  lin io w a rów
n an ie  różniczkow e

Ż E iU  = -  H  [ x ( t ) , p ( t ) , i i ( t ) ]  * -  [ x ( t ) ]  -  -  ^  ^  |T p ( t ) (3 .2 7 )

ma jedyne ro z w ią z a n ie  p ( t , # )  s p e łn ia ją c e  warunek poozątkowy p i t  f 3C ) =  , i t .  

Układ dwóoh równań różn iczkow ych

= ^  [ x ( t  ) ,p ( t  ) ,u ( t  ) , t ]  = f [ x ( t ) ]  + B (t ) u ( t )

(3 .2 8 )

^If1 - - H [x(t ̂ p(t '»mit '»*]= - ^  tXit '] “ { i [*(t '•l ¡Xp(t'
nazywamy układem kanonicznym  (lu b  H am iltona) rozpatryw anego  z a d a n i a .  J e 
ż e l i  i i ( t )  J e s t  sterow aniem  dopuszozalnym , a x ( t )  J e s t  odpow iadającą mu 
t r a j e k t o r i ą ,  to  mówimy, że każde ro zw ią zan ie  p ( t  ) układu (3 .2 7 )  odpowiada 
u ( t ) i  2 ( t ) .  Innymi słow y, p ( t )  odpowiada S ( t ) ,  J e ż e l i  p ( t )  i  x ( t )  są  ro z 
w iązan iam i uk ładu  kanon loznego . O bow iązuje przy  tym:

TWIERDZENIE 1 . Zasada ninimum d la  uk ładu  za leżnego  od ozasu i  z ustalonym  
punktem tkoóoowym, d la  za d an ia  2 .

Nieoh j f t t  ) b ęd z ie  dopuszczalnym  sterow aniem  przeprow adzającym  uk ład  z 
punktu  ( x ( t Q) , t 0 ) w z b ió r  S = | x 1|x ( T 1 ,T2 ) .  Nieoh x*( t  ) b ęd z ie  t r a j e k to 
r i ą  rów nania ( 3 .1 0 )  odpow ladająoą u * ( t  ) ,  wycnodząoą z ( x ( t 0 ) , t Q) i  p rz e -  
c in a ją o ą  S w c h w il i  t . ,  (innym i słowy x * ( t . , )  = x 1 ) .  Aby n * ( t )  by ło  optymal
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ne d la  fu n k c jo n a łu  ja k o ś o i (3 .2 1 )  konieozne j e a t  i s t n i e n i e  f u n k c j i  p * ( t )  

t a k i e j ,  że

1° p * ( t )  odpowiada u * ( t ) ,  x * ( t )  t a k ,  że p * ( t ) ,  x * ( t )  są  rozw iązaniam i
uk ładu  kanon icznego!

3 ? ^ "  = % [x * (t ),p* ( t  ) ,u * ( t  ) , t ]  (3 .2 9 )

« _ H  [ x * ( t ) , p * ( t ) , u * ( t ) , t ]  (3 .3 0 )

sp e łn ia ją c y m i w arunki krańcowe:

x ( t 0 ) = 0 , x*(t1 ) = x 1 (3 .3 1 )

2° H [x* (t ),p* ( t  ),u*(t ) , t ]  jako  fu n k c ja  u w fi ma ab so lu tn e  minimum w punk-
o ie  u  « u * ( t )  d la  t  e [ t 0 , t . , ]

min H [ x * ( t ) ,p * ( t ) ,u , t ]  -  H [ x * ( t ) ,p * ( t ) ,U * ( t ) , t ]  (3 .3 2 )
uefi

lu b  oo równoważne

H [ x * ( t ) ,p * ( t ) ,u * ( t ) , t ]  <  H [ x * ( t ) ,p * ( t ) ,u , t ]  (3 .3 3 )

d la  w szy s tk ich  u e f i  ;

3° Funkcja H [x * (t ) ,p * ( t  ),U* ( t  ) , t ]  s p e łn ia  za le żn o ść

t )

H [ x * ( t ) , p * ( t ) , U * ( t ) , t ]  = -  J | | [ x * ( r ) , p * ( 'r ) , '0 * ( f ) , i ] d i  (3 .3 4 )
t

H [x * ( t1 ) ,p * ( t 1) ,U * (t1 ) , t 1]  -  O , (3 .3 5 )

przy ozym t.j J e s t  n ie o k re ś lo n ą  ohw llą  końcową.

O
TWIERDZENIE 2 . Zasada minimum d la  układu za leżnego  od ozasu z n ie u s ta lo 
nym punktem końcowym d la  zadan ia  1 .

N ieoh u * (t)  b ęd z ie  sterow aniem  dopuszozalnym przeprow adzającym  ( x ( t Q),
t  ) w z b ió r  docelowy (3 .2 0 )  o



N iech x * ( t ) b ęd z ie  t r a j e k t o r i ą  odpow iadającą u * ( t )  według rów nania 
( 3 .1 0 ) ,  wyohodząeą ( x ( t 0 ) , t 0 ) i  p rz e c in a ją o ą  S w t ^ .  Aby u * ( t )  by ło  op ty 
malne d la  fu n k o jo n a łu  J a k o śo i (3 .1 7 )  kon ieczne j e s t  i s t n i e n i e  f u n k c j i  
p * ( t ) t a k i e j ,  że są  sp e łn io n e  n a s tę p u ją c e  w arunk i:

1° J a k  w TWIERDZENIU 1 rów nania (3 .2 9 )  i  (3 .3 0 )  z w yjątk iem  warunków
krańcow ych, k tó r e  p rzy jm u ją  po staó

x * ( t 0 ) = 0 , ( x * ( t1 ) , t 1 ) e S (3 .3 6 )

2° Jak  w TWIERDZENIU 1 rów nania (3 .3 2 )  i  ( 3 .3 3 ) .

3° Jak  w TWIERDZENIU 1 rów nania (3 .3 4 )  i  (3 .3 5 )  p rzy  czym t^  J e s t  pierw 
szą  c h w ilą , w k tó r e j  t r a j e k t o r i a  x * ( t ) p rz e o in a  z b ió r  dooelowy S .

4° Wektor p * ( t 1 ) J e s t  tra n sw e rsa ln y  do zb io ru

= | x : x 5=coj 0< “> d j  - ‘» < x lc<+<»$ d la  k = 1 , 2 , 3 , 4 j ,  ( 3 .3 7 )

przy  czym warunek t ra n s w e rs a ln o ś o i w punkoie x * ( t 1 ) można w yrazió  za
le ż n o ś c ią

< p * ( t 1 ) ,  x - x * ( t 1 ) >  “ O d la  . x  w S1 ,  (3 .3 8 )

gdyż S.| j e s t  h lp e rp ła sz c z y z n ą  4-wymiarową.

Zauważmy przede w szystk im , że Jedyną ró ż n ic ą  między tw ie rd z en ia m i 1 i  
2 J e s t  dodatkowy warunek 4 °  tw ie rd z e n ia  2 , w którym  J e s t  mowa o t r a n s w e r -  
s a ln o ś o i  ( to  J e s t  p ro s to p a d ło ś o i  s ta n u  sprzężonego  do zb io ru  dooelow ego). 
T w ierdzen ia  1 1 2  zaoytowano z prao  [2] [ó] jednak  w p o s ta o i  p rz y d a tn e j 
do d a lszy o h  rozw ażań .
Nasuwa s ię  p y ta n ie :  Jak  można w ykorzystać powyższe tw ie rd z e n ia  do wypro
w adzenia sterow ań optym alnyoh d la  zagadnień  1 1 2 ?
Mająo to  na uwadze weźmy pod uwagę n a s tę p n ie  pk t 2° ty o h  tw ie rd z e ń , t j .

s [ x ‘ ( t ) , p * ( t ) ,  u * ( t ) t ]  <  H [ x * ( t ) ,p * ( t ) ,u , t ]

d la  u ( t ) e f f i  d la  t  e [ t 0 , t j  .
Zgodnie z d e f in i c ję  h a m ilto n ian u  otrzymamy
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Ponieważ w n ie równośc i  (3 .391  dwa pierwsze cz łony po obu s t r ona oh  są  t a 
k ie  same, więc po r e d u k o j l  otrzymamy

3 r  5 -, 3 r -5  -,

>  u * ( t  1 2 ^  V ( t  )pk ( t  1 <  ¿ L ,  u l ( t  ' ¿ L  bk l ( t  łpk ( t  M 
1=1 k=1 1=1 k=1 J

d la  u ( t  1 effi i  t e  [ t 0 , t . J .

Z defin iu jem y fu n k c je  < łj(t1  za poaooą równań

5

à
lu b  w p o s ta o i  w ektorow ej

1

Nierówność (3 .4 0  1 można t e r a z  p rz e p is a ć  w p o s ta o i

3 y
>  \ u ^ ( t  H ^ i t  1 <  '' UŁ ( t  1<ł^(t 1
1=1 ł« 1

d la  w szystk ich . | u ^ ( t l | <  1 , 1 = 1 ,2 ,3  i  każdego t e  [ t 0 , t J  .
N ierówność (3 .4 3 1  o zn a cz a , że fu n k c ja

3

I .
o s ią g a  minimum g lo b a ln e  d la

U1 ( t  1 = U ^it 1 .

Z achodzi

min $ [u(tl]=  min 'u, (t 1a^(t 1 •  'S  [min u-, (t 1çiï(t i] ,
uitleffi L u i t l e ś l - ^ 1 1  -f^L| ^ ( t  l|< 1 1  1 J

(3.40 1

i l l t )  = X ]  bfcl( t> p k ( t>  (3 .411

l * ( t  1 = B ^(t 1p*(t 1. (3 .4 2 1

(3 .431

$  [ u ( t l ]  = I uT( t  Ipj^( 1 1 (3 .44  1

(3 .451

gdyż u . i t l ,  u ,  i 1 1, u ^ i t l  są  og ran iozone n ie z a le ż n ie  1 można zam ienić m iej-
* ^ J  n ^ —i rf

soami o p e ra c ję  "min" i  >  ,
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Zauważmy, że

min u 1( tV l1* ( t )  = -  l q f ( t ) |  
|u 1 ( t  1 1  i i i

( 3.46  )

S terow an ie  u ^ ( t  ) m in im alizu je  fu n k o ję  u,: ( t ) ą £ ( t ) .  Z rów nania ( 3 .4 6 )  wyni
ka za tem , że U j^(t) muai byó n a s tę p u ją c ą  fu n k o ją

u^Ct ) =

+1 j e ż e l i  < 0

-1  J e ż e l i  q ^ ( t ) >  0

n ie o k re ś lo n e  j e ż e l i  q £ ( t ) « 0 .

(3 .4 7 )

W ykorzystując fu n k o ję  signum zapiszem y za leżn o só  (3 .4 7 )  w p o s ta o l

u £ ( t ) *■ -  s ig n  | ą £ ( t )

/

d la  k -  1 ,2 ,3  o raz  t  e [ t Q, t  J  .

P o d staw ia jąc  w sp ó łczy n n ik i bk l ( t )  zgodnie z ( 3 .7 )  do wzoru ( 3 .4 8 )  o tr z y 
mamy

u l j ( t )  = -  s i g n |p * ( t  )b1 (1+oos 2 t )—p2 ( t  )b ^s in  2 t -  p ^ ( t  )b2 (1+cos 2 t ) +

+ p * ( t  )b2s in  2 t |  

u | ( t )  = -  s i g n |p ^ ( t  )b^ [ l+ o o s(2 t

-  p ^ ( t  )b2 [ l+ o o s (2 t + ^ ) ]

U j ( t )  = -  s ig n |p * ( t  )b1 [ l+ o o s (2 t

-  p ^ ( t  )b2 [ l+ o o s(2 t + ^ ) J  

d la  t  e [ t ^ t j

Równania (3 .4 9 )  u z a le ż n ia ją  składowe s te ro w a n ia  optym alnego u * ( t )  od 
s ta n u  sprzężonego  p * ( t ) .  Zauważmy, że j e ż e l i  p * ( t )  s p e łn ia  ró w n a n ie (3 .4 8 ), 
to  rów nanie to  J e s t  rów n ież  sp e łn io n e  p rze z  każdy w ektor c p * ( t ) ,  pod wa
runkiem , że o >  0 ,  ponieważ s ig n jc !  ■ +1 .

+ 2 | ) ]  -  p | ( t  )b .|3 in (2 t + 2 | )  -  

+ p ^ ( t  )b2s in ( 2 t  + S ^ ) |

+ i ^ ) ]  -  P g (t )b1s ln ( 2 t  + 4 ^ )  -  

+ p * ( t  )b2s ln ( 2 t  + ^ y ) |

-  s ig
l i =i  -•

(3 .4 8 )
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frzypuśóm y, że w p rz e d z ia le  ozasu [ t ^ t j  I s t n i e j e  p rz e l ic z a ln y  z b ió r  
o mt 11 czasowy oh

1 » 2 , 3 , . . .

t a k i c h ,  że

a * ( t )  = ^  bte l( t ) p £ ( t )  =
5

3 (3 .50  )
k= 1 ¥0 gdy t  ft

i

d la  1 -  1 ,2 ,3 .

W t a k i a  przypadku będziemy m ów ili, że mamy do o z y n ien ia  z regularnym  za
gadnien iem  s te ro w a n ia . Ograniczymy w dalszym  c iąg u  nasze rozw ażania do za
g ad n ień  re g u la rn y c h .

W ykorzystu jąc zasadę minimum pow iązaliśm y s te ro w a n ie  optym alne « * (1 )  z 
odpowiednim stanem sprzężonym p * ( t ) .  W dalszym  o iągu  a k tu a ln e  j e s t  p y ta 
n ie  ja k  nożna w ykorzystaó w szy s tk ie  w arunki konieozne i s t n i e n i a  minimum 
do w yznaczenia sterow ań optym alnych d la  zadan ia  1 1 2 .

Zbadajmy zachowanie s ię  h a m ilto n ia n u , gdy x ( t ) , p ( t ) , t  otrzymujemy s t a 
ł e ,  n a to m ia s t u ( t )  zm ienia s ię  w oałym z b io rz e  o g ran iczeń  i i  .  W sz cz eg ó l
n o ś c i  chcemy zna leźó  u ( t ) , k tó re  a b s o lu tn ie  m in im alizu je  h a m ilto n ia n . W 
tym c e lo  zd e fin iu jem y  n as tęp u jąo e  s te ro w an ie  H -m inim alne.

D opuszczalne stażow an ie u ° ( t )  nazywa s ię  sterow aniem  H-minimalnym, j e 
ż e l i  s p e łn ia  warunek

d l a w ( t ) e i i  ,  w szy s tk io h  x ( t  ) ,  p ( t ) i  w szystk ioh  t  e [ t 0 , t j  * Wykonująo 
pcstępom anie ja k  poprzednio  d la  sterow ań optym alnyoh okaże s i ę ,  że H-mini- 
aralne s te ro w an ie  d la  f u n k c j i  H am iltona z rów nania (3 .2 4 )  j e s t  dane rów - 
manlem

J e ż e l i  podstawimy ste ro w an ie  H-minimalne n ° ( t  ) do rów nania (3 .2 4 ) ,  to  o -  
t r ry n a n y

h [x ( ł ) ,p ( t  ) ,n ° ( t  ) , t ]  <  h [x ( ł ) ,p ( t  ) ,u ( t  ) , t ] (3 .51  )

m|k(t),p(t),iic,(t),t] = L[x(t)] ^[wft )]pv(t) ~ )pk ( t )

(3 .5 3  )



Zażądajm y, aby w ektory x ( t )  i  p ( t )  s p e łn ia ły  rów nania różniczkow e

~ ! f “  = f k [x i t  }3 "  S  b^ ( t ' sisn [ 2  b* i ( t  łp* ( t  }1
1=1 Lr=1 J

( 3 . 5  4 )

(3 .5 5 )

d la  k = 1 , 2 , . . . , 5 .

Przypuśćm y, że modelujemy rów nania ( 3 .5 4 )  i  ( 3 .5 5 )  na m aszynie o y f ro -  
w e j. W zn an ej c h w il i  początkow ej t 0 w ykorzystujem y znane w a r to śo i p o c z ą t
kowe zmiennyoh s ta n u  x . j ( t 0 ) , x 2 ( t 0 ) ,  x ^ ( t o ) , . . . , x 5 ( t 0 ) ,  jako  w arunki po
czątkowe d la  uk ładu  ( 3 .5 4 )  o raz  pewne p rzy p u szo za ln e  w a r to ś c i  yoozątkowe 
zmiennych sp rzężonyoh  p^ ( t Q ) ,p 2 ( t 0 ) , . . . , p ^ ( t0 )

N ieoh (^ { t  ), 1 = 1 ,2 ,3 ,  będą funkcjam i zdefin iow anym i równaniem

są równe +1 , a lb o  - 1 .  Tak więc ro z w ią z a n ia  równań ( 3 .5 4 )  i  (3 .5 5 )  są  do
b rze o k reś lo n e  co najm n ie j d la  t  b l is k ie g o  t Q.  Oznaczmy ro z w ią zan ia  rów
nań (3 .5 4 )  i  ( 3 .5 5 )  p rze z

d la  p o d k re ś le n ia  ic h  z a le ż n o ś c i  od znanego s ta n u  początkowego x ( t Q) 1 
p rzy p u szcza ln eg o  początkowego s ta n u  sprzężonego  p ( t 0 ) .

5.
(3 .5 6 )

Załóżmy, że

ą 1 ( t 0 ) / O  d la  1 = 1 ,2 ,3

Z równań ( 3 .5 2 )  i  ( 3 .5 6 )  w ynika, że lic z b y

x ( t )  = x [ t , t 0 , x ( t 0 ) ,p( t ())] 

p ( t )  = p [ t , t 0 , x ( t 0 ) ,p( t0 )]
(3 .5 7 )
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Przeprowadzimy n as tęp u jąo y  "eksperym ent" na m aszynie o y fro w e j: rozw iązu
jemy rów nania ( 3 .5 4 )  1 ( 3 .5 5 ) ,  t j .  otrzymujemy x ( t )  1 p ( t )  o raz  w każdej 
c h w il i  czasu  obliczam y

<3,1 ( t  ) ,  , . . . ,  H [x ( t  ) ,p ( t  ) fu ° ( t  ) , t ]  .

P odając k o n k re tn ą  p rzy p u sz cz a ln ą  w arto ść  p ( t 0 ) k o le jn o  d la  każdego t  w
pewnym p rz e d z ia le  [ t , t , l  odpowiadamy na n as tęp u jąo e  p y ta n ia ;

d2 ą . ( t )
1° J e ż e l i  ę ^ i t )  « 0 ,  to  ozy /  0? J e ż e l i  n ie ,  to  ozy ■■ ■ ■ - -  ? 0 i t d

J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  1° brzm i t a k ,  to  przeohodzim y do p y ta n ia
2 ° .  J e ż e l i  odpowiedź j e s t  n ie ,  to  zmieniamy w arto ść  p ( t Q) i  pow tarza
my p y ta n ie  1 ° .

2 °  J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  1 J e s t  t a k ,  to  czy i s t n i e j e  t a k i  ozas 
t 1 że ( x ( t 1 ) , t 1 ) e S 1

H [x ( t1 ) , p ( t 1 ) ,t i0 ( t 1 ) , t 1 ) = 0 .

J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  2° brzm i n ie ,  zmieniamy p ( t 0 ) i  ro z p o -  
ozynamy eksperym ent od p o cz ą tk u . J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  2 ° je s t  
ta k  to  przeohodzim y do p y ta n ia  3 ° .

3° J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  2° j e s t  t a k ,  to  ozy

< p ( t 1 ) , x - x ( t 1 ) > *  0 d la  x  e S1

J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  3° brzm i n ie ,  zmieniamy p ( t Q) i  rozpoozy- 
namy od p o o zą tk u . J e ż e l i  odpowiedź na p y ta n ie  3° j e s t  t a k ,  to  zapa
m iętujem y tę  w arto ść  p ( t Q) i  rozpoozynamy oały  eksperym ent od pooząt
k u . Postępow anie ta k ie  przeprowadzamy d o p ó ty , dopóki n ie  znajdujem y 
w sz y s tk ic h  wektorów p ( t 0 ) ,  przy k tó ry o h  odpow iedzi na p y ta n ie  1° do 
3° są  t a k .  Mówiąo n ie z b y t ś c i ś l e ,  zd e fin iu jem y  zb ió r  PQ poozątkowyoh 
stanów sp rzężonych  p ( t Q) odpow iadająoy danemu stanow i poozątkowemu 
x ( t Q) o t a k i e j  w a r to ś o i ,  że d la  w szy s tk io h  elementów tego  zb io ru  od
pow iedzi na p y ta n ia  1° do 3° są pozytyw ne,

Z przeprow adzonych rozw ażań w ynika, że każde rozw iązan ie  x ( t ) ,  p ( t ) ,
t  e [ t 0 , t 1]  odpow iadająoe elem entow i zb io ru  P0 s p e łn ia  w szy s tk ie  w arunki 
konleozne tw ie rd z  a ia  2 , d la  zad an ia  1 . Podobne rozw ażania można p rz e p ro 
w adzić d la  za d an ia  2 p o m ija jąc  ty lk o  w wyżej przeprowadzonym eksperym en
c ie  p y ta n ie  3 ° .

Oznaczmy p rze z  t i0 ( t )  s te ro w a n ie  odpow iadająoe elementom PQ na mooy rów

n an ia  ( 3 .5 2 ) ,  Ponieważ zasada minimum j e s t  warunkiem lokalnym , n ie  można 
r o z ró ż n ić  sterow ań lo k a ln ie  i  g lo b a ln ie  optym alnych. Z teg o  powodu z b ió r
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ste ro w a ń , k tó ra  s p e łn ia ją  w sz y s tk ie  w arunki k o n ieo zn e , zaw iera  s te ro w a n ia
zarówno lo k a ln ie  ja k  1 g lo b a ln ie  op tym alne . Jedyną drogą do s tw ie rd z e n ia ,
k tó re  spośród  sterow ań ii0 ( t )  są  g lo b a ln ie  optym alne j e s t  porównanie funk

i i )
ojonałów

5*1

W ykorzystanie wyżej p rzed staw io n eg o  a lgory tm u ob liczen iow ego  wymaga 
d la  rozpatryw anego  o b ie k tu  w ie lk ie j  pam ięoi 1 sz y b k o śc i d z i a ła n ia  kompu
t e r a .  T rzeba by by ło  drogą prób d o b le ra ó  w a r to śo l początkowe d la  w ektora 
p ( t ) ,  k tó re  dałyby  ro z w ią zan ie  rozpatryw anego  z a g a d n ie n ia .

3 .5 .  S terow an ie  suboptym alne d la  z a g ad n ien ia  1 ; W nioski

W poprzednim  punkcie podaliśm y w arunki konieozne d la  s te ro w a n ia  op ty 
malnego za g a d n ie n ia  1 1 2  o raz  zaproponowaliśm y system atyozną  metodę wy
zn aczan ia  s te ro w a ń , k tó re  mogą byó op tym alne.

Wiemy, że j e ż e l i  h a m ilto n ia n  j e s t  lin io w ą  fu n k o ją  s te ro w a n ia  1 zagad
n ie n ie  j e s t  r e g u la r n e ,  to  składowe s te ro w a n ia  optym alnego u ^ ,  u2 , u ,  są  
p rz e d z ia ła m i s ta ły m i funkcjam i o z a su , bowiem jed en  z warunków konleoznyoh 
a mianowloie

H [ x * ( t ) , p * ( t ) , u * ( t ) , t ]  «  H [ x * ( t ) , p * ( t ) , « ( t ) , t ]  , u e f l

um ożliw ia o g ra n io z e n le  zak resu  poszukiw ania s te ro w a n ia  optym alnego do k la 
sy |u |g ( t ) |  = 1 , k = 1 ,2 ,3 .  J e s t  to  ohyba n a jo e n n ie Jsz y  w niosek z zasady 
minimum, ponieważ p o z o s ta łe  w arunki konieozne podają  je d y n ie  odpowiednie 
o g ra n lo z e n ia  1 w arunki t r a n s w e rs a ln o ś o l .  Mająo to  na uwadze określam y na
s tę p u ją c y  z b ió r  ste row ań  ffi0 .

h
1 1 -1 1 1 -1 - i - i

U2
• 1 i 1 i 1 i -1 i -1 i 1 ; - i > - i

U3 1 -1 1 1 -1 -1 1 - i

(3 .5 8 )

P rzystąp im y  t e r a z  do k o n s tru k o ji  pewnej s t r u k tu r y  o b llo z e ń  sterow ań su b - 
optym alnyoh na maszynie o y fro w e j. Ustalm y p rzede w szystkim  pewien mlnlmal-
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ny czas  p rz e łą o z a n la  A t d la  składowych s te ro w a n ia  u ^ i t  ) (k » 1 ,2 ,3 )  u k ła 
du dynamloznego ( 3 .8 )  lub  (3 .1 3 )

 ̂ ■ f [ x ( t ) ]  + B ( t ) u ( t )

o warunku początkowym x ( o )  = O.
7/eźmy pod uwagę o ią g  chw il ozasowych ( t 0 , t  1 , . . . » t^ ) g d z ie  t j  « l A t  (1 -  
s  0 , 1 , 2 , . . . , k )
Będziem y‘p o sz u k iw a li ta k ic h  sterow ań u i t j ^ e ś i  ,  d la  k tó ry o h  oałka

b ęd z ie  m in im alna. O b lio z e n la  będziemy p rzep ro w ad za li do t a k i e j  c h w il i  t ^ ,  
że x ( t j £ ) e S .,. Uproszozona s ie ć  d z ia ła ń  teg o  o b lic z e n ia  p rzedstaw iona  
j e s t  na n iż e j  podanym sohem aoie. O b lic z e n ia  przeprowadzono d la  k i lk u  wa
rian tó w  .

w a ria n t 1 

P r z y ję to ,  że

p rzy  ozym = 2 f  o raz  że odporność dodatkowa w obwodzie w irn ik a  Rjdod* 
= 0 .  M inimalny ozas p rz e łą o z a n la  At d la  sterow ań suboptym alnyoh założono 
At = 3 2 ^ s .
O b lio z e n la  przeprowadzono do p ie rw sz e j o h w lli t ^ ,  w k tó r e j  ^ ( t ^ )  “ u  ” 
= 0 ,0 4 .

Jak  wynika z o b lio z e ń , s te ro w a n ie  p rzed staw io n e  na r y s .  3 .4  zapewnia 
w y s ta rc z a ją c o  małe odstępstw o  momentu e lek trom echan icznego  W* maszyny 
a sy n c h ro n ic z n e j od w a r to śc i zadanej Porćwnująo c h a ra k te ry s ty k i  momen
tu  d la  s te ro w a n ia  = u 2 * u^ *> 1 o raz  d la  s te ro w a n ia  suboptym alnego 
z r y s .  3 .3  w idzim y, że I s t n i e j e  możliwość k s z ta ł to w a n ia  momentu e l e k t r o -  
meohanloznego maszyny a sy n c h ro n ic z n e j w poozątkow ej f a z ie  rozruohow ej na
wet wówczas gdy R, dQ|j  = 0 .

am p litud  o raz  zm alenie o z ę s to t l lo s o y la o j l  momentu e lek trom echan icznego  
(p o r .  r y s .  3 .1  1 3 .2 ) .  S terow an ie  suboptym alne p rzedstaw ione  na r y s .  3 .6  

jjów nież z w y s ta ro z a ją c ą  d o k ła d n o śo lą  u trzym uje moment elek trom echan iczny

r +1
L [ x ( t ) ]  d t

L [ x ( t ) ]  -  [imz -  a1 2 ( x 2 ( t  ) X j ( t  )  -  x 1 ( t  ) x ^ ( t  ) ) ^ 2  ,
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Rys 

1 -

. 3 .1 .  C h a ra k te ry s ty k i momentów e lek trom echan icznych  maszyny asynchro 
n ic z n e j :

dynam iozna, przy  s te ro w an iu  u 1 = u2 ■ * 1 ; 2 -  s ta ty o z n a  t j .  d la

g f  « 0 o raz  R2 dod -  O
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R ys. 3 .2 .  C h a ra k te ry s ty k i momentów e lek tro m ech an iczn y ch  maszyny asynch ro 
n ic z n e j :

1 -  dynamiczna,  przy  s t e rowan iu u -j = u2 “ u 3 = 1 o raz  R2 = 0 , 1  2 - s t a -

tyozna t j .  d l a  = O oraz  R2 dQd = 0 , 1 i ł
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wokół w a r to ś c i  nadanej Porównując c h a r a k te ry s ty k i  1 i  2 z r y s .  3 .5
dochodzimy do w niosku, że n ie z a le ż n ie  od teg o  czy w łączyliśm y opór w ob
wód w irn ik a  ozy t e ż  zw arliśm y go i s t n i e j e  możliwośó k s z ta ł to w a n ia  momentu 
e lek trom eohan ioznego  maszyny asy n ch ro n icz n e j w początkow ej f a z ie  ro z ru 
chow ej.

W ariant 3

P r z y ję to ,  że

d ( 1 - x 5 ( t ) )

o2x*(t  l - o ^ i t  Wo0
Cx2 ( t  t e ^ i t  V -x.|(t )x ^ (t 2

■ o . l [ 4 • M1~o raz  że opornośó dodatkowa w obwodzie w irn ik a  wynosi R2 . d
n i ma lny  ozas p rz e łą o z a n ia  At d la  sterow ań suboptym alnyon założono At
•> 160 p S . ,
O b lic z e n ia  przeprowadzono do p ie rw sz e j o h w ili t fc, d la  k tó r e j  * 0 ,3 .

S terow anie  p rzedstaw ione  na rys.3^3 zapewnia u trzym anie momentu e le k tr o 
m echanicznego maszyny a sy n ch ro n icz n e j wokół c h a r a k te ry s ty k i  s ta ty o z n e j z 
d o k ła d n o śo lą  do k ilk u n a s tu  p ro ce n t ( p a t r z  r y s .  3 * 7 ) .

Porównanie o h a ra k te ry s ty k  1 i  2 z r y s .  3 .7  nasuwa nam w niosek , że i s t 
n ie je  możliwośó znaoznego o g ra n io z e n ia  o s o y la o j i  momentu e lek tro m e ch a n icz 
nego . S to p ień  o g ra n io z e n ia  ty ch  o s o y la o j i  u za le żn io n y  j e s t  przede w szyst
kim od m inim alnego czasu  p rz e łą o z a n ia  składowyoh u ^ t t ) s te ro w a n ia  d la  k -  
1 ,2 ,3 .  B iorąo pod uwagę f a k t ,  że w spółozesne układy ty ry s to ro w e  mają czas 
p rz e łą o z a n ia  około k i lk u  ¿¿s otrzymamy tym samym g ra n io ę  m ożłlw ośol te o h -  
n ic z n e j w t e j  d z ie d z in ie .

W yniki o b lio z e ń  d la  w aria n tu  1

t x 5 **81» i ( t > U1 u2 U3

1 2 3. 4 5 —  6 _ 7

1.00 0,00004802 0,07248 3,929 1 1 1
2.00 0,001169 0 ,  8055 3,121 1 1 1
2.77 0,004520 1,991 -0 ,1856 1 -1 -1
2 .7 8 0,004583 2 ,008 -0 ,2 3 5 9 1 1 1
2 .7 9 0,004647 2,000 -0 ,2 1 7 6 -1 1 1
2 .80 0,004710 1,995 -0 ,2 3 3 9 1 -1 -1
2 .82 0,004836 2 ,0 0 8 -0 ,3010 1 1 1
2 .83 0 ,004899 2,000 -0 ,2 7 4 5 1 -1
2 .84 0,004963 1,996 -0 ,2 9 0 8 1 -1 -1
2.86 0,005089 2,010 -0 ,3 5 8 5 1 1 1
2 .87 0,005152 2,000 -0 ,3302 -1 1 -1
2 .8 8 0,005216 1,997 -0 ,3465 1 -1 -1
2 .91 0,005405 2 ,009 -0 ,4310 1 1 1
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2 .92 0,005468 1,999 •*•0,4005 1
2 .9 3 0,005531 1,996 -0 ,4 1 6 9 1 -1 -1
2 .97 0,005784 2,009 -0 ,5 1 7 9 1 1 1
2 .9 8 0,005847 1,997 -0 ,4 8 4 9 -1 1 -1
2 .99 0,005910 1,996 -0 ,5 0 1 2 1 -1 -1
3.00 0,005973 1,995 -0 ,5 1 7 4 1 -1 -1
3 .03 0,006100 1,994 -0 ,5 6 4 2 1 -1 1
3.12 0,006731 2,001 -0 ,8661 1 -1 -1
3 .1 7 0 ,007048 1,992 -0  , 9054 -1 1 1
3 .1 8 0,007111 1,996 -0 ,9401 1 -1 1
3.20 0,007237 2,002 -0 ,9 8 9 9 1 -1 -1
3 .2 3 0,007427 1,991 -0  ,  9978 -1 1 1
3 .24 0,007490 1,996 -1 ,0 3 4 1 -1 1
3.26 0,007617 2,004 -1 ,0 8 5 1 -1 -1
3 .2 8 0,007743 1,990 -1 ,0 7 7 -1 1 1
3.29 0,007806 1,996 -1 ,1 1 5 1 -1 1
3 .30 0,007869 2,001 -1 ,1 2 9 1 -1 -1
3 .3 3 0 ,00  8059 1,991 -1 ,1 3 5 -1 1 1
3 .34 0,008123 1,998 -1 ,1 7 4 1 -1 1
3 .3 5 0,008186 2,003 -1 ,1 8 8 1 -1 -1
3 .37 0,008312 1,989 -1 ,1 7 9 -1 1 1
3 .3 8 0,008375 1,997 -1 ,2 1 9 1 -1 1
3 .3 9 0,008439 2,002 -1 ,2 3 2 1 -1 -1
3.41 0 ,00  8565 1,988 -1 ,224 -1 1 1
3 .42 0 ,0 0  8628 1,997 -1 ,2 6 4 1 -1 1
3 .4 3 0 ,00  8692 2 ,003 -1 ,2 7 7 1 -1
3 .4 5 0,008818 1,989 -1 ,2 6 8 -1 1 1
3.46 0,008881 1,999 -1 ,3 0 9 1 1
3 .47 0,008945 2,006 -1 ,3 2 2 1 -1
3 .49 0,009071 1,992 -1 ,3 1 3 -1 1 1
3 .50 0 ,009135 1,998 -1 ,3 2 5 1 -1 -1
3 .53 0,009325 1,991 -1 ,3 2 9 -1 1 1
3 .54 0,009388 1,998 -1 ,3 4 1 1 -1
3 .57 0,009578 1,991 -1 ,3 4 4 -1 1 1
3 .5 8 0,009641 1,999 -1 ,3 5 6 1 -1 -1
3.61 0 ,00  9 831 1,992 -1 ,3 5 9 -1 1 1
3 .62 0,009894 2,000 -1 ,3 7 0 1 -1
3 .64 0,01002 1,985 -1 ,3 6 1 -1 1 1
3 .65 0 ,01008 2,000 -1 ,4 0 4 1 1 1
3.66 0 ,01015 2 ,008 -1 ,4 1 5 1 -1
3 .67 0,01021 1,986 -1 ,3 9 5 -1 -1 1
3 .6 8 0,01027 2,000 -1 ,4 3 8 1 1 1

3 .6 9 0,01034 2,007 -1 ,4 4 7 1 1 -1
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3 .70 0,01040 1,986 -1 ,4 2 9 -1 1
3.71 0,01046 1,999 -1 ,4 7 0 1 1 1
3.72 0,01053 2,006 -1 ,4 7 8 1 1 -1
3 .74 0 ,01065 1,992 -1 ,4 6 9 -1 -1 1
3 .75 0,01072 2,000 -1 ,4 7 9 1 -1
3.76 0 ,01078 2,006 -1 ,4 8 5 1 1 -1
3 .7 8 0,01091 1,992 -1 ,4 7 6 -1 -1 1
3 .79 0,01097 2 ,000 -1 ,4 8 5 1 -1 -1
3 .80 0,01103 2,004 -1 ,4 8 9 1 1 -1
3 .82 0,01116 1,990 -1 ,4 8 0 -1 -1 1
3 .83 0,01122 1,999 -1 ,4 8 9 1 -1 -1
3 .84 0,01129 2,001 -1 ,4 9 1 1 1 -1
3 .89 0,01160 1,993 -1 ,4 8 6 -1 -1 1
3 .90 0,01167 2,002 -1 ,4 9 4 1 -1 -1
3 .91 0,01173 2,002 -1 ,4 9 4 1 1 -1
3.97 0,01211 2 ,005 -1 ,5 1 4 1 1 1
3 .9 8 0,01217 2,002 -1 ,5 1 0 1 1 -1
4 .00 0,01230 1,996 -1 ,5 0 0 1 1 -1
4 .01 0,01236 2,003 -1 ,5 3 1 1 1 1
4 .0 2 0 ,01242 1,999 -1 ,5 2 4 1 1 -1
4.04 0,01255 2,001 -1 ,5 4 7 1 1 1
4 .0 5 0,01261 1,996 -1 ,5 3 9 1
4 .06 0 ,01268 2,002 -1 ,5 6 7 1 1 1
4 .07 0,01274 1,996 -1 ,5 5 8 1 1 -1
4 .0 8 0,01280 2,002 -1 ,5 8 6 1 1 1
4 .09 0,01287 1,995 -1 ,5 7 6 1 1 -1
4 .10 0 ,01293 2,000 -1 ,6 0 2 1 1 1
4 .1 2 0,01306 1,998 -1 ,6 2 9 -1 -1 1
4 .13 0 ,01312 2,002 -1 ,6 5 3 1 1 1
4.14 0,01318 1,996 -1 ,6 5 5 -1 -1 1
4 .1 5 0,01325 1,999 -1 ,6 7 9 1 1 1
4 .17 0,01337 1,997 -1 ,7 0 5 -1 1
4 .1 8 0,01344 2,000 -1 ,7 2 7 1 1 1
4 .20 0,01356 1,999 -1 ,7 5 3 -1 -1 1
4 .21 0,01363 2,000 -1 ,7 7 3 1 1 1
4 .2 3 0,01375 1,999 -1 ,7 9 9 -1 -1 1
4.24 0,01382 2,000 -1 ,8 1 8 1 1 1
4.26 0,01394 1,999 -1 ,8 4 3 -1 -1 1
4 .27 0,01401 1,999 -1 ,8 6 1 1 1 1
4 .2 9 0,01413 1,999 -1 ,8 8 5 -1 -1 1
4 .33 0 ,01438 1,999 -1 ,9 2 5 1 1 1
4 .34 0,01445 2,001 -1 ,9 3 5 -1 -1 1

4 .3 5 0,01451 1,998 -1 ,9 4 8 1 1 1
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4.36 0 ,01457 2 ,001 -1 ,9 5 9 1
4 .3 7 0 ,01464 1,998 -1 ,9 7 1 1 1 1
4 .3 8 0 ,01470 2 ,001 -1 ,9 8 2 -1 - i 1
4 .3 9 0,01476 1 ,998 -1 ,9 9 3 1 1 1
4 .40 0 ,01483 2,002 -2 ,0 0 6 -1 -1 1
4 .4 1 0 ,01489 1,997 —2,016 1 1 1
4 .4 2 0 ,01495 2 ,002 -2 ,0 1 4 1 —1
4.4 3 0,01502 1,997 -2 ,0 2 3 1 1 1
4 .44 0 ,01508 2 ,002 -2 ,0 2 1 1 -1 -1
4 .4 5 0,01514 1,996 -2 ,0 2 8 1 1 1
4.46 0,01521 2,000 -2 ,0 2 6 1 -1 -1
4 .4 8 0 ,01533 1,998 -2 ,0 3 0 1 1 1
4 .4 9 0,01540 2,002 -2 ,0 2 7 1 -1 -1
4 .50 0,01546 1,995 -2 ,0 0 8 -1 -1 -1
4.51 0 ,01552 1,998 -2 ,0 0 5 1 -1 -1
4 .5 3 0,01565 1,996 -1 ,9 8 4 -1 -1 -1
4 .54 0,01571 1,999 -1 ,9 8 1 1 -1 —1
4.56 0,01584 1,997 -1 ,9 6 1 -1 -1 -1
4 .5 7 0,01590 2 ,000 -1 ,9 5 7 1 -1
4 .5 9 0 ,01603 1,998 -1 ,9 3 9 —1 -1
4 .60 0,01609 2 ,000 -1 ,9 3 5 1 -1 -1
4.62 0 ,01622 1,999 -1 ,9 1 8 -1 -1 -1
4 .63 0 ,01628 2,000 -1 ,9 1 3 1 -1 - i
4 .6 5 0,01641 2 ,0 0 0 -1 ,8 9 7 -1 -1 -1
4 .66 0,01647 2,001 -1 ,8 9 1 1 -1
4 .6 7 0 ,01653 1,999 -1 ,8 8 2 -1 -1 - i
4 .6 8 0,01660 2,000 -1 ,8 7 6 1 -1 -1
4.70 0,01672 2,000 -1 ,8 6 3 -1 -1 -1
4.71 0 ,01679 2,000 -1 ,8 5 6 1 -1 -1
4 .7 3 0,01691 2,000 -1 ,8 4 4 -1 -1 -1
4 .7 4 0 ,01698 2,000 -1 ,8 3 7 1 -1
4.76 0,01710 2,001 -1 ,8 2 6 -1 -1 -1
4 .7 7 0 ,01717 2 ,000 -1 ,8 1 9 1 -1 -1
4 .7 9 0,01729 2,001 -1 ,8 0 9 -1 -1 -1
4.80 0,01736 1,999 -1 ,8 0 1 +1 -1 -1
4 .8 2 0 ,01748 2,001 -1 ,7 9 2 -1 -1 -1
4 .83 0 ,01755 1,999 -1 ,7 8 4 1 -1 -1
4.84 0,01761 2,003 -1 ,7 8 4 -1 -1 -1
4 .8 5 0,01767 2,001 -1 ,7 7 5 +1 -1
4 .8 7 0,01780 2,003 -1 ,7 6 9 -1 - i -1
4 .8 8 0,01786 2 ,000 -1 ,7 5 9 1 -1 -1
4.90 0,01799 2,003 -1 ,7 5 4 -1 -1 -1
4.91 0 ,01805 1,999 -1 ,7 4 4 1 -1 -1
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4.93 0,01818 2,002 -1 ,739 - 1 —i
4.94 0,01824 1,998 -1 ,729 1 - i - 1
4.95 0,01831 2,006 -1 ,736 ?-1 - i - 1
4.96 0,01837 2,001 -1 ,725 1 - i - 1
4 .98 0,01850 2,005 -1 ,729 1 1
4.99 0,01856 1,999 -1 ,718 1 - i - 1
5.00 0,01862 1,993 -1 ,707 1 - 1
5.01 0,01868 2,001 -1 ,720 1 - i 1
5.02 0,01875 1,995 -1 ,708 1 - i - 1
5.03 0,01881 2,003 -1 ,721 1 - i 1
5.04 0,01887 1,996 -1 ,709 1 - i - 1
5.05 0,01894 2,003 -1 ,721 1 - i 1
5.06 0,01900 1,996 -1 ,708  ' 1 - i - 1
5.07 0,01906 2,002 -1 ,719 1 - i 1
5.08 0,01913 1,995 -1,707 1 - i - 1
5.09 0,01919 2,000 -1 ,717 1 - i 1
5.11 0,01932 1,999 -1 ,727 - 1 i 1
5 .12 0,01838 2,004 -1 ,736 1 - i -1
5.13 0,01944 1,996 -1 ,738 - 1 i 1
5.14 0,01951 2,001 -1*745 1 - i 1
5.16 0,01963 1,998 -1 ,754 - 1 i 1
5.17 0,01970 2,001 -1 ,760 1 - i 1
5.19 0,01982 1,998 - 1,768 —1 t 1
5.20 0,01989 2,001 . -1 ,773 . 1 - i 1
5.22 0,02001 1,997 -1 ,780 - 1 i 1
5.23 0,02008 1,998 -1 ,783 1 - i 1
5.34 0,02077 2,012 -1 ,814 —1 - i - 1
5.35 0,02083 1,999 -1 ,804 - 1 i - i
5.36 0,02090 1,996 -1 ,809 - 1 i 1
5.42 0,02128 2,013 -1,865 - 1 - i - 1
5.43 0,02134 1,998 -1,846 >1 - i - 1
5.44 0,02140 1,997 -1,997 —1 i 1
5.57 0,02222 1,999 -1 ,932 —SI i - 1
5.58 0,02229 w * 2,000 -1 ,939 —1 1
5.59 0,02235 1,998 * -1 ,940  ■ -4 i - 1
5.60 0,02241 2,000 ' -1 ,948 -1 i 1
5.61 0,02248 1,998 -1 ,950 -1 i - 1
5.62 0,02254 2,001 -1 ,958 —1 i 1
5.63 0 ,02260 2,000 -1 ,961 -1 i - 1
5.72 0,02317 1,989 -1,981 1 - i 1
5.73 0,02324 1,993 -1 ,990 -1 i 1
5.75 0,02336 2,003 -2 ,007 -1 i —1
5.76 0,02342 2,007 - 2,016 - 1 i 1
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5.78 0,02355 1,991 -2 ,0 0 2 1 -1 -1
5 .79 0,02361 1,997 -2 ,0 1 2 -1 1 -1
5.80 0,02358 2,003 -2 ,0 2 1 -1 1 1
5 .83 0 ,02387 1,992 -2 ,0 1 6 1 -1 -1
5.84 0 ,02393 2,000 -2 ,0 2 9 -1 1 -1
5.85 0 ,02399 2,006 -2 ,0 3 8 -1 1 1
5 .87 0,02412 1,990 -2 ,0 2 4 1 -1 -1
5 .8 8 0 ,02418 2 ,000 -2 ,0 3 8 -1 1 -1
5.89 0 ,02425 2,007 -2 ,0 4 8 -1 1 1
5.91 0,02437 1,990 -2 ,0 3 4 1 -1 -1
5.92 0 ,02444 2,002 -2 ,0 5 0 -1 1 -1

5.93 0,02450 2,009 -2 ,0 6 0 -1 1 1
5.94 0,02456 1,985 -2  ,035 1 -1 -1

5.95 0,02463 1,999 -2 ,0 5 2 -1 1 -1
5.96 0,02469 2,006 -2 ,0 6 2 -1 1 1
5 .9 8 0,02482 1,990 -2 ,0 4 8 1 -1 -1

5 .99 0 ,02488 1,997 -2 ,0 5 8 -1 1 1

6.00 0,02494 2 ,005 -2 ,0 6 9 -1 1 1
6 .0 2 0 ,02507 1,988 -2 ,0 5 4 1 -1 -1
6 .0 3 0 ,02513 1,996 -2 ,0 6 5 -1 1 1
6 ,06 0 ,02532 1,988 -2 ,0 6 0 1 -1 -1

6 .0 7 0 ,02539 1,996 -2 ,0 7 1 -1 1 1

6 .10 0,02558 1,988 -2 ,0 6 7 1 -1 —1
6.11 0,02564 1,997 -2 ,0 7 8 -1 1 1

6 .14 0,02583 1,988 -2 ,0 7 4 1 -1 -1

6 .1 5 0 ,02589 1,997 -2 ,0 8 5 -1 1 1

6 .1 8 0 ,02608 1,989 -2 ,0 8 1 1 -1 -1

6 .1 9 0,02615 1,998 -2 ,0 9 1 -1 1 1

6 .2 2 0,02634 1,990 -1  ,087 1 -1 -1

6 .2 3 0,02640 1,999 -2 ,0 9 8 -1 1 1

6 .2 5 0,02653 1,983 -2 ,0 8 3 1 -1 -1
6.26 0,02659 1,992 -2 ,0 9 4 -1 1 1

6 .2 9 0,02678 1,984 -2 ,0 9 0 1 —1 —1

6.30 0,02684 1,993 -2 ,1 0 1 -1 1 * i

6 .3 3 0,02703 1,986 -2 ,0 9 7 1 —1 —1

6 .3 4 0 ,0  2709 1,995 -2 ,1 0 8 -1 1 1

6 .3 7 0 ,02728 1,987 -2 ,1 0 3 1 -1 —1

6 .3 8 0,02735 1,996 -2 ,1 1 4 -1 1 1

6.41 0,02754 1,988 -2 ,1 1 0 1 -1 —1

6 .4 2 0,02760 1,997 -2 ,1 2 0 -1 1 1

6 .45 0 ,02779 1,989 - 2,116 1 —1

6 .46 0,02785 1,998 -2 ,1 2 6 -1 1 i

6 .4 9 0,02804 1,990 -2 ,1 2 1 1 —1 —1
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S »50 0,02811 1,998 -2 ,1 3 2 1 1
i 6 .5 3 0,02830 1,990 -2 ,1 2 6 1 -1 -1

6 .5 4 0,02836 1,998 -2 ,1 3 6 -1 1 1
6 .5 ? 0 ,02855 1,989 -2 ,1 3 1 1 -1 -1
6 .5 8 0,02861 1,997 -2 ,1 4 1 -1 1 1
6 .6 1 0 ,02880 1,988 -2 ,1 3 5 1 -1 -1

! 6 .6 2 0,02887 2,001 -2 ,1 5 2 -1 -1 1
; 6 .6 3 0,02893 2,161 -2 ,1 6 1 -1 1 1
; 6 .6 4 0,02899 1,984 -2 ,1 3 6 1 -1 -1

6 .6 5 0,02906 1,997 -2 ,1 5 1 -1 -1 1
6 «66 0,02912 2,004 -2 ,1 6 1 -1 1 -1
6 .6 9 0,02931 1,997 -2 ,1 5 8 -1 -1 1
6 .7 0 0 ,02937 2,004 -2 ,1 6 7 -1 1 1
6 .7 2 0,02950 1,987 -2 ,1 5 2 1 -1
6 .7 3 0,02956 1,996 -2 ,1 6 3 -1 1
6 .7 4 0 ,02962 2,002 -2 ,1 7 2 -1 1 1
6 .7 7 0,02982 1,991 -2 ,1 6 5 1 -1 -1
6 .7 8 0 ,02988 1,997 -2 ,1 7 4 -1 -1 1
6 .7 9 0 ,02994 2,003 -2 ,1 8 2 -1 1 1
6 .8 1 0 ,03007 2,013 -2 ,1 9 8 -1 -1 1

! 6 .8 2 0 ,03013 1,991 -2 ,1 7 5 1 1 -1
6 .8 3 0 ,03019 1,996 -2 ,1 8 2 -1 1 1
6 » 84 0,03026 2,000 -2 ,1 8 9 -1 -1 1
6 .8 9 0,03057 1,990 -2 ,1 9 0 1 1
6 .9 0 0,03064 1,994 -2 ,1 9 6 -1 1 1
6 .9 3 0,03083 2,001 -2 ,2 1 2 -1 1
6 .9 5 0,03095 2,002 -2 ,2 2 0 -1 1 1
6 .9 6 0 ,03102 2,000 -2 ,2 2 0 -1 -1 1

; 6 .9 7 0 ,03108 2,002 -2 ,2 2 6 -1 1 1
6 .9 8 0 ,03114 1,999 -2 ,2 2 6 -1 -1 1
6 .9 9 0,03121 2,001 -2 ,2 3 2 -1 1 1

I 7 .0 0 0,03127 1,997 -2 ,2 3 0 -1 -1 1
7 M'y 0,03133 1,999 -2 ,2 3 6 -1 1 1
7 .0 6 0 ,03165 1,996 -2 ,2 5 2 -1 -1 1
7 .0 7 0,03171 1,997 -2 ,2 5 6 -1 1 1
7 .1 9 0 ,03247 2,016 -2 ,2 3 2 -1 -1 -1
7 .2 0 0 ,0325 2,000 -2 ,3 0 4 1 -1 -1
7 .2 1 0 ,0326o 1,997 -2 ,3 0 6 1 1
7 .2 3 0 ,03272 1,991 -2 ,3 0 5 1 1 -1
7 .2 6 0,03291 2,014 -2 ,3 2 1 -1 -1 -1
7 .2 7 0,03297 2,000 -2 ,3 0 3 1 -1 -1
7 .2 8 0 ,03304 1,999 -2 ,3 0 1 1 1 -1

I 7 .3 3 0 ,03335 1,997 -2 ,3 0 1 -1 1 1
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1 2 3 4 .  5 - g -  ■ ■ ■ 7 '"

7 .34 0 ,03342 1,999 -2 ,3 0 2 1 1
7.36 0,03354 1,996 -2 ,3 0 4 -1 1 1
7 .3 7 0,03361 2,000 -2 ,3 0 7 1 1 -1
7 .3 9 0 ,03373 1,997 -2 ,3 1 0 -1 1 1
7 .4 0 0,03380 2,002 -2 ,3 1 4 1 1 -1
7.41 0,03386 1¿994 -2 ,3 1 3 -1 1 1
7 .42 0,03392 2,001 -2 ,3 1 8 1 1 —1
7 .4 4 0 ,03405 1,999 -2 ,3 2 2 -1 1 1
7 .4 5 0,03411 2,006 —2,329 1 1 -1
7 .46 0 ,03418 1,997 -2 ,3 2 7 -1 1 1
7 .4 7 0 ,03424 2,006 -2 ,3 3 4 1 1 -1
7 .4 8 0 ,03430 1,996 -2 ,3 1 9 1 -1 -1
7 .4 9 0 ,03437 2,006 -2 ,3 2 8 1 1 -1
7 .50 0 ,03443 1,997 -2 ,3 1 3 1 -1 -1
7 .51 0 ,03449 2,007 -2 ,3 2 2 1 1 -1
7 .52 0,03456 1,999 -2 ,3 0 8 1 -1 -1
7 .5 4 0 ,03468 2 ,002 -2 ,3 0 5 1 1
7 .55 0 ,03475 1,995 -2 ,2 9 1 1 -1 -1
7.56 0,03481 2 ,008 -2 ,3 0 2 1 1 -1
7 .57 0 ,03487 2,001 -2 ,2 8 9 1 -1 -1
7 .59 0,03500 2 ,0 0 8 -2 ,2 8 2 +1 -1 -1
7 .60 0 ,0 3  506 2,001 -2 ,2 7 0 1 -1 -1
7 .62 0,03519 2 ,0 0 8 -2 ,2 6 2 -1 -1 -1
7 .63 0,03525 2 ,003 -2 ,2 5 0 1 -1 -1
7 .6 6 0,03544 2,003 -2 ,2 2 9 -1 -1 -1
7 .6 7 0,3550 1,999 —2 t 218 1 -1
7 .6 9 0 ,03563 2,004 -2 ,2 0 8 -1 -1 -1
7.70 0 ,03569 2,001 -2 ,1 9 7 1 -1 -1
7 .73 0,03588 2,002 -2 ,1 7 6 -1 -1 -1
7 .74 0 ,03595 2,000 -2 ,1 6 6 1 -1 -1
7 .76 0,0)3607 2,004  . -2 ,1 5 3 -1 -1 -1
7 .7 7 0 ,03614 2,002 -2 ,1 4 4 1 -1 -1
7.86 0,03671 2,002 -2 ,0 7 0 -1 -1 -1
7.91 0,03702 2,002 -2 ,0 2 7 1 -1 -1
7 .92 0,03709 1,999 -2 ,0 2 7 -1 -1 -1
7 .9 3 0 ,03715 2,002 -2 ,0 1 0 1 -1 -1
7 .94 0,03721 1,999 -1 ,9 9 8 1 -1 -1
7 .9 5 0 ,03728 2,002 -1 ,9 9 2 1 -1 -1
7.96 0,03734 1 ,998 -1 ,9 7 9 +1 -1 -1
7 .9 7 0,03747 1,996 -1 ,9 6 0 -1 -1 -1
7 .9 9 0 ,03753 2,001 -1 ,9 5 5 1 -1 -1
8 .00 0 ,03759 2,006 -1 ,9 5 1 1 -1 -1
8.01 0,03766 1,998 -1 ,9 3 5 -1 -1 -1
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8 .02 0,03772 2,004 -1 ,9 3 1 1 -1
8 .03 0 ,03778 1,996 -1 ,9 1 4 -1 -1 -1
8.04 0 ,03785 2,001 -1 ,9 1 1 1 -1 -1
8 .05 0 ,03791 1,993 -1 ,9 1 4 1 1 1
8.06 0 ,03797 1,999 -1 ,9 1 0 1 -1 -1
8 .0 8 0,03810 1,999 -1 ,9 1 2 1 1 1
8 .09 0,03816 2,006 -1 ,9 0 9 1 -1 -1
8.10 0,03822 2,001 -1 ,9 1 5 1 1 1
8.12 0 ,03835 2,003 -1 ,9 1 9 1 -1 -1
8 .13 0,03841 1,999 -1 ,9 2 6 1 1 1
8 .15 0,03854 2,004 -1 ,9 3 2 1 -1 -1
8.16 0 ,03860 2,001 -1 ,9 4 1 1 1
8 .27 0,03930 2,009 -2 ,0 6 3 -1 1 -1
8 .29 0 ,03943 1,991 -2 ,0 4 7 1 -1 1
8 .30 0 ,03949 2 ,002 -2 ,0 4 8 1 -1 -1
8.31 0 ,03955 2,002 —2,052 -1 1 - i
8 .3 8 0,04000 2,004 -2 ,0 8 8 1 1 1
8 .39 0,04006 2,000 -2 ,0 8 9 -1 1 -1
8.41 0 ,04019 2,006 -2 ,1 1 0 1 1 1
8 .42 0 ,04025 2,000 -2 ,1 0 9 -1 1 -1
8 .44 0 ,04038 2,005 -2 ,1 3 0 1 1 1

W yniki o b lic z e ń  d la  w aria n tu  2

t X5 l i t l Ü1 U2 M3
~  1 -I ----- 'è 1 . . 4 ?" “ 6 ■}

1.00 0,0001068 U ,1580 2,530 1 1 1
2 .0 0 0,002375 1,573 2,280 1 1 1
2 .1 8 0 ,003392 2,003 1 ,613 1 1 -1
2 .1 9 0,003455 2,002 1,602 -1 1 -1
2 .2 5 0,003835 2,001 1,557 -1 1 1
2 .26 0 ,003898 2,000 1,549 -1 1 -1
2 .2 8 0,004025 2,001 1,546 -1 1 1
2 .2 9 0,004088 1,999 1,541 -1 1 -1
2.30 0,004151 2,001 1,546 -1 1 1
2.31 0,004214 1,999 1,541 -1 1
2 .3 2 0 ,0042^9 2,000 1,547 -1 1 1
2 .3 4 0,004404 1,999 1,549 -1 1 -1
2 .3 5 0,004467 1,999 1,556 -1 1 1

2 .3 5 0 ,004467 1,999 1,556 -1 1 1
2 .4 7 0,005224 2 ,015 1,576 1 1 -1
2 .4 8 0,005288 1,996 1,560 1 -1 1
2 .49 0,005351 1,992 1 ,568 —1 1 1
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2.52 0,005540 2,016 1,529 i i
2 .53 0,005603 1,998 1,511 i - i i
2 .54 0,005666 1,992 1,520 - i i i
2 .57 0,005855 2,014 1,483 i i - i
2 .5 8 0,005919 1,998 1,463 i - i i
2 .59 0,005982 1,990 1,473 - i i i
2 .61 0,006108 2 ,018 1,429 i i - i
2 .62 0,006171 2,002 1,407 i - i i
2 .6 3 0,006234 1,993 1,417 - i i - i
2 .65 0,006361 2,020 1,374 i i i
2.66 0 ,006424 2,006 1,351 i - i i
2 .67 0,006487 1,996 1,364 - i i - i
2 .6 9 0,006614 2 ,022 1,322 i i i
2 .70 0,006677 2,009 1,297 i - i i
2 .71 0,006741 1,997 1,312 - i i - i
2 .72 0,006804 1,986 1,290 i - i - i
2 .7 3 0,006867 2 ,023 1,235 i i i
2 .74 0,006931 2,010 1,247 - i i i
2 .75 0,006994 1,999 1,225 i - i - i
2 .7 8 0,007183 2 ,017 1,126 i i i
2 .7 9 0,007247 2 ,002 1,139 - i i i
2 .80 0,007310 1,993 1 ,117 i —i - i
2 .82 0,007436 2 ,023 1,040 i i i
2 .83 0 ,0  07500 2,006 1,053 - i i i
2 .84 0,007563 1 ,999 1,032 i - i - i
2 .8 8 0,007815 2 ,0 1 8 0,9119 i i i
2 .8 9 0,007879 2 ,000 0 ,9364 - i * * - i
2 .90 0,007942 1,996 0,9554 i - i - i
2 .9 5 0,008256 2,019 0,7757 i i i
2.96 0,008320 1,998 0,8037 - i i - i
2 .97 0,008383 1,996 0,7831 t - i - i
3 .00 0,008572 1,992 0,7220 i - i - i
3 .1 0 0,009203 2,002 0,5070 - i i
3 .1 5 0,009520 1,984 0,3967 - i i - i
3 .16 0,009583 1 ,989 0 ,3 7 8 2 , i - i - i
3 .19 0,009772 2,006 0 ,3 0 3 2 ! i - i i
3 .2 2 0,009963 1,986 0,2661 - i i - i
3 .23 0,01003 1,993 0,2483 i - i - i
3 .24 0,01009 2,001 0,2092 i - i i
3 .27 0 ,01028 1,983 0,1722 - i i - i
3 .2 8 0,01034 1,992 0,1324 i - i i
3 .29 0,01041 2,002 0,1155 i - i

»3.23 • 0,01060 1,986 0,1012 - i i i
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3 .3 3 0,01066 •1,997 0,06053 1 (1 1
3.34 0 ,01072 2,008 0,04415 1 -1 -1
3.36 0 ,01085 1,982 0 ,04728 -1 1 1
3 .37 0,01091 1,995 0,005967 1 -1 1
3 .3 8 0 ,01098 2,007 -0 ,009947 1 -1 -1
3 .40 0,01110 1,981 -0 ,006246 -1 1 1
3.41 0,01116 1,996 -0 ,04814 1 -1 1
3 .42 0 ,01123 2 ,009 -0  ,06356 1 -1 -1
3 .4 4 0,01136 1,983 -0 ,05929 -1 1 1
3 .45 0,0114£ 1,999 -0 ,1 0 1 7 1 -1 1
3.46 0 ,01148 2,013 -0 ,1 1 6 6 1 -1 -1
3 .4 7 0,01154 1,973 -0 ,09702 -1 1 1
3 .4 8 0,01161 2,001 -0 ,1 1 8 5 1 1 -1
3 .4 9 0,01167 2,016 -0 ,1331 1 -1 -1
3 .50 0 ,01173 1,976 -0 ,1 1 3 6 , -1 1 1
3.51 0,01180 2 ,002 -0 ,1 3 3 7 1 1 -1
3 .52 0 ,01186 2 ,0 1 8 -0 ,1481 1 -1 -1
3 .5 3 0 ,01192 1,977 -0 ,1 2 8 7 -1 1 1
3 .5 4 0 ,01199 2,002 -0 ,1 4 7 5 1 1 -1
3 .55 0 ,01205 2 ,0 1 8 -0 ,1 6 1 5 1 -1 -1
3 .56 0,01211 1,976 -0 ,1 4 2 3 -1 1 1
3 .5 7 0 ,01218 2 ,000 -0 ,1596 1 1 -1
3 .5 8 0,01224 2 ,017 -0 ,1 7 3 4 1 -1 - 1
3 .59 0 ,01230 1,974 -0 ,1 5 4 3 -1 1 1
3 .60 0 ,01237 2,000 -0 ,2 0 0 9 1 1 1
3.61 0 ,01243 2,017 -0 ,2 1 4 2 1 -1 -1
3 .62 0,01249 1,974 -0 ,1 9 5 2 -1 1 1
3 .6 3 0,01256 1,999 -0 ,2 4 0 8 1 1 i
3 .64 0,01262 2 ,017 -0 ,2536 1 -1 -1
3 .6 5 0 ,01268 1,973 -0 ,2 3 4 6 -1 1 1
3.66 0 ,01274 1,996 -0 ,2 7 9 2 1 1
3 .67 0,01281 2 ,014 -0 ,2 9 1 3 1 1 -1
3 .6 8 0 ,01287 1,971 -0 ,2 7 3 0 -1 -1 1
3 .6 9 0 ,01293 1,995 -0 ,3 1 7 5 1 -1 1
3 .70 0 ,01300 2,012 -0 ,3280 1 1 -1
3.72 0,01312 1,987 -0 ,3 2 1 3 -1 -1 1
3 .73 0 ,01319 2,001 -0 ,3 3 0 5 1 -1
3 .7 5 0,01331 1,976 -0 ,3 2 3 7 -1 1
3.76 0 ,01338 2,002 -0 ,3 6 8 3 1 -1 1
3 .7 7 0,01344 2,014 -0 ,3 7 5 4 1 1 -1
3 .7 8 0,01350 1,977 -0 ,3 6 1 2 -1 -1 1
3 .7 9 0 ,01357 1,997 -0 ,3 7 1 8 1 -1 -1
3.80 0 ,01363 2 ,008 -0 ,3 7 7 4 1 1 -1
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3 .82 0,01376 1,983 -0 ,3 7 0 2 —1 1
3 .83 0,01382 1 ,998 -0 ,4 0 8 8 1 1 1
3 .8 4 0 ,01388 2,006 -0 ,4 1 2 3 1 1 -1
3.86 0,01401 1,981 -0 ,4 0 4 7 -1 -1 1
3 .87 0,01407 2,002 -0 ,4142 1 -1 -1
3 .8 8 0,01414 2 ,0 0 8 -0 ,4 1 5 7 1 1 —i
3.91 0 ,01433 1,987 -0 ,4091 -1 -1 1
3 .92 0 ,01439 1,998 -0 ,4 4 3 3 1 1 1
3.93 0,01445 2,000 -0 ,4 4 3 2 1 1 -1
4 .0 0 0,01490 1,996 -0 ,4 2 2 9 1 1 -1
4.01 0,01496 2,002 -0 ,4 5 4 4 1 1 1
4 .0 2 0,01502 1,998 -0 ,4490 1 -1
4 .0 3 0 ,01509 2,003 -0 ,4 7 9 4 1 1 1
4.04 0,01515 1,998 -0 ,4 7 2 9 1 1 -1
4 .0 5 0,01521 2,001 -0 ,5 0 2 4 1 1 1
4 .0 7 0 ,01534 1,997 -0 ,5231 1 1 --1
4 .0 8 0,01440 1,999 -0 ,5510 1 1 1
4 .19 0,01610 2,010 -0 ,8 0 0 6 +1 -1 -1
4 .20 0 ,01615 2,001 -0  , 8042 -1 -1 1
4 .21 0,01622 1,995 -0 ,8 2 4 7 1 1 1
4.23 0,01635 2,010 -0  ,  8464 1 -1 -1
4 .2 4 0,01641 2,002 -0 ,0652 1 1 1
4 .2 5 0,01648 1,997 -0 ,8 7 0 9 -1 -1 + 1
4 .2 7 0,01660 2,012 -0  , 8780 1 -1 -1
4 .2 8 0,01667 2,002 -0 ,8946 1 1 1
4 .2 9 0,01673 1,999 -0 ,9020 -1 -1 1
4 .3 9 0,01736 - 1,996 -0 ,9 6 1 7 -1 -1 -1
4.40 0,01742 2,001 -0 ,9 7 3 7 „ i -1 1
4 .42 0,01755 1,998 -0 ,9 6 2 9 -1 -1 -1
4 .4 3 0,01761 2,005 -0 ,9761 -1 -1
4 .44 0 ,01768 1,999 -0 ,9541 -1 -1
4 .4 5 0,01774 2,007 -0 ,9 6 8 3 -1 -1 1
4 .46 0,01780 2,001 -0 ,9 4 7 4 -1 -1
4 .4 8 0 ,01793 2,007 -0 ,9 4 2 7 -1 -1 1
4 .4 9 0 ,01799 2,003 -0 ,9 2 3 5 -1 -1 -1
4 .55 0 ,01837 2,007 -0 ,8332 1 -1 -1
4.56 0 ,01844 2,007 -0 ,8 1 8 3 -1 -1 -1
4 .61 0,01875 1,984 -0 ,7 6 4 9 1 1 1
4.62 0,01882 2,004 -0 ,7870 -1 -1 1
4 .6 3 0 ,01888 2 ,008 -0 ,7761 -2 -1
4.66 0 ,01907 1,986 -0 ,7 5 3 4 1 1 1
4.67 0 ,01913 1,996 -0 ,7480 1 -1 -1
4 .6 8 0,01920 2,004 -0 ,7401 -1 -1
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4.71 0,01839 1,984 -0 ,7206 1 1 1
4.72 0,01945 1,994 -C ,7150 -1 -1 -1
4 .73 0,01951 2,003 -C ,7C87 1 -1 -1
4.75 0,01970 1,984 -0 ,6911 -1 1
4 .7 7 0,01977 1,997 -0 ,6884 -1 -1 -1
4 .7 8 0,01983 2,005 -0 ,6 8 1 3 1 -1 -1
4.81 0,02002 1,985 -0 ,6 6 3 2 -1 1 1
4 .82 0 ,02008 2,000 -0 ,6 6 3 3 -1 -1 -1
4 .83 0,02015 2,006 -0 ,6 5 5 4 1 -1 -1
4.86 0 ,02034 1,984 -0 ,6 3 6 8 -1 1 1
4 .8 7 0,02040 2,003 -0 ,6 3 9 8 -1 -1 -1
4 .8 8 0 ,02046 2,007 -0 ,6311 1 -1 -1
4 .82 0,02072 1,986 -0 ,6031 -1 1 1
4 .93 0 ,02078 2,004 -0 ,6 2 0 8 1 -1 1
4.94 0,02085 2,006 -0 ,6111 1 -1
■5.00 0 ,02123 2,009 -0 ,5 5 0 5 1 -1 -1
5 .0 8 0 ,02173 2,007 -0 ,4 8 5 8 1 -1 1
5 .OS 0,02180 2,004 -0 ,4 7 4 2 1 -1
5.12 0 ,02199 2,004 -0 ,4 6 0 7 1 -1 1

5.13 0 ,0  2 205 1,999 -0 ,4 4 8 5 1 -1 -1
5 .15 0 ,02218 2,001 -0 ,4 4 4 9 1 1
5.16 0 ,02224 1,995 -0 ,4 3 2 3 1 -1 -1
5 .17 0,02230 2,002 -0 ,4401 1 -1 1
5 .18 0,02237 1,994 -0 ,4272 1 -1 -1
5 .19 0,02243 2,000 -0 ,4341 1 -1 1

5.21 0,02256 1,997 -0 ,4270 1 -1 -1
5.22 0,02262 2,002 -0 ,4 3 2 4 1 -1 1

5.24 0,02274 1.996 -0 ,4 2 3 5 1 -1 -1
5.25 0,02281 1,999 -0 ,4 2 7 5 1 -1 1

5.40 0,02376 2,025 -0 ,4 6 1 8 -1 -1 -1
5.41 0,02382 2,002 -0 ,4565 -1 1 -1

5.42 0 ,02388 1,994 -0 ,4520 1 -1 1

5 .45 0,02407 2,029 -0  ,4739 1 -1 -1
5.46 0,02414 2 ,008 -0 ,4 7 0 9 -1 1 -1

5.47 0,02420 1,998 -0 ,4640 1 -1 1
5 .48 0,02426 1,987 -0 ,4721 -1 1 1

5.50 0,02439 2,031 -0 ,5142 -1 -1 -1

5.51 0 ,02445 2,010 -0 ,4960 1 -1 -1
5.52 0,02451 2,001 -0 ,5 0 4 5 -1 1 1

5.57 0,02483 2,025 -0 ,5 7 5 4 -1 -1 -1

5 .58 0,02489 2,002 -0 ,5561 1 -1

5 .59 0,02496 1,995 -0 ,5651 V 1 1

5.65 0 ,02533 2 ,029 ■^0,6495 -1 -1
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5.66 0,02540 2,003 -0 ,6 2 8 8 1 —1

5.67 0,02546 1 ,999 -0 ,6 3 8 3 -1 i
5.76 0,02603 1,985 -0 ,7 2 5 5 -1 1
5.83 0 ,02647 2,001 -0 ,8 0 3 1 -1 1 i
5.89 0,02685 1,982 -0 ,8296 1 -1 - i
5.90 0,02691 1,991 -0  ,  8451 -1 1 - i
5 .92 0,02704 2,006 -0 ,8 7 1 2 -1 1 i
5 .95 0,02723 1,980 -0 ,8 6 7 3 1 -1 - i
5-96 0,02729 1,994 -0 ,8851 -1 1 - i
5 .97 0,02735 2,000 -0 ,8 9 5 5 -1 1 i
6 .00 0,02754 2,021 -0 ,9 2 6 8 -1 1 i
6 .01 0,02761 1,983 -0 ,9 0 1 9 1 -1 - i
6 .02 0,02767 2 ,000 -0 ,9 2 1 9 -1 1 - i
6 .0 3 0,02773 2 ,0 0 8 -0 ,9 3 2 5 -1 1 i
6 .0 5 0,02786 1,978 -0 ,9 1 7 8 1 -1 - i
6 .06 0 ,02792 1,998 -0 ,9 3 9 3 1 - i

6 .0 7 0 ,02799 2,006 - 0 ,9499 -1 1 i
6 .0 9 0,02811 1,976 -0 ,9351 1 -1 - i
6 .10 0 ,02818 1 ,998 -0 ,9 5 8 0 -1 1 - i
6 .11 0 ,0  2 824 2 ,0 0 8 -0 ,9686 -1 1

6 .1 3 0 ,02837 1,978 -0,9536. 1 -1 - i

6 .14 0 ,02843 2 ,003 -0 ,9 7 7 9 1 - i
6 .1 5 0,02849 2 ,013 -0 ,9 8 8 5 -1 1 i

6 .1 7 0 ,02862 1,982 -0 ,9 7 3 3 1 -1 - i
6 .1 8 0,02868 1,994 -0 ,9 8 3 9 -1 1 i-

6 .2 1 0 ,02887 1,974 -0 ,9 7 9 2 1 -1 - i
6 .2 2 0 ,02893 2,004 -1 ,0 0 6 - i 1 - i

6 .2 3 0 ,02900 2,016 -1 ,0 1 7 -1 1 i

6 .24 0,02906 1,973 -0 ,9 9 0 8 1 -1 —i

6 .25 0,02912 2,005 -1 ,0 1 9 -1 1 - i
6 .26 0,02919 2 ,017 -1 ,0 2 9 -1 i

6 .2 7 0,02925 1.974 -1 ,0 0 3 1 -1
6 .2 8 0,02931 2 ,0 0 8 -1 ,0 3 2 -1 1 —i

6 .2 9 0,02938 2,020 -1 ,0 4 2 -1 1 i

6 .30 0,02944 1,977 -1 ,0 1 6 1 —1 —i

6.31 0,02950 1,990 -1 ,0 2 7 -1 1 i

6 .34 0,02969 1,973 -1 ,0 2 1 1 —1 - i

6 .3 5 0,02976 2,010 -1 ,0 5 2 1 —i

6.36 0,02982 2 ,023 -1 ,062 -1 1 i

6 .3 7 0 ,02988 1,979 -1 ,0 3 6 1 —1 —i

6 .3 8 0,02995 1,993 -1 ,0 4 7 -1 1 i

6 .41 0,03014 1,976 -1 ,0 4 1 1 —1 —i

6 .4 2 0,03020 1,990 -1 ,0 5 1 -1 1 i
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6 .65 0 ,03039 1,974 -1 ,0 4 5 1 —1
6.46 0,03045 1,989 -1 ,0 5 5 -1 1 1
6 .49 0 ,03064 1,972 -1 ,0 4 9 1 -1 -1
6.50 0 ,03070 2 ,008 -1 ,0 6 9 -1 -1 1
6.51 0,03077 2,022 -1 ,0 7 9 -1 1 1
6 .52 0 ,03083 1,977 -1 ,0 5 3 1 -1 -1
6 .53 0 ,03089 1,992 -1 ,0 6 3 -1 1 1
6.56 0,03108 1,975 -1 ,056 1 -1 -1
6 .57 0 ,03115 2,006 -1 ,0 7 4 -1 -1 1
6 .5 8 0,03121 2,021 -1 ,0 8 4 -1 1 1
6 .5 9 0,03127 1,975 -1 ,0 5 8 1 -1 -1
6.60 0,03134 2,004 -1 ,0 7 5 -1 -1 1
6 .6 1 0,03140 2,019 -1 ,0 8 4 -1 1 1
6 .6 2 0,03146 1,973 -1 ,0 5 9 1 -1 -1
6 .6 3 0,03153 1,999 -1 ,0 7 4 -1 -1 1
6 .64 0,03159 2,014 -1 ,0 8 3 -1 1 1
6.66 0,03172 1,983 -1 ,0 6 7 1 -1 -1
6 .6 7 0,03178 1,997 -1 ,0 7 -1 1 1
6 .70 0,03197 1,980 -1 ,0 6 8 1 -1 -1

6 .71 0,03203 2,001 -1 ,080 -1 1
6 .72 0,03210 2,015 -1 ,0 8 8 -1 1 1

6 .74 0,03222 1,983 -1 ,071 1 -1 -1
6 .7 5 0,3229 2,001 -1 ,0 8 2 -1 -1 1
6.76 0 ,03235 2,015 -1 ,0 9 0 1 1
6 .7 8 0 ,03248 1,983 -1 ,0 7 3 1 -1 -1

6.79 0,03254 1,998 -1 ,081 -1 -1 1
6.80 0,03260 2,011 - í , 0 8 9 -1 1 1
6.81 0,03267 2,024 -1 ,0 9 6 -1 -1 1
6.82 0,03273 1,980 -1 ,0 7 3 1 1 -1

6 .83 0,03279 1,993 -1 ,0 8 0 -1 1 1
6 .8 4 0,03286 2,004 -1 ,086 -1 -1 1

6 .87 0,03305 1,982 -1 ,076 1 1
6 .8 8 0,0331 1,994 -1 ,0 8 3 -1 1 1

6 .8 9 0,03317 2,001 -1 ,086 -1 1

6.94 0 ,03349 1,984 -1 ,0 7 8 1 1 -1

6 .9 5 0,03355 1,995 -1 ,084 -1 1 1

6.96 0 ,0336?' 1,996 -1 ,0 8 5 -1 -1 1

6 .9 9 0,0338-. 2,006 -1 ,0 8 9 -1 1 1

7 .0 0 0,03387 2,003 -1 ,0  88 -1 -1 1

7 .0 3 0,03406 2,005 -1 ,0 8 8 -1 1 1

7.04 0,03412 1,999 -1 ,0 8 5 -1 -1 1
7.06 0 ,03425 2,001 -1 ,0 8 5 1 1

7 .0 7 0,03431 1,993 -1 ,0 8 0 -1 -1 1
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7 .0 8 0 ,03438 2,001 -1  ,085 i 1

7 .09 0 ,03444 1,991 -1 ,0 7 9 - i - i 1

7 .10 0 ,03450 1,999 -1 ,0 8 3 - i i 1
7 .12 0 ,03463 1,994 -1 ,0 7 9 - i - i 1

7 .1 3 0 ,03469 2,001 -1 ,0 8 3 - i i 1

7 .1 5 0 ,03482 1,992 -1 ,0 7 8 - i - i 1

7 .16 0 ,03488 1,999 - 1 ,0  81 - i i 1

7 .1 9 0 ,03507 1,995 -1 ,0 8 1 i i -1

7 .20 0 ,03514 2,001 -1 ,0 8 4 - i i 1

7 .2 2 0,03526 1,993 -1 ,0 8 2 i i —1

7.23 0 ,03533 1,997 -1 ,0 8 4 - i i 1

7.26 0,03551 1,996 -1 ,0 8 6 i i —1

7 .2 7 0 ,03558 1,999 - 1 ,0  87 - i i 1

7 .30 0 ,03577 1 ,998 -1 ,0 8 9 i i —1

7.31 0 ,03583 2 ,000 -1 ,0 9 0 i 1

7 .3 3 0,03596 1 ,998 -1 ,0 9 2 i i —1

7 .34 0 ,03602 1,999 -1 ,0 9 2 —i i 1

7 .3 8 0 ,03627 2,000 -1 ,0 9 6 i i —1

7 .3 9 0 ,03634 1,999 -1 ,0 9 5 - i i 1

7 .  W 0,03640 2,001 -1 ,0 9 9 i i —1

7.41 0,03646 2,000 -1 ,0 9 9 - i i 1

7 .4 3 0 ,03659 2 ,002 -1 ,1 0 3 i i

7 .4 4 0 ,03665 1,999 -1 ,1 0 2 - i i 1

7 .46 0,0367% 2,003 -1 ,1 0 7 i i —1

7 .4 7 0 ,03684 1 ,999 - 1 ,  05 —i i 1

7 .4 9 0 ,036  97 2 ,004 -1 ,1 1 1 i i —1

7.50 0 ,03703 2,000 -1 ,1 0 9 - i i 1

7 .52 0,03716 2,004 - 1,116 - i - i —1

7 .53 0 ,03722 1,998 -1 ,1 1 3 —i i 1

7 .5 4 0,03729 2 ,006 —1,122 - i —i —1

7 .5 5 0,03735 2,000 -1 ,1 1 9 —i i 1

7 .56 0,03741 2,006 -1 ,1 2 6 - i —i —1

7 .5 7 0 ,03748 1,999 -1 ,1 2 2 - i i 1

7 .5 8 0,03754 2 ,004 -1 ,1 2 9 —i —i —1

7 .5 9 0,03760 1,996 -1 ,1 2 5 —i i 1

7 .60 0 ,03767 2,000 -1 ,1 3 0 —i —1

7.63 0,03786 1,995 -1 ,1 3 5 - i i 1

7 .64 0 ,03792 1,995 -1 ,1 3 8 —i —i —1

7.70 0,03830 2,012 -1 ,1 6 3 i i —1

7.71 0,03836 1,999 -1 ,1 5 6 —i i 1

7 .72 0 ,0  3842 1,993 -1 ,1 5 5 —i —i —1

7.74 0,03855 2 ,015 -1 ,1 7 2 i i —1

7 .7 5 0,03861 2,001 -1 ,1 6 5 —i i 1
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7 .76 0 ,03868 1,992 -1 ,1 6 1
7 .7 8 0,03880 2,013 -1 ,1 7 7 1 1 -1
7 .7 9 0 ,03887 2,001 -1 ,1 7 2 -1 —i -1
7.81 0 ,03899 2,022 -1 ,1 8 8 1 1 -1
7 .82 0,03906 2,001 -1 ,1 7 7 1 1 1
7 .83 0,03912 1,986 -1 ,1 6 9 -1 —i -1
7.84 0 ,03918 2,021 -1 ,1 9 2 1 1 -1
7 .85 0 ,03925 2,002 -1 ,1 8 2 1 1 1
7.86 0,03931 1,985 -1 ,1 7 3 1 - i -1
7 .8 7 0,03937 2,021 -1 ,1 9 6 -1 1 -1
7 .8 8 0 ,03944 2,001 -1 ,1 8 6 -1 1 1
7.89 0,03950 1,985 -1 ,1 7 8 1 - i -1
7 .90 0,03956 2 ,018 -1 ,1 9 9 -1 1 -1
7.91 0 ,03963 1,997 -1 ,1 8 8 —1 1 1
7 .92 0,03969 1,984 -1 ,1 8 3 1 1 1
7 .93 0 ,03975 2,015 -1 ,2 0 3 -1 1 -1

Wyniki o b lic z e ń d la  w aria n tu  3

t
x 5 en iC t 3 U1 u2 U3

i" 2 _ 3 • . 4 . 5 . . 5 ' . 7 .

.10 0,0000000008232 0,00002470 0 ,05270 1
•20 0,00000001267 0,0001414 -0 ,1 6 4 9 -1 -1 -1
.30 0,00000005470 0,0004264 -0 ,4081 -1 1 -1
.50 0,0000003621 0,001652 -0 ,6 7 1 9 1 1 -1
.55 0,0000005126 0,002171 -0 ,6171 1 * —1

1.00 0,00001103 0,02193 0,06553 1 -1 1
1.35 0,00003285 0,04629 0,9516 -1 -1 1
1.40 0,00004083 0,05467 1,113 1 , -1 1
1.60 0,00008591 0,08776 1,646 -1 -1 1
1.70 0,0001165 0,1060 1,747 -1 1 1
2.50 0 ,0006607 0,3623 1,582 1 1 1
2.70 0,0009134 0 ,4419 0,5570 1 1 -1
3 .3 5 0,002239 0,8540 -1 ,7 6 7 1 1 1
3 .70 0,003310 1,087 -3 ,0 8 9 1 -1 1
4 .50 0 ,006995 1,797 -4 ,8 9 8 1 1 1
4 .7 5 0 ,00846 1,964 -4 ,4 3 9 1 1
4 .85 0,009114 2,033 -4 ,2 0 5 1 1
4 .90 0,009435 2,028 -4 ,2 8 8 -1 -1 1
5.00 0 ,01008 2,045 -4 ,1 9 8 1 1 1
5 .05 0,01040 2,030 -4 ,3 0 1 -1 -1 1
5.15 0,01104 2,033 -4 ,1 9 0 1 1 1
5.25 0,01168 2,021 -3 ,8 3 1 1 -1
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5 .30 0,01200 2 ,037 -3 ,5 9 4 1 1 1
5 .35 0,01232 2,022 -3 ,4 9 2 -1 1 -1
5.40 0 ,01265 2,033 -3 ,2 4 1 1 1 1
5.45 0 ,01297 2 ,033 -3 ,1 7 3 -1 1 -1
5.50 0 ,01329 2,037 -2 ,9 1 0 1 1 1
5 .70 0 ,01458 2,056 -2 ,1 3 0 1 -1
5 .75 0,01490 2,036 -1 ,8 5 1 1 1 -1
5 .85 0 ,01554 2 ,048 -1 ,6 3 2 -1 1 1
5.90 0 ,01587 2,047 -1 ,3 7 5 1 1 -1
6 .0 0 0 ,01635 2,032 -0 ,9136 1 1 1
6 .0 5 0 ,01667 2,051 -0 ,6 8 9 5 1 1 -1
6 .10 0 ,01684 2,040 -0 ,6 5 2 7 -1 1 1
6 .20 0 ,01748 2,042 -0 ,5 3 3 5 1 1 -1
6 .30 0,01813 2,024 -0 ,6151 -1 -1 -1
6 .3 5 0,01845 2,065 -0 ,8 0 1 4 -1 1 -1
6 .4 0 0 ,01877 2,026 -0 ,6 9 9 7 1 -1 -1
6 .4 5 0,01910 2,060 -0 ,8 9 7 3 -1 1
6 .50 0 ,01942 2,041 -0 ,7951 1 -1 -1
6 .70 0 ,02071 2-,053 -0 ,7 4 1 8 -1 1 -1
6 .7 5 0 ,02103 2 ,043 -0 ,9 7 5 8 -1 -1 -1
6 .80 0 ,02136 2 ,04 -1 ,1 9 7 -1 1 -1
6 .8 5 0 ,02168 2,042 -1 ,4 0 6 -1 -1 -1
6 .9 5 0 ,02232 2 ,027 -1 ,8 1 3 -1 1 -1
7 .0 0 0 ,02265 2 ,045 -1 ,9 8 4 -1 -1 -1
7 .05 0,02297 2,063 -1 ,9 2 3 1 1 -1
7 .10 0,02329 2,020 -2 ,1 2 3 -1 1 -1
7 .1 5 0,02361 2,057 -2 ,2 5 9 -1 -1 -1
7 .20 0 ,02394 2,056 -2 ,2 2 7 1 1
7 .3 5 0 ,02475 2,005 -1 ,9 7 4 1 -1 1
7.40 0 ,02507 2 ,0 7 6 -2 ,0 5 8 -1 »1 -1
7 .4 5 0 ,02539 2 ,040 -1 ,8 0 0 1 1
7.50 0 ,02556 2,081 -1 ,7 4 0 -1 *■1 -1
7 .55 0,02588 2,060 -1 ,5 0 2 1 -1 1

. 7 .90 0 ,0  2798 2 ,059 -0 ,1 9 3 1 -1 -1 1
7 .95 0,02831 2 ,075 -0 ,06169 1 -1 1
8 .15 0 ,02963 1,976 0,1377 -1 1 -1
8.20 0 ,02995 2,067 0 ,3293 -1 -1 1
8 .25 0 ,03028 2,086 0,3821 1 -1 1
8.45 0 ,03160 1,984 0 ,4135 1 -1
8.50 0 ,03192 2 ,028 0,3312 1 -1 -1
8 .60 0 ,03257 2 ,0 5 8 0,2186 1 -1 1
8.70 0 ,03322 2,053 0,08932 1 -1 -1
8.95 0,03482 2,146 -0 ,03755 -1 -1 -1
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9 .00 0 ,03515 2,061 0 ,05397 1
D.05 0 ,03547 1,996 -0 ,07489 1 -1 1
9 .1 0 0 ,03578 1,941 0,001462 -1 1 1
9 .1 5 0,03611 2 ,125 0 ,2 4 6 8 -1 -1 -1
9 .20 0 ,03644 2,074 0 ,3719 -1 1 -1
9 .2 5 0 ,03676 2,048 0 ,4389 -1 1 1
9 .5 5 0 ,03870 2,075 0,9179 -1 1 -1
9 .75 0 ,40003 1,980 1,160 1 -1 1
9.80 0,04035 2,040 1,198 -1 1
9.95 0,04134 1,956 1 ,143 1 1 -1

10.00 0,04166 2,044 1,340 -1 -1 -1
10.05 0 ,04198 2,087 1,343 -1 -1 i
10.20 0 ,04282 2 ,0 3 8 1 ,238 1 1 1
10.25 0 ,04314 2,060 1,381 -1 -1 -1
10.50 0 ,04445 2,082 1,803 -1 1 1
10.55 0 ,04478 2 ,0 5 3 1 ,808 1 1 -1
10.65 0 ,04542 2 ,078 1,789 -1 1 1
10.70 0 ,04559 2 ,048 1,823 -1 -1 -1
10.75 0,04591 2,067 1,779 -1 1 1

11.00 0 ,04755 2,057 1,511 1 1 1
11.25 0 ,04919 2,036 1,343 -1 1 1
11.30 0,04951 2 ,068 1,390 -1 1 -1
11.60 0,05132 2,023 1,517 1 -1 -1
11.70 0,05180 2,137 1,711 1 1 1

11.75 0 ,05213 2 ,063 1,667 1 -1 1
11.80 0,05246 2,057 1,681 1 -1 -1
12.00 0 ,05377 2 ,0  81 1,749 1 -1 1

12 .05 0 ,05410 2,101 1,773 1 -1 -1
12 .25 0 ,05528 2,079 1,806 -1 1 1

12.30 0,05561 2,113 1,836 1 -1 -1
12 .45 0 ,05662 1,981 1,743 -1 1 1

12.50 0 ,05694 2,106 1,872 1 1 -1

12.55 0 ,05728 2,134 1,902 1 -1 —1
12.70 0,05829 1,991 1,806 -1 1 1

12.75 0 ,0  5861 2,057 1,893 1 1 -1
12.80 0,05894 2,065 1 ,918 1 -1 —1
12.90 0,05959 2,090 1,994 1 1 -1

12.95 0,05992 2 ,0 7 8 2,012 1 -1 -1

13.00 0,06025 2,071 2,042 1 1 —1

13.10 0,06089 2,015 2,070 1 -1 -1

13.20 0,06154 2,210 2 ,233 1 1 1

13.25 0 ,06188 2,089 2 ,098 -1 1 1

13.30 0 ,06220 2,017 2,094 1 -1 -1
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13.35 0 ,06252 1,948 2 ,013 —1 1
13.40 0 ,06284 2,166 2 ,137 1 1 1
13.45 0 ,06318 2 ,085 2 ,017 -1 1 1
13.50 0,06351 2,057 1,974 -1 -1 1
13.80 0 ,06530 2 ,108 1,916 -1 1 1
14.05 0,06700 1,989 1,584 1 -1 -1
14.10 0 ,06732 2 .0 8 8 1,683 -1 -1 1
14.15 0,06765 2,151 1,632 1 1 1
14.25 0 ,06833 1,989 1,542 -1 -1 -1
14.30 0,06865 2,083 1,513 -1 -1 1
14.35 0 ,06898 2,091 1,414 1 1 1
14.45 0,06964 2,080 1,352 1 -1 1
14.55 0,07030 2,171 1,385 -1 1 1
14.60 0,07064 2,106 1,225 1 1 1
14.70 0,07130 2,146 1.247 -1 -1 1
14.75 0,07163 2,096 1,184 -1 1 -1
15.00 0,07327 2,092 1,233 -1 -1 -1
15.20 0,07463 2,229 1,933 -1 -1 1
15.25 0,07496 2,013 1,649 1 1 -1
15.30 0,07529 2,093 1,845 -1 -1 -1
15.35 0,07562 2,112 2,011 -1 -1 1
15.60 0,07728 2,095 2,603 -1 1 1
15.85 0 ,07893 2,220 2,865 -1 -1
15.90 0 ,07928 2,117 2,930 -1 -1 1
15.95 0,07961 2 ,038 2,936 -1 1 1
16.00 0 ,07994 2 ,2 4 8 3 ,117 -1 -1 -1
16.05 0 ,080  29 2,111 3,146 -1 -1 1
16.10 0,08062 2 ,047 2,957 1 1 -1
16.20 0 ,08127 2 ,234 2,950 -1 -1 -1
16.25 0,08161 2,061 2,941 -1 -1 1
16.30 0 ,08194 2 ,042 2,791 1 -1 -1
16.55 0 ,08358 2,134 2,195 1 1 -1
16.90 0 ,08598 2,002 1,958 -1 -1 1

16.95 0,08631 2,124 2,114 -1 1 -1
17.00 0,08664 2 ,1 4 8 2,160 1 1 -1
17.30 0 ,0  8873 2 ,217 2 ,618 -1 1 -1
17.35 0,08890 2,115 2,500 1 -1 1
17.40 0,08923 2,103 2 ,613 1 1 -1
17.60 0 ,09055 2,184 2 ,828 -1 -1 -1
17.65 0 ,09089 2,129 2 ,967 1 1
17.75 0,09156 2,189 2,915 -1 -1 -1
17.80 0 ,09189 2,105 3,067 1 1 -1
17.85 0 ,09223 2,078 2,960 1 -1 1
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17.90 0,09256 2,162 2 ,735 -1

17.95 0,09290 2,168 2,661 1 -1 1
18.00 0,09324 2,051 2,363 -1 -1 1
18.05 0,09356 2,096 2 ,123 -1 -1 -1
18.35 0,09558 2,066 0,6379 —1 -1 1
18.40 0,09591 2,167 0,7117 1 -1 -1
18.45 0,09625 2,155 0,4763 -1 -1 1
18.60 0 ,09727 2,079 3 ,033 1 1 1
18.65 0,09760 2,105 0,09866 -1 -1 1
18.75 0,09827 2,111 0 ,0  6 237 1 -1 -1
18.80 0 , 09860 2,092 0,2841 1 1 1

18.85 0,09894 2,144 0,1085 -1 -1 1
18.90 0 ,09928 2,154 0 ,3848 -1 1 1

19.00 0,09996 2,097 0 ,5578 -1 1 1
19.05 0,1003 2,149 0,8194 1 1 1

19.10 0,1006 2,109 0,7222 -1 1 1

19.20 0,1011 2,128 0,5355 -1 -1 1

19.25 0 ,1015 2,152 0,4523 -1 1 1

19.30 0,1016 2,189 0 ,3698 -1 -1 1

19.35 0,1020 2 ,253 0,2967 -1 1 1
19.40 0 ,1023 1,968 0,3704 1 1 -1

19.45 0,1026 2.113 0,6009 1 1 1

19.50 0,1030 2,175 0 ,5527 -1 -1 1

19.65 0,1040 2 ,018 0,5071 1 1 -1

19.70 0,1044 2,075 0 ,7478 1 -1 1
19.80 0,1050 2,134 0,9944 -1 -1 1

20.00 0,1062 2,101 1,112 -1 -1 1

20.10 0,1067 2,190 1,126 -1 1 1

20.15 0,1070 2,121 1,219 -1 -1 1

20.20 0,1072 2 ,048 1,116 1 1 —1

20.25 0,1074 1,993 1,166 1 -1 1

20.30 0 ,1077 2 ,248 1,196 1 1 1

20.35 0,1080 2,146 1,043 1 1 -1

20.40 0,1084 2,064 0,8772 -1 1 —1

20.45 0,1085 2,032 0,7556 1 1 —1

20.55 0,1090 2,265 0,6573 -1 1 1

20.60 0 ,1 0 r ’ 2,164 0,6775 1 -1 1

20 .6 5 0 ,1 0  9o 2,140 0,5742 -1 1 —1

21.40 0,1147 2,015 0,4479 1 -1 1

21 .45 0,1150 2,214 0,2336 1 1 —1

21.50 0,1154 2,207 0,3396 -1 1 1

21.65 0,1164 2,122 0,6872 -1 1 —1

21.80 0 ,117 2,196 0 ,7248 1 1 1
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21.85 0 ,1178 2 ,147 0,8985 1
21.95 0,1184 2 ,178 0,8115 1 1
22.00 0 ,1188 2,121 0,7333 1 -1 -1
22.05 0,1191 2,185 0,4771 1 1 1
22.10 0,1194 2,165 0,4094 1 -1 -1
22 .25 0 ,1203 2,181 0 ,1158 1 1 1
2 2 .5 5 0,1220 2,210 -0 ,8 0 5 5 1 1 -1
22.60 0 ,1222 2,179 -0 ,9 2 1 7 1 1 1
22.65 0,1225 2 ,175 -1 ,1 0 2 1 -1 1
22.70 0,1227 2,134 -1 ,1 8 8 1 1 1
22.75 0,1230 2,157 -1 ,1 5 0 1 1 -1
22.90 0,1241 2,186 -1 ,1 9 4 1 -1 1
22 .95 0 ,1244 2,129 -1 ,0 9 9 1 1 -1
23.00 0 ,1247 2,185 -1 ,2 6 2 1 -1 1
23.05 0,1251 2,140 -1 ,0 5 3 -1 -1 -1
23.15 0 ,1258 2,174 -1 ,0 1 6 1 -1 1
23.20 0,1261 2 ,168 -0  , 8490 -1 -1
23.30 0 ,1268 2,136 -0 ,7466 -1 -1 1
23 .35 0,1271 2 ,168 -0 ,6 2 4 4 -1 -1 -1
23.40 0 ,1275 2 ,167 . -0 ,6 9 4 5 -1 -1
23.60 0 ,1289 2 ,335 -1 ,0 3 4 1 -1 1
23.65 0,129-2 2 ,036 -0 ,8 2 7 7 -1 1 -1
23.70 0,1296 2,156 -0 ,7 9 6 5 -1 -1 -1
23 .75 0 ,1299 2,197 -0 ,8 5 4 4 1 -1 1
23.85 0,1306 2,252 -0 ,8 0 3 8 1 -1 —i*
24.10 0 ,1324 2,156 -0 ,3 8 8 8 1 -1 1
24.25 0 ,1334 2,261 -0 ,4 4 3 4 -1 -1
24.30 0 ,1337 2,170 -0 ,3 8 0 4 1 -1 1
24.40 0 ,1344 2,291 -0 ,4 5 1 8 -1 -1 -1
24 .45 0 ,1348 2,152 -0 ,3 5 1 8 1 -1 1
24.50 0,1351 2,022 -0 ,3751 -1 1 ■
24 .55 0,1354 2,264 -0 ,5 4 3 2 -1 -1
24.60 0,1358 2,154 -0 ,5 6 5 4 -1 1 1
24.65 0,1361 2,065 -0 ,5 9 6 5 -1 1 -1

24 .7Û 0,1365 2,309 -0 ,7 6 1 5 -1
24.71 0 ,1368 2 ,232 -0 ,7 8 2 6 -1 1 1

24.85 0,1375 2,146 -0 ,8 7 0 8 1 -1
25.00 0 ,1385 2,189 -1 ,1 1 7 1 -1
25 .05 0,1389 2,173 -1 ,1 3 2 1 -1 1 1

25 .85 0 ,1444 2 ,258 -1 ,3 2 5 -1 -1 -1
25.90 0,1447 2 ,145 -1 ,2 6 2 -1 -1 1

25 .95 0,1450 2 ,0 9 8 -1 ,2 3 9 1 1

26 .00 0 ,1454 2,202 -1 ,3 4 0 -1 —1 —1
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26 .05 0 ,1457 2 ,136 -1 ,3 0 8 1 1
26.10 0 ,1461 2 ,214 -1 ,3 3 6 -1 -1 -1
26 .15 0 ,1464 2 ,128 -1 ,3 4 5 -1 1 1
26-. 20 0 ,1 4 6 8 2,179 -1 ,3 9 9 -1 -1
26.30 0 ,1474 2 ,178 -1 ,430 1 1 -1
26 .35 0 ,1478 2 ,189 -1 ,4 4 6 -1 -1 -1
26 .55 0,1492 2 ,203 -1 ,4 5 9 1 1 -1
26.60 0 ,1495 2 ,147 -1 ,4 0 9 -1 -1 -1
26.65 0 ,1499 2,233 -1 ,4 7 3 1 1 -1
26.70 0,1502 2,146 -1 ,3 9 6 -1 -1 -1
26 .75 0,1506 2 ,232 -1 ,4 6 1 -1 1 -1
26.80 0 ,1509 2 ,167 -1 ,3 9 3 1 -1 -1
26 .85 0,1512 2,220 -1 ,4 3 9 -1 1 -1
26.90 0,1516 2 ,179 -1 ,3 8 1 1 -1
26 .95 0 ,1519 2 ,195 -1 ,4 0 7 -1 1 -1
27 .00 0 ,1 5 2 3 2,176 -1 ,3 5 9 1 -1 -1
27.20 0 ,1537 2,164 -1 ,2 9 5 1 1 1
27.25 0 ,1540 2,191 -1 ,2 7 2 1 -1
27.30 0 ,1544 2 ,195 -1 ,3 4 3 1 1 1
27.45 0 ,1554 2,156 -1 ,4 4 5 1 -1 1
27.50 0 ,1557 2 ,198 -1 ,4 3 7 1 -1 -1
27 .55 0,1561 2 ,165 -1 ,3 9 4 1 -1 1
27.60 0 ,1564 2 ,213 -1 ,3 9 3 1 -1 -1
27.61 0 ,1568 2,221 -1 ,376 1 -1 1
27 .75 0 ,1573 2 ,095 -1 ,2 7 3 -1 1 -1
27.80 0 ,1577 2 ,195 -1 ,4 3 1 1 1 -1
27 .85 0,1580 2,236 -1 ,4 4 2 1 -1
2 6 .05 0 ,1594 2,046 -1 ,3 2 0 -1 1 1
28.10 0 ,1598 2 ,2 0 8 -1 ,4 0 6 1 -1 1
28.15 0,1601 2,211 -1 ,4 2 6 1 -1 - i
28.25 0 ,1608 2,190 -1 ,5 5 5 1 1 -1
28.30 0 ,1612 2,161 -1 ,5 7 2 1 -1 -1
28.45 0 ,1622 2 ,283 -1 ,7 9 9 1 1 1
28.50 0 ,1623 2,192 -1 ,6 8 4 -1 -1 1
28 .55 0 ,1627 2,097 -1 ,6 9 6 1 -1 -1
28.60 0,1630 2*318 -1 ,8 8 1 1 1 1
28.65 ' 0 ,1634 2 ,1 8 8 -1 ,8 8 5 1 -1 -1
28 .75 0 ,1639 2,341 -2 ,0 5 3 1 1 1
28.80 0 ,1643 2 ,158 -2 ,0 4 8 1 -1 -1
28 .85 0,1646 2,071 -1 ,8 9 7 -1 1 1
28.90 0,1650 2 ,293 -2 ,0 6 3 1 -1 1
28 .95 0 ,1653 2 ,218 -1 ,9 4 4 -1 -1 1
29 .00 0,1657 2 ,178 -1 ,8 0 6 1 1
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29.25 0,1674 2 ,178 -1 ,3 0 1 -1 -1 1
29 .35 0,1681 2 ,239 -1 ,1 9 7 -1 1 1
29.40 0,1684 2 ,223 -1 ,2 1 0 -1 -1 1
29.80 0,1712 2,193 -1 ,7 0 7 1 -1 1
29 .85 0,1716 2,172 -1 ,8 0 5 -1 -1 1
29 .95 0,1723 2 ,289 -1 ,6 2 6 1 1 1
30 .00 0 , 17?6 2 ,207 -1 ,8 9 2 1 -1 1
30 .05 0,1730 2 ,158 -2 ,0 1 9 -1 -1 1
30.10 0 ,1733 2 ,275 -1 ,8 9 4 1 1 1
30.15 0,1737 2,207 -2 ,0 3 6 -1 -1 1

30.25 0,1742 2 ,2 5 8 -1 ,9 2 9 1 1 1
30.30 0 ,1745 2,160 -1 ,8 1 1 -1 1 -1
30 .35 0 ,1749 2 ,234 -1 ,6 3 2 1 1 1
30.40 0 ,1752 2 ,172 -1 ,5 4 7 -1 1 -1
30 .45 0,1756 2,226 - 1 s 352 1 1 1
30.50 C ,1759 2 ,198 -1 ,3 0 0 -1 1 -1
30 .60 0,1766 2 ,207 -1 ,0 4 5 1 1 1

30.90 0,1787 2,241 0 ,001988 -1 1 1
30.90 0,1791 2,214 0,2297 1 1 -1

31 .15 0,1805 2 ,209 0,7391 -1 1 1

31.25 0 ,1812 2 ,223 0,8065 1 1 -1
31.30 0,1815 2 ,1 6 8 0,6904 -1 1 1

31.35 0 ,1819 2,213 0,8535 1 1 -1

31.45 0,1826 2 ,205 0 ,7008 -1 -1 -1
31.50 0,1829 2,262 0,8379 1 1 —1

31.55 0 ,1833 2 ,224 0,5389 -1 -1 -1

31.65 0,1840 2,253 0,3679 1 1 -1

31.70 0 ,1843 2,224 0 ,4328 1 -1 -1

31 .85 0,1854 2,241 0,2752 -1 -1

31 .95 0,1861 2,297 -0 ,2 4 0 2 -1 1 -1

32 .25 0,1883 2,226 -1 ,4 1 2 1 1 —1

32.40 0,1893 2 ,265 -1 ,5 4 9 -1 -1 -1

32 .45 0,1897 2,207 -1 ,5 7 5 1 1 —1

32.55 0,1902 2 ,215 -1 ,5 3 3 1 -1 “ 1

32 .60 0,1905 2 ,115 -1 ,5 9 7 1 1 —1
0,1909 2,239 -1 ,6 7 7 -1 -1 -1

32.70 0,1912 2,111 -1 ,4 5 9 1 -1 1

32.75 0,1915 2,249 -1 ,5 1 9 -1 -1 —1

32.80 0,1919 2,140 -1 ,3 2 0 1 -1 1

32 .85 0,1922 2,290 -1 ,3 5 9 -1 —1 —1

32.90 0,1926 2 ,1 9 8 -1 ,1 8 2 1 —1 1

33.00 0 ,1933 2 ,285 -1 ,033 1 - i —1

33.05 0,1936 2 ,229 -0 ,8 7 1 5 —1 -1 1
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33.40 0 ,1959 2 ,223 0 ,1378 ..........
1

33.50 0,1964 2,246 0,2915 - i —i 1
33.55 0,1966 2 ,232 0 ,3322 i 1
33 .65 0,1973 2 ,234 0,1930 i
33^95 0,1994 2,301 -0 ,1752 - i 1
34.00 0 ,1998 2,210 -0 ,2 9 7 5 i —i
34.05 0,2001 2,104 -0 ,42244 i 1
34 .10 0 ,2005 2 ,277 -0 ,2 1 9 8 —1
34.15 0 ,2008 2 ,148 -0 ,3 7 0 2 i - i 1
34.20 0,2012 2,311 -0 ,1590 - i - i —•)
3 4 .25 0 ,2015 2,160 -0 ,1171 - i i 1
34.30 0,2019 2 ,317 0,09511 - i —i _ i
34 .35 0,2022 2,196 0 ,1308 i 1
34.40 0,2026 2 ,345 0,3416 - i - i
34 .45 0 ,2029 2 ,225 0 ,4467 - i i -1
34.50 0 ,2033 2 ,152 0,4724 - i i 1
34.55 0,2036 2,287 0,6771 - i - i -1
34.60 0,2040 2 ,2 3 8 0,6954 - i i 1
34.75 0,2051 2,280 0,9197 - i - i -1
3 4 .08 0 ,2054 2 ,259 1,057 - i i —1
34.95 0,2065 2,282 1,323 i 1
35.00 0 ,2068 2 ,303 1,311 i 1
35.10 0,2076 2,342 1,276 - i
35.30 0,2090 2,265 1,266 - i - i -1
35.45 0,2101 2 ,249 1,415 - i i 1
35.75 0,2121 2,301 1,33|1 - i i -1
35 .80 0,2124 2,240 1,328 i i -1
35.90 0 ,2131 2,279 1,434 - i i -1
35 .95 0 ,2135 2,270 1 ,459 i i -1
36.10 0,2146 2,187 1,432 - i i 1
36 .15 0 ,2149 2,236 1,494 i i —1
36.20 0,2153 2,262 1 ,538 - i i -1
36.50 0,2174 2 ,299 1,696 i i —1
36.55 0 ,2178 2 ,267 1,696 i i 1
37.00 0,2210 2 ,215 2 ,044 i - i -1
37 .05 0,2213 2 ,263 2,141 i i 1
37.10 0 ,2217 2,197 2 ,103 i - i -1
37 .15 0 ,2220 2 ,265 2 ,214 i 1
37.20 0,2224 2,212 2,182 i - i 1
37 .25 0,2227 2,270 2,290 i i -1
37.30 0,2231 2 ,254 2 ,2  78 i - i 1
37.40 0,2241 2 ,219 2,255 i - i
37.50 0 ,2245 2 ,283 2,284 i - i 1
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37 .5 5 0,2249 2,271 2 ,362 i 1
37.70 0,2259 2 ,309 2,550 1 -1 i
37.71 0 ,2263 2 ,222 2,591 i 1 - i
37.80 0,2266 2,362 2 ,663 1 -1 i
37 .85 0,2270 2 ,237 2 ,685 1 1 - i
37 .90 0 ,2274 2 ,394 2 ,767 i i
37 .95 0,2277 2 ,230 2 ,768 i 1 - i
38 .00  • 0 ,2281 2 ,402 2,860 i -1 i
38 .05 0 ,2285 2 ,197 2 ,839 i 1 - i
38.10 0 ,2288 2 ,379 2 ,937 i -1 i
38 .15 0 ,2292 2 ,136 2,881 1 -1 - i
38.20 0,2241 2 ,219 2 ,255 i -1 - i
38 .25 0 ,2299 2 ,077 2,781 - i 1 i
38.30 0,2302 2 ,2 6 8 2 ,892 1 -1 i
38.40 0,2310 2,256 2 ,803 -1 1 i

38 .45 0,2314 2 ,434 2 ,916 i -1 i
38.50 0 ,2317 2 ,257 2 ,775 -1 i

38.55 0,2321 2,126 2,594 -1 1 i
38.60 0 ,2324 2 ,287 .2,710 i -1 i

3 8 .6 ^ 0 ,2 3 2 8 2,194 2 ,539 -1 1
38.70 0,2331 2 ,332 2 ,652 1 i

38 .75 0 ,2335 2 ,276 2 ,492 -1 1 i
39.00 0,2356 2,261 1,846 -1 i

39 .10 0,2360 2 ,273 1,938 i -1 i
39 .25 0 ,2371 2 ,3 2 8 2,000 - i 1 i

39.30 0,2374 2 ,253 2 ,068 —1 i

39 .35 0 ,2378 2 ,347 1,959 i 1 i

39.40 0,2382 2 ,262 2 ,047 - i i

39 .45 0 ,2385 2 ,331 1,913 1 1 i

39.50 0 ,2389 2,232 2 ,019 - i -1 i

39 .55 0,2392 2 ,2 7 8 1,862 1 1 i

39.70 0 ,2403 2 ,206 1,668 -1 -1 i

39 .75 0 ,2407 2,204 1,474 i 1 i

39 .85 0,2414 2 ,345 1,267 - i 1 i

39.90 0 ,2418 2 ,305 1,052 1 1 i

40 .00 0 ,2425 2 ,197 0,6100 1 1 i

40 .05 0 ,2 4 2 8 2 ,327 0,6380 - i 1 i

40.10 0,2432 2 ,2 3 9 0,4031 i 1 i

4 0 .15 0 ,2435 2 ,243 0 ,4134 - i 1 —i

40.35 0,2450 2 ,1 9 8 0 ,2605 1 1 —i

40.40 0 ,2453 2 ,273 0 ,3387 - i 1 —i

40.45 0,2457 2,274 0 ,4122 - i 1 i

40.60 0,2466 2 ,329 0,5905 1 —i
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40 .65 0,2470 2,270 0,3656 1 1
40.75 0 ,2477 2 ,338 0,3154 -1 1 -1
40.80 0,2480 2 ,313 0 ,1218 1 1 -1
41.00 0 ,2495 2,250 -0 ,09413 -1 -1 -1
41 .05 0 ,2499 2,266 -0 ,2279 1 1 -1
4 1 .15 0 ,2506 2,271 -0 ,07177 -1 -1 -1
41 .20 0 ,2509 2,291 -0 ,1 7 2 2 1 1 -1
4 1 .25 0 ,2513 2 ,298 0,09266 -1 -1
41.30 0 ,2517 2,281 0,02317 1 -1 -1
41 .40 0 ,2524 2,296 -0 ,09308 1 1 -1
41.50 0,2531 2 ,300 0,1296 -1 1 -1
41.60 0 ,2538 2,253 0 ,3738 1 1 -1
4 1 .65 0 ,2542 2,340 0,5760 -1 -1 -1
41 .70 0,2546 2,289 0 ,5858 1 1 -1
41 .80 0 ,2553 2 ,338 0,7780 -1 -1 -1

41.85 0 ,2556 2,246 0 ,8218 1 1 -1
41 .90 0 ,2560 2,367 0,9661 -1 -1 -1

4 1 .95 0 ,2564 2,240 1,031 t 1 -1
42.00 0 ,2567 2 ,373 1 ,149 -1 -1 -1

4 2 .05 0 ,2571 2 ,2 0 8 1,234 1 1 -1
42.10 0 ,2575 2,351 1,324 -1 —1 -1
4 2 .1 5 0 ,2 5 7 8 2 ,146 1 ,429 1 -1
42.20 0 ,2582 2 ,2 9 8 1,492 -1 -1 —1

4 2 .30 0 ,2589 2 ,256 1,363 -1 1

42 .35 0 ,2593 2,420 1,391 -1 -1 -1
42 .40 0,2596 2,367 1 ,238 -1 —1 1

42.45 0 ,2600 2,419 1,259 1 -1 -1
42.50 0,2604 2 ,289 1,099 -1 —1 1

42.60 0,2611 2 ,337 0,9836 1 -1 -1

42 .6 5 0,2615 2,271 0 ,8128 -1 -1 1

42 .7 5 0,2622 2 ,351 0,7120 1 -1 —1

42.80 0,2625 2 ,2 5 3 0 ,6 7 0 9 1 -1 1

4 2 . 0 ,2629 2 ,269 0,4.907 -1 -1 1

43.00 0 ,2640 2,277 0 ,1611 1 -1 1

43.05 0 ,2644 2,307 0,2745 1 -1 -1

43 .30 0,2662 2 ,3 3 5 0 ,5527 -1 -1 1

43 .35 0 ,2665 2 ,230 0 ,6811 1 -1 -1
43 .40 0 ,2669 2 ,379 0,4973 -1 —1 1

43 .4 5 0 ,2673 2 ,229 0 ,6340 1 -1 -1

43 .50 0,2676 2,380 0,4506 -1 -1 -1

43 .55 0 ,2680 2,204 0,6117 1 -1 1

43 .60 0 ,2683 2,343 0,4194 -1 -1 —1

43 .65 0 ,2687 2,140 0,6051 1 —1 1
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43.70 0,2690 2 ,306 0,4509 —1 1
43.75 0,2694 2 ,420 0,2530 -1 -1 -1
43.80 0 ,2698 2 ,210 0,2333 -1 1 1
43.85 0,2701 2,316 0,03780 -1 -1 -1
43 .95 0 ,2709 2,316 -0 ,1 5 9 9 -1 -1 -1
44 .00 0 ,2712 2 ,347 -0 ,3456 -1 -1 -1
44 .05 0,2716 2 ,237 -0 ,3 4 4 4 -1 1 1
44.10 0 ,2720 2 ,305 -0 ,5 2 2 4 -1 -1 -1
44 .20 0 ,2727 2 ,302 -0 ,6 7 7 8 -1 1 1
44 .25 0,2731 2 ,342 -0 ,8 3 8 0 -1 -1 -1
44 .30 0 ,2734 2 ,305 -0 ,8 1 4 2 -1 1 1
44.40 0,2742 2 ,312 -0 ,7791 -1 -1 1
44 .45 0 ,2745 2 ,304 -0 ,9 1 6 0 -1 -1 -1
44 .50 0 ,2749 2 ,300 -0 ,8801 -1 -1 1
44.55 0 ,2753 2 ,294 -0 ,8 4 1 0 -1 1 1
44.60 0,2756 2,296 -0 ,9 7 0 7 -1 1

44.65 0 ,2760 2 ,297 -0 ,9 2 2 4 -1 1 1
44.80 0,2771 2 ,323 -0 ,9461 “ 1 1 -1
44 .85 0 ,2774 2,311 -0 ,8830 -1 1 1
44.95 0 ,2782 2 ,3 3 8 -0 ,9366 1 -1
41 .00 0 ,2784 2,320 -0 ,9 3 6 8 -1 1 -1
45 .10 0 ,2791 2 ,325 -0 ,9 6 1 1 -1 1 -1
45 .1 5 0 ,2794 2,254 -0 ,8 7 0 8 -1 1
45.20 0 ,2 7 9 8 2 ,304 -0 ,9 6 3 6 -1 1 -1
45.30 0 ,  2804 2 ,302 -1 ,0 7 9 1 1 -1
45 .35 0,2807 2 ,343 -1 ,1 4 5 -1 1 —1
45.40 0 ,2811 2,291 -1 ,1 4 7 1 1 -1

45 .45 0 ,2815 2 ,317 -1 ,1 9 5 -1 1 -1
45 .50 0,2816 2,311 -1 ,2 3 9 1 1 -1
45.60 0 ,2822 2,307 -1 ,3 0 3 -1 1 -1
45 .70 0 ,2829 2 ,335 -1 ,3 6 0 1 1

45 .75 0 ,2833 2,280 -1 ,3 4 6 -1 1 -1
45.80 0,2836 2 ,350 -1 ,4 1 0 1 1 -1

45 .85 0,2840 2 ,257 -1 ,3 7 3 -1 1 -1
45 .90 0 ,2 8 4 4 2,342 -1 ,4 4 9 1 1 —1

45 .95 0,2847 2,246 -1 ,4 1 4 1 1 1

46.00 0,2851 2,336 -1 ,4 9 9 1 1 -1
46 .06 0,2855 2 ,257 -1 ,4 8 8 1 1 1
46.10 0 ,2858 2,346 -1 ,5 8 0 1 1 -1

46 .15 0 ,2862 2 ,283 -1 ,5 9 0 1 1 1

46.20 0,2864 2 ,324 -7 ,6 9 2 1 1

46 .25 0 ,2867 2,271 -1  ,722 1 1 1

46.30 0,2871 2 ,3 3 9 -1 ,8 1 9 1 1
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42.35 0 ,2875 2,300 -1 ,8 6 7 1 1 1
46.45 0,2880 2 ,318 - 2 ,0 5 3 ' 1 1 -1
46.50 0,2884 2,296 -2 ,1 2 3 1 1 1
42.55 0,2887 2,302 -2 ,2 0 9 1 1 -1
46.65 0 ,2895 2 ,289 -2 ,3 7 8 1 1 1
46.95 0,2913 2,302 -2 ,7 4 4 1 -1 1
47.15 0,2931 2,183 -2 ,7 8 6 1 1
47.20 0 ,2935 2,265 -2 ,8 9 7 1 1 1
47 .35 0,2946 2 ,125 -3 ,0 2 9 1 -1 -1
47.40 0 ,2949 2,233 -3 ,0 8 6 1 -1 1
47 .45 0 ,2953 2,334 -3 ,1 8 0 1 1 1
47.60 0 ,2964 2,160 -3 ,0 9 9 -1 -1 1
47 .65 0 ,2 9 6 8 2 ,279 -3 ,1 7 2 1 1 1

47.70 0,2971 2,391 -3 ,2 5 4 1 -1 1

47.80 0 ,2979 2,201 -3 ,1 0 3 -1 1 1

47.85 0 ,2983 2 ,329 -3 ,1 5 4 1 1 1
47.90 0 ,2986 2,412 -3 ,2 3 9 1 -1 1

47.95 0,2990 2,193 -3 ,0 2 6 -1 1 1

4 8 .0 0 % 0,2994 2,325 -3 ,0 5 4 1 1 1

48.05 0 ,2997 2,371 -3 ,1 4 0 1 -1 1

48 .15 0,3005 2,266 -3 ,0 3 1 -1 1 1
48.20 0 ,3008 2 ,258 -3 ,1 1 2 1 -1 1

48.25 0 ,3012 2,373 -3 ,0 8 9 1 1 1
48.30 0,3016 2,317 -3 ,1 6 2 1 -1 1

48 .35 0 ,3017 2,295 -3 ,1 0 4 1 1

48.65 0 ,3039 2,187 -2 ,4 7 1 1 -1 1

48.70 0,3043 2,272 -2 ,3 6 9 -1 1 1

48.75 0 ,3047 2 ,348 -2 ,2 5 5 1 1 1

48.90 0,3056 2,15 i -2 ,1 6 2 -1 -1 1

48.95 0 ,3059 2 ,272 -2 ,1 0 2 -1 1 1

49.00 0 ,3063 2,307 -1 ,9 4 1 1 1 1

49.45 0 ,3096 2,372 -0 ,5 0 0 3 -1 1 1

49.50 0 ,3100 2,315 -0 ,2881 1 1 1

49 .55 0 ,3104 2,357 -0 ,3 4 6 8 -1 1 1

49.65 0,3111 2 ,304 -0 ,4570 -1 1 -1
49.70 0 ,3115 2,273 -0 ,5 2 5 8 -1 1 1

49.75 0 ,3118 2,221 -0 ,5987 -1 1 —1
50.00 0,3135 2,013 -1 ,1 2 7 -1 1 —1

50.10 0,3141 1,918 -1 ,0 5 0 1 1
50.80 0,3+84 1,954 0 ,4169 1 -1 -1

51.20 0,3211 2,345 0,1300 -1 -1 -1
51.35 0,3222 2,379 -0 ,3351 1 -1 -1
51.40 0,3226 2 ,358 -0 ,5206 -1 -1

94



Ry
s3

.£
 

Ch
ar

ak
te

ry
st

yk
i 

m
om

en
tó

w
 

el
ek

tr
om

ec
ha

ni
cz

ny
ch

 
m

as
zy

ny
 

as
yn

ch
ro

ni
cz

ne
j 

; 
t-

pr
zy

 
st

er
ow

an
iu

 
or

az
 

RJ
do

ti 
*

0,1
il 

,
2-

pr
zy

 
st

er
ow

an
iu

 
su

bo
pt

ym
al

ny
m

 
dla

 
za

ga
dn

ie
n

ia
i 

o 
fu

nk
cj

on
al

e 
ja

ko
śc

i 
(3

.2
1)

.



r

-ł~Jo3i
1

____ / I

-------  -£=

\

(
\  * 1

^  ..........1

¡ 2

[7i
i

V
/  1

----------\ _
7 1

/
■ 1 

1

r -

■ 1

= _

: .

Z.*4—

\l

— --x ------

~ y

/
_______ O \



u  1 . . . 2 ................,L - ______ 4 6 . 7

51 .85 0 ,3259 2 ,397 -1 ,5 4 1 1
52.05 0,3274 2,371 -1 ,7 6 3 -1 -1 -1
52.10 0 ,3278 2,287 -1 ,8 5 1 1 -1 -1
52.15 0,3281 2 ,329 -1 ,8 3 2 -1 -1
52.25 0 ,3289 2 ,313 -1 ,6 5 2 -1 -1 1
52.30 0,3292 2,371 -1 ,6 0 7 -1 -1 -1
52.35 0,3296 2,351 -1 ,4 5 7 -1 -1 1
52.65 0 ,3319 2,194 -0 ,9 3 0 2 1 -1 -1
52.70 0 ,3322 2 ,292 -0 ,8 3 2 9 -1 -1 -1
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IDENTYFIKACJA I  STEROWANIE UKŁADU ELEKTROMECHANICZNEGO 
Z FUNKTU WIDZENIA KSZTAŁTOWANIA NIEKTÓRYCH CHARAKTERYSTYK 

DYNAMICZNYCH MASZYNY ASYNCHRONICZNEJ

S t r e  s z o z e n i e

p ie rwsz e j  c z ę ś c i  pracy poruszono problem modelowania matematycznego 
układów e l ek t ro me chan icznych .  Wykorzystując e l ekt rodynamikę  ośrodków ęua-  
s l - s t a o j o n a r n y o h ,  podano w u j ę c i u  warlaoyjnym równania d ’Alember ta-La-  
g range’ a układów e l ek t romechan icznych .  Nas tępn ie  wyeliminowano w równaniu 
ruchu uk ładu  re a k o ję  więzów, wprowadzająo w tym ce lu  ęu a s l - w sp ó ł rz ę dn e .

Druga ozęśó praoy dotyozy s t e rowan ia układu e l ek t ro me chan icznego .  Wy
k o r z y s t u j ą c  zasadę minimum P o n t r i a g in a  okreś lono  n te rcwan ia  suboptymalne 
k s z t a ł t u j ą o  moment e l ek tromechaniczny maszyny asy nchro n iczne j  w początko
wej f a z i e  roz ruchowej .
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KKEHTEW. KA101H M mPABJIEHE BUBKTFOMEX. AHMHEC HD0 
ORCTmrii C TOHHW 3PEHHA $OPI.i.POBAHKu HEKDTOFliA 
flKHAMA'iEClKX A AP AKTEJrViCTKK ACKHAPOHnOH MAUiiHiJ

P e 3 n m e

B n epsoH  u b c t h  pafioTu 3 3T poayT a  npobJieua  uaTeuaT H uecK oro  «o,sejivipoBSHHJi 
ajieKTpouexaHK-uecKHx cucTeM . K cnoJibaya  Mexgy gpyrr.MK 3JieKTpo,nnHaMHKy c p e x  
b KBasHCTaanoHapHom c o c t o s h b b  h npHMenaa BapnauwoHHiie MeTogbi, n o a y u eH u  Gu
r u  ypaBHeHna SoaoMOepa -  JIarpaHKa 3JieKTpoMexaHnuecKKX cncTeM .

B aaabHn0meM kckjiducho u s  ypaBHemia gBHxeHHa cacTeuH  peaKumi y3JioB,Bso- 
ga  g aa  3To« uejiti kb&3hkoop&HHaTHue o c a .

BTopaa uacTb paGoTn K a c a e ic a  ynpaBaeHaa 3ji3KTpoMexaHHUecKoii CHOTeMofi.
H onoab3ya nptm mtn MHHHMyMa O ohtparw H at oiwcaHo c y G o T H M a r h H o e  y n p a B a e -  

H«e $opMJipyrniee aaaKTpoMexaHji'JecKHil uom cht a c w H x p o H H o f i  M . a m w H H  b  H a u a r b H O M  

MoweHTe nycK a,

IDENTIFICATION and CONTROLLING OF ELECTROMECHANICAL 
SYSTEM IN VIEW OF MODELLING SOME DYNAMIC CHARACTERISTIC OF 

ASYNCHRONOUS MACHINES

S u m m a r y

In  th e  f i r s t  p a r t  o f th e  d i s s e r t a t i o n ,  th e  problem  o f m a them atical mo
d e l l in g  o f  e leo tro m e o h a n io a l system s -  i s  d e a l t  w ith .

BetweeD o th e r  th in g s  -  due to  e le c tro d y n a m ic s  o f slow v e l o c i t i e s  o ea - 
t r e s  in  q u a s l - s t a t i o  ap p ro x im atio n  in  w a r la t io n  s com prehension -  p resen
te d  d ’A lem bert-L agrange’ s e q u a tio n s  o f e le c tro m e c h a n ic a l sy s tem s.

Nex i c  the  e q u a tio n s  o f  sy s tem ’s m otion e l im in a te d  r e a c t io n s ,  in tro d u 
c in g  q u a s i—c o o r d in a te s .

The second p a r t  o f  t h i s  p u b l ic a t io n  conoerns the  c o n t r o l l in g  of e l e c 
tro m e c h a n ic a l sy s tem s .

Taking advantage o f  th e  minimum P o n t r i a g ln ’ s r u l e ,  subop tlm al r e g u la 
t io n  o f e le c tro m e c h a n ic a l to rq u e  o f th e  asynchronous machines in  e a r ly  
s t a r t i n g  cou rse  -  was d e f in e d .
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