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NOTO ALGORYTMY SZEREGOWANIA ZADAŃ NA DEDYKOWANYCH MASZYNACH

Streszczenie . Praca poświęcona jest analizie złożoności obliczenio­
wej deterministycznych problemów szeregowania zadań na maszynach 
dedykowanych, przy założeniu, że zadania mogą potrzebować do swego 
wykonania także dodatkowych ograniczonych zasobów.

1 . Wster

Problematyka szeregowania dotyczy, najogólniej mówiąc, zagadnień okreś­
lania kolejności -wykonania zadań .(operacji obróbki detali, operacji monta­
żowych, transportowych czy obliczeniowych w systemach komputerowych/ przez 
dany zbiór maszyn .(obrabiarek, maszyn budowlanych, środków transportowych 
lub procesorów systemów cyfrowych,)'. Zagadnienia te, jeśli chodzi o problemy 
deterministyczne, są przedmiotem badań od przeszło dwudziestu lat, jednak 
istotny wzrost zainteresowania tymi problemami nastąpił w ostatnich kilku 
latach. Pakt ten,wynika zarówno z coraz pilniejszej potrzeby optymalnego 
’wykorzystania czasu pracy maszyn i urządzeń(jak i z rozwoju teorii złożo­
ności obliczeniowej (czasowej) problemów decyzyjnych (którymi w odpowiednim 
sformułowaniu są także problemy szeregowania.̂ . W teorii tej wyróżnia sięy 
ogólnie mówiąc, klasy problemów "łatwych", dla których istnieją algorytmy 
optymalne o czasie wykonywania ograniczonym od góry przez wielomian od 
rozmiaru problemu, i "trudnych" (*NP-zupełnych"j, dla których algorytmy takie 
najprawdopodobniej nie istnieją. Stąd udowodnienie przynależności danego 
problemu do klasy problemów "trudnych" zwalnia nas z konieczności poszukiwa­
nia algorytmu wielomianowego optymalnego, usprawiedliwiając poszukiwanie 
algorytmów wielomianowych przybliżonych (suboptymalnychj, bądź też nieefek­
tywnych (wykładniczych^ algorytmów optymalnych.

Analizie złożoności obliczeniowej problemów szeregowania zadań na ma­
szynach dedykowanych, to jest różniących się spełnianymi funkcjami, poświę­
cona będzie niniejsza praca. Rozpatrzymy problemy szeregowania przy ogra­
niczeniach ze strony dodatkowych zasobów (którymi mogą być np. dodatkowe 
narzędzia, pomocniczy sprzęt, obsługa ludzka o określonych kwalifikacjach, 
a w systemach komputerowych - pamięć operacyjna, urządzenia we/wy» pamięci 
zewnętrzne czy niektóre środki programowej. Problemy szeregowania z ogra­
niczeniami zasobowymi są ostatnio coraz częściej rozpatrywane ze względu-
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na ich oczywiste, znaczenie praktyczne ¡2,3,5,6,8,9,10^

2. Podstawowe definicje

Będziemy rozpatrywać zbiór n zadań Z= £Z.j ,Zg,... ,Zn ̂ , zbiór m ma­
szyn M= [m.j ,Mg,... ,1̂ ^  oraz zbiór s rodzajów dodatkowych zasobów R=£r,, 
Rg,...,Rs^ , przy czym zasób R^ jest dostępny w liczbie m-, jednostek.
W danej chwili każda maszyna może wykonywać co najwyżej jedno zadanie. Ma­
szyny są dedykowane,■ to znaczy różnią się spełnianymi funkcjami i pracują 
w ciągu technologicznym. W tym przypadku wyróżnia się trzy systecy obsługi 
zadań: przepływowy, ctwarty 1 ogólny. W systemie przepływowym każde-zadanie 
ze zbioru Z musi być wykonywane w tej samej kolejności przez wszystkie ma­
szyny ze zbioru M. W systemie otwartym każde zadanie także musi być wyko­
nywane przez wszystkie maszyny, lecz kolejność wykonywania nie jest narzu­
cona. natomiast w systemie ogólnym, podzbiór maszyn mających wykonać dane 
zadaniefjak i kolejność wykonywania każdego zadania są dowolne, choć okreś­
lone. Określimy teraz parametry charakteryzujące zadanie.

Każde zadanie dzieli się na operacje O.,., 0 . . . ,0iv , z których każ- 
da może żądać innej maszyny. Przy tym dla systemu przepływowego liczba ope­
racji, przypadających na zadanie jest równa liczbie maszyn m , a kolejność 
ich wykonywania jest taka, że operacja 0^  jest wykonywana na maszynie 
M1 , operacja O^g - na nnszynie Kg itd.̂  oraz wykonanie operacji 0  ̂
musi poprzedzać wykonanie operacji 0Hi , i=2,3,...,m. W przypadku systemu 
otwartego na wykonanie jednego zadania składa się także m operacji, iden­
tyczne jest także ich przyporządkowanie do maszyn. Kolejność wykonania 
operacji jest natomiast dowolna i nieokreślona. W przypadku systemu ogólne­
go zarówno liczba operacji przypadających na zadanie, jak i przyporządko­
wanie ich do maszyn i kolejność wykonywania są dowolne^ lecz muszą być a 
priori określone.

Poza tym w ogólności zadanie Ẑ e Z jest scharakteryzowane przez nas­
tępujące dane:
1. Wektor żądań zasobowych - R(z.j) = (Z-j) » (Ź̂ ) ,RS (Ẑ ) 3(gdzie

OiRjfZj)«n^, 1 =1 ,2 ,...,s, oznacza liczbę jednostek zasobu R^ potrzeb­
ną do wykonania zadania Zy Jeśli żądania zasobowe operacji składają - 
cyoh się na jedno zadanie różnią się między sobą, żądania te dla każdej 
operacji 0^  muszą być przedstawione w postaci wektora R(0-jij= [Ri
^(Oji) .

2. Wektor czasów wykonywania - p^= »P-jg**** »Pjm * 6dzie jest
czasem wykonywania zadania Ẑ  na maszynie ML.
Zadania w rozpatrywanych problemach są niepodzielne i niezależne.
Przejdźmy teraz do definicji uszeregowania, uszeregowania optymalnego,
problemu szeregowania i algorytmu szeregowania.
Uszeregowaniem będziemy nazywali takie przyporządkowanie »...czasie ma-
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szyn ze zbioru M i dodatkowych zasobów ze zbioru R do zadań ze zbioru Ẑ  
dla którego spełnione są następujące warunki;
- w każdej chwili każda maszyna wykonuje co najwyżej jedno zadanie;
- wszystkie zadania zostaną wykonane;
- dla każdego tSO , 2  <3^, gdzie A (t) jest zbiorem zadań

Z.. eA ̂t)
wykonywanych w chwili t; l»1 ,2 ,...,s;

Uszeregowaniem optymalnym nazywać będziemy uszeregowanie minimalizujące 
długość uszeregowania •
Przez problem szeregowanlalirozumleć będziemy uporządkowany ciąg parametrów 
podzielonych na trzy podciągi «< | p j /por. [l3j /. przy czym parametry 
nie muszą mieć nadanych wartości.

Ustalając wartości wszystkich parametrów danego problemu szeregowaniaf 
otrzymujemy konkretny problem szeregowania.który oznaczymy przez leCijj-« 

Algorytmem szeregowania dla problemu 7f nazywaó będziemy dowolną pro­
cedurę, która dla każdego konkretnego problemu 1 6 ly znajduje uszerego­
wanie, jeśli cno istnieje.

Optymalnym algorytmem szeregowania dla problemu 7f nazywaó będziemy al­
gorytm szeregowania, który zapewnia minimalizację kryterium dla ka dego 
znalezionego uszeregowania.

Jak wiadomofudowadniając "trudność" /NP-zupełność/problemu szeregowania 
należy^formułować w postaci problemu decyzyjnego, to znaczy w postaci 
pytania, na które odpowiedź brzmi "tak" lub "nie". Łatwo zauważyć, że 
jeśli problem szeregowania można rozwiązać w wielomianowym czasie, to moż­
na rozwiązać w wielomianowym czasie również odpowiadający mu problem 
decyzyjny. Z drugiej strony, jeśli problem decyzyjny jest obliczeniowo 
"trudny" /RP-zupełny/, to "trudny" jest także odpowiadający mu problem 
szeregowania. Wynika z tego, że w celu wykazania "łatwości" problemu decy­
zyjnego wystarczy wykazać "łatwcść" odpowiedniego problemu szeregowania, 
natomiast dla wykazania "trudności" problemu szeregowania wystarczy wykazać 
"trudność" odpowiadającego mu problemu decyzyjnego. W ten sposób będziemy 
postępować w dalszej. części pracy, jakkolwiek wprowadzone poniżej 
definicje klas złożonościowych będą dotyczyły problemów decyzyjnych. 

Zdefiniujemy teraz klasy P 1 NE problemów decyzyjnych [1,7,11,12j 
Klasę J? tworzą wszystkie problemy decyzyjne, które w co najwyżej wielo­

mianowym czasie rozwiązuje /w sensie znalezienia rozwiązania konkretnego 
problemu/ deterministyczna maszyna Turinga, natomiast klasę NE »-wszystkie 
problemy decyzyjne, które w co najwyżej wielomianowym czasie rozwiązuje 
niedeterministyczna maszyna Turinga .

W celu zdefiniowania najbardziej interesującej klasy problemów decyzyj- 
nychjtzw. NP-zupełnych, wprowadza się definicję transformacji wielomianowej. 

Transformacją wielomianowa problemu TL, do problemu 7T. /zapisujemy
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'/ 2 °:V  nazywa się iunkcję > która spełnia następujące
warunki:
1) czas obliczenia funkcji i przez K M  dla każdego konkretnego problemu 

I„e B-jj- jest ogranicsony od góry przez wielomian od rozmiaru konkret­
nego problemu I, , H (l0) ;

2} dla każdego konkretnego problemu I2 C B 7T„ odpowiedź brzmi "tak" wtedy
i tylko wtedy, gdy dla konkretnego problemu i(t̂ ) odpowiedź brzmi 
również "tak".
Problem decyzyjny Ti"1 jest KP-zupełny jeśli i dla każdego

innego problemu decyzyjnego 1T„ £K? , TT̂  oęTTJ .
V następnych rozdziałach rozpatrzymy złożoność obliczeniowa nroblemów /szeregowania zadań dla trzech systemów obsługi: przepływowego, otwartego, 

i ogólnego.

System urseołwow

. 2 1a problemu ? 2 {res111 ,“t-=1 iC optymalny jest następujący algorytm 
[5] . 3 “c~
Algorytm 1
1. Podziel wszystkie zadania na cztery typy w zależności od żądań zasobo­

wych operacji(składających się na poszczególne zadania. Oznacz te czte­
ry tyry zadań następująco /rvs.1/

V \  \  \
_ (a) (b) Ryt-I Cc) (d }
(k) - ^ ( 0^ = 0, r.(0^2)=0, Cb)-?.l(Oj1)=1 , ^ ( 0.-2)= 1 .
(o) - 3 , ( 0 ^ -O, ^ ( 0^ = 1 , (d )- S1 (03 1)=1 , 3,(0^)= 0.

2. Optymalne uszeregowanie można skonstruować v następujący sposób /mor.

zodondtigxj(ci) zodcma hjpufa) zadania fypu (c) pczcs.dfe zxtzna
i (b) na przemian hjpa ¡a) k£(b)

%i.l
- Przydziel do maszyn wszystkie zadania tymm fd).
- Przydzielaj na przemian zadania typu fa.) i (b) .
- Przydziel wszystkie zadania typu Co)
- Pozostałe zadania typu (a) lub (b) przydzielane są następująco:

i)jeśli pozostały tylko zadania typu (a) , przydzielaj je kolejm: 
do nas syn w soosćb rakasan- ma rys, i.
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O  O  O  Q  P)jeśli pozostały tylko zadania typu fb) ,x \ \ - ’-x srzydzielaj jo do maszyn kolejne w s~csób
pokazany na rysunku 

f̂ s-3 Łatwo nożna sprawdzić, że złożoność
obliczeniowa algorytmu 1 jest 0 (h).

Złożoność obliczeniowa problemów' 
P2|res«11,'t.=l|C„ oraz F|res1 • 1 ,T.=1 |C_...j  max j  1 mcOC
jest sprawą otwartą, natomiast problem 
F2|res1111Ĉ ,, jest NP-zupełny, co wykasa-

UW "A
no £4]

4. System otwartr

Problem 02 Jres,... ,'ts = 1 |Cmax rozwiązuje optymalnie roniższy algorytm Z 
Algorytm 2
1. Utwórz nieskierowany graf G, o 2n wierzchołkach odpowiadających opera­

cjom. Połącz łukami 'wierzchołki odpowiadające operacjom wykonywanym
na pierwszej maszynie z wierzchołkami odpowiadającynu operacjom wv cny- 
wanym na drugiej maszynie wtedy i tylko wtedy, gdy żądania zasobowe 
operacji połączonych łukiem nie przekraczają ograniczeń zasobowych, a 
ponadto operacje te nie wchodzą w skład tego samego zadania.

2. Dla tale określonego grafu G znajdź maksymalne ske ja”zenie, to znaczy 
zbiór X złożony z maksymalnej liczby łuków tego grafu, z których żadne 
dwa nie mają ’wspólnego wierzchołka.

3. Podstaw minimalną długość uszeregowania CIP . = 2n-|KI, Skonstruuj outy-max 1
malne uszeregowanie , w którym równolegle wykonywane są operacje po­
łączone łukami należącymi do zbioru X, a pojedynczo pozostałe operacje.
Złożoność obliczeniowa algorytmu 2 jest o(n̂ ). Złożoność obliczeniowa 

pozostałych problemów szeregowania zadań dla tego systemu jest sprawa 
otwartą.

5. System ogólny

W przypadku systemu ogólnego można udowodnić, źe wszystkie problemy 
szeregowania zadań są NP-zupełne, gdyż NP-zupełny jest najprostszy z tych 
problemów [5] .
Twierdzenie 1.
Problem J2 IresU 1 ,^=11 CmaY jest NP-zupełny.
Dowód

Oznaczmy__przez Tf  ̂ badany problem ,a przezTT̂  problem TRÓJPODZIAŁU
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/por. p *Q /.
Mając dany konkretny problem I2 £ D ■jj- , określony przez wartości ele­

mentów s (a.̂  ,s (a2) »• • • (a~q) i wartość2ograniczen±a B, dane odpowiada­
jącego mu konkretnego problemu tworzy się w następujący sposób.
- Określ 3q+1 zadań o jednostkowych 1 czasach wykonywania, przy czym

3q zadań tworzących zbiór E. ma postać 5 ̂  )
02 t (o ̂  t O 2 ) ' j s=' l , 2 , . . . , 3 q ,

gdzie " operacje wykonywane na maszynie K̂ ,
O,,0'r, - operacje wykonywane na maszynie Mg,

- R1(o1)=r 1(o2) =0,
,j, «>()-!» w .
(0 ,̂09) Ł - oznacza wykonanie operacji J ’ 3 laj / razJ’’

ostatnie zadanie C składa się z a równych, szeregowo połączonych łańcu­
chów operacji postaci

[(Ór 0 | ) 5 , (0’ , 0 p B- 5 , (0 ' ,02 ) 3 ]  ;
- liczha maszyn m=2;
- Wartość funkcji kryterialnej y = 2c (3+3/ .

Jeśli istnieje rozwiązanie konkretnego problemu, to znaczy istnieje 
podział danego zbioru na trój elementowe podzbiory o żądanej właściwości, 
to zadania w odpowiadającym mu konkretnym problemie 1 . g , należy
przydzielać tak, jak pokazano na rysunku 5, na którym przyjęte B=9. Dłu -

Hi 

M2
Oj C 02 C Og C Oj C Oj C Q2 C Qg C Og C Qg C Oj C Qj> C Ô  C

Rys S

rość łańcucha operacji składających się na wykonanie zadania C jest równa 
2q(3+3) , czyli żądanej długości uszeregowania. Zatem w każdej jednostce 
czasu któraś z operacji tego łańcucha przydzielona jest do maszyny. Po­
nieważ istnieje podział zbioru elementów na podzbiory trój elementowe i 
suma wartości elementów w każdym podzbiorze równa jest B , więc zadania 
odpowiadające elementom wchodzącym w skład jednego podzbioru można przy­
dzielić do maszyn w przedziale czasu o długości 2 (B+3), w którym przyl 
dzlelony jest jeden z łańcuchów tworzących zadanie C. Ponieważ łańcuchów 
tych jest q, zatem długość uszeregowania jest równa 2q(B+3).

Jeśli teraz istnieje uszeregowanie o długości równej 2q(B+3) dla kon­
kretnego problemu V-jj- , to w uszeregowaniu tym zadanie C musi być
wykonywane tak, jak pokazano na rysunku 5 (jedna operacja po drugiej^. 
Zadania ze zbioru zostały tak dobrane, że jeśli cm x =2q(B+3) , to
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równolegle z każdym z q łańcuchów zadania C muszą być wykonywane dokładnie 
3 zadania, łatwo można sprawdzić, że zadania te odpowiadają elementóm, 
których suma wartości jest równa B. Istnieje zatem rozwiązanie o żądanej 
właściwości dla konkretnego problemu 1 2fe DT  •

Kończy to dowód, ponieważ problem TV 2 jeit HP-zupełny [icQ .
D
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HOBHE AJUirOPHTMN COCTABJIEHHH PACIIHCAHHH 3AJIAH HA MADIHKAX KOHBEEPEOrO 
THIA

i e ! b # e

B paCoTe paccMoypeHO BHVncwTejiBHyio cjiokhmoctb .neTepMHHHCTmtecKiuc 
npofiaeM cocTaBjieHHH pacnncaHHs sa^ati y.a wamHHax KOHBeepHoro runa c 
yqgTOM ^onoJiHHTejibiiHX pecypcoB.

THE NEW ALGORITHMS OF TASKS'SCHEDULING ON DEDICATED MACHINES 

S u m m a r y

The paper is devoted to the analysis of the computational complexi­
ty of deterministic problems of tasks'scheduling on dedicated machines, 
in case of the tasks demanding for their processing some of additional 
limited resources.


