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NOTO ALGORYTMY SZEREGOWANIA ZADAN NA DEDYKOWANYCH MASZYNACH

Streszczenie . Praca ﬁoéwi(-;-cona jest analizie ztozonosci obliczenio-
wej deterministycznych probleméw szeregowania zadan na maszynach
dedykowanych, pr(zjy zatozeniu, ze zadania moga Bgﬁrzebowaé swego
wykonania takze dodatkowych ograniczonych zasobdow.

1. Wster

Problematyka szeregowania dotyczy, najogolniej mowigc, zagadnien okres-
lania kolejnosci -wykonania zadan .(operacji obrébki detali, operacji monta-
zowych, transportowych czy obliczeniowych w systemach komputerowych/ przez
dany zbidér maszyn .(obrabiarek, maszyn budowlanych, Srodkéw transportowych
lub procesoréw systeméw cyfromch,)”. Zagadnienia te, jesli chodzi o problemy
deterministyczne, sg przedmiotem badan od przeszto dwudziestu lat, jednak
istotny wzrost zainteresowania tymi problemami nastgpit+ w ostatnich kilku
latach. Pakt ten,wynika zarowno z coraz pilniejszej potrzeby optymalnego
wykorzystania czasu pracy maszyn i1 urzadzen(jak i z rozwoju teorii ztozo-
nosci obliczeniowej (czasowej) probleméw decyzyjnych (ktérymi w odpowiednim
sformutowaniu sg takze problemy szeregowania.®. W teorii tej wyrdznia siey
ogolnie mowigc, klasy probleméw "fatwych™, dla ktoérych istnieja algorytmy
optymalne o czasie wykonywania ograniczonym od gory przez wielomian od
rozmiaru problemu, i "trudnych™ (NP-zupehlych''j, dla ktérych algorytmy takie
najprawdopodobniej nie istniejg. Stad udowodnienie przynaleznosci danego
problemu do klasy probleméw "“trudnych’ zwalnia nas z koniecznosci poszukiwa-
nia algorytmu wielomianowego optymalnego, usprawiedliwiajac poszukiwanie
algorytméw wielomianowych przyblizonych (suboptymalnychj, badz tez nieefek-
tywnych (wykdadniczych” algorytméw optymalnych.

Analizie ztozonosci obliczeniowej probleméw szeregowania zadan na ma-
szynach dedykowanych, to jest réznigcych sie speknianymi funkcjami, poswie-
cona bedzie niniejsza praca. Rozpatrzymy problemy szeregowania przy ogra-
niczeniach ze strony dodatkowych zasobow (ktorymi mogg by¢ np. dodatkowe
narzedzia, pomocniczy sprzet, obstuga ludzka o okreslonych kwalifikacjach,
a w systemach komputerowych - pamie¢ operacyjna, urzadzenia we/wy» pamieci
zewnetrzne czy niektore sSrodki programowej. Problemy szeregowania z ogra-
niczeniami zasobowymi sa ostatnio coraz czesciej rozpatrywane ze wzgledu-
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na ich oczywiste, znaczenie praktyczne ¢,3,5,6,8,9,10n

2. Podstawowe definicje

Bedziemy rozpatrywa¢ zbiér n zadan Z= £7j,Z9,.-.,n" , zbiér m ma-
szyn M= [nj,Mg,... A" oraz zbidér s rodzajow dodatkowych zasobow R=£r,,
Rg,---,Rs™ , przy czym zaséb RN jest dostepny w liczbie m, jednostek.
W danej chwili kazda maszyna moze wykonywa¢ co najwyzej jedno zadanie. Ma-
szyny sg dedykowanemto znaczy rdéznig sie spelnianymi funkcjami i pracuja
w ciggu technologicznym. W tym przypadku wyrdznia sie trzy systecy obshugi
zadan: przeptywowy, ctwarty 1 ogélny. W systemie przepkywowym kazde-zadanie
ze zbioru Z musi by¢ wykonywane w tej samej kolejnosci przez wszystkie ma-
szyny ze zbioru M. W systemie otwartym kazde zadanie takze musi by¢ wyko-
nywane przez wszystkie maszyny, lecz kolejnos¢ wykonywania nie jest narzu-
cona. natomiast w systemie ogllnym, podzbiér maszyn majacych wykona¢ dane
zadaniefjak 1 kolejnos¢ wykonywania kazdego zadania sg dowolne, cho¢ okres-
lone. Okreslimy teraz parametry charakteryzujace zadanie.

Kazde zadanie dzieli sie na operacje O.,.,0. . . ,0iv , z ktérych kaz-
da moze zgda¢ innej maszyny. Przy tym dla systemu przepkywowego liczba ope-
racji, przypadajacych na zadanie jest rowna liczbie maszyn m , a kolejnosé
ich wykonywania jest taka, ze operacja 0~ jest wykonywana na maszynie
M1, operacja O°g - na nnszynie Kg itd.~oraz wykonanie operacji 0"
musi poprzedza¢ wykonanie operacji OHi , i=2,3,...,m. W przypadku systemu
otwartego na wykonanie jednego zadania skfada sie takze m operacji, iden-
tyczne jest takze ich przyporzadkowanie do maszyn. Kolejnos¢ wykonania
operacji jest natomiast dowolna i nieokreslona. W przypadku systemu ogélne-
go zaréwno liczba operacji przypadajacych na zadanie, jak i przyporzadko-
wanie ich do maszyn i kolejnos¢ wykonywania sa dowolne™ lecz muszg by¢ a
priori okreslone.

Poza tym w ogolnosci zadanie Z%e Z jest scharakteryzowane przez nas-
tepujace dane:

1. Wektor zadan zasobowych - REz.J)= @& » @ RS @)3(dzie
OIRjfZp)«n, 1=1,.2,...,s, oznacza liczbe jednostek zasobu R™ potrzeb-
ng do wykonania zadania Zy Jesli zadania zasobowe operacji skladajag -
cyoh sie na jedno zadanie roznig sie miedzy sobg, zadania te dla kazdej
operacji 0~ musza by¢ przedstawione w postaci wektora R Q-jij= [Ri
~(O31) -

2. Wektor czasow wykonywania - p/= »P-jg==**»Pjm  * 6dzie jest
czasem wykonywania zadania 27 na maszynie ML.

Zadania w rozpatrywanych problemach sg niepodzielne i niezalezne.

Przejdzmy teraz do definicji uszeregowania, uszeregowania optymalnego,

problemu szeregowania i algorytmu szeregowania.

Uszeregowaniem bedziemy nazywali takie przyporzadkowanie »...czasie ma-
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szyn ze zbioru M i dodatkowych zasobéw ze zbioru R do zadan ze zbioru zZ»
dla ktérego spelnione sag nastepujace warunki;

- w kazdej chwili kazda maszyna wykonuje co najwyzej jedno zadanie;

- wszystkie zadania zostang wykonane;

- dla kazdego tSO , 2 <3, gdzie A (© jest zbiorem zadan
Z.eA™)

wykonywanych w chwili t; 1I»l,2,
Uszeregowaniem optymalnym nazywac be;d2|emy uszeregowanie minimalizujace
ddugos€ uszeregowania

Przez problem szeregowanlalirozumle¢ bedziemy uporzadkowany ciag parametrow
podzielonych na trzy podciggi <«|pj /por. [ /. przy czym parametry
nie muszg mie¢ nadanych wartosci.

Ustalajac wartosci wszystkich parametréw danego problemu szeregowaniaf
otrzymujemy konkretny problem szeregowania.ktory oznaczymy przez IeCijj—«

Algorytmem szeregowania dla problemu 7f nazywad bedziemy dowolng pro-
cedure, ktora dla kazdego konkretnego problemu 1 6 ly znajduje uszerego-
wanie, jesli cno istnigje.

Optymalnym algorytmem szeregowania dla problemu 7f nazywadé bedziemy al-
gorytm szeregowania, ktory zapewnia minimalizacje kryterium dla ka dego
znalezionego uszeregowania.

Jak wiadomofudowadniajac '“trudnosc¢™ /NP-zupednosc/problemu szeregowania
nalezy”formutowa¢ w postaci problemu decyzyjnego, to znaczy w postaci
pytania, na ktére odpowiedz brzmi "tak’ lub "nie". tatwo zauwazyc¢, ze
jesli problem szeregowania mozna rozwigza¢ w wielomianowym czasie, to moz-
na rozwigza¢ w wielomianowym czasie rowniez odpowiadajacy mu problem
decyzyjny. Z drugiej strony, jesli problem decyzyjny jest obliczeniowo
“trudny” /RP-zupedny/, to "trudny" jest takze odpowiadajacy mu problem
szeregowania. Wynika z tego, ze w celu wykazania "katwosci™ problemu decy-
zyjnego wystarczy wykaza¢ "‘fatwcs¢" odpowiedniego problemu szeregowania,
natomiast dla wykazania "“trudnosci’ problemu szeregowania wystarczy wykazac
"trudno$¢"” odpowiadajacego mu problemu decyzyjnego. W ten sposéb bedziemy
postepowa¢ w dalszej. czesci pracy, jakkolwiek wprowadzone ponizej
definicje klas ztozonosciowych beda dotyczyty probleméw decyzyjnych.

Zdefiniujemy teraz klasy P 1 NE probleméw decyzyjnych [1,7,11,12j

Klase J? tworzg wszystkie problemy decyzyjne, ktore w co najwyzej wielo-
mianowym czasie rozwigzuje /w sensie znalezienia rozwigzania konkretnego
problemu/ deterministyczna maszyna Turinga, natomiast klase NE »-wszystkie
problemy decyzyjne, ktére w co najwyzej wielomianowym czasie rozwigzuje
niedeterministyczna maszyna Turinga -

W celu zdefiniowania najbardziej interesujacej klasy probleméw decyzyj-
nychjtzw. NP-zupednych, wprowadza sie definicje transformacji wielomianowej .-

Transformacja wielomianowa problemu TL, do problemu 7T. /zapisujemy
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72°:V  nazywa sie iunkcje > ktora spelnia nastepujace
warunki :
1) czas obliczenia funkcji 1 przez KM dla kazdego konkretnego problemu
l,,e Bji- Jjest ogranicsony od gory przez wielomian od rozmiaru konkret-

nego problemu 1, ,H(O) ;
2} dla kazdego konkretnego problemu 12C B 7T,, odpowiedZz brzmi "tak™ wtedy

i tylko wtedy, gdy dla konkretnego problemu i (%) odpowiedz brzmi
rowniez "tak'’.
Problem decyzyjny Til jest KP-zupekny jesli i dla kazdego
innego problemu decyzyjnego 1T, £K? , TT" 0eTTJ
V nastepnych ro;dzia%ach rozpatrzymy zdozonos¢ obliczeniowa nrobleméw
szeregowania zadan dla trzech systeméw obstugi: przephywowego, otwartego,
i ogolnego.

System urseodwow
21la problemu ? 2{reslll ,‘t3-:1 iC optymalny jest nastepujacy algorytm
- “c-

Algorytm 1

1. Podziel wszystkie zadania na cztery typy w zaleznosci od zadan zasobo-
wych operacji(sktadajacych sie na poszczegélne zadania. Oznacz te czte-
ry tyry zadan nastepujaco /rvs.l/

_ @ ® =1 © da}
® -~(0~=0, r.(02)0, Cb)-2.1©j1)=l, ~(02)=1.

© -3,0~-0, ~(Onr=1, @)- st E3)=1, 3,0M)=0.
2. Optymalne uszeregowanie mozna skonstruowa¢ v nastepujacy sposob /mor.

zodondtigxj(ci) zodcma hjpufa) zadania fypu (©) pczes.dfe zxtzna
i(b) na przmian hjpa ja) kE(b)
%i .1
Przydziel do maszyn wszystkie zadania tymm fd).
Przydzielaj na przemian zadania typu fa) 1 () .
Przydziel wszystkie zadania typu Co)
Pozostate zadania typu (@ lub (b) przydzielane sa nastepujaco:
i)jesli pozostaly tylko zadania typu (@) , przydzielaj je kolejm:
do nassyn w soosc¢b rakasan- ma rys,i -
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4.

0 0 0 Q P)jesli pozostaly tylko zadania_typu fb) ,
x \ \ - =X Srzydzielaj jo do maszyn kolejné w s~csob
pokazany na rysunku

s3 tatwo nozna sprawdzi¢, ze zkozonosE

obliczeniowa algorytmu 1 jest 0 (h).
Z*ozonos¢ obliczeniowa problemow”

e v - 1T
|?2|res«11, f"”%ax oraz F!resl 1,'IJT.—1 Jcﬁﬂ
jest sprawg otwartg, natomiast problem
F2]res1111C®,, jest NP-zupedny, co wykasa-

no 54]

System otwartr

Problem 02Jres,... ,"ts=1 |Gnax rozwigzuje optymalnie ronizszy algorytmZ

Algorytm 2

1.

Utworz nieskierowany graf G, o 2n wierzchotkach odpowiadajacych opera-
cjon. Pokacz Hukami “wierzcholki odpowiadajgce operacjom wykonywanym

na pierwszej maszynie z wierzchotkami odpowiadajacynu operacjom wv cny-
wanym na drugiej maszynie wtedy i tylko wtedy, gdy Zzadania zasobowe
operacji polaczonych Hukiem nie przekraczaja ograniczen zasobowych, a
ponadto operacje te nie wchodzg w skfad tego samego zadania.

Dla tale okreslonego grafu G znajdz maksymalne skeja’zenie, to znaczy
zbior X ztozony z maksymalnej liczby 4ukéw tego grafu, z ktérych zadne
dwa nie maja Wspolnego wierzchokka.

Podstaw minimalng ddugos¢ uszeregowania Gy = 2n—|Kq_, Skonstruuj outy-
malne uszeregowanie , w ktérym réownolegle wykonywane sg operacje po-
+aczone 4ukami nalezacymi do zbioru X, a pojedynczo pozostate operacje.

Zkozonos¢ obliczeniowa algorytmu 2 jest o(rY). Z¥ozonos¢ obliczeniowa

pozostatych probleméw szeregowania zadan dla tego systemu jest sprawa

otwarta.

5.

System ogolny

W przypadku systemu og6lnego mozna udowodni¢, ze wszystkie problemy

szeregowania zadan sa NP-zupedne, gdyz NP-zupekny jest najprostszy z tych
probleméw [5]

Twierdzenie 1.
Problem J2 IresU1,”=110naY jest NP-zupelny.
Dowod

Oznaczmy przez Tf~ badany problem ,a przezTT problem TROJPODZIALU



14 Jacek Blazewicz

/por. p=*=Q /.
Majac dany konkretny problem 12£D % , okreslony przez wartosci ele-

mentow s @ ,s@)»»e= (@q) 1 wartos¢2ograniczenta B, dane odpowiada-
Jacego mu konkretnego problemu tworzy sie w nastepujacy sposob.
- Okresl 3g+1 zadan o jednostkowych 1 czasach wykonywania, przy czym
3q zadan tworzqcygh/\zbiér E. ma postac
?2t (™M) ' js1,2,...,34q,

gdzie ' operacje wykonywane na maszynie K7,

0, Or, - operacje wykonywane na maszynie Mg,

- R1eD=r12)=0,

J<>O)-I»w .

07,09) t - oznacza wykonanie operacji J’ 3 Bbj/razy’
ostatnie zadanie C skkada sie z a rownych, szeregowo pokaczonych dancu-
chow operacji postaci

[(dol)s ’ (O,yOpB's ’ (0|102)3] ;
- liczha maszyn m=2 ;
- Wartos¢ funkcji kryterialnej y=2c @G+ .

Jesli istnieje rozwigzanie konkretnego problemu, to znaczy istnieje
podziat danego zbioru na tréjelementowe podzbiory o zadanej wkasciwosci,
to zadania w odpowiadajacym mu konkretnym problemie 1.g , halezy
przydziela¢ tak, jak pokazano na rysunku 5, na ktérym przyjete B=9. Dhu -

Hi

M2
OC02CC OCGC@C QWC C WC O C GCorc

Rys S

ros¢ dancucha operacji skkadajacych sie na wykonanie zadania C jest réwna
2q(GB+3) , czyli zadanej dhugosci uszeregowania. Zatem w kazdej jednostce
czasu ktoras z operacji tego H*ancucha przydzielona jest do maszyny. Po-
niewaz istnieje podziat zbioru elementéw na podzbiory tréjelementowe i
suma wartosci elementéw w kazdym podzbiorze réwna jest B , wiec zadania
odpowiadajace elementom wchodzgcym w skdad jednego podzbioru mozna przy-
dzieli¢ do maszyn w przedziale czasu o dhugosci 2 (B+3), w ktdérym przyl
dzlelony jest jeden z dancuchow tworzacych zadanie C. Poniewaz dancuchéw
tych jest q, zatem dhugosS¢ uszeregowania jest rowna 2q(B+3).

Jesli teraz istnieje uszeregowanie o ddugosci rownej 2q(B+3) dla kon-
kretnego problemu V-jj- , to w uszeregowaniu tym zadanie C musi by¢
wykonywane tak, jak pokazano na rysunku 5 (jedna operacja po drugiej”.
Zadania ze zbioru zostaly tak dobrane, ze jesli cmx =2q(B+3), to
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rownolegle z kazdym z q darncuchow zadania C muszg by¢ wykonywane dokdadnie
3 zadania, ¥atwo mozna sprawdzi¢, ze zadania te odpowiadajg elementom,
ktérych suma wartosci jest rowna B. Istnieje zatem rozwigzanie o zadanej
whasciwosci dla konkretnego problemu 12€DT e
Koriczy to dowdd, poniewaz problem TV2 jeit HP-zupelny [IQ .-
D
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HOBHE AJUirOPHTMN COCTABJIEHHH PACIHIHCAHHH 3AJIAH HA MADIHKAX KOHBEEPEOrO
THIA

b # e

(0

B paCoTe paccMoypeHO BHVncwTejiBHyio cjiokhmoctb .neTepMHHHCTmtecKiuc
npofiaeM cocTaBjieHHH pacnncaHHs sa™ati y.a wamHHax KOHBeepHoro runa c
yggTOM ~onoJiHHTejibiiHX pecypcoB.

THE NEW ALGORITHMS OF TASKS®"SCHEDULING ON DEDICATED MACHINES

Summary

The paper is devoted to the analysis of the computational complexi-
ty of deterministic problems of tasks®scheduling on dedicated machines,
in case of the tasks demanding for their processing some of additional
limited resources.



