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OPTYMALIZACJA CZASOWA SEKWENCJI KOMPLEKSOW OPERACJI
W STEROWANIU DYSKRETNYMI PROCESAMI PRODUKCYJNYMI

Streszczenie. W art¥kule sformutowano ogdélny dﬁskretno—ciagiy
problem czasowo-optymalnego sterowania sekwencjg kompleksow opera-
cji 1 rozwigzano go dla pewnych - z praktycznego punktu widzenia
ogoélnych - klas modeli operacji.

1. Wstep

UogolInieniem problemu sterowania pojedynczym kompleksem operacji (roz-
patrywanego np. w[ 1} Jjest problem sterowania sekwencja kompleksow ope-
racji; mozna spojrzec¢ takze na ten problem jako na problem sterowania
kompleksem operacji o zmieniajacej sie w czasie strukturze. Typowym przy-
ktadem sekwencji komplekséw operacji jest dyskretny proces produkcyjny,

w ktérym wyrézniamy w odpowiedni sposOb powigzane okreslone czynnosci
(operacje technologiczne), realizowane na okreslonych maszynach przy uzy-
ciu odpowiednich zasobow. Poszczegélne operacje moga by¢ zreszta cigghymi
procesami technologicznymi, lecz z punktu widzenia catego systemu produk-
cyjnego traktowane sa tutaj jako pojedyncze operacje. Doktadniej problem
ten mozna sformutowa¢ nastepujgco: Dane sg momenty pojawiania sie do rea-
lizacji poszczeg6lnych komplekséw. Moga by¢ takze zadane dopuszczalne mo-
menty zakonczenia realizacji poszczeg6lnych komplekséw. Dana jest struk-
tura (np- w postaci grafu) kazdego kompleksu, dane sg modele (rézniczko-
we) kazdej operacji wraz z rozmiarami zadan do wykonania. Dana jest zmien-
na w czasie dysponowana do rozdziatu ilos¢ zasobéw (w ogélnym przypadku
caty wektor réznego rodzaju zasobow). Problem tutaj polega na wyznacze-
niu takich momentdw rozpoczecia realizacji poszczeg6lnych komplekséw

(@ w kazdym kompleksie takich momentdéw rozpoczecia realizacji kazdej ope-
racji) z zachowaniem porzadku technologicznego i1 wzieciem pod uwage czasu
dostepnosci poszczegélnych operacji i takim przydziale poszczeg6lnym ope-
racjom zasobow, by czas realizacji caltej sekwencji byk minimalny.

W pracy problem ten rozwigzano dla pewnych klas modeli operacji.

2. Ogolne sformutowanie problemu

Problem 1
Dana jest sekwencja komplekséw operacji opisana nastepujaca dwojka
uporzadkowang:
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4 <f,N(t)>, gdzie;

N(E) = [ N(D), .- -, N (D), .- -JITCH] - wektor dysponowanych do roz-
dziatu g-rodzajow ilosci zasobow, Ir(®) ~ 0, K - nastepujacy zbiér komplek-

K= >2»eensEjr=eexEjri gdzie:
JANK Kj gdzie z kolei:

S. - oznacza strukture j-tego kompleksu, zadang np. siecig lub macierza,
przedstawiajacg wymagania porzadku technologicznego;

Xj ANj~A Edzte Xj = 1ZJ1,xj27** Xji XA;i”S

3 =[XJ1,X2]"*"xji’-">xjnj - odpowiednio - wektor standw poczat-
kowych 1 7/ektor rozmiaréw zadan (standw koricowych) operacji j-tego kom-

pleksu;
t. - moment pojawienia sie do realizacji j-tego kompleksu,

/\ B\ tj+= » (moga by¢ takze zadane dopuszczalne momenty zakonczenia
G6

realizacji poszczegolnych kompleksow);
- zbidér modeli operacji j-tego kompleksu, gdzie modele poszczegol-

nych operacji majg nastepujaca postac:

FENA ieHA ] [XGi(D) A iCuji(t),uji(t) -*-*2i(t) -*-"uji(t)]A

A/Z\ (Y =x°], gdzie:
e of®@ "Xy ¢
xJiN) “ stan i_tej operacji w j-tym kompleksie w momencie t;
ust<t) - i1los¢ zasobow p-tego rodzaju przydzielona i-tej operacji w j-tym
kompleksie w momencie t;
n™ - ilos¢ operacji w j-tym kompleksie.

Nalezy wyznaczy¢ takie momenty » t rozpoczecia realizacji posz-
czegblnych komplekséw (a w kazdym kompleksie takie momenty rozpoczecia
realizacji kazdej operacji) i taki rozdziat zasobow uH (t) £ %Nt)” a
nastepujace kryterium:

Q = T osiggato minimum, gdzie

T 4 minjt € R+ AY Mn-j xj i ~~ij ’ bowiem zagadamy, ze:

A AJrAn, [~jinT) »**)"=* CA. = 3% )].
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Minimalny czas realizacji caltej sekwencji bedziemy oznacza¢ Ta, tj.:~

T™ = min P(u(t)), gdzie P(u(t)) =T.
u(t)en®)

Zbior dopuszczalnych rozdziatéw zasobow (zbidr sterowan dopuszczal-
nych) zdefiniowany jest nastepujacos

Wobec tego, ze powyzszy problem jest skomplikowanym problemem optyma-
lizacji dyskretno-ciagtej, bedzie on dalej rozpatrywany przy zafozeniu,
ze operacje w poszczegolnych kompleksach sa niezalezne (tzn. struktura
kompleksu jest rownolegta), oddzielnie dla operacji o modelach wklestych
i oddzielnie dla operacji o modelach wypuktych. Przyjete bedg takze inne
oczywiste z praktycznego punktu widzenia zatozenia. W praktyce zazwyczaj
roéznego rodzaju zasoby Np (t), peN”, muszag wystepowa¢ w pewnych z gory
okreslonych proporcjach (zadanych np. odpowiednimi normami technologicz-
nymi, ekonomicznymi, itp.), tzn.s
[N1(t),H2 (D), ---,ITq()]" = N-[N1(),N2(t),---3"K()]i gdzie

®O,Hr2(1),-.. J*- jest wektorem, ktdrego skkadowe sg minimalnymi i-
losciami zasoboéw kazdego rodzaju,podanych z zachowaniem (zgodnie z odpo-
wiednimi normami) odpowiednich stosunkéw miedzy nimi; ilosci te sg niez-
bedne do rozpoczecia realizacji operacji. A wiec przypadek z wieloma ro-
dzajami zasobdw mozna sprowadzi¢ do przypadku z jednym rodzajem zasobéw IT
(ktéry jest whasciwie wspoétczynnikiem mowigcym jaka wielokrotnoscig wek-
tora [fZ,(t),n2(t), ... ,N<I(t) J° dysponujemy).
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3. Operacie o modelach wklestych

Problem 1.1
Jest to problem 1 przy zatozeniu, ze:
1° Struktura komplekséw S®, JEH”~ jest réownolegta, tzn. operacje sg nie-

zalezne;
2° Problem dotyczy rozdziatu jednego rodzaju zasobow N(t), przy czym;

i a<ti®A  NDAA NDAGige

lel” e  tf<tx,tl+1;
t jest momentem skokowej zmiany dysponowanej do rozdziatu ilosci zasobow
z wartosci Nj_-1 ma wartosc Dla uproszczenia (nie umniejszajac ogolnos-
ci rozwazan [2]) zatozymy, ze s=k i I=j, tzn. t=t/.
3° =0, =N, J6HN, 1eNi
A° Funkcje fj~(un), jehn, sg ciagte,nieujemne, wkleste 1 Scisle

rosngce wzgledem u”.

3.1» Rozwigzanie problemu 1.1

Mozna pokazac¢ [2,3>4,5jt ze przy powyzszych zatozeniach jedno z roz-
wigzan optymalnych problemu 1.1 posiada nastepujace wkasnosci;

1° Optymalny czas rozpoczecia realizacji kazdej operacji jest albo momen-
tem pojawienia sie do realizacji danego kompleksu, albo momentem poja-
wienia sie pewnego nastepujgacego po nim kompleksu;

2° Jesli IT(®Y) jest nierosngca funkcja,to realizacje poszczegdlnych kom-
pleksoéw nalezy rozpocza¢ w momentach ich pojawiania sie;

3° Beatizacje ostatniego kompleksu zawsze nalezy rozpocza¢ w momencie je-
go pojawienia sie, wykorzystujgc przy tym catkowita dysponowang ilosc
zasobow;
W przedziatach r jednoczesnej statosci dysponowanej do rozdziatu ilos-
ci zasobow i1 ilosci kompleksdéw operacji®(r £HY, ntr = tr+~ - tr) opty-
malne sterowanie bedzie state w czasie;

5° Realizacja kazdego kompleksu moze zakoriczy¢ sie albo w ktérym$ z momen-
tow pojawienia sie nastepnych po nim komplekséw, albo - w momencie za-
konczenia realizacji catej sekwencji kompleksow operacji .

Korzystajac z powyzszego i oznaczajac przez U-jj- te ilos¢ zasobdéw, ktoéra

zostata przydzielona i-tej operacji w j-tym kompleksie w przedziale r,

czas T realizacji sekwencji komplekséow operacji w funkcji rozdziatoéw za-

sobow wyznaczamy ze wzoru;
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2 *£c ** -2 fsia_ DT
i=1 -

tzn. z ograniczenia na dysponowana ilos¢ zasobdéw w ostatnim przedziale

.‘
I
x

Wobec powyzszego(wyjsciowy skomplikowany problem optymalizacji dyna-
micznej sprowadza sie do nastepujacego problemu programowania wypukdego
(doktadniejjproblem ten jest zadaniem programowania wypukdego po przejs-
ciu ze zmiennej Ujir na zmienna X jir bedaca czescia i-tej operacji w j-
-tym kompleksie zrealizowang w r-tym przedziale, tzn. r)<Atr):

Rroblem 1.1%:
min (T = F(u)), gdzie:

ueU
k-1 r
@gﬁgl nr = [ulr,u2r ujr,**»5rr] A

A/2k-1 (ujr = Cujlr»uj2r*,” »ujir»*** ujn;r] A
1 k-1 r

2 (n’\T)étr—s’\i«o)AegyE_il 2 2 ujiF“Rr’*O
j=1 1=1
Mozna pokazaé, ze istnieje rozwigzanie tego problemu, natomiast prob-
lem ogdélnie nie posiada jednoznacznego rozwigzania.
Do rozwigzania problemu 1.1 mozna zatem zastosowa¢ znane numeryczne
metody programowania wypukdego.
Do rozwigzania problemu 1.1 przy zatozeniu, ze N(t) jest dowolng réz-

niczkowalng, nieujemng funkcja t £ C™) mozna efektywnie zasto-

sowa¢ zasade maksimum z ograniczeniami réwnosciowymi i nieréwnosciowymi -
nawet przy kryterium ogélnej postaci Q = jAMO@u())dt, fQ) e - wpro-
wadzajac n+1 zmienng stanu (oprocz n = jako lecz jest

to w ogllnym przypadku tylko warunek konieczny.

Zadanie rozwigzania problemu 1.1 przy zatozeniu, Zze operacje sa zalez-
ne znacznie sie komplikuje, a opracowany przez autora odpowiedni algorytm
wydaje sie mado. efektywny.
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4. Czasowo-optymalne sterowanie sekwencja komplekséw dla pewne,i klasy
operacji niezaleznych
Problem 1.2
Jest"to problem 1.1 przy zatozeniu, ze funkcje nie s4 wkles-
4e, ale posiadaja nastepujacg wkasnosc:

0, & » 4 « V **epn< W « * » /v

(Jak *atwo zauwazy¢ do klasy tych funkcji naleza miedzy innymi funkcje
wypukte) oraz, ze IT(E) jest odcinkami ciagta funkcja.

Korzystajgc z tego, ze sterowanie optymalne maksymalizuje w kazdej
chwili hamiltonian (utworzony dla tego problemu) mozna wykazac¢ (dowody
nie wprost) nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1
Jesli spednione sa zatozenia problemu 1.2, to jedno z rozwigzah opty-
malnych tego problemu posiada nastepujaca wkasnosc:

A iV " Oii.. (D<k?)) => 72/
A>C N 14N ((E>tg A 0«3Cai (B)< Ugi(® = N(B)))

ACCAN K AnjJ A (E<tjAXji(D) = 0) v (>t *3i(0) =«5i)»"

A Am @@=

tzn., ze w kazdej chwili czasu realizowana jest tylko jedna operacja
sposrod operacji, ktore juz sie pojawity, a nie zostaly jeszcze catkowi-
cie zrealizowane, przy wykorzystaniu catkowitej dysponowanej do rozdzia-
4+u w danej chwili ilosci zasobdw.

Uwaga 1

Jesli w wyrazeniu /1/ zachodzi ostra nierdéwnos¢, wéwczas rozwigzanie
problemu 1.2 zawsze posiada wkasnosc¢ /2/.

Obecnie rozpatrzony bedzie problem kolejnosci wykonywania operacji .

Niech:
Njeﬂj( Ig]\y\j h31(t) 1 f%&(N(t)) oraz
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*
jlge]® “ieNdd peB <t Vdi><3P) 'V '@

gwierdzenle 2

Jesli spednione sg zatozenia problemu 1.2 oraz/\v/\_ _ f~Cu-JeC.,
je3q iefly 31 31,

a N(t)e C~— funkcja scisle rosngca, woéwczas z kazdych dwu operacji ji,pq
ze zbioru operacji w kompleksach - ktére juz sie pojawidy, a nie zostaty
jeszcze zrealizowane - nalezy najpierw rozpocza¢ realizacje operacji i-
-tej w j-tym kompleksiefjesli *dl, < 0, albo p-tej w g-tym kompleksie
jesli > °5 jesli = 0 kolejnos¢ wykonywania operacji jest
dowolna.

Lemat 1

Jesli speknione sa zatozenia problemu 1.2,to relacja V.. jest rela-
cja dobrze porzadkujacg zbidor operacji w kompleksach, ktore juz sie poja-
widy, a nie zostaty jeszcze zrealizowane (tzn. jest relacja liniowo po-
rzadkujaca ten zbidér i w kazdym niepustym podzbiorze tego zbioru jest e-
lement pierwszy ze wzgledu na te relacje), poniewaz - oprocz - co widac -
zwrotnosci, stabej antysymetrycznosci i spéjnosci - jest ona takze rela-
cja przechodnig, tzn.j

inj Bdai 0A  di*0~ 0
Dowdd lematu 1
/ /
him(®) h.li) him(t)’
~m,qp~t) hdi(®) hACt”r  hjico),
him(t)~
hji(®

Algorytm szeregowania operacji jest zatem trywialny®

Jesli funkcja N(t) jest funkcjg Scisle malejacg (N(t) >0), to kolej-
nos¢ wykonywania operacji jest dokkadnie odwrotna niz kolejnos¢ wynikaja-
ca z tw.l i lematu 1.

Jak datwo zauwazy¢ spos6b rozwiagzania problemu 1.2 mozna datwo uogol-
ni¢ na dowolne przedziatami ciggte i monotoniczne funkcje N(t) > 0, lecz
moze okaza¢ sie - w ogolnym przypadku - ze optymalne jest wykonywanie o-
peracji z przerwaniami, jesli dopuszczalne jest takie rozwigzanie z prak-
tycznego punktu widzenia.

Oczywistg.. jest, ze jesSli w problemie 1.2 H(t) =H * const, to kolej-
nos¢ wykonywania operacji (w kompleksach) — ktore® juz pojawidy sie, a nie
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zostaly jeszcze zrealizowane - jest dowolna- Jest to czesto bardzo wygdd-
ne z praktycznego punktu widzenia.

5. Wnioski i uwagi koncowe

Jak wiec wida¢ w przypadku operacji o modelach wklestych optymalne
jest rownoczesne wykonywanie operacji, zaczynajac realizacje poszczegol-
nych komplekséw w momentach ich dostepnosci. A problem optymalnego roz-
dziatu zasobéw sprowadza sie do zadania programowania wypukdtego, nato-
miast w przypadku operacji o modelach posiadajacych wkasnosc¢ /'\/ (tzn.
miedzy innymi dla funkcji wypukdych),optymalne jest wykonywanie w kazdej
chwili czasu tylko jednej operacji, przy czym (za wyjatkiem N(t) =N =
- const.) kolejnos¢ wykonywania operacji nie jest dowolna.

Przedstawiona problematyka byta stosowana - miedzy innymi - do opty-
malnego rozdziatu tlenu na konwertory w konwertorowym procesie tlenowym;
do rozdziatu katalizatora - karbonylkéw kobaltu - na regktory chemiczne
w procesie karbonylowania pentanu-2, a przedstawiony w pracy problem by#
wykorzystywany w 1976 r. do harmonogramowania prac budowlanych we Wrockaw-

skim Przedsiebiorstwie Budowlanym.
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TIME OPTIMIZATION OP A SEQUENCE OP COMPLEXES OP OPERATIONS IN CONTROL
DISCRETE PRODUCTION SXSTMS

Summary

In the paper a general discrete-continuous problem of time-optimal
control of a sequence of complexes of operations is formulated. The
problem for some classes of operation models is solved.



