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ZASTOSOWANIE TEORII PROCESOW PUNKTOWYCH DO PROJEKTOWANIA
W$ZM MONTAZU

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie wielowymiarowych
stochastycznych proceséw punktowych do opisu dynamiki pewnej klasy
dyskretnych proceséw przemystowych. Podano elementy teorii i budowe
modelu matematycznego. Zastosowane podejscie moze stuzy¢ do oszaco-
wania parametréw wezda montazu li innych podobnych obiektéw) w fazie
projektowania.

1. Wstep.

Praca dotyczy bezposrednio tzw. wezda montazu, jednak uogélnienie
wynikéw na inne obiekty o podobnym charakterze jest proste. Opis obi; rtu
podano w punkcie 2 pracy. W punkcie, 3 ..zebrano elementy teorii wielowymia-
rowych stochastycznych proceséw punktowych. Punkt 4 poswiecony jest opi -
sowi dynamiki stanowisk remontowych. W punkcie 5 analizuje sie rocesy
zachodzace w tzw. wezle sumacyjnym wezda montazu. Zastosowania do projek-
towania opisano w punkcie 6.

2. Obiekt.

Wezed+ montazu jest uktadem trzech linii montazowych,jak na rys.1. Li -
nie A i B stuzg do wytwarzania dwéch pédproduktéw, kierowanych nastepnie
do magazynéw Ms i tL,. Nastepnie poédprodukty kierowane sg do tzw. wezda
sunacyjnego, w ktérym montuje sie z nich produkt finalny, transportowany
dalej linig C. Podprodukty mogg posiadac¢ usterki i sa wowczas kierowane
na zespoty stanowisk remontowych R™ i Rg, Zaktada sie, ze zaréwno R?, jak

Rys. 1. Schemat ideowy wezd4a montazu



20 M_ICImmei

i lig dysponuja nieograniczong liczbg niezaleznych stanowisk, remontowych
ttzw. stanowiska typu G/co [5])» Sens takiego zatozenia dyskutowany jest
w punkcie 6. Zaktada sie, ze czas remontu jest zmienng losowa (,Z4) o da-
nej dystrybuancie, oraz dopuszcza sie istnienie usterek nienaprawialnych.
Sytuacja podobna do opisanej ma miejsce w Fabrykach samochodowi, gdzie np.
podwozia i nadwozia samochodéw produkowane sg osobno, a nastepnie #aczone

w catosc.
3. Wielowymiarowe stochastyczne procesy punktowe (?/SPP).

Podane ponizej elementy teorii WSPP oparte sa na pracach [k,6,73,
w Ktérych przedstawiono wyniki dla proceséw jednowymiarowych. Uogélnienie
przedstawione tutaj jest -tak proste, ze dowody wszystkich wkasnosci prze-
nosza sie z przypadku jednowymiarowego - zostaly wiec pominiete. Uzywane
pojecia teorii prawdopodobienstwa znalez¢ mozna np. w [4]» terminologia
polska zgodna jest z przegladowa praca [1]-

Niech, Rp oznacza i-ta kopie zbioruliczb rzeczywistych, i=1,..., I,
a NJ(Fp) - tf-algebre zbioréw biorelowskich-na R*. Niech dalej oznacza
zbidér wszystkich ciggéw 5P (.skonczonych lub nie) o wyrazach w R. , nie ma-
jJjacych skonczonych punktéw skupienia. Niech X~ bedzie produktem: 7~ =
Xi=1lXi={t51,... 31)| Zdefiniujmy na ~(Rp) miare Np o warto-
Sciach w zbiorze liczb naturalnych z zerem {jfg), wzorem: Np(Ap ,5P) =
= card {a” S}, ApG~~") , gdzie card{z} oznacza moc zbioru Z. Niech F1

bedzie najmniejsza d -algebra, zawierajaca zbiory cylindryczne postaci:

PN =kp § ApGNJICRY), K i=1,=..»1j.
Definicja 1 (nor.123?. l-wymiarowym stochastycznym procesem punktowym na-
zywaé¢ bedziemy tréojke gdzie P jest miarg probabilistyczng na

(r~"Fl1l) , tzn. PU1)N.

NSIP mozna traktowa¢ jako losowy ciag (strumien) zdarzen I typéw. Z za-
+ozenia o braku skonczonych punktéw skupienia wynika, ze Ni (Ai)<+oo0 ¢pa-
ograniczonego zbioru Ap. T/SPP mozna traktowa¢ takze jako zbidér 1 jednowy-
miarowych SPP o 4#gcznym rozktadzie P. Miare NpUpjSP) nazywa sie miarg li-
czaca procesu L Dla ustalonego ApG~CR”), N~(an,5P) jest dobrze okreslo-
na zmienng losowa o wartosciach wJR . Intuicyjnie, miara liczaca Np jest
liczbg zdarzen typu 1, zaistnialych w zbiorze czasowym Ai . Niech Vp ozna-

cza zbiér wszystkich funkcji mierzalnych okreslonych na R, o wartos$-
ciach z przedziatu [0,13 i réznych od jednosci na zbiorze ograniczonym.
Niech dalej V1 bedzie produktem kartezjanskim zbioréw V. : V? V. =
“{(<e.» « ¢« V  d-1 i}. 1 A *“11

PjNj-.uucja 2 [2,b,73. Funkcjonatem tworzacym prawdopodobienstwa (FLTP) pro-
cesu {X ,F , p™ nazywa sie funkcjonat Gp: V1->[o,lj postaci:

peeey if) = n { exP | log[4i~til}mi(dtl»"i.)} PCd Si) =
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=Sjr-j(exp | logrU~IN~DE,*1) ™ > /-

gdzie logi") oznacza logarytm naturalny, a 7/artosci symboli nieoznaczo -
nych: 0*(-00)=0, e~°=0.

Twierdzenie 1 Cnor.I12!]). “ASP ~Al _FI _.P>schatagteiA®"zov7an-7 jest jednoznacz-
nie przez wartosci swojego PLTP na V1.

Na mocy umowy, oznaczenie: <X£ ,FJ,P) bedzie w dalszym ciagu uzywane
zamiennie z oznaczeniem P. Jest to uzasadnione fal-;tem, te rézne 77SPP roz
nig sie tylko okresleniem miary P, natomiast X1 ,?1 pozostaja bez zmian.
Twierdzenie 2 (por.[21). PLTP procesu ? dany jest réwnowaznym wzorem:

g?c& it) =sjri f\ sHi)1}, u/

gdzie x (1) jest I-tym wyrazem ciagu Xt .

Znajomos$¢ FLTP umozliwia "mechaniczne"™ wyznaczenie #acznych rozktadéw
dowolnej skonczonej liczby miar liczacych, okreslonych na dowolnej skon-
czonej rodzinie zbioréw. Niech ji.Ct) oznacza funkcje wskaznikowg zbioru
A<=R,tsn. ~e(t)=1] dla be A oraz ~(t)=0 ula teR\A.

Twierdzenie §J (nor. C2]). Niech A;-J£ N >eee » > j=1»...»X beda
zbiorami takimi, ze A~= O, Z (J”k) i niech funkcje Tf-¢lik
zdefiniowane bedg jako:

ii=1- N~ ~M-3ijNA 7 =l »eeen— ; z3/
gdzie si,e[0,1]. Woéwczas PLTP Gp(” ,. ==, 1Y) jest (Jako funkcja zmiennych

s-j) 4aczna funkcjg tworzacg prawdopodobienstwa (PTP) zmiennych losowych

Rozwazymy obecnie operacje na 7/SPP. Niech kazde zdarzenie X"(1), i=
-1,...,1, 1=1,2,... , l-wymiaro7/ego SPP P daje poczacek J-wymiarowemu SPP
Q2.0 rozktadzie zaleznym od wsoétrzednej t.=xL(l). Zaktada sie wzajemng

niezalezno$¢ procesow Ao on, P.
Definicja 3 [2.7], J-wymiarowy SPP p', zawierajacy wszystkie zdarzenia
procesoéow (gdzie xt (1) sa zdarzeniami WSPP P), nazywaé¢ bedziemy sku-

pieniem (oryg. ang."cluster™) procesu P. Proces P nazywany bedzie proce -
sem osrodkéw skupien (“chtuster centers™), procesy “ procesami sku-
piajacymi fclustering processes'), a operacje przeprowadzajaca WSPP P

v WSPP P*- skupianiem (“cluscering").Symbolicznie bedziemy pisaceP= P®®.
Operacje skupiania mozna uwaza¢ za superpozycje dwéch mechanizméw loso -
wych, dajaca w efekcie nowy proces o bardziej ztozonych wkasnosciach,

Twierdzenie 4 [2,73. Niech Gp(|< j*--» bedzie PLTP procesu osrodkéw
skupien P, a 3= niech beda PLTP proceséw skupiajacych ojk .
Zachodzi wéwczas: Gjzifyfi ty) = Gp[Ga(?i *» 731") ieee»GaWl™ mee»  1&7] »

J;zn. PLTP procesu ? jest superpozycja Gp oraz Gq.



4., Zastosowanie do opisu stanowisk remontowych.

Rozwazymy szczegdlny rodzaj skupienia, Niech. P bedzie I-wymiarowym os$-
rodkiem skupien. Niech dane bedag 1 wymiarowe procesy skupiajace Ql.. Zbu-
dujemy inne procesy skupiajgce R”™; (21l-wymiarowe). Niech <JE="t/ ='>"ti)
={[9? CI), 1=1,2,...] , m=1,..., 1} beda ciaggami zdarzen "\NFP . Défi
nfuyéﬁy rodzine ciagow rf~:/$}64s...tfo| tak, ze:

w> m=1,...,1
qti
rt- \Y n=1+1,...,21, m™i+3 /4/
? 12-1+1
gdzie O oznacza pusty zbidr zdarzen (ciag “'zeroeieiaentowy";, oznacza

cigg sktadajacy sie z jednego zdarzenia zachodzgcego w chwili t,, FLIP
Gp procesu RM. wyraza sie wzorem:

gl (=»2ail= PZHI)AION.-qND. J

FLTP Gg= Gp [GpC-),.-., («J3 aozn3 uwazaé za +aczny FLPP procesow

F. Ciag zdarzen (T”. odpowiada mierze liczacej postaci miary Diraca
~oznaczanej tym samym symbolem): XrSi--.azieny deraz do
opisu elementéw wezdta montazu
(rys.2). Rozwazania dotyczy¢ beda
pédproduktu A. Wyniki dla B sa

identyczne. Niech P oznacza jed- o]

nowymierowy SPP, ktérego zdarze - M,
niami sg momenty, w jakich linia I Pa

A dostarcza kolejne egzemplarze U-pAn

pétproduktu. Oznaczmy FLTP proce-

su p jako Gp. Zatézmy, ze (1-P?)

jest prawdopodobienstwem wysta - ()_tT' Ua
pienia usterki, ktéra jest z pra- -
wdopodobienstwem rA naprawialna.

Pé4produkty z usterkami napra —

wialnymi kieruje sie na jedno ze

stanowisk remontowych R™. Jedno-

wymiarowy proces punktowy ma Rys.2. Fragment wezda montazu.
jako zdarzenia momenty przybywa-

nia potproduktéow na stanowisko

Fw

remontowe. Zaktada sie, ze kontrola jakosci nie zabiera czasu. Czas trwa-
nia remontu pédproduktu jest ciagla zmienng losowg f =z dystrybuantg F.

i gestoscig . Proces punktowy T ma jako zdarzenia momenty opuszczania

przez pédprodukty stanowisk remontowych. ProGes P~ ma jako zdarzenia mo —
nenty przybycia do magazynu zarowno po4produktéw wyremontowanych, jak

i tych, ktére nie miaty usterek. Praktyczne znaczenie ma wyznaczenie FLIP
jJjednowymiarowego procesu “*
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Proces ba ma zwigzek z wielkoscig magazynu MA, a procesy , U, z liczba
jednoczesnie remontowanych podproduktow.

Proces ?A = PA®Q, gdzie miara liczaca jednowymiarowego procesu sku -
piajacego ma postac: <Tt+ j3(1l-cc) </r , przy czym: @.,/3 - zero-
jedynkowe niezalezne zmienne losowe, takie”ze fp[cx=11- = pA ,£p{fi=1}=rA,
T" - zmienna losowa o dystrybuancie PA, niezalezna od cc i1 /3 . F4T? G»
mozna wyznaczy¢ z definicji:

GeCMt) = s]exp | logj~CuN~iduij- = E[ E(t+T)

/6/

PA e(t) + CI-PA)rA J Ct+T)FA(T )dr+ CI-pA)CI-rA).

Wzér /S/ pozwata efektywnie wyznaczy¢ posta¢ FLTP Gg= Gp [&,,(=)] - taczny
FLTF Gj J proceséw TA i UA wyznacza sie na podstawie wzoru /5/, przy czym

~'at = ~t+T ” GT, in N =G6TF N NI R2NMN+ NS A e K*® &N\
mozna otrzyma¢ z FLTP Gp, przy czyn obeSnie = (-o0)|#</1: &xX,CN ) =
= 3- + " “ rA”*“?AN]* Ostatecznie:*

= GP(FA“Pa /YA *?i~Jg?2 27+ A A A 1 - rAM~PA)"

Liczba r(.t) potproduktéw remontowanych w chwili t réwna jest roznicy
procesow liczacych vit)=lig,i [o,t] ), u(t)=NyC [o,t] ) proceséw punktowych
-j 1 UA. Posta¢ tacznej FTP g”s”?,s2;t) zmiennych loso'/ych uit), v(t)
mozna otrzyma¢ na podstawie twierdzenia 5, kdadac w G» QA=
1-i"s)) k , 1=1,2, natomiast FTP h(s) zmiennej losowej r(t) wyzna-
csa sie ze znanego wzoru na posta¢ funkcji tworzgcej roznicy zmiennych
losowych - h(s;t) = gCs,1/s;t). Poniewaz linia A rusza w chwili t=0 i po-
rusza sie ze stala predkoscia, FLTP procesu PA mozna #4atwo wyznaczy¢ na
podstawie twierdzenia 2:

GP ~ )= O § CICA)>

gdzie c™ (cykl linii A) jest odstepem czasowym pomiedzy d?/oma kolejnymi
egzemplarzami produktu, dostarczanego przez linie A. Podobnie definiuje
sie cykle cp i1 cc linii B i C.

Jezeli istnieje catkowita dodatnia liczba N. taka,ze Fa(Nca) = 1 (tzn.
remont nie trwa dduzej niz NcA), te po niezbednych przeksztakceniach:

hCs,icA) = ri {~-~il-PA)+(1-PA)rA F3-Cs-DFAVIcA)]}, ni

dla i>N. Zmienna losowa rCic”) osigga wiec w skonczonym czasie rozkdad
graniczny i liczba remontowanych pé#produktéw nie przekracza N+1.
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3. 'Hezel sunacyjny.

Dalsze rozwazania prowadzone beda (bez utraty ogélnosci) przy zatoze-
niu upraszczajacym: cA=Cg=Ce=c. Niech n? bedzie liczbg produktéw w maga-
zynie Ma w chwili uruchomienia linii, natomiast n*(t) - w dowolnej chwili
t?0. Oznaczenia dla"magazynu lip sa analogiczne. Niech dalej yA (t), y-g(©
oznaczajg procesy liczace procesow punktowych , Pg: Uo»t3 »»
y_(t)=Ng( [0,t3 ), gdzie NA, Kg- miary liczace procesow Ps, Pp. Zmienna
losowa y,(t) jest réwna liczbie pétproduktéw typu A, przybydych do maga-
zynu i§ do chwili t wkacznie (Qnodobnie yigt)). Analogicznie, yw(t) jest
réwne liczbie kompletnych produktédw dostarczonych na linie C.

Zachodza oczywiste réwnania bilansu magazynéw:

n_.® =n? + yA() - yc()

i G (SA
r-.it) =nS + y-(t) - vy, it)
Réwnoczesnie wiadome, ze skok procesu yc(t) (a raczej skok jednej z jego
realizacji) nastepuje wtedy i tylko wtedy, kiedy w obydwu magazynach
znajduja sie pédprodukty}tzn.:

r "yA (ic)y, (io-0)+nA(io-0)>0
it

) . yg(ic)-yB(ic-0)+np(ic-0)>C
,(1Ic)-yG [Hi-1)c] = ty

w przeciwnym razie
dla i=1,2,... . Symbol yA(ic-0) oznacza lewostronng granice w punkcie ic.
fie wzorze /9/ wykorzystano oczywista rownosc¢: y~Cic-0) = yc[(i-1)cj
Stosujac indukcje wzgledem i, *atwo wykazaé¢, ze ze 7/zoréow /S/,/9/ wynika:

yc(ic) = min|l+yc [(i-1)c] ; yA(ic)+n® jyB(ic)+n"

yc(ic) = min]i+-T;ongi£ {yA(@c)+n°+i-j} ~nin. (yBUc)+nE£+i-jjJ - =

Powyzsze wzory dzieki rekurencyjnej formie nadaja sie bardzo dobrze do
bezposredniej symulacji na maszynie cyfrowej, nie pozwalaja jednak wyciag-
naé¢ prostych wnioskéw odnos$nie postaci rozktadédw zmiennych losowych nA (ici
ng(ic), ye(ic). Doktadne informacje tego typu pozwolityby na zbadanie cze-
stosci przerw w dostawie gotowego produktu, spowodowanych brakiem oétoro-
duktéw w magazynach. Formalnie, wzory /B/-/9/ sa identyczne,jak wzory dla
tzw. procesu kolejek (rozwazanego np. przez Fellera [3,Tli}). Niestety,
zmienne losowe WAi= yA [ (i+1)c] - yA(ic), Wgi= y£ [ (i+1)c]~ yB(ic) nie sa
niezalezne, co uniemozliwia bezposrednie zastosowanie wynikéw [3]. Nato -
miast w uproszczonym przypadku (majacym jednak sens techniczny) istnienia
tylko jednego typu potproduktu (np. A), mozna zastosowaC teorie +ancuchow
Markowa o nieskonczonej liczbie stanéw [3, Tlj. W tym przypadku bowiem ze
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wzoréw /S/,/9/ wynika, ze:
nA (ic) = max|"nA [(i-1)c] + WAT } 1j - 1 .

Ponadto, zawsze tylko N+1 sasiednich wyrazéw ciggu WAi jest zaiezne sta-
tystycznie. Mozna sie o tym przekona¢, analizujac posta¢ +*acznej FTP
rozktadu zZL W~, j=0,1,...,i:

A wiec ciag-[nA(ic)} , 1=0,1,... jest Htancuchem Markowa rzedu N+1. ,7azny
praktycznie problem istnienia rozkdadu granicznego dla ciaggu [nA (ic)J
Ctj. "stanu ustalonego' magazynu) sprowadza sie do sprawdzenia, czy wszy-
stkie stany procesu sa ergodyczne [3, Pi}.Zastosowanie tego podejscia wy-
maga zd#ozonej analizy kombinatorycznej. Wyniki zostang opisane w osobnej
pracy -

6. Zastosowania do projektowania wezda montazu

Wyprowadzone zaleznosci dla stanowisk remontowych pozwalaja na powia-
zanie w fasie projektowania rozkdadu czasu remontu i prawdopodobienstwa
powstania usterek z rozktadem liczby zajetych stanowisk remontowych. Przy-
ktadowo, jezeli czas remontu ma rozktad prostokgatny od O do Nc, to #atwo

wywnioskowaé¢ ze wzoru /7/, Ses
(1-PA)rA(N+D

S [r@ic)] = ¢1 (d-pA)rA fI-PA(dc)] = 5 /11/

d-PA)rA(N+1)
712/
2

Wzory tej postaci® pozwalaja oszacowaé¢, ile dziatajacych réwnoczesnie
stanowisk remontowych potrzeba, zeby nie spowodowa¢ zatordédw w rzeczywistym,
procesie. Zatozenie o nieograniczonej liczbie stanowisk (zrobione w punk-
cie 2 pracy) pa?wala na uproszczenie obliczen. Wzory typu /7/,/11/»/12/
pomagaja ustali¢, do jakiego stopnia to zatozenie jest zgodne z rzeczywi-
stoscia,

Znacznie trudniejszym problemem jest znalezienie podobnych oszacowan
dla magazynéw (takze i dla stanowisk remontowych, o ile dopuscimy mozli -
V?0S8¢ powstawania zatoréw). Mozna korzystaé¢ tuta.i.”_nozktadéw _ZTi.w
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(wzér /10/) w celu wyznaczenia Sredniej intensywnosci doptywu obiektéw
do magazynéw oraz jej rozrzutu. Parametry te z kolei mogg postuzy¢ do
wyznaczenia poczatkowego zapasu w magazynach, ktéry wystarczy do zacho -
wania ciagtosci pracy linii C. Rozsadnym wyjsSciem wydaje sie zastosowanie

Rys. 5. USredniony przebieg czasowy stanu
magazynu . 08 czasu wyskalowana jest w.wie-
lokrotnosciach Cg. Dane: p”~=0.6=pB, r,=0.5=rB,
c"=Cg=0.B, cc=1.0 (przebieg goérny), p~=0.7,
r*=0.£, 1-~=0.9, rB=0.9 (przebieg dolny). Roz-
k¥#ad czaséw remontu: prostokatny od O do 25
(Jednakowy w obu przypadkach) .

metod syaulacyjnych. Rysunek 3 przedstawia wyniki eksperymentu symulacyj-
nego dla dwéch wariantéw danych. Warto zwrécié¢ uwage na fluktuacje stanu

magazynéw, nie majace charakteru losowego (kazdy punkt wykresu jest Sred-
nig z 200 wynikéw). Ich przyczyna sa réznice w ddugosciach cykli c”.Cg.Cg.

7. Wnioski.

Aparat teorii proceséw punktowych pozwala w wielu przypadkach scharakte®
ryzowa¢ strumienie losowe, zdarzen, wystepujace w dyskretnych procesach
przemystowych. Uzyskane w ten sposob wielowymiarowe rozkitady prawdopodo —
bienstwa utatwiaja powigzanie ze soba réznych parametréw projektowanego
obiektu i1 procesu.
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UF~MEHEHHE TEOFHM nOTOKOB COEHTHI) K FfBbEKTNPOBATLIr YOJLA CECriOIl

Be sm e

B cruTBe npescTSBxeHO npHMeHeHne reopitH MHoroMepnux caynaSKmx
noTOKOB co6hthK k onHcaHtoo fIBHaMHKH Kliacca ancKpeiHux npoMijmxeHHBK
npoueccoB. faHK oseMeHTu xeopHa u npHHUitni) nocTpoensis .naTeMaTRuecKOii
Hoaesn. HcnosBsoBaHhili no”xofl xaex onenKy napaweTpos y3ta cC.tpKi:/ y. noxo-
xhx Ha Hero 06i>eKTOB/ Ha 3Tane npoeKTHpoBaHHH

THE APPLICATION OF THE POINT PROCESSES THEORY TO THE ASSEMBLY KNOT DESIGN

Summary

In the paper the application of the multivariate stochastic point
processes for description of dynamics of a certain class of the discrete
industrial processes is presented. The elements of theory as wall as
construction of the mathematical model are given. The approach may help
in estimating the assembly knot paramétrés in the course of designing.



